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Abstract

Usando el formalismo canénico de Dirac, se realizara el analisis Hamiltoniano de los invariantes
de Pontryagin y Euler vistos como teorias de campo, acoplados con un pardmetro de Barbero-
Immirzi [BI]. Reportamos una estructura canénica completa; el estudio de las restricciones y el
algebra entre ellas. En particular, pondremos especial atenciéon al caso cuando el parametro BI
toma el valor imaginario de 4, puesto que nuestros resultados reproducen la formulaciéon autodual
de los invariantes topologicos que ya ha sido reportada en la literatura.






Capitulo 1

Introduccion

En los dltimos anos, con el fin de tener una mejor comprensiéon del campo gravitacional, se ha
tenido un particular interés en proponer nuevas formulaciones de la Relatividad General [RG], ya
sea a nivel del espacio de configuraciéon o a nivel del espacio fase, y estudiar la posible existencia
de nuevas simetrias. Por ejemplo, respecto a la formulacion hamiltoniana, se encuentra el trabajo
desarrollado por Arnowit-Deser-Misner [ADM] donde las variables dindmicas, en lugar de ser la
métrica del espacio tiempo, ahora son consideradas la tres-métrica de la foliaciéon y su momento
canoénico conjugado. Sin embargo, al analizar las restricciones se encuentra que, al tratar de realizar
una cuantizacién canonica, la no linealidad del campo gravitacional manifestada en las restricciones
hace muy complicado el proceso [1].

Por otra parte, en los anos 80’s el panorama se aclara un poco mas gracias a los trabajos
desarrollados por Ashtekar [2, 3, 4, 5], donde se introducen un nuevo conjunto de variables, dando
origen a la formulacion autodual de la RG. Las variables de Ashtekar simplifican las restricciones
que se habian obtenido en la formulaciéon ADM, siendo ahora polinomiales, pero debido al caracter
de las variables de Ashtekar, que son complejas, ahora con dichas variables se describiria a RG
compleja. En los anos 90’s nuevamente se obtiene un progreso en la formulaciéon Hamiltoniana de
RG cuando Barbero introduce un nuevo conjunto de variables [6]. Las variables de Barbero son
reales, ahora describirfan a RG, sin embargo, la estructura polinomial de las restricciones que se
habia encontrado en la formulacion de Ashtekar, se vuelve a perder.

Los trabajos desarrollados por Ashtekar y Barbero, fueron realizados a nivel del espacio fase. En
1996, Holst presenta una accion [7] que consiste en acoplar la accion de Palatini a un término que
es llamado el término de Holst mediante un parametro. Realizar la formulacion hamiltoniana de
la accién de Palatini no es trivial, sin embargo, cuando se le agrega el término de Holst, el analisis
se realiza en forma mas directa, por lo menos en el caso autodual. Por otra parte, el parametro
que acopla a la accién de Palatini con el término de Holst, llamado pardmetro de Barbero-Immirzi
[BI] (cominmente llamado pardmetro «), tiene un rol muy particular. Por una parte, a nivel
lagrangiano, el pardmetro BI no tiene contribucién alguna a las ecuaciones de movimiento. Por
otra parte, a nivel Hamiltoniano, el parametro modifica los paréntesis fundamentales y presenta una
contribucioén no trivial en el espectro cuantico del operador de area y volumen en gravedad cuantica
por lazos [8, 9, 4]. Si el parametro toma ciertos valores, por ejemplo, si v = +i, se reproduce la
formulacion autodual de Ashtekar. Por otra parte, si v = 1 se obtiene la formulacion de Barbero.
Las implicaciones que tiene el agregar este término y la relevancia fisica del parametro BI tanto en
el anélisis lagrangiano y hamiltoniano como en otros d&mbitos del estudio de gravedad y cosmologia
es un problema abierto, e investigar la relevancia de dicho parametro es muy importante porque
podria tener un papel relevante en la formulacion cuantica de gravedad. Aunque existen diversas
interpretaciones sobre el papel que juega dicho pardmetro, permanece la ambigiiedad respecto a su
presencia y relevancia, en particular, nos concierne la interpretacion topoldgica de dicho parametro
[10] la cual pude ser estudiada a partir de la introduccion de otros términos topologicos a la accion
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de Holst [11].

El término que agregd Holst a la accion de Palatini es un término que por separado no presenta
grados de libertad. Ademas del término de Holst hay dos invariantes diferentes de este, puesto
que son una divergencia total (o una forma exacta), dichos invariantes se les conoce como los
invariantes de Pontryagin y Euler [PE] [12, 13]. Al igual que el término de Holst, si acoplamos
dichos invariantes a la acciéon de RG, estos no presentan una contribuciéon alguna a las ecuaciones
de movimiento de RG. Sin embargo, uno espera que, a nivel hamiltoniano, dichos invariantes
presenten una contribuciéon importante en los paréntesis fundamentales o en la estructura de las
restricciones mediante el parametro +.

Debido a lo anterior, en esta tesis, se propone estudiar de manera exhaustiva el formalismo
canoénico de los invariantes de PE acoplados por un parametro BI. Con este estudio, sentaremos
las bases para poder estudiar en un futuro la contribucion de los invariantes de PFE a la formulacion
canodnica de RG con un parametro arbitrario. Cabe mencionar que en nuestros resultados, si y = +i,
todo se reduce a la formulacion autodual de los invariantes de PFE, de esta manera, nuestros
resultados extienden lo reportado en la literatura.




Capitulo 2

Gravedad autodual

En este Capitulo se estudiara la formulacion de gravedad autodual propuesta inicialmente por
Ashtekar [2], la cual significo un avance de suma importancia en el estudio de la cuantizacion de la
teoria de gravedad, mediante métodos no-pertubativos, y marcé el inicio de lo que hoy se conoce
como la teoria de gravedad cuéantica de lazos (LQG) [14]. Se obtendra la formulacion de RG a
partir de la accion de Holst y se realizara el analisis hamiltoniano para obtener sus restricciones y
el algebra que forman.

De esta manera, partimos de la siguiente accién

Sale,w] = /*(61 Aey) A RY[w] +Oz2/e] Ney A RMY[w), (2.1)

donde el primer término corresponde a la accién de Palatini usual en el formalismo de primer orden
y el segundo término al invariante propuesto por Holst [7]. En este trabajo los indices I, J, ... son
indices de SO(1, 3), donde la signatura utilizada es n = diag(-1, 1, 1, 1); las e; son las tetradas,
wl’ = wl{‘]dm“ es la 1-forma de la conexion de Lorentz y R!Y = %Ril{dx“ A dz¥ su curvatura, con
1, v, ... como los indices de espacio-tiempo.

Tomando las constantes tales que Z—f = —ie, e introduciendo la conexién siguiente
1 .

Al = S(! = Sl W), (2.2)
donde € = 1 para la la forma autodual y e = —1 para la anti-autodual, la accién (2.1) toma la
siguiente forma,

SA[e,A]=—2iea1/61/\eJAFI‘][A], (2.3)
donde FT7[A] es la curvatura autodual definida por

1J L o1y %€ 15 pKL

Realizando una descomposicién 3+1 en los indices de espacio-tiempo tomando p = (0,a), y
en los indices de Lorentz tomando I = (0,4), y fijando el gauge temporal las tetradas estaran
expresadas por

eg =N,
ed =0, (2.5)
et =elN®.
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donde N es la funcién lapse y N® el shift. Ademaés, haciendo el cambio de variable siguiente

Al =t agh
Aj = —eF AL,
Ayos = 4, (2:6)
a Ut 2 a vy
1€
AO 07 = EAO 2]

se tiene que la accion (2.3) escrita en términos de estas nuevas variables tomara la forma

2 T
+ ei-Nd[Gié?abAc r+ ApiAc ] (2.7)

Sale, A] = —2ieay /d4z n*el[ieN[OpAc i + 1e?-k/lb A k]

-1
- 6i[§€i§(3oz4ck — OcAok) + AgiAcjl].

donde hemos usado la convencion nc = 0eb¢ y ¢k = Oisk,

Ahora, continuamos con el anélisis hamiltoniano de la teoria. Las variables de campo
(N, N,, A{) tienen momentos candnicos iguales a cero sobre la superficie de evolucion, por lo que
se identificaran como multiplicadores de Lagrange. E]l momento 7¢ se define como el par canénico
de A} y esta dado por

ﬂ-(;c = Z'EOél’f]abcezl {)eijk‘ (28)

Una vez que tenemos indentificadas las variables canonicas, los paréntesis fundamentales de Poisson

estaran determinados por ' _
{AL (@), 75} = .8;0°(F — 7). (2.9)

J

Si ahora definimos la siguiente curvatura, que tomara una forma tipo Yang-Mills
Fopy = 04A4) — A} + €, AJAF, (2.10)

la accién (2.7) se podré escribir de manera mas compacta, para ello vamos a considerar la siguiente
relacion entre las curvaturas,
abe - __abc
N Fpeoi = 1€n™ Fpci, (2.11)

y ademas, vamos a considerar la siguiente igualdad

Kl d 2, abe i
eV momiE = —2a7en®Cel Fie ;. (2.12)

Entonces, el término proporcional a N se puede escribir como

) 1 N .
20[177ach€;Fchi — _gzeukﬂgﬂz}}’_‘alz. (213)
Por otra parte
abc abce 1 1 m n 5l
N Fye i = —n"" €56 (OpAc k + §Abz‘ch - §€m€mleb AL, (2.14)

y, usando la identidad de Jacobi entre las constantes de estructura,
— € €mik + €jmn€ri T € €kmn = 0, (2.15)

se tiene que
N Fye iy = —n™ e Fyr. (2.16)
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Entonces, el término relacionado con la funcion shift, N, se puede escribir como

—2ieayn™ Neeled Fye i zieamachded ledeiinyF

2.17
o (2.17)

1(Lb

Ademas, se tiene que

. 1
—22604177“1’"6161) Focij =m° 00 Ak — zealnab"e’eg (0:Aok, — §A0 iAcj

. (2.18)
- §€%6mjkA(§Ack)v

y usando la identidad de Jacobi (2.15), se tiene que el término restante se puede escribir como
—Qiealn“b‘"e’eb Foc ij —7er(80 ek — Oc Aok + €,y AOmAcn)
=1 Ap g, + Aok (e F + %em"kAZ”wC”) (2.19)
=1k A, . + Agp Do *
donde definimos la derivada covariante tipo Yang-Mills
D T? = 0,T + ¢y AJTY. (2.20)

Por lo tanto, la densidad hamiltoniana (modulo términos de frontera) sera
1
HolA] = —N'¢inin F,¥ — 2N°nbF,} — A{D,7%, (2.21)

20[1 z

donde se definio N/ = ¥

o
Podemos ver de (2.21) que se identifican las siguientes restricciones

H =¢' kﬂ' [T F =~ 0,
Va _71' ~ 0, (2.22)
Gi :Daﬂ-i ~ O,

donde H es conocida como restriccién escalar o Hamiltoniana, V, es conocida como restriccion
vectorial y G; es conocida como la restriccion de Gauss. La restriccién de Gauss, es de particular
importancia puesto que genera la simetria de rotaciones bajo el grupo SU(2, C) similares a las
de una teoria de Yang-Mills convencional. La restriccion Hamiltoniana H esté relacionada con la
evolucién temporal, mientras que la restante esta relacionada con la simetria de difeomorfismos
mediante la combinacién de restricciones

Dy =V, — AlGy, (2.23)

que es la que genera los difeomorfismos sobre las superficies espaciales [15].
La hamiltoniana se escribe finalmente como

1 ,
Ho = 5-N'H = 2NV, — A;Gi. (2.24)
@
Los generadores de transformaciones de norma se definen de la siguiente manera,

G(T') = / P T (7)G4(F), (2.95)

D(M®) = /d% M*(Z)D. (), (2.26)

7



CAPITULO 2. GRAVEDAD AUTODUAL

H(M) = / d*z M(Z)H(Z). (2.27)

Para simplificar los desarrollos algebraicos, es conveniente escribir el algebra de restricciones
en términos de los generadores, aunque es equivalente a escribirla en términos de las restricciones
por si solas. El algebra de Poisson que se encuentra es la siguiente,

{G(M"),G(N?)} = G(ef M'N7), (2.28)

{H(M),G(N")} =0, (2.29)
{D(M*),G(N")} = G(M“9.N"), (2.30)
{D(M*),H(N)} = H(M®0,N), (2.31)

{D(M*®), D(N®)} = D(N“9yM" — M"9,N"), (2.32)
)

{H(M),H(N)} = D@2r4n"*(MO,N — No,M)) — G(2A}x%x"I (MO,N — NO,M)) (2.33

Notese que, aunque las restricciones no forman un &algebra de Lie debido a la presencia de
los momentos en los resultados de los paréntesis de Poisson (2.33), todos ellos son iguales a cero
sobre la superficie de evolucién, por lo tanto todas ellas son de primera clase y la teoria no tiene
restricciones de segunda clase. En total se tienen 7 restricciones de primera clase y 18 variables
del espacio fase, por lo que se tienen entonces D.o.F. = %(18 —2(7)) = 2 grados de libertad,
coincidiendo con lo que se obtiene en la formulacion dada en términos de la métrica.

Esta formulacion hamiltoniana de RG ofrece ciertas ventajas en comparacion con otras como la
de ADM, en particular, se encuentran restricciones polinominales que son significativamente mas
faciles de manejar como se puede observar en (2.22), ademaés, su evolucion temporal es mas facil
de calcular [16]. Aunado a lo anterior, existe un estado que es solucion exacta de las restricciones
de esta formulacion de RG, llamado estado de Kodama (o estado Chern-Simons) [17], el cual se
puede interpretar como un estado base que cuenta con un limite semiclésico que resulta en la RG
convencional, aunque su significado fisico estéd en discusion debido a algunos problemas que se
tienen al trabajar con él, en particular el hecho de que sea no-normalizable [18].




Capitulo 3

Invariantes topologicos de Euler y
Pontryagin en su forma autodual

A diferencia de la formulacion métrica de RG, la formulacion de Palatini solo admite un ntimero
reducido de términos que se pueden agregarse a la acciéon, los cuales deben ser invariantes bajo
las dos simetrias manifiestas en esta formulacion; la simetria fundamental de RG que es la de
difeomorfismos y la simetria de Lorentz. En particular, uno de estos términos corresponde al
invariante de Holst que se introdujo en el capitulo anterior y sobre el cual se ahondara en el
siguiente, y otros dos corresponden a los invariantes de Euler y Pontryagin los cuales se analizaran
en este capitulo en su forma autodual y posteriormente en una forma méas general en el Capitulo
5.

Para empezar con nuestro estudio, partimos de la siguiente accion

SPE[UJ} = Q3 /*R[{][w] N RIJ[LJ] + g / R[.][w] A\ RIJ[UJ}, (31)

donde el primer término lo identificamos con el invariante topolégico de Euler y el segundo con el

de Pontryagin en su forma general. Ahora, escribiremos su forma autodual, dada cuando &* = —ie,
la cual se puede escribir en términos de la conexion autodual/anti-autodual (2.2) como
SpuA] = —2ieas / Fry[A] A FT1AL (3.2)

donde Fj; ya fue definida en el Capitulo anterior (2.4).
Haciendo la descomposicion 3+1 en ambos indices y haciendo el cambio de variable (2.6) se
tiene que

SpplA] = —dicas / ™ (Do Aa s — ao i) Fy. 59

+ EijkabAc kAO iAa j]'

De la accion (3.3), se encuentran los momentos canonicos asociados a A, i, y Ao 4, que llama-
remos 7% y 7%, respectivamente, los cuales estan dados por

7% = —dieasn®°F, ! (3.4)

7% = 0. (3.5)

El momento candnico asociado a Ag; es igual a cero sobre la superficie de evolucién, por lo que
identificaremos a dicha variable como un multiplicador de Lagrange.
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EN SU FORMA AUTODUAL

La hamiltoniana canénica esta dada por
7‘[0 = —AOiDaTl'ai. (36)

y resulta ser una restriccion gaussiana con Aj como su multiplicador de Lagrange.
Por lo tanto, se tienen las restricciones

G; = Do7% =~ 0, (3.7)

C% = 7% + dieasn™Fy. ; ~ 0. (3.8)

El algebra de restricciones estd dada por

{Gi(@),Gi(D} = €;Gu(D)0*(& — 7), (3.9)
{C5.(D),Ch(@)) =0, (3.10)
{Gi(@), 0%} = e5CL()8° (@ — ). (3.11)

Las restricciones forman un algebra de Poisson cerrada, por lo que son restricciones de primera
clase.
Podemos observar que, por las identidades de Bianchi,

D.F,. + D.F,j + DyF.} =0, (3.12)

se tiene _
n**D,F,} =0, (3.13)

por lo que D,C'% = G; es una identidad sobre la superficie de evolucién. Por lo tanto, las identidades
de Bianchi nos ayudan a encontrar condiciones de reductibilidad para las restricciones, por lo que
en realidad se tienen solo 9 restricciones de primera clase. En consecuencia, el conteo de grados de
libertad da D.o.F. = (18 — 2(9)) = 0.

Por el conteo de grados de libertad, se tiene que los invariantes de PFE son teorias topoldgicas,
i. e. no tienen grados de libertad, por lo cual uno espera que no alteren la dindmica a nivel
lagrangiano cuando se acoplen a otra accion, pero en el analisis hamiltoniano pueden contribuir a
las restricciones. Por otra parte, podemos ver que la hamiltoniana canénica es una restriccion; la
restriccion de Gauss, y no hay una restricciéon escalar o Hamiltoniana como en RG; la dindmica es
generada por simetrias. Por otro lado, dado que (3.7) coincide con la restriccion de Gauss (2.22) de
la formulacion autodual estudiada en el Capitulo 2, su algebra (2.28) sera la misma a la encontrada
en (3.9). Es importante comentar que si anadimos los invariantes a la accion de Holst en su forma
autodual, habra cambios en la hamiltoniana. En efecto, la adiciéon de estos términos topologicos
supone un cambio en la definicién de los momentos y, por lo tanto, un cambio en las restricciones
de la teoria [19].
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Capitulo 4

Formulaciéon de Holst

La accién de Holst esta dada por
Sle,w] = /*(6[ Aey) A RYw] + %/el ANey A RMY[w], (4.1)

y se puede obtener a partir de la expresion (2.1), tomando Z—f = % y obviando el factor global
aq; dicha accion generaliza a la accién de la formulacion autodual, la cual se puede recuperar
simplemente tomando 7 = £i. A su vez, en el limite v = 1 reproduce la formulaciéon de Barbero,
por lo que la accién de Holst es una generalizacion de ambas teorias y, debido a esto, en la actualidad
suele ser el punto de partida para el estudio de LQG [20]. El acoplamiento del término anadido
por Holst no afecta a las ecuaciones de movimiento, puesto que sus dos ecuaciones de campo dan
lugar a la condicién de no-torsion, ya presente en las ecuaciones de campo de la accién de Palatini,
y a las identidades de Bianchi algebraicas, por lo que su adicién no supone una alteracién a la
dinamica (siempre y cuando se trabaje sin materia) ni un papel relevante para el parametro BI a
nivel lagrangiano [7].

Introducimos la conexion de Ashtekar-Barbero,

. R R
A; = 'ywﬁ?z + ie’jkwl{k, (4.2)

la cual es analoga a las variables (2.6) en el caso v = +i, asi como su curvatura con estructura tipo
Yang-Mills,

A partir de estas, definimos la derivada covariante tipo Yang-Mills
D TY = 0,T) + €y AJT?. (4.4)

Hacemos la descomposicion 3+1 y fijamos el gauge temporal (2.5), la hamiltoniana canoénica
(modulo términos de frontera) tomara la forma

2
HolA] = —WZN'H 1+ NV, — NG, (4.5)

donde se defini6 nuevamente N’ = g y N es la funcién lapse, N® es el shift y A* corresponde a un
multiplicador de Lagrange, y las restricciones se definen de la siguiente manera,

g , 142
H Ee’iw‘fw? EX 4+ (1442, wdmwi™ — iDawak 7
Y

mnTa

) . . 4.6
Vo =n8[F + (14+12)e jw¥wl®], (4.6)

— a
Gi :Daﬂ-i 3

11
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donde 7% es el momento candnico asociado a A}

Estas restricciones son de primera clase, por lo que el conteo de grados de libertad es D.o.F.
= (18 = 2(7)) = 2, al igual que en el caso de la formulaciéon autodual. Es evidente que fijando el
parametro BI como v = =i se obtienen las restricciones de la formulacion autodual (2.22), ademaés,
la restricciéon de Gauss, GG;, conserva la misma forma y, por lo tanto, la misma algebra de Poisson,
solo que no es exactamente igual debido a la presencia del pardametro BI en la variable A en la
definicion de la derivada covariante (4.4). Cabe destacar que estas restricciones con el parametro
BI arbitrario tienen una estructura més complicada y representan una dificultad mayor al realizar
los célculos algebraicos, pero tienen la ventaja de poderse trabajar sin la necesidad de introducir
condiciones de realidad.

A pesar de que esta accion sea indistinta a la accion de Palatini por si sola, en cuanto a las
ecuaciones de movimiento se refiere, el invariante de Holst si afecta a la estructura de la teoria en
lo que el analisis hamiltoniano se refiere, dando lugar a una contribucién no trivial del pardmetro
BI. En particular, se ve afectada la estructura de las restricciones, que se tornan mas complicadas
de manejar en comparacion con las de la formulacién autodual, donde estas tenian una estructura
polinominal. Por otra parte, esta formulacion tiene la ventaja de poder trabajarse con un parametro
v real.

Otra consecuencia de trabajar con un parametro real, es que se describe entonces la teoria de
RG como una de tipo Yang-Mills real SU(2), lo que supone varios beneficios al contemplar una
posible cuantizacion del campo gravitacional. Ademaés, un parametro real evita algunas dificultades
al tratar de establecer una teoria cuantica, dado que el grupo de gauge de la teoria compleja es no-
compacto y no esta del todo claro como realizar la integracion en este tipo de grupos. Aunado a lo
anterior, un parametro complejo complica el estudio de &reas relacionadas como los spin networks
y la entropia de agujeros negros [21].

Sin embargo, el hecho de tener la opcién de trabajar con un parametro arbitrario real o com-
plejo da lugar a una ambigiiedad sobre su valor y también sobre su significado fisico. Una de las
interpretaciones que se ha hecho de este es la de ser un coeficiente que acompana a un invariante
topologico, sustituyendo el término de Holst por la densidad topolégica de Nieh-Yan, lo que ademés
soluciona el problema las alteraciones a la dindmica que provoca el término de Holst cuando se
acopla materia [10, 22]. Esto permite ver al pardmetro BI como uno analogo al parametro 6 en
QCD, ademés de ser un indicio de que los demés invariantes también deben ser considerados [11].

Existe ademas una generalizacion del estado de Kodama a partir de la acciéon de Holst con un pa-
rametro «y real arbitrario propuesta en 2006 por Randono [23, 24], el cual resuelve varios problemas
del estado de Kodama original, particularmente remueve la necesidad de imponer condiciones de
realidad, resuelve el problema de normalizacion [23] y también es invariante bajo transformaciones
CPT [24].
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Capitulo 5

Invariantes topologicos de
Pontryagin y Euler con parametro de
Barbero-Immirzi arbitrario

Ahora, se realiza el analisis hamiltoniano de los invariantes PE con un parametro BI arbitrario,
teniendo como intencién el generalizar los resultados reportados en la literatura, y obtener como
caso particular cuando v = 44, donde 7y es el parametro BI, la formulacién autodual presentada
en la Seccion 3.

Para empezar, partimos de la accién compuesta por los invariantes de Euler y Pontryagin dada
en (3.1), tomando & = % y factorizando el factor global a; por simplicidad. Asi, la acciéon (3.1)

as
toma la forma

Slw] = / cRpslw] A R[] + % / Riylwl A R L), (5.1)

donde el operador de Hodge del grupo interno de simetria esta dado por *T'77 = %EIJKLTKL y R
es la curvatura de la conexiéon de Lorentz. Factorizando Ry;, la accion (5.1) tomara la siguiente
forma

1
Sw] = / Rislel] n (R[] + ~ R (5.2)
Podemos reescribir esta accion (5.2) como
2

___7 1 1J
Slw] = 72_’_1/(*1?1.] ’YFI.])/\F ; (5.3)

donde hemos llamado a F!7/ = xR!7 + %RI J

Con el proposito de simplificar la forma de la accion (5.3), ahora definimos FIT — p1J — %F”,
con lo cual la accion se podra reescribir de la siguiente forma

2
_ 7 Sl
Slw] = 72+1/F NFy. (5.4)

Ahora, tenemos que las expresiones para la curvatura R’ y la F!/ que definimos arriba, en
forma tensorial tienen las siguientes expresiones

Ri‘l = (9ﬂwl{‘] — Bywﬁ‘] + winV‘% — wl{KwVIK, (5.5)
1 1
F;{;/I = §€IJKLR;LV KL+ §Rl€i’ (56)
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- 1 1
F;{;j QEIJKLF;W KL — FI{LI (57)

De esta manera, corriendo los indices del grupo y de espacio-tiempo, ademas de tomar la
convencion de ¢ = 99b¢ y €7k = Ok 3 accion (5.4) estard dada por

Slw] =

4. ab
7 + 1 /d xn® C(2FbCOLFOa +Fwa0a ), (5.8)
donde usaremos (5.7), que después de un largo proceso algebraico, las Foeoi v l*:’bmvj se puedan
escribir como

2
= v +1
Fycoi = — 2 Rie0i,

(5.9)
2
~ +1
Fbcij:_’y B) Rbcij~
gl
Ahora, realizamos los siguientes cambios de variables
wil =edwk, (5.10)
wr = ;(A(f —wiFy, (5.11)
en todas nuestras expresiones para la R’ y la FI/, de donde se obtiene lo siguiente
) 2 . .
RNV 0 =0uWw, i 81/(*)“02 - ;szkwuoj (Auk - WVOk)a
1
Ry iy =€ |0,A —0,A0F — b JAMAN + —e (AW — A" )
1 0k 0k 7 -1 k om, , On
- 7((%w —Oyw, ") + 2 EmnWy Wy |
(5.12)

FS; :;(8;“4,)01 9, A 01) - ejkA 7A + : ’y+ ka ij Ok

! 1 241
F, =621[72<6HAB’“—@A,?'“> A A+ ”; S (AW, — AT,

2 2
v +1 v +1
2 (Opw, Ok 8yw£k) — " 2 wfmwuon ,
dicho cambio de variable sera de vital importancia para poder escribir los términos de PE en
términos de un parametro de BI.

Haciendo uso de las expresiones (5.9 - 5.12), se encuentra que la accion (5.8) se puede escribir
como

S = /d41‘ UabC(QRbCOZ‘FOSi =+ RbcijFoflj)

1, .0 1
_ /d41‘ nabc{szCO'L (,Y(AaOZ _ aaAOOz) jkA JA + 7 Py‘i’ ]kwoojwa0k>

. 1. 1 7241
L BRiess | 3 (AL = 0.A3) = S3ehn AT AL + T (A " = A"
72 +1 . 0k 0k 72 +1 k Om, , On
- 72 (wa - 811(“)0 ) - 73 mnWo W

(5.13)
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de donde podemos identificar los momentos dados por

(2 1 .
4, = 0" <7Rbc0k + 72ezfcRbcz‘j) ) (5.14)
~a ’72 +1 abc 1j
T =T wBbeijs (5.15)

los cuales son los pares canénicos de A} y w %, respectivamente. Por lo tanto, los paréntesis

fundamentales entre nuestras variables dindmicas estaran dados por

AJNE), 7% ()} = 616863 (& — ),
{ Oi(ﬂ) ~J(zi)} 0 3(ﬂ {) (5.16)
{wa (x)vﬂ-J(y)} = 6j6<L6 (33 - y)
Sustituyendo los momentos (5.14, 5.15) en la accion (5.13) se tiene que
. A R ; 241 4 o0 ok
S = /d%{ 7 (A; — 0. Ay — —€N(AJAF +wi? AF) + s ei§w31w£k>
v v
(5.17)

, 1 . . 2 ,
+ 74 (djf’ — Gaw — ;ei?(Agwfk + w(?JAf) + 7650.}6”0.}2’“) }
De lo anterior, se puede ver que en el caso de que el pardmetro de BI tome los valores v = =+ el
momento 79, definido por (5.15) es igual a cero, y su contribucién a la accion (5.17) desaparece, por
lo que nuestros resultados reproducen el caso autodual obtenido en (3.6) expuesto en el Capitulo
3.

Integrando por partes, podemos reescribir a la acciéon (5.17) de la siguiente forma,

. ) 1 . )
S = /d%{ T4 AR + Al (aawai — e (Alm% + wfjﬁ“k)>
Y
(5.18)
1 . )
+A5000 (0,704 Seb PR + 0P+ Dry) - ALY ) }

Entonces, de (5.18) podemos identifican las siguientes restricciones; las denotadas por C'y C seran
relacionadas a la definicion de los momentos, y las llamadas G y G seran las restricciones de Gauss
y una tipo Gauss respectivamente. Dichas restricciones estdn dadas por

2 1 4
0% =79 — nebe (Rchk: + 2€Zf€Rbcij> ~ 0, (5.19)
v v
~Na _ ~a 72_'_1 abc 17
Ch =7%+ 2 €7 Rpeij =~ 0, (5.20)
1 _ .
G = 0am% — €5 (AT + w 79) ~ 0, (5.21)
Y
- 1 P .
G = 0% + —€5[w (279, + (v + D7) — Al7%] ~ 0. (5.22)
Y
Las restricciones expresadas arriba, satisfacen la siguiente 4lgebra bajo los paréntesis de Poisson
{C.@).Ch@)} =0, (5.23)
{C.(D), C )} = 0, (5.24)
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{C(@),Ch(H)} =0, (5.25)

(Gi@). 6,1} =~ Gu(@5 (@~ ), (5.26)
(@60 = o [ 6@ + 2aw)] -, (5.21)
(Gi@). 6,1} =~ G5 = ). (5.28)
(C(@),6 () = —~ b CH @@ ~ 7). (5.20)
(C2(@).65 () = —~ e C1 @8 ) (5.30)
(€. Gy (7)) = —~ e CH @8 @ ) (5.31)

{C4@).C5 () = ”T SC4@) + 204 | - ), (5.32)

donde podemos ver que el algebra cierra y esto indica que tenemos restricciones de primera clase.
Por otro lado, también observamos que si calculamos 0,C% = G; y 8aC~"§ = G;, debido a las identi-
dades de Bianchi, y esto indica que tenemos condiciones de reductibilidad entre las restricciones C?
y C’f Tomando en cuenta las condiciones de reductibilidad, se tienen 18 restricciones de primera
clase independientes y 36 variables del espacio fase, por lo tanto el niimero de grados de libertad
fisicos esta dado por

D.oF. = %(36 —2(18)) = 0, (5.33)

con lo que se confirma que estos términos topologicos carecen de grados de libertad.

Por tltimo, notese que, debido a la eleccion de variables (5.10, 5.11), para recuperar la forma
exacta de las transformaciones de norma que se obtuvieron en la forma autodual, se tiene que
hacer el cambio de variable A — —yA! y asi obtendremos la constriccion de Gauss reportada
previamente.

En este Capitulo, realizamos el anélisis canonico para los invariantes de FEuler y Pontryagin
con un pardmetro BI arbitrario. Presentamos nuestros resultados como una generalizaciéon del
caso autodual que fue expuesto en el Capitulo 3, el cual recuperamos cuando fijamos en nuestros
resultados el pardmetro BI a que tome el valor de v = +i. En particular, encontramos todas las
restricciones del sistema que forman un conjunto de primera clase. Cabe mencionar que en el caso
de que el parametro de BI toma el valor de v = +i, la variable dinamica w2 y su momento canénico
se eliminan, y solo nos queda en nuestros resultados la dependencia de las variables A%, siendo estas
las variables de Ashtekar expuestas en previas secciones. Al realizar el conteo de grados de libertad,
vimos que las restricciones de Gauss y la de tipo Gauss presentan relaciones de reductibilidad, y
al igual que en las secciones anteriores, se tiene ausencia de grados de libertad fisicos, indicando
que los invariantes estudiados corresponden a teorias topologicas.
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Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo de tesis, nos enfocamos en exponer y generalizar la formulacién autodual de
los invariantes de PE. En el Capitulo 2, se present6é un breve repaso de las bases de la formulacion
canonica de RG escrita en términos de las variables de Ashtekar. Dicha formulacion es uno de los
pilares que uno usa en el intento de querer cuantizar la RG, puesto que ahora RG es escrita en tér-
minos de un lenguaje como el de Yang-Mills. Posteriormente, en el Capitulo 3 revisamos el analisis
hamiltoniano de los invariantes topologicos en el contexto de la formulaciéon autodual. Pudimos
observar que los invariantes carecen de una restriccion Hamiltoniana, y toda la dindmica de PFE
esta generada por simetrias. También, se realiz6 el conteo de grados de libertad y encontramos que
los términos topologicos corresponden a teorias topologicas. Ademaés, en el Capitulo 4 se revisaron
los aspectos fundamentales de la propuesta de Holst y la importancia del parametro de Barbero-
Immirzi. Pudimos observar que, si el parametro de BI toma el valor de v = =i, las restricciones
se reducen a las que se encontraron en la formulacién autodual del Capitulo 2. Por otra parte,
en el Capitulo 5 pudimos escribir a los invariantes topologicos en términos de un parametro de
BI arbitrario. Encontramos que las restricciones de la teorfa son de primera clase, y que existen
condiciones de reductibilidad entre las restricciones. También, en este caso se encuentra que no
hay restriccion Hamiltoniana, y obtuvimos dos restricciones particulares; una que se reduce a la
restriccion de Gauss cuando v = =i, y otra que es de tipo Gauss que desaparece cuando v = =+i.
Debido a las condiciones de reductibilidad, obtuvimos que PE con un parametro de BI arbitrario
carece de grados de libertad.

Finalmente, es importante comentar que los resultados del Capitulo 5 son de aportacién original,
es decir, no estan reportados en la literatura [25]. También queremos mencionar que nuestros
resultados se podran generalizar en futuros trabajos, cuando los invariantes se acoplen a RG, pero
teniendo en cuenta a un parametro de BI arbitrario. Asi, esperamos usar lo que aqui obtuvimos y
reportar en el futuro una generalizacion de lo que ya se encuentra reportado en la literatura. Aunque
se desconocen multiples aspectos del pardmetro de BI, el estudio de invariantes topolégicos como
el presentado en este trabajo, es una via alternativa para poder ayudar a esclarecer el papel que
juega en la fisica. Ademas, el estudio de los efectos de los invariantes topologicos en teorias fisicas,
es de particular importancia, pensando no solo en aclarar el panorama alrededor del parametro de
BI de manera clésica, sino también por los efectos que pueden tener al tratar de cuantizar la teoria.
En adicién, también nuestros resultados seran ttiles al estudiar la contribucion del parametro de
BI que podria tener en los estados cuéanticos encontrados en [26, 27], donde se analizaron los
invariantes topologicos en términos de variables reales y de manera independiente.
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Apéndice A
Algoritmo de Dirac-Bergmann

El algoritmo de Dirac-Bergmann es una extensién natural de la mecanica lagrangiana y hamil-
toniana estandar cuyo proposito es el estudio de sistemas singulares como lo son las teorfas gauge
o de norma [28]. El proceso para aplicar dicho algoritmo es el siguiente [29, 30].

Dado un sistema fisico con una lagrangiana L(¢', ..., ¢"), dicho sistema es singular cuando su
matriz hessiana,

0*L
H)ij = —~—, Al
(1) = 5o (A1)

donde L es la densidad lagrangiana dada por

L= /d% L, (A.2)

es singular, i.e. no es invertible. Si este es el caso, entonces el sistema de las ecuaciones de mo-
vimiento no tiene solucién tnica y la teoria hamiltoniana no puede construirse de la forma usual
debido a que resulta imposible escribir a las velocidades en funcién de los momentos como se ha-
ria usualmente para hallar la hamiltoniana de un sistema regular. La forma en la que se propuso
originalmente lidiar con estos sistemas es el llamado algoritmo de Dirac-Bergmann [31]. El proceso
para aplicar dicho algoritmo es el siguiente [29, 30].
Se parte de un sistema con N grados de libertad, cuyas coordenadas y velocidades son ¢ y
$%, con i =1,2,...,N. Dado que el sistema dado por la lagrangiana L{o, (b], coni=1,2,...N, es
singular, el rango de la matriz (H);;, M, debe ser menor que N, i.e. N > M.
Ahora, se encuentran los momentos canoénicos conjugados,
_oc

d¢t
Debido a lo mencionado antes habra un nimero P = N — M de relaciones no invertibles, estés se
denominan restricciones primarias, denominadas como %,(¢,7) = 0, con el indice a = 1,2,..P y
M relaciones invertibles dadas por 7, donde el subindice m va de P 4+ 1 hasta N. Este conjunto
de N relaciones entre las variables del espacio fase del sistema definen la superficie de evolucion.
Aquellas igualdades que se sostengan solo en dicha superficie se denominan "débilesz se denotan

por el simbolo ~. Después se escribe la hamiltoniana canénica en términos de las coordenadas y
de los momentos a través de la transformada de Legendre como en el caso usual,

Hy = /d%%o = /d3x (Tmd™ — L(¢, ¢), (A.4)

(A.3)

U

para posteriormente escribir la hamiltoniana primaria:

Hp = /de(’HO + A%%,), (A.5)
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donde las A® son multiplicadores de Lagrange.
Ahora se utilizan los paréntesis de Poisson para definir las condiciones de consistencia. Primero
se establece que para cualquier funciéon G dependiente de ¢’s y 7’s se tiene que

G(g.m) = {g, Hp} = / @2 ({9, Ho} + NG, 6a)). (A.6)

Esta es la ecuacién de movimiento hamiltoniana general. Las condiciones de consistencia que se
imponen,

ba ~ 0, (A7)

aseguran que las restricciones primarias se preserven bajo evoluciones temporales. Las condiciones
de consistencia de las restricciones primarias dan lugar a un ntimero limitado tipos de relaciones
entre las variable; pueden ser identidades que se satisfacen sobre la superficie de evolucién, restric-
ciones sobre los multiplicadores A’s o nuevas restricciones sobre ¢’s y 7’s. En este ultimo caso estas
nuevas relaciones se denominan restricciones secundarias, &,(¢,7) = 0.

Se prosigue aplicando condiciones de consistencia para las restricciones secundarias. Si estas
dan lugar a nuevas restricciones sobre ¢’s y n’s, se definen como restricciones terciarias y el proceso
se repite hasta que no resulten maés restricciones sobre las variables del espacio fase ¢’s y 7’s.

Una vez encontradas todas las restricciones del sistema se construye la hamiltoniana total
anadiendo a la hamiltoniana candnica las restricciones secundarias y posteriores si es que las hay,
cada una con sus multiplicadores de Lagrange correspondientes. Posteriormente se clasifican las
restricciones entre restricciones de primera clase y restricciones de segunda clase; las restricciones
de primera clase son aquellas cuyos paréntesis de Poisson con todas las restricciones es igual a cero
sobre la superficie de evolucion, i.e. sean ceros débiles. El resto son de segunda clase.

Las restricciones de primera clase ademas de formar un algebra cerrada, generan las transfor-
maciones gauge (o de norma) del sistema. Las restricciones de segunda clase estan involucradas en
la definicion de los paréntesis de Dirac. Ambos tipos de restricciones se necesitan para realizar el
conteo de grados de libertad de la siguiente manera:

D.oF. =num. de variables del espacio fase — 2(num. de restricciones de 1ra. clase)

. (A.8)
— num de restricciones de 2da. clase.
Por tdltimo, se definen los generadores gauge de la siguiente forma,
G = / 32 €1(2)T4(7) (A.9)
donde €% es un parametro infinitesimal y I'; una restriccién de primera clase.
Las transformaciones gauge de las variables de campo estdn dadas por
59" = {¢/,G}. (A.10)
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