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Abstract

Usando el formalismo canónico de Dirac, se realizará el análisis Hamiltoniano de los invariantes
de Pontryagin y Euler vistos como teorías de campo, acoplados con un parámetro de Barbero-
Immirzi [BI]. Reportamos una estructura canónica completa; el estudio de las restricciones y el
álgebra entre ellas. En particular, pondremos especial atención al caso cuando el parámetro BI
toma el valor imaginario de ±i, puesto que nuestros resultados reproducen la formulación autodual
de los invariantes topológicos que ya ha sido reportada en la literatura.
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Capítulo 1

Introducción

En los últimos años, con el fin de tener una mejor comprensión del campo gravitacional, se ha
tenido un particular interés en proponer nuevas formulaciones de la Relatividad General [RG], ya
sea a nivel del espacio de configuración o a nivel del espacio fase, y estudiar la posible existencia
de nuevas simetrías. Por ejemplo, respecto a la formulación hamiltoniana, se encuentra el trabajo
desarrollado por Arnowit-Deser-Misner [ADM] donde las variables dinámicas, en lugar de ser la
métrica del espacio tiempo, ahora son consideradas la tres-métrica de la foliación y su momento
canónico conjugado. Sin embargo, al analizar las restricciones se encuentra que, al tratar de realizar
una cuantización canónica, la no linealidad del campo gravitacional manifestada en las restricciones
hace muy complicado el proceso [1].

Por otra parte, en los años 80’s el panorama se aclara un poco más gracias a los trabajos
desarrollados por Ashtekar [2, 3, 4, 5], donde se introducen un nuevo conjunto de variables, dando
origen a la formulación autodual de la RG. Las variables de Ashtekar simplifican las restricciones
que se habían obtenido en la formulación ADM, siendo ahora polinomiales, pero debido al carácter
de las variables de Ashtekar, que son complejas, ahora con dichas variables se describiría a RG
compleja. En los años 90’s nuevamente se obtiene un progreso en la formulación Hamiltoniana de
RG cuando Barbero introduce un nuevo conjunto de variables [6]. Las variables de Barbero son
reales, ahora describirían a RG, sin embargo, la estructura polinomial de las restricciones que se
había encontrado en la formulación de Ashtekar, se vuelve a perder.

Los trabajos desarrollados por Ashtekar y Barbero, fueron realizados a nivel del espacio fase. En
1996, Holst presenta una acción [7] que consiste en acoplar la acción de Palatini a un término que
es llamado el término de Holst mediante un parámetro. Realizar la formulación hamiltoniana de
la acción de Palatini no es trivial, sin embargo, cuando se le agrega el término de Holst, el análisis
se realiza en forma más directa, por lo menos en el caso autodual. Por otra parte, el parámetro
que acopla a la acción de Palatini con el término de Holst, llamado parámetro de Barbero-Immirzi
[BI] (comúnmente llamado parámetro γ), tiene un rol muy particular. Por una parte, a nivel
lagrangiano, el parámetro BI no tiene contribución alguna a las ecuaciones de movimiento. Por
otra parte, a nivel Hamiltoniano, el parámetro modifica los paréntesis fundamentales y presenta una
contribución no trivial en el espectro cuántico del operador de área y volumen en gravedad cuántica
por lazos [8, 9, 4]. Si el parámetro toma ciertos valores, por ejemplo, si γ = ±i, se reproduce la
formulación autodual de Ashtekar. Por otra parte, si γ = 1 se obtiene la formulación de Barbero.
Las implicaciones que tiene el agregar este término y la relevancia física del parámetro BI tanto en
el análisis lagrangiano y hamiltoniano como en otros ámbitos del estudio de gravedad y cosmología
es un problema abierto, e investigar la relevancia de dicho parámetro es muy importante porque
podría tener un papel relevante en la formulación cuántica de gravedad. Aunque existen diversas
interpretaciones sobre el papel que juega dicho parámetro, permanece la ambigüedad respecto a su
presencia y relevancia, en particular, nos concierne la interpretación topológica de dicho parámetro
[10] la cual pude ser estudiada a partir de la introducción de otros términos topológicos a la acción
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

de Holst [11].
El término que agregó Holst a la acción de Palatini es un término que por separado no presenta

grados de libertad. Además del término de Holst hay dos invariantes diferentes de este, puesto
que son una divergencia total (o una forma exacta), dichos invariantes se les conoce como los
invariantes de Pontryagin y Euler [PE] [12, 13]. Al igual que el término de Holst, si acoplamos
dichos invariantes a la acción de RG, estos no presentan una contribución alguna a las ecuaciones
de movimiento de RG. Sin embargo, uno espera que, a nivel hamiltoniano, dichos invariantes
presenten una contribución importante en los paréntesis fundamentales o en la estructura de las
restricciones mediante el parámetro γ.

Debido a lo anterior, en esta tesis, se propone estudiar de manera exhaustiva el formalismo
canónico de los invariantes de PE acoplados por un parámetro BI. Con este estudio, sentaremos
las bases para poder estudiar en un futuro la contribución de los invariantes de PE a la formulación
canónica de RG con un parámetro arbitrario. Cabe mencionar que en nuestros resultados, si γ = ±i,
todo se reduce a la formulación autodual de los invariantes de PE, de esta manera, nuestros
resultados extienden lo reportado en la literatura.
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Capítulo 2

Gravedad autodual

En este Capítulo se estudiará la formulación de gravedad autodual propuesta inicialmente por
Ashtekar [2], la cual significó un avance de suma importancia en el estudio de la cuantización de la
teoría de gravedad, mediante métodos no-pertubativos, y marcó el inicio de lo que hoy se conoce
como la teoría de gravedad cuántica de lazos (LQG) [14]. Se obtendrá la formulación de RG a
partir de la acción de Holst y se realizará el análisis hamiltoniano para obtener sus restricciones y
el álgebra que forman.

De esta manera, partimos de la siguiente acción

SA[e, ω] = α1

∫
?(eI ∧ eJ) ∧RIJ [ω] + α2

∫
eI ∧ eJ ∧RIJ [ω], (2.1)

donde el primer término corresponde a la acción de Palatini usual en el formalismo de primer orden
y el segundo término al invariante propuesto por Holst [7]. En este trabajo los índices I, J, ... son
índices de SO(1, 3), donde la signatura utilizada es η = diag(-1, 1, 1, 1); las eI son las tetradas,
ωIJ = ωIJµ dxµ es la 1-forma de la conexión de Lorentz y RIJ = 1

2R
IJ
µνdxµ ∧ dxν su curvatura, con

µ, ν, ... como los índices de espacio-tiempo.
Tomando las constantes tales que α2

α1
= −iε, e introduciendo la conexión siguiente

AIJ =
1

2
(ωIJ − iε

2
εIJKLω

KL), (2.2)

donde ε = 1 para la la forma autodual y ε = −1 para la anti-autodual, la acción (2.1) toma la
siguiente forma,

SA[e,A] = −2iεα1

∫
eI ∧ eJ ∧ F IJ [A], (2.3)

donde F IJ [A] es la curvatura autodual definida por

F IJ [A] =
1

2
(RIJ − iε

2
εIJKLR

KL). (2.4)

Realizando una descomposición 3+1 en los índices de espacio-tiempo tomando µ = (0, a), y
en los índices de Lorentz tomando I = (0, i), y fijando el gauge temporal las tetradas estarán
expresadas por

e 0
0 = N,

e 0
a = 0,

e i0 = e iaN
a.

(2.5)

5



CAPÍTULO 2. GRAVEDAD AUTODUAL

donde N es la función lapse y Na el shift. Además, haciendo el cambio de variable siguiente

A i
a = −εijkA jk

a ,

A i
0 = −εijkA jk

0 ,

Aa 0i =
iε

2
Aa i,

A0 0i =
iε

2
A0 i,

(2.6)

se tiene que la acción (2.3) escrita en términos de estas nuevas variables tomará la forma

SA[e,A] = −2iεα1

∫
d4x ηabce ia[iεN [∂bAc i +

1

2
ε jki Ab jAc k]

+ edjN
d[ε kij∂bAc k +Ab iAc j ]

− ejb[
1

2
ε kij (∂0Ack − ∂cA0k) +A0iAcj ]].

(2.7)

donde hemos usado la convención ηabc ≡ ε0abc y εijk ≡ ε0ijk.
Ahora, continuamos con el análisis hamiltoniano de la teoría. Las variables de campo

(N,Na, A
i
0 ) tienen momentos canónicos iguales a cero sobre la superficie de evolución, por lo que

se identificarán como multiplicadores de Lagrange. El momento πai se define como el par canónico
de A i

a y está dado por
πck = iεα1η

abceiae
j
bεijk. (2.8)

Una vez que tenemos indentificadas las variables canónicas, los paréntesis fundamentales de Poisson
estarán determinados por

{A i
a (~x), πbj(~y)} = δbaδ

i
jδ

3(~x− ~y). (2.9)

Si ahora definimos la siguiente curvatura, que tomará una forma tipo Yang-Mills

F i
ab = ∂aA

i
b − ∂bA i

a + εijkA
j
aA

k
b , (2.10)

la acción (2.7) se podrá escribir de manera más compacta, para ello vamos a considerar la siguiente
relación entre las curvaturas,

ηabcFbc 0i = iεηabcFbc i, (2.11)

y además, vamos a considerar la siguiente igualdad

εklmπ
c
kπ

d
lF

m
cd = −2α2

1eη
abceiaFbc i. (2.12)

Entonces, el término proporcional a N se puede escribir como

2α1η
abcNe iaFbc 0i = − 1

2α1

N

e
εijkπ

a
iπ
b
jF

k
ab. (2.13)

Por otra parte

ηabcFbc ij = −ηabcεijk(∂bAc k +
1

2
Ab iAc j −

1

2
εminεmjlA

n
bA

l
c), (2.14)

y, usando la identidad de Jacobi entre las constantes de estructura,

−εminεmjk + εjmnε
m
ki + ε mij εkmn = 0, (2.15)

se tiene que
ηabcFbc ij = −ηabcεijkF k

bc . (2.16)
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CAPÍTULO 2. GRAVEDAD AUTODUAL

Entonces, el término relacionado con la función shift, Na, se puede escribir como

−2iεα1η
abcNde ide

j
aFbc ij =iεα1η

abcNded
ie ja εijkF

k
bc

=2NaπbiF
i
ab.

(2.17)

Además, se tiene que

−2iεα1η
abce iae

j
b F0c ij = πck∂0Ack − iεα1η

abce iae
j
b (∂cA0k −

1

2
A0 iAc j

− 1

2
εmilεmjkA

l
0A

k
c ),

(2.18)

y usando la identidad de Jacobi (2.15), se tiene que el término restante se puede escribir como

−2iεα1η
abce iae

j
b F0c ij =πck(∂0Ack − ∂cA0k + ε kmnA0mAcn)

=πc kȦc k +A0k(∂cπ
c k +

1

2
εmnkAmc π

cn)

=πc kȦc k +A0kDcπ
c k

(2.19)

donde definimos la derivada covariante tipo Yang-Mills

DaT
b
i = ∂aT

b
i + ε kijA

j
a T

b
k. (2.20)

Por lo tanto, la densidad hamiltoniana (modulo términos de frontera) será

H0[A] =
1

2α1
N ′εijkπ

a
iπ
b
jF

k
ab − 2NaπbiF

i
ab −A i

0Daπ
a
i, (2.21)

donde se definió N ′ = N
e .

Podemos ver de (2.21) que se identifican las siguientes restricciones

H ≡εijkπ
a
iπ
b
jF

k
ab ≈ 0,

Va ≡πbiF i
ab ≈ 0,

Gi ≡Daπ
a
i ≈ 0,

(2.22)

donde H es conocida como restricción escalar o Hamiltoniana, Va es conocida como restricción
vectorial y Gi es conocida como la restricción de Gauss. La restricción de Gauss, es de particular
importancia puesto que genera la simetría de rotaciones bajo el grupo SU(2, C) similares a las
de una teoría de Yang-Mills convencional. La restricción Hamiltoniana H está relacionada con la
evolución temporal, mientras que la restante está relacionada con la simetría de difeomorfismos
mediante la combinación de restricciones

Da = Va −A i
aGi, (2.23)

que es la que genera los difeomorfismos sobre las superficies espaciales [15].
La hamiltoniana se escribe finalmente como

H0 =
1

2α
N ′H − 2NaVa −A i

0Gi. (2.24)

Los generadores de transformaciones de norma se definen de la siguiente manera,

G(T i) =

∫
d3xT i(~x)Gi(~x), (2.25)

D(Ma) =

∫
d3xMa(~x)Da(~x), (2.26)
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CAPÍTULO 2. GRAVEDAD AUTODUAL

H(M) =

∫
d4xM(~x)H(~x). (2.27)

Para simplificar los desarrollos algebraicos, es conveniente escribir el álgebra de restricciones
en términos de los generadores, aunque es equivalente a escribirla en términos de las restricciones
por sí solas. El álgebra de Poisson que se encuentra es la siguiente,

{G(M i), G(N j)} = G(ε kijM
iN j), (2.28)

{H(M), G(N i)} = 0, (2.29)

{D(Ma), G(N i)} = G(Ma∂aN
i), (2.30)

{D(Ma), H(N)} = H(Ma∂aN), (2.31)

{D(Ma), D(N b)} = D(Na∂aM
b −Ma∂aN

b), (2.32)

{H(M), H(N)} = D(2πaiπ
b i(M∂bN −N∂bM))−G(2A i

aπ
a
jπ
b j(M∂bN −N∂bM)) (2.33)

Nótese que, aunque las restricciones no forman un álgebra de Lie debido a la presencia de
los momentos en los resultados de los paréntesis de Poisson (2.33), todos ellos son iguales a cero
sobre la superficie de evolución, por lo tanto todas ellas son de primera clase y la teoría no tiene
restricciones de segunda clase. En total se tienen 7 restricciones de primera clase y 18 variables
del espacio fase, por lo que se tienen entonces D.o.F. = 1

2 (18 − 2(7)) = 2 grados de libertad,
coincidiendo con lo que se obtiene en la formulación dada en términos de la métrica.

Esta formulación hamiltoniana de RG ofrece ciertas ventajas en comparación con otras como la
de ADM, en particular, se encuentran restricciones polinominales que son significativamente más
fáciles de manejar como se puede observar en (2.22), además, su evolución temporal es más fácil
de calcular [16]. Aunado a lo anterior, existe un estado que es solución exacta de las restricciones
de esta formulación de RG, llamado estado de Kodama (o estado Chern-Simons) [17], el cual se
puede interpretar como un estado base que cuenta con un límite semiclásico que resulta en la RG
convencional, aunque su significado físico está en discusión debido a algunos problemas que se
tienen al trabajar con él, en particular el hecho de que sea no-normalizable [18].
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Capítulo 3

Invariantes topológicos de Euler y
Pontryagin en su forma autodual

A diferencia de la formulación métrica de RG, la formulación de Palatini solo admite un número
reducido de términos que se pueden agregarse a la acción, los cuales deben ser invariantes bajo
las dos simetrías manifiestas en esta formulación; la simetría fundamental de RG que es la de
difeomorfismos y la simetría de Lorentz. En particular, uno de estos términos corresponde al
invariante de Holst que se introdujo en el capítulo anterior y sobre el cual se ahondará en el
siguiente, y otros dos corresponden a los invariantes de Euler y Pontryagin los cuales se analizaran
en este capítulo en su forma autodual y posteriormente en una forma más general en el Capítulo
5.

Para empezar con nuestro estudio, partimos de la siguiente acción

SPE [ω] = α3

∫
?RIJ [ω] ∧RIJ [ω] + α4

∫
RIJ [ω] ∧RIJ [ω], (3.1)

donde el primer término lo identificamos con el invariante topológico de Euler y el segundo con el
de Pontryagin en su forma general. Ahora, escribiremos su forma autodual, dada cuando α4

α3
= −iε,

la cual se puede escribir en términos de la conexión autodual/anti-autodual (2.2) como

SPE [A] = −2iεα3

∫
FIJ [A] ∧ F IJ [A]. (3.2)

donde FIJ ya fue definida en el Capítulo anterior (2.4).
Haciendo la descomposición 3+1 en ambos índices y haciendo el cambio de variable (2.6) se

tiene que

SPE [A] = −4iεα3

∫
d4x ηabc[(∂0Aa i − ∂aA0 i)F

i
bc

+ εijk∂bAc kA0 iAa j ].

(3.3)

De la acción (3.3), se encuentran los momentos canónicos asociados a Aa i, y A0 i, que llama-
remos πai y π0

i, respectivamente, los cuales están dados por

πai = −4iεα3η
abcF i

bc , (3.4)

π0
i = 0. (3.5)

El momento canónico asociado a A0 i es igual a cero sobre la superficie de evolución, por lo que
identificaremos a dicha variable como un multiplicador de Lagrange.

9



CAPÍTULO 3. INVARIANTES TOPOLÓGICOS DE EULER Y PONTRYAGIN
EN SU FORMA AUTODUAL

La hamiltoniana canónica está dada por

H0 = −A i
0Daπ

a
i. (3.6)

y resulta ser una restricción gaussiana con A i
0 como su multiplicador de Lagrange.

Por lo tanto, se tienen las restricciones

Gi ≡ Daπ
a
i ≈ 0, (3.7)

Cai ≡ πai + 4iεα3η
abcFbc i ≈ 0. (3.8)

El álgebra de restricciones está dada por

{Gi(~x), Gj(~y)} = ε kijGk(~x)δ3(~x− ~y), (3.9)

{Cak(~x), Cbl(~y)} = 0, (3.10)

{Gi(~x), Cbj(~y)} = ε kijC
b
k(~x)δ3(~x− ~y). (3.11)

Las restricciones forman un álgebra de Poisson cerrada, por lo que son restricciones de primera
clase.

Podemos observar que, por las identidades de Bianchi,

DaF
i

bc +DcF
i

ab +DbF
i

ca = 0, (3.12)

se tiene
ηabcDaF

i
bc = 0, (3.13)

por lo queDaC
a
i = Gi es una identidad sobre la superficie de evolución. Por lo tanto, las identidades

de Bianchi nos ayudan a encontrar condiciones de reductibilidad para las restricciones, por lo que
en realidad se tienen solo 9 restricciones de primera clase. En consecuencia, el conteo de grados de
libertad da D.o.F. = 1

2 (18− 2(9)) = 0.
Por el conteo de grados de libertad, se tiene que los invariantes de PE son teorías topológicas,

i. e. no tienen grados de libertad, por lo cual uno espera que no alteren la dinámica a nivel
lagrangiano cuando se acoplen a otra acción, pero en el análisis hamiltoniano pueden contribuir a
las restricciones. Por otra parte, podemos ver que la hamiltoniana canónica es una restricción; la
restricción de Gauss, y no hay una restricción escalar o Hamiltoniana como en RG; la dinámica es
generada por simetrías. Por otro lado, dado que (3.7) coincide con la restricción de Gauss (2.22) de
la formulación autodual estudiada en el Capítulo 2, su álgebra (2.28) será la misma a la encontrada
en (3.9). Es importante comentar que si añadimos los invariantes a la acción de Holst en su forma
autodual, habrá cambios en la hamiltoniana. En efecto, la adición de estos términos topológicos
supone un cambio en la definición de los momentos y, por lo tanto, un cambio en las restricciones
de la teoría [19].
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Capítulo 4

Formulación de Holst

La acción de Holst está dada por

S[e, ω] =

∫
?(eI ∧ eJ) ∧RIJ [ω] +

1

γ

∫
eI ∧ eJ ∧RIJ [ω], (4.1)

y se puede obtener a partir de la expresión (2.1), tomando α2

α1
= 1

γ y obviando el factor global
α1; dicha acción generaliza a la acción de la formulación autodual, la cual se puede recuperar
simplemente tomando γ = ±i. A su vez, en el límite γ = 1 reproduce la formulación de Barbero,
por lo que la acción de Holst es una generalización de ambas teorías y, debido a esto, en la actualidad
suele ser el punto de partida para el estudio de LQG [20]. El acoplamiento del término añadido
por Holst no afecta a las ecuaciones de movimiento, puesto que sus dos ecuaciones de campo dan
lugar a la condición de no-torsión, ya presente en las ecuaciones de campo de la acción de Palatini,
y a las identidades de Bianchi algebraicas, por lo que su adición no supone una alteración a la
dinámica (siempre y cuando se trabaje sin materia) ni un papel relevante para el parámetro BI a
nivel lagrangiano [7].

Introducimos la conexión de Ashtekar-Barbero,

A i
µ = γω 0i

µ +
1

2
εijkω

jk
µ , (4.2)

la cual es análoga a las variables (2.6) en el caso γ = ±i, así como su curvatura con estructura tipo
Yang-Mills,

F i
ab = ∂aA

i
b − ∂bA i

a − εijkA j
aA

k
b . (4.3)

A partir de estas, definimos la derivada covariante tipo Yang-Mills

DaT
b
i = ∂aT

b
i + ε kijA

j
a T

b
k. (4.4)

Hacemos la descomposición 3+1 y fijamos el gauge temporal (2.5), la hamiltoniana canónica
(modulo términos de frontera) tomará la forma

H0[A] = −γ
2

4
N ′H +NaVa − ΛiGi, (4.5)

donde se definió nuevamente N ′ = N
e y N es la función lapse, Na es el shift y Λi corresponde a un

multiplicador de Lagrange, y las restricciones se definen de la siguiente manera,

H ≡εijkπ
a
iπ
b
j

[
F k
ab + (1 + γ2)εkmnω

0m
a ω 0n

b −
1 + γ2

γ
Daω

0k
b

]
,

Va ≡πbi[F i
ab + (1 + γ2)εi jkω

0j
a ω 0k

b ],

Gi ≡Daπ
a
i ,

(4.6)
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CAPÍTULO 4. FORMULACIÓN DE HOLST

donde πai es el momento canónico asociado a A i
a .

Estas restricciones son de primera clase, por lo que el conteo de grados de libertad es D.o.F.
= 1

2 (18− 2(7)) = 2, al igual que en el caso de la formulación autodual. Es evidente que fijando el
parámetro BI como γ = ±i se obtienen las restricciones de la formulación autodual (2.22), además,
la restricción de Gauss, Gi, conserva la misma forma y, por lo tanto, la misma álgebra de Poisson,
solo que no es exactamente igual debido a la presencia del parámetro BI en la variable A i

a en la
definición de la derivada covariante (4.4). Cabe destacar que estas restricciones con el parámetro
BI arbitrario tienen una estructura más complicada y representan una dificultad mayor al realizar
los cálculos algebraicos, pero tienen la ventaja de poderse trabajar sin la necesidad de introducir
condiciones de realidad.

A pesar de que esta acción sea indistinta a la acción de Palatini por sí sola, en cuanto a las
ecuaciones de movimiento se refiere, el invariante de Holst sí afecta a la estructura de la teoría en
lo que el análisis hamiltoniano se refiere, dando lugar a una contribución no trivial del parámetro
BI. En particular, se ve afectada la estructura de las restricciones, que se tornan más complicadas
de manejar en comparación con las de la formulación autodual, donde estas tenían una estructura
polinominal. Por otra parte, esta formulación tiene la ventaja de poder trabajarse con un parámetro
γ real.

Otra consecuencia de trabajar con un parámetro real, es que se describe entonces la teoría de
RG como una de tipo Yang-Mills real SU(2), lo que supone varios beneficios al contemplar una
posible cuantización del campo gravitacional. Además, un parámetro real evita algunas dificultades
al tratar de establecer una teoría cuántica, dado que el grupo de gauge de la teoría compleja es no-
compacto y no está del todo claro cómo realizar la integración en este tipo de grupos. Aunado a lo
anterior, un parámetro complejo complica el estudio de áreas relacionadas como los spin networks
y la entropía de agujeros negros [21].

Sin embargo, el hecho de tener la opción de trabajar con un parámetro arbitrario real o com-
plejo da lugar a una ambigüedad sobre su valor y también sobre su significado físico. Una de las
interpretaciones que se ha hecho de este es la de ser un coeficiente que acompaña a un invariante
topológico, sustituyendo el término de Holst por la densidad topológica de Nieh-Yan, lo que además
soluciona el problema las alteraciones a la dinámica que provoca el término de Holst cuando se
acopla materia [10, 22]. Esto permite ver al parámetro BI como uno análogo al parámetro θ en
QCD, además de ser un indicio de que los demás invariantes también deben ser considerados [11].

Existe además una generalización del estado de Kodama a partir de la acción de Holst con un pa-
rámetro γ real arbitrario propuesta en 2006 por Randono [23, 24], el cual resuelve varios problemas
del estado de Kodama original, particularmente remueve la necesidad de imponer condiciones de
realidad, resuelve el problema de normalización [23] y también es invariante bajo transformaciones
CPT [24].
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Capítulo 5

Invariantes topológicos de
Pontryagin y Euler con parámetro de
Barbero-Immirzi arbitrario

Ahora, se realiza el análisis hamiltoniano de los invariantes PE con un parámetro BI arbitrario,
teniendo como intención el generalizar los resultados reportados en la literatura, y obtener como
caso particular cuando γ = ±i, donde γ es el parámetro BI, la formulación autodual presentada
en la Sección 3.

Para empezar, partimos de la acción compuesta por los invariantes de Euler y Pontryagin dada
en (3.1), tomando α4

α3
= 1

γ y factorizando el factor global α1 por simplicidad. Así, la acción (3.1)
toma la forma

S[ω] =

∫
?RIJ [ω] ∧RIJ [ω] +

1

γ

∫
RIJ [ω] ∧RIJ [ω], (5.1)

donde el operador de Hodge del grupo interno de simetría está dado por ?T IJ = 1
2ε
IJKLTKL y RIJ

es la curvatura de la conexión de Lorentz. Factorizando RIJ , la acción (5.1) tomará la siguiente
forma

S[ω] =

∫
RIJ [ω] ∧ (?RIJ [ω] +

1

γ
RIJ [ω]). (5.2)

Podemos reescribir esta acción (5.2) como

S[ω] = − γ2

γ2 + 1

∫
(?FIJ −

1

γ
FIJ) ∧ F IJ , (5.3)

donde hemos llamado a F IJ = ?RIJ + 1
γR

IJ .
Con el propósito de simplificar la forma de la acción (5.3), ahora definimos F̃ IJ = ?F IJ− 1

γF
IJ ,

con lo cual la acción se podrá reescribir de la siguiente forma

S[ω] = − γ2

γ2 + 1

∫
F̃ IJ ∧ FIJ . (5.4)

Ahora, tenemos que las expresiones para la curvatura RIJ y la F IJ que definimos arriba, en
forma tensorial tienen las siguientes expresiones

RIJµν = ∂µω
IJ
ν − ∂νωIJµ + ωIKµ ω J

ν K − ωJKµ ω I
ν K , (5.5)

F IJµν =
1

2
εIJKLRµν KL +

1

γ
RIJµν , (5.6)
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CON PARÁMETRO DE BARBERO-IMMIRZI ARBITRARIO

F̃ IJµν =
1

2
εIJKLFµν KL −

1

γ
F IJµν . (5.7)

De esta manera, corriendo los índices del grupo y de espacio-tiempo, además de tomar la
convención de ηabc ≡ ε0abc y εijk ≡ ε0ijk, la acción (5.4) estará dada por

S[ω] = − γ2

γ2 + 1

∫
d4x ηabc(2F̃bc 0iF

0i
0a + F̃bc ijF

ij
0a ), (5.8)

donde usaremos (5.7), que después de un largo proceso algebraico, las F̃bc 0i y F̃bc ij se puedan
escribir como

F̃bc 0i =− γ2 + 1

γ2
Rbc 0i,

F̃bc ij =− γ2 + 1

γ2
Rbc ij .

(5.9)

Ahora, realizamos los siguientes cambios de variables

ω ijα = εijkω
k
α , (5.10)

ω k
α =

1

γ
(A k

α − ω 0k
α ), (5.11)

en todas nuestras expresiones para la RIJ y la F IJ , de donde se obtiene lo siguiente

Rµν 0i =∂µω
0i
ν − ∂νω 0i

µ −
2

γ
εijkω

0j
µ (A k

ν − ω 0k
ν ),

Rµν ij =εijk

[
∂µA

0k
ν − ∂νA 0k

µ − εkmnA m
µ A n

ν +
1

γ2
εkmn(A m

µ ω 0n
ν −A m

ν ω 0n
µ )

− 1

γ
(∂µω

0k
ν − ∂νω 0k

µ ) +
γ2 − 1

γ2
εkmnω

0m
µ ω 0n

ν

]
,

F 0i
µν =

1

γ
(∂µA

0i
ν − ∂νA 0i

µ )− εijkA j
µA

k
ν +

γ2 + 1

γ2
εijkω

0j
µ ω 0k

ν ,

F ijµν =εijk

[
1

γ2
(∂µA

0k
ν − ∂νA 0k

µ )− 1

γ3
εkmnA

m
µ A n

ν +
γ2 + 1

γ2
εkmn(A m

µ ω 0n
ν −A m

ν ω 0n
µ )

− γ2 + 1

γ2
(∂µω

0k
ν − ∂νω 0k

µ )− γ2 + 1

γ3
εkmnω

0m
µ ω 0n

ν

]
,

(5.12)

dicho cambio de variable será de vital importancia para poder escribir los términos de PE en
términos de un parámetro de BI.

Haciendo uso de las expresiones (5.9 - 5.12), se encuentra que la acción (5.8) se puede escribir
como

S =

∫
d4x ηabc(2Rbc 0iF

0i
0a +Rbc ijF

ij
0a )

=

∫
d4x ηabc

{
2Rbc 0i

(
1

γ
(Ȧ 0i

a − ∂aA 0i
0 )− εijkA

j
0 A

k
a +

γ2 + 1

γ2
εijkω

0j
0 ω 0k

a

)

εijkRbc ij

[
1

γ2
(Ȧ 0k

a − ∂aA 0k
0 )− 1

γ3
εkmnA

m
0 A n

a +
γ2 + 1

γ2
εkmn(A m

0 ω 0n
a −A m

a ω 0n
0 )

− γ2 + 1

γ2
(ω̇ 0k
a − ∂aω 0k

0 )− γ2 + 1

γ3
εkmnω

0m
0 ω 0n

a

]}
(5.13)
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de donde podemos identificar los momentos dados por

πak = ηabc
(

2

γ
Rbc 0k +

1

γ2
εijkRbc ij

)
, (5.14)

π̃ak = −γ
2 + 1

γ2
ηabcεijkRbc ij , (5.15)

los cuales son los pares canónicos de A i
a y ω 0i

a , respectivamente. Por lo tanto, los paréntesis
fundamentales entre nuestras variables dinámicas estarán dados por

{A i
a (~x), πbj(~y)} = δijδ

b
aδ

3(~x− ~y),

{ω 0i
a (~x), π̃bj(~y)} = δijδ

b
aδ

3(~x− ~y).
(5.16)

Sustituyendo los momentos (5.14, 5.15) en la acción (5.13) se tiene que

S =

∫
d4x

{
πai

(
Ȧ i
a − ∂aA i

0 −
1

γ
ε kij (A j

0A
k
a + ω 0j

0 A k
0 ) +

γ2 + 1

γ
ε kijω

0j
0 ω 0k

a

)

+ π̃ai

(
ω̇ 0i
a − ∂aω 0i

0 −
1

γ
ε kij (A j

0ω
0k
a + ω 0j

0 A k
a ) +

2

γ
ε kijω

0j
0 ω 0k

a

)}
.

(5.17)

De lo anterior, se puede ver que en el caso de que el parámetro de BI tome los valores γ = ±i el
momento π̃ak definido por (5.15) es igual a cero, y su contribución a la acción (5.17) desaparece, por
lo que nuestros resultados reproducen el caso autodual obtenido en (3.6) expuesto en el Capítulo
3.

Integrando por partes, podemos reescribir a la acción (5.17) de la siguiente forma,

S =

∫
d4x

{
πakȦ

k
a +A i

0

(
∂aπ

a
i −

1

γ
ε kij (A j

aπ
a
k + ω 0j

a π̃ak)

)

+ π̃akω̇
0k
a + ω 0k

0

(
∂aπ̃

a
i +

1

γ
ε kij (ω 0j

a (2π̃ak + (γ2 + 1)πak)−A j
a π̃

a
k)

)}
.

(5.18)

Entonces, de (5.18) podemos identifican las siguientes restricciones; las denotadas por C y C̃ serán
relacionadas a la definición de los momentos, y las llamadas G y G̃ serán las restricciones de Gauss
y una tipo Gauss respectivamente. Dichas restricciones están dadas por

Cak ≡ πak − ηabc
(

2

γ
Rbc 0k +

1

γ2
εijkRbc ij

)
≈ 0, (5.19)

C̃ak ≡ π̃ak +
γ2 + 1

γ2
ηabcεijkRbc ij ≈ 0, (5.20)

Gi ≡ ∂aπai −
1

γ
ε kij (A j

aπ
a
k + ω 0j

a π̃ak) ≈ 0, (5.21)

G̃k ≡ ∂aπ̃ak +
1

γ
ε kij [ω 0j

a (2π̃ak + (γ2 + 1)πak)−A j
a π̃

a
k] ≈ 0. (5.22)

Las restricciones expresadas arriba, satisfacen la siguiente álgebra bajo los paréntesis de Poisson

{Cak(~x), Cbl(~y)} = 0, (5.23)

{C̃ak(~x), C̃bl(~y)} = 0, (5.24)
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{Cak(~x), C̃bl(~y)} = 0, (5.25)

{Gi(~x), Gj(~y)} = − 1

γ
ε kijGk(~x)δ3(~x− ~y), (5.26)

{G̃i(~x), G̃j(~y)} = ε kij

[
γ2 + 1

γ
Gk(~x) +

2

γ
G̃k(~x)

]
δ3(~x− ~y), (5.27)

{Gi(~x), G̃j(~y)} = − 1

γ
ε kij G̃k(~x)δ3(~x− ~y), (5.28)

{Cai(~x), Gj(~y)} = − 1

γ
ε kijC

a
k(~x)δ3(~x− ~y), (5.29)

{C̃ai(~x), Gj(~y)} = − 1

γ
ε kij C̃

a
k(~x)δ3(~x− ~y), (5.30)

{Cai(~y), G̃j(~y)} = − 1

γ
ε kij C̃

a
k(~x)δ3(~x− ~y), (5.31)

{C̃a
i
(~y), G̃j(~y)} = ε kij

[
γ2 + 1

γ
Cak(~x) +

2

γ
C̃ak(~x)

]
δ3(~x− ~y), (5.32)

donde podemos ver que el álgebra cierra y esto indica que tenemos restricciones de primera clase.
Por otro lado, también observamos que si calculamos ∂aCai = Gi y ∂aC̃ai = G̃i, debido a las identi-
dades de Bianchi, y esto indica que tenemos condiciones de reductibilidad entre las restricciones Cai
y C̃ai . Tomando en cuenta las condiciones de reductibilidad, se tienen 18 restricciones de primera
clase independientes y 36 variables del espacio fase, por lo tanto el número de grados de libertad
físicos está dado por

D.o.F. =
1

2
(36− 2(18)) = 0, (5.33)

con lo que se confirma que estos términos topológicos carecen de grados de libertad.
Por último, nótese que, debido a la elección de variables (5.10, 5.11), para recuperar la forma

exacta de las transformaciones de norma que se obtuvieron en la forma autodual, se tiene que
hacer el cambio de variable A i

a → −γA i
a y así obtendremos la constricción de Gauss reportada

previamente.
En este Capítulo, realizamos el análisis canónico para los invariantes de Euler y Pontryagin

con un parámetro BI arbitrario. Presentamos nuestros resultados como una generalización del
caso autodual que fue expuesto en el Capítulo 3, el cual recuperamos cuando fijamos en nuestros
resultados el parámetro BI a que tome el valor de γ = ±i. En particular, encontramos todas las
restricciones del sistema que forman un conjunto de primera clase. Cabe mencionar que en el caso
de que el parámetro de BI toma el valor de γ = ±i, la variable dinámica ω0i

a y su momento canónico
se eliminan, y solo nos queda en nuestros resultados la dependencia de las variables Aia, siendo estas
las variables de Ashtekar expuestas en previas secciones. Al realizar el conteo de grados de libertad,
vimos que las restricciones de Gauss y la de tipo Gauss presentan relaciones de reductibilidad, y
al igual que en las secciones anteriores, se tiene ausencia de grados de libertad físicos, indicando
que los invariantes estudiados corresponden a teorías topológicas.
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Capítulo 6

Conclusiones

En este trabajo de tesis, nos enfocamos en exponer y generalizar la formulación autodual de
los invariantes de PE. En el Capítulo 2, se presentó un breve repaso de las bases de la formulación
canónica de RG escrita en términos de las variables de Ashtekar. Dicha formulación es uno de los
pilares que uno usa en el intento de querer cuantizar la RG, puesto que ahora RG es escrita en tér-
minos de un lenguaje como el de Yang-Mills. Posteriormente, en el Capítulo 3 revisamos el análisis
hamiltoniano de los invariantes topológicos en el contexto de la formulación autodual. Pudimos
observar que los invariantes carecen de una restricción Hamiltoniana, y toda la dinámica de PE
está generada por simetrías. También, se realizó el conteo de grados de libertad y encontramos que
los términos topológicos corresponden a teorías topológicas. Además, en el Capítulo 4 se revisaron
los aspectos fundamentales de la propuesta de Holst y la importancia del parámetro de Barbero-
Immirzi. Pudimos observar que, si el parámetro de BI toma el valor de γ = ±i, las restricciones
se reducen a las que se encontraron en la formulación autodual del Capítulo 2. Por otra parte,
en el Capítulo 5 pudimos escribir a los invariantes topológicos en términos de un parámetro de
BI arbitrario. Encontramos que las restricciones de la teoría son de primera clase, y que existen
condiciones de reductibilidad entre las restricciones. También, en este caso se encuentra que no
hay restricción Hamiltoniana, y obtuvimos dos restricciones particulares; una que se reduce a la
restricción de Gauss cuando γ = ±i, y otra que es de tipo Gauss que desaparece cuando γ = ±i.
Debido a las condiciones de reductibilidad, obtuvimos que PE con un parámetro de BI arbitrario
carece de grados de libertad.

Finalmente, es importante comentar que los resultados del Capítulo 5 son de aportación original,
es decir, no están reportados en la literatura [25]. También queremos mencionar que nuestros
resultados se podrán generalizar en futuros trabajos, cuando los invariantes se acoplen a RG, pero
teniendo en cuenta a un parámetro de BI arbitrario. Así, esperamos usar lo que aquí obtuvimos y
reportar en el futuro una generalización de lo que ya se encuentra reportado en la literatura. Aunque
se desconocen múltiples aspectos del parámetro de BI, el estudio de invariantes topológicos como
el presentado en este trabajo, es una vía alternativa para poder ayudar a esclarecer el papel que
juega en la física. Además, el estudio de los efectos de los invariantes topológicos en teorías físicas,
es de particular importancia, pensando no solo en aclarar el panorama alrededor del parámetro de
BI de manera clásica, sino también por los efectos que pueden tener al tratar de cuantizar la teoría.
En adición, también nuestros resultados serán útiles al estudiar la contribución del parámetro de
BI que podría tener en los estados cuánticos encontrados en [26, 27], donde se analizaron los
invariantes topológicos en términos de variables reales y de manera independiente.
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Apéndice A

Algoritmo de Dirac-Bergmann

El algoritmo de Dirac-Bergmann es una extensión natural de la mecánica lagrangiana y hamil-
toniana estándar cuyo propósito es el estudio de sistemas singulares como lo son las teorías gauge
o de norma [28]. El proceso para aplicar dicho algoritmo es el siguiente [29, 30].

Dado un sistema físico con una lagrangiana L(φ1, ..., φN ), dicho sistema es singular cuando su
matriz hessiana,

(H)ij ≡
∂2L

∂φ̇i∂φ̇j
, (A.1)

donde L es la densidad lagrangiana dada por

L =

∫
d3xL, (A.2)

es singular, i.e. no es invertible. Si este es el caso, entonces el sistema de las ecuaciones de mo-
vimiento no tiene solución única y la teoría hamiltoniana no puede construirse de la forma usual
debido a que resulta imposible escribir a las velocidades en función de los momentos como se ha-
ría usualmente para hallar la hamiltoniana de un sistema regular. La forma en la que se propuso
originalmente lidiar con estos sistemas es el llamado algoritmo de Dirac-Bergmann [31]. El proceso
para aplicar dicho algoritmo es el siguiente [29, 30].

Se parte de un sistema con N grados de libertad, cuyas coordenadas y velocidades son φi y
φ̇i, con i = 1, 2, ..., N . Dado que el sistema dado por la lagrangiana L[φ, φ̇], con i = 1, 2, ..., N , es
singular, el rango de la matriz (H)ij , M , debe ser menor que N , i.e. N > M .

Ahora, se encuentran los momentos canónicos conjugados,

πi =
∂L
∂φ̇i

. (A.3)

Debido a lo mencionado antes habrá un número P = N −M de relaciones no invertibles, estás se
denominan restricciones primarias, denominadas como ψa(φ, π) = 0, con el índice a = 1, 2, ...P y
M relaciones invertibles dadas por πm donde el subíndice m va de P + 1 hasta N . Este conjunto
de N relaciones entre las variables del espacio fase del sistema definen la superficie de evolución.
Aquellas igualdades que se sostengan solo en dicha superficie se denominan "débiles 2se denotan
por el símbolo ≈. Después se escribe la hamiltoniana canónica en términos de las coordenadas y
de los momentos a través de la transformada de Legendre como en el caso usual,

H0 =

∫
d3xH0 =

∫
d3x (πmφ̇

m − L(φ, φ̇), (A.4)

para posteriormente escribir la hamiltoniana primaria:

HP =

∫
d3x (H0 + λaψa), (A.5)
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donde las λa son multiplicadores de Lagrange.
Ahora se utilizan los paréntesis de Poisson para definir las condiciones de consistencia. Primero

se establece que para cualquier función G dependiente de φ’s y π’s se tiene que

Ġ(φ, π) = {g,HP } =

∫
d3x ({g,H0}+ λa{G,φa}). (A.6)

Esta es la ecuación de movimiento hamiltoniana general. Las condiciones de consistencia que se
imponen,

φ̇a ≈ 0, (A.7)

aseguran que las restricciones primarias se preserven bajo evoluciones temporales. Las condiciones
de consistencia de las restricciones primarias dan lugar a un número limitado tipos de relaciones
entre las variable; pueden ser identidades que se satisfacen sobre la superficie de evolución, restric-
ciones sobre los multiplicadores λ’s o nuevas restricciones sobre φ’s y π’s. En este último caso estas
nuevas relaciones se denominan restricciones secundarias, ξa(φ, π) = 0.

Se prosigue aplicando condiciones de consistencia para las restricciones secundarias. Si estas
dan lugar a nuevas restricciones sobre φ’s y π’s, se definen como restricciones terciarias y el proceso
se repite hasta que no resulten más restricciones sobre las variables del espacio fase φ’s y π’s.

Una vez encontradas todas las restricciones del sistema se construye la hamiltoniana total
añadiendo a la hamiltoniana canónica las restricciones secundarias y posteriores si es que las hay,
cada una con sus multiplicadores de Lagrange correspondientes. Posteriormente se clasifican las
restricciones entre restricciones de primera clase y restricciones de segunda clase; las restricciones
de primera clase son aquellas cuyos paréntesis de Poisson con todas las restricciones es igual a cero
sobre la superficie de evolución, i.e. sean ceros débiles. El resto son de segunda clase.

Las restricciones de primera clase además de formar un álgebra cerrada, generan las transfor-
maciones gauge (o de norma) del sistema. Las restricciones de segunda clase están involucradas en
la definición de los paréntesis de Dirac. Ambos tipos de restricciones se necesitan para realizar el
conteo de grados de libertad de la siguiente manera:

D.oF. =num. de variables del espacio fase− 2(num. de restricciones de 1ra. clase)
− num de restricciones de 2da. clase.

(A.8)

Por último, se definen los generadores gauge de la siguiente forma,

G =

∫
d3x ξi(~x)Γi(~x) (A.9)

donde ξi es un parámetro infinitesimal y Γi una restricción de primera clase.
Las transformaciones gauge de las variables de campo están dadas por

δφi = {φi, G}. (A.10)
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