BENEMERITA UNIVERSIDAD
AUTONOMA DE PUEBLA

FACULTAD DE CIENCIAS FiSICO
MATEMATICAS

FORMULACION LA%ERAEGIANA DISIPATIVA

UNA PARTICULA RELATIVISTA CON CARGA

PARA OBTENER EL TITULO DE:

LICENCIADO EN FiSICA
Presenta:
JOSE JAVIER ROMERO HERNANDEZ

TUTOR:
CUPATITZIO RAMIREZ ROMERO

Puebla, Puebla, 2022



Titulo: Formulacién lagrangiana disipativa para

una particula relativista con carga
Estudiante: José Javier Romero Hernandez

COMITE:

Dr. Gerardo Torres del Castillo
Presidente

Dr. Hector Novales Sanchez
Secretario

Dr. Roberto Cartas Fuentevilla
Vocal

M.C. Nephtali Eliceo Martinez Pérez
Suplente

Dr. Cupatitzio Ramirez Romero
Asesor



Agradecimientos

A mis hermanas y hermano P.A.V.E.J por su ejemplo constante, carifio y complicidad in-
condicional.

A mi mama por su ejemplo de perserverancia y disciplina que me guio durante todos mis estu-
dios y metas.

A mis amigos de la carrera, muchas gracias por su compaiiia, consejos y amistad.

Le agradezco con creces al Dr. Cupatitzio Ramirez por todos los consejos, apoyo y paciencia
que me brindo en este trabajo y durante la carrera.

A mis profesores de la licenciatura por toda su sabiduria plasmada en sus cursos.



Resumen

Los fendmenos naturales suceden en medios donde las partes del sistema interaccionan.
La mecdnica clésica resuelve algunos de estos problemas que pueden tener varios grados de
libertad, para ello se han creado formulaciones lagrangianas o Hamiltonianas en el marco di-
sipativo que modelan la dindmica de estos sistemas. El objetivo de este trabajo es determinar
como se ven los sistemas con pérdida de energia en el marco relativista, concentrados en una
particula con carga en un campo electromagnético. Para este sistema se construye una lagran-
giana invariante de Lorentz e invariante bajo reparametrizaciones del tiempo, se obtienen las
ecuaciones de movimiento y se resuelven los casos donde los campos eléctricos y magnéticos
actian independientemente.
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Introduccion

La descripciéon matemética de sistemas fisicos reales requiere la incorporacién de interac-
ciones con el entorno, éstas fuerzas externas suelen ser no derivables de un potencial, como
fuerzas de friccion, la funcién de disipacién de Rayleigh (Goldstein et al. (2002) es un ejemplo.
En la mecénica clasica existen distintos formalismos, como el Lagrangiano y Hamiltoniano,
con los cuales se pueden resolver problemas fisicos donde la energia total se conserva. Para
obtener las ecuaciones de movimiento se usa el principio variacional de Hamilton, formulado
con condiciones de frontera en el tiempo, y no condiciones iniciales.

Galley |Galley| (2013) formula el principio de Hamilton con condiciones iniciales para sistemas
generales y que generan una accion que describe sistemas no conservativos en la mecénica
clasica que puede ser extendido al marco relativista con una variedad de aplicaciones. Del prin-
cipio de conservacion de la energia sabemos que esta se transforma y para la descripcion ma-
tematica de ciertos fendmenos se pueden hacer consideraciones fisicas de acuerdo a lo que nos
interesa conocer del evento, como su posicién o momento, y ayudan a convertir un problema
que contiene intercambio de energia entre las partes del sistema global en uno donde esta inter-
accion no afecta la descripcion del suceso de interés, como el despreciar la influencia del aire
sobre una pelota en el estudio del movimiento del cuerpo en un campo gravitacional, o despre-
ciando la friccion con el suelo para saber la dindmica de un cuerpo en movimiento. El estudio
de sistemas disipativos tiene gran importancia en la formulacién cuantica Martinez-Pérez and
Ramirez (2018) asi como en la fisica de aceleradores donde las particulas que emergen de las
colisiones interactian con los sensores y en el proceso nos da informacién sobre su dindmica y
energia o al interactuar una particula cargada en un medio electromagnético como un electrén
en una camara de niebla o los mismos rayos césmicos a través de medios con presencia de
magnetismo. En este caso estudiaremos la descripcion de sistemas relativistas no conservativos
usando sistemas con invariancia de Lorentz e invariancia bajo reparametrizaciones generales
del tiempo. Extendemos la descripcion de la particula libre relativista disipativa al caso donde
la particula esta cargada e interactia con un campo electromagnético y con el potencial disipa-
tivo; se busca construir la formulacién lagrangiana disipativa covariante, hallar sus ecuaciones
de movimiento y sus soluciones.

Se calcula el Hamiltoniano del sistema y finalmente se buscan las soluciones para la dindmica
del sistema en presencia de campo eléctrico y magnético constante y homogéneo.



Capitulo 1

Antecedentes

1.1. Formulacion del electromagnetismo

James Clerk Maxwell (1831-1879) public6 sus leyes en 1865 como el resultado de la inves-
tigacion experimental de varios fisicos de la época. Aunque Maxwell afiadi6 s6lo un término
a toda la amalgama de ecuaciones ya creadas, el hito de Maxwell fue unificar el conjunto de
leyes empiricas, y sin aparente conexion, de la electrostatica, corrientes eléctricas e induccion
magnética en una teoria que describia todos los fendmenos relaciénados con el electroméagne-
tismo.

Dada una densidad de cargas eléctricas p(¥,¢) y una densidad de corriente f()?, 1), entonces
las leyes de Maxwell para los campos eléctricos E()?, 1) y magnéticos ﬁ()?, 1), en unidades de
Lorentz-Heaviside, se ven como:

V.-E=3
- - 1 -
VXE:__atB,

C

V.-B=0,

VxB=—0,]+0F
c c
Donde c es la velocidad de la luz. En su forma diferencial, tenemos ocho ecuaciones diferen-
ciales lineales acopladas; en muchos casos las condiciones de contorno hacen que los campos
E y B tiendan a cero en el infinito.

La formulacién integral de las leyes de Maxwell da una perspectiva mas clara sobre la fisica
detras de ellas. Utilizando los teoremas de Stokes a las integrales de la divergencia y rotacional

de un campo vectorial X
fffﬁ-ﬁ:# A id*x, (1.1)
14 v
ff(ﬁ xﬁ).ﬁd%:SE A-d7. (1.2)
s EN

Podemos reescribir las ecuaciones de Maxwell es su forma integral :

fffpd%:# E - id’x, (1.3)
14 1%
_liffﬁ.ﬁdzxzsﬁ E-ar (1.4)
Cdl' s 58
7



8 CAPITULO 1. ANTECEDENTES

iﬁ.ﬁ-mﬂxzo, (1.5)
v

] - 1 KR 7) 1 = o2

B-dr=- joid x4+ — E -nid*x, (1.6)
as ¢ N ¢ S

La ecuacién mejor conocida como la ley de Gauss nos dice que el flujo del campo
eléctrico a través de una superficie cerrada es igual a la carga total encerrada dentro de la su-
perficie. La ecuacion (I.4) nos da la ley de induccion magnética que nos dice que un cambio
en el flujo magnético a través de una superficie S induce un campo eléctrico rotacional alre-
dedor de la curva que encierra S; en la ecuacion tenemos el andlogo de la ley de Gauss
para los campos magnéticos, el flujo magnético a través de cualquier superficie cerrada es ce-
ro; en la ecuacion nos dice la fuente del campo magnético: la corriente electrica f Las
leyes de Maxwell describen como cargas y corrientes eléctricas generan campos eléctricos y
magnéticos. Resta saber como es que una particula cargada interactiia con estos campos elec-
tromagnéticos. La fuerza ejercida por los campos E y B sobre una particula con carga g es
conocida como la fuerza de Lorentz:

_ _ V B)
F:q@+vx) (1.7)
C

Donde ¥ es la velocidad de la particula. La fuerza de Lorentz consiste en dos partes,
la fuerza que ejerce el campo eléctrico en la particula y un término que nos dice que la carga
notard el campo magnético y cambiara su direccion conforme el producto cruz de la velocidad
con el campo magnético, este segundo término no realiza trabajo sobre la particula, cambia la
direccién de vV pero no su norma, y por lo tanto la energia cinética E,;, se mantiene igual. Asi el
cambio de la energia cinética en un campo electromagnético s6lo es debido al campo eléctrico:

dEcin
dt
Esto se hard evidente mas adelante al analizar las ecuaciones de movimiento de la particula.

=VF =g E (1.8)

1.1.1. Potenciales electromagnéticos e invariancia de norma

La aparicion del operador diferencial V en las leyes de Maxwell en forma de rotacionales
y divergencias puede complicar la solucion de las mismas. Para reducirlas a un conjunto més
accesible utilizando las dos leyes de Maxwell homogéneas, la ley de Faraday y la divergencia
del campo magnético. Primero, notemos que la divergencia del campo magnético siempre es
cero, asi que podemos escribir al campo magnético como el rotacional de un campo A
S o

B=VxA (1.9)

Y sustituyendo en la ley de Faraday podemos escribirla como :

VXE=--Vx9A (1.10)
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Por las propiedades de los rotacionales y gradientes se ve que la divergencia de ese rotacional

debe ser cero, por lo tanto la combinacion de E+=-8,Aesel gradiente de un campo -¢, y el

¢
signo es por convenencia. Entonces podemos escribir el campo eléctrico como:
ﬁ o 1, >
E=-V¢p-—-0A (1.11)
c

Los campos ¢ y A se conocen como potenciales electromagnéticos y una vez conocidos, los
campos E y B quedan totalmente determinados a través de las ecuaciones y 1} Los
potenciales electromagnéticos no estdn completamente determinados por los campos electro-
magnéticos. Si cambiamos los potenciales ¢ y A por otros potenciales ¢’ y A", relacionados con
los originales por

¢ ¢ =¢+A

S 5 5 o (1.12)
A—> A" =A-cVA

Conocida como transformacién de norma, con A = A(X, ) una funcidn arbitraria, asi el
4 : ) Z4° =1 . -
campo eléctrico E’ y magnético B’ generado por los potenciales ¢’ y A’ toman la forma

- - 1 -
E =-V¢' - -9,

Cc

= 1 - =
= ~V(g+0,A) = ~0(A~cA)

= 1 -
= -V¢— -0,A
C
-E
B =VxA
=V x(A-cVA)
:ﬁxﬁ—cﬁxﬁA
—VxA
- B

En otras palabras, los potenciales ¢’ y A generan los mismos campos electromagnéticos que
los potenciales ¢ y A y como A es una funcién arbitraria, existen infinitos potenciales que dan
como resultado al mismo campo electromagnético y por lo tanto la misma fisica. A pesar de
tener infinitos potenciales, todos los ¢ y A que cumplan la relacion describe a la misma
fisica ya que genera a los mismos campos E y B; enun experimento solo podemos medir la
intensidad y direccién del campo elctromagnético, pero no se puede medir directamente a ¢
y A y asi distinguirlos unos de otros entre la infinidad de ellos. La transformacién de norma
deja invariante a las leyes de Maxwell, asi las cantidades fisicamente relevantes s6lo pueden
depender de combinaciones de los potenciales que son invariantes de norma como en ({1.12)).
Ya tenemos las expresiones para los campos E y B en términos de oy A la ley de Gauss y la
ley de Ampere-Maxwell en términos de ¢ y A son

1. - 5
- Ap -0V - B =p
1

c2

. . (1.13)
PA-ANA+V(=8,p+V -A) =~}
C C
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Con el operador diferencial A = 3°_

riancia de norma

Las ecuaciones (I.13)) se reducen a :

CAPITULO 1. ANTECEDENTES

| 0,0, conocido como el Laplaciano. Al utilizar la inva-

= - 1

V-A+-04=0 (1.14)
C

20/¢—Ap=p

1 = e 1—) (115)

—0A-AN =~

C C

Que son ecuaciones de ondas con fuentes en tres dimensiones.
Mais adelante revisaremos la formulacién covariante de las leyes de Maxwell, para ello reque-
rimos analizar la teoria de la relatividad especial y la formulacién covariante para sistemas

relativistas.



Capitulo 2

Sistemas disipativos en la mecanica clasica

En este capitulo se presenta el principio de minima accién de la mecanica clésica y los arre-
glos necesarios para la descripcion de sistemas no conservativos y la formulacion lagrangiana
clésica con disipacion de energia.

2.0.1. Principio de Hamilton

En la mecanica cldsica existen diversas maneras de obtener las ecuaciones de Euler-Lagrange;
una de ellas es el principio de D’ Alembert, que parte de consideraciones del estado instantaneo
del sistema y pequefios desplazamientos virtuales alrededor del estado inicial.

Otro método muy util es el principio integral el cual considera el movimiento total del sistema
entre los tiempos #; y £, y pequefias variaciones virtuales del movimiento. La configuracion ins-
tantanea del sistema se describe por los valores de n coordenadas generalizadas ¢, ..., g, que
corresponden a un punto particular del espacio de configuraciones; conforme el tiempo avanza
el estado del sistema cambia y el sistema puntual se mueve en el espacio de configuraciones
trazando una curva denominada trayectoria del sistema.

Se define la accion a partir de un movimiento a un tiempo inicial #; hasta un tiempo final 7, y
estd dada por la integral de la funcién lagrangiana a lo largo del tiempo

L
S (i Gin1) = f L(gi» ¢i» 1)dt @.1)
1

Esto es, para todos los posibles caminos por los que el sistema puede viajar desde una posicion
inicial en un tiempo #; a la posicién en un tiempo #; tomara el camino en el que el valor de la
integral sea estacionaria, entonces la variacion de la integral es cero si los puntos inicial y
final son fijos

If
oS (Qi, Qi, t) = f 6L(ql9 é]i, t)dt =0 (22)
1

Que nos lleva a las ecuaciones de movimiento del sistema conservativo.
Mas adelante se verdn las modificaciones al principio de Hamilton para sistemas donde se
disipa energia.

11
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2.1. Formulacion lagrangiana de Galley para sistemas no con-
servativos

Para el tratamiento de sistemas cldsicos con disipacion de energia, R. Chad Galley propuso
un método variacional |Galley et al.| (2014), denominado en la literatura como accién de Galley
Galley| (2013)), la cudl consta de la duplicacion de las coordenadas y velocidades generaliza-
das, es decir, si nuestra lagrangiana conservativa L(qg;, §;,t) consta de n grados de libertad, la
lagrangiana no conservativa correspondiente dependerd de 2n grados de libertad y se define
como:

L(q1, 91,92, 42) = L(q1,q1) — L(q2, ¢2) + K(q1, G1, 1, 92, ¢2) (2.3)

Donde K es un potencial no conservativo y antisimétrico bajo el intercambio de variables g; <
q»- Del lagrangiano anterior se define la accion de Galley de la siguiente manera:

If
S(q1. q2) = f L(q1 41> @2 42) (2.4)
ti

Las ecuaciones de movimiento se obtienen a partir del principio de accion estacionaria
compatible con los valores iniciales de Galley, de manera similar al caso conservativo, este
principio establece que la evolucion de la dindmica dek sistema es tal que hace que la accién
sea 0§ = 0, al imponer las siguientes condiciones

0q1(f;) = 6q2(t;)) =0 (2.5)
q1(ty) = qa(ty) (2.6)
q1(ty) = qa(ty) 2.7
6q1(ty) = 6qa(ty) (2.8)

Mismas que sirven para eliminar los términos de frontera que surgen al realizar la variacion.



Capitulo 3

Relatividad Especial

En este capitulo se sientan las bases de la relatividad especial, necesarias para realizar los
célculos posteriores, incluyen los postulados de la relatividad especial, las transformaciones de
Lorentz, los conceptos de métrica, invariancia, cuadrivectores y el uso de tensores.

3.1. Postulados

La relatividad especial, publicada por A. Einstein en 1905, es una teoria que describe
fendmenos fisicos para diferentes sistemas de referencia inerciales, su formulacién se basa
en los siguientes postulados :

1. Todos los sistemas de referencia inerciales son equivalentes entre si.
2. La velocidad de la luz en el vacio es independiente del movimiento de la fuente.

El primer postulado nos dice que no hay experimento alguno capaz de medir un marco inercial
absoluto. En el segundo postulado se impone que la velocidad de la luz es la misma para todos
los observadores.

3.2. Transformaciones de Lorentz

La relacién que existe entre las coordenadas de los sucesos medidos por los sistemas de
referencia inerciales, es una transformacién de Lorentz. Sea S un marco de referencia inercial
que mide a un suceso p con coordenadas (X,y,z,t) en su sistema y S’ otro sistema de referencia
inercial que mide el suceso p con coordenadas (x’,y’,z’,t) desde su marco. Las transformaciones
de Lorentz nos dicen como calcular las coordenadas de un suceso en las coordenadas de un
sistema S’ a partir de las coordenadas en otro sistemas S, para la configuracién estandar donde
el sistema S’ con ejes paralelos al eje S, moviéndose a lo largo del eje x y que se aleja con
velocidad constante V' a partir de la cual se construyen las transformaciones de Lorentz también
conocidas como boost de Lorentz:

et = y(ct - Ex) 3.1)
X = y(x - Ect) (3.2)
y =y (3.3)

13



14 CAPITULO 3. RELATIVIDAD ESPECIAL

7=z (3.4)
donde
Y= (3.5)

1 - —
2
Con ¢ como la velocidad de la luz y v es la velocidad relativa entre los sistemas S y S .
También podemos obtener las transformaciones inversas que nos dardn las coordenadas del
suceso que ocurrié en el marco S a apartir de las coordenadas del mismo suceso en el marco S’

et =yt + Ex) (3.6)
v

x=vyx + Ect’) (3.7

y=y (3.8)

z2=7 (3.9)

El intervalo invariante (AS)? tiene como propiedad que al ser medido desde cualquier marco de
referencia inercial tiene el mismo valor. En la mecénica cldsica un ejemplo son las rotaciones
en el plano cartesiano x> + y*> = x> + y’2. Para las transformaciones de Lorentz requerimos
calcular el intervalo entre las coordenadas de dos sucesos A y B medidos desde dos marcos
inerciales S y S’ respectivamente.

Proposicion: Sea At = 15 —t4; Ax = xg— x4 ; Ay = yp—ya 3 Az = 23 — z4; donde (x4, ya, 24, 4)
y (xB, VB, Zg, tp) son los sucesos inicial y final entonces

(AS)? = (Ax)* + (Ay)* + (A2)* — (cAD)? = (Ax)* + (Ay)? + (A2)? — (cAD)? (3.10)

Prueba

Utilizando las transformaciones de Lorentz para cada suceso A y B tenemos
Ax = (xp — xa) = y(xp — Betp) — y(xa — Bcta) = Ax = y(Ax — A1)

AY = (yp —ya) = (Y —ya) = Ay

A7 =(zp —za) = (zp — 24) = Az

cAt = cty — ct),=y(ctg — Bxp) — y(cta — Bxa) = cA" = y(cAt — BAx)
Entonces

A2 + (&) + (A2)? = (cA? = y* [(Ax = BeAt)? — (cAt = BAX)’| + (Ay)? + (A7)
=71 = B)(AX" = (A’ + (AY)” + (A7)’
= A + (M) + (A2)” = (cAr)’

C (AS) = (A’
Se puede tomar a
(AX)? + (Ay)? + (A2)* — (cAD)* = (Ax)? + (Ay)? + (A2)? — (cAD)”? (3.11)

como la definicidn de la transformacion de Lorentz.
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3.3. Formulacion covariante

Consideremos el espacio de Minkowski, un espacio continuo 4-dimensional, donde cada
punto corresponde con un suceso. Sea un evento que ocurre en una posicion (x, y, z) y en un
momento ¢ en cierto sistema de coordenadas. Asi podemos caracterizar a cada suceso por un

vector cuadridimensional
ct

0
1 X

= (3.12)
3

<

En el espacio de Minkowski la norma de los vectores se define como
(¥)? = ()% = (x')? = () = () (3.13)
con esta definicién de norma, queda implicita la definicién de la métrica
() = x,x = 20X (3.14)

Con 7, nombrada ’Métrica de Minkowski’ y tiene la forma

1 0 0 O
0O -1 0 O .

Nyy = 00 -1 0 = diag(1,-1,-1,-1) (3.15)
0O 0 0 -1

Las propiedades geométricas del espacio-tiempo se dan por el elemento de linea
ds® = n,dx'dx’ = (dx°)* — (dx')* - (dx*)* — (dx°) (3.16)

La métrica y su inversa nos permiten subir y bajar los indices y convertir vectores covariantes
en contravariantes

Xy = X’
o n“#vxv (3.17)
De manera que el producto escalar se ve como
Xy = Xy =y, = Xy, (3.18)
Corriendo la suma de los indices
x )= X0y’ + Xyt 4+ 0y + 3yt = x50 — Xy — %y - 2 (3.19)

En la métrica n,, la componente temporal lleva signo contrario a las componentes espaciales.
Como consecuencia directa que existan vectores cuya norma al cuadrado es negativa.

3.4. El grupo de Lorentz
Se le llama asf{ al grupo de transformaciones lineales y homogéneas

X = ALY (3.20)
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Donde A/, es la matriz de Lorentz, sus entradas son constantes y al ser una matriz 4x4 tiene 16
entradas; para la configuracion estandar muchas de ellas se anulan :

FEF Y
A = a% a% ag a% - 2)/ 2)/ 1 0 (3.21)
@ a a a 0 0 01
Estas transformaciones dejan a la métrica invariante
N = NN 10 (3.22)

Asi que 77, se transforma como un tensor de rango (0,2) bajo las transformaciones de Lorentz,

ademads se ve sencillamente que
—1NA _ VA
(A7), = npu\yn (3.23)
En particular un vector covariante se transforma con la matriz inversa de un vector contrava-
riante
x,=(A"x, (3.24)
Por lo tanto, el producto escalar de dos vectores en el espacio de Minkowski es un invariante
de Lorentz
ANV -1 H\V
x " = xp(A )‘O#A =X, (3.25)
No soélo se pueden considerar las transformaciones homogéneas que mantienen el origen fijo,
para las transformaciones inhomogéneas tenemos

XM =AY+ a (3.26)

Es decir, también se incluyen las traslaciones en el espacio y tiempo. La trayectoria de una
particula a través del espacio tiempo se llama linea de universo .

Se puede parametrizar la linea del universo de una particula masiva utilizando el tiempo propio
7 de la particula: x¥** = x*(7). El tiempo propio es el tiempo medido por un observador O
moviéndose con la particula. Del boost de Lorentz podemos obtener la relacion entre el tiempo
propio 7 de la particula en el marco de referencia O con el tiempo ¢ medido por cualquier otro

observador inercial O’
dr = 1 - pB%dt

conf = Y y v la velocidad de la particula respecto al observador O’, en el intervalo dt
c

dr* = df* —dx' — dx* — dx’ = i, dx"dx’ (3.27)

El vector tangente a la curva es la cuadrivelocidad

= (3.28)

Ademas el producto interno de las velocidades w'u, = ¢*

La ley de adicion de las velocidades se obtiene directamente del boost de Lorentz

ut = Nou
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y la aceleracion de una particula se define como el cuadrivector

v
¢y =

dr

— (3.29)

En la mecénica relativista la cuadrivelocidad u* siempre es ortogonal a la aceleracién a* por lo
tanto un vector espacial:

duV 1d
dr 2d

o p
u,a = nu'—

—(Mu'u”) = (3.30)

-

d
Cond = d_‘t} es la aceleracion Newtoniana. El cuadrimomento p* se define como
oy [mc\_(E
P =mut = 7(m‘_),) = (ﬁ) (3.31)

Donde m es la masa de la particula. La norma de p* es un invariante

pup = m*c? (3.32)

Por otro lado ya hemos visto que las ecuaciones de Maxwell ya son invariantes de Lorentz,
por lo tanto ya no requleren una correccion relativista. La den51dad de cargap y la den51dad
de corriente ] = pV forman las componentes de un cuadrivector ]“ y los potenciales ¢ y A se

combinan en el cuadrivector A
>_ [P\, [0}
7 (1) o (A) (39

Los potenciales ¢ y A dan lugar a los campos electromagnéticos E y B

E; = —(8,A) — (VA = —8°A" + 0'A°
_ 1 (3.34)
B; = —ed’ A" = —€i(9'A" - 9'AY)

El tensor electromagnético F¥ = 3*AP — 9P A* se define como:

0 E E, E;
~E, 0 -B; B,

= v =
7:(43 77(1/17: Nvg —E2 B3 0 _Bl (335)
-E; —-B, B 0
Siendo un tensor antisimétrico y bajo transformaciones de Lorentz se ve como
TP = ASNFP! (3.36)

Los vectores j* , A" y el tensor ¥ son los ingredientes necesarios para formular la teorfa de
maxwell en su forma covariante.



Capitulo 4

Lagrangiana de una particula cargada en
un campo electromagnético externo

En este capitulo analizaremos la formulacién lagrangiana covariante para una particula in-
teractuando con un campo electromagnético, la formulacion relativista para el potencial disipa-
tivo de Galley y se presenta la lagrangiana disipativa con duplicacién de varibles.

4.1. Lagrangiana para una particula cargada

Como se puede ver en Rafelski (2017), una particula relativista en un campo electro-
magnético se puede caracterizar por un cuadrivector de Lorentz denotano por xu. Durante su
evolucion, la particula sigue una linea de mundo que puede ser parametrizada por t. La lagran-
giana que nos da la fuerza de Lorentz es:

q

L = —mc(i#i,)"* — = x,A" (4.1)
c

Doénde g y m son la carga y masa de la particula respectivamente. Para saber qué tipo de sistema
representa esta lagrangiana debemos aplicar el Hessiano y calcular su determinante. Sustituyen-
do (4,1)) en el Hessiano obtenemos
&L
W = 5wow

Derivando una vez respecto de % tenemos:

%L = —mca%mvmv)”z - %%(mvw
= —%mc(%xvmw " x“nwg>m - ‘;’(n,w%fv‘ + @%)
_ _%mcw;;xvnw ) e - RO 4.2)
= —Emc(2xﬁ)W — gA;;

Ahora derivamos el resultado anterior respecto de x”

18
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FPL 9 mcks g
oRoxF v (a2 ¢’
Muvkgis — X%,
()32

y como son indices mudos podemos escribir a la matriz Hessiana como:

L N X — X%,
iy i _mc—()'cf‘)'cﬂ)3/2 . (4.3)

Resta calcular el determinante de la matriz Hessiana. Corriendo los indices de 0 a 3 tenemos

—X? = Xoxo = —XoX — X X2 —XoX3
—X1X0 X" = X1X —X1X2 —X1X3
detW, = (mc)*det L. . o .
—X2Xo —XoX] X7 —XoXo  —X2X3 “4.4)
—X3X —X3% —X3ky X2 — X3X3

=0

Por lo tanto es un sistema singular, las velocidades del sistema no son todas independientes y

el rango de la Hessiana es (4 — 1 = 3). Las ecuaciones de Euler -Lagrange que se derivan del
lagrangiano (3) son :

d X qgd q. 0A"

MU )2 cdt Y Mo

Con los resultados anteriores construiremos la version del lagrangiano con duplicacién de va-

riables y potencial disipativo, como la propuesta de Galley para sistemas con pérdida de energia
Galley| (2013))

0 4.5)

4.2. Extension del potencial disipativo a la mecanica relati-
vista
El potencial disipativo relativista Bautistal (2020) que se reduce al potencial disipativo de
Galley es
Q
K(q1,41,92,G2) = —5(41512—42511) (4.6)

Es necesario extender este potencial a la mecénica relativista, asi que el potencial relativista K’
debe ser un invariante de Lorentz que se reduzca al potencial K cldsico. Sea

, . . Q . .
K’ = K4, 8, 2, ) = == (o = ¥y 51,) 4.7)
De donde
X =(q).91. 47, q1,)
=@ a1.41.43)
X =45 B By)
&= s @3 35)

Entonces sucede que
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Moy — XXy, = X)X, — X, (4.8)
Usando (3.18)) y (3.20) se ve que (4.8) es un invariante de Lorentz. Por tltimo resta probar que
el potencial K’ se reduce al potelcial K del caso cldsico con q(l) = qg =ct

Q . . Q . . . . . . . .
—E(x*fxzﬂ—x*;xm) = —5(—6101(]204‘6]116121+(]21f]22+6131(]23—(—6102(]10"‘(]126]11+Q21Q12+CI316]13))

Entonces podemos reescribir la ecuacion anterior como

Q . . Q . . . . . .
—E(xlfxzu — Xk, = ) ((q11921 + q21922 + q31423) — (12411 + G21G12 + q31G13))

Q
=7 (q11- 912, 913)(G115 412, 413) — (G215 922, 423)(G21, 422, §23))  (4.9)

_ Q > 5 - 5
= -5 (@id: - 0:41)
Este potencial es un invariante de Lorentz ademds de reducirse al potencial clasico disipativo ,

asi que este potencial es consistente con la relatividad especial.

4.3. Lagrangiana de una particula cargada con disipacion de
energia

Ya hemos analizado las ecuaciones de movimiento para una particula cargada en un campo
electromagnético externo y se construyd un potencial extendido valido en la mecdnica relati-
vista y cldsica. El procedimiento usado en la lagrangiana 4.1 nos da las ecuaciones correctas
para la fuerza de Lorentz de la manera adecuada.

Los sistemas de multiples particulas incluyen nuevas complicaciones para la formulacién (Cu-
rrie et al.| (1963), la mas evidente recae en encontrar un pardmetro invariante que describa la
evolucion del sistema. Por si s6lo esto ya es un problema en la relatividad especial.

Para esto utilizaremos la invariancia bajo reparametrizaciones en el tiempo para fijar la norma,
asi cualquier cuadrivector podra escribirse x*(t) = (x°(f), ¥(t)) con t como el pardmetro de la
trayectoria; por lo tanto x*(#') = x*(f) y la componente temporal x’°(¢') = x°(¢) = ct este tiempo
puede fijarse como el tiempo del observador. Al sustituir y al potencial disipativo (#.6) en
la formulacion de Galley se propone la duplicacion de las variables de la Lagrangiana y la
adicion del potencial disipativo.

L= —mc(x'fxlp)l/z + mC(Xj;szu)l/z - Cgl(xlpA”(xl) — X, A¥(x2)) — %(Xjfxzy - x5%1,)  (4.10)

A diferencia de la lagrangiana conservativa (4.1)) la ecuacioén anterior inlcluye un potencial

disipativo . Esta lagrangiana cumple con la invariancia de Lorentz e invariancia bajo reparame-

trizaciones del tiempo. La manera de determinar si este es un sistema singular, o no, se da si el

Hessiano es cero: , )

0 0K

— (L1 + K) —

94, 0410¢>
0’K i Ly - K)

- ool —

042041 0g;

det =0 (4.11)
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Célculando por separado las entradas de esta matriz Usando la formulacion de Galley, recono-
cemos a

Ly = —mc(i#'5y,)"* - %(xlﬂA"(xl)) (4.12)

Ly = —mc(i#5y,)' - ‘ElxzﬂAﬂ(xg (4.13)
Q . )

K =~ (i, = X1, (4.14)

Para determinar si este sistema es singular calcularemos su Hessiano (4.1 1)) entrada por entrada;
para la primera tenemos

2 Q0

0 4. q 0 .
mca—jcﬁ(x‘fxln,lv)l/2 - E(’)_Xﬂ(xmA(XZ)ﬂ) - =

1 1

(9(L1+K)] _ 9 [

9
Li+K — i X x =
ax{axf( = 03‘6{[ o’ 0% 1( 1%2u — leu)]

2 98

0 ( 1

= T ——mC(fS”fCY']pv + x/fnuvéé)

axy\ 2 B

8 1 xl,B q

= —|-—=2mc————— - A ; + —x

OXT( 27 G T 2T
N X1pX1y + X1 X1y

(x/]lxl/l)3/2

! q. Q v
TR EUW%A(M ¥+ Enwxg%

(4.15)

Para la dltima entrada de la matriz Hessiana (4.11) sucede que:

& ALy - K)
L-K) =
PEPP A 85/( Py ]

2

o .., g 0 . Qo . .
mca—jé{(%}1‘)6277pv)1/2 - E(Txg(xzyA(xz)“) - Ea—xg(x’fmﬂ - x’;xw))
o 1 (ox 0% 1 0%y A ) Q 0%}

= |_Z e A4 1 AoV + xr —22 [ 22 -2
mc[axgxznuv X”Uﬂv)axg] (x,ux2ﬂ)1/2 c(axg (x2) + Xy axg + zﬂuvxlfaxg

14 Q 14
nﬂvéﬂA(XZ)ﬂ + Emtvxllldﬁ)

1 .y ) y 1
i —Emc(dﬁxznﬂv+x’2‘nﬂy5ﬁ)(xﬂ U

0 1 Xop q
= —|-2mc———= — —Ay+ =x
o\ 27 (haur T2

Ny XopXoy — XouXoy

(35,3

(4.16)

y por ultimo notemos que las entradas restantes tienen el mismo valor
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F’K K
(9)'c<x1)6fcg (9)@()@)6)‘(?
0 Q0
= Y _Eﬁ(x’l’xzﬂ — Xy %1,) 4.17)
1 2
Q 0 .
= —Ea—ﬁ(ﬂwxjil%) =0

y sustituyendo los resultados de (4.3)), (4.3), (4.17) en obtenemos una matriz 8 X 8, y su
determinante viene dado por:

—mc

) S

(X2)3/2 (nyvxl - xlpxlv) 0
det| 1 —mc X =0 (4.18)

0 (X§)3/2 (n,uvxz - x2yx2v)
Al hacer correr los indices del 0 a 3 y calcular el determinante el resultado es cero, por lo que
hay velocidades dependientes unas de las otras, por lo que esta matriz pertenece a un sistema
singular.



Capitulo 5

Sistemas con invariancia bajo
reparametrizaciones del tiempo

Los sistemas relativistas se caracterizan por tener una accion invariante bajo reparametriza-
ciones del tiempo, entonces dada

f L(gi(1), gi(n)dt (5.1

La accion de un sistema relativista arbitrario y sea ¢’ = #'(¢) una funcién invertible y monétona

’

dt
dr’ = |—|dt
con | dtl
N = f L(g/(t"), §(*)dt’ = f L(gi(1), gi(n)dt = A (5.2)

Conocida como reparametrizaciones generales del tiempo. La funcion g;(¢) tiene la propiedad
de comportarse como una funcion escalar ya que g;(t') = g;(?), por lo tanto:

o d . dtd  dtdg(n dr
ql-(t)—dt,q(t)—dt,dtq(t)—dt, I —dt,ql(t)

dt
Se define e() como un grado de libertad auxiliar cumpliendo que t — ¢ =e’(t’)= %e(t)

-1 . ,_1,.,,_ﬁ_1 ﬂ | .
= e (1)qi(1) » e (t')q; (1) = 7€ (t)dt,ql(t)—e (0gi(1)

Por lo tanto e~ (£)¢;(t) = ¢’~! (#)g;(¢') bajo la reparametrizacion r — ¢’ Este grado de libertad

o - . ! -
auxiliar se puede eliminar con una transformacién adecuada donde p7 i ! recuperando la

expresion original.

5.1. La accion invariante bajo reparametrizaciones del tiem-
po

Sea L(g;(t), ¢;(t)) una lagrangiana arbitraria con ¢;(¢) una funcién escalar. Su accién es sim-
plemente

A= f L(qi(1), qi(1))dt (5.3)

23
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y bajo reparametrizaciones del tiempo ¢ — ¢’ tenemos

A = f L(q;(7'), g;(t"))dt" = f Ligi®). = qz(t)) dt¢ f L(qi(1), qi(1))dt (5.4)

Por lo que esta accién no es invariante bajo reparametrizaciones del tiempo. Una manera de
volverla invarinte es considerando a L(g;(?), §;()) lineal en las velocidades ¢;, este caso es muy
particular debido a que la mayoria de sistemas fisicos contienen los términos de la velocidad al
cuadrado fallando en la invariancia del sistema. Para una acccion invariante, sea :

’

,, dt o dr
e(t)dt — e(t)dt = o e(t) 7 dt = e(t)dt

Por lo que e(?)dt también es un invariante escalar. La accién A = f e(t)L(qi(1), e ' g;(1))dt se
comporta como invariante bajo reparametrizaciones generales del tiempo, ya que:

A= f ¢ (1 L(g(t), ¢~ g (¢ )dr’
dt dar
_ f L), e @ql( ))
_ f e(DOL(gi(1), e~ (1)au())d

Entonces podemos tomar como lagrangiana a la cantidad que hace a su accién invariante.

L. = e(OL(qi(t), (e) (Dgi(t)) (5.5)

5.2. Sistemas con pérdida de energia

Utilizando el método usual de Galley visto en secciones pasadas podemos construir la la-
grangiana para sistemas disipativos al duplicar los grados de libertad, la funcién e no tiene
dindmica propia, al no aparecer derivadas de esa coordenada, de la lagrangiana de Galley:

L = L(q1i 1)) — L(q2i, §2i) + K(q1i» G2is G1is G2i) (5.6)
aplicandole la ecuacién (5.5)) :
L =eL(qu, e q11) — eL(qai, €' qo1) + eK(quis qriv e q1ir €' ) (5.7)

La lagrangiana con reparametrizaciones del tiempo Utilizando la lagrangiana (.10]y separando
las masas m; y m, de cada sistema :

Q
L = —emy (5,02 + cmy(i, )2 — §<xlﬂAq‘> + ‘;’xzﬂAg‘) - (i -5, (58)

De acuerdo a la seccidn (5.1) la lagrangiana (4.10) se ve como

1 emi 1 _,, emy q | | y Q .. .
L= —5e 25— 21 +5e 2x§+72—ge 1(leA‘l‘)+ge lxzﬂAg)—Ee N hoy — X5 11,) (5.9)

y multiplicando por e(¢) la accién correspondiente se vuelve invariante de Lorentz.

—1 2
e , ecmjy 1

:>L,:€L:—7X1—

2
ecm, g q. Q L. .
5 2~ ~ A + Ay = S (W = X0, (5.10)

+ —e_lfcﬁ -

2 2




5.3. HAMILTONIANO PARA SISTEMAS DISIPATIVOS 25

de donde se obtienen las siguientes ecuaciones de movimiento:

d (aL )_ oL _o
B (m% _ m%)l/z (5.11)
>e = —
(%5 — &)1/
~d or L’
7 3 9) - gx(’ =0
1 J (5.12)
= mle_laxw = —%]e_l)'c’f?‘]#g + Qg
L L
ci’lt(Zx )~ % =0
2 2 J (5.13)
= mze_ld—tng = —%e‘lx’;%ﬂg + Qxyg

5.3. Hamiltoniano para sistemas disipativos

La mecénica relativista descrita en términos de la cuadriposiciéon x* y cuadrivelocidad x*

estd sujeta a la constriccion ut'u, = ¢* = const, asi no todas las componentes de la cuadrivelo-
cidad seran variables dindmicas independientes. En contraparte, la formulacion Hamiltoniana
covariante emplea al cuadrimomento p* como variable dindmica.
En la mecénica clasica la formulacion Hamiltoniana para sistemas disipativos desarrollada por
Galley-Tsang Galley et al.|(2014)) y Bateman Bateman| (1931)). Esta formulacion difiere del ca-
so cldsico de la misma manera que la formulacién lagrangiana disipativa con duplicacion de
variables y adicion del termino disipativo al lagrangiano conservativo Jackson! (1999) es L(q,q);
En la formulacién cldsica el momento canénico Py el Hamiltoniano de la energia H son

oL
P==
9q

H = gP - L(q.q)
Asi, para el lagrangiano no conservativo en consistencia con el sector conservativo (Martinez-
Pérez and Ramirez| (2018)))

OA 0
Py=_—= [L(q1.41) + K(q1. 41, G2-92)]
dq1 g
oA P (5.14)
Py = —— = — [L(q2,¢2) — K(q1, 41, 42.92)]
66]2 6
Su Hamiltoniano sera
H = gip1 — ¢2p2 — L(q1, 41,92, 2)
Para nuestra formulacion tenemos que
1( 1° 1) - rnc(-xu-xlp)l/2 - _(xluAy(xl))
Ly(x, 85) = —me(83,)' " - ;(xzﬂA“(xz)) (5.15)

Q
K(xy, &), xy, 1) = _E(xlllj@# = X1,
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Ahora calcularemos los momentos conjugados P/, P, utilizando las definiciones (5.14)

Py, =

Py, =

H(Ll + K)
o
0 q 0 Q 0
—me— (X )" - 2 =LA ) - = — (X — X% ))
(956? 1M1y Caxﬁ 1 1 xf 2u T A
1 o ox) 0x AA(x ) Q XY
_— + 5 —l2 2T, u‘_l L
2mc ax‘[l;xln,u’y-i_ 1 My xﬂ]( 177;17) C(axf () + 5)&‘? + 2’7#7 2(9)'(?
1 v e ompator 12 Do Q v
_Emc(alenw + xﬁlnﬂyéﬁ)(xj;xlnﬂy) 12— 277/17%’4()61)# + 577/17“‘[215[3)
1 ety = q Q
_Emc(leﬁ)("j;xlnuv) - EAw + Exzﬁ)
mc . q Q
.= 2A i
(x/fxly)_l/leﬁ BT
(5.16)
para el momento conjugado P, tenemos
B(Ll + K)
ol
0 Q 6
—mc— (35331 )1/2———(96 AR)) - 5— — XX ))
0x§ 2y C@xg 2u 2 26,&123 X2u 2M1u

1 (0% ax, L q (0% u L. OAR)! 0
—5Mme axﬁxzﬂw + X1y XﬁJ(nyznﬁw) T B_X'gA(XZ) +x2”a—x§ T Enwxlfﬁ

—_
N ———

1 Q
—Emc(égx;nw + 45 77#75;3)()5” X3 My)” 12— QUM(SVA(XZ)# Uuyxu 6v)

1 oy e q Q
—Emc(2xzﬁ)(x‘2’x2nw) 12 _ —Azﬁ + Exw)

mc

Q
CES AR

(5.17)

De acuerdo con Martinez-Pérez and Ramirez (2018) usando el resultado para los momentos
conjugados (5.16) y (5.17) se obtine el Hamiltoniano para el sistema disipativo

H

Q
X p = iph - [—mc((xjffcly)l/z — (#x2,0"%) = g(xlyAﬂ(xl) — J A (x2)) — E(X/ffczﬂ — xhx1,)

) mc . Q . mc . Q
TR 4 TS

(k)12 2 (g2 2

Q
+ me((5,)"? = (x,)'?) + ‘;’(xmA“(xo — oA (x2)) + 5<x’;x2ﬂ — xh1,)

" . Q. " . Q.
= —me(i 5,2 - %x’l‘Am + 2, + me(ii,) " + gngzﬂ - S,

i " . . Q. Q .
+ mc()c’f)clﬂ)l/2 - mc()c’;xzﬂ)”2 + gxlﬂA”(xl) — gxzﬂA“(xz) + Ex’l'xzu - Exgxl" =0

(5.18)
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Esta formulacion tiene problemas con este sistema ya que nos conduce a un hamiltonenano
nulo H = 0, es un escalar de Lorentz, y no una funcién de la energia, por lo que difiere de la
formulacién no relativista.



Capitulo 6

Ecuaciones de movimiento para la
particula relativista con disipacion

En este capitulo se obtienen las ecuaciones de movimiento para la particula relativista di-
sipativa a través del principio variacional de Hamilton, se obtienen las condiciones para las
soluciones de las ecuaciones utilizando las simetrias internas del sistema, las ecuaciones de
movimiento utilizando el tiempo propio de cada sistema y las ecuaciones de movimiento utili-
zando los productos invariantes para los cuadrimomentos.

6.1. Variando la accion

Para obtener las ecuaciones de movimiento variaremos la accidn, esto es, realizar la varia-
cién de la integral del Lagrangiano (4.10). Para esto se fija la norma de la invariancia con el
parametro de evolucién como el tiempo del observador ¢.

5}
oA :f oLdt =
n

r Q
f dt(—m(é(i‘fﬁ'cm)l/z — 6(iyd2)'?) — %(5(561,114"(361)) — 0(ip, A (x2))) — 5(5(16’1‘562,1) = 6(xyx1,.))

Primero realizaremos el cdlculo de las variaciones anteriores y posteriormente resolveremos
las integrales, operando por separado

5(Xﬂx1’7/1y)1/2 (O] Xy + X,0X17,y)

2(X %)

dx| x” x) 1

= (00—~ dr X\ My + 5 U#V)W

A N B 6.1)
dr " dr " 2(4Xm,,) 2

oy dx“) 1
0 2 )2
d .. -2, d .. “1/2.,
= E((X*fxmm) xlﬂéﬁ)_d_t((quxlﬂﬂV)) xl#)éxjf
y para L,

28
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1 ey ey
S Hm)'? = m(%‘xzmw + 15085,y
KTl

— (5dxg Y xllédxv ) 1
=0 e RO g ey 12

S R (62)

dt “2(35 55 m,,)' 2 '
ax 1

B TR I

dx,
= (5E)C2u + X0 —=

d .. -1, d .. -1,
= E((ngznﬂv)) 1/2x2/16xg)_ E((xgxznuv)) 1/2x2/1)5x;)
Ahora para el tercer término

0(k1, A (x1)) = 0%, A (x1) + X1,0AH (x1)

doxy . 0A*(x))
= _lnuyAﬂ(xl) + xlyTvl
1

7 ox|
d N d v L s
== (nWA"(xl)(le) 7 (nm,A"(xl)) OX) + Xjy—F——

(6.3)
0A (Xl) Sy
ox! !

y para la particula 2

0(Jp, A (X2)) = 03, A (x2) + X 0AH (X2)
déxv 0A ”(x )
7 — 1A () + o =5, (6.4)
0AH (xz)
PR

4 (nWA“(xz)) Oxy + Xopy——7——

= i (ﬂuyA“(xz)MZ) - dr

dt

Finalmente para la parte del potencial disipativo

(5(x’f Xoy) = 63‘}11 XMy + xlf 0131y
dox’
= 5377000} + Xy —2 6.5)
3 d vV d v
= Jp,0x] + d—t(x’f Nuy0X;) = d_t(xlll Muy)0X;

Similarmente para

6(xgx1#) = 63‘}2155?77/17 + X’Séﬂﬂw
dox|
ar (6.6)

d d
= X1,0X, + d—t(xfz’nwéﬂ) - zt()c’z‘nﬂy)éﬂ

Sustituyendo en la accién[6.1]las ecuaciones (6.1)),(6.2),(6-3)),(6.4).(6.3).(6.6) tenemos

= x‘l/nw‘sxlzl + xgnﬂy

5] Q
f dt (—mC(fS(X’fme)l/2 — 8(i i)' ~ %(5(561,114”(961)) — 601, A% (x2))) — 5(5()6}11562#) — 6(x3%1,,))

n
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12 d d
== f mc (d_t((xjfx]l/nyv)_l/leﬂaxjf) - E((xlfxlllnyv)_lﬂxlu)éxjf) dt

2 d d
+ f mc (_((ngznuv)_l/leuéxlf) - E((inlx‘l/nuv)_l/ley)éxji‘) dt

qg (T d d , . O0AM(x))
- f dt( = (10 (x1)0x} ) — r (A (x1)) 6] + xlﬂa—)qul
q (™ d ) d . 8A”(x2) ,
+ p fSl dt (d_t (nMVA’“‘(xg)dxz) 7 (U,WA”(Xz)) 0Xy + Joy——F—— o, 0x5

Q e d d
-5 f dt ()Qvéx’]’ + E(x’fnﬂvéxz) - d—t(x’]lnﬂv)6x§)

Qe d d .
+ 3 L dt (xlvéxg + E(xgnwdxl) - zt(x;nw)éxl)

las siguientes integrales se anulan ya que la variacion de las coordenadas en los extremos
es cero

5 d 52 d j
f dt zt((x’fxm)‘”zméx’ﬁ) = O;f dt(w(%‘x;nw)‘”zxw‘“)z) -0
S1 S1

52 d 52
fs] dt d—t(nﬂvA“(x2)5x2)):O; f dt (m A" (x1)0x]) = 0 (6.7)

51

52 d 52 d
L dt d—t(xlfnw5xz)) = O,L dt(%(-x/}zln,uv(sxl)) =0

y se simplifica, restando los siguientes términos:

0=6S = —mc f 2 dt(dit((xq‘x;nw)—”lev)(ax;))
S d
+mc f dt (E((Xj;x;nyv)_l/sz)(éx;))

q d _ GA”(M)
- E \[:1 dt (_E (n#VA”(xl)) 6X1 Xy — v

2 d O0AH(x
. 4 f dt(—d—(n,,VA (x2)) 65 + oy, (VZ) )

= f dt (xZVéxl t(x’fnw)éxg — X1,0X5 + E(xgnw)éﬂ)
1

Simplificando y reagrupando obtenemos:

d . i 1. d . 0A*(xy)
oS = ftltz ds [mcd—t((x’fxlnw) 2%,) + < (UWA”()Q)) — gxlﬁ‘ val
1

cdt
s d .. . d . 0A¥(xp) . y
+ fﬁz dt [—mca((xgx;nw) 125%,,) = ga (nﬂ,,A“(xz)) + gxzﬂT; + Qxlv] 6x;=0

- szy] Sx!
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y por el teorema fundamental del cédlculo de variaciones

d ... 5. qgd q. O0A*(xy) .
mca((ljfxmpv) Y250,) + P (ACx1),) — plt o —Qi, =0 68
d, .. 5. qgd q . O0AH(xy) . '
— me— (X 5310,) Y255,) — — 5 (AGw)) + —i, o +Qiy, =0

Obtenemos las ecuaciones que definen la dindmica del sistema; ademdas podemos reescribir
las ecuaciones de movimiento (6.8)) en una manera mas simplificada dado que:

. 0AF 0Ay O
Sy ox’ T Bx"

0A

- B0

ox’

6A9

8xV

0A

= #—£ = #9,A
ox’ H

6ﬁ9
(6.9)

dA, 0x'dA,
dt  dt ox,

= #9,A, (6.10)

Por lo que (6.8) se ve como

mci((xﬂx‘l/nyv)_l/lev) + gj‘ﬂ/".:,uv(xl) - szv =0
(6.11)
- I’I’LC ((xuxznyv)_l/sz) - x”ﬂv(XZ) + Qxlv =0

Que es el sistema de ecuaciones diferenciales acopladas a resolver

6.2. Dinamica del sistema

Las ecuaciones de movimiento obtenidas (6.11)) son ecuaciones diferenciales acopladas no
lineales; podemos obtener condiciones que deben cumplirse para solucionar el sistema, al ope-
rar algebraicamente las posiciones x’f , X, y velocidades ¥/, i,

d \/’
X
me— \/2’; 2F(x2) — Qiy, = 0

Desarrollando la primera ecuacion (6.12))

V/l(-xl) - szy =0

(6.12)

7‘, 4 yr, (x1) = Qi = 0
(6.13)

xly xl,u
(x2)1/2 @22 Xy, |+ X?'v,,(xo Qiy, =0
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El primer término de la ecuacién (6.13)) se puede escribir como el proyector

X1 ]

1,+)v v
I =6 — — (6.14)
X
Al aplicar por la derecha X, al proyector
X1 XY
HIELHVXU = é‘;)'Clv - ll:lz 1).Clv
x| (6.15)
= xlp - xlu = 0
Al aplicar por la izquierda x| al proyector
X1, %)
lelnlgl,ﬂv _ xﬂév x” 1/12 1
X (6.16)
=x -x{=0
Entonces
17(1 D H(l D=0
Podemos reescribir las ecuaciones [6.12] como
mc
@ /217“ iy + x "Fou(x1) — Qi = 0 (6.17)
Operando por la izquierda con X/
mc i
@ /217“ iy, + xlxﬁ’ﬁ#(xl) Qitxr, =0 (6.18)

Usando la propiedad antisimetrica del tensor electromagnético y obtenemos la primera
condicion del sistema, esto es, las soluciones del sistema requieren que el producto de las
cuadrivelocidades X, iy, sea cero, por lo tanto, el producto de las componentes espaciales de
los sistemas sea una constante

Qilin, =0 =% =0 % -5 =c (6.19)
Operando X, por la derecha en el proyector (1, +)

X1, XY
I %, = 8%, — —5—a,
po ST g (6.20)
= X,
y multiplicando i} por la izquierda en el proyector (1, +)
xlvxlll
2 (6.21)

vrp(LHu _ svep v
X1, = X0, — X, :

= iy
Operando X} en
mc
(x2)1/2
_, _me
(D12

I Wi+ L xlx“ﬂv(xl) Qi; =0
(6.22)

v )
Xhxp, + EXYX';ﬂv(Xl) -Qx5=0
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Similarmente para el sistema 2

V q ‘Yo .
(x2)1/2 x;le(z Y Exe}llﬂV(XZ) - Qx% =0

mc
ﬁ —_—
(D"

p (6.23)
XY Xy — ;x;x’;ﬂy(xz) -Qit=0

El sistema de ecuaciones (6.22) y (6.23) tiene desventajas mayores al intentar resolverlo que el
sistema principal (6.12)). Otra condicion aceptable ocurre al considerar que el campo electro-
magnético es constante y homogéneo, asi las conexiones no dependeran de las posiciones o el
tiempo, por lo que el sistema puede reeescribirse como una derivada total respecto del
tiempo del observador

d xlll q X xl” q x/
7 (mc(xz)l/2 X Fop — szﬂ) 0— mc(xz)l/2 X\ Fop — Qxoy = ayy (6.24)
y
d lel q v7_~ Q =0 lel q v7: Q _ 2
ai\" Gyt T = O megg e B = (629)
aplicando x5 y X1, en (6.24) y (6.25) respectivamente y utilizando (6.19)
CE]X';XW’W - Qx)x, = Hyayy, (6.26)
Y q
Ex’fx;ﬁ, - Qxlxy, = Hay, (6.27)

sumando este par de ecuaciones e integrando

d Qd d
T x)Fo = 5 (3 + ) = = (hay, + Hhay,)
dt 2 dt dt (6.28)
a .
— %]xgx?f,ﬂ — Qct + E(xf +X3) — (Xyai, + xjaxy) =b

Corriendo las sumas sobre los indices de las ecuaciones (6.28]) se realizan a detalle en el
apéndice 9] El sistema de ecuaciones a resolver es:
qt(xlE + xlE + xlE)
Hl
+ = (~ctxyE, — x1x,B, + x}x,B, )
c
+ C]( Clsz + xl B x1x2B ) (6.29)
c .
+4 (—ctxgE X168, + X1 By)
c
Q 5, »
— Qct + E(X] + x2) - Cl'(alo + 6120) - (all‘le' + a2,~x1i) =b

Esta ecuacidn nos da otra condicion que debe cumplir el sistema de ecuaciones (6.12)).
Ademds, las ecuaciones (6.24) y (6.25) escritas en términos del del tiempo propio de cada
particula

q
—mcuy, — =X\ Fyy + QX2 = ayy,
g (6.30)
mcuy, + Ex;ﬁ,, - Qxiy, = ay,
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Al despejar x;, de la primera ecuacion, derivando respecto de su tiempo prorpio 7, y sustituimos
en la segunda ecuacion

_d 1 dry d q de y
Uy (12) = dexzu(Tz) = chdﬁ dTluly(Tl) Qcdn, u (t1)F
1
= — (azﬂ + gxg(rz)ﬁ,ﬂ + Qxlﬂ)
mc c
0 (6.31)
Sy, = el 9 (mczuv(rl) + g)cp(Tl)?” + a"u)‘f + —x
7 mer Qme? ! ¢! P )7 e
dt, (mc d? d
d: ( o g T = Qid_x (TI)P)
Reordenando obtenemos una sistema de ecuaciones diferenciales
d? q dr, d qQ d‘rz ) . Q dr &
e 2X1p(T1) —(1 + ar, )d 1X1(71)7:vy XI( DT, Fou — 2 dr (cQ \Fou + aoy) =
(6.32)

Tomando la suma sobre los indices v obtenemos una ecuacién diferencial para cada componente
del sistema.
Por lo que el sistema de ecuaciones a resolver es

& dt d d
ﬁxlo ﬁ( —2)( X11E it o 1X12E o 1X13E)
Q
L (ct(E?) + x11(B.E, ~ B,E) + x12(B.E, — B.E) + x11(B.E, — B,E,)) (6.33)
mc
g dr Q
ey a,E, + aiE, + ajE;) - — a0 =0
& q d d
iy = = (1 + =) (o (cE, — B.+ B
dr 2x11 mcz( )( (C) 1x12 dr —— X13Dy

qQ
e (ct(E,B. + E.B,) + x1\(E} + B2 = B) + x12(E,E, — BB,) + x3(E.E, - B,B;)) (6.39)

q dr Q
- d g @ a\E, + aiB. — aBy) - — 5 =0
d? q d d
Loy - L = (cHE, - B. - B,
dr%xn mc2( )( (C) an ar, 1B
qQ

= (cH(E\B. — E.B,) + xio(E; + B = B)) + x1|(ELE, - B,B,) + xi3(E.E, — B,B;)) (635

mc

q dn 0 Q =
- m2c2d (Cl E + Cl]lB +Cll3B ) - e 36122 =0
d? g d d
— X3 — —— —)—(c)E, + By + B,
dT%XB mcz( )( ( ) a an e )

Z—g (ct(E.By + E,B,) + x2(E\E; - B.B,) + x1|(E,E. - B.B,) + xi3(EZ + B} + B})) (6.36)

q dr
 m2c? dr

Al tomar en cuenta el tiempo propio de cada particula encontramos ecuaciones diferenciales de

segundo orden, no lineales, inhomogeneas y de coeficientes variables. Donde los coeficientes

Q
(ClOE +Cl]]B +Cl]QBx) m2c3a23 =0
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dr,
T complican mucho obtener una solucion andlitica.
)

Otro enfoque al problema es tomando las invariancias relativistas para los cuadrimomentos
generadas al tomar el cuadrado de las ecuaciones (6.24) y (6.25)), as:

m?c? = (ng?"“ +Qx,) — a“) (C—]xpfoﬂ +Qxyy — am)
qQ
= m?c? ——x” X F + e x“ﬁ# + e x"?‘m + x*z‘x{?'m (6.37)
Q

+ szz - Qxa; — qTxYal‘ﬁ,l - Qax, + a1

Ocurriendo lo mismo para la para el segundo sistema. Las ecuaciones a resolver son:
2 Q Q
m?c? = —q—zx’]’x‘l’f,"p?pv + 2q—x‘1’x’2'?"w — 2q—x‘1’a1ﬁﬂ —2Qxa; — Q*E + d?
c c c

2.2 q2 v qQ v qQ v 222 2 (638)
m-c” = —;xgxzf;’pﬂv + 27x2x’fﬁﬂ — 27x2a2ﬁﬂ —2Qxja, — QX + a;

Fijamos las constantes de integracion en el origen y suma de los indices (6.37]) obtenemos:

2
q
mc* = -2 ((xf1 + CPYNEL + B3 + EL + E2) + x}y(E} + B2 + BY) + x}5(E2 + B2 + BY))

S

~ L (2x1x02(E.E, ~ B,B,) + 2x13001(E.E. — B,B.) + 2x13x12(E.E, — B.B,))
C
2
- q— (2x11ct(EyBZ — E.B,) + 2x13ct(E,B, — E,B,) + 2x5ct(E.B, — E,B.))
2 Q
q ()C]](ClE - )CZQB + )ngB ) + X]Q(CIE + )CZ]B - X23Bx))

2g€)
+ T (X13(CZEZ - X21By + x»B,) — ct(xy1 E + X22Ey + X23EZ))

+ Q2 - Q7R
(6.39)
Similarmente para el segundo sistema obtenemos

>
q
m2c* = -3 ((x%1 + CP)ES + E3 + E; + E2) + x3,(E; + BY + B2) + x5, (E> + BY + Bi))

(3]

(2221 002(ELEy = B.By) + 2x53331 (EE. — BB.) + 2x13x12(E-E, — B.B,))

I
LIS

(3]

- q— - (2x2¢1(E, B, — E.B,) + 2x;¢t(E, B, — E,B,) + 2xct(E.B, — E,B,))
240
+ qT (le(CtE —xpB; + X13By) + X22(CtEy +x1B; - X13Bx))

2qQ
+ T (Xz:},(CtEZ - X“By + Xlsz) - Ct(.X“Ex + xley + X13EZ))

+ Q%P - Qz)?lz
(6.40)
Para la ecuacion , suponiendo que el campo el campo eléctrico E = (E,,0,0) es cons-
tante, homogéneo y se encuentra orientado en la direccién del movimiento con ¥ = (x11,0,0)
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y X5 = (x21,0,0), tenemos

212
q°Ex
m*c* = —7)@1 +2¢QE tx)) — Q*x5, — 2qQE, txy; — (¢PE* + Q*cHF (6.41)

De manera similar se obtiene la ecuacion reducida para (6.40)

2E2
m*c? = —%x%l +2¢QE . txy — Q°x7, — 2gQE, tx); — (¢PE* + Q*cH)F (6.42)

Al realizar las siguientes transformaciones

1
Xy = E(x+ +x2)

(6.43)
X1 = §(x+ - x_)
y sumando las ecuaciones (6.41) y (6.42)) se obtiene la ecuacién
2m?ct
2, .2 22 _
X++X_+26‘ t __W (644)
Mientras que al restar (6.41)) y (6.42) se obtiene
022 — PE?
(—Z’C) (x;x) +4QqE tx_ =0 (6.45)
c
Esta ecuacion nos da dos condiciones, si x_ = 0 entonces (6.44) se resuelve como
m2c*
4c*QqE. t
La segunda condicion x, = _gZZE-quZEZ en (6.44) nos lleva a
4Qc%gE t 2m?c*
xX_ = \/ch2 = E BTN 7E2 —2¢%7 (6.47)



Capitulo 7

Solucion de las ecuaciones de movimiento

En este capitulo se presentan las soluciones a las ecuaciones de movimiento con el uso de
las transformaciones (+, —) donde sélo estd presente el campo eléctrico constante en la direc-
cién del movimiento de la particula y campo magnético constante perpendicular al plano de
movimiento de la particula.

7.0.1. Campo eléctrico constante

En las ecuaciones de movimiento (6.12)) el tensor electromagnético depende de las posi-
ciones de las particulas de cada sistema, al considerar el campo electromanético constante y
homogéneo este es independiente de las componentes espaciales de las particulas; supongamos
que el campo eléctrico constante y campo magnético B = 0; las ecuaciones toman la

forma )
¢ q. B
mca(m) T 1iEi—Qc=0

. 7.1
d ( X1i ) E. — Qi 0 7.h
me—(———>——=) — qE; — Qxp; =
di (2 — ) T AE T
las ecuaciones se vuelve una derivada total en el tiempo. Al integrar obtenemos el siguiente set

de ecuaciones

I’I’lC2

(C2 _ x%)l /2
X1 _
mCm - qE,‘l - Q.le‘ =dap
Podemos deshacernos de la raiz despejando la parte temporal de la primera ecuacidn y sustitu-
yendo en la segunda multipicada por ¢ (7.2

mc?

- ilxl,E,' — Qct = a
C
(7.2)

q
— s = —XUE[' + Qct + ai
(@-i e (7.3)

—>(€x1,-Ei + Qct + ay)xy; — qEict — Qcxy = ay
c

Para el sistema x,

C2

_4
m = ZXZI'EZ' + Qct + bl

(7.4)
—>(gx2,'Ei + Qct + bl)XQi — QEZ‘CI - QCX],' = b2
C

37
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Tomando x,; de ((7.3) y derivando respecto del tiempo

qE; a .. qEt a
i = G2 Xk +(+ Qlc)xli o ch
. qu(. )+ qE; et a . qE; (75)
Xoi = = (X1X1) + S x0Xy + X+ 1% + — X — —
Qc? Qc? Qc Q
Sustituyendo en (7.4) y reagrupando obtenemos
q3E3 4 q3E3 ) q2E2 q 12 q2E2a q2E2
02 5x11x11 Q2 sxllelxll Qc2 xllxll + (2 Q3 +2 Q24 )xllxllxll ¢ Z-xllxll
L(CE, TCE (4Bt qEa TEt FEa) , (gEL | 4Bl @qE) .
Qc3 Q24| 7l c 022 Q24 Q204 Li c Qc2 0203 X1iX1i
B 2‘12Ei2t N aqE;  aqE;) | o ¢E  gEat N qE;ast L, G4 )
Qc Q2¢? Qc )" Qc Q2¢? o et i
PEt ¢E}\  adEl ¢E; L 4Eitbic 5 gEt+bic,
- + X1iX1i — + Xy + XX
Q23 Q2ct Qc? ch c !
+ (Qct + bl)xl,- + (QC[2 + bl))'c'h- + (at + bl))'cl,- - ZquCt —Qcx;=by
(7.6)

Por lo que las ecuaciones y nos conducen a ecuaciones diferenciales inhomogeneas
no lineales y de coeficientes variables cuyas soluciones, de existir para algun intervalo /, no
pueden ser calculadas sencillamente.

Otro método para resolverla es aplicando teoria de perturbaciones alrededor de una solucién
conocida para sistemas de esta indole. Y dependerdn de un problema en particular y sus condi-
ciones iniciales.

En términos de las variables de BatemanBateman| (1931) (x,, x_) relacionadas a las coordena-
das cartesianas como sumas o restas de (xy;, x»;) Al realizar las siguientes transformaciones, se
obtiene un sistema de ecuaciones mds sencillo

X1 = §(X+,i +Xx_;)
(7.7)
Xoi = §(X+,i - X_;)
Para ello, al restar las ecuaciones (7.3) y (7.4) ytomandoa, =by =aya, =b, =b
E d
T2 = 2 + (Qet + @)1 = 1) = Qe = x1) = 0
S9Ed L yea d(t yraly =0 "
— —(xx_ c—(tx)+a—x_=
2cdt dt
Integrando y con / constante
E
= q—x_,,-x+,,- + Qctx_;+ax_; =1 (7.9)
2c
Por otro lado, al sumar las ecuaciones (/.3 y (7.4)
qE
4c dt(xll + X21) + (Ql’ + a)(xH + )Cz]) 2qlE Q(Xz] + X]]) b=0
£ d (7.10)
=222, 42 ) + Qet + )., — Qex,; - 2qcEt—b =0

4c dt
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Que es una funcién de segundo orden de coeficientes variables. El sistema de ecuaciones a
resolver es
qE
=3 2—x_,,-x+,[ + Qctx_;+ax_; =1
c
7.11
JE d (7.11)

2—d—t(xil. +x2 ) + (Qct + a)x,; — Qcx,; — 2qcEt —b =0
p : :

Las ecuaciones desacopladas para este sistema son:

—|xi+
5L Ei
de di (q—x” + Qct + a)?

d
+ (Qct + a)d_ter’i —Qcx,;—2qEict—b; =0 (7.12)

2c
qE: d 2+ (L = (Qc)x_ ;) +(Qct + a)i li = Qctx_; +ax_;\ Qe li = Qctx_; + ax_;
4c dt ’ xzi dt X_i X_;
(7.13)

Que son ecuaciones diferenciales inhomogéneas de coeficientes variables.

- 2QEl'Cl' - bi =
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7.0.2. Electréon en campo magnético con disipacion de energia

. . . S, =2
Consideremos las componentes espaciales perpendiculares al campo magnético B constan-
te y ausencia de campo eléctrico. Tomando las ecuaciones para las componentes temporal y
espacial del set (6.12)) se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales; para x;

d X10
me— (—(C2 — )‘C%)I/Z) -Qc=0
J B ' q (7.14)
i . .
me—\————>5|" —eijkaBk - QX2,' =0
dt ((c2 - x%l.)l/z) c
Que es una derivada total respecto del tiempo. Al integrar generamos las condiciones
2
mc
————— — Qct = ay
2 _ i2)\1/2
(€ xl;_c) . (7.15)
i
me———5—">— —eijkxljBk — szi =da
(-3 ¢
Similarmente para el sistema 2
d X20
il ) =0
B ' q (7.16)
2i . .
me— | ———=——|— —€jx2;By — Qx1;; = 0
dt ((c2 — x%l.)l/z) c
Al integerar obtenemos
2
M _Qcr=b,
(2 — 2)12
2 (7.17)
mcL - gE' ik X2 'Bk - Qx1~ = bz
. L] J [
(- ¢

sustituimos la primera ecuacion de (7.17)) en la segunda y similarmente para(7.15)), al reordenar
generamos el sistema de ecuaciones a resolver.

(Qct + a)xy; — q&uxi By — Qcxy = ay (7.18)
(Qct + bi)xoi = qéijux2jBi — Qcxyi = by |

Transformando las ecuaciones a través de las variables +, — podemos obtener el sistema de
ecuaciones mds sencillo; al restar y sumar las ecuaciones del sistema ((7.18) respectivamente

(Qct + a)(X1; — X2;) — q€iji(X1j — X2j)Bi + Q(x1; — x2;) = 0 (7.19)
(Qt + a)(X1; + X2) — q€ij(x1; + X27) B — Qc(xo; + x1;) = b (7.20)
Y aplicando la transformacion
X1 = (X + Xx-)
20" (7.21)
Xoi = (X4 — X )

2
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Se generan sets de ecuaciones diferenciales independientes bajo las variables (+, —)

(Qct + a)xy; — qe€ijxs By — Qcxy —b =0
o 2 0 (7.22)
c—1txX_; — q€pXx_jBy + a—x_; =
di Ter=iPE T 4 gy
Desarrolando la primera ecuacién (7.22)) obtenemos un par de ecuaciones diferenciales para

Xy
(Qct + a)*k,1 — Qc(Qct + a)iy + (qu2 +O?cHx +Qch =0

2. . 22 2.2 (7.23)
(Qct + a) X0 — Qc(Qct + a)Xn + ("B~ + Q°¢?)xp + Qcb =0
cuyas soluciones para x, ; son idénticas salvo las constantes
, - Qcb
X1 = Li(a+QeH)' ™ + La + Qct)' — =2
Q(]Zb (7.24)
X402 = B(a+Qc)' ™ + Iy(a + Qct)' — s

B
con w = ;12— y ¢ = Q%c* + ¢*B>.
c
En la segunda ecuacién del set (7.22)) consideramos el movimiento en un plano perpendicular
= .
al campo B, y las constantes a; = b; = a, a, = b, = b; por lo que las ecuaciones son:
(Qct+a)xi_1 —qgBx_,+ Qcx_1 =0
1A (7.25)
(Qct+a)x_,+qgBx_1+Qcx,=0
Al desacoplar para cada una de las coordenadas x_;, x_, obtenemos un set de ecuaciones dife-
renciales de coeficientes variables

d d
(Qct + a)2ﬁx_1 +(Qet + a)Qe—x g + (¢*B* + Q*c)x_; =0

& d (7.26)
(Qct + a)zﬁx_z + (Qct + a)QcEx_z +(*B*+ Q**)x, =0
Cuyas soluciones son
x_1 =1, cos (Qﬂ log(a + Qct)) + I sin (Qﬂ log(a + Qct))
ca ca
N N (7.27)
X_p = lzcos| ——1log(a + Qct) | + I, sin | — log(a + Qct)
Qca Qca
Con ¢ = ¢*B*> + Q*c%.
Para las ecuaciones ([7.25)) si tomamos a = 0 el sistema se puede reescribir
d B
S - Lx, =0
d qB 0 '
—(tx_p) + —x_| =
d t( X-2) ch 1
Al desacoplar;con¢ =1x_1y{ =1tx_,
d? d q*B?
PG+ 1t— =0
ac® Tat T et (7.29)
5 d2 q2B2 '
r—{+t—={+ =0
dtzg dt{ Q2c2§
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Con soluciones para ¢ y { respectivamente:

s=a o'Wl piwlog(®) a o iwb piwlog)
aleiwbeiwl()g(f) _ aze—iwbe—iwl()g(t) (7.30)
= a3eiwbeiwlog(t) +ay o iwb giwlog() T
a3eiwheiwlog(t) _ a4e—iwbe—iwlog(t) ( . )
ue escritas en términos de senos y cosenos, las soluciones para las posiciones x_; = S,
y p p .
X_p = < son
t 1
Xo=7 (a; cos bwlog(t) + a, sin bwlog(t))
1 (7.32)
X2 =7 (a3 cos bwlog(t) + ay sin bwlog(t))

B
La amplitud y frecuencia del sistema queda determinada por el parametro w = ;12— y el valor
c

de las constantes de integracion, que para casos particulares pueden ser obtenidos como condi-
ciones iniciales del problema.

Figura 7.1: Particula con pérdida de energia en campo magnético constante

0%
t201
100

-10a

La trayectoria de una particula cargada en un campo magnético constante es un movimiento
helicoidal, es de esperarse que al existir disipacion de energia en el movimiento de la particula
esta trayectoria se reduzca con el tiempo. Ademads, las soluciones depende del la carga g
de la particula, como solo cambia su signo, la trayectoria de un positron sera:
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Figura 7.2: particula de carga positiva con pérdida de energia en campo magnético constante
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Capitulo 8

Conclusiones

El método de Galley para sistemas disipativos llevado a la relatividad especial puede tener
complicaciones debido a las componentes temporales de los cuadrivectores, estas desventajas
se pueden trabajar al obtener lagrangianas con invariancia de reparametrizaciones del tiempo e
invariancia de Lorentz. Las ecuaciones de movimiento para las particulas, generadas a través de
la variacién de la accidn lagrangiana, representan sistemas de ecuaciones diferenciales no ho-
mogéneas, no lineales y de coeficientes variables, cuyas soluciones pueden obtenerse a través
de un anadlisis perturbativo y dependera de una solucién conocida para un problema en parti-
cular. Al construir el Hamiltoniano del sistema de varias particulas nos encontramos con una
constriccion, ya que nuestra lagrangiana es homogénea en primer grado para las velocidades
generalizadas y al llevarlo al formalismo disipativo se encontrd indentico a cero. Las solucion
a las ecuaciones de movimiento del sistema, en términos de las variables de Bateman, cuando
se aisla al campo eléctrico son en general complejas y se vuelven reales al considerar el tiempo
como negativo. Mientras las soluciones con campo magnético constante y dos componentes
espaciales representan espirales cuyo radio decrece con el tiempo, justo como se esperaria en
un sistema disipativo. Adémas de darnos informacién sobre la carga asociada ya que las so-
luciones dependen de la frecuencia ciclotron; Por lo cudl se puede concluir que el método de
Galley funciona en la descripcion relativista de sistemas disipativos.
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Capitulo 9
Apéndice

Al correr la suma de los indices de la ecuacion (6.28)) :

q

(x2x07:00 + 20X)Fo1 + 65X F0 + 10048 7:03)
c

q
+ = (xgx{ﬁ’:lo + xéx}?‘u + x%x%?'lz + xgx}?h)

c

q4( 0.2 1.2 2.2 3.2
+ p (xle?}o + X,x7F21 + xX5xF 0 + xle‘}’:B) 9.1)

q 3
+ = (xzx F30 + xleﬁl + x2x 3F + x2x17—'33

0
—~ E(ﬁ — 1) = ct(aip — axn) — (1A(x) — A(x)) = b

Este resultado es una constriccion para las soluciones del sistema.

en la seccion (6.2) se analizan las ecuaciones de movimiento utilizando el tiempo propio de cada
particula obtuvimos una ecuacidn diferencial que al correr las sumas sobre los indices nos
llevan a

= 22 x10(t1) — %(1 ?) (dilXOTOO + di xFo + dil X0 + dinx?%o)

I o AT AT

’:11?3 Z? (xl?'loﬁo + 0,7, ' Fro + 01F, *Fao + X F 7730)

e 3, Fio 8P+ 5F)

i DR (40 + X175 Fia + ¥ + X175 ) ©-
_ m;]cS ZTZ (@F o0 + alFro + A>Fao + @' Fo) — ?64020 =0
= dd—;xlo - %( @)( an + ddlxle + dd1x13E )

qQ
= (er(E?) + x11(BLE, = ByE.) + x1a(B:Ey = BiE:) + x11(BiE, = ByE,))
9 dry 2 3 Q _
m204d ( E+LIE +ClE) 2c4612() 0
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dr, (¢*—13 2
Donde d—:( > ;) ; tomando la suma sobre los indices v para u = 1
T1 ce — xl

2
q dry 0 d 2 d ;
— + — + — + —
I 2x11(7'1) mc3( )( x o1 ) x Fi dﬁxlﬂl dﬁxl%l
(]Q d7'2 .0 W1 2 3
mc3 dr, ( 0770 For + X?TO Fu+ X?To Far + X?TO ‘}31)
(ZQ d7'2 .0 W1 2 3
mc3 dTl ( 17:1 For + x}ﬁ Fu+ Xi?wl Far + X}TI ‘731)
‘]Q dTZ 0 » 2 3
mc3 d‘rl ( 27'3 For + X%TZ Fu+ X%Tz Far + X%Tz ‘731)
QQ de 0 3l 2 3
T dn (1F5"For + X175 Fur + 60F57Far + 35 Fa1 ) 9.3)
dr Q
- =220+ al i+ aiF + alFan) - ——an =0
m?c? dt; m2ct
& q d d
= ﬁxll %( —)(—( NE; — XlzB + an, ——x13B,

Q
L (ct(E,B. + E.B,) + x11(E + B? - B§) + x12(E,E, - B,B,) + x3(E.E, - B,B.))
mc

Q
m2ct

d
1 0 E, +d2B, - d’B)) -

— —ay = 0
- m2cS dr,

Tomando la suma sobre los indices v para u = 2

— —)|— + + — + —
e 2X12(7'1) mc3( )( x Fo2 ) —x1 71 dr, x1F2 dT1x17:32
pe b (305 For + 0F5 Fia + X0F 5> Fon + X0F 5 Fa)
Q dr
"c3 g (AT T+ 21T 4 XT3 + |7 70)
Q dr
+ 5 T (0T3P0 + 075 Fia 4 6 + X175
Qd
b e (R P+ 5 o 4 1 + 61 ) 94)
dr Q
- ;]5 2(00%2+aﬁ2+aﬁ2+0ﬂ1) 24022—0
m*c> dty m?*c
& q d d
= —xp - ——(1 4+ 1E, — B. - B,
drfxlz mc3( )( (C) gr, B = g
Q
% (ct(E.B. - E.B,) + xlz(Ef, + B2 - BY) + x11(E.E, - B,B,) + x3(E.E, - B,B.))

q dr;
 m2cS dt,

Q
(LIOE + ClllB + a13By) m2c46122 =0
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Tomando la suma sobre los indices v para y = 3

& g dr, ( d d d d
——(1+ =) —xFo3 + —x|Fi3 + —x1Fp3 + —x;
e 2X13(71) mc3( dﬁ)(dﬁ x5 03 dr x %13 dr x1F23 dr x1F33
Qd
“’ L2 (F Fos + X075 Fis + 275 Fos + 2 F " Fs)
mc? dt;
Qd
q3 TZ( FiOFos + x\F7 Fis + x\F7Fas + X177 Fss)
mc? dt,
Qd
+ L2 (B Foy + XF i + X1 s + 4 )
mc? dt
Qd
;L =— TZ( SF Fos + 5 F Frs + 0 F Fos + 5 F5 733) ©.5)
mc? dt;
dr Q
_m;]c5d (a3 + a|Fis + a1F s + a1 F33) — oAl =0
& q d d
4 oL+ L nE, + B, + B,
= dexB mc3( dTl)(dTl(C) et Byt )
Q
q—(ct(EB + E,B,) + x(E,E. - B.B,) + x1|(E(E; - B.B,) + x;3(E? + B} + B}))
mc
g dn

Q
20 dar (aOE + auB + alsz) - mzc4(l23 =0
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