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Resumen

Esta tesis presenta ocho ejemplos de transformaciones canonoides, tres de los ejemplos
corresponden al sistema de una particula cargada en un campo magnético uniforme, cuatro a
la particula libre y uno al oscilador armoénico simple bidimensional. En algunos de los ejemplos
presentados se obtienen cantidades conservadas asociadas a coordenadas ignorables. En siete de
los ejemplos se utiliza un método para obtener transformaciones canonoides asociadas a cantidades
conservadas, siendo solo en el caso del oscilador arménico bidimensional donde se presenta una
cantidad conservada no trivial asociada directamente con la transformacion.
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Capitulo 1

Introduccion

Las herramientas més importantes de la mecanica teodrica son el formalismo Lagrangiano y
el Hamiltoniano, siendo este ultimo de mayor importancia al existir transformaciones que hacen
triviales a la funcién hamiltoniana y, por lo tanto, a las ecuaciones de movimiento. Haciendo uso
de la funcién hamiltoniana se obtienen las denominadas ecuaciones de Hamilton o ecuaciones
canonicas, las cuales corresponden a un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
orden. Estas ecuaciones estan en funcion del conjunto de coordenadas y momentos generalizados y
posiblemente del tiempo, siendo estos funcionalmente independientes entre si. La solucion de este
conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias corresponde a las de movimiento del sistema tratado.

En [1] se presenta el desarrollo completo del formalismo Hamiltoniano y Lagrangiano a partir
de nociones de célculo sin necesidad de tratar temas como el calculo variacional, a diferencia de
[2] donde se presenta utilizando la deducciéon a partir de la mecanica Newtoniana y a partir del
célculo variacional. Por otra parte, [3] presenta la deduccion de las ecuaciones de Euler-Lagrange
a partir de nociones geométricas y el principio variacional de Hamilton. Finalmente, en [4] y [5] se
desarrolla desde el concepto del principio de Hamilton.

En el formalismo Hamiltoniano se presentan los denominados paréntesis de Poisson cuya
principal utilidad es facilitar las cuentas para determinar las constantes de movimiento, presentado
muy brevemente en [5] o con mucho mas detalle en [1] y [2]. Ademaés, se utilizan para definir a las
transformaciones canoénicas, estas se definen como aquellas que conservan la forma de los paréntesis
de Poisson para cualquier hamiltoniana [6]. Por otra parte, a toda transformacion que conserva la
forma de las ecuaciones de Hamilton y no sea canénica se le denominada transformaciéon canonoide
[1]. Las transformaciones canonicas son tratadas con menor o mayor detalle en [2]-[5] a diferencia
de las transformaciones canonoides. Estas tltimas presentan la dificultad de aparentemente no
contar con una funcién generatriz, es decir, no se encontr6 en la literatura revisada sobre la
existencia de dicha funcion. Por ende, al no contar con una funciéon generatriz, se dificulta la
obtencién de dichas transformaciones.

Este trabajo presenta ejemplos de transformaciones canonoides en ejemplos sencillos en donde
se trata de hallar regularidades aplicables a otros problemas, con el propésito de ampliar los
ejemplos en la literatura, siendo estos una alternativa a las transformaciones canénicas utilizadas
para hacer triviales a las funciones hamiltonianas. En el capitulo 2 se presentan las condiciones para
la existencia de una transformacién canonoide y en el capitulo 3, se presentan algunos ejemplos para
la funcién hamiltoniana de una particula cargada en un campo magnético uniforme, de la particula
libre y del oscilador armoénico simple bidimensional. Es necesario mencionar que, debido al método
empleado para buscar las transformaciones canonoides, las cantidades conservadas que se pueden
hallar son triviales en los primeros 7 ejemplos, al considerarse que la matriz M tiene entradas
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constantes. Ademas, la funcion hamiltoniana de los ejemplos 2 al 8 son cantidades conservadas
dado que ni las hamiltonianas ni las transformaciones de coordenadas dependen explicitamente del
tiempo.




Capitulo

Transformaciones candnicas y
canonoides

En el formalismo Hamiltoniano se tienen las ecuaciones de Hamilton, las cuales involucran a la
funciéon hamiltoniana H del sistema y estdn dadas de la siguiente manera,

. (8H ) ) <8H )
qi = ) bi = — )
apl q,p,t 8(]z q,pit
donde g; y p; son coordenadas y momentos generalizados para i = 1,2,3...,n. En este trabajo se

buscaron ejemplos de transformaciones canonoides con Q; = Qi(g;,p;,t) y P; = Pi(g;j,p;,t), donde
fue conveniente utilizar los paréntesis de Lagrange expresados como

o] = P OE, 0P, 90,

ou Ov Oou Ov'’ (2.1)

donde u y v son dos variables arbitrarias del conjunto ¢;, p;, t y j = 1,2,...,n; ademas, el indice
repetido indica suma implicita. Es importante recalcar que, se utilizan los paréntesis de Lagrange
en vez de los paréntesis de Poisson debido que simplifican la notacién de las ecuaciones presentadas.
Como se menciond previamente, una transformaciéon canonoide es aquella que preserva la forma
de las ecuaciones de Hamilton y no es canédnica [1]. Por lo tanto, considerando la definicion de
transformaciéon canonoide, @; y P; son las nuevas coordenadas y momentos generalizados, es decir,
corresponden a una transformacién de coordenadas que cumplen

. 0K . 0K
i = ) P, = 2.2
< (8Pi>Q,P_¢ (aQZ)QPt ( )

donde K es la nueva funcién hamiltoniana. Como @; y P; dependen de las coordenadas ¢; y p;, se
puede utilizar la regla de la cadena para obtenerse que

OK _ 0K 0Q; | 0K 0P, OK 9K 0Q; | 0K 0P,

= = — . 2.3
d¢; 0Qj; Oqg; M OP; 9q;’ Op; 0Q; Op;  OP; Op; (2:3)
Sustituyendo la ecuacion (2.2) en (2.3) se cumple que
oK . 0Q; 0K - 0Q; . OP;
- _p.Z%J p . 2.4
o 7 0qi QJ 8(]2 Ip; on T o, @4
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Por lo tanto, utilizando la definiciéon de derivada total en la ecuacion (2.4) y agrupando términos
se obtiene que

oK _ (anan_ anan) oH (anan_ 5Pa‘an‘> OH | 0Q; 0P 0F; 0Q;
0q; dq; Opr,  Oq; Opr ) Ous dq; Oq,  Oq; Oqr ) Opr Ot dq; Ot Jgq;’
oK <3Qjapj B anan> OH (anan op, an> OH _ 9Q; 0P, 9P, 0Q;

~ \Op; Opr  Op: Opk Op; 0q,  Op; Op;

Opr,

gy, ot Op; ot Op;’
(2.5)

Op;

donde 7,7,k = 1,2,...,n. La ecuacion anterior se simplifica utilizando los paréntesis de Lagrange
presentados previamente, dando una expresion mas compacta. Usando (2.1) se reescribe la ecuacion
(2.5) de la siguiente manera:

OK _ JOH _ OH
8(11‘ = |4is Pk aqk qis> dk 3pk y qils
0K OH OH
= (2 5. Wi — + t7 2] 2.6
S o — s )9+ fp 20

Estas ecuaciones son la condicién necesaria para la existencia de las nuevas coordenadas Q; y F;,
es decir, si se cumple (2.6) entonces existen Q; = Q;(¢;,p;,t) ¥y Pi = Pi(¢;,p;,t) para la funciéon
hamiltoniana H tal que se obtiene la nueva funcion hamiltoniana K. Ademaés, con ellas se obtiene
a K en funcién de las coordenadas originales ¢;, p; y posiblemente ¢. Por lo tanto, se necesita que
la funciéon K exista y para ello se requiere la condicion de integrabilidad

0’K 0’K
- —0, (2.7)
0xg0r,  O0ro0xg
donde o, 6 =1,2,...2ny
(1'17 ey Ty Tng1y - - aZEQn) = (lh, <o qnyP1y - 7pn)

Las expresiones (2.6) y (2.7) no esta escrita de forma conveniente, pero se puede reescribir utilizando
la matriz que se define a continuacion. Sea la matriz de bloques (¢,3) expresada como

= (2 o) 23

donde I es la matriz unidad n x n. Notemos que, por la definicién de (¢,3), esta es antisimétrica,
lo cual, es una propiedad que serd de utilidad. La ecuacion (2.6) se puede reescribir utilizando la
matriz de bloques definida anteriormente, de tal forma que

0K

H
% — + [t,xa], (29)

Oz,

= E,ul/[xaa xu]

donde o = 1,...,2n. Por lo tanto, utilizando (2.9) en (2.7) se obtiene que

0’°K 0’°K 0o, x| OH el | 0’H O[t, z4)
- =C€w—Fa. A T E&wlTasTy
0x30x,  O0ro0xp "oz Oz, T O0xg0x, 0x3
Olzg,xy) OH 0?’H O[t, zg]
e e - 2.1
“u 0ry Oz [0, ]833(1833” 0%y (2.10)
Una propiedad ttil de los paréntesis de Lagrange presentada en [1] es

9 o+ Lol + Lo =0, (2.11)

ou ov ow




Transformaciones canénicas y canonoides

donde u,v,w son tres variables arbitrarias del conjunto g;, p;, t. Utilizando (2.11) en (2.10) se
obtiene que

K PK Oz, zo) OH 0’H 0?’H  Olzg,xa]

Drpdz  Ozadms T w, Bm, | wletlg g —anles ol =g
(2.12)

Por lo tanto, se concluye que, para que la funciéon hamiltoniana K exista, se debe cumplir

Oz, xo) OH 0’H 0’H
+5yy, 7+Euy[$a,xl,} _Euy[l’ﬁ,ﬁy]m =
a0,

Ox, Oz,

8[1‘5, xo&]

5 0, (2.13)

O0xglx,,

donde a, B, v, u = 1,2,...2n. Como se vera mas adelante, esta expresion se puede escribir en forma
matricial, lo que permite encontrar transformaciones canonoides asociadas a cantidades conservadas
[1]. A continuacién, se definen convenientemente las matrices 2n x 2n; M = (Myg) v © = (Pug)
presentadas en [1]:

0’H

Y

Mop = eaylzp, 4], @

Utilizando la definicion de la matriz M, se reescribe la ecuacion (2.6) en forma compacta dada por:

oK OH

B~ Moy, + ool 219
o I

Si la transformacion no involucra al tiempo, la expresion anterior se reduce a:

K = Wa—H. (2.16)
0xq Ox,,

La ecuacion (2.15) es més conveniente que su expresion equivalente (2.6) debido al método empleado
para obtener las transformaciones canonoides en este trabajo. Ademés, como los ejemplos que
se presentan son problemas en dos dimensiones, es conveniente escribir en forma explicita a las
matrices M y ®, que corresponden a:

l[q1,01]  [g2,p1] 0 —[p1,p2]
M= lqr,p2] a2, p2] [p1,p2] 0 (2.17)
0 la1,q2] la1,p1]  lq1, p2]
_[Q1,(I2] 0 [Q2ap1] [(127]92]
8*H 8%H 8*H 9%H
Op10q1 0p10q2 Op10p1 Op10p2
8*H 8°H 8°H 8°H
©=| Onfu  Omfn  OmBn o Ongn: (2.18)
9q10q1 0q10q2 8q10p1 9q,0p2
_ _9°H _ _9°H __0°H __9°H
9q20q1 0q20q2 0q20p1 9q20p2

Como se presenta en [1]|, multiplicando por €44 a la ecuacion (2.13) y utilizando la antisimetria de
€aB Y [Ta,xp) se puede reescribir la expresion (2.13) como

dM“/B

dt + My, @5 — 4 My =0, (2.19)
o de forma equivalente,
M
ddT+M<I>—‘I>M:O. (2.20)
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Como se puede apreciar en las ecuaciones (2.13) y (2.20), las ecuaciones se resuelve trivialmente si
los paréntesis de Lagrange son constantes, y si las matrices M y ® conmutan. Es decir, la funcion
hamiltoniana K existe. La condiciéon de que las matrices M y ® conmuten se puede expresar como

M® —-dM = 0. (2.21)
Por lo tanto, si M y ® conmutan se cumple que

dM
— = 2.22
=0, (222)

es decir, M es una cantidad conservada. En caso de que las entradas de la matriz M sean constantes
triviales se puede escribir a la matriz como

ISUES]

, (2.23)

(SIS T N )
|
@‘Q‘O%

o
SO O

—e

donde a,b,c,d,e, f € R. En el ejemplo 8, se considera que las entradas de la matriz M no son
constantes. Finalmente, la matriz M corresponde al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

] —a [PQOP 00 0P] 0P 0Q: 0P, 9]

' | 0q1 Op1 Oq1 Op1| | Oq1 Opr  Oq1 Opr |’
gl = d— [2Q19PL  0Q:0P,] _[0P10Q) 0P, 0Qs]

' _3611 3]92 5Q1 3172_ _8q1 3102 aQ1 3102 ] ’
[0Q1 0P, 0Q2 0P, [OP; 0Q1 0P, 0QQ ]

e pl == 5 on T 0g om | 9% O 9a Opr |
[0Q. 0P, 0Q, 0P, [OP, 0Q, 0P, 0Q- ]

202l =0 = | 5 o T 04 ope| |9 Op2 | 9aa pa |’
. [0Qi 0P 0Q, 0P, P 0Q1  OP5 Qs

PLp) =T = g o apap] - [apap O Opa |
[0Q1 0P,  0Q2 0P, [OP; 0Q1 0P 0Q> |

[q1,q2) = e = _a—qla—%+a—ma—q2_ — _a—qla—%+a—qla—q2_. (2.24)

Con el fin de facilitar la obtencién de las transformaciones canonoides, en los ejemplos que se
muestran a continuacion, se eligio de forma especifica la forma de 2 de las 4 expresiones de las
transformaciones de coordenadas para simplificar el sistema de ecuaciones diferenciales parciales
(EDP) dado por (2.24) y solo enfocarse en buscar las otras 2 restantes. Ademas, se probo eligiendo
de qué variables dependia cada expresiéon de la transformacion, con el mismo fin de simplificar
(2.24) y, como se vera mas adelante, en algunos casos se logré que el nimero de EDP disminuyera.

Hay que afiadir que, para (2.20) se tiene que la matriz M tiene las siguientes cantidades con-
servadas que se presentan en [1],

d(trM*)
—— =0 2.25
o (225)
d(detM)
————= =0 2.26
o, (2.26)
donde k = 4+1,+£2, ... donde los nimeros positivos corresponden a multiplicos de la matriz M y los

niimeros negativos los miltiplos de la matriz inversa M ~!. En la mayoria de problemas presentados
no toma gran relevancia estas cantidades conservadas, debido a que las entradas de las matrices M
asociadas a cada ejemplo son constantes triviales, excepto en el ejemplo 8 en donde se consideran
que son funcionalmente dependientes de g; y p;.




Capitulo 3

Ejemplos de transformaciones
canonoides

3.1. Particula cargada en un campo magnético uniforme

Sea la funcién hamiltoniana correspondiente a una particula cargada en un campo magnético
uniforme,

1 MW, 2 mw 2
1= g [+ 7550) + (2= S5 ) | 31
2m{101+ 5 Q) + |p2 5 Q1 (3.1)

donde w. = ‘ijff, m la masa de la particula, By la magnitud del campo magnético, ¢. la carga
eléctrica y v, la velocidad de la luz. Ademas, las coordenadas ¢; corresponden a las coordenadas
cartesianas y las p; a sus respectivos momentos.

Utilizando la funcion hamiltoniana dada por (3.1) y la definicion de la matriz ® presentada en
(2.18) se obtiene que

0 we 1o
2 m
We 1
— 0 0 -
¢ = mw? 0 0 We (3.2)
4 ) 2
mw w
0 e X
4 2

Suponiendo que las entradas de la matriz M son constantes, y que las matrices M y ® conmutan,
se debe cumplir la ecuacion (2.21), lo que implica que

—cwe—dwe —de+fmiw4+2mw. (a—b) 0 c—d
. 2 am m
de—fm2w?+2mw,.(a—b) cwe+dw, —c+d 0
am 2 2 2 m 2 2 =0
0 cmw? —dmw? _ cwetdw, de—fm-w’+2mw.(a—b) .
4 2 am
7cmw§+dmwf 0 74e+fm2wf+2mwc(a7b) cwetdwe
4 4m 2

De la expresiéon anterior, se concluye que ¢ = d = 0,

—4e + fm2w? + 2amw, — 2bmw,
4m
de — fmPw? + 2amw, — 2bmw,

:O)

=0.

4m
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Sumando las dos expresiones anteriores se concluye que a = b. Restando ambas expresiones se
cumple que e = i fm2w?. Ademas, para que M sea invertible se debe cumplir que det M =
(a® — ef)? # 0. Por lo tanto, la matriz M se escribe como

a 0 0 —f
0 a f 0
M = 0 %fmzwf a 0 (3-3)
1
— = fm2w? 0 0 a
4 (&

Para el caso particular (3.3) el sistema de ecuaciones (2.24) corresponde a

[q p]:a: -%% @%- _ -@% @%- (34)
b _6611 Op1 oq 3]91_ _3Q1 Op1 Oq1 Op1 ] ’ '
[0Q1 0P,  0Qo 0P| [OP; 0Q1  OP, 0Q2 |
, =0=|———+———-|———4+ ———=], 3.5
a1, 2] | Oq1 Op2  Oqy Op2| | 9Oq1 Op2  Oq1 Opa | (3:5)
il =0 [2Q10PL  9Q20P] _[0P10Q) 0P, 0Qs] (3.6)
’ | 0q2 Opr  Oq2 Op1| | Og2 Opr  Oqo Op1 |’ '
(g2, po] = 0 = (00,1 0P | 0Q2 0Py [0P 0@, | 01, 0Qs ] (3.7)
’ _aQZ Op2 0q2 31)2_ _3(12 Ops O0qa Op2 1 ’ .
[0Q, 0P, 0Q, 0P, [OP, 0Q, 0P, Q)5 |
po] = f= | LA T O 1070w | TR0k ) 3.8
[p1 p2] f _3171 Opa Op1 3p2_ _5’p1 Op2 Op1 Opo | ( )
1 9 9 [8@1 oP;  0Q- 8P2:| [apl 0Q, 0P 8Q2]
, =-fmw.=|——"—F5F—+ 77— |77+ 55— |, 3.9
@] = e = G 9 T Oar 00| | 9ar Oa | 0w O 3.9)

donde suponemos que @; y P; no dependen explicitamente del tiempo. Sustituyendo las ecuaciones
(3.1) y (3.3) en la ecuacion (2.16) se llega a que

g% _ (a; N frZwZ) (2~ ™41, (3.10)
% _ (a;uc n fTZW3> (p1 n m;c(p)’ (3.11)
g—;i = <ﬂ;a + ;) (p1 + %fh) ; (3.12)
oo~ (5 0) (=57, 019

Ademas, se verifica que (2.20) se cumple para M y ® dados en (3.3) y (3.2), entonces existe la

funcién hamiltoniana K. A continuacion se calcula a K utilizando el método estandar. Se toma a

g—g e integra con respecto a ¢; con ¢o, p1, p2 ¥ t constantes de tal forma que

aWe mw? mwe
K:—( 2‘—|—f4 C> (pg_ 44(]1)Q1+F(q2,p17p27t)’ (314)

donde F = F(gq,p1,p2,t) es una funcion desconocida por ahora. Después, se deriva la ecuacion
anterior con respecto a go y se compara con la ecuacion (3.11), por lo tanto, se debe cumplir que

oF  (aw. fmw? MWe
aq2_<2 ) ().

Calculando la integral de g—;; con respecto a ¢ se determina que

Wwe fmw?
2 4

mwe
F(q2,p1,p2,t) = ( ) (pl + c(12) g2 + Go(p1,p2, t), (3.15)

4
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donde Gy = Go(p1,p2,t) es una funcion desconocida. Tomando el valor de la funcion F(qa, p1,p2, t)
dado por (3.15) se calcula la derivada parcial de K con respecto a p;, donde se obtiene que

K _(aw. | fmu?\ =~ Gy
op1 B 2 4 o Op1 )

(3.16)

Comparando la ecuacion (3.16) con (3.12) se debe cumplir que

%_ wa_Fg
8]31 N 2 m b1

Calculando la integral de

oG
5. con respecto a p; se llega a que

1/ fw. a
GO(plaant):§ ( 9 +E

>p§ + Gi(pa, ). (3.17)

Seguidamente, se calcula la derivada parcial de K con respecto a ps considerando (3.14), (3.15) y
(3.17) donde se obtiene que

0K _ [aw. n fmw?
Opy 2 r )

Comparando la ecuaciéon anterior con la ecuacion (3.13) se observa que se debe cumplir que

0G, < awe  fmw? )
D2

e 2 3

%g; con respecto a ps y se obtiene que

Posteriormente, se calcula la integral de

Gl(vat) =5 9 4

1 (aw. = fmw?
2

>P§ + Ga(1),

donde G5 = G5(t) es una funcion arbitraria. Por lo tanto, si G2(t) = 0, la nueva funcién hamilto-
niana en funcién de g;, p; y t es

k=1 (a + fwc) {(mwcm —p2)2 + (mwcqz +p1)1 : (3.18)

2 \m 2 2 2

A continuacién se presenta una transformacion, para la cual no existe la funcion hamiltoniana
(3.18). Sin embargo, sirve para mostrar como se obtiene la transformaciéon mostrada en el Ejem-
plo 1, en el cual, si existe la funcion hamiltoniana. Observando la ecuacion (3.18), se propone
convenientemente la transformacion

Q1 = q1,
QQ = {2,
MW,
Pl=p+ g,
MW,
Py=pr— ——ar. (3.19)

Utilizando la transformacion (3.19), los correspondientes paréntesis de Lagrange son:

[qlapl] = 1a [Q1ap2] = 07 [q2ap1] = 07
[q2, p2] = 1, [p1,p2] =0, [q1, g2] = muw,. (3.20)

Ne
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La transformacion (3.19) no esté asociada con una cantidad conservada, como se confirma com-
parando (3.20) con (3.4)-(3.9). Utilizando (3.20) en (2.13) se puede simplificar dicha expresion y
obtener que

0’H 0*H
v y Ly - v s Ly - 0 321
6H [xa € ]axﬁaxu 6# [xﬁ € ]axaaxu ( )
Desarrollando convenientemente la ecuacién anterior se obtiene que
N L P L B P .
Lo, T3| 73— Loy Ta| 7 — [Par V1|57 — [LarsL2] 37—
3 393[38131 4 6:6581‘2 ! ax[gairg 2 8I[33I4
P P . ) RN F LB
—lzg,x — |z, x T, 01| =——— + [xg, x2] m——— = 0.
B3l a0y B g OTa B S O2s B2l a0

A continuacion, se considera el caso en que a« = 1 y S = 4 de tal forma que la ecuacioén anterior
corresponde a

[ }82H +[ ]627[{_[ ]627[{_[ ]827H
q1,P1 Opadan q1, P2 Op20an q1,q1 Opad) q1, 92 Op20ps
0°H 0°H 0*°H 0°H

— 5 5. a9 ) a. + ’ Y- + ’ 90900 07
[p2 p1]aqlaq1 P p2]8q13qQ P2 Q1]BQ13P1 2 Q2]3Q13p2

o equivalentemente,

Simplificando la expresion anterior, se cumple que
0’H 0’H 0’H
J— mwc _ =
Op20q: Op20p2  0q10p2

Al sustituyir los valores de las derivadas parciales correspondientes, se llega a que

—w. = 0.

Sin embargo, w, es distinto de cero, lo que implica que no existe la funciéon hamiltoniana K y por
ende, la transformacion (3.19). Ahora, si se considera una reflexion de la forma

P\ [ coswct —senwt) (P]
Py) " \—senw,it —coswct) \Py)’

se obtiene la siguiente transformacion, la cual si existe y es una transformaciéon canonoide, como
se mostrara mas adelante.

3.1.1. Ejemplo 1

Por lo presentado anteriormente, se considera la transformacion

Q1 = q1,
QQ = {2,
Mwe MWe
P = (p1 + TCD) coswet — (p2 - qu) sen wet,
P=— (p2 — m;C ql) coS wet — (p1 + e qz) sen w,t. (3.22)

10



Ejemplos de transformaciones canonoides
3.1 Particula cargada en un campo magnético uniforme

Utilizando la ecuacion (2.17) y la transformacion dada en (3.22) se obtiene que

—cosw.t senw.t 0 0

M= senw.t  cosw,.t 0 0
0 0 —cosw.t  senw,t
0 0 senw.t  cosw.t

A continuacion, se calculan el segundo y tercer término de (2.20) tomando M y ® dadas por

—Wwesenwet —w.cosw.t 0 0
M®— dM — —WweCoSwet  wetsenw,t 0 0
0 0 —wetsenwet —w,.cosw.t
0 0 —We CoSWet  wesenw,t

Por otra parte, el primer término corresponde a

wesenwet  wecoswet 0 0
dM | wecoswet  —wetsenw,t 0 0
dt 0 0 wetsenwet  we cos wet
0 0 We COSWet  —we sen wet

Sumando las dos expresiones anteriores se verifica la condicion (2.20), por ende, existe la funcion
hamiltoniana K y la transformacion (3.22). Observando la matriz M correspondiente al Ejemplo
1 se verifica que la transformacion (3.22) es canonoide. A continuacion, se obtendra la funcion
hamiltoniana K en funcién de las coordenadas g;, p; v t.

Considerando la funcion hamiltoniana dada por (3.1), la transformacion de coordenadas (3.22)
y sustituyendo en las ecuaciones (2.6) se obtiene que

0K  w,. m m
= {(p2 - *wcq1) cos wet + (pl + *wcq2) sen wct] ,

o 2 2 2

L O A

— = = —We COS Wl — — —We senwet | ,

o0 5 p1 5 q2 b2 B) q1

oK 1 m m

_— = — [(pl + —wcqg) COS Wt — (pg — fwc(h) senwct} )

o m 2 2

oK 1

= - = [(pg _ mwcfh) cos wt + (pl + Twcqz) sen wct] . (3.23)
Opa m 2 2

Utilizando el mismo método empleado al inicio de este capitulo para resolver el sistema de ecua-
ciones (3.23), se obtiene la nueva funcién hamiltoniana K en términos de las nuevas coordenadas

1
K = 2—[P12 cos wet — 2Py Py sen wet + P§ cos w.t]. (3.24)
m

Como se puede observar, esta funcién solo depende de los momentos generalizados P;, lo cual,
dnicamente se cumple para la particula libre, sin embargo, la funcién hamiltoniana original corres-
ponde a una particula cargada en un campo magnético uniforme.

3.1.2. Ejemplo 2

Observando la ecuacion (3.18), se propone dos de las expresiones de la transformacion dadas
por

mw,
Q1 =p1+ 5 go,
mw
P =p;— 5 “q1, (3.25)

11



Ejemplos de transformaciones canonoides
3.1 Particula cargada en un campo magnético uniforme

por lo tanto, falta encontrar las expresiones para Q2 y P». Considerando (3.25) y sustituyendo en
(2.24) se obtiene que

(@1 pl]:a:@% (mwc)_%%
’ 0q1 Opy 2 dq1 Opr’
[q1,p2] =0 = 992 0F, @%7
dq1 Opa dq1 Opa
(g2, p1] =0 = 99,00, @%7
0q2 Op1 0q2 Op1
gl — a4 0Q2 0Py 0P, 00,

2 g2 Opa  Oq2 Op2’

0Q2 0Py, 0P, 0Q4
s = =1 + _—
[P1 p2] f dp1 Op2 Op1 Op2
2 9 8@2 % (mwc)Q (9P2 6@2

1
[QIan] - me W, = 37q1 8(]2 2 — 87ql8iq2 (326)

Notemos que, si Q2 = Q2(p1,q2) ¥ P2 = Py(p2,q1), los paréntesis [q1, p2] y [g2, p1] son trivialmente
cero, entonces el sistema anterior se reduce a

[q1,p1] =a = Me _ @%
’ 2 dq1 Op1’
(g2, p2] = a = e + @@
’ 2 dq2 Opy’
0Q2 0P>
— =14 =2
[plap2] f + 3;01 6]?2’
122 (mwe)? 0P 0Q
[Q17QQ] - 4m We = ( 2 ) 8(]1 an . (327)

Observando el sistema de ecuaciones diferenciales anterior, se concluye que las expresiones de (2
y P, deben ser lineales. Por lo tanto, se considera las expresiones restantes dadas como

Q2 = bip1 + bag,
Py =cips + caqa. (3.28)

Considerando las expresiones (3.28) en (3.27) se obtienen las siguientes condiciones:

MW,

a = 9 - Cgbl7 (329)
a="2 1 b, (3.30)
f =1+ blcl, (331)
1 mwe\ 2
meQWg = ( 5 ) — Cabo. (3.32)

Tomando la expresion (3.30) y restandole la expresion (3.29) se obtiene (3.33). Por otra parte,
multiplicando (3.31) por $m?w? y restdndole (3.32) se obtiene (3.34), es decir,

c1by + coby =0, (3.33)
imeSblcl + coby = 0. (3.34)

Tomando by # 0 en (3.33) se obtiene que
o = f%. (3.35)

12



Ejemplos de transformaciones canonoides
3.1 Particula cargada en un campo magnético uniforme

Sustituyendo (3.35) en (3.34) se obtiene la siguiente expresion:

Dividiendo entre ¢o # 0 y multiplicando por bs en la expresion anterior, se obtiene que
Lz g =0
4m w01 2 — M

Por lo tanto, de la expresiéon anterior se concluye que

mwe

by =% 5

by. (3.36)

Sustituyendo el resultado de (3.36) en (3.35) se cumple que

2
1=
m

Co. (337)

c

Despejando ¢; de la ecuacion (3.29) y tomando (3.36) se obtiene (3.38). Por otra parte, despejando
¢1 de (3.31) se obtiene (3.39).

o, e | Mwe
2 2
. - , (3.39)
b2 imwc b1
2
1
=1 (3.39)
b1

Igualando estas dos expresiones, se concluye que

f-1l=+"q7F1.

C

Notese que para el caso en que se toma el signo negativo se obtiene que f = _mi,a y en dicho

caso se tiene que el determinante de la matriz M es cero. Por lo tanto, solo se considera el caso en
que f=2— %a. Finalmente, se obtiene la transformaciéon
.

Mwe

Q1 =p1 + 5 q2,
mwe

Py =p; — q1,

2
2 MW
Q2= (1~- a p1+(a—7)q2,
MWe 2

MW,

P =ps+ 5 v (3.40)

donde a es un parametro arbitrario. Notese que en caso de que a = mw,. la transformacion es
canodnica y corresponde a la siguiente transformacion de coordenadas:

Qr=p1+ m;c(h,
Py =py— m;cm,
Q2 =—p1+ m;CQQ,
Py =ps+ m;CqL

13



Ejemplos de transformaciones canonoides
3.1 Particula cargada en un campo magnético uniforme

mwe

Por lo tanto, para todo valor de a a excepcion de mw,. y 5 la transformacion (3.40) es canonoide,
como se puede verificar observando la matriz M dada en la ecuacion (3.3). Finalmente, sustituyendo
la transformacién (3.40) en (3.18) se obtiene la funcién hamiltoniana K en funcién de las nuevas
coordenadas

K= % (P2 +Q3). (3.41)

La funcion hamiltoniana anterior corresponde a un oscilador armoénico unidimensional. Hay que
recordar que la funcion hamiltoniana original corresponde a una particula cargada en un campo
magnético uniforme en dos dimensiones.

3.1.3. Ejemplo 3

Se proponen dos de las expresiones de la transformacién, para reducir el sistema de ecuaciones
diferenciales dado por las ecuaciones (3.4)-(3.9), dadas por

Q1 = q1,
Q2 = p1. (3.42)

Sustituyendo (3.42) en el sistema de ecuaciones dado por las ecuaciones (3.4)-(3.9) se obtiene que
[g2, p2] es trivialmente cero, y ademaés,

o —a 0P 0P
q1,P1] = - 8p1 8(]1’
oP;
[thz] =d= Tpg’
] = e = 52
q2,p1] =Cc= 8q2a
. 0P
[plap2] - f apQ,
0P,
= = —. 4
0l =e= 5 (3.43)

Inspeccionando la expresion (3.18), se propone que P; y P, dependan linealmente de g2 y po,
respectivamente. Ademés, para que [q1,p2] y [g2,p1] sean trivialmente cero, se toma que P; no
dependa de ps v que P> no dependa de g2, entonces se tiene que

P =ai1q2 + Gi(q1,m1), (3.44)
Py = asps + Ga(q1,p1), (3.45)

donde G y G4 son funciones arbitrarias. Tomando en cuenta las suposiciones anteriores, el sistema

de EDP (3.43) se reduce a

[ |—a= 0G1 B 0Gs
q1,pP1] = - apl 6(]1
P,
[p1,p2] = f sz
oP;
—e=—. 3.46
[Ch, QQ] € 94z ( )
Por lo tanto, se debe cumplir que
0G;  0Gy

14



Ejemplos de transformaciones canonoides
3.2 Particula libre

donde F' = F(q1,p1) es una funcién arbitraria. Ademaés, se debe cumplir que

1
a; = zmef 1
Ao = f
Por lo tanto, la transformacién final es
Ql = q1,
QQ = P1,
_ 15y
Py = m wefaz + | Flqu,p1)dp,
Pa=fpt [IF(@.p) - aldas. (3.47)
Esta transformacion es canonoide, como se puede verificar viendo la matriz M dada en (3.3).
Considerando a = 0, F' = =™ y f = 1 en la ecuacion (3.47) se obtiene la transformacion
Ql =dq1,
Q2 = p1,
1 mw
Py= qmPwie — —p,
mw
Py =py — 5 “qu. (3.48)

Utilizando la transformacion (3.48) en la ecuacion (3.18) se obtiene que la nueva funcion hamilto-
niana en funcién de las nuevas coordenadas y momentos generalizados puede escribirse como

We

4

K

(&

2
P} + <m2w Py +2Q2) ] . (3.49)

Notese que la funcion hamiltoniana (3.47) no depende de @y, y por ende, P; es una cantidad
conservada. A continuacion, se desarrollan cuatro ejemplos méas utilizando la funcién hamiltoniana
de una particula libre.

3.2. Particula libre

Sea la funcion hamiltoniana correspondiente a una particula libre,

1
H = %(Iﬁ +p3), (3.50)

donde m es la masa de la particula, g; son las coordenadas cartesianas y p; sus respectivos momen-
tos, con i = 1,2. Utilizando la funciéon hamiltoniana dada por (3.50) y la definicion de la matriz ®
presentada en (2.18) se obtiene la siguiente matriz:

(3.51)

co o o
co o 3|~
co3|~ o
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Ejemplos de transformaciones canonoides
3.2 Particula libre

Suponiendo que las entradas de la matriz M son constantes, y que las matrices M y ¢ conmutan,
se debe cumplir la ecuacion (2.21), lo que implica que

0 —% 0
w0 =0

6 o 0 = |=°
0 0 -£ 0

De la expresion anterior se concluye que e = 0y ¢ = d. Ademas, para que M sea invertible se debe
cumplir que det M = (ab — c¢?)? # 0. Por lo tanto, se tiene que la matriz M debe escribirse como

a ¢ 0 f
e b —=f 0
M=19 0 a o (8:52)
00 ¢ b
Por lo tanto, para el caso particular (3.52) el sistema de ecuaciones (2.24) corresponde a
] == [JR00 002082 08,00, 08100, 553)
a1, P Oq1 Op1  Oq1 Oy Oq1 Opr  Oq1 Opy ]’ .
ropa] = c = |22 0P 00208 0P 0Gy  OF; 0Qs ] (3.54)
wp2l=c= | 01 Opa  Oq1 Opa| | Oqu Opa  Oq1 Opa |’ .
[0Q1 0P | 0Q2 0Py  [0P10Q1 0P 9Qs]

o] == [2@1 00 0Q2 0P 1OP 0G| 0P 0Qz 3.55
(22, 71] = ¢ | Oq2 Op1 Oqa Op1| | 9Dg2 Op1  Oqe Opi | (3.55)
ol [2Q1OP | 0Q: 0P [P 0Qs | 0P, 00; 556)
b2 | Og2 Op2 ~ Ogqz Op2| | Og2 Op2 ~ Ogqz Op2 |’ '

0Q1 0P 0Q2 apz] [3131 0Q1 0P 3@2]

o) =f= |22 | izl mo e TR 3.57

[Py pe] = f [apl dp2  Op1 Op2 Op1 Op2 ~ Op1 Opo (3:57)
0Q1 0P  0Q- aPz] [5131 00, 0P 8@2]

o] =0= | == - X2 ot e 3.58

a1, a2] [5‘(11 dg2  Oq1 Ogo Oq1 0g2  Oq1 Ogo (3.58)

Por lo tanto, suponiendo que las nuevas coordenadas @; y P; no dependen explicitamente del
tiempo, utilizando las ecuaciones (3.50) y (3.52) en la ecuacion (2.16) se cumple que

0K

oq ’

0K

= =,

g2

0K

OK _ p1, P2

Ipr m m

oK b1 b2

— =c— +b—=. 3.59
Ops Cm + m ( )

Utilizando el mismo método empleado al inicio de este capitulo, para resolver el sistema de ecua-
ciones (3.59), se obtiene la nueva funciéon hamiltoniana K en términos de las nuevas coordenadas

2 2
&+Cp1p2+bp72

K=a .
2m m 2m

(3.60)

3.2.1. Ejemplo 4

Se proponen las expresiones para P; y Ps, con el fin de simplicar el sistema de EDP dado por
las ecuaciones (3.53)-(3.58), dadas por

Py =ps+qo,
P2 = P1 + qi1. (361)
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Ejemplos de transformaciones canonoides
3.2 Particula libre

Sustituyendo (3.61) en las ecuaciones (3.53)-(3.58) se reduce el sistema de EDP a

[g1,p1] = a = % - %7 (3.62)
[mmﬂ=c=%%>—%%7 (3.63)
[g2,p1] = c = 83%222 - %%117 (3.64)
[@mﬂ=b=%%>—%%, (3.65)
[p1,p2] = f = %ggl—-égif, (3.66)
[m&ﬂzoz%%>f%%. (3.67)

Si se considera que @1 es independiente de g2, p2 y que @2 es independiente de g1, p; se cumple
que [q1,p1] ¥ [q2, p2] son trivialmente cero. Por otra parte, se considera que ()1 depende linealmente
de g1, p1 y que @2 depende linealmente de go, p2, de tal forma que

Q1 = a1qq + azps,
Q2 = b1g2 + bap2.
Por lo tanto, el sistema de EDP (3.62)-(3.67) se reduce a las condiciones

Cllfbgic7

bl—agzc,
az —by = f,
al—blz().

Tomando f = 0, se cumple que a; = by y as = by. Ademas, se debe cumplir que
a, = as + c. (3.68)
Ahora, tomando as = d se tiene que la transformacién de coordenadas es
Py =ps+qo,
Py =pi+aq,
Q1 = (c+d)q1 + dp,
Q2 = dpz + (c+ d)go. (3.69)

Utilizando la transformacion (3.69) en la ecuacion (3.60) se obtiene que la nueva funcion ha-
miltoniana en funcién de las nuevas coordenadas y momentos generalizados puede escribirse como

K==
m

c+d\’ c+d 1
( ' ) PP~ P+ P + 5000 (3.70)

Los términos de la nueva funcién hamiltoniana (3.70) son productos cruzados de las nuevas coor-
denadas y momentos, lo cual, difiere bastante de la funcién hamiltoniana de una particula libre.

3.2.2. Ejemplo 5

Se proponen las expresiones para P; y P> dadas por

Py =p1 + po,
P2 =p1 —P2. (371)
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Ejemplos de transformaciones canonoides
3.2 Particula libre

Por lo tanto, usando (3.71) el sistema de EDP (3.53)-(3.58) se reduce a:

0Q1 | 0Q

[g1,p1] =a= B0 T B0 (3.72)
] == G2 - 52, (3.73)
[g2,p1] = c= ?%1 + %%22, (3.74)
[g2,p2] = b= i)% - %%22, (3.75)
[pr,po) = f = 220902 0@ 0Gs (3.76)

Opr  Op1  Op2  Op

Si Q1 y Q2 son independientes de los momentos, [p1,ps] es trivialmente cero. Por otra parte,
notemos que [g1,p1] ¥ [q1,p2] son muy similares y solo se diferencian por un signo. Similarmente,
[q2,p1] ¥ [g2, p2] solo difieren por un signo. Por lo tanto, aprovecharemos esto para que a y b sean
cero eligiendo la expresion

c c
Q1 = §Q1 + 56127
c c
- _Z —Z 3.77
Q2 o + 542> ( )

donde ¢ es un parametro arbitrario. Por lo tanto, se tiene la transformacion

Py = p1 + pa,
Py = p1 — pa,
¢ ¢
Q1= §Q1 + §Q27
¢ ¢
= —— —qs. 3.78
Q2 01+ 52 (3.78)

Utilizando la transformacion (3.78) en la ecuacion (3.60) se obtiene que la nueva funcion ha-
miltoniana en funcién de las nuevas coordenadas y momentos generalizados puede escribirse como

K = —(P} - P3). (3.79)

c
m
Esta funciéon hamiltoniana es practicamente la de una particula libre, sin embargo, difiere por un
signo.

3.2.3. Ejemplo 6

Considerando nuevamente la transformacion (3.71) se tiene el sistema de EDP dado por (3.76).
A diferencia del ejemplo pasado se considera una transformacion tal que ¢ = 0, y por lo tanto, se
propone la transformacion

Py = p1 + po,
Py = pi — pa,
a b
Q1= §Q1 + 5927
a b
— 2 2 3.80
Q2 50— 5 (3.80)
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Ejemplos de transformaciones canonoides
3.2 Particula libre

donde a y b son parametros arbitrarios que toman valores reales. Utilizando la transformacion
(3.80) en la ecuacion (3.60) se obtiene que la nueva funcién hamiltoniana en funcion de las nuevas
coordenadas y momentos generalizados puede escribirse como

a b
K=—(P+P)?*+ —(P - )~
8m( 1+ Pa) +8m( 1 2)
Considerando el caso en que b = —a, la funcién hamiltoniana anterior se reduce a
K=-—PP,.
2m

Esta funcién hamiltoniana solo depende de los momentos y corresponde al producto de los mismos.
Debido a que se origina a partir de la funciéon hamiltoniana de una particula libre, no es raro que
no dependa de las coordenadas generalizadas.

3.2.4. Ejemplo 7

Se proponen las expresiones para 1 y Q2 dadas por

Q1= a1q1p1, (3.81)
Q2 = bigzps. (3.82)
Por lo tanto, el sistema de EDP dado por (3.53)-(3.58) se reduce a

[q1,p1] =a= a1p1g—§11 - a1<112—§11, (3.83)
[q1,p2] = c = (111'01(;7521 - b1Q227§127 (3.84)
(g2, 1] = c = b1p227§12 - (11(]1275217 (3.85)
(g2, p2] = b= b1p2% - b1£]2%, (3.86)
[p1,p2] = [ = GlngT];l - b1Q2(Zf§f, (3.87)
(91,42l =0 = 611291(2’7521 - b1p2687§12. (3.88)

Observando el sistema de EDP anterior, identificamos que si P; depende solo de p1, ¢1 y P> depende
solo de pa, g2 se tiene que los paréntesis [p1, pa], [¢1,42), [q1, P2] ¥ [¢2, p1] son trivialmente cero. Por
otra parte, si a y b son nimeros reales, entonces P; y P deben ser de la forma

Py =cilng +c2lnpy,
P2 = d]_ 1DQQ + d2 lnpz.

Por lo tanto, se tiene que los valores de a y b estan dados como

a=(c2 —cr)a, (3.89)
b= (dy —dy1)b. (3.90)
En el caso en que co = —c¢; y do = —d; se tiene la transformacion
Q1 = a1q1p1,
Q2 = big2p2,
P1 =C1 In ﬂ,
p1
Py=d InZ. (3.91)
b2
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Ejemplos de transformaciones canonoides
3.3 Oscilador armoénico simple bidimensional

La transformacion (3.91) es canonoide, como se puede verificar observando la matriz M dada en la
ecuacion (3.52). Finalmente, sustituyendo la transformacion (3.91) en (3.60) se obtiene la funciéon
hamiltoniana K en funcién de las nuevas coordenadas

d
K =-2QeP/er — Lo P/, (3.92)
m m

Como se puede apreciar en la ecuacion (3.92), sigue dependiendo de las coordenadas y momentos
generalizado, sin embargo, la forma de la funciéon hamiltoniana puede permitir encontrar mas
transformaciones que permitan asociar a ciertas funciones hamiltonianas con la de la particula
libre. A continuacion se presenta el ultimo ejemplo, de transformacion canonoide.

3.3. Oscilador armoénico simple bidimensional

Sea la funcién hamiltoniana correspondiente a un oscilador armoénico simple en dos dimensiones

muw?
2

donde m es la masa de la particula y w la frecuencia angular del oscilador. Ademaés, las coordenadas

q; corresponden a las coordenadas cartesianas y las p; a sus respectivos momentos. Utilizando la

funcion hamiltoniana dada por (3.93) y la definicion de la matriz ® presentada en (2.18) se obtiene
la siguiente matriz:

1
H=_—p+p3)+ (6 +a3), (3.93)

2m

1
0 0 — 0
oy
b — 0 0 0o — (3.94)
m
—mw? 0 0 0
0 —-mw? 0 0

Suponiendo que las entradas de la matriz M son constantes, y que las matrices M y ® conmutan,
se debe cumplir la ecuaciéon (2.21), lo que implica que

0 —etfm’w’ 0 0
e—fm2w? "
0 —e+d 0
78 0 78 e—fm2w? =0.
m
—cmw? + dmw? 0 —etfm?w? 0

m

Sin embargo, a diferencia de los ejemplos previos, supondremos que a, b, c,d, e, f son funciones de
qi, p; v posiblemente ¢t. Suponiendo que ¢,d,e y f son iguales a cero, se cumple que la matriz M
y ® conmutan.

Para que exista la funcion hamiltoniana K se debe cumplir la ecuacion (2.13), utilizando las
suposiciones anteriores, la expresion (2.13) se reduce a

o ) — g (met) + o () + 22 (2) <o, (399)
o) = £ (meP) + 5 () 4 22 (22) —o, (390)
Una solucion del sistema anterior es
B 37
- % m;Q 2. (3.98)




Ejemplos de transformaciones canonoides
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Ademés, para que M sea invertible se debe cumplir que det M = a?b? # 0. Por lo tanto, se tiene

que la matriz M debe escribirse como

a 0 0 O
0 b 0 O
M = 00 a 0 (3.99)
0 0 0 b
Por lo tanto, para el caso particular (3.99) el sistema de ecuaciones (2.24) corresponde a
P2 2
%0 mw= o an 8P1 8@2 8P2:| |:6P1 8@1 8P2 8QQ:|
, e =2 o2t 3.100
[(J1 p1] 2m = [ oq 3171 0q1 Op1 Oq1 Op1 Oq1 Op1 ( )
B [8@1 OP; 6Q2 8P2} {8P1 0Q1 (‘9]32(%22} (3.101)
thz dq1 3172 31]1 Op2 0q1 Op2 0q1 Op2 ’
0Q, 0P, 3@2 3P2} {3131 0Q, 0P, 3@2}
, 422 3.102
(42, P { 9qo 3191 g2 Oy O0qa Op1  Oq2 Op: ( )
2
p mw= o an 8P1 8Q2 8P2:| |:(9P1 an 8P2 8Q2:|
, —= 4 — — = 3.103
lg2,p2] = 2m = [ dqa Ops | Dqa Opa O0q2 Opz ~ Oqa Opa ( )
0Q1 0P, 3Q2 3P2} {3131 0@ 0P, 3@2}
, 422 3.104
P12 {3101 31?2 p1 Ipa Op1 Opa ~ Op1 Opa ( )
0Q1 0P 0Qq 3P2} {3131 0Q1 0P 3@2}
, =)=+ —— - | ——+ ——=. 3.105
[Q1 qQ] { Oq1 Oqo Oq1 Oqo Oq1 Oqo Oq1 Oqo ( )

Si a y b tienen los valores anteriores, la funcion hamiltoniana existe. Ahora, hay que determinar la
funcion hamiltoniana en funcion de las coordenadas originales, considerando las soluciones (3.97)
y (3.98) en (2.16) se cumple que

0K P mw?

0 (2;1+ 5 qf) (mw?qu),

0K 2 mw?

OK _ (pi  mw” (2)

op1 2m o 1) \in )

oK p3 mw? L\ /D2

_— = _— _— —_— . '1
Ipa <2m+ 5 (m) (3.106)

Resolviendo el sistema (3.106) utilizando el mismo método empleado al principio de este capitulo,

se obtiene que
1 mw? 22 mw? 22
K= l( @ + p;%) + ( %+ p2> : (3.107)

3.3.1. Ejemplo 8

Se propone la transformacion de coordenadas dada por

Q1 = biq1 + bap,
Q2 = d1gq2 + dapa,
Py = a1q; + agp? + asqipr + asqups,
Py = c1g5 + caph + 352 + Cagaps. (3.108)
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Sustituyendo la transformacion (3.108) en el sistema de EDP (3.100)-(3.105), [q1, p2], [¢2, P1], [P1, D2]
¥ [q1, g2] son trivialmente cero. Por lo tanto, el sistema de EDP (3.100)-(3.105) se reduce a

2

2 mw
lq1,p1) = 24 + 5 @ = bi(3aspT + asqi + 2aaq1p1) — (3a145 + 2a3qip1 + aspi)be,
2 W2
lq2,p2] = o + TQQ = d1(3cop3 + €305 + 2c4qap2) — (3¢1q5 + 2¢3q2p2 + cap3)da,
o equivalentemente,

p1 mw’ 2 2 2

om + 9 qdo = (3&21)1 — a4b2)p1 + (a3b1 — 3a1b2)q1 + (2@4[)1 — 2(13[)2)(]1])1, (3109)
Py | mw? 2

% + Tq2 (362d1 — C4d2)p2 (C3d1 — 3Cld2)q2 + (204d1 — 263d2)(]2]92. (3110)

Por lo tanto, las condiciones para que se cumplan las ecuaciones (3.109) y (3.110) son

a3b2
ay = ——
4 bl ’
ngz
Cyp = ——
4 dl ’
b 1
3&2[)1 - & = —,
1 2m
2
a3b1 — 3(111)2 = w 5
C3d2 1
3cpdy — 22 = —
Ca207 dl Zm’
2
CBdl - 361d2 mw

Utilizando las condiciones anteriores en (3.108) se obtiene la transformacion

Q1 = biq1 + bap1,
Q2 = d1gz + dapo,

2&3[)1 — mw2 E bl -+ 2ma3b2 b
b = ( Qf T — p1 +‘13‘11101 + Q1p1,

6by 6b2 by
203d1 — mw2 3 d1 -+ 2m03d2 d
P=|— —_ 111
2 < 6y 42 + 682 P3 + c3qip2 + d; —~—=qpi, (3.111)

Esta transformacién es canonoide, como se puede verificar. Sin embargo, para que no aparezcan
raices cubicas al escribir la funciéon hamiltoniana K (3.107) en funcion de las nuevas coordenadas,
debemos anadir las condiciones

(byas + bapy) (a3b;b1bzlw2 2 b1 + 2;;1;12362 p%)

_ a3b13 mw2q3 by Jr3277;2(13b2 P2+ asg’pr + bb a1ps

(d1g2 + dap2) <ng?1)d1d2 g @ d1;2$;§d2p3)
¢23d13d2 qu) dy ;27;1%03d2p§ + c3g2ps + dd q2p3.
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Esto se cumple, si y solo si

asby — mw?

as — BT =0, (3.112)
“Zi” _b ;;3;?;3{’2 =0, (3.113)
. Csdlgdlmwz —0, (3.114)
Ci’;lb _4 gj;?;jdz =0. (3.115)
De las ecuaciones anteriores se obtiene que by = j:mw\/m ,dy = imwm ,
c3=—15 d1 y az = l‘)"lz. Tomando by = ds = 4 la transformacion de coordenadas esta dada por

Q1 = mwq + 4p1,
Q2 = mwqs + 4p2,

2
mw* . 1 w 2
P = 3 3 2 e 2
1 12 q1 2m2wp1 2‘11101 m‘]lpla
2
mw 1 2
Py=——-¢ 2o — —qup?. 3.116
2 12 q7 — 2m2w pl 2‘]1101 lepl ( )

Utilizando la transformaciéon (3.116) en la ecuaciéon (3.107) se obtiene que la nueva funcién
hamiltoniana en funcién de las nuevas coordenadas y momentos generalizados puede escribirse

Ccomo
2
1( 1 |241 P, P
K=-|— 31 202 — 112m2w— + 17 | 2Q? — 112m2w—
2<98m[ “i- Ql\/ Gt (Ql "

2
1{ 1 [241
+5 <98m [ Q2 — 31Q2\/2Q§ - 112m2w@ +17 <2Q2 112m MQQ>D ,

esta funcion hamiltoniana no tiene coordenadas ignorables. Sin embargo, hay que destacar que ni
K ni la transformacion de coordenadas (3.116) depende explicitamente del tiempo, por lo tanto,
K esta asociada a una cantidad conservada C1, es decir,

K = (.

Por otra parte, utilizando la matriz M (3.99) en la ecuacion (2.25) con k = 2 se obtiene la cantidad
conservada

1 5 mw 2 1 5 mw 4 2
4+ = p2 4 = 11
<2mp1 2 ql) (2mp2 g &2 Ca, (3.117)

donde C y C5 son constantes. Utilizando la transformacion de coordenadas (3.116) en la ecuacion
(3.117) se concluye que

2
1({ 1 |241 P P
3 <98m l Q? — 31Q1\/2Q§ — 112m2w@ +17 (2@% - 112m2le)D

2

1 1 241
+- (98m [ Q5 — 31Q2\/2Q% - 112m2w@ + 17 (2@2 —112m w@)}) = C,,
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y por ende,
K =C,.

Aunque esto no proporciona informacion adicional, consiste en un ejemplo particular para mostrar
la utilidad de buscar transformaciones canonoides. Ademaés, se muestra una cantidad conservada
que, a diferencia de lo que sucede con los ejemplos anteriores, no es trivial, al contar la matriz M
(3.99) con entradas funcionalmente dependientes de g;, p;.
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Capitulo 4

Conclusiones

Se presentaron ocho ejemplos concretos de transformaciones canonoides, los cuales son escasos
en la literatura. En estos ejemplos se proponian dos de las cuatro expresiones de las transforma-
ciones de coordenadas para facilitar su obtencién, estando estas transformaciones de coordenadas
asociadas a cantidades conservadas.

Como se presento en el primer ejemplo, en caso de que haya simetria axial, es posible considerar
una transformacion de coordenadas en se aplique una reflexiéon a los momentos, en dicho caso la
transformaciéon es canonoide. En el ultimo ejemplo se considerd una matriz que no tiene entradas
constantes, con el fin de proponer una transformaciéon que esté asociada con una cantidad conser-
vada no trivial, como en los ejemplos anteriores. Finalmente, se considerd que ciertas expresiones
de las transformaciones de coordenadas dependieran de solo algunas de las viejas coordenadas y
momentos, con el fin de que el sistema de ecuaciones diferenciales parciales fuera mas simple y
permitiera encontrar alguna solucién particular.

La ventaja presentada al utilizar transformaciones canonoides es que permite amplicar la can-
tidad de opciones disponibles que hacen triviales a la funciéon hamiltoniana. Sin embargo, el no
contar con una funcién generatriz dificulta su obtencién. Ademas, no cualquier transformacion
canonoide proporciona una funciéon hamiltoniana més simple. Finalmente, no se trabajaron mas
ejemplos en que las entradas de la matriz M fueran funcionalmente dependientes de las variables
originales, que corresponden a los ejemplos en donde se obtiene mayor informacién del sistema al
presentarse varias cantidades conservadas asociadas al método empleado, debido a su dificultad.
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