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Resumen

Se presenta una forma alternativa para resolver las ecuaciones diferenciales asociadas a cuatro
sistemas mecanicos especificos: el oscilador armoénico isétropo bidimensional, una particula cargada
en un campo magnético uniforme, una particula en un campo gravitacional uniforme y el oscilador
armoénico repulsivo. Este método se basa en el uso de las simetrias variacionales y los nimeros
complejos, duales y dobles para hallar constantes de movimiento asociadas a dichos sistemas.
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Introduccion

Desde la publicacién de Philosophice naturalis principia mathematica a mediados del siglo XVII
por Isacc Newton, han surgido formalismos alternativos que intentan abordar el estudio de los
sistemas mecéanicos desde otro punto de vista. Algunos de estos formalismos resultan con ciertas
ventajas sobre otros, como es el caso del formalismo Lagrangiano, introducido por Joseph Louis de
Lagrange casi 100 anos después de la publicacién de la obra de Newton. En este nuevo formalismo,
Lagrange pone en segundo plano el aspecto geométrico de los problemas, dejando de lado el analisis
minucioso de todas las fuerzas que interacttian con los sistemas mecanicos que se estudian y fijando
su interés en el aspecto analitico de los problemas, proponiendo un método que se basa en hallar las
energias cinética (K) y potencial (U) para construir una funcién L denominada Lagrangiana, la cual
posee toda la informacién dindmica del sistema. Es importante mencionar que ambos formalismos
son totalmente equivalentes, ya que se basan en los mismos principios fisicos, sin embargo, en cada
caso se aborda con distintas herramientas matemaéticas pero ambos tienen un mismo objetivo, el
hallar las ecuaciones de movimiento que describen la evolucién de los sistemas mecanicos que se
estudian.

Para resolver las ecuaciones diferenciales asociadas a los sistemas mecénicos de interés existen
distintos métodos, dependiendo del tipo de ecuacién que se tenga. En este trabajo mostraremos
que el hallar constantes de movimiento para cada sistema mecéanico de interés, facilita la resolucion
de las ecuaciones diferenciales asociadas a estos. Para hallar dichas constantes, haremos uso de las
familias uniparamétricas de cambio de coordenadas (q;, t,) que son simetrias variacionales de L, lo
que quiere decir que cumplen con la ecuacién

’ dq; ’ dt, dqz

B dF(q;,t,s)
q1;7dt/7 )dt - (QH dt

L
( dt

9 t) +
Mostraremos también que con el uso de los niimeros complejos, duales y dobles, el hallar las
cantidades conservadas de los sistemas de interés que aqui se muestran, resulta mucho mas sencillo.
Comenzaremos con los nimeros complejos, definidos como z = 44y, con la propiedad de que 32 =
—1, estos se emplearian para abordar los ejemplos del oscilador armoénico isétropo bidimensional y
una particula cargada en un campo magnético uniforme, posteriormente, para el sistema de una
particula en un campo gravitacional uniforme emplearemos los nimeros duales definidos como
z = x + ey, con la propiedad de que €2 = 0, y finalmente, para el oscilador arménico repulsivo,
emplearemos los niimeros dobles definidos como z = x + jy, con la propiedad de que j2 = 1. En
cada caso, comenzaremos reescribiendo las ecuaciones diferenciales asociadas a nuestros sistemas
en términos de los nuevos nimeros, posteriormente, hallaremos una funciéon Lagrangiana asociada
a estas ecuaciones para, finalmente, hallar las cantidades conservadas asociadas a dichos sistemas.
Esta informacion sera empleada para solucionar las ecuaciones diferenciales, y se mostrara que con
este método, estas se pueden reescribir de una forma mas sencilla.
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Capitulo 1

Conceptos Basicos del Formalismo
Lagrangiano

La mecéanica Lagrangiana, llamada asi en honor a Joseph-Louis de Lagrange, ofrece una formu-
laciéon alternativa al enfoque Newtoniano de la mecénica clasica, esto permite que el estudio de los
sistemas mecénicos de interés resulte mas sencillo ya que, en muchos casos, es posible simplificar
de manera significativa los célculos necesarios para describir el comportamiento de dichos siste-
mas. A diferencia de la mecéanica de Newton, la mecanica Lagrangina se enfoca principalmente en
encontrar las energfas cinética (K) y potencial (U) asociadas al sistema y no en cada fuerza con la
que interactia, esto permite construir la funciéon Lagrangiana asociada al sistema, la cual, al ser
sustituida en las ecuaciones de Lagrange, nos permite calcular las ecuaciones de movimiento, mas
aun, la funciéon Lagrangiana nos permite obtener informacion adicional del sistema, en especial,
las simetrias que éste posee.

1.1. Principio de D’Alembert

Para estudiar los sistemas mecéanicos, es necesario clasificar las fuerzas presentes en dos grupos;
por un lado, las fuerzas de constriccion F"' | son aquellas que determinan la configuracion del
sistema, y por otro lado, las fuerzas aplicadas F*' son la suma de las fuerzas que actiian sobre
el cuerpo a-ésimo que no son fuerzas de constriccion. Las coordenadas generalizadas, que forman
un conjunto que contiene parametros numeéricos independientes entre si (g1, ..., g,) donde n es el
nimero de grados de libertad, nos permite describir la configuracién de nuestro sistema mecanico
en cada instante, ya que gracias a estas, es posible especificar la forma de los vectores de posicion
ro(q1, ..., qn) de cada uno de los cuerpos que conforman nuestro sistema mecénico. El principio de
D’Alembert establece que

N Or

ZFgonstr. 80‘ :07 a = 1,27,,,7N; iil,...,n (11)
qi

a=1

y, por lo tanto, de la segunda ley de Newton se sigue que

N or
D (ot ~ Fi') - 5 =0 (12)

a=1

donde el subindice « distingue a los cuerpos del sistema.



Conceptos Basicos del Formalismo Lagrangiano
1.2 Ecuaciones de Lagrange

1.2. Ecuaciones de Lagrange

Las ecuaciones de Lagrange son resultado de combinar el principio de D’Alembert y la segun-
da ley de Newton. En primer lugar, suponemos que los vectores de posiciéon de los cuerpos que
forman el sistema pueden ser escritos en términos de un conjunto de n parametros independientes
(q1,92, -, qn) y posiblemente del tiempo, es decir

ra(qiat) (13)

esto es equivalente a decir que los vectores de posicion satisfacen ciertas ecuaciones de constriccion.
Empleando el calculo vectorial se demuestra (ver p. ej. Referencia [1]) que la Ecuacion (1.2) se puede
escribir de la forma

doK 0K _

S ; 1.4
dt9¢;  0q; @ (14)
donde
Y1
K=" 5o Fa (1.5)
a=1
es la energia cinética del sistema y
al or
Qi = FZP1 Ritale 1.6
=5 o

Note que la energia cinética no depende de las coordenadas elegidas, mientras que ; si. En
muchos de los problemas que se abordan en la mecanica Lagrangiana, las fuerzas generalizadas son
derivables de un potencial, es decir, existe una funcién U(g;,t) de tal forma que

ou

@i = _3%’

(1.7)

La existencia del potencial no depende de las coordenadas empleadas sino que es una propiedad
del sistema mecanico que se estudia. Al sustituir la Ecuacion (1.7) en la Ecuacion (1.4) se tiene
que

d9(K-U)  9(K-U)

= 1.8
T P (18)
que puede ser escrito como,
d OL oL
el _ — 1.
#oq,  og (1.9)
donde
L=K-U (1.10)

La funcion L es conocida como la Lagrangiana del sistema y las Ecuaciones (1.9) son llamadas
la ecuaciones de Lagrange, las cuales, se pueden escribir de forma méas explicita como

0’L 0’L . o’L . 0L

9t0q 9,06 " 94,06 " 9q;

0 (1.11)

con suma implicita sobre indices repetidos.




Conceptos Basicos del Formalismo Lagrangiano
1.3 Lagrangiana Asociada a una EDO de Segundo Orden

1.3. Lagrangiana Asociada a una EDO de Segundo Orden

Un resultado importante del formalismo Lagrangiano es que para cualquier EDO de segundo
orden se pueden encontrar un numero infinito de funciones Lagrangianas que conducen a esa
ecuacion. Para hallar dichas funciones suponemos que

G=f(g:4,1) (1.12)

es una EDO de segundo orden, la cual, puede o no corresponder a un sistema mecénico. Ahora, al
sustituir la Ecuacion (1.12) en la Ecuacion (1.11) se tiene que

L 0L 9L L
; ) — — T — 1.13
05 " agagl T @) 5, =0 (1.13)

en la cual, buscamos una funcion L(q, ¢,t) que satisfaga la Ecuacién (1.3). Al definir

0’L
M= — 1.14
i (111
y al derivar la Ecuacion (1.13) se tiene que
oM  OM . . OM 0
7+7q+f(q,q7t)7.=—Mff (1.15)

ot Jdq a4 a4

la cual es una EDP lineal de primer orden para M (g, ¢,t). Esta ecuacion puede resolverse usando
el método de las caracteristicas de Lagrange, sin embargo, en algunos casos se puede encontrar una
solucion no trivial de manera sencilla. Notese que la Ecuacion (1.15) se puede escribir como

M _ Of

- 1.1
dt a4 (1.16)

y su solucién depende de la forma que tenga la funcion f.







Capitulo 2

Cantidades Conservadas

La funcién Lagrangiana provee de toda la informacién dinamica de un sistema mecanico, de
la cual se pueden deducir las ecuaciones de movimiento que determinan la evolucion del sistema.
Durante esta evolucion las 2n cantidades ¢; y ¢; (i = 1,2, ...,n) varian con el tiempo, sin embargo,
existen algunas funciones de estas cantidades cuyos valores permanecen constantes y solo depen-
den de las condiciones iniciales. Estas funciones son conocidas como constantes de movimiento e
independientemente de que tengan un significado fisico o geométrico, el conocer estas funciones
resulta util en la resolucién de las ecuaciones de movimiento.

En algunos casos las constantes de movimiento se pueden encontrar por simple inspeccién
cuando la funcion Lagrangiana no depende explicitamente del tiempo (ver ref. [4]) o tiene alguna
coordenada ignorable. Las coordenadas ignorables son aquellas que no aparecen de manera explicita
cuando escribimos la funcion Lagrangiana del sistema, sin embargo, el que exista una coordenada
ignorable no esta sujeto a la forma del sistema mecéanico sino que depende fuertemente del sistema
de coordenadas elegido. Como se verd méas adelante, una forma alternativa para hallar las constantes
de movimiento del sistema mecénico es buscar familias uniparamétricas de transformaciones de
coordenadas que dejen invariante a la funcion Lagrangiana.

2.1. Simetrias Variacionales
Se dice que L(g;, ¢;,t) es invariante bajo el reemplazo de ¢; — q;(qj7 t) si

sin embargo, nos interesaremos en una familia de cambio de coordenadas mas amplia dada por
qi:qz‘(qjatas)v t :t(q]atas)

llamada familia uniparamétrica de cambio de coordenadas, esto debido a que depende de un para-
metro s, el cual es un ntimero real. Una de estas familias es una simetria variacional de L si (ver
ref. [1])

g, 2 )2 iy dFlants) (2.2)
dt dt dt dt

donde F es alguna funcion. Estamos interesados en demostrar que, con cada familia uniparamétrica

de simetrias variacionales para una Lagrangiana dada, se puede hallar cierta cantidad conservada,

para ello, supondremos que tenemos una familia uniparamétrica que es simetria variacional de
L(qi, g, t) para la cual cuando s = 0 se tiene que

Q;(qjat70):% t/(qj7t70):t



Cantidades Conservadas
2.1 Simetrias Variacionales

al derivar parcialmente en ambos lados a la Ecuacion (2.2) respecto de s y evaluar en s = 0 se

tiene
70 0q; 0s \ dt’ . Os \ dt . - 9s\ dt

aqui, conviene definir

oL
ot Os

AL g,

94; Os (2.3)

s=0 s=0

_dq| _ ot _ _oF _
mn = Js — nz(qj?t)7 5 = 78 - f(q]at>7 G= 78 - G(q“t> (24)
s=0 s=0
lo cual conduce a oL oL /d de oL i dG
T .
—n; — = - L= == 2.
g " Jraqi(dt th>+ T TR 25)

en este caso si las n + 1 funciones 7; y £ satisfacen la ecuacion anterior, se dice que son los
generadores infinitesimales de una simetria variacional. Para mostrar que con cualquier familia
de simetrias variacionales se puede hallar una cantidad conservada usaremos el hecho de que, la

Ecuacion (2.5) se puede reescribir como
d | 0L oL d 0L 0L
—|=n—-¢l4d=—-L|-G|=|m—-¢&||—- — 2.6
dt laqzﬁ §<q 94 > <77 s ) (dt 94 5%) (26)

que cuando las ecuaciones de Lagrange se cumplen, es decir

4oL oL
dtdg g

OL OL
. _ 3 L=
n; a4, ¢ <qz a4, ) G

lo que significa que lo que esta dentro de los corchetes se conserva, ya que su derivada con respecto
al tiempo vale cero, y se denota por 1

0L . OL
1/127718_5<Qiaq—L> -G (2.9)

(2.7)

se tiene que

d

= =0 (2.8)

Qi %

Noétese que la funcion 1 puede depender solo de ¢, ¢ vy t.




Capitulo 3

Aplicaciones

3.1. Numeros complejos

Un ntmero complejo, denotado por z, se define como
z=x+ 1wy

donde z,y € R y el niimero imaginario 7 tiene la propiedad de que i = —1. Estos ntimeros forman
un campo no ordenado y su utilidad en este caso radica en que, al buscar las simetrias de algunos
sistemas fisicos de interés, se logran importantes simplificaciones algebraicas.

3.1.1. Oscilador Armoénico Is6tropo Bidimensional

Consideremos un cuerpo de masa m y a su vector de posicion 7 que, en coordenadas cartesianas,
tiene la forma

—

. ~ A T . n L.
=i+ yj — =E1+9j (3.1)
dt
La energia cinética K y potencial U del sistema estan dadas por
1 1
K= im(a':2 +97), U= imwz(a:Q +9?) (3.2)

por lo tanto, la funcién Lagrangiana del sistema tiene la forma

L= %m[:’cz + 9?7 — W2 (2? 4+ )] (33)

sustituyendo a L en las ecuaciones de Lagrange tenemos

d (0{gmli® +9° —w?(@® + )]} ofgmli® +57 — (@ +¢°)]}
it 0 B Oz

22 =0

= mi + mw

(3.4)

= mij + mw?y =0

d (a{;mw +9% — wi(a? +y2>]}> Co{dmli® + 9% — 2@+ )]}
dt Y dy

que son las ecuaciones de movimiento de nuestro sistema. La definiciéon z = x + iy nos permite
escribir las ecuaciones (3.4) como una sola

mi = —mw?z (3.5)



Aplicaciones
3.1 Nameros complejos

Para hallar a la funcién Lagrangiana, £, que nos genere la Ecuacion (3.5) emplearemos lo visto en
la Seccion 1.3. En este caso Z = f(z, 2,t), y como f no depende explicitamente de Z entonces

oM oM oM
4+ i) —— = ]
T G+ f(q,4:1) 9 (3.6)
y por lo tanto,
dM
- 3.7
dt 0 (87)

lo cual nos permite encontrar una solucion para la Ecuacion (3.6) ya que M = «, donde « es una
constante por determinar. Al emplear Ecuaciéon (1.14) se tiene que

1
L= §az2 +gi+h (3.8)
donde g = g(z,t) y h(z,t). Sustituyendo a L en las ecuaciones de Lagrange, se encuentra que

O(3kz*+ g2+ h)

d la(;kﬁ +gi+h)

dt 0z 0z
dif,. .09 Oh _ (3.9)
dt (szrg) Z@z 0z 0
., 09 Oh _

donde al hacer g = 0, por conveniencia, y sustituir el valor de Z, dado por la Ecuacion (3.5), se
tiene que

oh 1
—kzw? = — — h = —=kw?2? (3.10)
0z 2
Sustituyendo el valor de h en la ecuacion (3.9), y comparando con la ecuacion (3.5), se ve que al
hacer o = m se tiene que
1 1
L=-mi— —mw?2? (3.11)
2 2
que es una Lagrangiana compleja del sistema mecanico.
Para hallar las cantidades conservadas de nuestro sistema mecanico sustituimos a £ en la
Ecuacién (2.5), para esto, conviene factorizar a (3m) y renombrarlo como k

8[k(228q‘w222)]m N 8[k(228q.‘w222)] (ix L Zf) IS ;tw%z?)] e
i i (3.12)

. ¢ dG

2 2.2y05 _ db

[k(2° —w®2?)] il

que desarrollando y simplificando lleva a,
on 0€ | .o on 9 20E | . 06 4 5 2 206 0G  0G

[2kaz kat 25+ 2k8t kwz 5, | ¢ kazz 2kw?zn — kw*z 5 = B + 5, - (3.13)




Aplicaciones
3.1 Nameros complejos

y al igualar los polinomios en la variable Z que aparecen en ambos miembros de la ecuacién, se
obtienen las siguientes igualdades

23
— — 3.14
5, =0 (3.14)
on  0&
A R 3.15
282 ot 0 (8.15)
on 5 206 OG
hd = 2= 3.16
A T M (3.16)
—2kw?zn — kaZQ% _ % (3.17)

ot ot
la Ecuacion (3.14) implica que £ = A(t), donde A(t) es una funcion que depende solo del tiempo
y de la Ecuacion (3.15) se tiene que

n=—-—z+ B(t) (3.18)

donde B(t) es una funcién que también depende Gnicamente del tiempo. De las Ecuaciones (3.16)
y (3.17) se puede ver que

oc  (&£2A  _aB) oG ,(dA

En este punto, resulta importante destacar que la condiciéon de que las derivadas cruzadas de la
funcién G sean iguales entre si es una condicién que hemos impuesto, en este caso, esto conduce a
que
d3A d’B dA
——— 24 2—— = —2w*B — 4w?—2 (3.20)
dt3 dt? dt
y al igualar los polinomios en la variable z que aparecen en ambos miembros de la ecuacién se
obtiene que

d3A dA
_ g 204 3.21
i Y (3:21)
d2B

La Ecuacion (3.21) es una ecuacion diferencial lineal ordinaria de tercer orden y la Ecuacion (3.22)
es una ecuacion diferencial lineal ordinaria de segundo orden, las cuales, tienen como solucion (ver

ref. [3])
A(t) = crecos(2wt) + cosin(2wt) + ¢z,  B(t) = (ca + ics)cos(wt) + (g + icy)sin(wt) (3.23)
respectivamente, por lo tanto, las funciones £ y n tienen la forma
& = c1cos(2wt) + cosin(2wt) + c3 (3.24)
N = —wz[ersin(2wt) — cacos(2wt)] + (cq + ics)cos(wt) + (cg + icr)sin(wt) (3.25)
Para hallar la funciéon G usamos que

oG 1 d?A dB




Aplicaciones
3.1 Nameros complejos

aa
ot

= —mw?[—2ciwsin(2wt)z? + 2cowcos(2wt) 22+
(ca + ics)cos(wt)z + (¢ + icr)sin(wt)z]  (3.27)
donde se ha sustituido el valor de k = %m. Al desarrollar las derivadas tenemos que
G = m{—w?2?[c1cos(2wt) + cosin(2wt)] — (¢4 + ics)wzsin(wt) + (¢ + icr)wzcos(wt)}  (3.28)
por lo tanto, la funcién 1 esta dada por
¥ = {—wzle1sin(2wt) — cacos(2wt)] + (cq + ics)cos(wt) + (cg + icy)sin(wt) H{mz}—
{c1cos(2wt) + cosin(2wt) + c;;}{%mz'z + %mwng)}—
{~w?22[c1c08(2wt) + casin(2wt)] — (c4 + ics)wzsin(wt) + (cg + icr)wzcos(wt)}  (3.29)

donde ¢, ¢, ..., c7 son constantes reales arbitrarias. Para hallar las cantidades conservadas, hacemos
a cada una de las siete constantes igual a uno, y el resto igual a cero, por lo que se obtiene

Y1 = —mwzzsin(2wt) + cos(2wt) %m(w222 - zQ)] (3.30)
1o = wmzzcos(2wt) — %msin(th) (3% 4+ w?2?) + mw?2%sin(2wt) (3.31)
Y3 = —%m(ér2 +w?2?) (3.32)
g = mzcos(2wt) + mwzsin(wt) (3.33)
5 = imcos(wt)Z + wzsin(wt)] (3.34)
e = m[—wzcos(wt) + sin(wt)Z] (3.35)
7 = im][zsin(wt) — wzcos(wt)] (3.36)

donde las funciones 1; son las cantidades conservadas para la funcién L. Notese que para demostrar
que las funciones anteriores corresponden a constantes de movimiento, es necesario mostrar que la
derivada respecto al tiempo para cada funciéon ¥ es cero, si tomamos a 11 y la derivamos respecto
del tiempo

dipy

= —2w?mzicos(2wt) — mwsin(2wt) (2% + ?)

(3.37)
= cos(2wt)[—mzE — w?mz2] — sin(2wt)[mwzz + mw?2?]

al usar la Ecuacion (3.5) se puede mostrar que las cantidades dentro de los corchetes son cero y
por lo tanto, como se esperaba, la derivada temporal es cero. Analogamente, esto se puede hacer
para cada funcién .

Debemos tomar en cuenta que las funciones 1 no necesariamente corresponden a cantidades de
interés fisico o geométrico, sin embargo, nuestro interés ahora se centra en usarlas para resolver las
ecuaciones diferenciales de nuestro sistema mecéanico. Al tomar 4 se tiene que

Zecos(wt) + wzsin(wt) = ¢ (3.38)
que es una ecuacion lineal ordinaria de primer grado que tiene como solucién

z = aycos(wt) + agsin(wt) (3.39)
Al regresar a las coordenadas xy se llega a que

x = cycos(wt) + cosin(wt) (3.40)
y = cgcos(wt) + cysin(wt) (3.41)

10



Aplicaciones
3.1 Nameros complejos

Notese que en este problema la ventaja de encontrar las cantidades conservadas radica en que
se paso de tener que resolver una ecuacion linear ordinaria de segundo orden (Ecuacion 3.5) a
resolver una ecuacion lineal ordinaria de primer orden (Ecuacion 3.38)

3.1.2. Particula Cargada en un Campo Magnético Uniforme

Consideremos una particula cargada inmersa en un campo magnético uniforme, la fuerza que
la particula experimenta esta dada por

e s e
F:— U B = -
C(fU>< ) Cc

k
e A
z :EBO(yz—xj)

O R
O <

By

donde m es la masa de la particula, c es la velocidad de la luz, e es la carga de la particula y By es
la magnitud del campo magnético a lo largo del eje 2. Las ecuaciones de movimiento, por lo tanto,
tienen la forma

mi = mw.y, mij = —mwex, (3.42)

donde .
We = — BO
me

al usar nuevamente la definicion de niimero complejo, podemos escribir las ecuaciones de movi-
miento en una sola
mzZ = —miwe (3.43)

que es una ecuacion diferencial ordinaria de sequndo orden.
Para encontrar una Lagrangiana que nos genere la Ecuaciéon 3.43 usaremos que

oM oM oM oM
e — =-M— 3.44
ar Cor ez GE (3.44)
donde f(z,%,t) = —iw.2. Al proponer a M = me“=" la Ecuacion (3.44) se cumple idénticamente,
por lo tanto, al usar la Ecuacion (1.14) se tiene que
1 22 Jiwet s
L= SmeTet +gz+h (3.45)
donde g = g(z,t) y h = h(z,t). Al sustituir a £ en las ecuaciones de Lagrange
- dg Oh
wed + £)eet = 4 — =0 3.46
(we + 2)e*et + prien (3.46)
y al tomar a g y h igual a cero se tiene que
1 .
L= 5mewz2 (3.47)
que es una funciéon Lagrangiana compleja para nuestro sistema mecénico.
Para hallar las funciones 7, £ y G sustituimos £ en la Ecuacion (2.5)
oot s [ O .ON m 4.0 08 .0 M. ot oG . 0G
wet iwet 32 iwet 32
c —_ — - c — — — < = — —_— 348
me Z<8t+282> 2 ¢ Z(at“az T = B A (3:48)
donde al desarrollar se tiene
: on o (0n 10& 1. 10¢ . oG  0G .
twet 2 3
tli— — — =4 = —— = =—+ — 3.49
me [Zat” (82 2ot T2 ) ee | T T et (3:49)
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y al igualar los polinomios en la variable Z que aparecen en ambos miembros de la ecuacién tenemos

% =0 (3.50)
% - %% + liwcf =0 (3.51)
W% = % (3.52)
de las Ecuaciones (3.50) y (3.52) se tiene que
£=A() (3.53)
n= %%z ;iwcAz + B(t) (3.54)

donde las funciones A y B dependen tunicamente del tiempo.
En este punto, exigimos que las derivadas parciales cruzadas de la funcién G sean iguales entre
si, de donde se obtiene que

1d°A  w?dA _dB d*’B
[th?’—I_th:|Z+ [ZOJC I —|—dt2:| =0 (3.55)

y al igualar los polinomios en la variable z que aparecen en ambos miembros de la ecuacion se
encuentra que

A ,dA d*B dB
3 — =0 5 tiwe——=0 3.56
a Y ’ dt? i dt (3.56)
por lo tanto
A(t) = crcos(wet) + casin(wet) + c3 (3.57)

donde c1, co y c3 son constantes reales y
B(t) = ¢4+ ics + (cg +icy)e” ™! (3.58)

donde cy4, ..., c7 son constantes reales.
De las Ecuaciones (3.50-3.52), (3.57) y (3.58) se encuentra que

& = c1co8(wet) + cosin(wet) + c3 (3.59)
1 . . .
n= iwcz(—clie*“"“t + cge ™"t — c3i) + g +ics + (cg + dcr)e et (3.60)
2,2

G=m|—(c1 +ic)

— (c6 + icr)iwez (3.61)

Para hallar las cantidades conservadas es necesario sustituir a n, £, G y £ en la Ecuacion (2.9),
y se obtiene que

¥ = {—wzlcrsin(2wt) — cacos(2wt)] + (cq + z'%)cos(wt) + (cs + icy)sin(wt) H{mz}—
{c1cos(2wt) + cosin(2wt) + 03}{ mz* + mw 22—
{—w?2%[cicos(2wt) + cosin(2wt)] — (cq + lc5)wzssm(wt) + (c6 + icr)wzcos(wt)}  (3.62)

Veamos que no es necesario calcular todas las cantidades conservadas, de hecho, el objetivo de
usar las simetrias variacionales es el de simplificar los calculos, por ello, veremos que si hacemos a
c4 = 1 y todas las demés constantes igual a cero, se tiene que

hy = me'¥els (3.63)
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que es una cantidad conservada.
Al usar la definicion de z y de la funcién exponencial compleja
i

e'* = cos(a) + isin(a)

donde i es la unidad imaginaria, se puede ver que como 4 es una constante, su derivada respecto
del tiempo debe ser igual a cero, mas atn

teos(wet) + disin(wet) + gicos(wet) — ysin(w.t) = A (3.64)
donde X\ = Ay + i)\, Al separar la parte real y la parte compleja se encuentra que

zeos(wet) — ysin(wet) = Ay (3.65)
#sin(wet) + geos(wet) = Mg (3.66)

que es un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden que tiene como soluciéon

x = A1 + c1sin(wet) — cocos(wet) (3.67)
Yy = Ao + cosin(wet) + ¢1cos(wet) (3.68)

Para este sistema mecanico se pas6 de resolver un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de
sequndo orden a un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden.

3.2. Numeros Duales
Un ntmero dual, denotado por z, se define (ver ref. [2]) como
Z=x+ey

donde z,y € R y ¢ tiene la propiedad de que €2 = 0. En esta seccién, se mostrara que su uso es
atil en la busqueda de cantidades conservadas.

3.2.1. Particula en un Campo Gravitacional Uniforme

Consideremos una particula de masa m, situada en un campo gravitacional uniforme en la
direccion del vector j, las fuerzas que actian sobre dicha particula estan dadas por

Fy, = —mg, F,=0 (3.69)

de donde se deducen las ecuaciones de movimiento para nuestro sistema mecanico, que en coorde-
nadas cartesianas tienen la forma

md = 0, my = —mg (3.70)

donde g es la aceleracion gravitacional. Al emplear la definicion z = x + ey las ecuaciones (3.70)
se pueden escribir como una sola

mzZ = —emyg (3.71)

Para hallar la funcion Lagrangiana que nos genere la ecuacion (3.71) usamos que

0*L

Y (3.72)
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donde M debe satisfacer la ecuacion

dM af
= M-=L 3.73
dt 0z ( )
donde f(z,2,t) no depende explicitamente de 2, por lo tanto
dM
=0 3.74
7 (3.74)

y esto resulta conveniente para hallar la solucion de la ecuacion (3.72), ya que M = k, donde k es
una constante por determinar. Ahora es facil ver que

1
L= §k22 +wi+h (3.75)

donde w = w(z,t) y h = h(z,t). Al sustituir a £ en las ecuaciones de Lagrange

d [0(5kz% +wi+h)]  O(3k3% +wi+ h)

el — =0 3.76
dt 0z 0z ( )
se puede ver que,
ow 0Oh
kZ4+ ———=0 3.77
T oz (3.77)
y al hacer, por conveniencia, w = 0 tenemos que
oh
kZ=— 3.78
i= (3.78)
Note que, para que £ nos genere la ecuacion (3.71), podemos hacer k = m y
oh
0z
es decir,
h=—emgz (3.80)
por lo tanto,
L= %732 —emgz (3.81)

que es una funciéon Lagrangiana en término de los ntiimeros duales.
Para hallar las cantidades conservadas de nuestro sistema mecénico, sustituimos a £ en la
Ecuacion (2.5)

L (dn . dE m .o d¢  dG
emgn + mz <dt Zdt> + ( 5 ? Emgz) il (3.82)
que al desarrollar se tiene
on . on., moE., mo 4 o0& . 0G 0G,
_ - ZHg2 2252 P53 - _ == 4 = 3.83
UL TR =l Tl L L G Rl TR S

y al igualar los coeficientes de los polinomios en la variable Z de la ecuacion (3.83), encontramos
que
moE

_IYs 3.84
2 0z 0 ( )
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esto implica que

£=A(l) (3.85)
donde A es una funcién real de una sola variable.
m% - %% =0 (3.86)
00 s _ 00 a0
—emgn — 5mgz% = aa—ct; (3.88)

De las Ecuaciones (3.86) y (3.87) se puede ver que

n=29 "1 g (3.89)

donde B y A son funciones que dependen solo de t.
Al emplear condicién de igualdad entre las derivadas parciales cruzadas de G y las Ecuaciones
(3.87) y (3.88) se encuentra que

LA B egdA
2 dt dt 2 dt

(3.90)

de donde, al igualar los polinomios en la variable z que aparecen en ambos miembros de la ecuacion
se llega a que

%‘% - (3.91)
2
% - _?;59 % (3.92)
de ahi que

A = crt? + cgt + 3 (3.93)
B = —59(;(17253 + icﬁz@) + (cats)t + (c1 + eca) (3.94)

y por lo tanto
§ = crt® + cot + 3 (3.95)
n = z(crt + %cﬁ) - €g<;C7t3 + i06t2> + (cat+5)t + (1 + eca) (3.96)
G = m[—ciegt + c4(z — %z—:th) + csez — gcm‘gtz + 67(322 - gsth,z)] (3.97)

La funcion 1 esta dada por

1 1 3
= {z(crt + 566) — £g<207t3 + 466t2) + (cats)t + (1 + eca) H{mz}

m,
{—{crt? + cot + 63}{522 +emgz} — m[—ciegt+}

1 2 1 3
{ca(z — 559252) + csez — §C6€gt2 + C7(52’2 - iegtzz)]} (3.98)
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Al tomar a ¢; = 1 y todas las demas constantes igual al cero se tiene que
mz + megt = A (3.99)

donde A = A1 + €Aq. De la ecuacién anterior se puede hallar que

=c (3.100)
Yy =—gt+cy (3.101)
que tienen como solucién
x=cit+co (3.102)
L 9
y=—59" tattc (3.103)

Como en los ejemplos anteriores, el uso de los nimeros duales en este caso, nos ayudé a reducir el
orden de las ecuaciones diferenciales asociadas al sistema, pasando de ecuaciones de segundo orden
orden a ecuaciones de primer orden.

3.3. Numeros Dobles

Un namero doble, denotado por z, se define (ver ref. [2])como
z=x+jy

donde z,y € R y j tiene la propiedad de que j? = 1. En esta seccién, se mostrara que su uso es de
utilidad en la busqueda de cantidades conservadas.

3.3.1. Oscilador Armoénico Repulsivo

En este ejemplo, el vector de posicién de nuestro sistema mecanico estd dado por r = i + ¥j
y su energia cinética (K) y potencial U tienen la forma

1 1
K= im(jCQ +92), U= —imwQ(xQ +?) (3.104)

donde m es la masa de la particula y w es una constante real.
La funcion Lagrangiana tiene la forma

1
L= am[i‘Q + 9% 4 w? (2 + 7 (3.105)

la cual, se puede emplear para calcular las ecuaciones de movimiento del sistema, que estan dadas
por

mi = mw?x (3.106)

mij = mw?y (3.107)
las cuales, utilizando la definicién de niimero doble, se pueden escribir como una sola
m3 = mw?z (3.108)

Para hallar la funcién Lagrangiana que nos genere la Ecuacion (3.108) emplearemos la Ecuacion
(1.6), en la cual, f(z,%,t) = w?z y como f no depende explicitamente de Z, se encuentra que

1
L= 51@,? +gi+h (3.109)
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donde g = g(z,t), h = (2,t) y k es una constante. Al sustituir a £ en las ecuaciones de Lagrange
se encuentra que

1
L= 5m(z‘2 + w?2?) (3.110)
la cual, es una funciéon Lagrangiana en términos de los nimeros dobles para nuestro sistema me-

canico.
Al sustituir a £ en la Ecuacion (2.5) se tiene que

1 853 on 1 0&\ ., on 1 508 4
2"M9." +<maz 2o ) S\ T g ) At
1
mw?nz + —mw? %22 %—l—%z (3.111)

2 0z ot ot

De lo anterior, al igualar los polinomios en la variable Z que aparecen en ambos miembros de la
ecuacion, se encuentra que

% =0, — £=A) (3.112)
N VT s

?Z (?Tf (3.114)

(zn+ %% ) _ %L: (3.115)

Ahora, al imponer la condicién de igualdad entre las parciales cruzadas de la funcion G, se encuentra
que

1A &°B ,dA , ,dA
m <2dt32+ dt2> = mw Ez—i—mw B+ mw G (3.116)

y al igualar los polinomios en la variable z que aparecen en ambos miembros de la ecuacién se halla
que

% =w’B (3.117)
‘%‘ = 40.;2% (3.118)
Las ecuaciones anteriores tienen como solucién

A(t) = c1€®" + cge 2 4¢3, B(t) = (cq + jes)e“t + (cg + jer)e ! (3.119)

donde ¢, ..., 7 son numros reales. Las expresiones para £, 77, y G tienen la forma
E=cre® e gy (3.120)
n= %(20@@2“” — 2cowe™ M) 2 + (cq + jes)e?t + (g + jer)e (3.121)
G = mw?2%(c1e®" + coe™ %) + mawl(cy + jes)e®t — (ce + jer)e ™Y (3.122)

Al sustituir a £, n, £, y G en la funcién ) se encuentra que

1
P = [5(201we2“t — 202we_2“t)z + (cq + jes)e®t + (e + jer)e @t [mz]—

c1 2wt+026 2wt+03[ mz2—§mw222]
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{mw?22 (et + coe™ ") + maw|(ca + jes)e”t — (cs + jer)e @} (3.123)

donde al hacer ¢4 = 0, y todas las demas constantes igual a cero,
P =me*t (2 — 2w)

que es una constante de movimiento.
De la ecuacion
(2 — 2w) = oy + jas,

se sigue que

et (& —wz) = o

ey — wy) = ag

que tienen como solucion (ver ref. [3])

x=a1et + age vt

y — a3ewt +a4€—wt

donde aq, ..., a4 son ntmeros reales.

(3.124)

(3.125)

(3.126)
(3.127)

(3.128)
(3.129)

Como se puede ver en este ejemplo, el emplear el uso de las cantidades conservadas, hace posible
que las ecuaciones diferenciales del sistema pasen de ser de segundo a primer orden, lo que facilita
su resolucion. Nétese que es importante el elegir una cantidad conservada adecuada, ya que en caso

contrario las ecuaciones diferenciales pueden complicarse.
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Capitulo 4

Conclusiones

Durante el desarrollo de este trabajo se ha visto que el formalismo Lagrangiano ha sido de
gran utilidad para hallar las ecuaciones diferenciales asociadas a cada sistema mecénico, esto, en
contraste con la mecéanica de Newton, en la cual, los métodos que se emplean estan fuertemente
ligados a la geometria del sistema, y en algunas ocasiones, puede resultar més laboriosos el hallar
dichas ecuaciones. El uso de los ntiimeros complejos, duales y dobles nos ha permitido escribir las
ecuaciones diferenciales asociadas a cada sistema de una manera mas simple, esto resulta util a la
hora de hallar las cantidades conservadas mediante el uso simetrias variacionales. Veamos que en
el Ejemplo (3.1.2 Particula Cargada en un Campo Magnético Uniforme) se puede ver que
al sustituir la Ecuacion (3.43) en la Ecuacion (2.5) se obtienen las Ecuaciones(3.50-3.52), que son
solo tres ecuaciones, mientras que si utilizamos las Ecuaciones (3.42), que estan en sus coordenadas
originales zy, se encontrarian las condiciones

3
%—O
43
o =0
Om 106
or 20t
Oy 106 _
oy 20t
O 10my _
oy 2 0z
59771+(772_772_ 8771> 1 0G
ot 0 m Oz
oy we [ M Ona 1 0G
at+2<a_m ) -
72 8771 1 0G
2<8t > m ot

que son 8 ecuaciones que pueden resultar mas laboriosas.
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