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Resumen

En este trabajo se desarrolla el andlisis hamiltoniano del acoplamiento de Relatividad General
mas Chern-Simons y posteriormente se analiza el estado generalizado de Kodama. Se considera
como primer caso la accién de Palatini acoplada con el término topoldgico de Chern-Simons y se
hace uso de un pardametro de tipo Barbero-Immirzi real; se obtienen las constricciones de la teoria
asi como los paréntesis de Dirac para las variables canénicas. En el segundo caso se estudia el
estado generalizado de Kodama constituido por la accién de Chern-Simons, Chern-Simons dual
y el término topolégico de Nieh-Yan. Dicho estado depende de una conexiéon y de una tétrada, a
diferencia del estado original de Kodama que sélo depende de la conexion. Se conoce en la literatura
que el estado original de Kodama vista como una teoria de campo en 3 dimensiones, carece de
grados de libertad fisicos. De esta manera, en este trabajo se desarrolla el anélisis hamiltoniano
de la teoria asociada al estado generalizado de Kodama para conocer las simetrias relevantes de la
teoria. Para permitir un céalculo directo en este caso, se hace una descomposicién de la conexién
en términos de sus partes autodual y anti-autodual.
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Introduccion

Las teorfas de unificaciéon no son un tépico nuevo en la fisica. Desde principios del siglo XX con
el surgimiento de la teoria cuantica, la teoria de la Relatividad de Einstein, y el refinamiento de
la teoria electromagnética, surgié la idea de tener una teoria completa que las englobara a todas
ellas.

Uno de los grandes problemas que ha surgido es que Mecanica Cuéntica (MC) y Relatividad Ge-
neral (RG) tienen enfoques conceptuales distintos y aunque ambas estan fundadas en conceptos
profundos bien establecidos, es necesario ampliar sus dominios para estudiar fenémenos que in-
volucren problemas tanto de cardcter cuantico asi como de caracter gravitacional. Por un lado,
el modelo estdandar y sus extensiones han probado de manera eficaz la empatia existente entre la
relatividad especial y la mecdnica cuantica, y por lo tanto seria razonable que esta concordancia
existiera también con la contraparte gravitacional.

La importancia de lograr este objetivo radica en que, si existe un modo eficaz para cuantizar
RG, esto implicaria la existencia de la particula de interaccién gravitatoria: el gravitén. Aunque
siendo honestos, esta seria una de tantas metas que podrian lograrse durante este proceso. Funda-
mentalmente, el entendimiento profundo del fenémeno gravitacional podria arrojar respuestas que
muestren la pauta hacia nueva fisica.

Desde principios de los 80 se dié un auge en la conceptualizaciéon de Relatividad General como
una teoria de campos. Con los trabajos de Sen y Ashtekar [1], el objetivo consistié en un nuevo
entendimiento de sus fundamentos sin hacer uso de conceptos adicionales tales como dimensiones
extra o la introduccién de nuevos grados de libertad de manera artificial, sino que se emplearon
los principios bésicos de RG y la teorfa cudntica de campos [2]. Uno de los principales pilares
para esta reformulacién, consistié en entender la invariancia ante difeomorfismos de Relatividad
General (el grupo de simetria de la teorfa), lo que condujo a establecer que la métrica no podia
conceptualizarse desde un punto de vista fijo, sino dindmico. Este es el enfoque de loop quantum
gravity, el cual se basa en hamiltonizar RG para posteriormente realizar una cuantizacién candénica
de la teorfa.

Sin embargo, este desarrollo no se ha presentado sin la aparicién de obstdculos. Es decir, los con-
ceptos que han surgido bajo este enfoque no encajan directamente con aquellos que ya se tenian
en la teoria cuantica de campos usual, los cuales han probado ser existosos no solo a nivel teérico
sino experimental. Lo anterior implica la necesidad de crear un entendimiento méas profundo que
permita conciliar las dos concepciones: la gravitatoria y la cudntica.

Uno de los resultados més sorprendentes ha sido el de proponer a RG como una teoria independien-
te del fondo, pues es bien sabido que la teoria se construye tomando a la métrica como concepto
fundamental en sus ecuaciones. Aunque lo anterior parece contradictorio, puede entenderse toman-
do en cuenta que dado que la teoria es invariante ante difeomorfismos, el especificar una métrica
rompe las simetrias de RG, lo cual no es algo permisible bajo esta formulacion.

Ademis, los modelos cosmoldgicos que existen en la actualidad, indican la necesidad de este enfo-
que, pues las observaciones hechas sugieren que el espacio-tiempo es discreto a la escala de Planck,
pues los fenémenos cudntico-gravitatorios (por ejemplo agujeros negros) parecen tener este com-
portamiento [3].

Hay que observar que Relatividad General es una teorfa singular, i.e., una teorfa con constriccio-
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nes en su dindmica. Es por lo tanto necesario hacer uso del algoritmo de Dirac-Bergmann para
sistemas singulares y es esencial tomar en cuenta que el entender los conceptos que surgen median-
te el proceso de hamiltonizacién no es trivial. Por un lado, las constricciones como tal , pueden
aparecer en un sistema fisico arbitrario, y es importante identificarlas, pues los grados de libertad
del sistema se ven modificados por ellas. Por otro lado en el caso de RG, la presencia de éstas
puede provenir mediante la inclusién de términos de caracter topologico. Los términos topoldgicos
no poseen grados de libertad, y sin embargo modifican la dindmica del sistema [4, 5].

Es importante observar que aunque las ecuaciones de movimiento para RG estdan bien establecidas,
en realidad la lagrangiana de la teoria puede sufrir modificaciones a través de estos términos que
no contribuyen en nada a las ecuaciones de movimiento, y aunque en principio, no aportan nada
a la dindamica del sistema a nivel cldsico, esto no querria decir que lagrangianas con las mismas
ecuaciones, representen la misma teoria. A nivel cudntico la situacién es ain maés delicada pues
estos términos si determinan distintos tipos de posibles cuantizaciones para la teoria, y ademaés
modifican las constricciones del sistema.

Por otra parte, la dindmica en 4 dimensiones vuelve todo més complejo, por lo que ha sido nece-
sario abordar la problematica tratdndola de manera un poco menos ambiciosa, usando modelos no
en 4 dimensiones, sino en 3, de tal modo que los resultados que se obtengan a este nivel indiquen
la pauta que deba de seguirse para buscar las simetrias en la teoria formal cuadridimensional.
Esto al contrario de restringir los resultados, permite observar qué propiedades se preservan de un
modelo a otro, lo que implica identificar a aquellas que posean un caracter mas general. Por lo
anterior, nuestro trabajo consistira en hacer uso de un modelo tridimensional en el cual se desarro-
llara el andlisis de la simetrias; aunque este modelo se le suele llamar “de juguete”, la informacién
que surja de este desarrollo nos ayudard a definir las simetrias que gobiernan al sistema dindmico.
Con todo lo anterior a la mano, podemos entonces hablar de cémo esta organizado este trabajo:
en el primer Capitulo hacemos una revision del algoritmo de Dirac-Bergmann para sistemas singu-
lares, debido a que RG es una teoria que presenta restricciones. En el segundo Capitulo se revisan
los conceptos necesarios sobre variedades y formas diferenciales, que serviran para replantear la
formulacion usual de Relatividad General en términos de un lenguaje sin uso de la métrica.

En el tercer Capitulo se estudia la formulaciéon de Palatini para RG, la cual consiste en proyectar la
teoria a un sistema rigido de referencia, el cual sustituira el uso de la métrica. En el cuarto Capitulo
se desarrolla el acoplamiento de Relatividad General con el término topolégico de Chern-Simons
haciendo uso de SU(2) como grupo interno, y se obtienen los paréntesis de Dirac que en trabajos
posteriores se usardn para la identificacion de las observables del sistema. En la siguiente seccion se
desarrolla el andlisis del estado de Kodama; se da una introducién breve de cémo estd construido
este estado, y se habla un poco de los factores que permiten el definirlo como un estado fisico.
Posteriormente se analizan las simetrias de la teoria de norma asociada al estado generalizado
de Kodama, que se construye con el acoplamiento de los términos topolégicos de Chern-Simons,
Chern-Simons dual y Nieh-Yan. Para este caso se usa como grupo interno a SO(3,1) lo que ayu-
dard a definir el término topolégico de Chern-Simons dual en esta representacion.

Para que las simetrias de la teoria puedan reducirse de manera més rdapida, se transforma el aco-
plamiento a un caso mas sencillo que permita identificar sus constricciones. El caso al que se reduce
este problema es a uno del tipo de gravedad exdtica [4].

Finalmente en el Ultimo capitulo se dan las conclusiones obtenidas en el desarrollo de este trabajo,
asi como las perspectivas que se tienen bajo esta formulacion.
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Capitulo 1

Formalismo hamiltoniano para
sistemas singulares: algoritmo de
Dirac-Bergmann

En el contexto de la mecénica clasica analitica, existen dos formulaciones fundamentales que
desarrollan un estudio estricto de los sitemas mecanicos: la formulaciéon de Lagrange y la de Ha-
milton. Las simetrias en la formulacién de Lagrange juegan un papel muy importante, y en este
formalismo aparecen de forma casi explicita al introducirlas en la lagrangiana. A su vez, la mecéni-
ca de Hamilton también las toma en cuenta, y el enfoque que toma esta formulacién, sirve para
analizarlas con més profundidad.

Existe por lo tanto un vinculo establecido entre ambas formulaciones mediante lo que se conoce
como una transformacién de Legendre, de tal modo que toda la informaciéon que se posea en el
método lagrangiano se traslade intacta al formalismo hamiltoniano, e incluso sean visibles maés
simetrias presentes en el problema fisico que se estudie.

Por otra parte, en la formulacién de Hamilton es necesario definir los momentos candnicos asocia-
dos a cada coordenada del sistema, pero estos pueden no ser todos independientes entre si [14].
Cuando esto ocurre, se dice que el sistema mecanico con el que se trabaja es un sistema singular.
Trataremos de detallar el estudio de sistemas singulares y describiremos lo més claramente posible
en qué consiste el llamado algoritmo de Dirac Bergmann para tales sistemas.

1.1. Sistemas singulares

En un problema mecdnico es necesario introducir la informacién del mismo a través de lo que
se denominan como coordenadas generalizadas ¢ = ¢*(t) con i = 1,2, ..., N siendo N el numero
de grados de libertad del sistema. El sistema requiere ademas el calcular las llamadas velocidades
generalizadas ¢*, que no son més que la derivada temporal de las coordenadas del mismo nombre.
Con todo lo anterior, puede entonces construirse la Lagrangiana del sistema, que es la funcional
que contiene toda la informacién del sistema fisico. Es en términos de la lagrangiana que podemos
construir la accién del sistema dada por

Sla) = / " Lig,d.0)dt, (11)

donde q¢ = ¢* = ¢'(t). El principio de Hamilton pide que la variacién de la accién respecto a las
trayectorias que sigue el problema mecanico sea extremal, es decir

5S = 0. (1.2)
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las cuales son conocidas como ecuaciones de Fuler-Lagrange.
Podemos desarrollar explicitamente las ecuaciones (1.3), lo que nos lleva a

Este requerimiento equivale a que

2 2
OL _OL 4 0L (1.4)
0¢o¢  Oq° 9¢70¢"

C'jj

donde las § son las aceleraciones calculadas en base a las coordenadas generalizadas y a partir de
aqui usaremos la convencién de suma sobre indices repetidos. Definimos los momentos candnicos
como

oL
a¢*
La definicién de los momentos candnicos es necesaria pues el objetivo es transformar el proble-

ma descrito en la formulacién lagrangiana a la formulacién hamiltoniana. Una transformacién de
Legendre estd definida como

(1.5)

H(q'pi) = (pi¢" = L)| (1.6)
q'=pi
donde H(q%,p;) es la hamiltoniana del sistema.
Es decir, en principio, si logramos transformar todas las velocidades ¢ en términos de los momentos
canoénicos p, habremos pasado con éxito del formalismo lagrangiano al hamiltoniano.
De la ecuacién (1.4) podemos identificar lo que definiremos como la matriz hessiana W;; dada por

0*L (1.7)
706 0¢
y esta definicién tiene un propdésito: resulta que la matriz hessiana indica si la teoria con la que se
trabaja es singular o no; si el determinanate de W es distinto de cero, la teoria es regular (todas las
velocidades generalizadas son invertibles en términos de las coordenadas y momentos canénicos),
si es igual a cero, la teoria es singular. Mds ain, el rango de esta matriz indica el nimero de
ecuaciones independientes en la teoria.
Formalmente lo anterior puede enunciarse como sigue: las aceleraciones ¢ a un tiempo dado podran
determinarse de manera tinica si y sélo si la matriz W;; puede invertirse, es decir si

0*L

En este trabajo, nos interesa estudiar teorias singulares.

1.2. Constricciones primarias

El hecho de que la Hessiana sea singular, indica que en el sistema existen constricciones. Las
constricciones no dejan ver explicitamente los grados de libertad reales del problema y por lo tanto
es esencial identificarlas y clasificarlas para obtener la informacion relevante del sistema mecéanico.
El primer paso es definir las constricciones que se obtienen del hecho de que la matriz W;; no sea
invertible, y equivale a que los momentos (1.5) no sean todos independientes, lo que implica la
existencia de relaciones del tipo

¢m(q;p) =0, (1.9)

conm =1,... M. A estas relaciones se les llaman constricciones primarias, y surgen de la definicién
misma de los momentos canoénicos.
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Por otro lado, es necesario saber cuantas de estas relaciones apareceran; se estudia entonces el
rango de la matriz W. Si su rango es igual a N — M, entonces hay M ecuaciones independientes
en (1.7), todo esto en el espacio de configuraciones. De hecho, esto trae como consecuencia que en
el espacio fase se defina una subvariedad conocida como superficie de constricciones primarias la
cual tiene dimensién 2N — M, y a la que se denotara por I'c.

Observemos entonces que dado que se ha hecho un mapeo a una variedad de dimensién menor
(partimos de un espacio de dimensién 2N y llegamos a uno dimensién 2N — M), la transformacién
que invierte p’s y ¢’s es multivaluada. Es por lo tanto necesario introducir parametros extra que
compensen esta situacién. Deberan ser al menos M parametros que identifiquen los puntos que no
tuvieron correspondencia en la nueva variedad. Estos parametros son los llamados multiplicadores
de Lagrange, y seran denotados por A™.

Finalmente observemos que para que las restricciones sean independientes y definan la subvariedad
que caracteriza al sistema, es necesario que se satisfaga la condicién de regularidad, es decir, que
el rango de la matriz jacobiana sea constante e igual a M.

Con todas las condiciones anteriores a la mano, definiremos entonces las caracteristicas que se
requieren para las funciones establecidas en la subvariedad I'c.

1.3. Igualdades fuertes y débiles

Para estudiar con profundidad las teorias singulares, es necesario observar que la dinamica
que se obtiene mediante la hamiltonizacion candénica en este tipo de teorias, tiene que tomar en
cuenta que los grados de libertad del sistema deben que ser identificados cuidadosamente. Las
constricciones aparecen de manera implicita en la lagrangiana, y es necesario identificarlas para
realizar un conteo adecuado de los grados de libertad fisicos.

Entonces se necesita extender la hamiltoniana que se calcule, entendiendo que si una teoria es
singular, entonces en la hamiltoniana extendida deberan existir constricciones en las ecuaciones de
movimiento. Es decir, la dindmica real se encuentra no sobre la variedad completa de la que se
partié, sino en la subvariedad I'c. Esto equivale a que las constricciones se anulen en ', pero eso
no implica que tengan que valer cero en la variedad completa [14].

Para definir lo anterior de manera formal, enunciemos el siguiente teorema:

Teorema
Si una funcién suave G del espacio fase vale cero sobre I'¢, entonces G = g™ ¢,, para ciertas
funciones ¢g™.!

Entonces una funcion que se anule en I'c necesariamente tendra que provenir de una combinacién
lineal de constricciones.

Mediante el teorema anterior, podemos ahora clasificar a las funciones que aparezcan en este
contexto. Usemos la siguiente definicién:

Definicién. Una funcién F(q,p) definida localmente en I'¢ es débilmente cero (F = 0) [14] si:

F(q,p) =0, (1.10)

I'c

L (26 26)
. y 90" o

En particular puede hablarse de igualdad débil o fuerte entre funciones del espacio fase. Dos
funciones F' y G que coincidan en I'c se dice que son débilmente iguales (F' = G). En cambio,

y fuertemente cero (F' = 0) si

F(q,p) =0. (1.11)

I'e

1La demostracién de este teorema puede encontrarse en el primer capitulo de Henneaux M. and Teitelboim C.,
Quantization of gauge systems (Princeton University, 1992):8-9
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una ecuacion en la que la igualdad permanezca en todo el espacio fase se le llama igualdad fuerte,
condicién que se expresa como

Fx=G & F—G=7d(q,p)¢;. (1.12)

1.4. Hamiltonizacién y el paréntesis de Poisson

En la ecuacién (1.6) habfamos hablado de cémo se define la transformacién de Legendre que
permite obtener la hamiltoniana del sistema. Emplearemos una terminologia acorde al formalismo
y de ahora en adelante, a esta ecuacién le llamaremos hamiltoniana candnica, definida como

Hec = q'pi— L. (1.13)

Si se evalia el cambio de H¢ inducido por las variaciones independientes de las posiciones y

velocidades se obtiene

9y , OL
0Hc = ¢'0p; — oq aq"

(1.14)

lo que muestra que las variaciones de He dependen de las variaciones de ¢’s y p’s (que equivale a que
Hc dependa de ¢’s y p’s). Esto implica que el determinar He no pueda hacerse de manera tnica,
sino a través de variaciones que preserven las constricciones primarias ¢/ =~ 0. En conclusién, la
hamiltoniana candnica solo esté bien definida en la variedad de constricciones y puede ser extendida
fuera de ella. Podemos entonces realizar el cambio

He — He + M(q,p)¢i. (1.15)

La transformacion realizada a Hc nos permite definir lo que se conoce como hamiltoniana primaria
que esta definida mediante

Hp := Hc + X (q,p)¢s. (1.16)

Con esto, las ecuaciones de Lagrange en forma hamiltoniana quedan expresadas como

q' = gH + Aj%,

Di Pi (1.17)
. oOH 00;
bi = — - — M =y

gt aq*

y se satisface la condicién ¢;(q,p) = 0.

Ahora, es necesario observar el modo en el que se traduce todo lo obtenido al lenguaje de
los paréntesis de Poisson. Recordemos entonces que para dos funciones f y g del espacio fase, el
paréntesis de Poisson entre ellas esta definido como

of 99 99 Of

== - . 1.1

En especial, la evolucién temporal de una funcién F = F(q,p) en el espacio fase puede calcularse
mediante

_OF ,,  OF . " oF
“og! T T e

F (1.19)

y si F' no depende explicitamente del tiempo (nuestro caso de interés), el tercer término de la
ecuacién (1.19) desaparece. Por otro lado, dado que las constricciones satisfacen que ¢; ~ 0y
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haciendo uso de las ecuaciones (1.17) F' puede escribirse como

_OF (0Hc | ;0¢,\ OF (9Hc 09,
- g < op; A op; opi \ Oqg A oq’
={F,Hc} + )xj{F7 o}

= {F,Hc—i—)\j(bj}
= {FaHP}a

(1.20)

donde se ha tomado en cuenta que {F,NM¢;} = M{F,¢;} en la superficie de constricciones. En
particular si este proceso se aplica a las constricciones primarias, se obtiene

65 = {0, Hp} = {&5, Ho} + N {64, ¢;} = 0, (1.21)

y a esta relacion se le conoce como la condicién de consistencia sobre las constricciones primarias.
Lo anterior no es mas que el requerimiento de que las constricciones se preserven en el tiempo.

Si al definir y desarrollar la ecuacién (1.21) sucede que existen relaciones entre p’s y ¢’s que son
independientes de las constricciones primarias, entonces a estas nuevas relaciones se les llama cons-
tricciones secundarias. Estas 1ltimas surgen como consecuencia de haber tomado las condiciones
de consistencia sobre las constricciones primarias.

Definamos los objetos h; = {¢;, H.} y Fij = {¢:, ¢;} pues nos seran ttiles para el andlisis de los
casos que pueden presentarse al tratar de resolver el sistema de ecuaciones relacionado con los
multiplicadores de Lagrange:

» Caso I det(h;) # 0y det(F;;) # 0.
La matriz F es invertible, y por lo tanto pueden despejarse todos los multiplicadores, y estos
quedan expresados como
N~ —(F;;) " h; = Fh,, (1.22)

de tal modo que dada una funcién arbitraria del espacio fase f se tendra que

f=A{fHoy = {f,0:}F7{¢;, Hc}, (1.23)
entonces el sistema esta totalmente resuelto.

» Caso II det(h;) # 0 y det(F;;) = 0.
Dado que det(F;;) = 0, entonces la matriz F' tendrd rango K lo que implica que existan
(1)

(N — M) — K vectores nulos linealmente independientes e;"’ , tal que al contraerlos con

F se tiene que el(-“)FZ-j =0,con p=1,2,....,N — M — K. Entonces la ecuacién para los
multiplicadores queda como

ePh 4 NeWE; ~0 = ePh 0. (1.24)

Por lo tanto se define un nuevo niimero de constricciones, las cuales ahora son constricciones
secundarias que nuevamente restringen la dindmica a una subvariedad de dimensién menor
que I'¢, con lo que atin no se han determinado todos los multiplicadores, sino solo K de ellos.
La arbitrariedad de estas funciones es relevante en teorias de norma.

= Caso III. det(h;) =0y det(F;;) # 0.
Se obtiene la solucion trivial A & 0, lo que nos conduce a 0 ~ 0. Para evadir esto se impone
que det(F;;) ~ 0.

= Caso IV. det(hi) =0 y det(Fij) =0.
Un sistema de ecuaciones homogéneo donde sélo pueden determinarse débilmente N — M — K
multiplicadores. No se estudiara esta situacién en nuestro trabajo.
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1.5. CONDICIONES SOBRE LOS MULTIPLICADORES Y LA HAMILTONIANA TOTAL

Consideremos entonces el caso II, en donde aparecen constricciones secundarias y el ciclo del
algoritmo se repite. Para establecer que hemos entrado en una etapa analoga a la que se inicio, se
puede construir un hamiltoniano secundario, el cual ahora incluye a las constricciones primarias y
secundarias, con lo que

Hey = H. + N, (1.25)

donde a H(y) se le puede llamar hamiltoniana secundaria y en este caso las ®; engloban a cons-
tricciones primarias y secundarias obtenidas hasta este punto.

Como ya habiamos visto, el ciclo prosigue si a las constricciones secundarias se les imponen nue-
vas condiciones de consistencia, con lo que se obtendrdn constricciones terciarias (nuevamente se
genera otra subvariedad de dimensién menor a las previas). El proceso concluye cuando ya no se
obtienen mas restricciones.

A las constricciones secundarias, terciarias y subsecuentes se les llama colectivamente constricciones
secundarias.

1.5. Condiciones sobre los multiplicadores y la hamiltoniana
total

Dado que en principio se han obtenido todas las constricciones del sistema mecdanico, se tiene
que

ba = {bas Hr} = {¢a, Ho} + N {ba, d5}, (1.26)

donde se usan ahora indices griegos para enfatizar que se han obtenido todas las restricciones del
sistema y se ha definido la hamiltoniana total del sistema como Hy = Hc + M¢;. La ecuacién
(1.26) es un sistema lineal de ecuaciones cuya solucién general para los multiplicadores tiene la
forma

A= UH 4 VH, (1.27)

con U una solucién particular del sistema y V# la solucién mas general del sistema, la cual
esta dada por

V¥{u, b} = 0. (1.28)
Puesto que V* es la solucion general del sistema, puede escribirse como una combinacién lineal
de soluciones independientes v;, es decir, V# = 'V} donde i = 1,2,...,I con I el nimero de

soluciones independientes. Entonces los multiplicadores pueden expresarse como
M= Ur 40"V (1.29)

Las funciones v* son totalmente arbitrarias lo que permite realizar la siguiente separacién en los
multiplicadores: aquellos fijos, determinados por las condiciones de consistencia, y los que per-
manecen indeterminados. Haciendo uso de esta separacién, la hamiltoniana total puede escribirse

como )
Hp =Hc+M¢, =Ho+ (U +v'V)o, (1.30)
_ _ 1.30

= (HC + U'uqbu) =+ Ulviuqbu =H' + Ulgbi)

donde hemos definido H' := He + Ut¢, y v'V/'¢,, = v'¢;. Al hacer esta separacién se puede
analizar ahora la evolucion temporal de cualquier funcién del espacio fase

F ={F Hr}={F H'}+{Fv¢;}

={F,H'} + v'{F, ¢; }.

(1.31)

Entonces estas ecuaciones estdn determinadas hasta I funciones arbitrarias (los v%’s), lo que implica
que la evoluciéon de F' no sea tnica, sino que existen funciones arbitrarias que hay que fijar antes
de especificar claramente esa evolucion.
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1.6. CONSTRICCIONES DE PRIMERA Y SEGUNDA CLASE

1.6. Constricciones de primera y segunda clase

Es necesario ahora clasificar las constricciones obtenidas mediante un concepto més til: se
define una funcién F' como funcién de primera clase si su paréntesis de Poisson es débilmente cero
con todas las restricciones de la teoria, entonces

{F, ou} =~ 0. (1.32)

Si no se cumple esta condicién entonces F' es de segunda clase.
Si F' es de primera clase se satisface la igualdad fuerte

{F? ¢M} = f;l;(bv (1-33)

Resulta que las funciones de primera clase son invariantes ante el paréntesis de Poisson, esto se
enuncia en el siguiente teorema:

Teorema
El paréntesis de Poisson de dos funciones de primera clase es una funcién de primera clase.?

Ahora, introducimos una notacién que serd ttil en adelante. A las constricciones que cumplan
con la ecuacién (1.32) se les denotard por v y serdn de primera clase. En cambio a aquellas cuyo
paréntesis de Poisson sea distinto de cero con al menos una de las restricciones seran de segunda
clase y se denotaran por x.

Es importante observar que las constricciones de primera clase pueden ser combinaciones de pri-
marias o secundarias. Si J es el niimero total de constricciones obtenidas, entonces el proceso para
clasificarlas consiste en obtener los vectores nulos de la matriz cuyas entradas son los paréntesis
de Poisson entre las restricciones, contraerlos con las J restricciones y hallar las constricciones de
primera clase adecuadas.

Partiendo de que la matriz W« ; estd dada como

Waﬁ - {¢aa¢ﬁ}7 (1'34)

el proceso se desarrolla como sigue: si el determinante de W, = 0, entonces el rango de W es R,
con lo que la nulidad de W es J — R; lo anterior implica que hay J — R vectores nulos w,., con
r=1,...,J — R, tal que

wy{da, d5} ~ 0, (1.35)
y al hacer uso de la definicién de vectores nulos se tiene que
{wia, s} ~ 0 Vos € P, (1.36)

donde ® = {¢p |¢p restriccién primaria, secundaria, terciaria, etc.}. Entonces la forma explicita
de las restricciones de primera clase estd dada como

S (1.37)
Con lo cual podemos escribir la matriz W en términos de las constricciones calculadas. Esto es

{b0, 00} {d0, 61} - {d0,0s}
{61,060} {d1, 61} - {d1, 07}

. . . , (1.38)
(61,00} {d5.61} - {5.01)

y en términos de las constricciones de primera y segunda clase se tiene que esta matriz equivale a

( 8 C(iﬁ ) (1.39)

donde C,g es una matriz R x R antisimétrica e invertible sobre la superficie de constricciones. Es
importante observar que el nimero de restricciones de segunda clase, no es mas que el rango de

w.

2Este teorema también se encuentra en Henneaux M. and Teitelboim C., Quantization of gauge systems: 12-13
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1.7. TRANSFORMACIONES DE NORMA

1.7. Transformaciones de norma

Se habia comentado que el clasificar a las constricciones en aquellas de primera y segunda clase,
era debido a que esta definicién poseia méas utilidad que la que originalmente se habia hecho. En la
ecuacién (1.29) se observé que los multiplicadores de lagrange estan determinados hasta constantes
arbitrarias v*. Esto implica que esas mismas constantes aparezcan en la hamiltoniana total, lo que
equivale a decir que no todas las p’s y ¢’s que aparezcan seran observables fisicas. Es decir, a pesar
de que el estado fisico estard bien determinado si p’s y ¢’s lo estan, en sentido inverso la conclusién
no es cierta, i.e., hay mas de un conjunto de variables canénicas que generan el mismo estado fisico.
Observemos entonces lo que sucede con la evolucién temporal de alguna funcién f(g, p) en un cierto
intervalo dt. Sea _

F5t) = F(0)+ fot = F(0) + {f, Hr}ot (1.40)
F(0) + (L, H'Y + v'{ £, 7 })ot. |

Entonces, es posible que la ecuacién (1.40) pueda escribirse en términos de otros pardmetros v* |
es decir

F1(6t) = £0) + [{f, H'} + 0" { £, v }]0t, (1.41)

y si se calcula la diferencia entre ellas se tendra que

5f(0t) = {f,vi}yov’, (1.42)

es decir, se ha generado una transformacion que no altera el estado fisico del sistema, en otras
palabras, una transformaciéon de norma. Se dice entonces que las constricciones de primera clase
generan transformaciones de norma.

En base a lo anterior, se tienen entonces los siguientes resultados generales:

1. El paréntesis de Poisson {¢;,¢;} de cualesquiera dos constricciones primarias de primera
clase genera una transformacién de norma.

2. El paréntesis de Poisson {¢;, H'} de cualquier constriccién primaria de primera clase con la
hamiltoniana de primera clase H', genera una transformaciéon de norma.

Aunque hay muchas constricciones secundarias que al parecer cumplen lo mismo, no es posible
inferir de estas consideraciones que toda constriccién de primera clase, pero secundaria, es una
generadora de norma. Sin embargo, se postula en general que toda constriccién de primera clase
es generadora de transformaciones de norma; a este postulado se le conoce como la conjetura de
Dirac.

1.8. Grados de libertad

Una de las metas del algoritmo ha sido identificar los grados de libertad reales del sistema fisico.
Estos no son més que el niimero de variables independientes que definen y describen al sistema.
La regla general para realizar el calculo de ellos, estd dada por

1
GL=3[Ve =~ Ry —2R,], (1.43)

donde GL es el nimero de grados de libertad fisicos, V. es el nimero de variables canénicas,
R el nimero de constricciones de segunda clase originales y R, el nimero de restricciones de
primera clase. El factor 1/2 se introduce para evitar el doble conteo de variables, y el hecho de
que las R, se dupliquen, se debe a que cumplen dos funciones: son constricciones y generadoras de
transformaciones de norma.
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1.9. HAMILTONIANA EXTENDIDA Y EL PARENTESIS DE DIRAC

1.9. Hamiltoniana extendida y el paréntesis de Dirac

Se introduce la hamiltoniana extendida, la cual se construye mediante todas las constricciones
encontradas y clasificadas en aquellas de primera y segunda clase. La hamiltonianan extendida
estd definida como

Hp = Ho 4+ U%xo + 0773, (1.44)

cona=1,....,Ry g =1,...,J — R y donde U™ es la soluciéon particular de las ecuaciones
inhomogéneas (1.26) y v® las soluciones independientes del sistema homogéneo (1.28).

En base a la hamiltoniana extendida es que se desarrollard toda la evolucion del sistema. Es decir,
en este contexto las funciones del espacio fase evolucionan mediante

F={F Hp}~{F Hc}+U{F,xa} + v {F, s}, (1.45)

de tal modo que al desarrollar este proceso, las condiciones de consistencia para las x’s y 7’s no
arrojen nuevas constricciones. Es decir, las condiciones de consistencia lucen ahora como

Xa & {Xas He} + U {xar x5} = 0, (1.46)
Yy
Y~ { v, He'} = 0. (1.47)
Observamos entonces que la ecuacién (1.46) se puede escribir como
UP =~ —CP*{xqa, Ho}, (1.48)

donde CP® = (C,p5)~1, y recordando que Cyp es la matriz de constricciones de segunda clase.
Todo esto nos permite definir lo que se conoce como el paréntesis de Dirac. Si F' y G son dos
funciones en el espacio fase, entonces el paréntesis de Dirac estd dado como

{F.G}p == {F,G} + {F.x"}Cap) " {X", G}, (1.49)
el cual tiene las siguientes propiedades:

{F.Glp = —{G,F}p, (1.50)
{F,aG +bK}p = a{F,G}p+b{F K}p, (1.51)
{F,GK}p = F{G,K}p+G{F,K}p, (1.52)
{F,{G,K}p}p = {G{K,F}p}p+{K,{F,G}p}p, (1.53)

que son las mismas que posee el paréntesis de Poisson. Ademés de las propiedades adicionales
{F,G}p =~ {F,G}, (1.54)
{FAG.K}p}p ~ {F{G K}}, (1.55)

donde en la primera ecuacién G es de primera clase y F' es arbitraria, mientras que en la segunda
F y G son de primera clase y K es arbitraria.

1.10. Observables

Es necesario que definamos el concepto de observable. En este contexto una observable clasica
es una funcién definida en la subvariedad de constricciones, que es invariante de norma. En otras
palabras, es una funcién O del espacio fase cuyo paréntesis de Dirac es débilmente cero con las
constricciones de primera clase, es decir

{0,794} p = 0. (1.56)

Esta definicién es a nivel tedrico, es decir, en nuestro trabajo no se intenta darle un significado
experimental a ellas. Es importante senalar que las observables clasicas, podrian no serlo a nivel
cuantico.







Capitulo 2

Conexiones, formas diferenciales y
curvatura

Aunque el objetivo de este trabajo no es hacer un analisis de la teoria de variedades diferenciales,
es necesario tratar con algunos conceptos que seran ttiles para el trabajo que se desarrollara.
Recordemos que Relatividad General basa su lenguaje en términos de los conceptos definidos
mediante la geometria diferencial. Por otro lado, dado que se va a estudiar el comportamiento de
RG mediante un formalismo que se asemeja mucho a la formulacién establecida en Yang-Mills, lo
inicial seria observar como estd formulada la teoria en términos de métricas y conexiones, para
posteriormente proyectarla a un lenguaje analogo al de esta teoria de campos.

El beneficio de introducir este tipo de formulacién en RG consiste en que, cuando se trabaja
directamente con la teoria en términos de la métrica, ésta no puede tratarse de manera explicita
como una teoria de conexiones. Si se desea entender a la teoria de esta manera, es entonces necesario
transformarla a un nuevo lenguaje.

El objetivo es entonces, entender a RG como una teoria de campos pero en términos de conexiones,
partiendo de sus simetrias fundamentales. Para lograr esta meta se acude entonces a las llamadas
teorfas BF (background field 6 “con campo de fondo”) que han probado ser una herramienta muy
util en el andlisis de la dinamica de diversos sistemas fisicos. Puede entonces pensarse que, de
ser posible que RG pueda trasladarse a un lenguaje como éste, las dificultades que aparecen al
lidiar con la métrica puedan evadirse, usando ahora como variables dindmicas a una tétrada y a la
conexion en la variedad de fondo.

Para comenzar con este andlisis estudiaremos cémo aplicar este formalismo a Relatividad General
y el modo en el que se pueden definir los nuevos objetos que se utilizardn para nuestros fines.

2.1. Conexiones y Derivada Covariante

Asumimos que se tiene establecida una variedad de fondo M asi como los objetos que residen
en ella; entonces procedamos a definir los conceptos que permitirdan construir algunos de los objetos
matematicos en los que se basan las teorias que aqui se estudien.

Primero, en la variedad pueden definirse campos vectoriales y funciones. Nos interesa definir los
siguientes conjuntos:

= F que es un haz vectorial definido sobre la variedad M,
s T'(E) que es el conjunto de todas las secciones de F,

s V(M) es el conjunto de los campos vectoriales definidos sobre M,

11
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= C°(M) el conjunto de las funciones infinitamente diferenciables sobre M
= U un subconjunto abierto de M,

en seguida los emplearemos para definir nuestros objetos.

Comencemos con el concepto de conexién. De modo heuristico podemos decir que una conexién
es una regla para calcular las derivadas direccionales de campos vectoriales sobre M. Tenemos
entonces que:

Definicién. Una conexion D en M es un mapeo que asigna a cada campo vectorial v sobre M,
una funcién D : T'(E) — ['(E) y satisface las siguientes condiciones:

Dy(as+1t) = aDys+ Dyt,
D(erw)S = Dys+ Dys
(2.1)
D(f,u)s = vaS
Dy(fY) = wv[fls+ fDys

donde v,w € V(M), s,t e T'(E), f € C*(M) y a un escalar. El campo vectorial definido por D, s
recibe el nombre de derivada covariante de s respecto de v.
Si e; es una base de las secciones de E sobre U, entonces en coordenadas se tiene que

DH = D@M, (2.2)

de tal modo que esta derivada puede ser expresada como una combinacion lineal de funciones ALJ»
en U, y toma la forma
AT .
Dyej = Aj e, (2.3)
donde a estas funciones se las llama componentes del potencial vectorial o componentes de la
conexion A.

2.2. Curvatura

La curvatura de una conexién D mide la diferencia en el conmutador de derivadas covariantes.
Dados dos campos vectoriales v y w en M definimos la curvatura F(v,w) como el operador sobre
secciones de F dado por

F(v,w)s = DyDys — Dy Dys — Dy ), (2.4)
o definido como
F(v,0) = [Dy, Da] — Dipuj, (2.5)
donde este objeto tiene las siguientes propiedades
F(u,v) = —F(v,u),
F(fv,w) = f[fF(v,w), (2.6)
F(v, fw) = [fF(v,w).

Si se desarrolla la curvatura en términos de coordenadas locales x*, y haciendo uso de las compo-
nentes para la conexién A, ésta puede escribirse del siguiente modo

(2.7)

J J _ J J Ak _ AT Ak
F‘;wi - aﬂAui 8VA/M + AukAui AykA;Liv
relacién que puede simplificarse si se suprimen los indices internos i, j, k y la expresion luce como

F‘;w = ap,Au - 8I/AH + [A/u Av] (28)

12



CAPITULO 2. CONEXIONES, FORMAS DIFERENCIALES Y CURVATURA
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2.3. Formas diferenciales y operaciones exteriores

El célculo de conexiones y curvatura puede simplificarse usando formas diferenciales. Para esto
tendremos que definirlas. Se define una 1-forma sobre una variedad M como un mapeo de V(M) a
C° (M), en otras palabras una 1-forma w se aplica a campos vectoriales v, para dar como resultado
una funcién. Se debe satisfacer

whv+w) = wv+w)+ww)
w(fv) fw(v).

(2.9)

Si se analiza en términos de coordenadas, cualquier 1-forma diferencial w sobre U puede escribirse
como

w = wydz”. (2.10)

El concepto de 1-forma puede generalizarse, haciendo uso del producto wedge (o producto exterior)
entre 1-formas. Por ejemplo dado un sistema de coordenadas en U, puede definirse

dx® A dz? = dx® @ da’ — daP @ da?, (2.11)
la cual es ahora una 2-forma , y donde se observa que esta operacién es antisimétrica, pues satisface
WAp=—pAw. (2.12)

Si se sigue el proceso de multiplicar 1-formas mediante A, se obtienen 2-formas, 3-formas hasta
llegar a las p-formas. Entonces, se denota al espacio de las p-formas en M como QP(M), de tal
modo que si w € QP(M), w puede expandirse en coordenadas como

1

w= —'(,u,,ll,Q_A.Vpda:”ld:c"2 ceedxt?, (2.13)
p

donde wy, ,,..,, es totalmente antisimétrico en sus indices.
Se generaliza ahora el producto wedge que se usé en la ecuacién (2.11). Seaw € QP (M) y p € Q4(M)
y v € Q"(M), entonces el producto exterior tendrd las siguientes propiedades:

wAw = 0,
wAp = (—D)PpAw, (2.14)
(WAp)Av = wA(uAv).

Finalmente podemos crear otra operacién aplicable a formas diferenciales. La derivada exterior o
diferencial es el mapeo d : QP(M) — QPFTL(M) tal que si w € QP (M) se define como

1

dw = Hap(wl/ly2~'yp)dxp Adx¥rdx?? - - dxtr. (215)

La derivada exterior tiene ademads las siguientes propiedades: si w € QP(M) y p € Q9(M) entonces

d(dw)
d(w A p)

d*w =0, (2.16)
dw A p+ (—1)Pw A dp. (2.17)

Con todo lo anteriormente definido, estamos en posibilidades de traducir todos los conceptos de
conexiones y curvatura, a este lenguaje.
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2.4. DERIVADA EXTERIOR COVARIANTE Y CURVATURA

2.4. Derivada exterior covariante y curvatura

Aunque ya se han definido las bases para construir la curvatura y sus propiedades, todo esto es
mds simple y directo si se reescribe en términos de formas diferenciales. Puede definirse la 2-forma
de curvatura como

1
F = iFWd:r“ Adx”, (2.18)

Si se toma en cuenta ahora que dada una p-forma s E-valuada es un mapeo s : V — I'(E), entonces
definimos la derivada exterior covariante dp como

dps(v) := Dys, (2.19)
y en coordenadas locales z#* € U
dps = D,s® dz". (2.20)

Lo anterior no es mas que una generalizacién de d, de tal modo que
dp(s; @ de') = D,s; ® da* A da”, (2.21)

donde ahora a los indices internos los hemos caracterizado con letras mayusculas. Esto puede
traducirse a una notacién sin coordenadas, en términos de la diferencial exterior que ya conociamos
y de la conexién A. Dada una 1-forma de conexién A y una forma diferencial arbitraria w entonces

dpw:=dw+ ANw. (2.22)

Por otro lado, una propiedad interesante de la derivada exterior covariante, es que a diferencia de
la derivacién exterior que ya se habia definido, donde d? = 0, dp no es cero cuando se aplica dos
veces, sino lo que mide es la desviacién entre formas, en otras palabras, la curvatura. Vedmos que
si 7 es una forma FE-valuada, entonces

dtn =dp(D,s; ®dx’ Ndxl) = D,D,sr @ da* Ndx” A da’t
1
= ~[D,, D)|sr ® da* A dz” A dx’
2 (2.23)

1
= §F/w51 @ dz* A dz¥ A dat

=FAn,

donde se han usado las propiedades antisimétricas del producto wedge y la definicién (2.18) para
la curvatura.

Nos resultard ttil definir un conmutador generalizado a formas diferenciales y generalizar también
la regla (2.17). Si w y p son una p-forma y g¢-forma E-valuadas respectivamente, definimos el
conmutador gradado entre formas diferenciales como

[wyp] i=wAp— (1) Aw, (2.24)
y la derivada covariante exterior actiia como
dp(wAp) =dpw A p+ (—1)Pw Adpp. (2.25)
Si desarrollamos la ecuacién (2.22) para w
dhw =dp(dw+ AAw)
=dPw+ANdw+d(ANw) + ANANwW
(2.26)
=ANdw+dANw—ANdw+ANANW

= (dA+ANA)Aw,
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y comparamos con la ecuacién (2.23) se observa que
F=dA+ANA, (2.27)

con lo que hemos obtenido la 2-forma diferencial que representa a la curvatura sin necesidad de
usar coordenadas.

2.5. Identidades de Bianchi

Si u, v y w son campos vectoriales sobre M la identidad de Bianchi nos dice que
[Du, [Dy, Dy]] + [Dy, [Dw, Dul] + [Dw, [Du, Do]] = 0, (2.28)
y sabiendo que en coordenadas [D,,, D, ] = F},,, obtenemos otra forma para la identidad de Bianchi
[Dy, Fox] + [Dy, Fapl + [D, Fl] = 0. (2.29)

Es decir, hemos expresado esta identidad en términos de la curvatura. Mas atun, se puede escribir
de manera m&s compacta haciendo uso de la derivada exterior covariante. Observemos que si
escribimos explicitamente la derivada exterior covariante F' tendremos

1
dpF = g(DquA + Dy Fy\, + DyF,,) @ dz* Adz” A da?, (2.30)
que al igualarla a cero y usando la ecuacién (2.29) puede transformarse en la ecuacién (2.28). Por
lo tanto en términos de formas diferenciales la identidad de Bianchi simplemente equivale a

dpF = 0. (2.31)

En el siguiente capitulo estudiaremos el modo en el cual todo lo anterior puede aplicarse a Re-
latividad General para transformar las ecuaciones de esta teorfa (escritas en el lenguaje tensorial
usual), en términos de conexiones y curvatura pero construido todo esto sin el uso de la métrica.
El objetivo, como ya hemos mencionado, es permitir que la teoria pueda ser vista directamente
como una teoria de conexiones, para posteriormente hacer un andlisis completo de las simetrias
que ésta posee.
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Capitulo 3

Formulacion de Palatini de la
Relatividad General

Los conceptos de curvatura, conexiéon y demas elementos que se han definido, son tépicos que
se analizan con el uso de geometria diferencial. Pero debemos observar algo muy importante: en
ningin momento hasta este punto ha sido necesario introducir el concepto de métrica.

En la teoria de Einstein la situacién es muy distinta, pues la métrica es el ingrediente fundamental
para construir los objetos con los que se trabaja: conexién y curvatura dependen directamente de
ella. La diferencia fundamental es que Relatividad General no estd construida en una variedad
abstracta que solo sirve como escenario para la dindmica de la teoria, sino parte de que la variedad
M representa al espacio-tiempo mismo, es decir una entidad fisica en sus propios términos, y las
ecuaciones dinamicas se construyen en el haz tangente de esta variedad.

Por lo tanto, los entes que se operan en esta teoria no son mas que tensores definidos sobre
M, cuyas propiedades representan las caracteristicas fisicas que la teoria introduce en sus
fundamentos.

La necesidad de entender a Relatividad General como una teoria usual de conexiones, obliga en
esta formulacién, a darle mas énfasis al concepto de conexidén, en vez de al de métrica. En este
contexto, la métrica funge un papel secundario, mientras que la conexién y la tétrada, codifican
la informacioén fisica relevante en la teoria.

Para comenzar con este andlisis, asumiremos que son conocidas las propiedades del lenguaje
tensorial en el que RG se construye, por lo tanto no profundizaremos mucho en estos detalles, sino
que nos enfocaremos en tratar de entender como traducir la formulacién original de Relatividad
General, al lenguaje sin métrica que hemos desarrollado en las secciones anteriores.

3.1. Relatividad General: ecuaciones de Einstein

En relatividad General el espacio-tiempo M es una variedad Lorentziana con una conexion de
Levi-Civita V donde se define el tensor de curvatura de Riemann como la curvatura asociada a tal
conexion. En este caso la conexion se expresa mediante los simbolos de Christoffel I'g, (andlogos
al potencial A en secciones anteriores) dados por

Va0 = PZBGV, (3.1)
y que en componentes se expresa a través del tensor métrico (6 métrica) g como

1
I, = 5975(&1955 + 08950 — 059ap)- (3.2)
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Por otra parte la curvatura de Riemann R®g.s (andloga a F') definida sobre una base local de
campos vectoriales estd dada como

R(eﬂ’ 6’7)65 = R%gys€a. (3.3)
En componentes, la curvatura de Riemann puede calcularse como
Rag.y(; = (%‘F?;(; - Fg(; + F%F%U - Fgérf:a (34)

Las contracciones de la curvatura de Riemann dan lugar a otros objetos que fisicamente son 1tiles,
tal como el tensor de Ricci
R4y = Rap (3.5)

y la curvatura escalar
R%, =g R.s = R. (3.6)

Con todo esto, puede construirse otro tensor particularmente importante en RG: el tensor de
Einstein, definido como

1
Gop = Rap — igaﬁR, (3.7)

mediante el cual se pueden escribir las ecuaciones dindmicas para la teoria. Es decir, las ecuaciones
de movimiento para relatividad general se escriben como

G = 87KT ), (3.8)

donde T},,, es el tensor de energia y momento.

3.2. La accion de Einstein-Hilbert

Las ecuaciones dindmicas de RG pueden obtenerse mediante principios variacionales, partiendo
de una accién que contiene la informacién de la teorfa. Si M es una variedad orientada con una
métrica g semi riemanniana en ella, la accién de Einstein-Hilbert estd definida como

S(g) = / R vol = R|detg|d*x (3.9)
M M

con “vol” la forma diferencial del elemento de volimen asociado con g.
Si se desarrolla la variacién de esta accidén respecto a la métrica g, y se hace uso de las relaciones

1
dvol = —59a8 (6g°F)vol
. (3.10)

SR = Rupdg™® + Ve,

con w la 1-forma dada por w, = g"*"Vagu, — Vﬁéga[g, se puede ver que

08 = / (6R)vol + Ré(vol)
M (3.11)
af « 1 af
Raﬁég + V%qy — 7Rgoz65g )
M 2

y si se toma en cuenta que el término V*w,, es una divergencia total, que vale cero debido a que
se trabaja en un contexto en el cual M no posee frontera, se tiene que

1
/ (Rag — Rgag) =0, (3.12)
M 2
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es decir, lo anterior es valido si las ecuaciones de Einstein
1
Rog — iRgaﬁ =0 (3.13)

se cumplen.

Esto no es méas que la obtencién “cldsica” de las ecuaciones de Einstein en el vacio, a partir de
la accion de Einstein-Hilbert; nos interesard observar con més detalle, cémo estas ecuaciones se
pueden expresar en un lenguaje carente de métrica.

3.3. La accion de Palatini

Nos serd ttil entonces definir la accién de Palatini que no es mas que la accién de Einstein-
Hilbert reescrita en términos de la conexién y de lo que llamaremos un campo de fondo (en vez de
en términos de la métrica ¢g). Supongamos que se tiene una variedad n-dimensional M, orientada
y difeomorfica a R™. Fisicamente esta variedad no es mas que un subespacio del espacio-tiempo.
La idea en el formalismo de Palatini es trabajar en el haz trivial M x R que en este caso se emplea
como sustituto del haz tangente de la variedad. Es decir

e:TM — M xR, (3.14)

entonces un campo de fondo no es més que el campo vectorial que se usard para proyectar la teoria.
A este campo de fondo se le denotard por e, y si M es tridimensional a e se le llama una triada, si
en cambio es de dimensién 4, e es una tétrada.

Una seccién de s de M x R™ puede escribirse en términos de los generadores del grupo £ como

s=sl¢r, (3.15)

observando que en este caso a R™ se le llama espacio interno debido a lo cual a los indices maytsculos
I se les llama indices internos.

Al aplicar el mapeo a secciones & se obtiene la base de campos vectoriales e({;) sobre M, que en
términos de coordenadas se expresa como

e(ér) = €f0u =er, (3.16)

donde e/ son funciones en M.
Puede entonces definirse un producto interno entre secciones de M dado por

n(s,s') =nrss's'”, (3.17)
donde 775 esta dado como
-1 0 0 0
o 1.0 --- 0
nry = e (3.18)
0O 00 --- 1

y se le llama la métrica interna. Subimos o bajamos indices mediante 777 o su inversa n’”.
Si ahora tuviéramos una métrica de Lorentz g en M, podemos tener productos entre campos
vectoriales en M mediante
v
9(v,w) = guotw”, (3.19)

y decimos que el campo vectorial e es ortonormal si los campos ey lo son, es decir

gler,es) =n1s, (3.20)
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con lo que puede verse que
nry = gler,ey) = guefey. (3.21)
Hace falta ahora establecer una conexién D en el haz trivial M xR", todo esto para algtin potencial

vectorial A como:
Dys = (v(s”) + 4,7 rotsh)e, (3.22)

con lo que entonces se construye la curvatura relacionada a la conexién D como
Fih = 0,AF — 03AL + A" M Apr” — A7X Agi”, (3.23)

donde Af;’ = —A;{I.

Con todo lo anteriormente desarrollado, es hora de establecer las relaciones entre las ecuaciones
construidas a partir de la métrica y éstas que se han calculado. Lo primero es observar que la
conexién I's, transforma como

Gy = = Ag” Ie,ye,, (3.24)
lo que implica que la curvatura pueda escribirse como
R%3,° = Fjlegel, (3.25)
y de la relacién (3.21) se tiene que
JaB = TUJeieé, (3.26)

lo que nos permitira “traducir” la accién de Einstein-Hilbert a este lenguaje: ésta es la acciéon de
Palatini.
Haciendo uso del campo e, la acciéon de Palatini es

S[e,A]:/ eIeJF”VOI /e/\e/\F7 (3.27)
M M

notando que el elemento de volimen ahora depende de la tétrada e.
Si ademds tomamos en cuenta que la primera de las ecuaciones en (3.10) puede escribirse en
términos de e como

svol = —el (6e)vol, (3.28)

puede desarrollarse la variacién de la accién (3.27) para obtener las ecuaciones que equivaldran a
las de Einstein obtenidas en la seccion anterior. En este caso la variacion se realiza respecto a la
tétrada e lo que implica que

08 :/ ((561) F15+el(5e§)Fa{J (56K616JF ))vol
M
2/ (egFaI —lele eKF ),
M 2

1
eHFlT oG Sl Fil =0, (3.30)

las cuales son completamente equivalente a las ecuaciones (3.13). Es decir, se han obtenido las
ecuaciones de Einstein en este nuevo contexto.

(3.29)

es decir
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Capitulo 4

Estado de Kodama

Nos interesa estudiar el comportamiento de Relatividad General al acoplarse con términos
topoldgicos. Al anadir a la accién de Palatini este tipo de términos, la dindmica de la teoria no se
modifica, pero a nivel de las constricciones (y por lo tanto de las observables) si.

Aunque este modelo es lo que se podra considerar como “modelo de juguete”, las simetrias que
arroje el andlisis ayudardn a comprender de qué modo se afecta la dinamica interna de la teoria; es
decir, no al nivel de las ecuaciones de movimiento (pues sabemos que éstas no serdn modificadas
por esos acoplamientos), sino lo que ocurre en las relaciones de conmutacién y las observables
analizadas desde el punto de vista del formalismo de Dirac.

En particular analizaremos el acoplamiento de la accién de Palatini con el término topolédgico de
Chern-Simons, haciendo uso de un parametro de tipo Barbero-Immirzi, se desarrolla el proceso
usando como grupo interno a SU(2), y se analizan las relaciones de conmutacién a través de los
paréntesis de Dirac surgidos como consecuencia del acoplamiento.

En el segundo caso de estudio se calculan las constricciones en el estado generalizado de Kodama
constituido por los términos topolégicos de Chern-Simons, Chern-Simons dual y Nieh-Yan. Aunque
se usa como grupo interno a SO(3,1), veremos que el proceso requiere ciertas simplificaciones
para poder analizar de manera méas agil las simetrias de la accién que se estudia.

4.1. Acoplamiento de Relatividad General mas el término
topolégico de Chern-Simons

El término topolégico de Chern-Simons se establece mediante la accién
2
Sic—s1[w] :/ wAdw+ -wAwAw, (4.1)
M 3

donde w es la 1-forma de conexién de la teoria. Introducimos ahora a e que es la 1-forma para la
triada (el campo de proyeccién) y F' la 2-forma de curvatura construida a partir de la conexién w
mediante

F=dw+wAw. (4.2)

Recordemos también que en 3 dimensiones la accién que representa a relatividad general esta dada
por

Sirayle, w] = /M e N Flw], (4.3)

recordemos que esta es la accién obtenida en el capitulo anterior en la formulacién de Palatini. Es
importante observar que ésta es la versién tridimensional de la ecuacién (3.27).

21



CAPfTULQ 4. ESTADO DE KODAMA
4.1. ACOPLAMIENTO DE RELATIVIDAD GENERAL MAS EL TERMINO TOPOLOGICO
DE CHERN-SIMONS

Ahora, en el trabajo desarrollado en [7] se modifica la accién para gravedad en 3 dimensiones
con constante cosmoldgica A, y se transforma en una teoria de Chern-Simons, introduciéndo un
parametro s, que reproduzca las ecuaciones de movimiento para gravedad en tres dimensiones.
Posteriormente, fijando el pardmetro s = 0 y tomando el caso limite para |A| = 1 se simplifican
los paréntesis de Poisson obtenidos para esta teoria y se propone que la accién que genera esta
dindmica esté dada por

1
S’Y = 2/ e; N\ FI[OJ} + 7S[C—S] (LLJ) (44)
M v

En nuestro trabajo desarrollaremos el andlisis de las simetrias de la accién (4.4), mediante el uso
estricto del algoritmo de Dirac. No introduciremos ningtin parametro que modifique la teoria, sino
que se hara todo el desarrollo para observar lo que ocurre con ella al nivel de los paréntesis de
Dirac. Entonces, el acoplamiento que nos interesa es

1
Sle,w] = 2Sga) + ;S[C—S]

1 2
—2/eAF+7/<wAdw+3w/\w/\w> (4.5)
. 1 . 2 . -
=2 [ e ANFw]+ — w’/\dwi—i—geijkwl/\w]/\w ,
Y

en la representacién de SU(2) y con v un pardmetro de tipo Barbero-Immirzi.
Es necesario observar cuales son las ecuaciones dinamicas de esta teoria. Para lograr esto, tomamos
las variaciones respecto a w y a e; obtenemos las ecuaciones de movimiento respectivas dadas por:

1
De+ —F =0,

v (4.6)
F=0,

las cuales corresponden a las ecuaciones de movimiento para Relatividad General en 3 dimensiones.
Comenzaremos ahora con el proceso de hamiltonizaciéon de la teoria, tomando en cuenta que ésta
es una teoria singular. Por lo tanto deberemos de llevar a cabo nuestro anélisis haciendo uso del
formalismo de Dirac para sistemas singulares.

Partimos de lo elemental: hacemos la descomposicién 2 + 1 de la accién (4.5) tomando en cuenta
que w? = widx“ y el = ezdx“ donde p = 0,1,2 representan los indices de espacio e i = 0,1, 2
representan los indices internos de grupo, tendremos entonces

1 . - , 1 . -

Sle,w] = /eoab |:2€6Fiab + epwia + €, Dpwio + %(wéFmb + WiWia) d’z, (4.7)
con Fiup = Oqwip — Opwiq + eijkwgw{f, y donde se ha definido la derivada covariante en esta repre-
sentacion como 4 , , '

Datblj = 8atb7’j + Ezlkwétbkj + Ejlkwitzk.
Usamos la convencién de que los indices latinos del inicio del alfabeto se usan como indices de
espacio, mientras que aquellos de la mitad del alfabeto representan indices internos de grupo.

Por lo tanto, la densidad lagrangiana que se estudiara es
wp

L = ¢0ab {eaFmb + Wia <6b + 2/}/) + w;o <Daeb + 2’;’) ] . (4.8)

2

Como ya habiamos mencionado, esta teoria es singular, y de acuerdo al anlisis es necesario calcular
la matriz hessiana, recordando que ésta esta dada por

0*L 0L 0L
5(3u63)5(3u€é) 7 a(aueg)a(auwé) , a(auwfx)a(auwé) ’

(4.9)
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matriz que en este caso es de 18 x 18, y es idénticamente cero, lo que implica que la nulidad sea
18 y por lo tanto se esperen el mismo niimero de constricciones primarias en el inicio del célculo.
Procedemos ahora a obtener los momentos canénicos dados por

oL oL

b 0él, oW,
con lo que tendremos
p; =0,
pi =0,
20— 0, (4.11)
b Wib
o (e 53,
donde n® = €%, Con lo que las constricciones primarias estan dadas por
ol =p} 0,
ot =i &0,
(4.12)

@Y = =0,

b Wib
stomrt 1 (s 4 52) w0

Proseguimos con el proceso de hamiltonizacion, lo que sigue es construir la hamiltoniana canénica.
Recordemos que ésta estd dada como

Hc _/Hcd%;_ /[p“e’ + 7wl — L]|  dPa, (4.13)

y explicitamente al desarrollar el célculo, la hamiltonianana candnica queda como

1 ) ) ab
He = _/de |:277ab€6Fiab —l—wé (Daﬂ'g + gaawib>:|
! (4.14)
2 i a Lo (i wo
d°x OJODaT('i + 577 eoFiab + 78awib .

Nos interesa ahora el calcular la hamiltoniana primaria del sistema. Tenemos entonces que sumar
las constricciones que permitiran desarrollar el proceso. Sea

Hp = e + [ @it + 3iot) (4.15)

con A los multiplicadores asociados a ¢’s y X los relacionados con ¢’s. Por otro lado, tomemos en
cuenta que los paréntesis de Poisson elementales para la triada y la conexién estan dados por

{ea(@).pj (W)} = 85 0 8*(z — ),

, , (4.16)
{we (@), T} (y)} = 0} 0 6*(z — ).
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Tenemos que calcular la matriz de constricciones cuyo rango nos ayudard a determinar los multi-
plicadores de Lagrange que puedan conocerse. Esto es

{e?(@), o))} {e7 (@), (W)} {el(2), 5 ()} {pf(2),¢5(y)}

_— {of(@), ) ()} {ef(@). o)} {ef(2).6)(w)} {ef(2). 45(y)}
- , (4.17)

{67(2), 3 ()} {7 (@), 05} {7 (), 7(w)} {97 (), % ()}

{68(2), 03 ()} {of(2), 5 (w)} {of(2), d(y)}  {of(x), d}(y)}

y tomando en cuenta que los paréntesis de Poisson entre constricciones distintos de cero estan
dados por

{68 (2), o5 ()} = —n**63;0% (2 — ),

a b 1 ab 2 (418)
{¢f(2), 85 (y)} = 3 9i;0°(x —y),
la matriz queda como
0 0 0
0 0 -1
000 0 |[n60%x—y). (4.19)
0 10 1
v

Esta matriz tiene rango igual a 12 y nulidad igual a 6, es decir, esperamos encontrar 6 constricciones
secundarias en base a las condiciones de consistencia de las primarias que ya se han obtenido.
Desarrollemos ahora las condiciones de consistencia para las ¢’s. Si sabemos que ® = (p, ¢) es una
constriccion, entonces su evolucién temporal estd dada como

$o(e) = {9°(x), Hp}

. _ (4.20)
= [ @yiee@ o) + [y 310w, 6} w) + 3 (e, 6 W)
con lo que las condiciones de consistencia quedan como
.0 0 1 ab
¢; ={y;(x),Hp} ~ 0 = P = 57] Fiab = 0,
. ab (421)
3 = {¢0, Hp} ~ 0 = =Dt + %aawib ~ 0.

Ahora podemos calcular las condiciones de consistencia relacionadas con los multiplicadores de
Lagrange, las cuales dan como resultado

Qb;‘l:{‘pavHP}NO = S‘gmoa

0 e w 1 ; Wio (4.22)
of ={¢f,Hp} =0 = n* | Opeio + ik | €io — v ) Ain| = 0.

Hemos llegado a un punto en el cual los multiplicadores de Lagrange pueden ser despejados. Por
lo tanto esta teorfa no necesita nuevas condiciones de consistencia sobre las constricciones y por lo
tanto no surgen constricciones terciarias.

Tendremos que clasificar ahora a las constricciones obtenidas en las de primera clase y de segunda
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clase. Calculemos entonces los paréntesis de Poisson entre ellas para identificarlas. Las constriccio-
nes que tienen paréntesis de Poisson distinto de cero entre ellas son

{of(x), 00 (y)} =-—n"0:;6%(x —y)

(68(2), &b(y)} = —%wbaﬁé%x —y)

{68 (2), (1)} = n"[0:;000% (2 — y) + eijrwpd® (2 — y)]

ab
@@ 00 = e (nf - 0ok ) 2 -) (4.23)

W), 5 0)) = gn e Fid (e — )

ab
{Wi(2), ()} = €ijn (Daﬂka + 7;78““’5) 82 (z —y).

Con lo anterior podemos construir la matriz con la cual se clasificaran las restricciones de primera
y segunda clase.

Al hacer el desarrollo se obtiene una matriz de 24 x 24, la cual posee rango igual a 12 y nulidad
igual a 12; entonces deberemos obtener 12 constriciones de segunda clase. Calculamos los vectores
nulos de esta matriz, y estos se contraen con las constricciones encontradas. Al proceder con este
calculo se han obtenido las siguientes 12 constricciones de primera clase

0 . 0~
Y =P =0,
=70 =0,

V9 ¢
1
V15 = 577ameb + Dapi = 0, (4.24)
1
Y2i := Dami + ﬂnabaawib +eaenpi <0,
y las 12 restantes de segunda clase
X{i = Dis
(4.25)

o b Wib
X4 = md —n° (eib + 2;) .
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Finalmente, se calculan los paréntesis de Poisson entre las constricciones de primera y segunda
clase, esto da como resultado

{ni(@), )} =0,

1 a a
{mi(@), 725 (¥)} = €ijn (277 YFF + Dop® ) §*(z —y) = €7t o(z — y),

{mi(2), x1;(y)} =0,

{ni(@), x3;(¥)} = €irp*6%(x — y) = eipxi*o*(x —y),

ab
a 77 n a
Gy 00} = e (D 4 -0+ ket ) 92 =) = oo — )

a a a 4.26
{i(2), X5 ()} = enp8%(z — y) = enpbed?(z — ), (4.26)

Wk
{72i(2), x3; ()} = e {Wka - <6§ + 2§>} 8 (x —y) = 6iij§a52($ —-Y),
{x$s(2),x1;(w)} =0,

{x5:(2), x5, (y)} = =66 (z — ),

ab
(% (2), xb, (1)} = —’776146% —y),

donde se ha visto que el algebra entre constricciones es cerrada bajo el paréntesis de Poisson. Si
realizamos ahora un recuento de lo que se ha obtenido, observamos que hay 18 variables dinami-
cas independientes (nueve w? y nueve €’ ), 12 constricciones de primera clase y 12 de segunda.
Contamos ahora los grados de libertad fisicos en esta teorfa haciendo uso de la relacién (1.43) se
obtiene que

1 1
Gin[VC_Rs_QRp]:5(36—12—2><12):0.

Esta teoria es topoldgica, no genera grados de libertad.

Dado que nos interesa identificar cuéles son las observables (desde el enfoque de Dirac), es necesario
que obtengamos los paréntesis de Dirac que genera la teoria. Para esto procedemos ahora a escribir
la matriz Cng cuyas entradas son los paréntesis de Poisson entre las restricciones de segunda clase.
Tomando en cuenta que esta matriz estda dada por

x4, X8 ) Axdi(@), x5, )}

Cop = o o , 4.27
= D@ m)) @)} 420
que al calcularla explicitamente nos lleva a
0 -1
Cop = ) 1*6:;6° (x — y), (4.28)
L5
y su inversa esta dada por
L |
C;é = ( 71 . > Nap0™ 62 (z — y). (4.29)
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Con lo que pueden calcularse ahora los paréntesis de Dirac entre las variables dindmicas y sus
momentos. Si recordamos que el paréntesis de Dirac esta definido como

{A(z), B(y)}p = {A(z), B(y)} — /dudv{A(x%(a(u)}CJE(U»U){CB(U),B(y)}a (4.30)
entonces las relaciones de conmutacién de Dirac se expresan del signiente modo:
(€2 @) b )}p =~ — ),
{p¢ (), Ps(y)}p =0,
{ef(x),p%(y)}p = 0,
{wi(2),0(y)}p =0,
{ré(2), mE)}p = O, )
{wi(x), mb(y)}p = 6im*8% (z — ),

{ed(x),wb(y)}p = diyn™ 6% (x —y),

1
{ef (), 7} (y)}p = —ﬁmabwm — ),

{wi(@),p%(y)}p = 0.

Observemos que al acoplar las teorias no obtenemos los mismos resultados que en el caso de
las teorias individuales. Especificamente podemos hacer una tabla comparativa entre la teoria de
Palatini [13], la de Chern-Simons pura [5] y lo desarrollado en nuestro trabajo, de tal modo que
puede observarse cémo se modifican las relaciones de conmutacion al nivel de los paréntesis de
Dirac:

Palatini (RG) | Chern-Simons | RG + Ch-S
{e;e}p v No e X
{e,1.}p X No e v
I, 1. p v No e v
{e,A}p X No e X
{4, A}p v X v
{A, Tz} p X v X
{A,1.}p v No e v
{e,TMa}p v No e X
{IIa,a}p v v v
donde para simplificar la notacién definimos los momentos candénicos como
oL oL
I, := % y Iy = 94

X indica las relaciones que no conmutan, mientras que v denota las que si lo hacen, y se ha
denotado que en el caso de Chern-Simons la teoria no depende de la triada e.

Obervamos entonces que las relaciones de conmutacion en las teorias individuales no se superpo-
nen en el acoplamiento, y de hecho en ninguno de los tres casos coinciden simultaneamente. Lo

27



CAPITULO 4. ESTADO DE KODAMA
4.2. EL ESTADO DE KODAMA

desarrollado en nuestro trabajo, no se habia reportado en la literatura.

Es debido al pardmetro 7 que en el acoplamiento no pueden hacerse conmutativas ciertas
relaciones, pues de hacerse cero este parametro surgirian divergencias en el calculo.

Por otro lado, comparando nuestros resultados con los obtenidos en [7], lo que hemos desarrollado
se ha hecho de manera explicita siguiendo el algoritmo estricto de Dirac, y se ha llevado a cabo el
andlisis de tal modo que se han obtenido todas las simetrias relevantes para esta teoria. Ademads,
mediante el cédlculo estricto de constricciones, se han obtenido los grados de libertad de ésta, la
cual es topoldgica, lo que no era evidente sabiendo que cada una de las teorias en el acoplamiento
individualmente lo es.

4.2. El estado de Kodama

De acuerdo a lo que comentamos en el capitulo 3, el beneficio de analizar RG mediante el
formalismo ADM, consiste en que al establecerla en términos del lenguaje de Hamilton, el espacio-
tiempo puede verse como una variedad de la forma ¥ x R, en donde ¥ es la variedad tridimensional
que representa al espacio.

En la formulacién de LQG, después de realizar la hamiltonizacién e identificacién de las constric-
ciones de RG (lo que se desarrollé de manera simplificada en el capitulo anterior), se procede al
desarrollo de la cuantizacién candnica de la teoria. Es decir, las coordenadas y momentos candni-
cos se promueven a operadores y se definen los estados cuanticos que estableceran al sistema. Este
proceso no es trivial, pues debido a las complicaciones que se han presentado en el desarrollo de la
cuantizacién para gravedad, dado que en la formulacién ADM las restricciones no son polinémicas.
Por otra parte, Ashtekar [11] propuso la introducién de nuevas variables, lo que implicé la com-
plexificacién de las variables dindmicas de la teoria. Por ende, lo anterior condujo a interpretar la
teoria como gravedad compleja, que a su vez implica que a las variables y operadores se les tengan
que imponer condiciones de realidad [8] que permitan entender la fisica codificada en la teoria.
La complexificacién de Ashtekar [11] implicé la definicién de variables duales y antiduales, mediante
la introducién del operador estrella de Hodge interno definido mediante

1
T = 5e”KLTKL, (4.32)
donde las €/7KL son las constantes de estructura del dlgebra de Lie para el grupo interno SO(3,1).

Imponiendo las condiciones adecuadas para que las variables sean reales, puede mostrarse que en
las “nuevas variables” definidas en la formulacién de Ashtekar, la conexién A es autodual es decir,
satisface

A =1iA, (4.33)

de tal modo que puede redefinirse el momento canénico conjugado de A. Este estd definido como
E, = ¢'/¢l, (4.34)

donde q es el determinante de la métrica en 3 dimensiones surgida en la descomposicién ADM, y
en esta nueva notacién los indices a, b, ¢ son indices epaciales y los indices 1, j, ... ahora representan
indices internos. Siguiendo el desarrollo con estas nuevas variables y reemplazando a AY y E¢
con los respectivos operadores que les correspondan, las constricciones obtenidas en (?7?) pueden
escribirse (en términos de operadores) como [10]

C = eijkE;lE?Fabk, (Constriccién escalar)
C, = EYF,, (Constriccién vectorial) (4.35)
Gi = D.E?, (Constriccién de Gauss)
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y la forma del operador F?, esta dada por [2]

6\:[}[“’4} _ 3 abc 11
S, = one Fivla) (4.36)

con A es la constante cosmoldgica, de tal modo que la solucién a la ecuacién (4.36) es
Uy (A) = Nezs /YA (4.37)

donde la constante de normalizacién N s6lo depende de la topologfa [24]; éste es el estado de
Kodama. Kodama [9] mostré que este estado cudntico resuelve las constricciones de Relatividad
General (4.35); sin embargo el verdadero obstdculo ha sido su interpretacién fisica.

Debido a la complexificacién del espacio fase durante el proceso de construccién del estado, la
consecuencia ha sido que éste estado presente violaciones a las distintas simetrias fisicas necesarias
para la interpretacion del mismo. Por lo tanto en la actualidad se busca generalizarlo de tal modo
que puedan removerse las inconsistencias que presenta [8].

El objetivo de nuestro trabajo no es hacer una revisién detallada del proceso de cuantizacién o el
de construccién del estado de Kodama, mucho menos otorgarle una interpretacién més profunda
que la que posee en este contexto. Nos interesa saber solamente que este estado es el que resuelve
las constricciones de RG en este contexto.
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4.3. El estado generalizado de Kodama

En la definicién del estado de Kodama, dada por la ecuacién (4.37), el argumento de la expo-
nencial que ahf aparece, se constituye solamente por la accién de Chern-Simons. En la formulacién
de Holst para RG, la accién con la que se trabaja contiene a la accién de Palatini (que se estudié en
capitulos anteriores), junto con los invariantes topoldgicos de Holst y Nieh-Yan.

En este caso, el estado fisico que resuelve las constricciones para la teoria Holst, es lo que se conoce
como el estado generalizado de Kodama [8]. Este estado se define como

1 1 g
Yle, Al = —Sic—s1lA] + == Siwc—s1[A] + =Sin— , 4.38
e Al=Nexp | [ LSc-gld]+ g5 Sic-s (4l + Z8ixnd (4.38)
donde N es una constante de normalizacién, Sjc_g)[A] es la accién de Chern-Simons, S, ¢ g)[4]
es la de Chern-Simons dual y Siy_yj[e] es la accién asociada al invariante topolégico de Nieh-Yan.
Nuestro objetivo es analizar directamente las simetrias que surgen de la teoria de norma asociada
a este estado, es decir, estudiaremos la accién

1 1 I}
Sle, Al = | —Sjc_s1A] + =Sj.c—s1|A] + =Sin— , 4.39
e, A] /M c S][]+2ﬂ[c s)[A] + = Siv-vile] (4.39)
vista como una teoria de norma. Es importante aclarar que dado que se introducird el término
topoldgico de Chern-Simons dual, se tiene la necesidad de usar como grupo interno a SO(3,1), lo
cual se puede observar en la definicién del operador estrella de Hodge (4.32).

En la representacién SO(3,1) los términos que abordaremos estén dados por:

Chern-Simons

Sic-sA] = / Al dA;; + %A“ ANAgg NAK, = / Y[A], (4.40)
Chern-Simons dual
Sc-s)[A] = /EIJKL(AIJdAKL + %AIN NANgNAKL) = /*Y[A], (4.41)
Nieh-Yan
Siv—yle] = /e; A Del, (4.42)

donde AT = AlILJ dz* nuevamente es la 1-forma de conexion valuada en el algebra de Lie para
S0(3,1), e = e/ dz* es la triada para el campo de proyeccién y D, T," ; = 8, T, s+ A, LT, " 5 —
A,LL JT,' 1 es la derivada covariante en esta representacién; los indices maytisculos (de grupo) van
como I,J,...=0,1,2,3 y los griegos (espaciales) como p = 0,1, 2.

Si retomamos entonces la accién (4.39), tenemos

Sle, A] = /M(dY[A} + B *Y[A] + oe A De), (4.43)

donde hemos redefinido las constantes de acoplamiento como & = 1/2¢, /5’ =1/28y o = pS/a, con
lo que las ecuaciones de movimiento para este acoplamiento estan dadas como

55e, A T )
5[141/} = [ (OIFWIJ[A} + ﬁEIJKLF,,If,L[A]) — Teyr€os
4 ~
+§5(61NKLAVJN - EINJLAVKN)AfL:| =0, (4.44)
(55[63 A} — E'IWUDVBUI —0.
del,
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De estas ecuaciones, se tiene entonces que la dindmica del acoplamiento es complicada, y esto
se debe a cémo se acoplan Y[A] y *Y[A]. Para sortear este problema, es necesario introducir el
concepto de conexion de Lorentz autodual.

Se define el dual interno de Hodge para una conexién de Lorentz como

(A)y = %EIJKLAQKL’ (4.45)

y se definen las partes autodual (*A) y antiautodual (TA) de A (como se menciond en (4.33))
como el mapeo de Hodge aplicado a A que satisface

JA= 4T A (4.46)

Con lo anterior, la conexion de Lorentz A puede separarse en términos de sus partes autodual y
anti-autodual como
A=TA+ A, (4.47)

donde explicitamente TA y ~ A estdn definidas mediante

) .
AL = 5 (Ag’ T ;e”KLAaKL) . (4.48)

Observemos solamente cémo se acoplan Y[A] y *Y[A]: puede tomarse una combinacién lineal de
acciones construidas mediante Y[A] y *Y[A], tomando la accién

S*E[A] =/5 (Y[A] T 2*Y[A]> . (4.49)
Explicitamente tenemos que

1 2 ' 2
SE[A] = / 3 [AUdAU + gA” NAje NAKT F %eIJKL (A,JdAKL + §A1N ANAngy A AKL) ] :

(4.50)
Usando ahora la definicién (4.48), estas acciones equivalen a las densidades lagrangianas dadas
como

2
LE = en (iAgJaBiAW +3 iAéJiABJKiANK1> : (4.51)

es decir, se ha logrado separar el problema en términos de conexiones T Ay ~A.
Es decir, de las acciones (4.51), vemos que

/Y[A} — SH[A]+ 57 [A],

(4.52)
[ via=icsta)- s,
con lo cual la accién (4.43) puede escribirse como
Sle, A] = /ML'+ +vL™ + oe A De, (4.53)

donde p=a+ifyv=a—ip.
Siguiendo con el procedimiento, puede elegirse una combinacién adecuada entre £ y £, que
permita desarrollar la dindmica del acoplamiento, de tal modo que se transforme a alguna forma
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més simple de abordar. En este caso elegimos que la combinacién solo quede en términos de T A,
y tomamos entonces la accién

S[A,e] = %/ {Y["'A]—I—e/\D"'e , (4.54)

donde o un escalar y D¥e =de +*A Ae.
Si desarrollamos las ecuaciones de movimiento mediante la variacién de la accién (4.54) obtenemos

dS[T A, €] Vo
W . e (F[+A]VO'IJ - euleatl) = 07
(4.55)
+
(SS[ A7e] . o D+l — 0,
66;{ v to

donde F,1y[t Al = F iy =0, Avrs =0, Aprg + T Au™ YA ks —T ALK T Ak, ecuaciones
que reproducen la dindmica ya observada en secciones anteriores, solo que esta vez mediante el uso
de T A.

Al hacer esta descomposicion en la accién (4.54), resulta casi directo el desarrollo pues entonces el
problema se ha reducido a la forma

1 2 A
S[e, A}emotica = — / AIJdA]J + 7AIK ANAgr A AL] + / —er A\ DGI, (456)
2 J/m 3 M2

caso que se ha desarrollado y resuelto de manera completa en [4]. Recordemos entonces que las
ecuaciones de movimiento para este caso estan dadas por

% : EMVU(F[A]VJIJ—ABV[Q,J) :0,
. (4.57)
55["4’ 6} . e"IND eI =0
del Ve ’

donde F, 15 = 0, Avry — OvAurs + AMKAI,KJ — AVIKA#KJ. Es decir, la dindmica es la misma
que en nuestro problema, solamente que esta accién estd evaluada en la parte dual (o antidual)
de la conexion A, y con A = 1. Este desarrollo nos permite observar la dindmica de cada uno de
los elementos que se incorporan en las densidades lagrangianas (4.51), pues se puede ver que en
realidad son esta misma accién pero en términos de TA (6 ~ A si asf se hubiera hecho la eleccién).
Si se analiza esta accién, entonces las constricciones de primera clase para la accién (4.54) estén
dadas por

v =1 =0,
v, =19, =0,
v = —2DF % + D} ¢4 + el ¢, ~ 0 (4.58)
6Ootb 1
s =Dfo¢; + T+Fablj + i(H{;eaJ —Tl%eqr) =0,
donde se ha tomado en cuenta que
« 0L
1J 8(+A)a
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y ademas, las constricciones primarias en términos de las cuales se construyen las restricciones de
primera y segunda clase para esta accién se definieron como

1
o7 =117 — §€Oabeb1 y
(4.59)

1
._ Oab
o7, =17, — € Ot Aprg.

Por lo tanto, al proceder con el calculo, se obtiene que las constricciones de segunda clase estan
dadas por

1
XCIL = H(Il — 5600'{761,[ ~ 07
: (4.60)
xi; =17, - §€0ab+AbU ~ 0,

En base a las constricciones obtenidas es que se desarrollan los paréntesis de Dirac para esta teoria,
mediante la definicién (4.30), en este caso se tiene que

feb(@). T w)kp = 3okah%(e — )

{eb(@),ef()}p =" e0ard®(x —y),

1
{H?(l’), Hb](y)}D = Zn[Jeoab(SQ (.’L‘ - y)7

1
{F AV (@), e (0)}p = 3040507 — 010%)0% (x — ),

1 (4.61)
{tAl (z), YAEE(Y)}p = 5(77”(77“ — ' 7 E)e0ap0? (x — y),

{0, (), ML (x)}p = é(nIKnJL — K )€ (x — y),
{el(@), " A]X(y)}p =0,
{el(x), 5k (y)}p =0,

{+ AL (2). M (y)}p =0

Con este andisis hemos observado que el estado generalizado de Kodama posee parte de las simetrias
de gravedad exdtica, pero evaluado solamente en la parte autodual de la conexién. Es decir, no ha
sido en la conexién completa, que deberd incluir a la parte anti-autodual de ella.

Por lo que se ve de este desarrollo, la parte antidual se comportard de la misma manera que lo
ha hecho la parte dual. Esto sugiere que la teoria completa también sea topoldgica, aunque en
realidad deberd desarrollarse el andlisis usando la conexién completa. Sin embargo, aunque en este
célculo nos hemos restringido solo a la parte dual, se han obtenido simetrias relevantes de la teoria
de norma asociada al estado generalizado de Kodama: se desarrolld la estructura completa de las
constricciones y el dlgebra que satisfacen, y a partir de las constricciones de segunda clase se han
obtenido los paréntesis de Dirac que seran ttiles para la comprensién de la teoria. Por otro lado,
las transformaciones de norma obtenidas para esta teoria permitiran la correcta identificacion de
observables en el proceso de cuantizacién de la misma.

Nuevamente, podemos realizar una tabla que permita observar el comportamiento de las relaciones
de conmutacién de esta teorfa. En este caso comparamos la teorfa de Kodama (Chern-Simons),
para observar cuales de las relaciones de conmutacién se han preservado; recordamos que el simbolo
x indica en cuales casos los paréntesis de Dirac no conmutan:
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Kodama (Ch-S) | Kodama Gen.(en T A)

{e,e}p No e X
{e,Il.}p Noe X
{1, 1.} p No e X
{e,A}p No e v
{A,A}p X X
{A, HA}D v X
{A,IL.}p No e v
{e,lTa}p No e v
{HA, HA}D v X

Es necesario mencionar que el analisis que se desarrollé para esta accidén, fue simplificado de
tal modo que nos reservamos a trabajar solamente con la parte autodual de la conexién A. Sin
embargo, debera de tomarse en cuenta posteriormente la parte anti-autodual de ella para ejecutar
un estudio mas profundo de este estado. Aun asi, la informacién que aporta este analisis serd de
mucha utilidad para observar el comportamiento de la teoria, asi como de las simetrias que esta

posee.
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Capitulo 5

Conclusiones

En nuestro trabajo, se desarrollé un andlisis para el acoplamiento de Relatividad General més
el término topoldgico de Chern-Simons, y se pudo observar cémo se modifican las relaciones de
conmutacién de la teoria, a pesar de que las ecuaciones de movimiento no se alteran, respecto a
las de la teorfa pura. A diferencia de lo reportado en [7] el tratamiento se hizo mediante el uso
estricto del algoritmo de Dirac-Bergmann, sin hacer alguna suposiciéon previa, respecto a cémo
definir las variables canénicas del sistema.

Al identificar las constricciones de esta teoria, se realizé el conteo de grados de libertad de la
misma, y al menos en la parte autodual para la conexién A, la teoria es topoldgica. Mds atn,
al clasificar las constricciones en aquellas de primera y segunda clase, se pudieron construir los
paréntesis de Dirac adecuados para la teoria y se observd la manera en que se modifican las
relaciones de conmutacion para la triada y la conexién, asi como para los momentos canénicos
correspondientes a ellas. Por otro lado, se ha observado cémo se modifican las relaciones de
conmutacién en las teorias puras, y puede ahora compararse con los resultados y simetrias del
acoplamiento que aqui se desarrolla. Todo lo anterior, no habia sido reportado en la literatura.
En el segundo caso de estudio, la teoria que representa el estado generalizado de Kodama dada por
la ecuacién (4.43), originalmente se desarrollé el célculo estricto para obtener las constricciones de
la teoria. El proceso resulto muy engorroso y se procedié a simplificar el calculo introduciendo los
conceptos de conexién autodual T A y anti-autodual ~A.

Esto permitié separar la accién de estudio en una combinacién de acciones de tipo exdtico, pero
evaluada cada una en términos de T A y ~A4; se eligi6 trabajar solamente en la parte autodual de la
conexién y a partir de ahi analizar las simetrias de esta teoria de norma. Basandose en el trabajo
llevado a cabo en [4], se observd que esta teorfa posee simetrias similares a la accién exética
estudiada en [4], pero en términos solamente de la parte autodual de la conexién A. Partiendo de
una teoria de norma en la cual se tiene solo la teoria de Chern-Simons y el invariante topoldgico
de Nieh-Yan, se pudo reducir el problema a una accién que posee dindmica andloga a gravedad
en 3 dimensiones. Debido a la simetria que presentan la parte dual y antidual de la conexién
A, es posible que la parte antidual también sea una teoria topoldgica, aunque se deberd hacer
posteriormente el andlisis usando la conexién completa, para conocer todas sus simetrias. Sin
embargo, las simetrias y resultados obtenidos en este trabajo, al igual que en el primer caso de
estudio, no se habian reportado, lo cual serd 1til para posteriores analisis.
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