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COMITÉ
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Resumen

En este trabajo se desarrolla el análisis hamiltoniano del acoplamiento de Relatividad General
más Chern-Simons y posteriormente se analiza el estado generalizado de Kodama. Se considera
como primer caso la acción de Palatini acoplada con el término topológico de Chern-Simons y se
hace uso de un parámetro de tipo Barbero-Immirzi real; se obtienen las constricciones de la teoŕıa
aśı como los paréntesis de Dirac para las variables canónicas. En el segundo caso se estudia el
estado generalizado de Kodama constituido por la acción de Chern-Simons, Chern-Simons dual
y el término topológico de Nieh-Yan. Dicho estado depende de una conexión y de una tétrada, a
diferencia del estado original de Kodama que sólo depende de la conexión. Se conoce en la literatura
que el estado original de Kodama vista como una teoŕıa de campo en 3 dimensiones, carece de
grados de libertad f́ısicos. De esta manera, en este trabajo se desarrolla el análisis hamiltoniano
de la teoŕıa asociada al estado generalizado de Kodama para conocer las simetŕıas relevantes de la
teoŕıa. Para permitir un cálculo directo en este caso, se hace una descomposición de la conexión
en términos de sus partes autodual y anti-autodual.
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Introducción

Las teoŕıas de unificación no son un tópico nuevo en la f́ısica. Desde principios del siglo XX con
el surgimiento de la teoŕıa cuántica, la teoŕıa de la Relatividad de Einstein, y el refinamiento de
la teoŕıa electromagnética, surgió la idea de tener una teoŕıa completa que las englobara a todas
ellas.
Uno de los grandes problemas que ha surgido es que Mecánica Cuántica (MC) y Relatividad Ge-
neral (RG) tienen enfoques conceptuales distintos y aunque ambas estan fundadas en conceptos
profundos bien establecidos, es necesario ampliar sus dominios para estudiar fenómenos que in-
volucren problemas tanto de carácter cuántico aśı como de carácter gravitacional. Por un lado,
el modelo estándar y sus extensiones han probado de manera eficaz la empat́ıa existente entre la
relatividad especial y la mecánica cuántica, y por lo tanto seŕıa razonable que esta concordancia
existiera también con la contraparte gravitacional.
La importancia de lograr este objetivo radica en que, si existe un modo eficaz para cuantizar
RG, esto implicaŕıa la existencia de la part́ıcula de interacción gravitatoria: el gravitón. Aunque
siendo honestos, esta seŕıa una de tantas metas que podŕıan lograrse durante este proceso. Funda-
mentalmente, el entendimiento profundo del fenómeno gravitacional podŕıa arrojar respuestas que
muestren la pauta hacia nueva f́ısica.
Desde principios de los 80 se dió un auge en la conceptualización de Relatividad General como
una teoŕıa de campos. Con los trabajos de Sen y Ashtekar [1], el objetivo consistió en un nuevo
entendimiento de sus fundamentos sin hacer uso de conceptos adicionales tales como dimensiones
extra o la introducción de nuevos grados de libertad de manera artificial, sino que se emplearon
los principios básicos de RG y la teoŕıa cuántica de campos [2]. Uno de los principales pilares
para esta reformulación, consistió en entender la invariancia ante difeomorfismos de Relatividad
General (el grupo de simetŕıa de la teoŕıa), lo que condujo a establecer que la métrica no pod́ıa
conceptualizarse desde un punto de vista fijo, sino dinámico. Éste es el enfoque de loop quantum
gravity, el cual se basa en hamiltonizar RG para posteriormente realizar una cuantización canónica
de la teoŕıa.
Sin embargo, este desarrollo no se ha presentado sin la aparición de obstáculos. Es decir, los con-
ceptos que han surgido bajo este enfoque no encajan directamente con aquellos que ya se teńıan
en la teoŕıa cuántica de campos usual, los cuales han probado ser existosos no solo a nivel teórico
sino experimental. Lo anterior implica la necesidad de crear un entendimiento más profundo que
permita conciliar las dos concepciones: la gravitatoria y la cuántica.
Uno de los resultados más sorprendentes ha sido el de proponer a RG como una teoŕıa independien-
te del fondo, pues es bien sabido que la teoŕıa se construye tomando a la métrica como concepto
fundamental en sus ecuaciones. Aunque lo anterior parece contradictorio, puede entenderse toman-
do en cuenta que dado que la teoŕıa es invariante ante difeomorfismos, el especificar una métrica
rompe las simetŕıas de RG, lo cual no es algo permisible bajo esta formulación.
Además, los modelos cosmológicos que existen en la actualidad, indican la necesidad de este enfo-
que, pues las observaciones hechas sugieren que el espacio-tiempo es discreto a la escala de Planck,
pues los fenómenos cuántico-gravitatorios (por ejemplo agujeros negros) parecen tener este com-
portamiento [3].
Hay que observar que Relatividad General es una teoŕıa singular, i.e., una teoŕıa con constriccio-
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vi Introducción

nes en su dinámica. Es por lo tanto necesario hacer uso del algoritmo de Dirac-Bergmann para
sistemas singulares y es esencial tomar en cuenta que el entender los conceptos que surgen median-
te el proceso de hamiltonización no es trivial. Por un lado, las constricciones como tal , pueden
aparecer en un sistema f́ısico arbitrario, y es importante identificarlas, pues los grados de libertad
del sistema se ven modificados por ellas. Por otro lado en el caso de RG, la presencia de éstas
puede provenir mediante la inclusión de términos de carácter topológico. Los términos topológicos
no poseen grados de libertad, y sin embargo modifican la dinámica del sistema [4, 5].
Es importante observar que aunque las ecuaciones de movimiento para RG están bien establecidas,
en realidad la lagrangiana de la teoŕıa puede sufrir modificaciones a través de estos términos que
no contribuyen en nada a las ecuaciones de movimiento, y aunque en principio, no aportan nada
a la dinámica del sistema a nivel clásico, esto no querŕıa decir que lagrangianas con las mismas
ecuaciones, representen la misma teoŕıa. A nivel cuántico la situación es aún más delicada pues
estos términos śı determinan distintos tipos de posibles cuantizaciones para la teoŕıa, y además
modifican las constricciones del sistema.
Por otra parte, la dinámica en 4 dimensiones vuelve todo más complejo, por lo que ha sido nece-
sario abordar la problemática tratándola de manera un poco menos ambiciosa, usando modelos no
en 4 dimensiones, sino en 3, de tal modo que los resultados que se obtengan a este nivel indiquen
la pauta que deba de seguirse para buscar las simetŕıas en la teoŕıa formal cuadridimensional.
Esto al contrario de restringir los resultados, permite observar qué propiedades se preservan de un
modelo a otro, lo que implica identificar a aquellas que posean un carácter más general. Por lo
anterior, nuestro trabajo consistirá en hacer uso de un modelo tridimensional en el cual se desarro-
llará el análisis de la simetŕıas; aunque este modelo se le suele llamar “de juguete”, la información
que surja de este desarrollo nos ayudará a definir las simetŕıas que gobiernan al sistema dinámico.
Con todo lo anterior a la mano, podemos entonces hablar de cómo esta organizado este trabajo:
en el primer Caṕıtulo hacemos una revisión del algoritmo de Dirac-Bergmann para sistemas singu-
lares, debido a que RG es una teoŕıa que presenta restricciones. En el segundo Caṕıtulo se revisan
los conceptos necesarios sobre variedades y formas diferenciales, que servirán para replantear la
formulación usual de Relatividad General en términos de un lenguaje sin uso de la métrica.
En el tercer Caṕıtulo se estudia la formulación de Palatini para RG, la cual consiste en proyectar la
teoŕıa a un sistema ŕıgido de referencia, el cual sustituirá el uso de la métrica. En el cuarto Caṕıtulo
se desarrolla el acoplamiento de Relatividad General con el término topológico de Chern-Simons
haciendo uso de SU(2) como grupo interno, y se obtienen los paréntesis de Dirac que en trabajos
posteriores se usarán para la identificación de las observables del sistema. En la siguiente sección se
desarrolla el análisis del estado de Kodama; se da una introdución breve de cómo está construido
este estado, y se habla un poco de los factores que permiten el definirlo como un estado f́ısico.
Posteriormente se analizan las simetŕıas de la teoŕıa de norma asociada al estado generalizado
de Kodama, que se construye con el acoplamiento de los términos topológicos de Chern-Simons,
Chern-Simons dual y Nieh-Yan. Para este caso se usa como grupo interno a SO(3, 1) lo que ayu-
dará a definir el término topológico de Chern-Simons dual en esta representación.
Para que las simetŕıas de la teoŕıa puedan reducirse de manera más rápida, se transforma el aco-
plamiento a un caso más sencillo que permita identificar sus constricciones. El caso al que se reduce
este problema es a uno del tipo de gravedad exótica [4].
Finalmente en el último caṕıtulo se dan las conclusiones obtenidas en el desarrollo de este trabajo,
aśı como las perspectivas que se tienen bajo esta formulación.



Índice general

Resumen III

Introducción V

1. Formalismo hamiltoniano para sistemas singulares: algoritmo de Dirac-
Bergmann 1
1.1. Sistemas singulares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2. Constricciones primarias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
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Caṕıtulo 1

Formalismo hamiltoniano para
sistemas singulares: algoritmo de
Dirac-Bergmann

En el contexto de la mecánica clásica anaĺıtica, existen dos formulaciones fundamentales que
desarrollan un estudio estricto de los sitemas mecánicos: la formulación de Lagrange y la de Ha-
milton. Las simetŕıas en la formulación de Lagrange juegan un papel muy importante, y en este
formalismo aparecen de forma casi expĺıcita al introducirlas en la lagrangiana. A su vez, la mecáni-
ca de Hamilton también las toma en cuenta, y el enfoque que toma esta formulación, sirve para
analizarlas con más profundidad.
Existe por lo tanto un v́ınculo establecido entre ambas formulaciones mediante lo que se conoce
como una transformación de Legendre, de tal modo que toda la información que se posea en el
método lagrangiano se traslade intacta al formalismo hamiltoniano, e incluso sean visibles más
simetŕıas presentes en el problema f́ısico que se estudie.
Por otra parte, en la formulación de Hamilton es necesario definir los momentos canónicos asocia-
dos a cada coordenada del sistema, pero estos pueden no ser todos independientes entre si [14].
Cuando esto ocurre, se dice que el sistema mecánico con el que se trabaja es un sistema singular.
Trataremos de detallar el estudio de sistemas singulares y describiremos lo más claramente posible
en qué consiste el llamado algoritmo de Dirac Bergmann para tales sistemas.

1.1. Sistemas singulares

En un problema mecánico es necesario introducir la información del mismo a través de lo que
se denominan como coordenadas generalizadas qi = qi(t) con i = 1, 2, ..., N siendo N el numero
de grados de libertad del sistema. El sistema requiere además el calcular las llamadas velocidades
generalizadas q̇i, que no son más que la derivada temporal de las coordenadas del mismo nombre.
Con todo lo anterior, puede entonces construirse la Lagrangiana del sistema, que es la funcional
que contiene toda la información del sistema f́ısico. Es en términos de la lagrangiana que podemos
construir la acción del sistema dada por

S[q] =

∫ t2

t1

L(q, q̇, t)dt, (1.1)

donde q ≡ qi = qi(t). El principio de Hamilton pide que la variación de la acción respecto a las
trayectorias que sigue el problema mecánico sea extremal, es decir

δS = 0. (1.2)

1



CAPÍTULO 1. FORMALISMO HAMILTONIANO PARA SISTEMAS
SINGULARES: ALGORITMO DE DIRAC-BERGMANN

1.2. CONSTRICCIONES PRIMARIAS

Este requerimiento equivale a que
d

dt

(
∂L

∂q̇

)
− ∂L

∂q
= 0, (1.3)

las cuales son conocidas como ecuaciones de Euler-Lagrange.
Podemos desarrollar expĺıcitamente las ecuaciones (1.3), lo que nos lleva a

q̈j
∂2L

∂q̇j∂q̇i
=
∂L

∂qi
− q̇j ∂2L

∂q̇j∂q̇i
, (1.4)

donde las q̈ son las aceleraciones calculadas en base a las coordenadas generalizadas y a partir de
aqúı usaremos la convención de suma sobre ı́ndices repetidos. Definimos los momentos canónicos
como

pi :=
∂L

∂q̇i
. (1.5)

La definición de los momentos canónicos es necesaria pues el objetivo es transformar el proble-
ma descrito en la formulación lagrangiana a la formulación hamiltoniana. Una transformación de
Legendre está definida como

H(qi, pi) = (piq̇
i − L)

∣∣∣∣
q̇i=pi

, (1.6)

donde H(qi, pi) es la hamiltoniana del sistema.
Es decir, en principio, si logramos transformar todas las velocidades q̇ en términos de los momentos
canónicos p, habremos pasado con éxito del formalismo lagrangiano al hamiltoniano.
De la ecuación (1.4) podemos identificar lo que definiremos como la matriz hessiana Wij dada por

Wij =
∂2L

∂q̇i∂q̇j
, (1.7)

y esta definición tiene un propósito: resulta que la matriz hessiana indica si la teoŕıa con la que se
trabaja es singular o no; si el determinanate de W es distinto de cero, la teoŕıa es regular (todas las
velocidades generalizadas son invertibles en términos de las coordenadas y momentos canónicos),
si es igual a cero, la teoŕıa es singular. Más aún, el rango de esta matriz indica el número de
ecuaciones independientes en la teoŕıa.
Formalmente lo anterior puede enunciarse como sigue: las aceleraciones q̈ a un tiempo dado podrán
determinarse de manera única śı y sólo śı la matriz Wij puede invertirse, es decir si

det

(
∂2L

∂q̇i∂q̇j

)
6= 0. (1.8)

En este trabajo, nos interesa estudiar teoŕıas singulares.

1.2. Constricciones primarias

El hecho de que la Hessiana sea singular, indica que en el sistema existen constricciones. Las
constricciones no dejan ver expĺıcitamente los grados de libertad reales del problema y por lo tanto
es esencial identificarlas y clasificarlas para obtener la información relevante del sistema mecánico.
El primer paso es definir las constricciones que se obtienen del hecho de que la matriz Wij no sea
invertible, y equivale a que los momentos (1.5) no sean todos independientes, lo que implica la
existencia de relaciones del tipo

φm(q, p) = 0, (1.9)

con m = 1, . . .M . A estas relaciones se les llaman constricciones primarias, y surgen de la definición
misma de los momentos canónicos.
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CAPÍTULO 1. FORMALISMO HAMILTONIANO PARA SISTEMAS
SINGULARES: ALGORITMO DE DIRAC-BERGMANN

1.3. IGUALDADES FUERTES Y DÉBILES

Por otro lado, es necesario saber cuantas de estas relaciones aparecerán; se estudia entonces el
rango de la matriz W . Si su rango es igual a N −M , entonces hay M ecuaciones independientes
en (1.7), todo esto en el espacio de configuraciones. De hecho, esto trae como consecuencia que en
el espacio fase se defina una subvariedad conocida como superficie de constricciones primarias la
cual tiene dimensión 2N −M , y a la que se denotará por ΓC .
Observemos entonces que dado que se ha hecho un mapeo a una variedad de dimensión menor
(partimos de un espacio de dimensión 2N y llegamos a uno dimensión 2N −M), la transformación
que invierte p’s y q̇’s es multivaluada. Es por lo tanto necesario introducir parámetros extra que
compensen esta situación. Deberán ser al menos M parámetros que identifiquen los puntos que no
tuvieron correspondencia en la nueva variedad. Estos parámetros son los llamados multiplicadores
de Lagrange, y serán denotados por λm.
Finalmente observemos que para que las restricciones sean independientes y definan la subvariedad
que caracteriza al sistema, es necesario que se satisfaga la condición de regularidad, es decir, que
el rango de la matriz jacobiana sea constante e igual a M .
Con todas las condiciones anteriores a la mano, definiremos entonces las caracteŕısticas que se
requieren para las funciones establecidas en la subvariedad ΓC .

1.3. Igualdades fuertes y débiles

Para estudiar con profundidad las teoŕıas singulares, es necesario observar que la dinámica
que se obtiene mediante la hamiltonización canónica en este tipo de teoŕıas, tiene que tomar en
cuenta que los grados de libertad del sistema deben que ser identificados cuidadosamente. Las
constricciones aparecen de manera impĺıcita en la lagrangiana, y es necesario identificarlas para
realizar un conteo adecuado de los grados de libertad f́ısicos.
Entonces se necesita extender la hamiltoniana que se calcule, entendiendo que si una teoŕıa es
singular, entonces en la hamiltoniana extendida deberán existir constricciones en las ecuaciones de
movimiento. Es decir, la dinámica real se encuentra no sobre la variedad completa de la que se
partió, sino en la subvariedad ΓC . Esto equivale a que las constricciones se anulen en ΓC , pero eso
no implica que tengan que valer cero en la variedad completa [14].
Para definir lo anterior de manera formal, enunciemos el siguiente teorema:

Teorema
Si una función suave G del espacio fase vale cero sobre ΓC , entonces G = gmφm para ciertas

funciones gm.1

Entonces una función que se anule en ΓC necesariamente tendrá que provenir de una combinación
lineal de constricciones.
Mediante el teorema anterior, podemos ahora clasificar a las funciones que aparezcan en este
contexto. Usemos la siguiente definición:
Definición. Una función F (q, p) definida localmente en ΓC es débilmente cero (F ≈ 0) [14] si:

F (q, p)

∣∣∣∣
ΓC

= 0, (1.10)

y fuertemente cero (F = 0) si

F (q, p)

∣∣∣∣
ΓC

= 0 y

(
∂F

∂q
,
∂F

∂p

) ∣∣∣∣
ΓC

= 0. (1.11)

En particular puede hablarse de igualdad débil o fuerte entre funciones del espacio fase. Dos
funciones F y G que coincidan en ΓC se dice que son débilmente iguales (F ≈ G). En cambio,

1La demostración de este teorema puede encontrarse en el primer caṕıtulo de Henneaux M. and Teitelboim C.,
Quantization of gauge systems (Princeton University, 1992):8-9
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CAPÍTULO 1. FORMALISMO HAMILTONIANO PARA SISTEMAS
SINGULARES: ALGORITMO DE DIRAC-BERGMANN

1.4. HAMILTONIZACIÓN Y EL PARÉNTESIS DE POISSON

una ecuación en la que la igualdad permanezca en todo el espacio fase se le llama igualdad fuerte,
condición que se expresa como

F ≈ G ⇔ F −G = cj(q, p)φj . (1.12)

1.4. Hamiltonización y el paréntesis de Poisson

En la ecuación (1.6) hab́ıamos hablado de cómo se define la transformación de Legendre que
permite obtener la hamiltoniana del sistema. Emplearemos una terminoloǵıa acorde al formalismo
y de ahora en adelante, a esta ecuación le llamaremos hamiltoniana canónica, definida como

HC = q̇ipi − L. (1.13)

Si se evalúa el cambio de HC inducido por las variaciones independientes de las posiciones y
velocidades se obtiene

δHC = q̇iδpi − δqi
∂L

∂qi
, (1.14)

lo que muestra que las variaciones de HC dependen de las variaciones de q’s y p’s (que equivale a que
HC dependa de q’s y p’s). Esto implica que el determinar HC no pueda hacerse de manera única,
sino a través de variaciones que preserven las constricciones primarias φj ≈ 0. En conclusión, la
hamiltoniana canónica solo está bien definida en la variedad de constricciones y puede ser extendida
fuera de ella. Podemos entonces realizar el cambio

HC −→ HC + λi(q, p)φi. (1.15)

La transformación realizada a HC nos permite definir lo que se conoce como hamiltoniana primaria
que está definida mediante

HP := HC + λi(q, p)φi. (1.16)

Con esto, las ecuaciones de Lagrange en forma hamiltoniana quedan expresadas como

q̇i =
∂H

∂pi
+ λj

∂φj
∂pi

,

ṗi = −∂H
∂qi
− λj ∂φj

∂qi
,

(1.17)

y se satisface la condición φj(q, p) = 0.

Ahora, es necesario observar el modo en el que se traduce todo lo obtenido al lenguaje de
los paréntesis de Poisson. Recordemos entonces que para dos funciones f y g del espacio fase, el
paréntesis de Poisson entre ellas está definido como

{f, g} =
∂f

∂qj
∂g

∂pj
− ∂g

∂qj
∂f

∂pj
. (1.18)

En especial, la evolución temporal de una función F = F (q, p) en el espacio fase puede calcularse
mediante

Ḟ =
∂F

∂qi
q̇i +

∂F

∂pi
ṗi +

∂F

∂t
, (1.19)

y si F no depende expĺıcitamente del tiempo (nuestro caso de interés), el tercer término de la
ecuación (1.19) desaparece. Por otro lado, dado que las constricciones satisfacen que φj ≈ 0 y
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CAPÍTULO 1. FORMALISMO HAMILTONIANO PARA SISTEMAS
SINGULARES: ALGORITMO DE DIRAC-BERGMANN

1.4. HAMILTONIZACIÓN Y EL PARÉNTESIS DE POISSON

haciendo uso de las ecuaciones (1.17) Ḟ puede escribirse como

Ḟ =
∂F

∂qi

(
∂HC

∂pi
+ λj

∂φj
∂pi

)
− ∂F

∂pi

(
∂HC

∂qi
+ λj

∂φj
∂qi

)
= {F,HC}+ λj{F, φj}

= {F,HC + λjφj}

= {F,HP },

(1.20)

donde se ha tomado en cuenta que {F, λjφj} = λj{F, φj} en la superficie de constricciones. En
particular si este proceso se aplica a las constricciones primarias, se obtiene

φ̇j = {φj , HP } = {φj , HC}+ λj{φi, φj} ≈ 0, (1.21)

y a esta relación se le conoce como la condición de consistencia sobre las constricciones primarias.
Lo anterior no es más que el requerimiento de que las constricciones se preserven en el tiempo.
Si al definir y desarrollar la ecuación (1.21) sucede que existen relaciones entre p’s y q’s que son
independientes de las constricciones primarias, entonces a estas nuevas relaciones se les llama cons-
tricciones secundarias. Estas últimas surgen como consecuencia de haber tomado las condiciones
de consistencia sobre las constricciones primarias.
Definamos los objetos hi = {φi, Hc} y Fij = {φi, φj} pues nos serán útiles para el análisis de los
casos que pueden presentarse al tratar de resolver el sistema de ecuaciones relacionado con los
multiplicadores de Lagrange:

Caso I. det(hi) 6= 0 y det(Fij) 6= 0.
La matriz F es invertible, y por lo tanto pueden despejarse todos los multiplicadores, y estos
quedan expresados como

λj ≈ −(Fij)
−1hj = F ijhj , (1.22)

de tal modo que dada una función arbitraria del espacio fase f se tendrá que

ḟ = {f,HC} − {f, φi}F ij{φj , HC}, (1.23)

entonces el sistema esta totalmente resuelto.

Caso II. det(hi) 6= 0 y det(Fij) = 0.
Dado que det(Fij) = 0, entonces la matriz F tendrá rango K lo que implica que existan

(N − M) − K vectores nulos linealmente independientes e
(µ)
i , tal que al contraerlos con

F se tiene que e
(µ)
i Fij = 0, con µ = 1, 2, . . . , N −M − K. Entonces la ecuación para los

multiplicadores queda como

e
(µ)
i hi + λje

(µ)
i Fij ≈ 0 ⇒ e

(µ)
i hi ≈ 0. (1.24)

Por lo tanto se define un nuevo número de constricciones, las cuales ahora son constricciones
secundarias que nuevamente restringen la dinámica a una subvariedad de dimensión menor
que ΓC , con lo que aún no se han determinado todos los multiplicadores, sino solo K de ellos.
La arbitrariedad de estas funciones es relevante en teoŕıas de norma.

Caso III. det(hi) = 0 y det(Fij) 6= 0.
Se obtiene la solución trivial λ ≈ 0, lo que nos conduce a 0 ≈ 0. Para evadir esto se impone
que det(Fij) ≈ 0.

Caso IV. det(hi) = 0 y det(Fij) = 0.
Un sistema de ecuaciones homogéneo donde sólo pueden determinarse débilmente N−M−K
multiplicadores. No se estudiará esta situación en nuestro trabajo.
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CAPÍTULO 1. FORMALISMO HAMILTONIANO PARA SISTEMAS
SINGULARES: ALGORITMO DE DIRAC-BERGMANN

1.5. CONDICIONES SOBRE LOS MULTIPLICADORES Y LA HAMILTONIANA TOTAL

Consideremos entonces el caso II, en donde aparecen constricciones secundarias y el ciclo del
algoritmo se repite. Para establecer que hemos entrado en una etapa análoga a la que se inició, se
puede construir un hamiltoniano secundario, el cual ahora incluye a las constricciones primarias y
secundarias, con lo que

H(2) = Hc + λjΦj , (1.25)

donde a H(2) se le puede llamar hamiltoniana secundaria y en este caso las Φj engloban a cons-
tricciones primarias y secundarias obtenidas hasta este punto.
Como ya hab́ıamos visto, el ciclo prosigue si a las constricciones secundarias se les imponen nue-
vas condiciones de consistencia, con lo que se obtendrán constricciones terciarias (nuevamente se
genera otra subvariedad de dimensión menor a las previas). El proceso concluye cuando ya no se
obtienen más restricciones.
A las constricciones secundarias, terciarias y subsecuentes se les llama colectivamente constricciones
secundarias.

1.5. Condiciones sobre los multiplicadores y la hamiltoniana
total

Dado que en principio se han obtenido todas las constricciones del sistema mecánico, se tiene
que

φ̇α = {φα, HT } = {φα, HC}+ λβ{φα, φβ}, (1.26)

donde se usan ahora ı́ndices griegos para enfatizar que se han obtenido todas las restricciones del
sistema y se ha definido la hamiltoniana total del sistema como HT = HC + λjφj . La ecuación
(1.26) es un sistema lineal de ecuaciones cuya solución general para los multiplicadores tiene la
forma

λµ = Uµ + V µ, (1.27)

con Uµ una solución particular del sistema y V µ la solución más general del sistema, la cual
está dada por

V ν{φµ, φν} ≈ 0. (1.28)

Puesto que V µ es la solución general del sistema, puede escribirse como una combinación lineal
de soluciones independientes vi, es decir, V µ = viV µi , donde i = 1, 2, . . . , I con I el número de
soluciones independientes. Entonces los multiplicadores pueden expresarse como

λµ = Uµ + viV µi . (1.29)

Las funciones vi son totalmente arbitrarias lo que permite realizar la siguiente separación en los
multiplicadores: aquellos fijos, determinados por las condiciones de consistencia, y los que per-
manecen indeterminados. Haciendo uso de esta separación, la hamiltoniana total puede escribirse
como

HT = HC + λµφµ = HC + (Uµ + viV µi )φµ

= (HC + Uµφµ) + viV µi φµ = H ′ + viφi,
(1.30)

donde hemos definido H ′ := HC + Uµφµ y viV µi φµ = viφi. Al hacer esta separación se puede
analizar ahora la evolución temporal de cualquier función del espacio fase

Ḟ = {F,HT } = {F,H ′}+ {F, viφi}

= {F,H ′}+ vi{F, φi}.
(1.31)

Entonces estas ecuaciones están determinadas hasta I funciones arbitrarias (los vi’s), lo que implica
que la evolución de F no sea única, sino que existen funciones arbitrarias que hay que fijar antes
de especificar claramente esa evolución.
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CAPÍTULO 1. FORMALISMO HAMILTONIANO PARA SISTEMAS
SINGULARES: ALGORITMO DE DIRAC-BERGMANN

1.6. CONSTRICCIONES DE PRIMERA Y SEGUNDA CLASE

1.6. Constricciones de primera y segunda clase

Es necesario ahora clasificar las constricciones obtenidas mediante un concepto más útil: se
define una función F como función de primera clase si su paréntesis de Poisson es débilmente cero
con todas las restricciones de la teoŕıa, entonces

{F, φµ} ≈ 0. (1.32)

Si no se cumple esta condición entonces F es de segunda clase.
Si F es de primera clase se satisface la igualdad fuerte

{F, φµ} = fνµφν . (1.33)

Resulta que las funciones de primera clase son invariantes ante el paréntesis de Poisson, esto se
enuncia en el siguiente teorema:

Teorema
El paréntesis de Poisson de dos funciones de primera clase es una función de primera clase.2

Ahora, introducimos una notación que será útil en adelante. A las constricciones que cumplan
con la ecuación (1.32) se les denotará por γ y serán de primera clase. En cambio a aquellas cuyo
paréntesis de Poisson sea distinto de cero con al menos una de las restricciones serán de segunda
clase y se denotarán por χ.
Es importante observar que las constricciones de primera clase pueden ser combinaciones de pri-
marias o secundarias. Si J es el número total de constricciones obtenidas, entonces el proceso para
clasificarlas consiste en obtener los vectores nulos de la matriz cuyas entradas son los paréntesis
de Poisson entre las restricciones, contraerlos con las J restricciones y hallar las constricciones de
primera clase adecuadas.
Partiendo de que la matriz WJ×J está dada como

Wαβ = {φα, φβ}, (1.34)

el proceso se desarrolla como sigue: si el determinante de Wαβ = 0, entonces el rango de W es R,
con lo que la nulidad de W es J − R; lo anterior implica que hay J − R vectores nulos ωr, con
r = 1, . . . , J −R, tal que

ωαr {φα, φβ} ≈ 0, (1.35)

y al hacer uso de la definición de vectores nulos se tiene que

{ωαr φα, φβ} ≈ 0 ∀φβ ∈ Φ, (1.36)

donde Φ = {φβ |φβ restricción primaria, secundaria, terciaria, etc.}. Entonces la forma expĺıcita
de las restricciones de primera clase está dada como

γr := ωαr φα. (1.37)

Con lo cual podemos escribir la matriz W en términos de las constricciones calculadas. Esto es

W =̇


{φ0, φ0} {φ0, φ1} · · · {φ0, φJ}
{φ1, φ0} {φ1, φ1} · · · {φ1, φJ}

...
... · · ·

...
{φJ , φ0} {φJ , φ1} · · · {φJ , φJ}

 , (1.38)

y en términos de las constricciones de primera y segunda clase se tiene que esta matriz equivale a(
0 0
0 Cαβ

)
, (1.39)

donde Cαβ es una matriz R×R antisimétrica e invertible sobre la superficie de constricciones. Es
importante observar que el número de restricciones de segunda clase, no es más que el rango de
W .

2Este teorema también se encuentra en Henneaux M. and Teitelboim C., Quantization of gauge systems: 12-13
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CAPÍTULO 1. FORMALISMO HAMILTONIANO PARA SISTEMAS
SINGULARES: ALGORITMO DE DIRAC-BERGMANN

1.7. TRANSFORMACIONES DE NORMA

1.7. Transformaciones de norma

Se hab́ıa comentado que el clasificar a las constricciones en aquellas de primera y segunda clase,
era debido a que esta definición poséıa más utilidad que la que originalmente se hab́ıa hecho. En la
ecuación (1.29) se observó que los multiplicadores de lagrange están determinados hasta constantes
arbitrarias vi. Esto implica que esas mismas constantes aparezcan en la hamiltoniana total, lo que
equivale a decir que no todas las p’s y q’s que aparezcan serán observables f́ısicas. Es decir, a pesar
de que el estado f́ısico estará bien determinado si p’s y q’s lo están, en sentido inverso la conclusión
no es cierta, i.e., hay más de un conjunto de variables canónicas que generan el mismo estado f́ısico.
Observemos entonces lo que sucede con la evolución temporal de alguna función f(q, p) en un cierto
intervalo δt. Sea

f(δt) = f(0) + ḟ δt = f(0) + {f,HT }δt
= f(0) + [{f,H ′}+ vi{f, γi}]δt.

(1.40)

Entonces, es posible que la ecuación (1.40) pueda escribirse en términos de otros parámetros vi′ ,
es decir

f ′(δt) = f(0) + [{f,H ′}+ vi′{f, γi}]δt, (1.41)

y si se calcula la diferencia entre ellas se tendrá que

δf(δt) = {f, γi}δvi, (1.42)

es decir, se ha generado una transformación que no altera el estado f́ısico del sistema, en otras
palabras, una transformación de norma. Se dice entonces que las constricciones de primera clase
generan transformaciones de norma.
En base a lo anterior, se tienen entonces los siguientes resultados generales:

1. El paréntesis de Poisson {φi, φj} de cualesquiera dos constricciones primarias de primera
clase genera una transformación de norma.

2. El paréntesis de Poisson {φi, H ′} de cualquier constricción primaria de primera clase con la
hamiltoniana de primera clase H ′, genera una transformación de norma.

Aunque hay muchas constricciones secundarias que al parecer cumplen lo mismo, no es posible
inferir de estas consideraciones que toda constricción de primera clase, pero secundaria, es una
generadora de norma. Sin embargo, se postula en general que toda constricción de primera clase
es generadora de transformaciones de norma; a este postulado se le conoce como la conjetura de
Dirac.

1.8. Grados de libertad

Una de las metas del algoritmo ha sido identificar los grados de libertad reales del sistema f́ısico.
Estos no son más que el número de variables independientes que definen y describen al sistema.
La regla general para realizar el cálculo de ellos, está dada por

GL =
1

2
[Vc −Rs − 2Rp], (1.43)

donde GL es el número de grados de libertad f́ısicos, Vc es el número de variables canónicas,
Rs el número de constricciones de segunda clase originales y Rp el número de restricciones de
primera clase. El factor 1/2 se introduce para evitar el doble conteo de variables, y el hecho de
que las Rp se dupliquen, se debe a que cumplen dos funciones: son constricciones y generadoras de
transformaciones de norma.
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CAPÍTULO 1. FORMALISMO HAMILTONIANO PARA SISTEMAS
SINGULARES: ALGORITMO DE DIRAC-BERGMANN

1.9. HAMILTONIANA EXTENDIDA Y EL PARÉNTESIS DE DIRAC

1.9. Hamiltoniana extendida y el paréntesis de Dirac

Se introduce la hamiltoniana extendida, la cual se construye mediante todas las constricciones
encontradas y clasificadas en aquellas de primera y segunda clase. La hamiltonianan extendida
está definida como

HE = HC + Uαχα + vβγβ , (1.44)

con α = 1, . . . , R y β = 1, . . . , J − R y donde Uα es la solución particular de las ecuaciones
inhomogéneas (1.26) y vα las soluciones independientes del sistema homogéneo (1.28).
En base a la hamiltoniana extendida es que se desarrollará toda la evolución del sistema. Es decir,
en este contexto las funciones del espacio fase evolucionan mediante

Ḟ = {F,HE} ≈ {F,HC}+ Uα{F, χα}+ vβ{F, γβ}, (1.45)

de tal modo que al desarrollar este proceso, las condiciones de consistencia para las χ’s y γ’s no
arrojen nuevas constricciones. Es decir, las condiciones de consistencia lucen ahora como

χ̇α ≈ {χα, HC}+ Uβ{χα, χβ} ≈ 0, (1.46)

y
γ̇µ ≈ {γµ, HC} ≈ 0. (1.47)

Observamos entonces que la ecuación (1.46) se puede escribir como

Uβ ≈ −Cβα{χα, HC}, (1.48)

donde Cβα = (Cαβ)−1, y recordando que Cαβ es la matriz de constricciones de segunda clase.
Todo esto nos permite definir lo que se conoce como el paréntesis de Dirac. Si F y G son dos
funciones en el espacio fase, entonces el paréntesis de Dirac está dado como

{F,G}D := {F,G}+ {F, χα}(Cαβ)−1{χβ , G}, (1.49)

el cual tiene las siguientes propiedades:

{F,G}D = −{G,F}D, (1.50)

{F, aG+ bK}D = a{F,G}D + b{F,K}D, (1.51)

{F,GK}D = F{G,K}D +G{F,K}D, (1.52)

{F, {G,K}D}D = {G, {K,F}D}D + {K, {F,G}D}D, (1.53)

que son las mismas que posee el paréntesis de Poisson. Además de las propiedades adicionales

{F,G}D ≈ {F,G}, (1.54)

{F, {G,K}D}D ≈ {F, {G,K}}, (1.55)

donde en la primera ecuación G es de primera clase y F es arbitraria, mientras que en la segunda
F y G son de primera clase y K es arbitraria.

1.10. Observables

Es necesario que definamos el concepto de observable. En este contexto una observable clásica
es una función definida en la subvariedad de constricciones, que es invariante de norma. En otras
palabras, es una función O del espacio fase cuyo paréntesis de Dirac es débilmente cero con las
constricciones de primera clase, es decir

{O, γα}D ≈ 0. (1.56)

Esta definición es a nivel teórico, es decir, en nuestro trabajo no se intenta darle un significado
experimental a ellas. Es importante señalar que las observables clásicas, podŕıan no serlo a nivel
cuántico.
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Caṕıtulo 2

Conexiones, formas diferenciales y
curvatura

Aunque el objetivo de este trabajo no es hacer un análisis de la teoŕıa de variedades diferenciales,
es necesario tratar con algunos conceptos que serán útiles para el trabajo que se desarrollará.
Recordemos que Relatividad General basa su lenguaje en términos de los conceptos definidos
mediante la geometŕıa diferencial. Por otro lado, dado que se va a estudiar el comportamiento de
RG mediante un formalismo que se asemeja mucho a la formulación establecida en Yang-Mills, lo
inicial seŕıa observar como está formulada la teoŕıa en términos de métricas y conexiones, para
posteriormente proyectarla a un lenguaje análogo al de esta teoŕıa de campos.
El beneficio de introducir este tipo de formulación en RG consiste en que, cuando se trabaja
directamente con la teoŕıa en términos de la métrica, ésta no puede tratarse de manera expĺıcita
como una teoŕıa de conexiones. Si se desea entender a la teoŕıa de esta manera, es entonces necesario
transformarla a un nuevo lenguaje.
El objetivo es entonces, entender a RG como una teoŕıa de campos pero en términos de conexiones,
partiendo de sus simetŕıas fundamentales. Para lograr esta meta se acude entonces a las llamadas
teoŕıas BF (background field ó “con campo de fondo”) que han probado ser una herramienta muy
útil en el análisis de la dinámica de diversos sistemas f́ısicos. Puede entonces pensarse que, de
ser posible que RG pueda trasladarse a un lenguaje como éste, las dificultades que aparecen al
lidiar con la métrica puedan evadirse, usando ahora como variables dinámicas a una tétrada y a la
conexión en la variedad de fondo.
Para comenzar con este análisis estudiaremos cómo aplicar este formalismo a Relatividad General
y el modo en el que se pueden definir los nuevos objetos que se utilizarán para nuestros fines.

2.1. Conexiones y Derivada Covariante

Asumimos que se tiene establecida una variedad de fondo M aśı como los objetos que residen
en ella; entonces procedamos a definir los conceptos que permitirán construir algunos de los objetos
matemáticos en los que se basan las teoŕıas que aqúı se estudien.
Primero, en la variedad pueden definirse campos vectoriales y funciones. Nos interesa definir los
siguientes conjuntos:

E que es un haz vectorial definido sobre la variedad M ,

Γ(E) que es el conjunto de todas las secciones de E,

V(M) es el conjunto de los campos vectoriales definidos sobre M ,
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CAPÍTULO 2. CONEXIONES, FORMAS DIFERENCIALES Y CURVATURA
2.2. CURVATURA

C∞(M) el conjunto de las funciones infinitamente diferenciables sobre M

U un subconjunto abierto de M ,

en seguida los emplearemos para definir nuestros objetos.
Comencemos con el concepto de conexión. De modo heuŕıstico podemos decir que una conexión
es una regla para calcular las derivadas direccionales de campos vectoriales sobre M . Tenemos
entonces que:
Definición. Una conexión D en M es un mapeo que asigna a cada campo vectorial v sobre M ,
una función D : Γ(E)→ Γ(E) y satisface las siguientes condiciones:

Dv(αs+ t) = αDvs+Dvt,

D(v+w)s = Dvs+Dws

D(fv)s = fDvs

Dv(fY ) = v[f ]s+ fDvs

(2.1)

donde v, w ∈ V(M), s, t ∈ Γ(E), f ∈ C∞(M) y α un escalar. El campo vectorial definido por Dvs
recibe el nombre de derivada covariante de s respecto de v.
Si ei es una base de las secciones de E sobre U , entonces en coordenadas se tiene que

Dµ := D∂µ , (2.2)

de tal modo que esta derivada puede ser expresada como una combinación lineal de funciones Aiµj
en U , y toma la forma

Dµej := Aiµjei, (2.3)

donde a estas funciones se las llama componentes del potencial vectorial o componentes de la
conexión A.

2.2. Curvatura

La curvatura de una conexión D mide la diferencia en el conmutador de derivadas covariantes.
Dados dos campos vectoriales v y w en M definimos la curvatura F (v, w) como el operador sobre
secciones de E dado por

F (v, w)s = DvDws−DwDvs−D[v,w]s, (2.4)

o definido como
F (v, w) = [Dv, Dw]−D[v,w], (2.5)

donde este objeto tiene las siguientes propiedades

F (u, v) = −F (v, u),

F (fv, w) = fF (v, w),

F (v, fw) = fF (v, w).

(2.6)

Si se desarrolla la curvatura en términos de coordenadas locales xµ, y haciendo uso de las compo-
nentes para la conexión A, ésta puede escribirse del siguiente modo

F jµνi = ∂µA
j
νi − ∂νA

j
µi +AjµkA

k
νi −A

j
νkA

k
µi, (2.7)

relación que puede simplificarse si se suprimen los ı́ndices internos i, j, k y la expresión luce como

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν ]. (2.8)
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CAPÍTULO 2. CONEXIONES, FORMAS DIFERENCIALES Y CURVATURA
2.3. FORMAS DIFERENCIALES Y OPERACIONES EXTERIORES

2.3. Formas diferenciales y operaciones exteriores

El cálculo de conexiones y curvatura puede simplificarse usando formas diferenciales. Para esto
tendremos que definirlas. Se define una 1-forma sobre una variedad M como un mapeo de V(M) a
C∞(M), en otras palabras una 1-forma ω se aplica a campos vectoriales v, para dar como resultado
una función. Se debe satisfacer

ω(v + w) = ω(v + w) + ω(w)

ω(fv) = fω(v).
(2.9)

Si se analiza en términos de coordenadas, cualquier 1-forma diferencial ω sobre U puede escribirse
como

ω = ωµdx
µ. (2.10)

El concepto de 1-forma puede generalizarse, haciendo uso del producto wedge (o producto exterior)
entre 1-formas. Por ejemplo dado un sistema de coordenadas en U , puede definirse

dxσ ∧ dxρ := dxσ ⊗ dxρ − dxρ ⊗ dxσ, (2.11)

la cual es ahora una 2-forma , y donde se observa que esta operación es antisimétrica, pues satisface

ω ∧ µ = −µ ∧ ω. (2.12)

Si se sigue el proceso de multiplicar 1-formas mediante ∧, se obtienen 2-formas, 3-formas hasta
llegar a las p-formas. Entonces, se denota al espacio de las p-formas en M como Ωp(M), de tal
modo que si ω ∈ Ωp(M), ω puede expandirse en coordenadas como

ω =
1

p!
ων1ν2...νpdx

ν1dxν2 · · · dxνp , (2.13)

donde ων1ν2...νp es totalmente antisimétrico en sus ı́ndices.
Se generaliza ahora el producto wedge que se usó en la ecuación (2.11). Sea ω ∈ Ωp(M) y µ ∈ Ωq(M)
y ν ∈ Ωr(M), entonces el producto exterior tendrá las siguientes propiedades:

ω ∧ ω = 0,

ω ∧ µ = (−1)pqµ ∧ ω,
(ω ∧ µ) ∧ ν = ω ∧ (µ ∧ ν).

(2.14)

Finalmente podemos crear otra operación aplicable a formas diferenciales. La derivada exterior o
diferencial es el mapeo d : Ωp(M) −→ Ωp+1(M) tal que si ω ∈ Ωp(M) se define como

dω :=
1

p!
∂ρ(ων1ν2...νp)dxρ ∧ dxν1dxν2 · · · dxνp . (2.15)

La derivada exterior tiene además las siguientes propiedades: si ω ∈ Ωp(M) y µ ∈ Ωq(M) entonces

d(dω) = d2ω = 0, (2.16)

d(ω ∧ µ) = dω ∧ µ+ (−1)pω ∧ dµ. (2.17)

Con todo lo anteriormente definido, estamos en posibilidades de traducir todos los conceptos de
conexiones y curvatura, a este lenguaje.
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CAPÍTULO 2. CONEXIONES, FORMAS DIFERENCIALES Y CURVATURA
2.4. DERIVADA EXTERIOR COVARIANTE Y CURVATURA

2.4. Derivada exterior covariante y curvatura

Aunque ya se han definido las bases para construir la curvatura y sus propiedades, todo esto es
más simple y directo si se reescribe en términos de formas diferenciales. Puede definirse la 2-forma
de curvatura como

F =
1

2
Fµνdx

µ ∧ dxν , (2.18)

Si se toma en cuenta ahora que dada una p-forma s E-valuada es un mapeo s : V → Γ(E), entonces
definimos la derivada exterior covariante dD como

dDs(v) := Dvs, (2.19)

y en coordenadas locales xµ ∈ U
dDs = Dνs⊗ dxν . (2.20)

Lo anterior no es más que una generalización de d, de tal modo que

dD(sI ⊗ dxI) = DνsI ⊗ dxµ ∧ dxI , (2.21)

donde ahora a los ı́ndices internos los hemos caracterizado con letras mayúsculas. Esto puede
traducirse a una notación sin coordenadas, en términos de la diferencial exterior que ya conoćıamos
y de la conexión A. Dada una 1-forma de conexión A y una forma diferencial arbitraria ω entonces

dDω := dω +A ∧ ω. (2.22)

Por otro lado, una propiedad interesante de la derivada exterior covariante, es que a diferencia de
la derivación exterior que ya se hab́ıa definido, donde d2 = 0, dD no es cero cuando se aplica dos
veces, sino lo que mide es la desviación entre formas, en otras palabras, la curvatura. Veámos que
si η es una forma E-valuada, entonces

d2
Dη = dD(DνsI ⊗ dxν ∧ dxI) = DµDνsI ⊗ dxµ ∧ dxν ∧ dxI

=
1

2
[Dµ, Dν ]sI ⊗ dxµ ∧ dxν ∧ dxI

=
1

2
FµνsI ⊗ dxµ ∧ dxν ∧ dxI

= F ∧ η,

(2.23)

donde se han usado las propiedades antisimétricas del producto wedge y la definición (2.18) para
la curvatura.
Nos resultará útil definir un conmutador generalizado a formas diferenciales y generalizar también
la regla (2.17). Si ω y µ son una p-forma y q-forma E-valuadas respectivamente, definimos el
conmutador gradado entre formas diferenciales como

[ω, µ] := ω ∧ µ− (−1)pqµ ∧ ω, (2.24)

y la derivada covariante exterior actúa como

dD(ω ∧ µ) = dDω ∧ µ+ (−1)pω ∧ dDµ. (2.25)

Si desarrollamos la ecuación (2.22) para ω

d2
Dω = dD(dω +A ∧ ω)

= d2ω +A ∧ dω + d(A ∧ ω) +A ∧A ∧ ω

= A ∧ dω + dA ∧ ω −A ∧ dω +A ∧A ∧ ω

= (dA+A ∧A) ∧ ω,

(2.26)
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CAPÍTULO 2. CONEXIONES, FORMAS DIFERENCIALES Y CURVATURA
2.5. IDENTIDADES DE BIANCHI

y comparamos con la ecuación (2.23) se observa que

F = dA+A ∧A, (2.27)

con lo que hemos obtenido la 2-forma diferencial que representa a la curvatura sin necesidad de
usar coordenadas.

2.5. Identidades de Bianchi

Si u, v y w son campos vectoriales sobre M la identidad de Bianchi nos dice que

[Du, [Dv, Dw]] + [Dv, [Dw, Du]] + [Dw, [Du, Dv]] = 0, (2.28)

y sabiendo que en coordenadas [Dµ, Dν ] = Fµν obtenemos otra forma para la identidad de Bianchi

[Dµ, Fνλ] + [Dν , Fλµ] + [Dλ, Fµν ] = 0. (2.29)

Es decir, hemos expresado esta identidad en términos de la curvatura. Más aún, se puede escribir
de manera más compacta haciendo uso de la derivada exterior covariante. Observemos que si
escribimos expĺıcitamente la derivada exterior covariante F tendremos

dDF =
1

3!
(DµFνλ +DνFλµ +DλFµν)⊗ dxµ ∧ dxν ∧ dxλ, (2.30)

que al igualarla a cero y usando la ecuación (2.29) puede transformarse en la ecuación (2.28). Por
lo tanto en términos de formas diferenciales la identidad de Bianchi simplemente equivale a

dDF = 0. (2.31)

En el siguiente caṕıtulo estudiaremos el modo en el cual todo lo anterior puede aplicarse a Re-
latividad General para transformar las ecuaciones de esta teoŕıa (escritas en el lenguaje tensorial
usual), en términos de conexiones y curvatura pero construido todo esto sin el uso de la métrica.
El objetivo, como ya hemos mencionado, es permitir que la teoŕıa pueda ser vista directamente
como una teoŕıa de conexiones, para posteriormente hacer un análisis completo de las simetŕıas
que ésta posee.
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Caṕıtulo 3

Formulación de Palatini de la
Relatividad General

Los conceptos de curvatura, conexión y demás elementos que se han definido, son tópicos que
se analizan con el uso de geometŕıa diferencial. Pero debemos observar algo muy importante: en
ningún momento hasta este punto ha sido necesario introducir el concepto de métrica.
En la teoŕıa de Einstein la situación es muy distinta, pues la métrica es el ingrediente fundamental
para construir los objetos con los que se trabaja: conexión y curvatura dependen directamente de
ella. La diferencia fundamental es que Relatividad General no está construida en una variedad
abstracta que solo sirve como escenario para la dinámica de la teoŕıa, sino parte de que la variedad
M representa al espacio-tiempo mismo, es decir una entidad f́ısica en sus propios términos, y las
ecuaciones dinámicas se construyen en el haz tangente de esta variedad.
Por lo tanto, los entes que se operan en esta teoŕıa no son más que tensores definidos sobre
M , cuyas propiedades representan las caracteŕısticas f́ısicas que la teoŕıa introduce en sus
fundamentos.
La necesidad de entender a Relatividad General como una teoŕıa usual de conexiones, obliga en
esta formulación, a darle más énfasis al concepto de conexión, en vez de al de métrica. En este
contexto, la métrica funge un papel secundario, mientras que la conexión y la tétrada, codifican
la información f́ısica relevante en la teoŕıa.
Para comenzar con este análisis, asumiremos que son conocidas las propiedades del lenguaje
tensorial en el que RG se construye, por lo tanto no profundizaremos mucho en estos detalles, sino
que nos enfocaremos en tratar de entender como traducir la formulación original de Relatividad
General, al lenguaje sin métrica que hemos desarrollado en las secciones anteriores.

3.1. Relatividad General: ecuaciones de Einstein

En relatividad General el espacio-tiempo M es una variedad Lorentziana con una conexión de
Levi-Civita ∇ donde se define el tensor de curvatura de Riemann como la curvatura asociada a tal
conexión. En este caso la conexión se expresa mediante los śımbolos de Christoffel Γαβγ (análogos
al potencial A en secciones anteriores) dados por

∇α∂β := Γγαβ∂γ , (3.1)

y que en componentes se expresa a través del tensor métrico (ó métrica) g como

Γγαβ =
1

2
gγδ(∂αgβδ + ∂βgδα − ∂δgαβ). (3.2)
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3.2. LA ACCIÓN DE EINSTEIN-HILBERT

Por otra parte la curvatura de Riemann Rαβγδ (análoga a F ) definida sobre una base local de
campos vectoriales está dada como

R(eβ , eγ)eδ = Rαβγδeα. (3.3)

En componentes, la curvatura de Riemann puede calcularse como

Rαβγδ = ∂αΓαγδ − Γαβδ + ΓσγδΓ
α
βσ − ΓσβδΓ

α
γσ. (3.4)

Las contracciones de la curvatura de Riemann dan lugar a otros objetos que f́ısicamente son útiles,
tal como el tensor de Ricci

Rγαγβ := Rαβ (3.5)

y la curvatura escalar
Rαα := gαβRαβ = R. (3.6)

Con todo esto, puede construirse otro tensor particularmente importante en RG: el tensor de
Einstein, definido como

Gαβ := Rαβ −
1

2
gαβR, (3.7)

mediante el cual se pueden escribir las ecuaciones dinámicas para la teoŕıa. Es decir, las ecuaciones
de movimiento para relatividad general se escriben como

Gµν = 8πκTµν , (3.8)

donde Tµν es el tensor de enerǵıa y momento.

3.2. La acción de Einstein-Hilbert

Las ecuaciones dinámicas de RG pueden obtenerse mediante principios variacionales, partiendo
de una acción que contiene la información de la teoŕıa. Si M es una variedad orientada con una
métrica g semi riemanniana en ella, la acción de Einstein-Hilbert está definida como

S(g) =

∫
M

R vol =

∫
M

R|detg|d4x (3.9)

con “vol” la forma diferencial del elemento de volúmen asociado con g.
Si se desarrolla la variación de esta acción respecto a la métrica g, y se hace uso de las relaciones

δvol = −1

2
gαβ(δgαβ)vol

y

δR = Rαβδg
αβ +∇αωα,

(3.10)

con ω la 1-forma dada por ωα = gµν∇αgµν −∇βδgαβ , se puede ver que

δS =

∫
M

(δR)vol +Rδ(vol)∫
M

(
Rαβδg

αβ +∇αωα −
1

2
Rgαβδg

αβ

)
,

(3.11)

y si se toma en cuenta que el término ∇αωα es una divergencia total, que vale cero debido a que
se trabaja en un contexto en el cual M no posee frontera, se tiene que∫

M

(
Rαβ −

1

2
Rgαβ

)
= 0, (3.12)

18
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es decir, lo anterior es válido si las ecuaciones de Einstein

Rαβ −
1

2
Rgαβ = 0 (3.13)

se cumplen.
Esto no es más que la obtención “clásica” de las ecuaciones de Einstein en el vaćıo, a partir de
la acción de Einstein-Hilbert; nos interesará observar con más detalle, cómo estas ecuaciones se
pueden expresar en un lenguaje carente de métrica.

3.3. La acción de Palatini

Nos será útil entonces definir la acción de Palatini que no es más que la acción de Einstein-
Hilbert reescrita en términos de la conexión y de lo que llamaremos un campo de fondo (en vez de
en términos de la métrica g). Supongamos que se tiene una variedad n-dimensional M , orientada
y difeomórfica a Rn. F́ısicamente esta variedad no es más que un subespacio del espacio-tiempo.
La idea en el formalismo de Palatini es trabajar en el haz trivial M ×R que en este caso se emplea
como sustituto del haz tangente de la variedad. Es decir

e : TM −→M × R, (3.14)

entonces un campo de fondo no es más que el campo vectorial que se usará para proyectar la teoŕıa.
A este campo de fondo se le denotará por e, y si M es tridimensional a e se le llama una triada, si
en cambio es de dimensión 4, e es una tétrada.
Una sección de s de M × Rn puede escribirse en términos de los generadores del grupo ξ como

s = sIξI , (3.15)

observando que en este caso a Rn se le llama espacio interno debido a lo cual a los ı́ndices mayúsculos
I se les llama ı́ndices internos.
Al aplicar el mapeo a secciones ξI se obtiene la base de campos vectoriales e(ξI) sobre M , que en
términos de coordenadas se expresa como

e(ξI) = eµI ∂µ := eI , (3.16)

donde eµI son funciones en M .
Puede entonces definirse un producto interno entre secciones de M dado por

η(s, s′) = ηIJs
Is′J , (3.17)

donde ηIJ esta dado como

ηIJ =


−1 0 0 · · · 0
0 1 0 · · · 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 1

 (3.18)

y se le llama la métrica interna. Subimos o bajamos ı́ndices mediante ηIJ o su inversa ηIJ .
Si ahora tuviéramos una métrica de Lorentz g en M , podemos tener productos entre campos
vectoriales en M mediante

g(v, w) = gµνv
µwν , (3.19)

y decimos que el campo vectorial e es ortonormal si los campos eI lo son, es decir

g(eI , eJ) = ηIJ , (3.20)
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con lo que puede verse que
ηIJ = g(eI , eJ) = gµνe

µ
I e
ν
J . (3.21)

Hace falta ahora establecer una conexión D en el haz trivial M×Rn, todo esto para algún potencial
vectorial A como:

Dvs = (v(sJ) +Aµ
J
Iv
µsI)ξJ , (3.22)

con lo que entonces se construye la curvatura relacionada a la conexión D como

F IJαβ = ∂αA
IJ
β − ∂βAIJα +Aα

IKAβK
J −AαJKAβKI , (3.23)

donde AIJµ = −AJIµ .
Con todo lo anteriormente desarrollado, es hora de establecer las relaciones entre las ecuaciones
construidas a partir de la métrica y éstas que se han calculado. Lo primero es observar que la
conexión Γαβγ transforma como

Γαβγ = Aβ
J
Ie
I
γe
γ
J , (3.24)

lo que implica que la curvatura pueda escribirse como

Rαβγ
δ = F IJβγ e

α
I e
δ
J , (3.25)

y de la relación (3.21) se tiene que
gαβ = ηIJe

I
αe
J
β , (3.26)

lo que nos permitirá “traducir” la acción de Einstein-Hilbert a este lenguaje: ésta es la acción de
Palatini.
Haciendo uso del campo e, la acción de Palatini es

S[e,A] =

∫
M

eµI e
ν
JF

IJ
µν vol =

∫
M

e ∧ e ∧ F, (3.27)

notando que el elemento de volúmen ahora depende de la tétrada e.
Si además tomamos en cuenta que la primera de las ecuaciones en (3.10) puede escribirse en
términos de e como

δvol = −eIα(δeαI )vol, (3.28)

puede desarrollarse la variación de la acción (3.27) para obtener las ecuaciones que equivaldrán a
las de Einstein obtenidas en la sección anterior. En este caso la variación se realiza respecto a la
tétrada e lo que implica que

δS =

∫
M

(
(δeαI )eβJF

IJ
αβ + eαI (δeβJ)F IJα − eKγ (δeγKe

α
I e
β
JF

IJ
αβ )
)

vol

2

∫
M

(
eβJF

IJ
αβ −

1

2
eαI e

β
Je
γ
KF

JK
βγ

)
,

(3.29)

es decir

eβJF
IJ
αβ −

1

2
eαI e

β
Je
γ
KF

JK
βγ = 0, (3.30)

las cuales son completamente equivalente a las ecuaciones (3.13). Es decir, se han obtenido las
ecuaciones de Einstein en este nuevo contexto.
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Caṕıtulo 4

Estado de Kodama

Nos interesa estudiar el comportamiento de Relatividad General al acoplarse con términos
topológicos. Al añadir a la acción de Palatini este tipo de términos, la dinámica de la teoŕıa no se
modifica, pero a nivel de las constricciones (y por lo tanto de las observables) si.
Aunque este modelo es lo que se podrá considerar como “modelo de juguete”, las simetŕıas que
arroje el análisis ayudarán a comprender de qué modo se afecta la dinámica interna de la teoŕıa; es
decir, no al nivel de las ecuaciones de movimiento (pues sabemos que éstas no serán modificadas
por esos acoplamientos), sino lo que ocurre en las relaciones de conmutación y las observables
analizadas desde el punto de vista del formalismo de Dirac.
En particular analizaremos el acoplamiento de la acción de Palatini con el término topológico de
Chern-Simons, haciendo uso de un parámetro de tipo Barbero-Immirzi, se desarrolla el proceso
usando como grupo interno a SU(2), y se analizan las relaciones de conmutación a través de los
paréntesis de Dirac surgidos como consecuencia del acoplamiento.
En el segundo caso de estudio se calculan las constricciones en el estado generalizado de Kodama
constituido por los términos topológicos de Chern-Simons, Chern-Simons dual y Nieh-Yan. Aunque
se usa como grupo interno a SO(3, 1), veremos que el proceso requiere ciertas simplificaciones
para poder analizar de manera más ágil las simetŕıas de la acción que se estudia.

4.1. Acoplamiento de Relatividad General más el término
topológico de Chern-Simons

El término topológico de Chern-Simons se establece mediante la acción

S[C−S][ω] =

∫
M

ω ∧ dω +
2

3
ω ∧ ω ∧ ω, (4.1)

donde ω es la 1-forma de conexión de la teoŕıa. Introducimos ahora a e que es la 1-forma para la
triada (el campo de proyección) y F la 2-forma de curvatura construida a partir de la conexión ω
mediante

F = dω + ω ∧ ω. (4.2)

Recordemos también que en 3 dimensiones la acción que representa a relatividad general está dada
por

S[RG][e, ω] =

∫
M

e ∧ F [ω], (4.3)

recordemos que esta es la acción obtenida en el caṕıtulo anterior en la formulación de Palatini. Es
importante observar que ésta es la versión tridimensional de la ecuación (3.27).
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Ahora, en el trabajo desarrollado en [7] se modifica la acción para gravedad en 3 dimensiones
con constante cosmológica Λ, y se transforma en una teoŕıa de Chern-Simons, introduciéndo un
parámetro s, que reproduzca las ecuaciones de movimiento para gravedad en tres dimensiones.
Posteriormente, fijando el parámetro s = 0 y tomando el caso ĺımite para |Λ| = 1 se simplifican
los paréntesis de Poisson obtenidos para esta teoŕıa y se propone que la acción que genera esta
dinámica esté dada por

Sγ = 2

∫
M

ei ∧ Fi[ω] +
1

γ
S[C−S](ω). (4.4)

En nuestro trabajo desarrollaremos el análisis de las simetŕıas de la acción (4.4), mediante el uso
estricto del algoritmo de Dirac. No introduciremos ningún parámetro que modifique la teoŕıa, sino
que se hará todo el desarrollo para observar lo que ocurre con ella al nivel de los paréntesis de
Dirac. Entonces, el acoplamiento que nos interesa es

S[e, ω] = 2S[RG] +
1

γ
S[C−S]

= 2

∫
e ∧ F +

1

γ

∫ (
ω ∧ dω +

2

3
ω ∧ ω ∧ ω

)
= 2

∫
ei ∧ Fi[ω] +

1

γ

∫ (
ωi ∧ dωi +

2

3
εijkω

i ∧ ωj ∧ ωk
)
,

(4.5)

en la representación de SU(2) y con γ un parámetro de tipo Barbero-Immirzi.
Es necesario observar cuales son las ecuaciones dinámicas de esta teoŕıa. Para lograr esto, tomamos
las variaciones respecto a ω y a e; obtenemos las ecuaciones de movimiento respectivas dadas por:

De+
1

γ
F = 0,

F = 0,
(4.6)

las cuales corresponden a las ecuaciones de movimiento para Relatividad General en 3 dimensiones.
Comenzaremos ahora con el proceso de hamiltonización de la teoŕıa, tomando en cuenta que ésta
es una teoŕıa singular. Por lo tanto deberemos de llevar a cabo nuestro análisis haciendo uso del
formalismo de Dirac para sistemas singulares.
Partimos de lo elemental: hacemos la descomposición 2 + 1 de la acción (4.5) tomando en cuenta
que ωi = ωiµdx

µ y ei = eiµdx
µ donde µ = 0, 1, 2 representan los ı́ndices de espacio e i = 0, 1, 2

representan los ı́ndices internos de grupo, tendremos entonces

S[e, ω] =

∫
ε0ab

[
1

2
ei0Fiab + eibω̇ia + eiaDbωi0 +

1

2γ
(ωi0Fiab + ωibω̇ia)

]
d3x, (4.7)

con Fiab = ∂aωib − ∂bωia + εijkω
j
aω

k
b , y donde se ha definido la derivada covariante en esta repre-

sentación como
Datb

i
j = ∂atb

i
j + εilkω

l
atb

k
j + εjl

kωlat
i
k.

Usamos la convención de que los ı́ndices latinos del inicio del alfabeto se usan como ı́ndices de
espacio, mientras que aquellos de la mitad del alfabeto representan ı́ndices internos de grupo.
Por lo tanto, la densidad lagrangiana que se estudiará es

L = ε0ab
[

1

2
ei0Fiab + ω̇ia

(
eib +

ωib
2γ

)
+ ωi0

(
Dae

i
b +

F iab
2γ

)]
. (4.8)

Como ya hab́ıamos mencionado, esta teoŕıa es singular, y de acuerdo al análisis es necesario calcular
la matriz hessiana, recordando que ésta está dada por

∂2L
∂(∂µeiα)∂(∂µe

j
β)
,

∂2L
∂(∂µeiα)∂(∂µω

j
β)
,

∂2L
∂(∂µωiα)∂(∂µω

j
β)
, (4.9)
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matriz que en este caso es de 18 × 18, y es idénticamente cero, lo que implica que la nulidad sea
18 y por lo tanto se esperen el mismo número de constricciones primarias en el inicio del cálculo.
Procedemos ahora a obtener los momentos canónicos dados por

pαi =
∂L
∂ėiα

y παi =
∂L
∂ω̇iα

, (4.10)

con lo que tendremos

p0
i = 0,

pai = 0,

π0
i = 0,

πai = ηab
(
eib +

ωib
2γ

)
,

(4.11)

donde ηab ≡ ε0ab. Con lo que las constricciones primarias estan dadas por

ϕ0
i := p0

i ≈ 0,

ϕai := pai ≈ 0,

φ0
i := π0

i ≈ 0,

φai := πai − ηab
(
eib +

ωib
2γ

)
≈ 0.

(4.12)

Proseguimos con el proceso de hamiltonización, lo que sigue es construir la hamiltoniana canónica.
Recordemos que ésta está dada como

HC =

∫
HCd2x =

∫
[pαi ė

i
α + παi ω̇

i
α − L]

∣∣∣∣
p,π

d2x, (4.13)

y expĺıcitamente al desarrollar el cálculo, la hamiltonianana canónica queda como

HC = −
∫
d2x

[
1

2
ηabei0Fiab + ωi0

(
Daπ

a
i +

ηab

2γ
∂aωib

)]
= −

∫
d2x

[
ωi0Daπ

a
i +

1

2
ηab
(
ei0Fiab +

ωi0
γ
∂aωib

)]
.

(4.14)

Nos interesa ahora el calcular la hamiltoniana primaria del sistema. Tenemos entonces que sumar
las constricciones que permitirán desarrollar el proceso. Sea

HP = HC +

∫
d2x[λiaϕ

a
i + λ̃iaφ

a
i ], (4.15)

con λ los multiplicadores asociados a ϕ’s y λ̃ los relacionados con φ’s. Por otro lado, tomemos en
cuenta que los paréntesis de Poisson elementales para la triada y la conexión estan dados por

{eia(x), pbj(y)} = δij δ
b
a δ

2(x− y),

{ωia(x), πbj(y)} = δij δ
b
a δ

2(x− y).
(4.16)
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Tenemos que calcular la matriz de constricciones cuyo rango nos ayudará a determinar los multi-
plicadores de Lagrange que puedan conocerse. Esto es

Wαβ=̇


{ϕ0

i (x), ϕ0
j (y)} {ϕ0

i (x), ϕaj (y)} {ϕ0
i (x), φ0

j (y)} {ϕ0
i (x), φaj (y)}

{ϕai (x), ϕ0
j (y)} {ϕai (x), ϕbj(y)} {ϕai (x), φ0

j (y)} {ϕai (x), φbj(y)}
{φ0

i (x), ϕ0
j (y)} {φ0

i (x), ϕaj (y)} {φ0
i (x), φ0

j (y)} {φ0
i (x), φaj (y)}

{φai (x), ϕ0
j (y)} {φai (x), ϕbj(y)} {φai (x), φ0

j (y)} {φai (x), φbj(y)}

 , (4.17)

y tomando en cuenta que los paréntesis de Poisson entre constricciones distintos de cero estan
dados por

{φai (x), ϕbj(y)} = −ηabδijδ2(x− y),

{φai (x), φbj(y)} = − 1

γ
ηabδijδ

2(x− y),
(4.18)

la matriz queda como 
0 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 0 0

0 1 0 − 1

γ

 ηabδijδ
2(x− y). (4.19)

Esta matriz tiene rango igual a 12 y nulidad igual a 6, es decir, esperamos encontrar 6 constricciones
secundarias en base a las condiciones de consistencia de las primarias que ya se han obtenido.
Desarrollemos ahora las condiciones de consistencia para las φ’s. Si sabemos que Φ = (ϕ, φ) es una
constricción, entonces su evolución temporal está dada como

Φ̇α(x) = {Φα(x), HP }

=

∫
d2y{Φα(x),HC(y)}+

∫
d2y

[
λiβ{Φα(x), ϕβi }(y) + λ̃iβ{Φα(x), φβi (y)}

]
,

(4.20)

con lo que las condiciones de consistencia quedan como

ϕ̇0
i = {ϕ0

i (x), HP } ≈ 0 ⇒ ψi :=
1

2
ηabFiab ≈ 0,

φ̇0
i = {φ0

i , HP } ≈ 0 ⇒ Ψi := Daπ
a
i +

ηab

2γ
∂aωib ≈ 0.

(4.21)

Ahora podemos calcular las condiciones de consistencia relacionadas con los multiplicadores de
Lagrange, las cuales dan como resultado

ϕ̇ai = {ϕa, HP } ≈ 0 ⇒ λ̃jb ≈ 0,

φ̇ai = {φai , HP } ≈ 0 ⇒ ηab
[
∂bei0 +

1

2
εijkω

j
b

(
ei0 −

ωi0
γ

)
− λib

]
≈ 0.

(4.22)

Hemos llegado a un punto en el cual los multiplicadores de Lagrange pueden ser despejados. Por
lo tanto esta teoŕıa no necesita nuevas condiciones de consistencia sobre las constricciones y por lo
tanto no surgen constricciones terciarias.
Tendremos que clasificar ahora a las constricciones obtenidas en las de primera clase y de segunda
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clase. Calculemos entonces los paréntesis de Poisson entre ellas para identificarlas. Las constriccio-
nes que tienen paréntesis de Poisson distinto de cero entre ellas son

{ϕai (x), φbj(y)} = −ηabδijδ2(x− y)

{φai (x), φbj(y)} = − 1

γ
ηabδijδ

2(x− y)

{φai (x), ψj(y)} = ηab[δij∂bδ
2(x− y) + εijkω

k
b δ

2(x− y)]

{φai (x),Ψj(y)} = εijk

(
πka −

ηab

2γ
ωkb

)
δ2(x− y)

{ψi(x),Ψj(y)} =
1

2
ηabεijkF

k
abδ

2(x− y)

{Ψi(x),Ψj(y)} = εijk

(
Daπ

ka +
ηab

2γ
∂aω

k
b

)
δ2(x− y).

(4.23)

Con lo anterior podemos construir la matriz con la cual se clasificarán las restricciones de primera
y segunda clase.
Al hacer el desarrollo se obtiene una matriz de 24 × 24, la cual posee rango igual a 12 y nulidad
igual a 12; entonces deberemos obtener 12 constriciones de segunda clase. Calculamos los vectores
nulos de esta matriz, y estos se contraen con las constricciones encontradas. Al proceder con este
cálculo se han obtenido las siguientes 12 constricciones de primera clase

γ0
1i := p0

i ≈ 0,

γ0
2i := π0

i ≈ 0,

γ1i :=
1

2
ηabFiab +Dap

a
i ≈ 0,

γ2i := Daπ
a
i +

1

2γ
ηab∂aωib + εil

kelap
a
k ≈ 0,

(4.24)

y las 12 restantes de segunda clase

χa1i := pai ,

χa2i := πai − ηab
(
eib +

ωib
2γ

)
.

(4.25)
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Finalmente, se calculan los paréntesis de Poisson entre las constricciones de primera y segunda
clase, esto da como resultado

{γ1i(x), γ1j(y)} = 0,

{γ1i(x), γ2j(y)} = εijk

(
1

2
ηabF kab +Dap

ka

)
δ2(x− y) = εijkγ

k
1 δ

2(x− y),

{γ1i(x), χa1i(y)} = 0,

{γ1i(x), χa2j(y)} = εijkp
kaδ2(x− y) = εijkχ

ka
1 δ2(x− y),

{γ2i(x), γ2j(y)} = εijk

(
Daπ

ka +
ηab

2γ
∂aω

k
b + εkl

nelap
a
n

)
δ2(x− y) = εijkγ

k
2 δ

2(x− y)

{γ2i(x), χa1j(y)} = εijkp
kaδ2(x− y) = εijkχ

ka
1 δ2(x− y),

{γ2i(x), χa2j(y)} = εijk

[
πka − ηab

(
ekb +

ωkb
2γ

)]
δ2(x− y) = εijkχ

ka
2 δ2(x− y),

{χa1i(x), χb1j(y)} = 0,

{χa1i(x), χb2j(y)} = −ηabδijδ2(x− y),

{χa2i(x), χb2j(y)} = −η
ab

γ
δijδ

2(x− y),

(4.26)

donde se ha visto que el álgebra entre constricciones es cerrada bajo el paréntesis de Poisson. Si
realizamos ahora un recuento de lo que se ha obtenido, observamos que hay 18 variables dinámi-
cas independientes (nueve ωiα y nueve eiα ), 12 constricciones de primera clase y 12 de segunda.
Contamos ahora los grados de libertad f́ısicos en esta teoŕıa haciendo uso de la relación (1.43) se
obtiene que

GL =
1

2
[Vc −Rs − 2Rp] =

1

2
(36− 12− 2× 12) = 0.

Esta teoŕıa es topológica, no genera grados de libertad.
Dado que nos interesa identificar cuáles son las observables (desde el enfoque de Dirac), es necesario
que obtengamos los paréntesis de Dirac que genera la teoŕıa. Para esto procedemos ahora a escribir
la matriz Cαβ cuyas entradas son los paréntesis de Poisson entre las restricciones de segunda clase.
Tomando en cuenta que esta matriz está dada por

Cαβ =

 {χ
a
1i(x), χb1j(y)} {χa1i(x), χb2j(y)}

{χa2i(x), χb1j(y)} {χa2i(x), χb2j(y)}

 , (4.27)

que al calcularla expĺıcitamente nos lleva a

Cαβ =

 0 −1

1 1
γ

 ηabδijδ
2(x− y), (4.28)

y su inversa está dada por

C−1
αβ =

( 1
γ 1

−1 0

)
ηabδ

ijδ2(x− y). (4.29)
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Con lo que pueden calcularse ahora los paréntesis de Dirac entre las variables dinámicas y sus
momentos. Si recordamos que el paréntesis de Dirac está definido como

{A(x), B(y)}D = {A(x), B(y)} −
∫
dudv{A(x), ζα(u)}C−1

αβ (u, v){ζβ(v), B(y)}, (4.30)

entonces las relaciones de conmutación de Dirac se expresan del siguiente modo:

{eai (x), ebj(y)}D = − 1

γ
δijη

abδ2(x− y),

{pai (x), pbj(y)}D = 0,

{eai (x), pbj(y)}D = 0,

{ωai (x), ωbj(y)}D = 0,

{πai (x), πbj(y)}D = 0,

{ωai (x), πbj(y)}D = δijη
abδ2(x− y),

{eai (x), ωbj(y)}D = δijη
abδ2(x− y),

{eai (x), πbj(y)}D = − 1

2γ
δijη

abδ2(x− y),

{ωai (x), pbj(y)}D = 0.

(4.31)

Observemos que al acoplar las teoŕıas no obtenemos los mismos resultados que en el caso de
las teoŕıas individuales. Espećıficamente podemos hacer una tabla comparativa entre la teoŕıa de
Palatini [13], la de Chern-Simons pura [5] y lo desarrollado en nuestro trabajo, de tal modo que
puede observarse cómo se modifican las relaciones de conmutación al nivel de los paréntesis de
Dirac:

Palatini (RG) Chern-Simons RG + Ch-S
{e, e}D X No e ×
{e,Πe}D × No e X
{Πe,Πe}D X No e X
{e,A}D × No e ×
{A,A}D X × X
{A,ΠA}D × X ×
{A,Πe}D X No e X
{e,ΠA}D X No e ×
{ΠA,ΠA}D X X X

donde para simplificar la notación definimos los momentos canónicos como

Πe :=
∂L
∂ė

y ΠA :=
∂L
∂Ȧ

,

× indica las relaciones que no conmutan, mientras que X denota las que si lo hacen, y se ha
denotado que en el caso de Chern-Simons la teoŕıa no depende de la triada e.
Obervamos entonces que las relaciones de conmutación en las teoŕıas individuales no se superpo-
nen en el acoplamiento, y de hecho en ninguno de los tres casos coinciden simultáneamente. Lo
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desarrollado en nuestro trabajo, no se hab́ıa reportado en la literatura.
Es debido al parámetro γ que en el acoplamiento no pueden hacerse conmutativas ciertas
relaciones, pues de hacerse cero este parámetro surgiŕıan divergencias en el cálculo.
Por otro lado, comparando nuestros resultados con los obtenidos en [7], lo que hemos desarrollado
se ha hecho de manera expĺıcita siguiendo el algoritmo estricto de Dirac, y se ha llevado a cabo el
análisis de tal modo que se han obtenido todas las simetŕıas relevantes para esta teoŕıa. Además,
mediante el cálculo estricto de constricciones, se han obtenido los grados de libertad de ésta, la
cual es topológica, lo que no era evidente sabiendo que cada una de las teoŕıas en el acoplamiento
individualmente lo es.

4.2. El estado de Kodama

De acuerdo a lo que comentamos en el caṕıtulo 3, el beneficio de analizar RG mediante el
formalismo ADM, consiste en que al establecerla en términos del lenguaje de Hamilton, el espacio-
tiempo puede verse como una variedad de la forma Σ×R, en donde Σ es la variedad tridimensional
que representa al espacio.
En la formulación de LQG, después de realizar la hamiltonización e identificación de las constric-
ciones de RG (lo que se desarrolló de manera simplificada en el caṕıtulo anterior), se procede al
desarrollo de la cuantización canónica de la teoŕıa. Es decir, las coordenadas y momentos canóni-
cos se promueven a operadores y se definen los estados cuánticos que establecerán al sistema. Este
proceso no es trivial, pues debido a las complicaciones que se han presentado en el desarrollo de la
cuantización para gravedad, dado que en la formulación ADM las restricciones no son polinómicas.
Por otra parte, Ashtekar [11] propuso la introdución de nuevas variables, lo que implicó la com-
plexificación de las variables dinámicas de la teoŕıa. Por ende, lo anterior condujo a interpretar la
teoŕıa como gravedad compleja, que a su vez implica que a las variables y operadores se les tengan
que imponer condiciones de realidad [8] que permitan entender la f́ısica codificada en la teoŕıa.
La complexificación de Ashtekar [11] implicó la definición de variables duales y antiduales, mediante
la introdución del operador estrella de Hodge interno definido mediante

∗T
IJ :=

1

2
εIJKLTKL, (4.32)

donde las εIJKL son las constantes de estructura del álgebra de Lie para el grupo interno SO(3, 1).
Imponiendo las condiciones adecuadas para que las variables sean reales, puede mostrarse que en
las “nuevas variables” definidas en la formulación de Ashtekar, la conexión A es autodual es decir,
satisface

∗A = iA, (4.33)

de tal modo que puede redefinirse el momento canónico conjugado de A. Éste está definido como

Eia = q1/2eia, (4.34)

donde q es el determinante de la métrica en 3 dimensiones surgida en la descomposición ADM, y
en esta nueva notación los ı́ndices a, b, c son ı́ndices epaciales y los ı́ndices i, j, ... ahora representan
ı́ndices internos. Siguiendo el desarrollo con estas nuevas variables y reemplazando a Aia y Eai
con los respectivos operadores que les correspondan, las constricciones obtenidas en (??) pueden
escribirse (en términos de operadores) como [10]

Ĉ = εijkÊai Ê
b
j F̂abk, (Constricción escalar)

Ĉa = Êbi F̂
i
ab, (Constricción vectorial)

Ĝi = D̂aÊ
a
i , (Constricción de Gauss)

(4.35)
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y la forma del operador F̂ iab está dada por [2]

δΨ[A]

δAai
=

3

2Λ
εabcF̂ ibcΨ[A], (4.36)

con Λ es la constante cosmológica, de tal modo que la solución a la ecuación (4.36) es

ΨK(A) = N e 3
2Λ

∫
Y [A], (4.37)

donde la constante de normalización N sólo depende de la topoloǵıa [24]; éste es el estado de
Kodama. Kodama [9] mostró que este estado cuántico resuelve las constricciones de Relatividad
General (4.35); sin embargo el verdadero obstáculo ha sido su interpretación f́ısica.
Debido a la complexificación del espacio fase durante el proceso de construcción del estado, la
consecuencia ha sido que éste estado presente violaciones a las distintas simetŕıas f́ısicas necesarias
para la interpretación del mismo. Por lo tanto en la actualidad se busca generalizarlo de tal modo
que puedan removerse las inconsistencias que presenta [8].
El objetivo de nuestro trabajo no es hacer una revisión detallada del proceso de cuantización o el
de construcción del estado de Kodama, mucho menos otorgarle una interpretación más profunda
que la que posee en este contexto. Nos interesa saber solamente que este estado es el que resuelve
las constricciones de RG en este contexto.
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4.3. El estado generalizado de Kodama

En la definición del estado de Kodama, dada por la ecuación (4.37), el argumento de la expo-
nencial que ah́ı aparece, se constituye solamente por la acción de Chern-Simons. En la formulación
de Holst para RG, la acción con la que se trabaja contiene a la acción de Palatini (que se estudió en
caṕıtulos anteriores), junto con los invariantes topológicos de Holst y Nieh-Yan.
En este caso, el estado f́ısico que resuelve las constricciones para la teoŕıa Holst, es lo que se conoce
como el estado generalizado de Kodama [8]. Este estado se define como

Ψ[e,A] = N exp

[ ∫
1

2α
S[C−S][A] +

1

2β
S[∗C−S][A] +

β

α
S[N−Y ][e]

]
, (4.38)

donde N es una constante de normalización, S[C−S][A] es la acción de Chern-Simons, S∗[C−S][A]
es la de Chern-Simons dual y S[N−Y ][e] es la acción asociada al invariante topológico de Nieh-Yan.
Nuestro objetivo es analizar directamente las simetŕıas que surgen de la teoŕıa de norma asociada
a este estado, es decir, estudiaremos la acción

S[e,A] =

∫
1

2α
S[C−S][A] +

1

2β
S[∗C−S][A] +

β

α
S[N−Y ][e], (4.39)

vista como una teoŕıa de norma. Es importante aclarar que dado que se introducirá el término
topológico de Chern-Simons dual, se tiene la necesidad de usar como grupo interno a SO(3, 1), lo
cual se puede observar en la definición del operador estrella de Hodge (4.32).
En la representación SO(3, 1) los términos que abordaremos están dados por:

Chern-Simons

S[C−S][A] =

∫
AIJdAIJ +

2

3
AIJ ∧AJK ∧AKI =

∫
Y [A], (4.40)

Chern-Simons dual

S[∗C−S][A] =

∫
εIJKL(AIJdAKL +

2

3
AI

N ∧ANJ ∧AKL) =

∫
∗Y [A], (4.41)

Nieh-Yan

S[N−Y ][e] =

∫
eI ∧DeI , (4.42)

donde AIJ = AIJµ dxµ nuevamente es la 1-forma de conexión valuada en el álgebra de Lie para

SO(3, 1), eI = eIµdx
µ es la triada para el campo de proyección y DµTν

I
J = ∂µTν

I
J +Aµ

I
LTν

L
J −

Aµ
L
JTν

I
L es la derivada covariante en esta representación; los ı́ndices mayúsculos (de grupo) van

como I, J, ... = 0, 1, 2, 3 y los griegos (espaciales) como µ = 0, 1, 2.
Si retomamos entonces la acción (4.39), tenemos

S[e,A] =

∫
M

(α̃Y [A] + β̃ ∗Y [A] + σe ∧De), (4.43)

donde hemos redefinido las constantes de acoplamiento como α̃ ≡ 1/2α, β̃ ≡ 1/2β y σ ≡ β/α, con
lo que las ecuaciones de movimiento para este acoplamiento estan dadas como

δS[e,A]

δAIJµ
:= εµνσ

[(
α̃FνσIJ [A] + β̃εIJKLF

KL
νσ [A]

)
− σeνIeσJ

+
4

3
β̃(εINKLAνJ

N − εINJLAνKN )AKLσ

]
= 0,

δS[e,A]

δeIµ
:= εµνσDνeσI = 0.

(4.44)
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De estas ecuaciones, se tiene entonces que la dinámica del acoplamiento es complicada, y esto
se debe a cómo se acoplan Y [A] y ∗Y [A]. Para sortear este problema, es necesario introducir el
concepto de conexión de Lorentz autodual.
Se define el dual interno de Hodge para una conexión de Lorentz como

(∗A)IJα :=
1

2
εIJKLAαKL, (4.45)

y se definen las partes autodual (+A) y antiautodual (−A) de A (como se mencionó en (4.33))
como el mapeo de Hodge aplicado a A que satisface

∗
±A = ±i±A. (4.46)

Con lo anterior, la conexión de Lorentz A puede separarse en términos de sus partes autodual y
anti-autodual como

A = +A+ −A, (4.47)

donde expĺıcitamente +A y −A están definidas mediante

±AIJα :=
1

2

(
AIJα ∓

i

2
εIJKLAαKL

)
. (4.48)

Observemos solamente cómo se acoplan Y [A] y ∗Y [A]: puede tomarse una combinación lineal de
acciones construidas mediante Y [A] y ∗Y [A], tomando la acción

S±[A] =

∫
1

2

(
Y [A]∓ i

2
∗Y [A]

)
. (4.49)

Expĺıcitamente tenemos que

S±[A] =

∫
1

2

[
AIJdAIJ +

2

3
AIJ ∧AJK ∧AKI ∓

i

2
εIJKL

(
AIJdAKL +

2

3
AI

N ∧ANJ ∧AKL
)]

.

(4.50)
Usando ahora la definición (4.48), estas acciones equivalen a las densidades lagrangianas dadas
como

L± = εαβµ
(
±AIJα ∂β

±AµIJ +
2

3
±AIJα

±AβJK
±Aµ

K
I

)
, (4.51)

es decir, se ha logrado separar el problema en términos de conexiones +A y −A.
Es decir, de las acciones (4.51), vemos que∫

Y [A] = S+[A] + S−[A],∫
∗Y [A] = i(S+[A]− S−[A]),

(4.52)

con lo cual la acción (4.43) puede escribirse como

S[e,A] =

∫
µL+ + νL− + σe ∧De, (4.53)

donde µ = α̃+ iβ̃ y ν = α̃− iβ̃.
Siguiendo con el procedimiento, puede elegirse una combinación adecuada entre L+ y L−, que
permita desarrollar la dinámica del acoplamiento, de tal modo que se transforme a alguna forma
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más simple de abordar. En este caso elegimos que la combinación solo quede en términos de +A,
y tomamos entonces la acción

S[+A, e] =
1

2

∫ [
Y [+A] + e ∧D+e

]
, (4.54)

donde α un escalar y D±e = de+ ±A ∧ e.
Si desarrollamos las ecuaciones de movimiento mediante la variación de la acción (4.54) obtenemos

δS[+A, e]

δ+AIJµ
: εµνσ(F [+A]νσIJ − eνIeσJ) = 0,

δS[+A, e]

δeIµ
: εµνσD+

ν e
I
σ = 0,

(4.55)

donde FµνIJ [+A] := +FµνIJ = ∂µ
+AνIJ−∂ν+AµIJ ++AµI

K +AνKJ−+AνI
K +AµKJ , ecuaciones

que reproducen la dinámica ya observada en secciones anteriores, solo que esta vez mediante el uso
de +A.
Al hacer esta descomposición en la acción (4.54), resulta casi directo el desarrollo pues entonces el
problema se ha reducido a la forma

S[e,A]exotica =
1

2

∫
M

AIJdAIJ +
2

3
AIK ∧AKL ∧ALI +

∫
M

Λ

2
eI ∧DeI , (4.56)

caso que se ha desarrollado y resuelto de manera completa en [4]. Recordemos entonces que las
ecuaciones de movimiento para este caso están dadas por

δS[A, e]

δAIJµ
: εµνσ(F [A]νσIJ − ΛeνIeσJ) = 0,

δS[A, e]

δeIµ
: εµνσΛDνe

I
σ = 0,

(4.57)

donde FµνIJ = ∂µAνIJ − ∂νAµIJ + AµI
KAνKJ − AνIKAµKJ . Es decir, la dinámica es la misma

que en nuestro problema, solamente que esta acción está evaluada en la parte dual (o antidual)
de la conexión A, y con Λ = 1. Este desarrollo nos permite observar la dinámica de cada uno de
los elementos que se incorporan en las densidades lagrangianas (4.51), pues se puede ver que en
realidad son esta misma acción pero en términos de +A (ó −A si aśı se hubiera hecho la elección).
Si se analiza esta acción, entonces las constricciones de primera clase para la acción (4.54) están
dadas por

γ0
I = Π0

I ≈ 0,

γ0
IJ = Π0

IJ ≈ 0,

γI = −2D+
a Πa

I +D+
a φaI + eJaφ

a
IJ ≈ 0

γIJ = D+
a φ

a
IJ +

ε0ab

2
+FabIJ +

1

2
(Πa

IeaJ −Πa
JeaI) ≈ 0,

(4.58)

donde se ha tomado en cuenta que

Πα
IJ :=

∂L
∂ ˙(+A)

,

32
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y además, las constricciones primarias en términos de las cuales se construyen las restricciones de
primera y segunda clase para esta acción se definieron como

φaI := Πa
I −

1

2
ε0abebI y

φaIJ := Πa
IJ −

1

2
ε0ab+AbIJ .

(4.59)

Por lo tanto, al proceder con el cálculo, se obtiene que las constricciones de segunda clase están
dadas por

χaI = Πa
I −

1

2
ε0abebI ≈ 0,

χaIJ = Πa
IJ −

1

2
ε0ab+AbIJ ≈ 0,

(4.60)

En base a las constricciones obtenidas es que se desarrollan los paréntesis de Dirac para esta teoŕıa,
mediante la definición (4.30), en este caso se tiene que

{eIa(x),Πb
J(y)}D =

1

2
δbaδ

I
Jδ

2(x− y),

{eIa(x), eIb(y)}D = ηIJε0abδ
2(x− y),

{Πa
I (x),Πb

J(y)}D =
1

4
ηIJε

0abδ2(x− y),

{+AIJa (x),Πb
KL(y)}D =

1

4
δba(δIKδ

J
L − δILδJK)δ2(x− y),

{+AIJa (x),+AKLb (y)}D =
1

2
(ηIKηJL − ηILηJK)ε0abδ

2(x− y),

{Πa
IJ(x),Πb

KL(y)}D =
1

8
(ηIKηJL − ηILηJK)ε0abδ2(x− y),

{eIa(x),+AJKb (y)}D = 0,

{eIa(x),Πb
JK(y)}D = 0,

{+AIJa (x),Πb
K(y)}D = 0.

(4.61)

Con este anáisis hemos observado que el estado generalizado de Kodama posee parte de las simetŕıas
de gravedad exótica, pero evaluado solamente en la parte autodual de la conexión. Es decir, no ha
sido en la conexión completa, que deberá incluir a la parte anti-autodual de ella.
Por lo que se ve de este desarrollo, la parte antidual se comportará de la misma manera que lo
ha hecho la parte dual. Esto sugiere que la teoŕıa completa también sea topológica, aunque en
realidad deberá desarrollarse el análisis usando la conexión completa. Sin embargo, aunque en este
cálculo nos hemos restringido solo a la parte dual, se han obtenido simetŕıas relevantes de la teoŕıa
de norma asociada al estado generalizado de Kodama: se desarrolló la estructura completa de las
constricciones y el álgebra que satisfacen, y a partir de las constricciones de segunda clase se han
obtenido los paréntesis de Dirac que serán útiles para la comprensión de la teoŕıa. Por otro lado,
las transformaciones de norma obtenidas para esta teoŕıa permitirán la correcta identificación de
observables en el proceso de cuantización de la misma.
Nuevamente, podemos realizar una tabla que permita observar el comportamiento de las relaciones
de conmutación de esta teoŕıa. En este caso comparamos la teoŕıa de Kodama (Chern-Simons),
para observar cuales de las relaciones de conmutación se han preservado; recordamos que el śımbolo
× indica en cuales casos los paréntesis de Dirac no conmutan:
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Kodama (Ch-S) Kodama Gen.(en +A)
{e, e}D No e ×
{e,Πe}D No e ×
{Πe,Πe}D No e ×
{e,A}D No e X
{A,A}D × ×
{A,ΠA}D X ×
{A,Πe}D No e X
{e,ΠA}D No e X
{ΠA,ΠA}D X ×

Es necesario mencionar que el análisis que se desarrolló para esta acción, fue simplificado de
tal modo que nos reservamos a trabajar solamente con la parte autodual de la conexión A. Sin
embargo, deberá de tomarse en cuenta posteriormente la parte anti-autodual de ella para ejecutar
un estudio más profundo de este estado. Aún aśı, la información que aporta este análisis será de
mucha utilidad para observar el comportamiento de la teoŕıa, aśı como de las simetŕıas que esta
posee.
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Conclusiones

En nuestro trabajo, se desarrolló un análisis para el acoplamiento de Relatividad General más
el término topológico de Chern-Simons, y se pudo observar cómo se modifican las relaciones de
conmutación de la teoŕıa, a pesar de que las ecuaciones de movimiento no se alteran, respecto a
las de la teoŕıa pura. A diferencia de lo reportado en [7] el tratamiento se hizo mediante el uso
estricto del algoritmo de Dirac-Bergmann, sin hacer alguna suposición previa, respecto a cómo
definir las variables canónicas del sistema.
Al identificar las constricciones de esta teoŕıa, se realizó el conteo de grados de libertad de la
misma, y al menos en la parte autodual para la conexión A, la teoŕıa es topológica. Más aún,
al clasificar las constricciones en aquellas de primera y segunda clase, se pudieron construir los
paréntesis de Dirac adecuados para la teoŕıa y se observó la manera en que se modifican las
relaciones de conmutación para la triada y la conexión, aśı como para los momentos canónicos
correspondientes a ellas. Por otro lado, se ha observado cómo se modifican las relaciones de
conmutación en las teoŕıas puras, y puede ahora compararse con los resultados y simetŕıas del
acoplamiento que aqúı se desarrolla. Todo lo anterior, no hab́ıa sido reportado en la literatura.
En el segundo caso de estudio, la teoŕıa que representa el estado generalizado de Kodama dada por
la ecuación (4.43), originalmente se desarrolló el cálculo estricto para obtener las constricciones de
la teoŕıa. El proceso resulto muy engorroso y se procedió a simplificar el cálculo introduciendo los
conceptos de conexión autodual +A y anti-autodual −A.
Esto permitió separar la acción de estudio en una combinación de acciones de tipo exótico, pero
evaluada cada una en términos de +A y −A; se eligió trabajar solamente en la parte autodual de la
conexión y a partir de ah́ı analizar las simetŕıas de esta teoŕıa de norma. Basándose en el trabajo
llevado a cabo en [4], se observó que esta teoŕıa posee simetŕıas similares a la acción exótica
estudiada en [4], pero en términos solamente de la parte autodual de la conexión A. Partiendo de
una teoŕıa de norma en la cual se tiene solo la teoŕıa de Chern-Simons y el invariante topológico
de Nieh-Yan, se pudo reducir el problema a una acción que posee dinámica análoga a gravedad
en 3 dimensiones. Debido a la simetŕıa que presentan la parte dual y antidual de la conexión
A, es posible que la parte antidual también sea una teoŕıa topológica, aunque se deberá hacer
posteriormente el análisis usando la conexión completa, para conocer todas sus simetŕıas. Sin
embargo, las simetŕıas y resultados obtenidos en este trabajo, al igual que en el primer caso de
estudio, no se hab́ıan reportado, lo cual será útil para posteriores análisis.
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