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Introduccion

El Teorema de Grafos Menores es uno de los resultados mas importantes dentro
de la Teoria de Grafos. Este teorema fue enunciado inicialmente como una conjetura
por el matematico aleméan Klaus Wagner en 1937. En esta conjetura se establecia la
existencia, dentro de una sucesion contable de grafos finitos, de un par de grafos com-
parables bajo la relacién menor. Por muchos afios dicho planteamiento fue conocido
como la, Congetura de Wagner, hasta su demostracion, realizada por Neil Robertson
y Paul D. Seymour, la cual les llevo alrededor 20 articulos |21, 22, 23, 25, 24, 26|,
desarrollados en mas de 20 afos.

El extenso trabajo de Robertson y Seymour en grafos menores trajo consigo
repercusiones en otras ramas como: Teoria de grafos menores |20, 23, 25, 26|, teoria
estructural de grafos [6, 11, 19, 23, 27| y aplicaciones algoritmicas |2, 3, 13].

Dentro de las aplicaciones algoritmicas sobresalen numerosas herramientas y mé-
todos, como la descomposicién arborea, ancho arboreo y otros més [4, 9, 21]. Tam-
bién las clases de grafos que cumplen con la propiedad de ser menor cerrada pueden
proporcionar una buena descripcién de ciertas propiedades y proporcionar algorit-
mos eficientes para probar si un elemento dado satisface una propiedad determinada
[14, 3].

Las métricas arbdreas tienen una muy marcada injerencia en la eficiencia algorit-
mica, ya que muchos problemas de grafos que son NP-completos en general pueden
resolverse en tiempo polinomial si los grafos estan limitados a tener una métrica
arboérea acotada y una estructura que puede ser expresable como un enunciado en la
logica monédica de segundo orden [3, 9, 21].

Otra de las implicaciones de los trabajos de Robertson y Seymour en su prueba del
Teorema de Grafos Menores son las técnicas y herramientas sustanciales desarrolladas
con la combinacion del ancho arboreo y los “enredos” (tangles), que fueron base y
motivaciéon para establecer nuevas conjeturas y resultados en el area. Asi mismo, se
estableci6 una relacion estrecha entre grafos menores y superficies |1, 31].

El presente trabajo estd enfocado principalmente en el desarrollo y presentacion
de los conceptos y resultados principales, en el contexto de la Teoria de los Grafos
Menores, que condujeron a la necesidad de los conceptos de arbol de descomposicion
y ancho arboreo de un grafo. En especial, resaltar el impacto que tuvieron estos
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conceptos en la prueba del Teorema de Grafos Menores.

El primer capitulo presenta un panorama general y basico de la teoria de grafos.

El segundo capitulo se centra en la Teoria de Grafos Menores, como se ha men-
cionado, a raiz de su estudio se origina el concepto de descomposicién arbérea.

El tercer capitulo estd dedicado al Teorema de Kuratowski que puede ser expre-
sado en términos de grafos menores y el conjunto de obstrucciones de un familia de
grafos.

Finalmente, el cuarto capitulo, el més extenso de todos, se enfocara en introducir
el concepto de descomposicién arbérea y establecer su injerencia dentro de la prueba
del Teorema de Grafos Menores, para finalmente presentar un esbozo de una parte
de la prueba donde se utilizan los conceptos de descomposiciéon y ancho arboéreo.
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Tabla de simbolos

[V]* conjunto de todos los subconjuntos de k-elementos
de V

G = (V, E)grafo G con vértices V y aristas E

V(G) vértices del grafo G

E(G) aristas del grafo G

ini(e) vértice inicial de la arista e

ter(e) vértice final de la arista e

GV grafo inducido

K, grafo completo

T arbol

TG clase de los grafos que son subdivisién de G
1G clase de los grafos que son inflados de G
< relacién menor

< relacién pre-orden

C subgrafo

C subgrafo propio

C subgrafo inducido

[X]« conjunto de todos los subconjuntos finitos de X
P(X) conjunto potencia de X

T, bolsas del arbol de descomposicién

x Py camino que inicia en x y termina en y
tw ancho arboreo

w(G) cardinalidad del méaximo clique de G
P, ancho de camino

Chy, ancho de cuerda

Cuw ancho de corte

buw ancho de banda
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Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo estara dirigido a establecer algunos conceptos bésicos de la teorfa
de grafos, los cuales nos ayudarédn a entender andlisis futuros establecidos en este
trabajo. Principalmente, este capitulo se basa en [11], pero también se hace uso de
conceptos abordados en |7, 28].

1.1. Conceptos basicos en grafos

Dado un conjunto V', denotamos con [V]k, el conjunto de todos los subconjuntos
de k-elementos de V. La siguiente definicién en otros textos corresponde a la de grafo
simple.

Definicién 1.1 ([11]). Un grafo G es un par de conjuntos (V, E), donde V es el
conjunto de vértices y E C [V]? es el conjunto de aristas del grafo.

En la Figura 1.1 se muestra una representaciéon bésica de un grafo.

V4

U7 U1 Vg

Vs

Vs

U3

Figura 1.1: El grafo con conjunto de vértices V' = {v1,va, v3,v4, V5,06, U7} ¥
aristas F = {{v1,vs}, {v1,vs}, {v1,v4}, {v2,v6}, {vs,v5}}.
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Si existe alguna ambigiiedad entre dos o méas grafos, denotaremos como V(G) y
E(G) al conjunto de vértices y aristas de G, respectivamente. Si V(G) = 0, el grafo
G es llamado grafo vacio.

Si G es un grafo sin aristas y con 0 6 1 vértice, diremos que G es un grafo trivial.
De varias formas nos podemos referir a las aristas de un grafo G = (V| E), esto es,
considerando x,y € V, se puede denotar por {z,y} o bien en su forma reducida zy,
a la arista que contiene a los vértices x y y; en cambio si expresamos que z es una
arista de GG, basta con denotar z € G.

De igual manera con los vértices, si se externa que x ya es un vértice, es suficiente
denotar que x € G. Dos vértices z,y € G se dicen adyacentes si zy € E(G).Si Ay B
son subconjuntos de aristas de G, una A-B arista, es una arista entre los conjuntos
de vértices A y B; en caso de que A o B sean conjuntos unitarios se eliminaran
paréntesis de ellos. El conjunto de todas las A—B aristas en un conjunto E se denota
por E(A, B). Un vértice x es incidente con una arista e, si x € e.

Definicién 1.2 ([11]). Un multigrafo es un par (V, E) de conjuntos disjuntos con
una funcion g : E — V U [V]? que asigna a toda arista uno o dos vértices.

A las conexiones (aristas) dadas entre los vértices se les puede asignar un sentido,
es decir, si u,v € V entonces uv y vu son dos aristas distintas entre los vértices u y
v. Podemos establecer lo anterior en la siguiente definicion.

Definicién 1.3 (|11]). Un grafo dirigido es un par (V, E) de conjuntos disjuntos,
junto con dos mapeos ini : £ — V y ter : E — V. Esto es, a cada arista e € F se le
asigna un vértice inicial y uno final.

Un grafo dirigido también se le suele llamar digrafo. La arista e € E se dice estar
dirigida de ini(e) a ter(e). Dos aristas en los mismos vértices z y y son llamadas
aristas multiples, si tienen la misma direccion son aristas paralelas. Si ini(e) = ter(e),
la arista e es un lazo o bucle.

Definiciéon 1.4 ([11]). Un grafo G = (V, E) es un grafo simple si no tiene lazos ni
aristas multiples.

(a) Grafo simple (b) Multigrafo (c) Grafo dirigido

Figura 1.2: Tipos de grafos.
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A partir de aqui al decir grafo, serd como en la Definiciéon 1.2, la de multigrafo.
Es decir con posibles aristas multiples y bucles. Ver (b) de Figura 1.2.

Como en muchas categorias es necesario conocer las subestructuras y las estruc-
turas que se pueden generar a partir de cierto objeto, no es la excepcién con los
grafos, es por eso que se definen a continuacién algunos conceptos derivados de ellos.

Definicion 1.5 ([11]). Sean G = (V,E) y G' = (V', E’) dos grafos, se define la
igualdad de grafos como sigue, G =G'siysolosi V' =V y E' = E.

Definicion 1.6 ([11]). Se dice que G’ = (V', E’) es subgrafo de G = (V,E)siV' CV
y E' C E y se denota por G’ C G.

Si G’ C G pero G’ # G entonces G’ es subgrafo propio de G y se escribe G’ C G.

Definicion 1.7 ([11]). Sean G = (V, E) un grafo, si G’ C G y G’ contiene todas las
aristas xy € E, con z,y € V' entonces G’ es un subgrafo inducido de G, denotado
por G[V'].

Para denotar que un grafo G’ es un subgrafo de G, pero inducido, se denota como
G’ C G. Se dice que G” es un subgrafo abarcador de G si V(G") = V(G); puede o no
ser inducido, si lo es entonces se tiene la igualdad G” = G. La Figura 1.3 muestra dos
ejemplos de subgrafos de un grafo dado, uno de ellos inducido y el otro abarcador.

G G/ G//

Figura 1.3: El grafo G tiene como subgrafos a G’ y G”,
G’ es subgrafo inducido y G” es abarcador.

Sea G = (V, E) un grafo. Si U es un subconjunto (generalmente) de V', entonces
G —U := G|V \ U], es decir, es la operacion de eliminar los vértices en G de VNU y
todas sus aristas incidentes. Si U = {v}, denotamos G —v. Si U = V(G’), para algtn
grafo G, entonces la notacién es G — G’. Para subconjuntos F de [V]? escribimos
G—F:=(VENF)yG+F :=(V,EUF). Las operaciones G — {e} vy G + {e} son
denotadas por G — e y G + e, respectivamente.

Definiciéon 1.8 (|11]). Sea un vértice z € G, el grado o valencia de x, denotado por
d(x), es el nimero de aristas que inciden con z. El grado minimo de G es el niamero
)(G@) := min{d(x) | x € G}, mientras que A(G) := max{d(z) | x € G} es el grado

méaximo de G.
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Ejemplo 1.9. Sea G un grafo como en la Figura 1.1. Tenemos que §(G) = min{d(z) |
x € G} =0, mientras que A(G) := max{d(z) | v € G} = 3.

Algunos grafos tienen caracteristicas comunes que nos permiten clasificarlos en
tipos especificos; describiremos algunos de estos, ya que el hecho de que tengan estas
caracteristicas nos permite realizar un analisis mas detallado enfocado a su tipo.

Definicién 1.10 ([11]). Un camino P es un grafo no vacio P = (V, E) en el cual
V ={zo,21,...,2x} y E = {xox1, 2122, ..., v4y—12% } donde cada z; # x;, si i # j. Los
vértices xg v oy son los vértices finales de P, mientras que el resto seran sus vértices
interiores.

A menudo nos referimos a un camino por la sucesiéon natural de sus vértices, es
decir P = xgx1 - - - 2 v llamamos a P un camino de xg a zj, también denotado por
xoPxy. El nimero de aristas de un camino es su longitud. Un camino que inicia y
termina en el mismo vértice es llamado ciclo, el cual denotamos por C' = (z1, ..., Ty).
En la figura 1.3, G es un ciclo; y si omitimos de G” su vértice aislado, tendriamos
un camino de longitud 3.

Definiciéon 1.11 ([11]). Un grafo no vacio G es llamado conectado si cualquier par
de vértices x, y € G estan unidos por un camino en G. Llamamos desconectado a un
grafo que es no conectado.

Indistintamente a un grafo conectado también suele llamarse grafo conexo. La si-
guiente definicién es muy til, ya que nos ayuda a descomponer un grafo en subgrafos
CONexos.

Definicion 1.12 ([11]). Un subgrafo C} de G conexo méximo es una componente
de G.

Por subgrafo conexo mdzimo entenderemos, claramente un subgrafo conexo, con
la propiedad de que para todo vértice u que no sea parte del subgrafo, no existe
u—v arista, para toda v arista del subgrafo. La Figura 1.4 divide al grafo G en sus 3
componentes.

Observacion 1.13. Si C] es una componente de G, no existe un subgrafo conexo
Cs de G tal que C es subgrafo propio de Cs.

Definicion 1.14 ([28]). Sea G un grafo, S C V(G) es un conjunto separador de G
si G — S tiene méas de una componente. La conectividad de G, escrita k(G), es el
minimo tamafio de un conjunto de vértices .S tal que G — S es desconectado o tiene
un solo vértice. Un grafo G es k—conectado si su conectividad es a lo més k.

Definiciéon 1.15 ([11]). Sea G un grafo simple. G es un grafo completo si cada par
de vértices en G son adyacentes.
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Ch

CQ C‘3

G

Figura 1.4: Componentes del grafo G.

Denotamos al grafo completo de n vértices por K,,, y ademés tiene n(n — 1)/2
aristas. Claramente, un grafo completo es conexo.

Definicién 1.16 (|11]). Sea un entero r > 2, un grafo G = (V, E) es llamado r-
partito si V' admite una particién en r distintas clases tal que cada arista tiene sus
extremos en diferentes clases.

Como condicién adicional, vértices en la misma clase no son adyacentes. En los
casos particulares, de 2-partito y 3-partito, les llamaremos bipartito y tripartito res-
pectivamente.

Proposicion 1.17 (|11]). Un grafo es bipartito si y solo si no contiene un ciclo de
longitud impar.

Demostracion. Supongamos que G es bipartito, entonces existen X y Y, tales que
V(G)=XUY,con XNY = (), y ademés para cada zy € E(G),z€ X yy €Y, o
viceversa. Supongamos que G contiene un ciclo C,, = (z1,...,zy) de longitud impar.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que z1 € X, entonces xo € Y, que a su vez
implica que z3 € X. En general

{X si ¢ es impar,
Ti € .
Y si i es par.
Se sigue que x,, € X, contradiccién, ya que x1 € X y G es bipartito.
Ahora, supongamos que todo ciclo en G es de longitud par. Notemos que G no

tiene vértices aislados, pues tal es un ciclo de longitud 1. Supongamos que G es
conexo y sea v € V(G), consideremos los conjuntos

X = {z | vPx tiene longitud par} y Y = {y | vPy tiene longitud impar}.

Claramente X y Y estan bien definidos, pues GG es conexo y asi, existe un camino
entre cualquier par de vértices. No es complicado ver que V(G) = XUY y XNY = .
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Sea xy € E(G), sin pérdida de generalidad supongamos que = € X, y que ademaés es
tal que v Pz tiene longitud n, se sigue v Py tiene longuitud n + 1 o n — 1, entonces
y € Y. Por lo tanto GG es bipartito.

Si G no es conexo, se puede hacer un andlisis andlogo a cada una de sus compo-
nentes, ya que no existen ciclos entre componentes distintas. O

Definicion 1.18 ([11]). Un grafo r-partito en el cual cada par vértices de diferentes
clases de particiones son adyacentes es llamado r-partito completo, y se denortard
por Knl,...,nr-

Cada n; es un nimero natural que indica el namero de vértices para su respectiva
clase. La Figura 1.5 muestra dos representantes de familias de grafos importantes, a
saber, un grafo bipartito y un grafo completo Kg.

G Kg

Figura 1.5: G es un grafo bipartito y K5 es un grafo
completo.

Ejemplo 1.19 (Conectividad de K, y Ky, ). Ya que en K, todos los vértices son
adyacentes, no existen conjuntos separadores, pero siguiendo el proceso de n — 1
eliminaciones de vértices, se puede llegar a tener solo un vértice aislado, por lo tanto
k(K;) =n —1; aunado a esto, si G no es completo, siempre x(G) < |G| — 2.

Por otro lado, consideremos una particiéon X y Y de K,, ,,. Cada subgrafo inducido
tiene al menos un vértice de X y Y que es conexo. Entonces cada conjunto separaciéon
de K, contiene X o Y. Como X y Y son conjuntos separacion de K, ,, se tiene
que K(Kp, ) = min{m,n}. Asi, la conectividad de K43 es 3, ademéas el grafo es
1-conectado, 2—conectado y 3—conectado, pero no 4—conectado.

1.2. Algunas familias especiales
A continuacién se definiran algunas familias de grafos que cobraran relevancia en

secciones posteriores, ya sea como ejemplos clasicos o bien como concepto fundamen-
tal.
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Definicién 1.20 (|11]). Un grafo que no contiene ningin ciclo es llamado un bosque.

Una familia particular que resulta de fijar aquellos grafos que son conexos, son
los arboles.

Definiciéon 1.21 (|11]). Un grafo conexo que no contiene ciclos es un arbol.

En la Figura 1.6 se ilustra un arbol, observe también que en general la conectivi-
dad de un arbol es 1.

Figura 1.6: Arbol.

Més adelante los arboles jugaran un papel relevante dentro de este trabajo, es
por eso que es importante poder identificarlos y caracterizarlos de distintas maneras.
La siguiente proposiciéon formaliza lo dicho.

Proposicién 1.22 ([11]). Para un grafo 7, los siguientes enunciados son equivalen-
tes:

1) T es un arbol.
2) Cualquier par de vértices de T estan conectados por un tnico camino.

3) T es minimamente conectado, es decir, T es conexo pero 7 — € no es conexo
para cada arista e € 7.

4) T es maximamente aciclico, es decir, T no contiene ningtn ciclo pero T + zy
si, para cualquier par de vértices no adyacentes x,y € T.

Demostracion.

1)= 2) Es claro, pues si en T existieran a lo menos dos caminos entre dos vértices,
entonces existe un ciclo en 7T, lo cual seria una contradiccion.

2)= 3) Sea xy € E(T), luego = y y estan conectados por un tnico camino, a saber,
por la arista que los une, se concluye que 7 — xy no es conexo, pues se
desconectan x y .
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3)= 4) Sean veértices no adyacente z,y € T, ya que T es conexo, existe Py camino,
luego x Py + xy es un ciclo, se sigue que 7 + zy contiene al ciclo x Py + xy.

4)= 1) Sea T un grafo sin ciclos. Consideremos dos vértices no adyacentes x,y € T,
luego T + zy contiene un ciclo C, de hecho, la arista zy, debe ser parte de
él. Entonces existe un camino tal que xPy = C — xy, por lo tanto T es
conexo.

O]

Denotamos por 7y al iinico camino dentro del 4rbol T entre los vértices = y y.
A veces conviene fijar algin vértice en el arbol, al cual llamaremos raéz del arbol.
Un arbol T con un vértice fijo r es un drbol enraizado. Diremos que x < y si x se
encuentra en el camino 77y, lo cual define un orden parcial en V(T), asociado a T
v r. Le llamaremos el orden arbéreo asociado a T y r.

Definicion 1.23 (]28]). Un grafo rejilla, es el grafo contenido en el plano derivado
del producto cartersiano P, X P,, donde P,, y P, son caminos. Se denota por
(m x n)-rejilla o L(m,n).

En la Figura 1.7 se ilustra el grafo rejilla L(10,6).

Figura 1.7: Grafo L(10,6).
Todo grafo rejilla es un grafo bipartito. Para notar esto, tomemos como ejemplo

el grafo L(5,4); etiquetemos cada vértice con un elemento del plano cartesiano, de
la siguiente forma:

(1s4) 274) (34) (454) (5:4)
(1,3)  (2,3) (3,3) (4,3) (5,3)
(1,2)  (2,2) (3,2) (4,2) (5,2)

(LY (2,1 3,1 (4.1 (5,1
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Definimos los conjuntos Vj, = {(z,y) € L(5,4) | t +yespar} y Vi = {(z,y) €
L(5,4) | = + y es impar}, lo cual es una particion de los vértices de L(5,4). Los
vértices en V), y V; son adyacentes dos a dos, respectivamente, pero existen V,-V;
aristas, asi que L(5,4) es bipartito. Una demostracion més general para L(m,n), se
procede por induccién sobre m y n.

Dados G = (V,E) y G' = (V', E') grafos, una funcién ¢ : V.— V' es un homo-
morfismo de G en G’ si preserva adyacencia entre vértices. Si ¢ es biyectiva y su
inversa ¢! es también un homomorfismo, llamaremos a ¢ un isomorfismo, y dire-
mos que G'y G’ son isomorfos; se donotara por G = G’. Un isomorfismo de G en si
mismo es un automorfismo. A menos que se diga, no habra distincién entre grafos
isomorfos, asi que si G = H, lo podremos denotar por G = H.

En la Figura 1.8 se muestran dos grafos isomorfos, pero con distinta representa-
cion.

U2

V1 U3 Wy w3
G G’

Figura 1.8: Los grafos G y G’ son isomorfos, tomando
»(v;) = w;, para cada i € {1,2,3,4}.

Una clase de grafos que es cerrada bajo isomorfismos, es decir, si G € Cy G =
H, entonces H € C, es llamada propiedad grdfica o simplemente propiedad.

Ejemplo 1.24. Las siguientes clases de grafos son propiedades graficas:
1. La clase de los grafos con a lo mas n vértices.
2. La clase de los grafos que son arboles.
3. La clase de los grafos conexos.
4. La clase de todos lo subgrafos.

En contraparte, “la clase de todos los subgrafos de un grafo G fijo”, no es una
propiedad gréfica, bajo la estricta definicion de isomorfismo; por ejemplo, en la Figura
1.8 claramente, G C G y G = G’, pero G’ no es subgrafo de G.

Definicién 1.25 ([11|). Un grafo G = (V, E) se denomina arista-mdzrima con una
propiedad dada si G tiene la propiedad pero ningun grafo (V, F') la tiene, para F' D E.
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Por ejemplo, los 4drboles son arista-maxima con la propiedad de no contener nin-
gun ciclo. De la misma manera, el grafo que consta de dos componentes tales que
ambos son completos es arista-maxima con respecto a la propiedad de ser desconec-
tado.

Un ciclo de longitud 3 es un tridngulo. Una arista es una cuerda de un ciclo si sus
extremos son interiores del ciclo. Con la siguiente definicién se concluye la seccion.

Definicién 1.26 ([11]). Un grafo G es cordal (también llamado triangulado) si cada
uno de sus ciclos de longitud a lo més 4 tiene una cuerda, es decir, si no contiene
ciclos inducidos més que los tridngulos.

Con esto concluimos la seccion, que tuvo como finalidad exponer conceptos in-
troductorios dentro de la toeria de grafos, los cuales sostendran los temas de los
siguientes capitulos.



Capitulo 2

Menores y menores topologicos

Uno de los resultados més importante de la teoria de grafos es el Teorema de Gra-
fos Menores. Para poder dar un acercamiento a lo que es dicho teorema, abordaremos
algunos conceptos tempranos de la teoria de menores.

En esta seccon se introducen los conceptos de: menores topoldgicos, menores,
buen cuasi-orden, y centralmente, el caso particular del teorema de grafos menores,
para arboles enraizados.

2.1. Menores topolbégicos y menores

Ya se hablo de relaciones entre grafos, como lo son la relacidon subgrafo y la
relacion grafo inducido. Siguiendo la misma ténica se hablard de otras relaciones de
suma importancia dentro de la teoria de grafos. A saber, nos referimos a la relacidn
menor v 1a relacidn menor topoldgico. Para este anélisis fijemos un grafo G.

Informalmente, una subdivision de G es el grafo obtenido de G por “subdividir”
alguna o todas sus aristas por un “dibujo” de nuevos vértices dentro de esta arista.
Mas formalmente, se remplazan algunas aristas de G por un camino entre los ex-
tremos de esa arista; de esa manera ninguna arista interior de este camino contiene
algun vértice de G.

Definicién 2.1 (|11]). Sea G un grafo, llamaremos T'G a la clase de todos los grafos
tales que son subdivision de G. !

Si H € TG diremos que H es un T'G. Los vértices originales del grafo G son
llamados vértices rama de T'G, mientras que los nuevos vértices son llamados vértices
subdivididos. Rapidamente se puede notar que los vértices subdivididos tienen grado
2, y por su parte los vértices rama conservan el mismo grado que en G.

'La T es de topolégico.

11
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Definicién 2.2 ([11]). Sean G y H grafos tales que H tiene como subgrafo un TG,
entonces G es un menor topoldgico de H, denotado por G <; H.

Para procesar mejor la definicion anterior, observe la Figura 2.1, la cual ilustra
los conceptos definidos.

G X H

Figura 2.1: X es un TG, una subdivision de G. Como X C H, entonces
G es un menor topoldgico de H. En X, los vértices rojos son los vértices
rama, mientras que los azules son los vértices subdivididos de X.

Una construccién similar, pero ahora remplazando los vértices z de G por grafos
conectados V,, v las aristas xy de G por conjuntos no vacios de aristas entre V, y
Vy, de tal manera, se produce un grafo, al cual llamaremos un IG, un “inflado” de
G. Al igual que TG, todos los IG forman una clage.

Definicion 2.3 ([11]). Sea G un grafo, decimos que un grafo H es un IG si su con-
junto de vértices admite una particion {V, : x € V(G)} en subconjuntos conectados
V; tal que distintos vértices x,y € G son adyacentes en G si y solo si H contiene una
VeV, arista.

Los conjuntos V. son los conjuntos ramas de los IG. Por otro lado, diremos que
G surge de H por contraccion de los subgrafos V, v le llamaremos una contraccidn
menor de H.

Definicién 2.4 ([11]). Sea H un grafo que contiene un IG como subgrafo, entonces
G es un menor de H, y escribiremos G < H; también diremos que IG es un modelo
de G en H. ? Ver Figura 2.2.

Observacion 2.5. G es un menor de H si y solo si existe una funcién ¢ de un
subconjunto de V(H) a V(G) de tal manera que la imagen inversa ¢~ !(x) de cada
vértice z € G es conexo en H y para cada arista xa’ € G existe una arista en H entre
los conjuntos rama ¢~ (z) y ¢~ (z’). Si el dominio de ¢ es todo V(H), za’ € G con
r # 2’ y ademis H tiene una arista entre o~ 1(z) y ¢~ !(2'), es decir H es un IG,
llamaremos a ¢ una contraccidn de H en G.

2La I es de inflado.
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Ya que los conjuntos ramas pueden ser conjuntos unitarios, cada subgrafo de un
grafo dado es también un menor de si mismo.

Vs

w y4 Vw

G X H

Figura 2.2: El grafo X es un modelo de G en H, por lo tanto G < H. G
es una contraccion menor de X. V, V,,, V, y V, son los conjuntos ramas
de X.

Observacion 2.6. Si ¢ : V(Y) — V(X) es una contraccion, entonces | X| < |Y].

Demostracion. Se tiene de

vY)=J ¢ (@)

zeX
que
Yi=lUJe '@ =Dl @)= 1=1X].
zeX zeX zeX
O
Observacion 2.7. Si X <Y, entonces | X| <|Y].
Demostracion. Existen H un I.X y una contraccién
p:V(H) = V(X).
Se tiene de la Observacién 2.6 que
| X] < [H].
Ademéis, dado que H C Y, |H| < |Y|. Finalmente,
x| <Yl
O

Proposicion 2.8 (|11]). Las relaciones < y <; son un orden parcial en la clase de
grafos finitos.
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Demostracion. Solo mostraremos que < es un orden parcial. Sea X un grafo finito.
Como X es subgrafo de si mismo, X € I.X asi

X xX.
Para la antisimetria supongamos que X y Y son grafos finitos tales que
XxYyY <X
De la observacién 2.7, tenemos que
(X < Y]y |Y]<|X],

de donde
| X| =Y.

Ya que X <Y, existe G € IX tal que G C Y. Como |X| = |Y| entonces | X| =
|G| = |Y], se sigue que X ~ G, es decir, X = G, por lo tanto X C Y. Analogamente
Y C X. Se concluye que, X =Y.

Para la transitividad, supongamos que

XYyY<xZ
Entonces existe funciones
0:D1 = V(X)y:Dy— V(YY)

con la mismas propiedades de la Observacion 2.5, con D1 CV(Y) y Dy CV(Z). Ya
que D1 C V(Y) entonces ¢~ 1(D;) C V(Z) y ademés sabemos que ¥(¢~1(D1)) C Dy.
Definimos A como la funcién restriccion de 1 al conjunto 1 ~1(D1). Esto es, la funcién

Ay Y (Dy) — Dy
tal que A\(z) = 9(z), para cada z € 1»~1(Dy). Luego, consideremos la funcién
poA: wil(Dl) — V(X).

Siz € V(X), entonces ¢~ () es un conexo en Y, luego A1 (o1 (x)) = v~ (¢~ (2))
es conexo en Z, por como estd definido 1. Por lo tanto (X o ¢)~! asocia vértices de
X en grafos conexos de Z. Ahora, si 2’ es una arista en X, existe una o~ 1(2/)-
o~ Y(z) arista. Sea yy' la arista que conecta o~ !(z) con ¢~ 1(z'), luego, existe una
Y~ (y)-¢~(y') arista. Por lo tanto, existe (Ao @)1 (x)-(\o @) !(z') arista en Z.
Se concluye, por la Observacion 2.5, que X < Z.

O
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Si X es un IG, entonces P = {V, : € G} es una particion de V(X), asi pues
denotaremos G =: X/P para describir esta contraccion menor de X. Si U =V,
es un conjunto rama distinto de un conjunto unitario, escribiremos G =: X/U;
denotaremos por vy al vértice x € G que surge de contraer U y pensamos al resto de
G como un subgrafo inducido de H. Ahora, si U contiene exactamente dos vértices
formando una arista e, asi U = e, luego diremos que G = H/e surge de H por
contraccion de la arista e. Ver figura 2.3.

X

Figura 2.3: Contraccién de la arista e.

Ve

Gle

Como la relaciéon menor es transitiva, cada sucesion de conjuntos de vértices
unitarios, de eliminacién aristas o contracciones producen un menor. Por otro lado,
cada menor de un grafo finito puede ser obtenido de la siguiente forma.

Corolario 2.9 ([11]). Sean X y Y grafos finitos. X es un menor de Y si y solo si
existen grafos Gy, ...,Gy, tal que Go =Y yv G, = X y cada G;41 resulta de G; por
eliminar una arista, contraer una arista o eliminar un vértice aislado.

Demostracion. Supongamos que X <Y y hagamos induccion fuerte sobre |Y|+]|Y]].
Si |[Y|+ Y]] = 1, entonces Y tiene solo un vértice y ninguna arista, asi, X es el
grafo trivial. Basta tomar Y = Gg y X = G7: si X = (), hay que notar que X surge
de Y por eliminar su tinico vértice; si X =Y, se tiene por vacuidad que Y surge X.
Supongamos que la hipotesis es verdadera para cada m = |Y|+]|Y|| < n, mostremos
entonces que se cumple para |Y| + ||Y|] = n + 1. Dado que X < Y, existe G, un
I1X, tal que G C Y. Ahora, supongamos que G es subgrafo propio de Y, entonces
|G| + ||G|| < n, luego por hipotesis inductiva, existen G = Gg,...,Gs = X con
las propiedades descritas. Adicionalmente, como G C Y se tiene que V(G) C V(Y)
y E(G) C E(Y), entonces luego de un namero finito, digamos k, eliminaciones de
vértices y/o aristas de Y podemos obtener G; asi, existen Gy,...,G} grafos con
las caracteristicas buscadas, con Gy = Y y Gy = X. Finalmente, existen ¥ =
Go,...,Gs = X, grafos tales que cada G;41 surge de G; por eliminaciéon de arista o
vértice, o contraccidén de arista.

Ahora, supongamos que existen grafos Gy,...,G, tal que Gp =Y, G, = X
y cada G,y resulta de G; por eliminar una arista, contraer una arista o eliminar
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un vértice aislado. Notemos que para cada i, G;+1 < Gy, entonces como la relacion
menor es transitiva, se sigue que X Y. ]

Proposicion 2.10. Sea H y G grafos, donde V(H) = {v1,...,v,}. Entonces H < G
si y solo si existen distintos subconjuntos de V(G), no vacios, digamos Vi, ..., V}, tales
que G[V;] es conexo para cada i y |E(V;, V;)| > 0, siempre que v;v; € E(H).

El siguiente resultado establece una relacién entre menor y menor topolégico.

Proposicion 2.11 (|11]). Sea G un grafo, entonces todo T'G es también un IG. Se
sigue que cada menor topolégico de un grafo es también un menor (ordinario).

Demostracion. Supongamos que G <; H. Entonces existe G’, un TG, tal que G’ C
H. Definiremos la funcion ¢ : V(G') — V(G) por partes. Si g es un vértice rama
de G’, entonces simplemente definimos ¢(g) = g. Sea X el conjunto de todos los
caminos en G’ cuyos extremos son vértices rama, pero ningin otro vértice rama
es vértice interior. Para g1 y g2 vértices rama de G’, definimos Iy 4, €l conjunto
de todos los puntos interiores de g1 Pgs € X. Definimos ¢(lg,4,) = {g1}, 0 bien,
©(Ig1g5) = {92}
Si g € V(G) entonces ¢~ (g) = gPga — g, ¢ '(9) = gPg2 —g2 0 v '(9) = 9,
entonces ¢~ 1(g) es un camino o un vértice aislado, cualquiera sea el caso, es conexo.
Si g1g2 € G es una arista, entonces existe g1 Pgo € X 0 es también una g go arista
en G’ por lo tanto existe una arista entre ¢ 1(g1) y ¢ '(g2). Dada la definicién de
ey que V(G") C V(H), se concluye por la Observacion 2.5 que G < H.
O

Ya que hemos definido algunas relaciones entre grafos, daremos un acercamiento
a lo que significa incrustar un grafo en otro. Vagamente, una incrustaciéon de G en
H es una funcion inyectiva ¢ : V(G) — V(H) que conserva el tipo de estructura
del que estemos interesados. Por ejemplo: ¢ incrusta a G en H como “subgrafo” si
éste preserva la adyacencia de vértices; lo incrusta como un “subgrafo inducido” si se
preserva la adyacencia y la no adyacencia.

Si ahora definimos ¢ en E(G) de tal manera que manda la arista zy € G en
caminos independientes en H entre p(x) y ¢(y), de esta forma G se incrusta en H
como “menor topolégico”. De manera similar, una incrustacién ¢ de G en H como
“menor”, podria ser una funcion inyectiva de V(G) a conjuntos disjuntos conexos de
vértices en H, asi que H tiene una arista entre los conjuntos ¢(z) y ¢(y), para zy
arista de G.

Ejemplo 2.12. En la Figura 2.1, G se puede incrustar en H como menor topolégico,
a su vez G en X lo puede hacer como subgrafo. Por otro lado, la Figura 2.2 es un
ejemplo de la incrustacién de G en X como menor, tomando ¢(z) = V,, ¢(y) =V,
w(z) =V, ¥y p(w) = Vy, pero nétese que andlogamente G se puede incrustar en H
como menor. Naturalmente, X puede ser incrustado en H como subgrafo inducido.



2.2 Buen cuasi-orden 17

Maés adelante se abordaran incrustaciones sobre superficies.

2.2. Buen cuasi-orden

Una relacién reflexiva y transitiva, definidas sobre un conjunto, es un cuasi-orden.

Definicion 2.13 ([11]). Dado un orden sobre X, una sucesién en X es una antica-
dena de (X, <) si sus elementos no son comparables entre si con respecto a <.

Definicién 2.14 ([11]). Un cuasi-orden < sobre X es un buen cuasi-orden si para
toda sucesion infinita g, x1,... en X existen indices ¢ < j tales que x; < ;. En en
tal caso decimos que X es bien cuasi-ordenado por <, y (x;,2;) es un buen par de
la sucesion.

Una sucesién que contiene un buen par es una buena sucesion, de lo contrario es
una mala sucesion. Entonces, un cuasi-orden en X es llamado un buen cuasi-orden
si y solo si cada sucesion infinita en X es una buena sucesion. De forma equivalente,
un buen cuasi-orden en X es un buen cuasi-orden si toda anticadena es finita.

Ejemplo 2.15. Consideremos el conjunto N x N y definamos la relacion <, como
(a1,b1) <p (ag,b2) siysolosia; <azy by < by. No es dificil notar que la relacion es
reflexiva, y ademas por la transitividad usual en los nimeros naturales, tenemos la
transitividad de la relacién <, por lo cual <, es un cuasi-orden en NxN. Supongamos
existe A, una anticadena infinita en N x N. Si (a,b) € A, ningin otro elemento de
ella se encuentran en el cuadrante que tiene como vértices a (a,b) y (0,0). Sean
A ={(z,y) v <ayy>bly Ay ={(z,y) : @ >ayy<b}

Luego A1 N A 6 Ay N A es infinito. Sin pérdida de generalidad supongamos que
Ay N A es infinito. Se sigue que A} = {(z,y) : © > ay y < b — 1} contiene infinitos
elemento de A, siguiendo un proceso recursivo, se tiene que Ay |, = {(z,y) : >
ayy < 1} tiene infinitos elementos de A, pero los elementos de A; | son de la
forma (z,0), por lo tanto son comparables, contradiccion. Por lo tanto <, es un
buen cuasi-orden en N x N. Ver Figura 2.4.

Sea < un cuasi-orden en un conjunto X. Consideremos A, B C X, escribiremos
A < B si existe una funcién inyectiva f : A — B tal que a < f(a) para todo
a € A. Asi, podemos extender < a un cuasi-orden en [X|<“, el conjunto de todos los
subconjuntos finitos de X.

Lema 2.16 ([11]). Si X esta bien cuasi-ordenado por < entonces [X]|<“ también lo
esta.

Demostracion. Supongamos que X es bien cuasi-ordenado por <, pero [X]<“ no lo
es. Sea n € N, supongamos inductivamente que A; ha sido definido para cada i < n,
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(1:4) (2:3) (3:2) (441)
(0:4) (148) (2:2) (3:1) (4,0)
08  ® @) 30
(052) (1) (2:0)
(041) (10)
(0,0)
Figura 2.4
y que existe una mala sucesion en [X|<“, con primeros términos Ag, ..., A,—1. Sea
A, € [X]|=¥ de tal manera que alguna mala sucesion en [X]<“ tiene por primeros
términos a Ag,..., A, y |An| es tan pequefio como sea posible. Por la construccion

hecha, {A,},en es una mala sucesion en [X|<“. En particular, 4,, # ), para todo
n € N. Para cada n tomemos a, € A, y definamos B,, := A, \ {a,}. La sucesion
{an }nen tiene una subsucesion decreciente, digamos {an, }ien. Por la minima eleccion
de A,,, la sucesion

Ao, ..., Ang, Bngs Bnyy Bns,y - -

es buena, es decir contiene un buen par. Ya que {Ay},en es mala, el par no
puede tener la forma (A;, A;) o (A4;, Bj), con B; < Aj; entonces debe tener la forma
(Bi, Bj). Extendiendo la funcion inyectiva B; — Bj, dada por a; — aj, se deduce

otra vez que (A;, A;) es un buen par, lo cual es una contradiccion.
O]

2.3. Teorema de grafo menor para arboles

Antes de abarcar el caso general del teorema de grafos menores, primero se enun-
ciard el caso particular para arboles.

Definicién 2.17 ([11]). Sean T'y T” arboles enraizados en r y 7/, respectivamente.
Diremos que T' < T” si existe un isomorfismo ¢, de alguna subdivision de T" a un
subgrafo T" de T, el cual preserva el orden del grafo en V(T') asociado con Ty 7.
Esto es si x ¢ < y en T entonces p(z) < ¢(y) en T".

Con lo anterior no es dificil darse cuenta que se puede definir un cuasi-orden
sobre la clase de los arboles enraizados.

Teorema 2.18 (Kruskal, 1960, [11]|). Los arboles finitos son bien cuasi-ordenados
por la relacién menor topolégico.
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Demostracion. Basta mostrar que los arboles enraizados son bien cuasi-ordenados
por la relacion < de la Definicion 2.17. Supongamos que no son bien cuasi-ordenados.

Sea n € N, supongamos que existe una una sucesion Tp,...,T,_1 de arboles
enraizados tales que alguna mala sucesién de drboles enraizados comienza con esta
sucesién. Escojamos T), como el &rbol enraizado de menor orden tal que alguna mala
sucesion tiene por primero términos a Tp,...,T,. Para cada n € N, denotemos la
raiz de T, por ry,.

Claramente, {7}, }nen €s una mala sucesion. Para cada n, sea A, el conjunto de
las componentes resultantes de T}, —r,, convertido en arboles enraizados por eleccidén
de los vecinos de 1, como sus raices. Note que el orden del 4rbol de estos arboles son
introducidos por T},. Se probaré que el conjunto A := U,cnA, de todos estos arboles
es bien cuasi-ordenado.

Sea {T*}en una sucesion de arboles en A. Para cada k € N escojamos un
n = n(k) tal que T* € A,,. Tomemos k de tal manera que n(k) es el mas pequefio.
Entonces

To, . .. aTn(k)—la Tk’ Tk+1’ Tt

es una buena sucesion, por la minima eleccion de 7F) y T+ C T (k- Sea (T,T")
un buen par de la sucesion. Como {7, }nen es mala, T no puede estar entre los
primeros miembros de Ty, ..., T,x)—1 de la sucesion, entonces T’ deberfa ser algun
T" con ¢ > k, es decir,

T<T =T < T,u.

Como n(k) < n(i) por la eleccion de k, lo cual deberfa hacer a (7', T},(;)) un buen
par en la mala sucesién {7}, }nen. Asi también (T,7") es un buen par en {T%}rcn,
terminado la demostraciéon de que A es bien cuasi-ordenado.

Por el lema 2.16, la sucesion { Ay, }nen en [A]<¢ tiene un buen par (A;, A;). Sea f :
A; = Aj una funcioén inyectiva con T' < f(7T') para todo T' € A;. Ahora, extendiendo
la union de las incrustaciones T'— f(T') para todo T' € A; a una funcién ¢ de V(T;)
a V(Tj) dada por ¢(r;) :=r;.

Esta funcion ¢ preserva el orden del arbol de T}, y a su vez define una incrustaciéon
para mostrar que T; < T}, ya que las aristas r;r € T; bajo ¢ es r;Tjp(r). Entonces
(T3, Tj) es un buen par en nuestra mala sucesion original de arboles enraizados, lo
cual es una contradiccion. O

El teorema anterior es un caso particular de la Conjetura de Wagner aplicada
iinicamnente a los arboles enraizados. Existen muchas otras generalizaciones de este
resultado, como lo son para, infinitos arboles, arboles incrustados en el plano, et-
cétera. Y claro, su caso general, en el que estamos enfocandos, Teorema de Grafos
Menores.






Capitulo 3

Teorema de Kuratowski

En este capitulo se analizan los teoremas de menores prohibidos: resultados en
esencia de los teoremas de Kuratowski y de Wagner, que describen la estructura de
los grafos que no contienen un subgrafo o grafos especificos como menores.

El Teorema de Kuratowski caracteriza a la familia de los grafos planos, a través
de dos grafos, el grafo completo K5 y el grafo bipartito completo K33, y por ende
nos dice cuando un grafo G puede ser incrustado en la esfera. Naturalmente podemos
preguntarnos si existe resultados similares para cualquier superficie S, de ser asi, ;las
lista, de los grafos que caracterizan a ciertas familias son finitas? Se tratara de dar
respuesta a estas interrogantes en este capitulo.

3.1. Grafos planos e incrustaciones

Las aristas de un grafo G pueden ser vistas como curvas con extremos en los
vértices de G, formalmente se tienen las siguientes definiciones.

Definicion 3.1 ([32]). Una curva es la imagen de una funcion continua de [0, 1] a
R2. Diremos que una curva es (u,v)-curva cuando esta comienza en u y finaliza en
.

Definiciéon 3.2 ([32]). Un dibujo o representacion de un grafo G es una funcion f
definida en V(G) U E(G) tal que asigna a cada vértice v € G un punto f(v) en el
plano y asigna a cada arista con extremos u y v una (u,v)—curva. Las imégenes de
vértices son distintas. Un punto en f(e) N f(e’) que no es un extremo, es un cruce o
interseccion.

Definicion 3.3. Un grafo es plano si tiene un representacion sin cruces o interseccio-
nes de aristas. Si eso pasa, diremos que tal representacion es una incrustacion plana

de G.

21



22 Teorema de Kuratowski

La Figura 3.1 muestra un grafo plano y dos que no lo son, aunque estos jugaran
un papel clave en la caracterizacion de todos los grafos planos. Si un grafo G es plano,
todos sus menores son también grafos planos, pero en general, si todos sus menores
son planos, no implica que G sea plano, como se verd en la Seccién 3.3.

Ky Ky K33

Figura 3.1: El grafo K, es plano, mientras que los grafos
Ks y K33 no lo son.

Ejemplo 3.4. La Figura 1.8 muestra dos representaciones del mismo grafo, una sin
cruces y otra con ellos.

Notese que un grafo plano acepta un representacion sin cruces, pero eso no excluye
que pueda representarse con cruces de aristas. Por otro lado, una incrustacién plana
exige que el grafo sea plano.

Decimos que U C R? es un conjunto abierto en el plano si es tal que, para
cualquier p € U, existe un r € R tal que la bola B,(p) C U.

Definicion 3.5 ([32]). Una regidn es un conjunto abierto U que contiene una (u,v)—
curva para cualquier par u,v € U. Las caras de un grafo plano son regiones maximas
del plano que no contienen ningtin punto usado en la incrustacion.

Definicién 3.6 ([32]). Una cara de una representacion grafica diremos que es una
cara interior si es acotada. La anica cara no acotada, es una cara exterior.

En la Figura 3.2 se muestra un ejemplo de un grafo con sus caras respectivas.

Fy
G

Figura 3.2: Grafo G con caras interiores Fi, Fy, F3 y cara exterior Fj.
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En general, una superficie S es un espacio topologico de Hausdorff que es com-
pacto y conexo.

Definicion 3.7 ([32]). Una incrustacion G — S de un grafo G en una superficie S
es una funcién o que asigna los vértices de G a distintos puntos en S y las arista uv
a (u,v)—curvas en S, de modo que ningtn punto interno de dicha curva es la imagen
de algin vértice, ni existen intersecciones entre curvas.

(g

N %

G Esfera

Figura 3.3: Incrustaciéon del grafo G en la esfera.

La Figura 3.3 es un ejemplo de un grafo incrustado en una superficie, en este
caso, un esfera. Para finalizar, veamos qué pasa con los menores de un grafo G que
puede ser incrustado en un superficie S.

Teorema 3.8. (|24]) Si G puede ser incrustado en un superficie S, y G contiene a
H como menor, entonces H puede ser incrustado en S.

El teorema anterior nos dice que, la propiedad de ser incrustado en una superficie
es menor-cerrada, lo cual es intuitivo, al ver la caracterizacién de menor dada en el
Corolario 2.9. Este resultado fue probado por Robertson y Seymour en [24].

3.2. El teorema de Kuratowski y grafos prohibidos

Recordemos que un grafo se dice plano si puede ser dibujado en el plano sin
que se intersecten sus aristas. Los Teoremas de Kuratowski y Wagner establecen
una caracterizacion (equivalentes entre ellas) para los grafos planos, a través de
subdivisiones y menores, de K5 y K33.

Proposicion 3.9. Sean G y H grafos, donde V(H) = {vy,...,v,}. Sean distintos
subconjuntos de V(G), no vacios, digamos Vi,...,V}, tales que G[V;] es conexo para
cada iy |E(V;, Vj)| > 0, siempre que v;v; € E(H). Adicionalmente supongamos que
ningtn subgrafo propio de G contiene a H como subgrafo. Entonces:

1. Cada G[V;] es conexo minimo, es decir, un arbol.
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. Sivjv; € E(H), se tiene que |E(V;, V;)| = 1.
. Siwvjv; ¢ E(H) entonces |E(V;, V;)| = 0.

. Para cada hoja del arbol G[V;] con orden mayor que 1, existe j # i tal que

[E({w}, V5)| > 0.

. G[V] tiene a los mas d(v;) hojas.

. V1,...,V} cubre V(G).

Demostracion. Mostremos 1,2 y 3.

1. Supongamos lo contrario. Entonces existe G[V;] tal que no es conexo minimo,

luego, si eliminamos una arista de G[V;] se obtiene un subgrafo propio G de
G, tal que G1[V;] es todavia conexo. Haciendo la misma eleccion de: Vi, ..., Vp,
se tiene que (1 es un subgrafo propio de G que tiene como menor a H, con-
tradiccion.

. De nuevo por contradiccién. Supongamos que |E(V;, V;)| > 1. Sin pérdida de

generalidad, supongamos que |E(V;, V;)| = 2, es decir existen dos V;-V} aristas.
Si se elimina una de esas aristas, obtenemos Go C G tal que G[Vi] = Ga[Vi],
para cada ¢. Consideremos los mismos Vi,..., V), notemos que como solo se
elimin6é una de las dos aristas, existe una V;~V; aristas, siempre que v;v; €
E(H), luego por Proposicion 2.10, H < G3, contradiccion.

. Sea vju; ¢ E(H), y supongamos que |E(V;, V})| > 0, entonces existe e una

Vi~V arista. Se procede andlogamente a 1 y 2, eliminando e, para obtener el
resultado.

O

Las pruebas detalladas de los siguientes resultados puedes ser consultadas en ...

Proposicion 3.10 ([11]). Supongamos que H < Gy A(H) < 3. Entonces G contiene
una subdivisién de H.

Demostracion. Hagamos induccion sobre n = |G| + ||G]|. Si n = 1, entonces |G| = 1
siysolosi H=< G, siysolosi H<;G, siysolosi H=G.Sean=|G|+||G| >1,
y supongamos que el resultado es cierto para 1 < m < n. Notemos que si G’ es
subgrafo propio de G entonces |G'| + [|G’|| < m, entonces se satisface la condicion.
De tal modo que es suficiente mostrar que: Si G es tal que H < G, pero ninguno de
sus subgrafos propios tiene como menor a H, donde A(H) < 3, entonces H <; G.
La ultima afirmacion se sigue gracias a la Proposicién 3.9.

O]
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Lema 3.11. Si K5 es un menor de G, entonces GG contiene una subdivision de K33
0 K5.

Ahora enunciaremos el Teorema de Kuratowski, que en su momento, fue un hito
dentro de la teorfa de grafos. Este resultado, caracteriza a toda una familia mediante
solo dos grafos, K5 y K33, a través del concepto de menor topolégico.

Teorema 3.12 (Teorema de Kuratowski, |15, 30]). Un grafo G es plano si y solo si
G no contiene ninguna subdivision de K5 ni de K3 3.

El Teorema de Wagner es analogo al Teorema de Kuratowski en la versién de
Imenor.

Teorema 3.13 (Teorema de Wagner, [29]). Un grafo G es plano si y solo si G no
tiene a K5 ni a K33 como menor.

Los Teoremas 3.12 y 3.13 son de hecho equivalentes [29] y caracterizan a los grafos
planos. Mas adelante veremos el rol que juegan ciertos grafos, en este caso K5 y K33,
para especificas propiedades gréaficas.

3.3. Menores prohibidos

En el Teorema de Kuratowski (3.12) se establece que la familia de los grafos
planos se puede caracterizar mediante los grafos K5 y K3 3. En esta secciéon veremos
que esos grafos son obstrucciones o menores prohibidos dentro de la familia de los
grafos planos.

Es muy importante, tener en cuenta la siguiente cadena de implicaciones:

Observacion 3.14. Sean H y G grafos, se cumplen las siguientes implicaciones:
HCG==HCG=H<;G=H<AG.

Definicién 3.15 ([11]). Sea < un orden parcial. Decimos que una clase de gafos C
es <-cerrada, si para cada H y G grafos, tales que H < Gy G € C, entonces H € C.

Las relaciones de: subgrafo inducido, subgrafo, menor topolégico y menor, son
C-cerrada, C-cerrada, <;-cerrada y <-cerrada, respectivamente. En la practica para
referirnos a una clase C <-cerrada, se suele enunciar como menor-cerrada, o bien,
que es cerrada bajo la toma de menores. El Teorema 3.8 nos dice que la propiedad
grafica de “ser incrustado en una superficie”, es menor-cerrada.

Ejemplo 3.16.

1. La clase de todos los grafos planos es <—cerrada (y por ende: <;—cerrada,
C-cerrada, <;—cerrada).
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2. La clase de todos los grafos bipartitos es C—cerrada, pero no <;—cerrada.

3. La clase de todos los grafos tales que sus componentes son cliques es <;—cerrada,
pero no C—cerrada.

Definicién 3.17 (|11]). Sea C un conjunto o una clase de grafos y < un orden parcial
en C. Se define

Forb<(C) :=={G | H £ G, para todo H € C},

que denota la clase de todos los grafos que no “contienen” ningtn elemento de C, en
el sentido de <.

Llamaremos a los grafos G € C los prohibidos 6 excluidos de Forb<(C), sin perder
de vista la relacién < sobre la que se acttia. Ya hemos tratado varios 6rdenes parciales,
por lo que se aborda la definiciéon con algunos ejemplos.

Ejemplo 3.18. Denotemos a las clases de los grafos planos, grafos bipartitos y grafos
conexos cuyas componentes son cliques, por PL, B y C, respectivamente. Entonces:

1. FOTbSt({K5,K373}) =PL.
2. Forbc({Cs,C5,C7,...}) = B, donde C; indica el camino de longitud i.
3. FOTbE<{K172}) =C.

Destaca, principalmente para el objetivo del trabajo, el inciso 1. del Ejemplo 3.18,
pues como se ha mencionado, se caracterizan los grafos planos.

Definiciéon 3.19 ([12]). Sea < un orden parcial. Un grafo F' es una <-obstruccion
para una clase de grafos C, si F' € C, pero F' € C, para cada F' < F.

Denotaremos por Obts<(C) al conjunto de todas las obstrucciones de C bajo <.
Ejemplo 3.20.

1. K5 es <;—obstrucciéon para los grafos planos, ya que K5 no es plano, pero todo
menor topolégico propio es plano.

2. Kg no es <;—obstruccion para los grafos planos, pues K5 < Kg, vy K5 no es
plano.

Como sucedi6 con los menores prohibidos, las obstrucciones también pueden ca-
racterizar una clase y, se puede establecer una relaciéon entre ellas. A continuaciéon
estableceremos la relacién que se guardada entre los menores prohibidos y las obs-
trucciones.
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Lema 3.21 (|12]). Sea C una clase de grafos, y sea < un orden parcial. Las siguientes
enunciados son equivalentes:

a) C es <-cerrada,
b) C = Forb<(D), para alguna clase de grafos D.
¢) C = Forb<(Obst<(C)).

Demostracion.

a) = ¢) Supongamos que G € Cy G ¢ Forb<(Obst<(C)). Dado que G ¢ Forb<(Obst<(C)),
existe H € Obst<(C) tal que H < G. Luego H ¢ C, contradiccion, pues
G € Cy C es <-cerrado. Por lo tanto, C C Forb<(Obst<(C)).

Supongamos que G ¢ Forb<(Obst<(C)), entonces existe H € Obst<(C) tal
que H < G, porlocual H ¢ C. Si G € C, entonces dado que C es <—cerrada,
H € C, una contradiccion, asi que G ¢ C. Por lo tanto Forb<(Obst<(C)) C
C.

¢) = b) Es claro.

b) = a) Sea G € C. Ya que C = Forb<(C), se tiene que H £ G, para cada H € C.
En consecuencia, si H < G, entonces también H £ H’, para cada H € C.
Entonces, H € Forb<(C) = C. Como esto se satisface para cada G € C y
cada H' < G, entonces C es <—cerrada.

O

En esta seccién hemos hablado en general de ordenes parciales, pero a partir de
ahora centraremos principalmente nuestra atencién en la relacién menor <. Por la
Proposicion 2.8, esta relacion induce un orden parcial, ain mas, para una clase C, la
clase Forb<(C) es menor cerrada.

Proposicion 3.22 (|11]). Dada una clase de grafos C, la clase Forb4(C) es menor
cerrada.

Demostracion. Sea G € Forbg(C), entonces H £ G para cada H € C. Sea G1 < G,
va que < es transitiva, se tiene que cada menor de (G; es también menor de G, luego
H; £ G, para cada H; € C. Por lo tanto G € Forbx. O

En este sentido la Proposicion 3.21 nos dice que cada propiedad menor cerrada
puede ser caracterizada en términos de menores prohibidos.

Corolario 3.23. Una propiedad C puede ser expresada mediante menores prohibidos
si y solo si es menor cerrada.
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Demostracion.
=] Ver b) = a) en Proposicion 3.21.

<] Afirmamos que C = Forb<(C), donde C es el complemento de C. Suponga-
mos que G € C pero G ¢ Forb4(C), entonces existe H < G tal que H € C,
contradiccion, pues C es <—cerrada, y todos sus menores estan en C. Asi,

C C Forb4(C).

Supongamos que G € Forb<(C), entonces H £ G, para todo H € C. En
consecuencia, H € C para todo H < GG. Dado que G es menor de si mismo,

se tiene que G € C. Por lo tanto Forb<(C) C C.
O

El Corolario 3.23 es una gran herramienta, pues es una forma de caracterizar
propiedades graficas, o bien familias completas, a através de sus menores prohibidos.

Dentro del terreno computacional, podemos encontrar algoritmos de tiempo O(n?),
que deciden si un grafo es menor de otro y si un grafo pertenece a una clase menor-
cerrada. Ver [14, 3.

Teorema 3.24 ([21]). Si C es una clase de grafos menor-cerrada, entonces existe un
algoritmo que decide si un grafo est4 en C en tiempo O(n?).

Teorema 3.25 (|24]). Para cualquier grafo fijo G, existe un algoritmo de tiempo
O(n3) que decide si un grafo de orden n tiene a H como menor.



Capitulo 4

Descomposicion arbérea

Dentro de la serie de trabajos de Robertson y Seymour se introdujeron numerosos
conceptos, entre los cuales destacan la descomposicion arbdérea y ancho arbdreo. Los
cuales han tenido injerencia en aplicaciones algoritmicas, principalmente cuando nos
restringimos a grafos con ancho arbéreo acotado [3].

Este capitulo se iniciard estudiando la descomposicion arbérea y principalmente
el ancho arboreo y su relacién con otras métricas. Finalmente, se profundizara un
poco més en la teoria de grafos menores, para llegar al teorema que lleva el mismo
nombre y la implicacién que tuvo el ancho arboreo dentro del teorema.

Definiciéon 4.1 ([9]). Un arbol de descomposicion de un grafo G es un par (7, X)
formado por arbol T junto con una coleccion X = {X;}ev () € P(V(G)), tales que
cumplen:

W | x =v©),

teT

(2) Para cada z2’ € E(G), existe t € V(T) tal que z,2" € X,
(3) Sits € t1Pta, y P esun camino en T entonces X, N Xy, C Xy

Las condiciones (1) y (2) juntas, de la definicion anterior, nos dicen que G es
union de los subgrafos G[Xy], esto es:

¢ =Jax
teT
Llamaremos a G[X{] las partes de (T, X) y en ocasiones si solo hablamos de X;
nos referiremos a ellas como las bolsas del arbol de descomposicién. Asi, se dird que
(T,X) es un arbol de descomposicién de G sobre sus partes. La condicion (3), a la
cual llamaremos la propiedad de interpolacion, implica que las partes de (7, X) estan

29
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organizadas como un arbol. Abusando un poco de la notacién, nos podemos referir
al arbol de descomposicion (7, X') simplemente por 7.

La descomposiciéon arborea fue “descubierta’ originalmente por Rudolf Halin en
1976 [11] (p. 388), y retomada por Robertson y Seymour en 1984, como una bésica
y tutil herramienta en su serie de trabajos.

G T(G)

Figura 4.1: Grafo G con arbol de descomposicion 7(G).

Tal vez la caracterfstica més importante de la descomposicién arboérea es que
transfiere las propiedades de separacién de su arbol al grafo descompuesto en sus
componentes. Ver Figura 4.1.

Lema 4.2 (|9]). Sea tity arista de T y sean 77, T2 las componentes de T — t1t2, con
t1 € T1 y t2 € To. Entonces Xy, N X3, separa

Uy = UXtdeUQ:: UXt
teTh teTs

en G.

Demostracion. Tanto 1 como 9 se encuentran en el camino t1Pto en 7 con t; € T1
y ta € To. Por lo tanto Uy NUs C Xy, N Xy, por (3) de la definicion 4.1, asi que todo lo
que se debe mostrar es que G no tiene una arista ujug con u; € Up\Uz y ug € Uz \Uj.
Si wjug es una arista, entonces por (2) en 4.1 existe t € T con up,uy € Xy. Por la
eleccion de uy y ug, ni t € Ty ni t € Ta, lo cual es una contradiccion.

O

Diremos que la separacion {U1, Us} de G en el Lema 4.2 es inducida por la arista
tity de T, o mas generalmente inducida por (7, &'). Su separador U1 NU; = X, N Xy,
es el conjunto de adhesion de Xy, y Xy,. La adherencia de un arbol de descomposiciéon
es el tamafio maximo de su conjunto de adherencia, si T es trivial, la adherencia es
cero.
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Lema 4.3 ([11]). Para cada subgrafo H de G, el par (T,{X: N V(H)}ie7) es un
arbol de descomposicion de H.

Demostracion. Mostremos que (7 ,{X; NV (H)}e7) cumple las 3 propiedades de la
definicién de arbol de descomposicion.

L JviEnx, =v(H)n ] X =V(H) NV(G) = V(H).
teT teT

2. Si z2’ € E(H) C E(G), entonces existe t € T, tal que z,2/ € X; y ademas
como z,z’ € V(H) se sigue que z,z’ € V(H) N X;.

3. Sitz € t1Pty, con P un camino en 7, entonces Xy, N Xy, € Xy, luego V(H) N
th ﬂXtQ g V(H) ﬂXt3, esto es (V(H) ﬂth) N (V(H) ﬂth) g V(H) ﬂth.

O

Fl siguiente lema establece como podemos construir un drbol de descomposicién
de un menor de un grafo a partir de un arbol de descomposicién de dicho grafo.

Lema 4.4 ([11]). Supongamos que G es un IH con conjuntos rama Uy, con h €
V(H). Sea f: V(G) — V(H) una funcién que asigna a cada vértice de G el indice
del conjunto rama que lo contiene. Para cada t € T, sea Wy := {f(v) : v € X3}, y
definamos W := {W, };e7. Entonces (7, W) es un arbol de descomposicién de H.

Demostracion. Mostremos (1), (2) y (3) de la definicién 4.1. Para (1), notemos que

Uw = rx) = f(|J Xo) = f(V(G)) = V(H). Para (2), sea za’ € E(H),
teT teT teT
entonces por la observacion 2.5 existe una contraccion ¢ @ V(G) — V(H) tal que

existe una o~ 1(x)-p~!(z') arista en G, luego, si wv € p~1(x) — o~ 1(2') C E(Q)
entonces existe t € T tal que u,v € X3, de donde f(u), f(v) € f(X¢) = Wy pero
flu) =z y f(v) =2 yaque z € Uy, 2 € Uy, p(Us) = 2y o(Uy) = a'. Sean
t1,t2,t3 € T, como en (3) de la definicion 4.1, considere un vértice h € Wy, N Wy, de
H, con esto h € Wy,. Por definicién de Wy, y Wy, el conjunto Uy, satisface tanto Xy,
como X¢,. Como Uy, es conectado en G, esto implica por el lema 4.2 que Uy, cumple
Xi,. Entonces h € Wy, por definicion. O

Lema 4.5 (|11]). Cualquier conjunto de vértices no contenido en una parte de (7, X)
contiene 2 vértices que son separados por un conjunto de adhesion de (7, X).

Demostracion. Sea (T,X) un arbol de descomposicion de G. Consideremos A C
V(Q), tal que A € Xy para todo t € T, entonces existen vy, vy € Ay t1,ty € T tales
que v1 € Xy, v2 € Xy, y 1,02 € X, N Xy, se sigue que Xy, N Xy, es el conjunto de
adherencia de Xy, y Xy, . O



32 Descomposiciéon arbdrea

Corolario 4.6 ([11]|). Cada subgrafo completo de un grafo G esta contenido en
alguna parte de (7, X) (Ver triangulos de la Figura 4.1).

Demostracion. Sea H un subgrafo completo de G. Supongamos que V(H) € X,
para todo t € T, entonces por el Lema 4.5 existen vy,vy € V(H) que son separados
por un conjunto de adhesion X;, N X;,, donde v; € Xy, yvg € Xy, Siv € Xy, N Xy,
v,v2 € Xy, yv,v2 € Xy, entonces los extremos de las aristas v, v2 no estan separados,
contradiccién. O

La descomposicion arbérea (7, X) de G se llama simple si todos los separadores
Xt,NXt, inducen subgrafos completos en G. Esta suposicién puede permitirnos hacer
afirmaciones sobre las partes de la descomposiciéon para G en si.

Por tanto, las descomposiciones arbéreas pueden conducir a caracterizaciones
estructurales intuitivas de las propiedades de los grafos. Un ejemplo particularmente
simple es la siguiente caracterizacién de grafos cordales.

Proposicion 4.7 ([11]). G es un grafo cordal si y solo si G tiene un arbol de
descomposicién tal que sus partes son grafos completos.

Demostracion. Supongamos que (7, {X;}ie7) es un arbol de descomposicion tal que
G[X¢] es un grafo completo para todo ¢t € T. Sea C un ciclo de G de tamano mayor
a 3 y supongamos que no tiene cuerdas, entonces para todo t € T X; no contiene un
ciclo con vértices de C' de tamano 3.

Por el lema 4.5, dos vértices de C pueden ser separados por un conjunto de
adherencia X;, N Xy,, entonces X;, N Xy, tiene al menos dos vértices de C, digamos
vi,v2 € Xy, N Xy, ya que k(C) = 2, pero como X;, # Xy,, entonces hay un v € C
tal que v € Xy, < Xy, si v € Xy, entonces X, contiene el ciclo con vértices v, vy y
vg, contradiccidon; andlogamente se llega a una contradiccion si v € Xy, .

Ahora supongamos, sin pérdida de generalidad, que G es conexo, sea { X1, ..., X, }
la coleccién de todos los subgrafos completos maximos de G, y T el grafo tal que
V(T) ={1,2,...,n} y ij € E(T) si y solo si |X; N X;| =1, donde la cardinalidad
de X; N Xj es a lo mas 1 por el hecho de que X; y X; sin completos maximales. Se
sigue que (T,{X;}ier) es un arbol de descomposicién de G con las caracteristicas
deseadas.

O

4.1. Ancho arbéreo

En las siguientes definiciones de introduce el concepto de ancho arbéreo de un
grafo. En términos informales, el ancho de un grafo es una medida que determina
que tan parecido a un arbol es un grafo.
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Definicion 4.8 ([11]). El ancho de un arbol de descomposicion (7, {X:}eT) es
definido como:

w(T) =max{|Xy| —1:te T}

El ancho drboreo de un grafo G se define como
tw(G) = min{w(T) : T es un arbol de descomposicion de G}.

Diremos G que tiene ancho arboreo acotado, si existe k € N tal que t,(G) < k.
Estaremos interesados en las familias de grafos que tengan ancho arbéreo acotado
[4, 5]. La propiedad de tener ancho arbéreo acotado es cerrada bajo isomorfismos, es
decir, es una propiedad grafica. Aun més la propidad gréafica de tener ancho arbéreo
acotado es <-cerrada, esto, por siguiente proposicion.

Proposicion 4.9 ([11]). Si H < G, entonces t,,(H) < t,(G).

Demostracion. Por el Corolario 2.9, existen grafos, Hy, ..., Hy tales que H = H; <
-+ < Hy, = G, donde cada H;, con i € {1,...,k — 1}, resulta de eliminar un vértice,
eliminar una arista o contraer una arista.

Analicemos los tres casos posibles. Si G’ surge de G por la eliminacion de un
vértice v € G, entonces G' = G — v, se sigue que t,(G’) < t,,(G), pues basta tomar
un arbol de descomposicion de G y borrar el vértice v de toda bolsa, lo cual es un
arbol de descomposiciéon para G’ por Lema 4.3.

De igual forma, si G’ surge de G por eliminar una arista e € G, se tiene que para
cada arbol (7, X), este también es un arbol para G', por lo tanto, t,(G") < t,(G).
Ahora, si uv una arista de G y G’ surge de G, por contraccion de la arista uv, es
decir G’ = G/uv, con w el nuevo veértice de la contraccion.

Notemos que G es un IG' y si (T,X) es un arbol de descomposicion de G,
entonces por el Lema 4.4 existe un arbol para G', (T,W), formado por reemplazar
w por cada u y v en cada bolsa del arbol de descomposicion (7, X). Se sigue que
tw(G") < ty(G). Finalmente, t,,(H) < ty(H2) < -+ < ty(Hp—1) < tw(G). Se sigue
el resultado. O

Proposicion 4.10 ([11]). Sea (7, X) un arbol de descomposicién de un grafo G,
donde X = {X;}ie7. Si t1,ta € V(T) son adyacentes en T entonces Xy, — Xy, # &.

Demostracion. Supongamos que X;, — Xy, = &, para algan par de vértices adyacen-
tes t1,ty € V(T). Definamos otro arbol de descomposicion de la siguiente manera,
sea tg el vértice obtenido por contracciéon de la arista ti1to en T y sea T’ el arbol
obtenido por esta contraccion. Notemos que Xy, = Xy, y &' = {Xibrev (7). Ast, el
arbol de descomposicion (77, X') de G tiene ancho t,,(G) que es menor que el nimero
de vértices de T, lo cual es una contradiccion. ]
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Definicién 4.11 (|11]). Sea (7, X') un arbol de descomposicién de un grafo G, donde
X = {Xi}her. Para cada t € T las componentes conectadas de 7 — ¢ son llamadas
ramas de T en t.

Observacion 4.12. Para cualquier vértice t € T y cualquier vértice v de G para el
cual v ¢ Xy, existe una tinica rama de T en ¢ que contiene todo ¢ € T, con v € Xy .
Se denotara esta rama por T¢(v).

Definicion 4.13 ([11]). Sean X,Y,Y’ C V(G). Se dice que los conjuntos Y e Y’
son separados en G por el conjunto X si todo camino de Y a Y’ en G contiene un
vértice de X.

Lema 4.14 ([11]). Sea 7 un arbol de descomposicion de un grafo G, con X =
{Xi}te7. Se cumplen lo siguiente:

(i) Siv,v" ¢ Xy, vy v no estan separados en G por Xy entonces T;(v) = T¢(v').

(ii) Sea e € E(T), e = {t,t'} y sean N, N’ los conjuntos de vértices de las dos

componentes de 7 — e. Entonces X; N Xy separa a U Xny U X, en G.
neN neN’

(iii) Sea |V(T)| > 2 y para cada t € V(T) sea G¢ un subgrafo conectado de G
con V(Gy) N X; = &. Entonces existen t,t' € V(T) adyacentes en T tal que
XN Xy separa V(Gy) y V(Gy) en G.

Demostracion. Mostremos (i) — (iii) del lema.

(i) Sea vy, v9,...,vr una sucesion de vértices de G que no estan en la bolsa X,
donde cada v; es adyacente con v;11, y ademéas v = v y v, = v'. Entonces por
(4.10),

Ti(v1) = Ti(v2) = -+~ = Ti(vp),
se sigue,

Ty(v) = T(v).

(ii) Supongamos lo contrario. Entonces existe v,v" € V(G)—(X:NXy), conv € X,
yv' € X,/,donden € N yn' € N’, tales que cada v = v’ 0 v, v son adyacentes
en G. Por (2) y (3) de la definicion 4.1, existen ¢” € V(7)) tal que v,v" € Xyn.
Sin perdida de generalidad, supongamos que t” € N’ entonces t,t' estan en
el camino de 7 entre n y t”, asi X,, N Xy esta contenido en X; y Xy. Pero
v € Xy N Xy es una contradiccion.

(iii) Se sigue de (i7) tomando e = {¢t,¢'} € E(T).
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Lema 4.15 (|9]). Sea (7,X) un arbol de descomposicién de un grafo G donde
X = {Xiher. Para cualquier clique H C G, existe un vértice to € V(7)) tal que
V(H) C Xy,.

En particular t,,(G) > w(G)—1, donde w(G) es la cardinalidad del maximo clique
de GG. A continuacién se enuncian algunos anchos arboreos de familias conocidas de
grafos.

Teorema 4.16 ([9]).

(1)
(i)
(ii)
(iv)

tw(G) =0 si y solo si G es un grafo trivial.
tw(C) = 2 para todo C ciclo.
tw(G) < 1siy solosi G es un bosque.

tw(K,) =n—1, K, grafo completo.

Demostracion. El inciso (i) es claro.

(i)

Sea C un ciclo, tal que C = vjvg...vv1 y n > 3. Para mostrar t,(C) < 2,
definimos el arbol T, tal que V(T) = {1,...,n — 2} y E(T) = {{i,i + 1} :
1 <i<n-—3}ylafamilia X = {X;}ie7, donde X; = {v1,vi41, vi42} para
cualquier vértice t € V(7). Entonces (7,X) es un arbol de descomposicion
fundamental de C' con ancho 2.

Para probar que t,,(C) > 2, supongamos lo contrario. Entonces existen vértices
t1,to € V(T) tal que Xy, = {v1,v2} y X3y = {v1,vn}. Sea ta € V(T) el primer
vértice diferente de ¢; en el camino ¢;---tp en 7. Entonces vy # Xy, y asi
th ﬂXtQ = {Ul}.

Eliminando de 7 la arista e que une a t; y tg, sea N; para ¢ = 1y ¢ = 2,
que denotara el conjunto de vértices de la componente de T — e que contiene
a t;. Por el lema 4.14 los conjuntos My = |J{Xi}ien, ¥ M2 = (J{Xt}ten, son
separados en C por {v; }. Pero los vértices vo € My y v, € M3 no son separado
por {v;} en C. Contradiccién.

Si GG es un bosque es facil encontrar un arbol de descomposicién de G con ancho
de a los més 1. Si G no es un bosque, entonces t,,(G) > 2 por (ii).

Sea T un arbol de descomposicion de K,,. Por le Corolario 4.6, V(K,,) esta
contenido en la tnica una parte 7, se sigue que w(7) =n — 1 = t,(K,).

O]
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Los grafos de ancho arboreo acotado son suficientemente “parecidos” a los arboles,
que es posible adaptar la prueba del Teorema 2.18 (Kruskal) a la clase de este tipo
de grafos. Esto nos acerca un paso mas hacia el el Teorema de Grafos Menores.

El siguiente resultado también fue enunciado y probado por Robertson y Seymuor.

Teorema 4.17 ([11]). Para cada entero k > 0, los grafos con ancho arbéreo menor
que k son bien cuasi-ordenados por la relacién menor.

En el trabajo de Robertson y Seymour, se hace uso del Teorema 4.17 para la
demostracién del Teorema de Grafos Menores, esto se hace a través del analisis de
los grafos que no cubren el Teorema 4.17, esto es, se deduce alguna informaciéon sobre
un grafo a partir de la suposicién de que su ancho arbéreo es grande.

En este punto se tiene uno de nuestros objetivos del presente trabajo, que es
identificar el papel que tuvo el concepto de ancho arbéreo en la demostracién del
teorema de grafos menores de Robertson y Seymour.

Para el anélisis de los grafos que no cubre el Teorema 4.17, Robertson y Seymour,
proponen un resultado al que denominan Teorema de dualidad del ancho arbéreo don-
de identifican una obstruccién canénica a anchos arboéreos pequenos, este fenémeno
estructural, ocurre en un grafo si y solo si el ancho arbéreo es grande.

Antes de presentar el Teorema de dualidad, se introducen los siguientes conceptos.

Definicion 4.18 ([11]). Sea G = (V, E) un grafo.

» Decimos que dos subconjuntos de V(G) se tocan si tiene en un vértice en comun
o G tiene una arista entre ellos.

» Una coleccion de subconjuntos de V(G), conexos en G, que se tocan dos a dos
es un bramble (una zarza).

» Un conjunto de S C V(G) cubre (o es una cubierta de) un bramble B si
SNB+#0D, para todo B € B.

= Kl orden de un bramble es el menor nimero de vértices que lo cubren. Un
bramble de orden k es un k-bramble.

Definicion 4.19 ([11]). Consideremos una k x k-rejilla sobre {1,2,...,k}2. Los
cruces de esta rejilla son los k2 conjuntos:

Cij={(i,0): l=1,2,.. k}U{(l,j): l=1,2.. Kk}

Los cruces de C;; es la unioén de la i-ésima fila con la j-ésima columna de la
rejilla. Claramente, los cruces del grafo k x k-rejilla forma un k-bramble, pero no el
iinico, la Figura 4.2 muestra otro ejemplo de un bramble del grafo 4 x 4-rejilla que
no estd formado por sus cruces.
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Figura 4.2: Un bramble del grafo 4 x 4-rejilla.

Los grafos rejillas juegan un papel crucial dentro de pruebas de grafos con ancho
arbéreo acotado y ejemplo de estructuras que se relacionan con ellas.

El nimero de bramble de un grafo, es el mayor orden de un bramble contenido
en el grafo. El Teorema de Dualidad puede ser expresado en términos del nimero
de bramble. Entonces este teorema establece que el ancho arboreo de un grafo es
exactamente uno menos que su nimero de bramble:

Teorema 4.20 (|11]). Para cualquier grafo G, se cumple que el nimero de bramble
de G es igual a t,(G) — 1.

Teorema 4.21 ([11]). Sea & > 0 un ndmero entero. Un grafo G tiene ¢,(G) < k si
v solo si no contiene brambles de orden mayor que k.

Se puede visualizar la, demotracion del teorema anterior en las pp. 356-358 de
[11]. El Teorema 4.20 establece una estrecha relacion entre el ancho arboreo y los
brambles. Por su parte, el Teorema 4.21 ayuda a caracterizar grafos cuyo ancho
abdreo es acotado.

Definicion 4.22 ([11]). El entero méas grande r tal que K, C G es el nimero de
cliqgué del grafo G y es denotado por w(G).

A continuacion presentamos una lista de las propiedades mas destacadas del ancho
arboreo de un grafo.

Teorema 4.23 (|11, 18)).
1. ty(G) = min{w(H) | G C H, con H cordal}.
2. Un grafo G tiene t,(G) < 3 si y solo si no tiene a K4 como menor.

3. Para cada entero r existe un entero k tal que cada grafo G de t,,(G) < k tiene
una r X r—rejilla como menor.

4. Dado un grafo G, los grafos que no tiene a G como menor tienen ancho arbéreo
acotado si y solo si G es plano.
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Demostracion. A continuacion se dan las demostraciones de 1,2 y 4 de teorema.

1. Por el Corolario 4.6 y la Proposicion 4.7, cada uno de los grafos H, considerando
el minimo, tiene un arbol de descoposicién de ancho arboreo w(H) — 1. Cada
descomposicion arborea induce una de G por el Lema 4.5, por lo que t,(G) <
w(H) — 1, para cada H.

Por el contrario, construyamos un grafo H como el anterior con w(H) — 1 <
tw(G). Sea (T,X) una descomposicion arborea de G con ancho ¢,,(G). Para
cada t € T sea K el grafo completo sobre la bolsa X, v sea H := U7 K.

Claramente, (7, X) es también una descomposiciéon arborea de H. Por la Pro-
posicion 4.7, H es cordal, y por el Corolario 4.6, w(H) — 1 es como maximo el
ancho de (7, X), es decir, t,(G).

2. Por Corolario 4.6, se tiene que t,,(K4) > 3. Por el Lema 4.9, se tiene que
un grafo G con t,, < 3 no puede contener a K4 como menor. Por otro lado,
sea G un grafo que no contiene a K4 como menor y asumamos que |G| > 3.
Agregando una aristas a G hasta obtener un G’ que es arista-méxima con la
propiedad de no tener a K4 como menor.

4. Dado que todos los grafos rejilla y sus menores son planos, entonces cada clase
Forb4(G), con G no plano, contiene a todos los grafos rejilla, entonces los
elementos de Forb4(G) tienen ancho arbéreo no acotado. Por otro lado, todo
grafo plano GG es un menor de algin grafo rejilla.

O
Aunque el resultado anterior parezca algo técnico, tiene implicaciones profundas
como muestra el siguiente resultado.
4.2. Otras métricas arboéreas

Se presentan ahora algunas métricas parecidas al ancho arbéreo, que nos sirven
como auxiliares para determinar qué clases de grafos tienen ancho arboéreo acotado.

Definicién 4.24 ([16]). Un camino de descomposcion de un grafo G = (V, E) es

una secuencia de subconjutos de vértices C(G) = (X1, Xo,..., X,) tal que
(i) V= U Xi
i€l

(i) Para todo {v,w} € E, existe i € {1,...,7} con v,w € X,.

(iii) Para toda terna i,j,k € I tal que si i < j <k, entonces X; N Xy, C Xj.
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Definicién 4.25 ([16]). Sea G = (V, E) un grafo, el ancho de un camino de descom-
posicion (Xq,...,X,) es 1n<1a<x{|Xl —1|}. El ancho de camino P, (G) de un grafo G
IST

es el minimo ancho de camino sobre todos los posibles caminos de descomposicién

de G.

Observacion 4.26. Claramente de las definiciones se sigue directamente que un
ancho de camino de un grafo es al menos su ancho arbéreo. Es decir,

Py(G) > tuw(G).

Las figuras 4.1 y 4.3 ejemplifican el hecho de la desigualdad estricta. En este caso,
tw(G) =2 < 3 = Py(G).

c(@)

Figura 4.3: Camino de descomposicion C(G) del grafo G de la Figura
4.1.

Definiciéon 4.27 ([11]). Un grafo G se dice ser cordal, si todo ciclo en G de al menos
4 vértices tiene una cuerda.

Definicién 4.28. Un grafo G tiene ancho de cuerda k, Ch,(G) = k si k es el mas
pequenio entero no negativo tal que G es un subgrafo de algun grafo cordal H el cual
no contiene un (k + 2)—clique como un subgrafo.

Sea G = (V, E) un grafo, |V| = n, una numeracién de G es una funcién inyectiva
Le:V — {1,...,n}. El ancho de corte de una numeracion de L¢g es

méx |[{uwv € E(G) : Lg(u) <p < Lg(v)}|.

1<p<r
Definicion 4.29 ([16]). El ancho de corte ¢,(G) de G es el minimo ancho de corte
sobre todas las numeraciones.

El corte de un grafo en p, con 1 < p < n, sobre una numeracién L¢ es el conjunto
de aristas {uv € E : Lg < p < Lg(u)}. Encontrar el ancho de corte de un gafo
es un problema NP-dificil, mientras de el correspondiente problema de decision es
NP-completo.

El ancho de banda de una numeraciéon Lg es

méax {|Lg(u) — Lg(v)| : wv € E(G)}.

1<p<n
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Definicién 4.30 (|9]). El ancho de banda b, (G) de G es el minimo ancho de banda
de todas las numeraciones.

Ahora se definira la descomposicion de clique, un tipo especial de descomposicion
arboérea en grafos cordales. Esta descomposicion serd de gran utilidad para estableces
relaciones entre diferentes parametros.

Definicion 4.31. Sea G un grafo cordal tal que Q1,Qo,- - ,@m son todos los
cliques maximos en G, entonces un arbol 7 con conjuntos de vertices V(7) =
{X1,X9,..., X} es una descomposicion de clique si

1. Para todo clique Q; en G, X; = V(Q;).

2. Para todo vértice en G, el subgrafo de T inducido por las bolsas que contienen
a v; es conexo.

Mientras el arbol de descomposicién, en cierto sentido se define a través de los
vértices, la descomposicién de rama se hace mediante las aristas.

Definicion 4.32. Sea G un grafo entonces una rama de descomposicion de G es un
par (T,4), donde T es un arbol de grado méaximo 3 y § es una biyeccion ¢ : E(G) —
L(T) de las arista de G a las hojas en T.

Definicion 4.33. Sea G un grafo y una rama de descomposicion (7,0) de G, el
ancho de (T,0) es igual al tamano del mas grande conjunto medio sobre todas las
arista de T'. El ancho de rama de G es igual a el ancho de menor tamano de las ramas
de descomposicién.

El ancho de rama del grafo vacio y del grafo trivial es igual a 0, mientras que el
grafo que tiene solo una arista tiene ancho de rama 1.

4.3. Teorema de grafos menores

En esta seccion, se esbozara la demostracion del teorema de grafos menores. Como
ocurre con la mayoria de los resultados fundamentales, la prueba ha desencadenado
la desarrollo de métodos de interés y potencial bastante independientes. Esto es
particularmente cierto para el uso de descomposiciones arbérea, un concepto que
no solo es fundamental para la teoria de grafos menores, sino que ha encontrado
aplicaciones en otras areas.

A lo largo de este trabajo hemos visto caracterizaciones de familia de grafos a
través de menores prohibidos como en el Ejemplo 3.18 y el Teorema 3.13, pero es en
el Corolario 3.23 que se hace una caracterizacién para cualquier familia de gafos que
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tenga la propiedad de ser menor cerrada. Ahi, se muestra que: C = Forb<(C), donde
C es el complemento de alguna propiedad C.

Naturalmente se busca hacer el conjunto de menores prohibidos lo més pequefio
posible, para dicha acotacién se define el conjunto

Ke := {H | H es minimo en C, respecto a <},

el cual satisface que C = Forb4(K¢), y ademas estd contenido en cada H tal que
C = Forb4(#). Llamaremos a K¢ el conjunto de Kuratowski para C. Por la construc-
cion de K¢, sus elementos son incomparables y el Teorema de Robertson-Seymour
establece que todo conjunto de grafos <-incomparables es finito.

La Definicion 3.19 establece que el conjunto de obstrucciones, definida respecto
a la relacién de menor <, nos da una equivalencia del conjunto de Kuratowski para
cualquier propiedad C.

Proposicion 4.34 (|11]). Sea C un propiedad grafica. El conjunto de Kuratowski
para C es igual al conjunto de obstrucciones de C.

Demostracion. Mostremos la doble contencién conjuntista.

=] Sea G € K¢, entonces G € Cy H £ G, para cada H € C. Dicho de otra forma,
G eCysi X <G, entonces X € C. Por lo tanto G € Forb4(C).

<] Sea G € Forb4(C), entonces G ¢ C, pero H € C, para cada H < G. Es decir,
GeCy H £, para cada H € C. Por lo cual G € K.

O

En la literatura con respecto al tema del Teorema de grafos menores, es comun
encontrar referencia respecto al conjunto de obstrucciones, mientras que el conjun-
to de Kuratowski viene dado en [11]|. La intenciéon de incluir tanto el conjunto de
Kuratowski, el conjunto de obstrucciones y los menores prohibidos es simplemente
resaltarlos como conceptos equivalentes.

Ejemplo 4.35.
» Los arboles infinitos admiten un buen cuasi-orden.
= Los grafos infinitos no admiten un buen cuasi-orden.

En particular, toda clase (que puede ser infinito) de grafos menor-cerrada pue-
de ser caracterizada por un conjunto finito de grafos, a saber, por su conjunto de
obstrucciones, como se verd e las implicaciones del Teorema de Grafos Menores.
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4.4. Formulaciones de Teorema de Grafos Menores

El Teorema fue enunciado por el matematico aleman Klaus Wagner en 1937. El

cual se enunciaba de la siguiente forma: Sea (G1,Ga,... una sucesiéon contable de
grafos finitos, entonces existen 4, j con j > i > 1 tal que G; es isomorfo a un menor
de Gj.

Se mantuvo varios anos como la Conjetura de Wagner. La prueba del teorema
concluyé en el ano 2004, pero fue un trabajo que inicié en 1983, y que llevé alrededor
de 20 articulos, con més de 500 paginas.

Teorema 4.36 (Teorema de Grafos Menores). Para todo conjunto infinito de grafos
finitos, existen dos grafos H y G, tales que H < G.

Existen varias formas de enunciar el Teorema de Grafos Menores. A continuaciéon
se enuncian otras formulaciones [11, 14, 18|.

Proposicion 4.37. Los siguientes enunciados son equivalentes al Teorema de Grafos
Menores:

a) Todo conjunto de grafos cerrado bajo la toma de menores tiene un conjunto
finito de obstrucciones.

b) La relacion < sobre los grafos finitos es un buen cuasi-orden.
Demostracion. Denotemos al Teorema de Grafos Menores por TGM.

TGM = b) Sea C una clase <—cerrada. Consideremos Obst4(C) y supongamos que
es infinito. Luego por a) existen G, G2 € Obst<(C) tales que Gy < Ga,
entonces G € C, contradiccion.

b) = ¢) Porla Proposicion 2.8, la relacion < es reflexiva y transitiva, con respecto
a los grafos finitos, por lo cual induce un cuasi-orden. Por Corolario 2.9,
todo sucesion decreciente de grafos con respecto a < es finita. Resta
mostrar que toda anticadena es finita.

Sea A una anticadena de grafos finitos, por Proposicion 3.22, Forbs(A)
es <-cerrada, entonces por b) Obsty(Forbs(A)) es finito. Afirmamos
que A C Obstg(Forbg(A)).

Sea G € A, y supongamos que G ¢ Obstg(Forbg(A)), entonces G ¢
Forb4(A), pero H € Forb4(A), para cada H < G. Luego existe H; € A
tal que H; < G, contradiccion, dado que A es una anticadena. Se sigue
que A es finito.
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¢) = TGM Sea G un conjunto infinito de grafos finitos. Supongamos que para todo
G1,G2 € G, G1 £ G2 ni G2 £ (G1, entonces G es una anticadena infin-
ta, por ¢) toda anticadena es finita, contradiccion, por lo tanto existen
G1,G2 € C que son comparables bajo <.

O

Ejemplo 4.38.

= El conjunto de obstrucciones para el conjunto de todos los bosques es el con-
junto que contiene como tnico elemento al ciclo con tres vértices. Esto significa
que un grafo es un bosque si y solo si ninguno de sus menores es el ciclo con
tres vértices.

= El conjunto de obstrucciones para todos los caminos es aquel que contiene el
arbol de cuatro vértices.

= Kl conjunto de obstrucciones de la clase de todos los grafos que son planos, es
el conjunto {Ks, K33}.

4.5. Implicaciones del Teorema

El trabajo hecho por Robertson y Seymour en su prueba del Teorema de Grafos
Menores trajo consigo técnicas y herramientas sustanciales, como fue el caso de ancho
arbéreo y “tangles”, que fueron base y motivaciéon para establecer nuevas conjeturas
y resultados en el area. Asi mismo, se establecié una relacion estrecha entre en grafos
menores y superficies [1, 31].

Corolario 4.39 ([11]). El conjunto de Kuratowski para cualquier propiedad menor
cerrada C es finito.

Demostracion. Sea C un propiedad grafica menor cerrada. Por la Proposicién 4.34
Ke = Obst<(C). Ya que C es menor-cerrada, por a) de la Proposicion 4.37, K¢ es
finito. O

El teorema anterior puede ser enunciado, en término de su conjunto de obstruc-
ciones |[18|.

Corolario 4.40 (|1]). Para cualquier superficie S existe un conjunto finito de grafos
Hy, ..., Hy, tal que, el grafo G es incrustado en S si y solo si G no contiene a ningan
grafo de Hy, ..., H, como menor.
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Demostracion. Sea Ps la propiedad grafica de ser incrustado en la superficie S. Por
Teorema 3.8. Ps es cerrada bajo la toma de menores, entonces por el Teorema de
Grafos Menores, Obts<(P;) es finito. Digamos que Obts<(Ps) = {Hi,..., Hy}, en-
tonces por definicion, H; ¢ Ps, pero cada menor H] de H;, H, € P, esto, para cada
i€{l,...,k}. Sea G € P, afirmamos que H; £ G, pues de lo contrario, H; < G y
por ende H; podria ser incrustado en S, pero H; es una obstruccion de Ps. O

Dentro de las implicaciones que tuvo Teorema de Grafos Menores, entran algunas
caracterizaciones constructivas.

Para un grafo fijo G, consideremos la clase K¢ de todos los grafos que no contienen
a G como menor. Esta clase estd en NP, pues para verificar que cierto grafo H no
estd en K, basta exhibir la forma en que G sea producido de H como menor. Se
sigue de la Teoria de Grafos Menores que esta clase estd en P. Es decir, existe un
algoritmo de tiempo polinomial el cual verifica si un grafo es menor que otro.

A continuacién se definird un tipo de “pegado” entre grafos, que nos ayudara a
crear familias de grafos que no contienen a cierto grafo como menor.

Definicién 4.41 (|9]). Sean G y G2 grafos disjuntos. Para los cuales existen cliques
(sin aristas multiples ni lazos) para G; y G2 de tamano k y una biyeccion entre ellos.
Identifiquemos cada vértice del primer clique con su vértice asociado del segundo
clique:

1. Si se borra la aristas de ambos cliques, a ese resultado le llamaremos la k-suma
de G1 y GQ.

2. Si se borra la arista de solo un clique, el resultado es llamado el k-enlace de G
y Ga.

La O-suma y el 0-enlace corresponden a la unién disjunta de grafos, mientras que
la 1-suma y el 1-enlace significan lo mismo. En la Figura 4.4 se muestra un ejemplo
de una 3—suma y un 3-enlace.

En otras fuentes suele referirse a estos conceptos como la cligue suma de orden k,
el cual depende de cudles y cuéntas aristas de cada clique sean eliminadas; sin tener
adin unificacion en el concepto.

Los siguientes teoremas son constructivos, pues nos dan los elementos para cons-
truir familias completas de grafos que no tienen como menor a grafos especificos.

Teorema 4.42 ([18]). Un grafo G no contiene a K5 como menor si y solo si se puede
obtener por 0, 1,2, 3—suma de grafos planos y Vs.

La Figura 4.5 ilustra el proceso que se lleva al realizar un 2- suma entre Vg y Ky,
para obtener un nuevo grafo que no tiene a K5 como menor.



4.5 Implicaciones del Teorema 45

V3 w3

T (%) w1 Wa

G1 G2

G G’

Figura 4.4: G y G’ son, respectivamente, 3—suma y 3—enlace de Gy y
G2, mediante la identificacion de v; con w;.

%g& .

Figura 4.5: La 2—suma de V5 y Ky, es un grafo que no
tiene a K5 como menor.

Teorema 4.43 ([18]). Un grafo G no contiene a K33 como menor si y solo si se
puede obtener por 0, 1, 2, 3-suma de grafos planos y K.

Los dltimos dos teoremas nos dan familias que no contienen a K5 y K33 como
menores, cada una. El problema puede ser si la familia es demasiado grande, aunque
la ventaja que tenemos en la actualidad es que esos célculos se los podemos dejar a
una computadora |3, 14].

Por altimo daremos un esbozo, de cémo se culminé la prueba del Teorema de
Grafos Menores.

Esbozo de la demostracion del Teorema de Grafos Menores. Se quiere demostrar que
cada sucesion infinita Gg, G, . .. de grafos finitos contiene un buen par, es decir, dos
grafos G; < Gj con @ < j. Supongamos que Gy # G; para cada ¢ > 1, entonces todos
los grafos de la sucesion Gi,Ga, ..., son elementos de Forbg(Gp). Si Go es plano,
por el inciso 4 del Teorema 4.23, cada G; para i > 1, tiene ancho arbéreo acotado y
entonces son bien cuasi-ordenados, esto, por el Teorema 4.17.
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Ahora, se supone que Gp no es plano. En general, solo se necesita considerar el
caso cuando Gy = K, pues ya que Gy < K,, para n := |Gy|, se puede asumir que
K, £ G;, para cada ¢ > 1. La prueba continua de la misma forma que arriba, los
grafos en Forbg(K,) pueden ser caracterizados por sus arboles de descomposicion y
nuevamente su estructura de arbol ayuda, como en el Teorema de Kruskal.

En este caso tenemos que usar un dificil y complicado teorema estructural, que
compara 2 clases de grafos, la clase Kg de grafos que no contiene a cierto grafo G
como menor y la clase Ly de grafos que se pueden incrustar una superficie S' y con
cantidad de caras k.

Esto nos da dos casos, en el primero, se tiene una estructura similar a un arbol
(que puede ser manejada por los métodos de la seccion 4.1, Ancho Aboreo); por otro
lado, se puede tener grafos que estan (aproximadamente) incrustados en la superficie
dada S.

Asi, mientras que la nocién de una clase menor-cerrada es sustancialmente méas
general que la nocién de grafos incrustados en una superficie, el teorema estructural
al que se hace referencia reduce el Teorema 4.42 a un caso especial, a saber, lo dicho
en el Corolario 4.40.

Para ser mas precisos, se da solo una incrustacién aproximada en una superficie,
Robertson y Seymour introdujeron el concepto de adicional de “fringes” (“franja”) en
un hipergrafo y luego extienden el Corolario 4.40 a hipergrafos incrustados en una
superficie, para asAry finalizar la demostracion. O



Conclusiones y trabajo futuro

La direccién principal del trabajo desarrollado en el presente documento, se enfoca
principalmente en la presentaciéon de los conceptos y resultados principales que dan
origen a los conceptos de descomposicién y ancho arboéreo en el contexto de la Teoria
de Grafos Menores.

También se han senalado las repercusiones que estos conceptos tienen en otras
areas del conocimiento, entre estas las que estan relacionadas con el diseno y cons-
truccion de algoritmos eficientes. En esta direccién hay que resaltar que los trabajos
de Robertson y Seymour sobre estos conceptos introducidos en su prueba del Teo-
rema de Grafos Menores originaron y motivaron el interés en el desarrollo de otros
tipos de descomposiciones y métricas arboéreas.

A la fecha este interés sigue vigente y con una considerable produccion de trabajos
relacionados. Existen varias lineas de investigacion a seguir en el contexto de la
Teoria de Grafos Menores como la obtenciéon de resultados analogos al Teorema
de Kuratowski que nos permitan caracterizar clases que son menores cerradas en
términos de sus menores prohibidos, que ahora sabemos que ese conjunto es finito,
y ésto nos abre grandes oportunidades para caracterizar, familias enteras de grafos,
en términos de una cantidad finita.

Siguiendo por este camino, se pueden caracterizar familias concretas de grafos
(que sean menores cerradas), en términos de sus obstrucciones. También se puede
optar por atacar alguna conjetura como las que se presentan en las referencias [14, 18].

Otra direccién es la identificacion de clases tratables de problemas a través de
nuevas descomposiciones y métricas arbéreas. También es muy interesante platear
la posibilidad de extender la Teoria de Grafos Menores a una Teorfa de Hipergra-
fos Menores, aqui cabe mencionar que aunque existen analogos con respecto a las
descomposiciones y métricas arbdreas se conoce muy poco sobre una Teorfa de Hi-
pergrafos Menores.
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