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A Don Jesis y a Dona Concha II



Set theory is the foundation of mathematics. All mathematical concepts are
defined in terms of the primitive notions of set and membership. In axiomatic
set theory we formulate a few simple axioms about these primitive notions in
an attempt to capture the basic “obviously true” set-theoretic principles. From
such azxioms, all known mathematics may be derived. However, there are
some questions which the axioms fail to settle, and that failure
is the subject of this book.'

'K.Kunen refiriéndose a [13].
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Prefacio

La hipdtesis del continuo (HC), fue uno de los problemas que Hilbert pre-
senté como los mas importantes (a resolver), en el Congreso Internacional de
Matemaéticos de 1900. HC nos dice que si tomamos un subconjunto infinito
A de numeros reales, entonces existe una biyeccién entre A y N o existe una
biyeccion entre A y R. Georg Cantor dedicé gran parte de su vida a probar
la validez de HC sin tener éxito.

En 1940 Godel construye un modelo de ZFE donde se valida HC dando
asi esperanzas al trabajo iniciado por Cantor. Sin embargo, en 1963 Paul
Cohen construye un modelo de ZFE donde se verifica la negaciéon de HC.
Juntando estos dos resultados, obtenemos que HC es independiente de ZFE,
lo cual quiere decir que trabajando en ZFE no podemos probar ni refutar
HC. Como conclusién, Cantor jamés hubiera podido probar HC.

En este trabajo nos ocupamos de la técnica de forcing introducida por Cohen
en su demostracién de la consistencia de la negacién de HC. Su importancia
radica en la cantidad de aplicaciones que ha tenido desde su aparicion. Re-
sulta ser una herramienta muy eficaz en la construccion de diversos modelos
de la teoria de conjuntos.

El enfoque que usamos aqui para presentar la técnica, se basa en la existencia
de un modelo numerable y transitivo de una parte lo suficientemente grande
de ZFE. Todo lo necesario para garantizar la existencia de dicho modelo es
tratado a profundidad en los capitulos 1 y 2, donde también se hace una
introduccién a las pruebas de consistencia.

En el capitulo 3 se presenta la nocién de forcing (o forzamiento), que resulta
en la construcciéon de extensiones para modelos de la teoria de conjuntos.
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VIII

A la manera de Cohen, se presenta un modelo para la negacion de HC vy,
usando la técnica de forcing, también se construye un modelo para HC. En
este mismo capitulo se muestra que es posible construir modelos donde HC
se verifica, pero no asi la hipdtesis generalizada del continuo.

En la primera parte del capitulo 4 nos ocupamos de encontrar las condiciones
suficientes que deben cumplir dos érdenes parciales para generar las mismas
extensiones. En la segunda parte, presentamos algunas aplicaciones sencillas
que tiene la técnica de forcing, como por ejemplo, la consistencia del prin-
cipio combinatorio <», la construccién de un modelo que colapsa cardinales
(el colapso de Lévy), y la construccién de un modelo (forcing de los reales
aleatorios), donde se verifica la negaciéon de HC pero que tiene propiedades
distintas al modelo presentado por Cohen.

El contenido de este trabajo sirve como punto de partida para cualquiera
que quiera comprender resultados o pruebas de consistencia que involucren
a la técnica de forcing, asi como para aquellos que quieran adentrarse en el
estudio actual de la teoria de conjuntos y los cardinales grandes.

Cabe aclarar que ninguno de los resultados aqui presentados son nuestros, y
que el trabajo sigue un desarollo basado en [13] y [14], libros de K. Kunen, a
quien agradecemos profundamente. El mérito, de existir, consiste en presentar
de manera mas detallada algunos de los resultados enunciados en estas obras.
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Capitulo 0

Preliminares

Este capitulo tiene dos objetivos. El primero es establecer tanto la notacién
que se usara a lo largo del trabajo, como los conceptos, definiciones y resulta-
dos basicos sobre los que nos apoyaremos para desarrollar todo lo demas. El
segundo objetivo consiste en presentar los axiomas de la teoria de conjuntos
y algunas notaciones que nos seran de utilidad para trabajar con ellos.

0.1. Notacion y Conceptos Basicos

A continuacién listaremos los conceptos de los que partimos en este trabajo
y que no definimos de manera explicita (por resultar familiares en el drea).
La mayoria de ellos se ensenan en un primer curso de teoria de conjuntos
y se encuentran desarrollados de manera exhaustiva en [8], [9] v [11] o en
cualquier libro basico de teoria de conjuntos.

() - el conjunto vacio.

= € - la relacién de pertenencia.
= C - subconjunto.

-, A\, V,—, <>, 3,V - conectivos logicos y cuantificadores.

rUy={z:2z€xVzeuy}-launién de dos conjuntos.

xNy={z:2z€xAz¢€y} - lainterseccién de dos conjuntos.
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r\y=x~Ny=z—y={2:2¢€axANz ¢y} - ladiferencia de dos
conjuntos.

UF={z:3Y € F(z €Y)} - la unién amalgamada.

NF ={z:VY € F(z €Y)} - la interseccién amalgamada.
P(x) ={y:y C x} - el conjunto potencia de x.

Yy (y € x — y C ) - x es un conjunto transitivo.

R es una relacién (transitiva, reflexiva, simétrica, que satisface la tri-
cotomia, de equivalencia, bien fundada) sobre el conjunto A.

R es un relacién que (ordena parcialmente, ordena totalmente, bien
ordena) al conjunto A.

f: X =Y - fesuna funciéon de X a Y.

fIWl=f"W={yeY : :3xeW f(x) =y} - la imagen de W bajo f.
['Z={xe X: f(x) € Z} la preimagen de Z bajo f.

dom(f) - dominio de una funcién f.

ran(f) el rango de una funcién f.

f I W - la restriccion de una funciéon f a un subconjunto W de su
dominio.

(an :n € W) = (ay)new - sucesiéon indicada por los nimeros naturales.
w=1{0,1,2,...} - el conjunto de los nimeros naturales.

N,Z,Q,R,C - los conjuntos de niimeros Naturales positivos, Enteros,
Racionales, Reales y Complejos, respectivamente.

Ord = ON - la clase de los ordinales . Usualmente, usaremos las
primeras letras del alfabeto griego («, 3,7, etc.), para denotar ordinales.

Card - la clase de los cardinales . Por lo general, usaremos las letras
K, \, 0, para denotar cardinales.

Ny = wp - el primer cardinal transfinito.
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= w; = Ny - el primer cardinal no numerable.
= HC - la hipétesis del continuo.
= HCG - la hipdtesis del continuo generalizada .

» V={z:2 =2z} - el universo, o la clase de todos los conjuntos.

0.1.1 Observacién. Si bien en la axiomatica de ZFE no existen las clases
propias (tales como Ord, Card), nosotros hacemos uso de ellas solamente
para abreviar ciertos enunciados que se pueden plantear formalmente dentro
de ZFE. Por ejemplo, “z € Ord” abrevia que x es un conjunto transitivo
que estd bien ordenado por €;y “A C Ord” abrevia que todos los elementos
del conjunto A son ordinales."

0.2. Ordinales y Cardinales

En esta seccién enlistamos una serie de definiciones y resultados tutiles sobre
ordinales y cardinales. Una demostracion de cada resultado se puede encon-
trar en [14], o en algin otro libro de teorfa de conjuntos.

0.2.1 Definicién. = 2z es un ordinal siy sélo si z es un conjunto transitivo
y estd bien ordenado por €.

= 3 es un ordinal sucesor si y sélo si f = a + 1, para algtin «.
= (3 es un ordinal limite si y sélo si 5 # 0 y 8 no es un ordinal sucesor.
= 3 es un numero natural si y sélo si cada o <  es 0 o un ordinal sucesor.

0.2.2 Definicion. Un cardinal es un ordinal  tal que para cada o < k no
existe una funcién inyectiva f : k — a.

= kT es el menor cardinal mayor que x.

= k es un cardinal sucesor si y sélo si kK = a para algin a.

'En el apéndice de [12] se desarrollan resultados basicos de aritmética ordinal y cardinal
siguiendo la axiomatica de Bernays-Godel que considera dos tipos de objetos, los conjuntos
y las clases. Sin embargo, es un resultado importante que una proposiciéon que involucra
Unicamente conjuntos, es demostrable en ZFE si y sélo si es demostrable en la axiomatica
de Bernays-Godel.
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= k es un cardinal limite si y sélo si kK > w y k no es un cardinal sucesor.

0.2.3 Lema. Si una relacion R bien ordena a A, existe un tunico o € Ord
tal que (A, R) = (a, €).

0.2.4 Definicién. Si R bien ordena a A, tipo(A, R) es el tinico a € Ord tal
que (4, R) 2 (a, €)

0.2.5 Definicién. = o+ = tipo({0} x a U {1} x 3).

» - =tipo(f X a).
Aqui se usa el orden lexicografico (ver [14] pagina 29), para comparar parejas
ordenadas de ordinales.

0.2.6 Definicién. Sea o un ordinal y C' C «. Decimos que C' es cofinal
en « si para cada f € « existe 7 € C tal que f < ~. La cofinalidad de
a, denotada por cof(a), es el menor ordinal v tal que existe una funcién
f v = « cuyo rango es cofinal en a. Equivalentemente, cof(a) = min{|C| :
C' es un conjunto cofinal de a}.

0.2.7 Observacién. Si « es un ordinal sucesor, digamos o« = [+ 1, entonces
el conjunto {8} C « es cofinal en «a. Por lo tanto, cof(a) = 1.

0.2.8 Definicién. Un ordinal limite (o un cardinal) v, se dira:
» reqular, siy s6lo si cof(y) = 7.
» singular, siy sélo si cof () < 7.

0.2.9 Lema. Para ordinales «,y, 0 cualesquiera se tiene que:
1. cof (cof(v)) = cof(7) (por tanto, cof(y) es regular).
2. Si v es regular, entonces v es un cardinal.

3. Siy = Ng, donde 3 es igual a 0 o es un ordinal sucesor, entonces 7y es
regular.

4. Si~y = Ng, donde S es un ordinal limite, entonces cof(y) = cof ().

5. Si cof(a) = 0, entonces existe una funcién estrictamente creciente f :
0 — « cuyo rango es cofinal en a.
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6. Si f : 0 — « es una funcién estrictamente creciente cuyo rango es
cofinal en «, entonces cof(d) = cof ().

0.2.10 Teorema. Sea ¢ cualquier cardinal.
1. Si € es regular, y F es una familia de conjuntos tal que |F| < 6, y para
cada S € F, |S| < 0, entonces ||JF| < 6.
2. Sicof(f) = X < 6, entonces existe una familia F de subconjuntos de 6
tal que |[F| =Xy UF =46,y paracada S € F, |S| < 6.
0.2.11 Definicion. = Kk es débilmente inaccesible si y sélo si k es un
cardinal regular limite.
= (AE) k es fuertemente inaccesible si y sélo si k > w, k es regular y
para cada) < £(2* < k).
0.2.12 Lema. [de Konig](AE) Si x es infinito y cof (k) < A, entonces k* > k.
0.2.13 Corolario. (AE) Si A > w, entonces cof(2*) > .

0.2.14 Definicién. Sea ~ cualquier ordinal limite y fijemos A C ~. Diremos
que

= A es no acotado en v siy sélo si sup(A) =,

= A es cerrado en vy siy sélo si para cada ordinal limite v < v ocurre que
(sup(ANv)=v —rveA),

m A es club en v siy sélo si A es cerrado y no acotado.

Ademas, diremos que X C + es un conjunto estacionario en -y si X intersecta
a cada subconjunto club de 7.

0.3. Los Axiomas de ZFE

Ahora presentaremos los axiomas de la teoria de primer orden ZFE. Las
siglas son por Zermelo y Fraenkel (quienes formularon los axiomas), y por el
Axioma de Eleccién. En [8], [9], [11] y [15] se postula un axioma de existencia.
Nosotros seguiremos el enfoque de [10] y [14] donde se toma como un hecho
de la légica que nuestro universo es no vacio (i. e. Jx (z = z)), por tanto,
no listaremos esto como axioma. Enunciamos algunos axiomas con variables
libres para evitar que sean demasiado engorrosos, pero realmente estamos
considerando las clausuras universales de éstos.
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1 Axioma (Extensién).

Vz(z€xrz€y) — =1

2 Axioma (Fundacién).
Jy(yez)—»y(ycaA-Tz(zcxNzey)).
3 Axioma (Comprension). Para cada férmula ¢, sin y libre,
VodyVz (z €y <> x € v Ap(x)).
4 Axioma (del Par).
z(xezAyez).
5 Axioma (de la Uniédn).
JAVY Ve (x e Y ANY € F - x € A).

6 Axioma (de Reemplazo). Para cada férmula ¢ | sin B libre,

Ve e Alyp(x,y) — IBVYx € Ay € B p(x,vy).

Los tltimos tres axiomas se pueden escribir de manera mas sencilla utilizando
algunas nociones conjuntistas. Empleando los axiomas 1, 3, 4 y 5, definamos
C (subconjunto), ) (también escrito como 0; el conjunto vacio), s (la funcién
ordinal sucesor), N (interseccién), y SING(zx) (x es un conjunto singular; es
decir, z tiene un unico elemento), de la siguiente manera:

rCy & Vz(z€x—z€y)
r=0 & Vz(z¢ua)
y=s(r) & Vz(z€ysrzeaxVz=ux)
=

y=vNw Vi(zeysrevAe €w)

SING(z) & JyeavVzex(z=y).”

2Notemos que SING(z) no se refiere al conjunto cuyo tinico elemento es x, més bien,
SING(z) lo que nos dice es que z es un conjunto que tiene exactamente un elemento.
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7 Axioma (Infinito).

Jz (0 € x AVy € z (s(y) € 2)).

8 Axioma (del conjunto Potencia, o de Potencia).

JyVz(z Cax— ze€vy).

9 Axioma (de Eleccién, o AE). *

D¢ FAVz e FYye F(z#y—axnNy=0) - 3ICVz € F(SING(C Nuz)).

Cualquiera de los libros citados al principio de esta secciéon nos ayuda a en-
tender mejor los axiomas, en especial para Extensién, Comprension, Par y
Unién, se puede consultar [15].

En general, cuando hacemos demostraciones, no mencionamos explicitamen-
te (junto con las hipétesis), cuéles axiomas estamos utilizando. Sin embargo,
debido a que estamos interesados en la discusién de diversos modelos y prue-
bas de independencia, sera de vital importancia ir viendo qué axiomas se van
utilizando en determinados lugares durante el desarrollo de nuestro trabajo.
Para eso, introducimos la siguiente notacién:

0.3.1 Notacion.
% ZFE = Axiomas 1 - 9.*
% ZF = Axiomas 1 - 8.

% ZE y Z son ZFE y ZF, respectivamente, pero SIN el Axioma de Reem-
plazo.”

3Denotado también como AC por sus siglas en inglés (axiom of choice).
4ZFE de denota comtinmente como ZFC .
5ZE se denota también como ZC.
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% X~ denota a X SIN el Axioma de Fundacién (por ejemplo, ZFE™ es ZFE
SIN el Axioma de Fundacién).

% X-P denota a X SIN el Axioma de Potencia.

% X-Inf denota a X SIN el Axioma de Infinito.

Cuando en lo sucesivo aparezca algin lema, teorema, definicién, etc., con
alguna de las teorias anteriores, significa que estamos trabajando en dicha
teoria y, por tanto, no hacemos uso de los axiomas excluidos. Por ejemplo,
si tenemos “Lema (ZF~-P)”, significa que estamos trabajando en la teoria
ZF~-P, con lo cual, este resultado se obtiene sin el uso de los Axiomas de
Fundacion y Potencia.

Una vez que nos hemos puesto de acuerdo con la notacién, conceptos y re-
sultados basicos necesarios, estamos listos para iniciar con el estudio de los
conjuntos bien fundados.



Capitulo 1

Los Conjuntos Bien Fundados

La clase de los conjuntos bien fundados nos dotara de nuestra primera prue-
ba de consistencia (ver Teorema 2.2.17, pagina 43), de ahi la necesidad de
estudiar sus propiedades. De esto nos ocuparemos en la primera seccion. Pos-
teriormente definiremos a las relaciones bien fundadas en la segunda seccidn,
y estudiaremos algunas de sus propiedades que nos permitiran presentar en
la tercera seccion el Teorema 1.3.1 (pagina 19), que nos muestra las con-
secuencias que tiene para el universo V asumir el A. de Fundacién. En la
ultima seccion presentamos los Teoremas de induccién y recursién transfi-
nita sobre relaciones bien fundadas (ver 1.4.6, pagina 21 y 1.4.7, pagina 21,
respectivamente) y finalizamos con el Teorema del colapso de Mostowski (ver
1.4.15, pdgina 25), que nos dice qué condiciones debemos pedirle a una re-
lacién R sobre una clase A (recordar la Observacién 0.1.1, en la pagina 3),
para obtener un isomorfismo hacia una clase transitiva M con la €, resultado
que es indispensable para poder obtener un modelo numerable y transitivo
de una buena parte de ZFE (ver Corolario 2.5.5, pagina 57). Esto ultimo se
hara mas claro conforme vayamos avanzando en el Capitulo .

1.1. Propiedades de los conjuntos bien fun-
dados

1.1.1 Definicién. Recursivamente definimos R(«) para o € Ord de la si-
guiente manera:

(a) R(0) =0,
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(b) R(a) = P(R(ﬂ)) cuando « es un ordinal sucesor, a saber, o = 8 + 1,
para algin § € Ord,

(c) R(a) =, R(§) cuando a es un ordinal limite.

(d) BF = |J{R(«a) : @ € Ord} es la clase de los conjuntos bien fundados.'
Asi, si x € BF, diremos que = es un conjunto bien fundado.

El siguiente Lema nos muestra que R(«) es transitivo, una propiedad im-
portante cuando trabajamos con modelos (ver Lema 2.2.10 en la pagina 40).
En particular, mas adelante estaremos interesados en mirar a R(a) como un
modelo de ciertos axiomas de ZFE (ver Teorema 2.4.8 en la pdgina 55).

1.1.2 Lema. Para cada a € Ord:
(a) R(a) es trasitivo (i. e. 2 € R(e) = = C R(«)),
(b) Para todo £ < o (R(§) C R(w)).

Demostracion. Se probaran (a) y (b) por induccién transfinita sobre a. Si
a = 0, entonces (a) y (b) se cumplen trivialmente.

Supongamos que el lema se cumple para todo f < «a y veamos que se cumple
para o.

Primer caso: « es un ordinal limite. Asf, R(a) = {J,_, R(£) y luego, si { <
entonces por la hipétesis inductiva R(§) C |J,., R(A) = R(a). Por lo
tanto se cumple (b). Para obtener (a), sea x € R(«a). asi, existe £ < «
tal que = € R(§). Luego, por hipétesis inductiva, R(&) es transitivo,
entonces © C R(§) C R(«). Por lo tanto, R(«) es transitivo.

Segundo caso: a = [ + 1. Asi, por la hipétesis inductiva R(f) es tran-
sitivo. Sea z € P(R(8)) = R(«). Luego, x C R(f). Basta ver que
R(B) C P(R(B)). Sea y € R(f3),entonces y C R(f) y asi y € P(R(B)).
Entonces R(8) C P(R(B)). Por lo tanto, R(«) es transitivo y, para
todo 5 < a, R(B) C R(«). A

1.1.3 Observacién. Si z € BF, el menor « para el cual x € R(«) debe ser
un ordinal sucesor por la definicién 1.1.1 (c).

1.1.4 Definicién. Si z € BF, rank(x) es el menor g tal que x € R(S5 + 1).

'En la bibliograffa se conoce como WF por sus siglas en inglés (well founded sets).
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1.1.5 Observacién. si 3 = rank(z), entonces z € R(8+ 1) = P(R(S)) v
por tanto x C R(B), x ¢ R(f) y para todo a > 3, x € R(«).

1.1.6 Lema. Para cualquier o, R(a) = {x € BF : rank(x) < a}

Demostracion. Para © € BF,z € R(a) & 38 < a(z € R(B+1)) <
rank(z) < 8 < a. A

1.1.7 Lema. Si y € BF, entonces
(a) Vz € y(z € BF Arank(z) < rank(y)), y
(b) rank(y) = sup{rank(z)+1:x € y}.

Demostracion. (a) Sea z € y, como y € BF 35 € Ord tal que y € R(5). Co-
mo R([) es transititvo, y C R(f) y asi z € R((). Ademas, sea 5y = rank(y),
asi y € R(By+1) y por tanto y C R(fy), y por el Lema 1.1.6 rank(x) < Sy =
rank(y).

(b) Sea a = sup{rank(xz) 4+ 1 : x € y}. Por (a), a < rank(y). Ademas,
para cada x € y, rank(z) < «, por el Lema 1.1.6 y C R(«a). Asiy € R(a+1)
y por tanto rank(y) < a. A

El Lema que acabamos de probar nos dice que la clase BF es transitiva, y
podemos pensar que los elementos y € BF han sido construidos por recursion
transfinita, usando conjuntos bien fundados de rango mas pequeno.

1.1.8 Observacion.

» v € BF(z € ) — rank(z) < rank(z). De aqui que si existe un x tal
que z € z entonces x ¢ BF.

w2,y € BF(z € yAy € ) — rank(z) < rank(y) < rank(z). Por lo
tanto, si existen z,y tales que (z € y Ay € x) entonces (v ¢ BFVy ¢
BF)

El siguiente Lema muestra que cada ordinal es bien fundado y ademas, es su
propio rango. Con lo primero, se tiene que Ord C BF, es decir, BF es una
clase propia.

1.1.9 Lema. (a) Ya € Ord (o € BF A rank(a) = «a)
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(b) Va € Ord(R(a) N Ord = «).

Demostracion. (a) Por induccién transfinita sobre «, supongamos que (a) se
cumple para cada § < «a. Sea f < «, asi f € BF y rank() = /3, entonces
B € R(B+1) C R(a). De aqui que o« C R(«), luego a € P(R(a)) = R(a+1).
Por lo tanto, « € BF. Ademas, rank(«a) = sup{rank(z) + 1 : x € y} =
sup{f+1: 5 < a} = a. Por lo tanto, (a) se cumple para a.

(b) Se sigue de que R(«a) = {x € BF : rank(x) < a} y (a). Es decir,
R(a)NOrd ={f€O0rd: g <a}=a. A

A continuacion veremos que BF contiene no sélo a los ordinales sino también
a los conjuntos que surgen por construcciones matematicas usuales, ya que
BF es cerrado bajo estas construcciones.

1.1.10 Lema. (a) Si x € BF, entonces |Jz, P(z), {z} estdn en BF y el
rango de estos conjuntos es menor o igual que rank(z) + w.

(b) Si z,y € BF entonces z x y, xt Uy, x Ny, {x,y}, (z,y) y Yz estdn en
BF, y el rango de estos conjuntos es menor o igual que

maz{rank(z),rank(y)} + w.

Demostracion. (a) Sea a = rank(z), entonces © C R(«) (ya que © €

Ra+1) = P(R(a))), asi P(z) C P(R(a)) = R(a+1), y luego P(x) €
P(R(a + 1)) = R(a + 2). Ademéds, como P(z) C R(a + 1), P(P(z)) C
P(R(a+1)) = R(a+2). Asf, {z} € R(ar +2) (ya que {z} € 77(77(37)))

Sea a € |Jx, entonces existe un y € z tal que a € y. Ademés rank(a) <

rank(y) < rank(z) = a, esto implica que a € R(rank(y)) C R(a). Por lo
tanto, a € R(«a). Luego, |z C R(«), y de aqui que |Jz € R(a + 1).

(b) Sea a = maz{rank(z),rank(y)}, entonces z € R(a+1), y € R(a+1) y
por tanto, {z,y} € P(R(a+1)) = R(a+2). También, si z,y C R(a+1), en-
tonces (xUy) y (xNy) son subconjuntos de R(a+1) y por tanto, (zUy), (zN
y) € R(a+2). Ademds, {z} € R(a+2)yasi (z,y) € P(R(a+2)) = R(a+3).
Cada pareja ordenada de x Uy es elemento de R(a+3), asi x x y C R(a+3)
y Y& C R(a+ 3), por lo tanto, x x y € R(a+4) y Yx € R(a +4). A
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1.1.11 Observacién. Usando el Lema anterior, no resulta complicado de-
mostrar que los conjuntos Z, Q,R y C son elementos de R(w + w).

1.1.12 Lema. Vz(z € BF + z C BF).

Demostracion. + € BF — x C BF ya que BF es transitiva. Supongamos
ahora que © C BF, y sea a = sup{rank(y) +1:y € z}. Asi 2 C R(a) =
{y € BF : rank(y) < a}, entonces = € R(o + 1). A

1.1.13 Observacién. Sea M cualquier clase tal que Vz(z C M — x € M).
No es dificil probar por induccién transfinita que para cada o € Ord (R(a) C
M). Luego, si y € BF, existe a € Ord tal que y € R(a) C M. Por lo tanto,
BF C M. Esto nos dice que BF es la clase mas pequena que verifica el Lema
1.1.12.

1.1.14 Lema. Vn € w(|R(n)| < w).
Demostracion. Por induccién sobre n.
= R(0)=0.

= Supongamos que Vm < n|R(m)| < w. Sea n € w mayor que 0, entonces
Im € w tal que n = m + 1. |[R(n)| = |R(m + 1)| = |P(R(m))| =
IR < ., A

1.1.15 Lema. |R(w)| = w.

Demostracion. Usando AE, se tiene que la union numerable de conjuntos
numerables es numerable. Con esto y el Lema 1.1.14, se obtiene que R(w) es
numerable. Si queremos evitar AE, podemos construir una funcién inyectiva
de R(w) en w. Para esto, primero debemos bien ordernar a cada R(n) con
n € w. Esto se consigue por induccion sobre n. Si suponemos que tenemos un
buen orden para R(n), como R(n + 1) = P(R(n)), identificamos a P(R(n))
con M2 el conjunto de las funciones de R(n) en 2 (esto se puede hacer ya
que |P(R(n))| = |#™2|), y lo ordenamos lexicograficamente, lo cual resulta
en un buen orden para R(n+1). Ahora ya sabemos que para cadan € w R(n)
es finito y se puede bien ordenar. Entonces podemos ver a cada R(n) como
R(n) = {an1,an2, ..., apnrm)}- Definamos ahora para cada n € w ~ {0} a

o= { s O IROD, (002243 RO, (o ROV RO
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Cada una de estas funciones f,, es una biyeccién de R(n) a cierto segmento
de los naturales. Si ahora definimos a f : R(w) — w como sigue:

0 — O
t — frank(t)(t)a

es facil verificar que f es inyectiva. Con lo cual se obtiene que R(w) es nu-
merable. A

1.1.16 Notacion. Por la importancia que posee, como se vera mas adelante
(ver 2.4.6, pagina 54), al conjunto R(w) también lo denotaremos como HF,
por las iniciales de hereditariamente finitos.

Las cardinalidades de los conjuntos R(«) crecen de manera exponencial:
|IR(w)] = w, |R(w+ 1)] = 29, |R(w + 2)| = 2%, etcétera. Para ser mds
precisos demos la siguiente definicion.

1.1.17 Definicién (AE). 3, (1éase beth), se define por recursién transfinita
sobre a € Ord de la siguiente manera:

1. Jy=w

2. Jpy1 = 2

3. Para v limite, 3, = sup{3, : o < 7}.
1.1.18 Lema (AE). |R(w+ )| =3,

Demostracion. Por induccién transfinita sobre «. Si o = 0, |R(w + 0)] =
|R(w)| = w = Jy. Ahora supongamos que el enunciado se cumple para cada
B < a 'y veamos que se cumple para a.

» Supongamos que a = [ + 1. Entonces |R(w + ()] = 3 con lo cual
R+ a) = [P(Rw+ §)] = 2% = Tp.1 = T,

= Supongamos que « es limite. R(w + o) = U, R(w + B). Entonces
[R(wta)| = |Upeo Blw+B)| = [sup{R(w+p) : B < a}| = sup{|R(w+
B)|: B <a}=sup{ds: B <a}=27,.
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1.1.19 Lema (AE). (a) Todo grupo es isomorfo a un grupo en BF.

(b) Todo espacio topoldgico es homeomorfo a un espacio topolégico en BF.
Demostracion.

(a) Formalmente, un grupo es una pareja (G, -) donde - : GxG — G. Por los
Lemas 1.1.10 y 1.1.12 se cumple que (G,-) € BF <+ G € BF < G C
BF. Sea (G, ) un grupo, sea a = |G| y sea f : @« — G una biyeccion.
Definimos la operacién o : @ x o — « por Eon = f71f(£) - f(n)). Se
verfica inmediatamente que («, o) es grupo y («,0) = (G, -)

(b) Sea (X, 7) un espacio topolégico, sea f = |X|y g : 5 — X una biyeccién.
Definimos a := {g7'[D] : D € 7}. De esta manera, también es facil
verificar que (3, a) es un espacio topolédgico y que (8,a) = (X, 7). A

Este Lema no puede ser probado sin AE (Ver (25) pagina 149 de [13]).

1.2. Relaciones Bien Fundadas

El concepto de relacion bien fundada generaliza la nocién de buen orden.
Esta seccién finaliza con un resultado (ver Lema 1.2.8, pagina 18) que nos
dice que un conjunto x es bien fundado si y sdlo si la pertenencia € resulta
ser bien fundada en el minimo conjunto transitivo (ver Definicién 1.2.5, pagi-
na 16) que contiene a x. Las relaciones bien fundadas resultan importantes
para resultados posteriores, verbigracia los teoremas de induccién y recursion
transfinita (ver pagina 1.4.6).

1.2.1 Definicién (ZF~). Una relacion R es bien fundada en un conjunto A
si y s6lo si
VX C A[X #0 — Jy € X(—3z € X(zRy))].

Tal y es llamado R-minimal en X.

Asi, R es bien fundada en A si y sélo si cada subconjunto no vacio de A tiene
un elemento R-minimal.

1.2.2 Observacion. = En particular, si R es un orden total en A, en-
tonces R es bien fundada en A si y sélo si R bien ordena a A.

= Como no pedimos que R C A x A, entonces si R es bien fundada en A
y B C A, entonces R es bien fundada en B.
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= Si R no es un orden total, entonces el X de la Definicién 1.2.1 podria
tener mas de un elemento R-minimal. Por ejemplo, la relacién vacia 0,
es bien fundada en cualquier A y cualquier elemento y € X C A es
0-minimal en X.

El siguiente lema nos empieza a dar cuenta del vinculo entre las relaciones
bien fundadas y los conjuntos bien fundados.

1.2.3 Lema (ZF™). Si A € BF, entonces € es bien fundada en A.

Demostracion. Sea 0 # X C A € BF. Tomamos o = min{rank(y) :y € X}
y sea y € X tal que rank(y) = «. Supongamos que existe z € X tal que
z € y. Entonces z € BF y rank(z) < rank(y), lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto y es €-minimal en X. A

El reciproco no es cierto. Por ejemplo, si x = {y}, y = {} y = # y, entonces
y ¢ BF (ya que (z € y Ay € z) = rank(z) < rank(y) < rank(z)). Pero €
es bien fundada en y ya que para cada W C y no vacio, z es €-minimal en
W. Sin embargo, como un reciproco parcial tenemos:

1.2.4 Lema (ZF7). Si A es transitivo y € es bien fundada en A entonces
A € BF.

Demostracion. Dadas las hipétesis, queremos ver que A € BF, pero como
A € BF < A C BF, es suficiente mostrar que A C BF. Supongamos que
A ¢ BF. Sea X = A~ BF # 0 y sea y €-minimal en X. Si z € y, entonces
z ¢ X, pero como A es transitiva (y € A — y C A), z € A, entonces z € BF.
Asi, y C BF y entonces y € BF, contradiccion. Por lo tanto, A C BF y se
tiene el resultado. A

Ahora mostraremos que A es un conjunto bien fundado si € es bien fundada
en la cerradura transitiva de A, que es el conjunto transitivo mas pequeno que
tiene a A como subconjunto. La siguiente definicién precisa este concepto.

1.2.5 Definicién (ZF~-P). 1. Por recursién sobre n definimos
- (A=A
- U A=UWUA.

2. cr(A) =U{U" A :n € w}. ctr(A) se dird la cerradura transitiva de A.
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Observemos que ctr(A) = AU{JAUJ> AU---. Es decir, ctr(A) tiene como
elementos a los elementos de A, los elementos de los elementos de A, etc.
Veamos a continuacién algunas propiedades basicas de la clausura transitiva
de un conjunto.

1.2.6 Lema (ZF~-P). (a) A C ctr(A).

(b) ctr(A) es transitivo.

(c) Si ACT y T es transitivo, entonces ctr(A) C T.
(d) Si A es transitivo, entonces ctr(A) = A.

(e) Sixz € A, entonces ctr(z) C ctr(A).

(f) ctr(A) = AuJ{ctr(x) : x € A}.

Demostracion.

(a) Es inmediato de la definicién.

(b) Sea y € ctr(A), entonces existe n € w tal que y € |J" A, entonces
yc U A) = U A Cetr(A).

(c) Por induccién sobre n veamos que Vn € w({J"A c T). |J'A = A C
T. Supongamos que para m € w(|J" A C T), como T es transitivo,

Ve € |J" A(z € T), entonces J(U™ A) = U™ A c T. Por lo tanto,
ctr(A) C T.

(d) Por (a), A C ctr(A), ademas por (c), como A es transitivoy A C A
entonces ctr(A) C A.

(e) x€ A—x € ctr(A) = o C ctr(A), usando (c) ctr(x) C ctr(A).

(f) Sea T'= AU | J{ctr(z) : = € A}, veamos que T es transitivo. Si z € T,
entonces:
1. ze A= zCeatr(z) C Hctr(z) :x € A} CT.

2. z € Wetr(z) : € A} — 3o € A(z € ctr(z)) y por tanto
z Cctr(z) CT.
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Asi, por (c) ctr(A) C Ty ademés, por (a), A C ctr(A) y por (e), Vo €
A (ctr(z) C ctr(A)), esto implica que [J{ctr(z) : € A} C ctr(A). Por
lo tanto, T C ctr(A). Y con esto, ya tenemos la igualdad. A

El siguiente resultado caracteriza a los elementos de R(w) como conjuntos
bien fundados con clausura transitiva finita.

1.2.7 Lema (ZF™). x € R(w) si y sélo si x € BF y ctr(z) es finita.

De manera méas general, tenemos la equivalencia entre (a) y (b) del siguiente
lema.

1.2.8 Lema (ZF ™). Para cualquier conjunto A, son equivalentes:
(a) A€ BF.

(b) ctr(A) € BF.

(c) € es bien fundada en ctr(A).

Demostracion. (a) — (b): Si A € BF, entonces veamos que para cada
n € w(J*A € BF). Por induccién sobre n. [J° A = A € BF. Supongamos
que |J* A € BF, como BF es cerrado bajo | J, entonces | J"7' 4 = J(J" A4) €
BF. Por lo tanto, ctr(A) C BF y esto implica que ctr(A) € BF.

(b) — (c): Como ctr(A) € BF, por el Lema 1.2.3, € es bien fundada en
ctr(A).

(c) — (a): Sabemos que ctr(A) es transitivo, ademds por (c), € es bien
fundada en ctr(A), luego, por el Lema 1.2.4 se tiene que ctr(A) € BF.
Ast A C ctr(A) C BF — A € BF. A

La definicion de BF hace uso del A. de Potencia, con lo cual, la equivalencia
(c) es 1til si se quiere dar una presentaciéon de BF trabajando en ZF~-P.

1.3. El Axioma de Fundaciéon

Asi como lo enunciamos en la seccién 0.3 (péagina 5), el A. de Fundacién
establece que:

Ve[Fy(ly € ) = y(y e e A —3Fz(z € 2 Az € y))].
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Equivalentemente, x # 0 — Jy € x(x Ny = 0), es decir, cada subconjunto
no vacio tiene un elemento €-minimal.

El siguiente teorema nos dice que aceptar el A. de Fundacién, es equivalente
a restringir nuestro universo a la clase de los conjuntos bien fundados.

1.3.1 Teorema (ZF ™). Son equivalentes:

(a) El Axioma de Fundacién.
(b) VA (€ es bien fundada en A).
(c) V = BF.

Demostracion. (a) <> (b). Es inmediato de la definicién de relacién bien
fundada.

(b) — (c). Sea B € V, por (b), para cada conjunto A, € es bien fundada
en A, en particular, € es bien fundada en ctr(B), luego, por el Lema 1.2.8,
B € BF.

(c) = (b). Sea A € V, luego A € BF. Por el Lema 1.2.3 € es bien fundada
en A. A

Recordando la Observacién 1.1.11 (péagina 13), si estamos convencidos de que
todas las matematicas ocurren en BF, tiene sentido adoptar como axioma
“V = BF”. No es que realmente creamos que V es justamente BF, simple-
mente estamos acotando el dominio de nuestro discurso a la clase BF. En
este sentido el A. de Fundacion es distinto a los demés, puesto que no tiene
aplicacion en las matematicas ordinarias, salvo por excluir ciertas patologias
como el hecho de que no existe algiin x € BF tal que x € x (ver Observacién
1.1.8, pagina 11).

1.4. Induccién y Recursion Sobre Relaciones
Bien Fundadas

Si R es una relacién bien fundada sobre el conjunto A (Definicién 1.2.1), una
prueba por induccién transfinita sobre R es una que establezca Vo € A ¢(x)
y esto puede hacerse probando que para cada z € A

Yy € A(ny — ¢(y)) — ¢(x).
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Al cumplirse esto ltimo, podemos garantizar que Vo € A ¢(x), ya que de no
ser cierto, {x € A : =¢(x)} tendria un primer elemento y esto conduciria a
una contradiccion.

1.4.1 Definicién (ZF™-P). Sean A y R clases, diremos que R es bien
fundada en A si y sélo si

VX C A[X #0— Jy € X(—3z € X(2Ry))].

Esta definicién es idéntica a la Definicién 1.2.1 (pdgina 15), salvo por el hecho
de que aqui A y R son clases. Recordemos que por la Observacién 0.1.1 (pagi-
na 3), las clases sélo las ocupamos para abreviar sentencias dentro de la teoria
de conjuntos. Si quisieramos justificar una prueba por induccién transfinita,
necesitarfamos la existencia de un elemento R-minimal de {z € A : =¢(x)},
que podria ser una clase propia. Por lo tanto, necesitamos que las relaciones
cumplan con la siguiente propiedad que nos resuelve dicho problema.

1.4.2 Definiciéon (ZF™-P). R es casi-conjunto sobre A siy sélo si para
todo x € A, {y € A: yRa} es un conjunto.

De esta definicion podemos observar que € es casi-conjunto en cualquier clase
A y que toda relacién sobre un conjunto es casi-conjunto. Un resultado que
se puede establecer de forma inmediada es el siguiente.

1.4.3 Lema (ZF~-P). Sea R una relacién sobre una clase A y supongamos
que tenemos definida una funcién ® : A — Ord tal que xRy — ®(z) < O(y)
para cada x,y € A. Entonces R es bien fundada en A.

Demostracion. St X C A,y a € X tal que ®(a) = min{®(z) : x € X}, en-
tonces a es R-minimal en X, pues si existiera un y € X tal que yRa entonces
®(y) < ®(a), lo cual contradice la minimalidad de ®(a). A

1.4.4 Definicién (ZF-P). Si R es casi-conjunto sobre A y x € A, entonces
(a) pred(A,z,R) ={y € A : yRz}.

(b) pred®(A,z,R) = pred(A, z,R).
pred™™H (A, x,R) = {pred(A,y,R) : y € pred"(A,z,R)}.
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(c) cd(A,z,R) = J{pred"(A,z,R) : n € w}.

Todos estos son conjuntos. Notemos ademaés que si R es la relacion € y A es
transitivo entonces pred(A, x,R) = z, pred"(A,z,R) = J 2y (A, z,R) =
ctr(z).

1.4.5 Lema (ZF~-P). Si R es casi-conjunto sobre A y x € A, entonces
para toda y € cl(A,z,R), pred(A,y,R) C cl(A,z,R).

Demostracion. Siy € cl(A, z, R), entonces existe n € w tal quey € pred™ (A, z,R),
entonces pred(A,y,R) C pred”™ (A, z,R) C cl(A,z,R). A

1.4.6 Teorema (Induccién Transfinita; ZF~-P). Si R es bien fundada y
casi-conjunto sobre A, entonces cada subclase no vacia X de A, tiene un
elemento R-minimal.

Demostracion. Sea x € X. Si x no es R-minimal sobre A, entonces X N
cl(A,z,R) es un subconjunto no vacio de A, luego Jy € X N cl(A,z,R)
R-minimal. Por el Lema 1.4.5, y es R-minimal en X. A

1.4.7 Teorema (Recursién Transfinita; ZF~-P). Astmase que R es bien
fundada y casi-conjunto sobre A. Si F : A xV — V| entonces hay una tinica
G : A — V tal que

Ve € A[G(r) = F(z,G [ pred(A, 2, R))] ()

Demostracion. Para ser mas breves, escribamos pred(x) y cl(x) en vez de
pred(A,z,R) y cl(A, z,R), respectivamente.

Probemos primero que G es tnica. Para esto, supongamos que existen Gy y
G2 de A en V que verifican (*). Probemos por induccién transfinita sobre
R que G; = Gs. Sea x € A y supongamos

Vy € A (yRae — G1(y) = Ga(y)) ... (1)

probemos que Gi(x) = Gz(x). Gi(z) = F(z,Gy | pred(z)), pero por
(1), F(z,Gy | pred(z)) = F(z,Ga | pred(z)) = Ga(z). Asi, para cada
r € AGy(x) = Ga(x). Por lo tanto, G; = Gz y, con esto, G es tnica.
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Veamos ahora que dicha G existe. Diremos que un subconjunto d C A es
cerrado si y sélo si Vo € d(pred(z) C d). Veamos que cada x € A estd en
algin conjunto cerrado. En efecto, sea © € A, x € {z} Udl(x) ysit €
{z} Ucl(z) tenemos que (t = x — pred(t) = pred(z) C {z}Ucd(z)) y (t €
cl(z) — t € pred™(z) para algunan € w — ¢t C pred"*!(z) C cl(z)), con lo
cual {z} Ucl(x) es cerrado. Si d es cerrado, llamemos ¢ una d-aproximacién
si y sélo si g es una funcién con dominio d y

Ve ed [g(x) =F(z,g [pred(x))}

De la misma forma en la que probamos la unicidad de G, se puede ver que
si g es una d-aproximacién y ¢’ es una d’-aproximacion, entonces

gldnd)y=¢1@dnd)...(2).

Ahora probaremos por induccién transfinita sobre x que existe una {x} U
cl(x)-aproximacién. Para esto, supongamos que para cada yRz existe una
{y} U cl(y)-aproximacién y llamémosla g,. Definamos h = (J{g, : yRz} y
veamos que h es una cl(z)-aproximacién. En efecto, dom(h) = |J {{y}Ucl(y) :
ny} = cl(x) y, para cada t € cl(x), h(t) = g:(t) = F(x,gt [pred(x)) y por
(2), F(z,9: | pred(z)) = F(x,h | pred(z)). Por lo tanto h es una cl(z)-
aproximacién. De manera similar, se prueba que H = h U {(z,F(x,h))} es
una {z} U cl(z)-aproximacién. Finalmente, definimos G(z) = g(z), donde g
es la d-aproximacion de algin (cualquier) cerrado d, que contenga a . A

Como una generalizacién de la Definicién 1.1.4 (pdgina 10), tenemos a la
siguiente definicién. Adicionalmente, el lema posterior nos dice bajo qué con-
diciones ambas coinciden.

1.4.8 Definicién (ZF-P). Si R es bien fundada y casi-conjunto sobre A,
definase:

rank(x, A,R) = sup{rank(y, A,R) +1:yRx Ay € A}

1.4.9 Lema (ZF™-P). Si A es transitiva y € es bien fundada sobre A,
entonces A C BF y rank(z, A, €) = rank(z) para cada x € A.

Demostracion. Supongamos A ¢ BF, sea pues x €-minimal en A \ BF. Si
y € x, entonces y ¢ ANBF, pero y € A ya que A es transitiva. Asi y € BF,
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es decir, x C BF lo cual implica que x € BF, una contradiccién. Por lo
tanto, se tiene que A C BF.

Supongamos por un instante que {z € A : rank(z, A, €) # rank(x)} es no
vacio. Tomemos ¢, un elemento €-minimal en este conjunto. Como ¢t € BF,
se tiene por una parte, rank(t) = sup{rank(xz) + 1 : x € t} y por otra
rank(t, A, €) = sup{rank(y,A,€)+1:y € t ANy € A} que coincide con
rank(t), lo cual contradice que t sea €-minimal en {z € A : rank(z, A, €
) # rank(x)}. Por lo tanto, se tiene que rank(x, A, €) = rank(z) para cada
r € A. A

La Definicion 1.4.8 se podria usar para dar una definiciéon de rank sobre BF
que no hace uso del A. de Potencia. La siguiente definicién es otro ejemplo
importante de recursién.

1.4.10 Definicién (ZF~-P). Supongamos que R es bien fundada y casi-
conjunto sobre A. Definase recursivamente para y € A, mos(y) = mosar =
{mos(z) : x € pred(A,y,R)}. mosar es llamada la funcidn del colapso de
Mostowski de A, R. El rango de mosa r (i. €. mos”A), es llamado el colapso
de Mostowski de A, R.

1.4.11 Lema (ZF™-P). Supongamos que R es bien fundada y casi-conjunto
sobre A. Entonces,

(a) Vz,y € A, (ny — mos(x) € mos(y)).

(b) mos”A es transitivo.

(c) (ZF~) mos"A C BF.

(d) (ZF~) Siz € A, entonces rank(z, A, R) = rank(mos(z)).

Demostracion. (a) Supongamos que xRy, entonces mos(z) € {mos(z) : z €
pred(A,y,R)} = mos(y).

(b)Sea t € mos”A, entonces existe y € A tal que mos(y) =t. Sit =0
entonces ¢t C mos”A. Supongamos que t # 0, sea © € t = mos(y). Asi,
existe w € pred(A,y,R) tal que z = mos(w). Entonces w € A por tanto
x = mos(w) € mos”A. Con lo cual se tiene que t C mos”A, es decir, mos” A
es transitivo.

(c)Probaremos que para cada x € A (mos(z) € BF) por induccién sobre
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x. Si zp es R-minimal en A, mos(zg) = 0 € BF. Supongamos ahora que
para cada y € A(yRx — mos(y) € BF). Esto implica que mos(z) C BF
y usando el Lema 1.1.12 (péagina 13), se tiene que mos(x) € BF. De esta
manera, mos”A C BF.

(d) Se cumple que rank(mos(z)) = sup{rank(t) + 1 : t € mos(z)} =
sup{rank (mos(y)) +1:yRx)}. Asi, haciendo induccién sobre z, se tiene de
manera inmediata que rank(mos(z)) = sup{rank(mos(y)) + 1 : yRa} =
sup{rank(y, A,R) +1:yRx Ay € A} = rank(z, A,R). A

1.4.12 Definicién (ZF~-P). R es extensional en A si y sélo si
Vz,y € A (Vz € A 2Rz + zRy) = z = y).

Esto es equivalente a decir que el A. de Extensién es verdadero en A si € es
interpretada como R.

1.4.13 Lema (ZF™-P). Si A es transitivo, entonces la relacién € es exten-
sional sobre A.

Demostracion. Notemos primero que una relacion R es extensional sobre A
si y sélo si

Ve, y € A (;1: #y — pred(A,z,R) # pred(A, x, R))

Asi, si A es transitivo, entonces pred(A, x, €) = z. Con lo cual, z # y implica
que pred(A,z,R) # pred(A, z,R). A

1.4.14 Lema. Suponga que R es bien fundada y casi-conjunto sobre A.
Entonces:

1. Si mosa r es inyectiva, entonces R es extensional sobre A.

2. Si R es extensional sobre A, entonces mos : (A,R) — (mos”A, €)
resulta ser un isomorfismo (i. e. mos es inyectiva y Vo,y € A (zRy <
mos(z) € mos(y))).

Demostracion. (1) Si R no es extensional sobre A, entonces existen a # b
en A tales que pred(A,a,R) = pred(A,b,R) lo cual implica que mos(a) =
mos(b), y por tanto, mosa g 1o es inyectiva.
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(2) Supongamos que R es extensional sobre A. Probaremos que mos es
inyectiva. Para esto, definamos 7' = {a € A : 3y € Afa # y A mos(a) =
mos(y)]}. Si T = 0, entonces mos es inyectiva. Supongamos lo contrario,
es decir, T # (). Aplicando induccién (ver Teorema 1.4.6, pdgina 21), sea
x € T R-minimal en 7. Fijemos y # = tal que mos(z) = mos(y). Como R
es extensional, tenemos dos casos:

Primer caso: Para algin z € A, zRx A —(2zRy). Como mos(z) € mos(z) =
mos(y), entonces mos(z) = mos(w) para algun w tal que wRy. Luego,
w # z y por tanto, z contradice la R-minimalidad de z.

Segundo caso: Para algin w € A, wRy A =(wRx). Luego, existe z tal
que zRx y mos(z) = mos(w). También en este caso, z contradice la
R-minimalidad de z.

Por lo tanto, mos es inyectiva. Solo resta ver que para cualesquiera x,y €
A (zRy < mos(z) € mos(y)). Sean x,y € A. xRy — mos(z) € mos(y)
es inmediato de la definicién de mos. Supongamos que mos(x) € mos(y),
entonces existe ¢ tal que (tRy A mos(z) = mos(t)), pero como ya probamos
que mos es inyectiva, se tiene que x = t, con lo cual, zRy. A

1.4.15 Teorema (del Colapso de Mostowski; ZF™-P). Sea R una relacion
bien fundada, casi-conjunto y extensional sobre A, entonces existen una clase

transitiva M y un mapeo biyectivo G : A — M tal que G es un isomorfismo
entre (A,R) y (M, €). Ademds, M y G son tnicos.

Demostracion. La existencia estda garantizada por el Lema 1.4.14, haciendo
mosar = Gy mosy gA = M. Si G’ y M’ también satisfacen el Teore-
ma, entonces por induccién sobre x se verifica que G'(z) = G(z) para cada
x € A, lo cual implica también que M’ = M. A

Para ejemplificar el Teorema anterior, supongamos que R bien ordena a A.
Si A es un conjunto, entonces M es un ordinal. Si A es una clase propia,
entonces M = Ord.

Terminamos este capitulo demostrando tres lemas que ocuparemos mas ade-
lante y que competen a la relacién de pertenencia (€).

1.4.16 Lema. Suponga que € es bien fundada y extensional sobre A. Sea
T C A transitivo. Entonces mosa c(y) = y para cada y € T.
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Demostracion. Sea X = {y € T : mos(y) # y}. Si X = (0, entonces se tiene
el resultado. Supongamos que X # ) y sea a €-minimal en X. Entonces, por
definicién mos(a) = {mos(y) : y € A Ay € a}. Notemos que si y € a:
primero, como a € Ty T es transitivo, y € T' C A, es decir, y € A,
segundo, como a es €-minimal en X, y y € a, se tiene que mos(y) = v.
Ast, {mos(y) : y € ANy € a} = {y :y € a} = a, y asi, mos(a) = a,
lo cual es una contradiccién. De aqui que X = () y por tanto, para cada
y €T, mos(y) =vy. A

1.4.17 Lema. Sean A y B conjuntos transitivos tal que A € BF, y sea
f: A=) Bun isomorfismo de (A, €) a (B, €). Entonces f = ida y por

tanto A = B.

Demostracion. Sea a € A 'y supongamos que f(a) = b. Como f es un isomor-
fismo, se tiene:

VyeBlycb+ dx € Az € aA f(z) =y]].

Como tanto A como B son transitivos, resultan redundantes “y € B” y “x €
A”, por lo tanto, quitdndolos tenemos Vy [y € b <> Ja [z € a A f(z) = y]].
Por tanto, f(a) = {f(x) : * € a}. Ahora, como A es bien fundada, de la
definicién de mos (ver Definicién 1.4.10, pagina 23), podemos concluir que f
es simplemente la funcién isomorfismo de Mostowski sobre (A, €), asi, por el
Lema 1.4.16, f =1d4. A

1.4.18 Lema. Si A € BF y (ctr(A) U{A}; €) = (ctr(B) U{B}; €) entonces
A=B.

Demostracion. Por el Lema 1.4.17, tenemos de manera inmediata que ctr(A)U
{A} = ctr(B) U {B}. Ademds, como estamos suponiendo que A € BF, se
tiene que A es el unico elemento €-maximal en ctr(A) U {A}, de aqui que

A=B. A



Capitulo 2

Fundamentos para las Pruebas
de Consistencia

En este capitulo nos ocuparemos de fundamentar lo necesario para las prue-
bas de consistencia. En la primera seccion abordaremos la teoria de modelos,
centrandonos en las nociones “A F ¢” y “I' - ¢”, veremos ademas cémo se
relacionan estas nociones (ver Teorema Sonoro 2.1.18, pagina 35) y definire-
mos Con(T") e Incon(I") (pagina 2.1.17). En la segunda seccién se presentan
resultados que nos indican qué condiciones debemos pedirle a una clase M
para que modele ciertos axiomas de la teoria de conjuntos; la seccién termi-
na con el Teorema 2.2.17 (pagina 43), que prueba la consistencia relativa del
Axioma de Fundacion ocupando la clase BF de los conjuntos bien fundados
como modelo.

En la tercera seccién revisamos qué conceptos de la teoria de conjuntos (des-
de ser un ordinal o una funcién, hasta bien ordenar o ser hereditariamente
finito), se comportan como esperamos' en teorfas mds débiles que ZF. En
la cuarta seccién produciremos conjuntos que son modelos para casi todos
los axiomas de ZFE. En la ultima seccién de este capitulo presentamos el
Teorema del Reflejo (ver 2.5.3, pagina 56), y algunas de sus consecuencias.
Lo principal para nosotros es poder construir un conjunto transitivo y nume-
rable que modela tanto de ZFE como nosotros queramos, este es el enfoque
que usaremos (y por lo tanto el hecho més importante en el que nos susten-
taremos), para presentar la técnica de Forcing en el siguiente capitulo.

!'Esperamos que estas nociones sean absolutas (ver Definicién 2.2.4, pagina 37).

27
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2.1. Lo Necesario de Teoria de Modelos

En esta seccién, situandonos dentro de ZFE desarrollaremos lo bésico de la
teorfa de modelos.?

La ldgica de predicados (el estudio formal de la notacién légica), fue disenada
para desarrollar teorias axiomaticas formales. Una exposicion detallada de
ésta se puede encontrar en [16], y un estudio méas enfocado a la teoria de con-
juntos se presenta en [15]. Nosotros partimos de un conjunto £ de simbolos
no légicos que usaremos para construir formulas y sentencias. Cada simbolo
en L tiene una aridad especifica que es un niimero natural, y un tipo especifi-
co, ya sea “simbolo predicativo” o “simbolo funcional”. El conjunto £ junto
con las asignaciones de tipos y aridades serd llamado lenguaje (o 1éxico). De
manera mas formal tenemos lo siguiente:

2.1.1 Definicién. Un lenguaje para la légica de predicados consiste de un
conjunto £ (de simbolos no légicos), particionado en los conjuntos disjuntos
L = FUTP (de simbolos funcionales y predicativos). F y P estén particiona-
dos por aridad: F = J,,c,, Fn, ¥ P = U,ep, Pn- A los simbolos en F;, se les
llama simbolos funcionales n-arios. Los simbolos en P,, son llamados simbolos
predicativos n-arios. A los simbolos en Fj se les llama simbolos constantes y
a los simbolos en Py se les llama letras proposicionales.

Como un ejemplo informal para entender mejor a los simbolos funcionales y
predicativos pensemos en lo siguiente, si A es un conjunto no vacio, R C Ax A
es una relacion sobre Ay f: A — A es una funcién, entonces R es un simbo-
lo predicativo de aridad 2 (R € P2) y f es un simbolo funcional de aridad
1 (f € F1). Si R fuese subconjunto de A™ y dom(f) C A™ entonces Ry f
tendrian aridad n.

En muchos usos elementales de la l6gica, L es finito, con lo cual la mayoria
de los F,, v P, son vacios. Por ejemplo, para axiomatizar a la teoria de con-
juntos, £ = P, = {€}. O para axiomatizar la teoria de grupos £ = F» = {-},
donde “” denota la operacion del grupo.

2De hecho, ZF~-P es lo suficientemente robusto para construir las nociones bésicas de
la teoria de modelos. Haremos explicito el uso de los axiomas de Potencia y de Eleccion
cuando éstos sean necesarios. El A. de fundacién no es reelevante para la teoria de modelos,
su importancia radica cuando se discuten modelos de la teoria de conjuntos.
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Una vez que tenemos un lenguaje, necesitamos una estructura que modele
las férmulas del lenguaje.

2.1.2 Definicién. Dado un lenguaje £ para la légica de predicados, una
estructura para £ (llamada L-estructura), es una pareja 2 = (A, I) tal que
A es un conjunto no vacio (llamado el universo de 2(), e I es una funcién con
dominio £ y con I(s) que satisface (denotaremos a I(s) por sg):

1. si f es un simbolo funcional n-ario con n > 0, entonces fy : A" — A.
2. si p es un simbolo predicativo n-ario con n > 0, entonces py C A™.

3. si ¢ es un simbolo funcional O-ario entonces cg € A.

4. si p es un simbolo predicativo 0-ario entonces py € 2 = {0,1} = {F, V'}.

En lo sucesivo, cuando escribamos 2l estaremos pensando en una L-estructura,
y si escribimos A estaremos pensando en el universo de 2 (a menos que se es-
pecifique lo contrario). De manera més particular, para la teorfa de conjuntos
tenemos:

2.1.3 Definicién. Un €-modelo es cualquier estructura A = (A, E) para
L = {€} tal que F = {(a,b) € Ax A : a € b}. Un modelo transitivo es
cualquier €-modelo tal que A es transitivo.

Ahora que ya sabemos lo que es un modelo, necesitamos decir lo que enten-
deremos por “p es verdadero en 2" (0, “2 es un modelo para ¢”, lo que en
simbolos se denota como “QUE ¢”); esto estard definido siempre y cuando ¢
sea una sentencia® de L y 2 sea una L-estructura.® Kunen (ver [14]), nos
dice que una forma de verlo es por relativizacion (véase la Definicién 2.2.6,
pagina 38). Si ¢ es la sentencia V:UEIy[x =vy-(y- y)}, y queremos ver si
@ es cierto en una estructura 2, simplemente la reescribimos relativizando
(restringiendo), las variables x,y al universo A e interpretando “” como 2
nos dice que lo interpretemos. Con lo anterior en mente, es sencillo entender
lo que significa “p es cierto en R” y “p es falso en Q7, aunque necesitamos
cierto conocimiento en andlisis y algebra para demostrar afirmaciones que
tengan esta forma.

3una férmula sin variables libres.
4Recordemos que en la seccién 0.3 (ver pagina 5), dijimos que todos los Axiomas de
ZFE son sentencias.
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En 1930 Tarski publicé dos estudios que tuvieron grandes consecuencias:
Definibilidad de la verdad: Este estudio muestra que trabajando en teoria
de conjuntos, uno puede usar recursiéon para definir de manera rigurosa la
nocion “A FE ” como una propiedad de dos conjuntos, 2 y ¢. La propiedad
es falsa a menos que 2 sea una L-estructura y ¢ una sentencia de la mis-
ma L. El estudio de este “F” condujo al desarrollo de la teoria de modelos.
En estas condiciones, tiene sentido definir 2t E A (o 2 es un modelo para
A), donde A es un conjunto infinito de sentencias (por ejemplo ZFE), como
VoeARAE ).

Indefinibilidad de la verdad: Muestra que no podemos hacer lo anterior con
modelos que son clases propias. Pensando en V = {x : x = 2} la clase de los
conjuntos, Tarski mostré que si ¢ es un Axioma de ZFE (o alguna senten-
cia), entonces no se puede definir “V F ¢ 7 como una propiedad de “¢”.
Definiremos la nocién 2l F ¢ tratando de mostrar por qué la definicién
estd justificada cuando A es un conjunto y por qué no lo estd cuando A
es una clase.

Nuestra definicién serd recursiva (sobre @), pero a pesar de que nuestro objeti-
vo es discutir la verdad de sentencias, nuestra recursién debe incluir férmulas
arbitrarias con variables libres. Por ejemplo si ¢ es Va dy [m =y-(y- y)} y
queremos explicar por qué es falso en Q (es decir, Q ¥ ¢), debemos decir
que si ¥(z) es la férmula Jy [az =y-(y- y)], entonces podemos encontrar un

a € Q (a=2), tal que Q ¥ [a].
Para poder lidiar con féormulas con variables libres definimos lo siguiente:

2.1.4 Definicion. Diremos que o es una asignacion para @ en A, si o es
una funcién con ran(o) C Ay dom(o) es un conjunto finito de variables que
incluye por lo menos todas las variables libres en .

Nos va a interesar definir de manera precisa la nocién “UU F p[o]” la cual
depende de la pareja (¢, o). Para poder aplicar nuestro teorema sobre defini-
ciones recursivas (ver Teorema 1.4.7, pagina 21), realmente estamos definien-
do la funcién valy con ran(valy) = {F,V} = {0,1} donde valy(p)[o] =V
si y sélo si A E @[o]. Para esto, primero requerimos discutir las valuacio-
nes de términos®, es decir, definiremos valy(7)[oc] € A siempre que T sea

Sun término se construye a partir de sfmbolos constantes, variables y/o sfmbolos fun-
cionales en L.
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un término de £ y ¢ una asignaciéon para 7 en A, es decir, dom(c) con-
tiene todas las variables de 7. Por ejemplo, si 7 es el término y - (y - y),
entonces valg(7)[1,26] = 1,26 - (1,26 - 1,26) = 2,000376. Necesitamos saber
que valg(7)[b] nunca es exactamente 2 para poder concluir que Q ¥ 9[2]
(asi como definimos 1 en lineas arriba). De manera mas formal:

2.1.5 Definicién. Si 2l es una L-estructura, entonces definimos valy(7)[o] €
A siempre que 7 sea un término de £ y ¢ una asignacién para 7 en A como
sigue:

1. valy(x)[o] = o(x) cuando x € dom(o).
2. wvaly(c)[o] = ¢y cuando ¢ sea un simbolo constante.

3. valy(f(11,...,7))[0] = fa(valy(m1)[o], ..., valy(7,)[o]) cuando f sea
un simbolo funcional n-ario con n > 0.

Asi, para una 2 fija, si J es la coleccién de todas las parejas (7, 0) tales que
7 es un término de £ y o es una asignacion para 7 en A, entonces estamos
definiendo una funcién valy : J — A. Esta funcién existe por el Teorema
1.4.7, usando recursién sobre la relacién R, donde (7', 0")R(7,0) si y sélo si
7/ es un subtérmino propio de 7 y ¢/ = 0. Esta R es tanto bien fundada
(ver Definicién 1.4.1, pagina 20), como set-like (ver Definicién 1.4.2, pagina
20), ya que 7 sélo tiene una cantidad finita de subtérminos. R seguira siendo
bien fundada y set-like aunque A sea una clase propia, de esta manera, la
definiciéon anterior seguird siendo valida. Lo mismo ocurre con la siguiente
definicién de verdad para férmulas atémicas®.

2.1.6 Definicién. Si 2 es una L-estructura, entonces definimos valy(y)[o] €
{0,1} = {F,V} siempre que ¢ sea una férmula atémica de £ y o una asig-
nacién para ¢ en A como sigue:

1. valy(p)[o] = pa cuando p sea un simbolo predicativo 0-ario.

2. valy(p(r1,...,7))[0] = V siy sélo si (valy(m)[o], ..., valy(r,)[o]) €
py cuando p sea un simbolo predicativo n-ario con n > 0.

3. valy(m = m)[o] =V siy sélo si valy(m)[o] = valy(r)[o].

6las férmulas atémicas son aquellas que carecen de cuantificadores y conectivos propo-
sicionales.
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El problema para definir la verdad de férmulas en V esta en las variables
cuantificadas. Para lidiar con ellas, definimos o + (y/a) = o | (dom(a) N
{y}) U{(y,a)}.Asi, 0 + (y/a) le asigna a y el valor a, y descarta (en caso de
que y € dom(o)) el valor que o le daba a y. Finalmente, tenemos:

2.1.7 Definicién. Si 2 es una L-estructura, entonces definimos valy(¢)[o] €
{0,1} = {F, V'} siempre que ¢ sea una férmula de £ y o una asignacién para
v en A como sigue:

1. valy(=p)[o] = 1 — valy(p)[o].

2. valy(p A Y)[o], valy(p V ¥)[o], valy(p — ¥)[o], y valy(e <> ¥)[o], se
obtienen de valy(¢)[o] y valy()[o] usando las tablas de verdad usuales
para A, V, —, <.

3. valy(3yp)[o] =V siy sélo sivaly(p) [0+ (y/a)] =V para algin a € A.
4. valy(Vyp)[o] =V siy sélo si valy(p) [0+ (y/a)] =V para cada a € A.

A E plo] significa valy(p)[o] = V. Si ¢ es una sentencia, entonces valy(y)
abrevia valy(¢)[0], y 2 E ¢ significa valy(p) = V. Si A es un conjunto de
sentencias, entonces 2 F A significa Vi € A F ¢).

Nuevamente, fijemos 2(: Si K denota a la coleccién de todas las parejas (¢, o)
tales que ¢ es una férmula de £ y ¢ es una asignacién para ¢ en A, entonces
estamos definiendo una funcién valy : K — {0,1}. Igual que antes, valy
existe por el Teorema 1.4.7, usando recursién sobre la relacién R, donde
(¢, 0" )R(p,0) siy sélo si ¢ es una subférmula propia de ¢ y R es tanto
bien fundada como set-like siempre y cuando A sea un conjunto. R no es set-
like cuando A es una clase propia, ya que hay una clase propia de posibles
o' =0+ (y/a) al tener que considerar todos los posibles valores para y, con
lo cual, nuestra definicién no esta justificada, y es justamente por esto, que
no podemos decir V F .

2.1.8 Notacién. Si 2 es una L-estructura y ¢ es una féormula de £, con
variables libres entre x1,...,x,, y ademas ay,...,a, € A, entonces todas las
siguientes denotan 2L F p[o], donde o = {(z1,a1), ..., (Tp,an)}:

w AFEplay, ... a,),

. (go(al, o ,an))m,
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= (p(ar,... ,an))A.

Ahora definiremos subestructura y subestructura elemental, estas nociones
seran muy importantes en lo que resta del trabajo.

2.1.9 Definicién. Sean 2 y 8 L-estructuras, entonces 24 C B significa A C
B y los simbolos funcionales y predicativos de 2l son las restricciones de los
correspondientes simbolos funcionales y predicativos de 8. Especificamente:

1. si f es un simbolo funcional n-ario con n > 0, entonces fy = fou | A™.
2. si p es un simbolo predicativo n-ario con n > 0, entonces py = pg N A™.
3. si ¢ es un simbolo constante, entonces cy = 5.

4. sip es una letra proposicional, entonces py = ps € 2 ={0,1} = {F, V}.

2 es llamado subestructura (o submodelo) de B y B es llamado una extension
de 2.

2.1.10 Definicién. Sean 2 y B L-estructuras tal que 2 C B. Si ¢ es una
férmula de £, entonces A <, B significa que A F ¢[o] si y sélo si B E p[o]
para todas las asignaciones o de ¢ en A. A < B (lo cual se leerd A es
subestructura elemental o submodelo elemental de *B), significa A <, B para
toda férmula ¢ de L.

El siguiente resultado se sigue inmediatamente de las definiciones anteriores.

2.1.11 Lema. Si 21 C ‘B, entonces A <, B siempre que ¢ esté libre de
cuantificadores y valy(7)[o] = valyg(7)[o] siempre que 7 sea un término de £
y 0 una asignacion para 7 en A.

2.1.12 Ejemplo. Sea £ = {<} y consideremos los intervalos en R con su
orden usual, entonces [0,1] C [0,2] es decir, los elementos de [0,1] estan
ordenados de la misma manera en [0,1] que en [0,2], pero [0,1] £ [0,2]
porque [0,1] 4, [0,2] para alguna ¢ (Aqui, debido al Lema 2.1.11, ¢ no
puede estar libre de cuantificadores).

En efecto, si ¢ es Jy(x < y) entonces [0, 1] £, [0, 2] ya que [0, 2] F ¢[1] pero
[0,1] ¥ ¢[1].

El siguiente teorema es una herramienta muy importante en teoria de conjun-
tos, nos dice por ejemplo, que si £ es numerable, entonces siempre podemos
encontrar una 2 numerable y tal que 2 < 8. En este trabajo haremos uso
de él en varias ocasiones. Una demostracion puede ser encontrada en [15].
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2.1.13 Teorema (Teorema de Lowenheim-Skolem-Tarski). Trabajando en
ZFE™. Sea B cualquier estructura para L. Fijemos k tal que max{|L|,Ro} <
k < |B|, y fijemos S C B tal que |S| < k. Entonces existe un 20 < B tal que
SCAy|Al =k

Como una aplicacién del Teorema 2.1.13, tenemos el siguiente lema que ocu-
paremos en la demostracién del muy importante Corolario 2.5.5 (pagina 57).

2.1.14 Lema. Supongamos AE. Sea B un conjunto infinito tal que (B, €)
satisface el Axioma de Extension. Sea k cualquier cardinal infinito tal que
xk < |B|. Fijemos S C B tal que S es transitivo y |S| < k. Entonces hay un
conjunto transitivo M tal que S C M, (M,€) = (B, €) y |M| = k.

En particular, hay un conjunto transitivo y numerable M tal que (M, €) =
(B, €).

Demostracion. Por el Teorema de Lowenheim-Skolem-Tarski, sea A < B tal
que S C Ay |A| = k. Entonces, A satisface el A. de Extensién. Ademas,
por el A. de Fundacién, € es bien fundada en A y por tanto podemos definir
la funcién mos en A (ver Definicién 1.4.10, pagina 23), y obtenemos un iso-
morfismo de (A, €) sobre (M, €) para algin conjunto transitivo M, (por el
Lema 1.4.15, pdgina 16). Ademds por el Lema 1.4.16, como S es transitivo,
mos(y) = y para cada y € S, con lo cual S C M. Ademas |M| = k ya que
mos es una biyeccion y |A| = ky (M,€) = (A,€) = (B,€) yaque M = A
y A < B. Finalmente, para obtener un conjunto transitivo y numerable M
tal que (M, €) = (B, €), basta hacer kK =Ry y S = 0. A

Ahora diremos algo sobre pruebas formales y la nociéon I' - ¢ donde I' es un
conjunto de sentencias de L y ¢ es una sentencia de L.

2.1.15 Definicién. Si I' es un conjunto de sentencias de L, entonces una
prueba formal en T' es un sucesién finita no vacia de sentencias de £, digamos
Yo, - - -, Pn, tal que para cada i:

m g€l 0
= (; es un axioma logico, o

= para ciertos j, k < i, ¢; se sigue de ¢;, ¢ por Modus Ponens’ (asi, ¢y
debe ser (¢; = ¢;)).

W, .0

"De manera informal, Modus Ponens nos dice que si hemos probado “¢” y “p — 97,
entonces podemos concluir .
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Esta sucesién es una prueba formal de su tultima sentencia ,,.

2.1.16 Definicién. Si I' es un conjunto de sentencias de £ y ¢ es una
sentencia de L, entonces I' F ¢ si y s6lo si hay una prueba formal de ¢ en T'.

Ya que hemos definido la nocién F, ahora diremos lo que entenderemos por
Con(I") e Incon(T'):

2.1.17 Definicién. SiI es un conjunto de sentencias de £, Incon(I") significa
que [' = ¢ A = para alguna sentencia ¢ de £. Con(I") significa —Incon(I").

Los siguientes teoremas relacionan las nociones de F y E. Una prueba del
Teorema Sonoro 2.1.18 se puede encontrar en [14], y el primero en probar
el Teorema de Completez 2.1.19 fue Godel en 1929. Kunen nos menciona en
[14] que el Teorema de Completez no se usa mucho en teorfa de conjuntos ya
que generalmente se establece Con(I") produciendo un modelo para I', y para
esto sblo se usa el Teorema Sonoro. Sin embargo, el Teorema de Completez
muestra que esta forma de probar Con(I") resulta natural, ya que Con(I') no
puede ser cierto a menos que exista un modelo para I'.

2.1.18 Teorema (Teorema Sonoro®). Sea I' es un conjunto de sentencias de
L. Entonces

1. Si A E T para alguna 2, entonces Con(T).

2. Para cada sentencia ¢ de L: si I' F 9 entonces ¢ es verdadero en cada
2 tal que A F T

2.1.19 Teorema (Teorema de Completez’). Supongamos que todo conjunto
puede ser bien ordenado. Si I' es un conjunto de sentencias de £, entonces

1. Con(I") si y sélo si existe alguna 2 tal que A F I

2. Para cada sentencia ¢ de £: I' -9 si y sélo si ¢ es verdadero en cada

2 tal que AFET.

Contando con estos elementos de la teoria de modelos, en el siguiente capitulo
nos enfocamos a producir modelos para la teoria de conjuntos.

8«Soundness Theorem” en inglés.
9“Completeness Theorem” en inglés.
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2.2. Modelos Para la Teoria de Conjuntos

Empezamos esta seccion definiendo las formulas Ay, el lema que sigue a la
Definicién 2.2.1 nos da cuenta de la importancia de éstas.

2.2.1 Definicion. Supongamos que L contiene el simbolo € mas posible-
mente otros simbolos predicativos y funcionales. Entonces las férmulas A
de L son las férmulas construidas por las siguientes reglas:

(a) Todas las férmulas atémicas son férmulas A,.

(b) Si ¢ es una férmula Ay, y es una variable y 7 es un término que no
contiene a y, entonces
VylyeT =] v Fylyer Ayl
(las cuales abreviaremos por Yy € T¢ y Jy € 7 p, respectivamente),
son férmulas Ag.
(c) Si ¢ es una férmula A entonces = es una formula A.
(d) Si gy ¢ son féormulas A entonces también lo son

OV, oA, p =Py P ).

2.2.2 Lema. Sea L como en la Definicién 2.2.1 y supongamos que 2 C ‘B.
También supongamos que A es transitivo y €4= {(a,b) € Ax A:a €b}y
€p= {(a,b) € B x B :a € b}. Entonces A <, B para todas las férmulas ¢
de £ que son Ay.

Demostracion. Por inducciéon sobre . Cuando ¢ es atémica, por el Lema
2.1.11 (péagina 33), se tiene el resultado.
Supongamos que ¢ y v son féormulas Ay de £. Por la Definicién 2.2.1, si

@ € {0V, Y Ay, V9 — 7,9 <> v}, entonces ¢ es Ag.

Para el paso inductivo para “d”supongamos que
p(T,2) es Fyly e (T, 2) AP(T,y,2)),

donde 9 es Ay, y asumamos inductivamente que A <, B. Para cualquier
n-ada @ de Ay ¢ € A, 75, abreviara V&lgﬂ'[?,c], que es lo mismo que

ValsBT[?, c| ya que 2 C B. Entonces para tales @, ¢ ocurre:

AEQ[d, < IecAlbecrg NAEY[T,b, ]}

,C



2.2. MODELOS PARA LA TEORIA DE CONJUNTOS 37

< 3IbeBbe e . NBEY[T,b,d} < BE[d,d.

El segundo «+ usa que 2 <, B junto con el hecho de que A es transitivo y
asi 73 . € A C B, de tal forma que “db € A”y “db € B”se pueden reempla-
zar por “3b”.

De manera similar procedemos para “V”. A

2.2.3 Ejemplo. En la primera columna de la siguiente tabla podemos ver
algunas nociones conjuntistas y en la segunda columna, una férmula A (casi
A para la tercera, cuarta y quinta linea), que es equivalente a la nocién
correspondiente.

xCy Vz € x(z € y)
emp(z) ox =10 Vz € x(z # 2)
y = s(z) reyNe CyAVzeylz=aVzeur)
int(v,w,y) oy=vNw [y CvAy CwAVe € v(Ve € w(z € y))
SING(z) JyeaxVzex(z=y)

Los primeros seis Axiomas (ver Seccién 0.3, pagina 5), se escribieron usando
L = {€}. Los restantes Axiomas no fueron presentados asi, pero si resultan
ser (equivalentes a) férmulas Ay. Usando el Lema 2.2.2 y la siguiente De-

finicién, si M C V es transitivo y ¢ es 4, entonces ¢ sera absoluta para
M.

2.2.4 Definicién. (a) ¢ es absoluta para A, B siy sélo si A <, B.
(b) ¢ es absoluta para A siy sélosi A<, V.

En las pruebas de consistencia relativa en teoria de conjuntos, tales co-
mo Con(ZF~) — Con(ZF) y Con(ZF) — Con(ZFE + HGC) intervie-
ne el uso de clases propias como modelos. De manera més general, las in-
terpretaciones relativas (ver Definicién 2.2.5), proveen de pruebas del tipo
Con(A) — Con(I") para teorfas axiomaticas que pudieran ser totalmente dis-
tintas a la teoria de conjuntos. Como nosotros estamos interesados en aplica-
ciones a la teorfa de conjuntos, en lo sucesivo L casi siempre serd {€} excepto
cuando se diga lo contrario. A denotard algunos axiomas de la teoria de con-
juntos, I' serd algunos otros axiomas frecuentemente (pero no siempre), de
la teoria de conjuntos. Por ejemplo, sea A = ZF~, I' = ZF y consideremos
L = {€}, entonces mas adelante probaremos que Con(ZF~) — Con(ZF)
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(ver Teorema 2.2.17, pagina 43). Para hacerlo, trabajaremos en ZF~ y defi-
niremos la clase M = BF (ver Definicién 1.1.1, pagina 9), y mostraremos que
todos los axiomas de ZF se verifican en M. Es fundamental notar aqui (co-
mo lo hicimos en la Observacién 0.1.1, pagina 3), que la légica formal no
menciona “la clase de los conjuntos bien fundados”; mas bien usa la formula
p(x) que dice que x es bien fundado.

[lustremos un ejemplo donde £ # {€}. Sea £ = {+,-,0} y A los axiomas
para la teoria de anillos escritos en este lenguaje. Podemos considerar a todo
el universo V = {z : x = x} como modelo para A si interpretmos a + como
la diferencia simétrica (A+ B = AN BU B~ A), a - como Ny 0 como
(). Esto nos produce una interpretacion relativa de la teoria de anillos en la
teoria de conjuntos. Explicaremos como es que a pesar de que V es una clase
propia, esta relativizacion nos produce una prueba de consistencia relativa
para Con(ZF) — Con(A). Es decir, si interpretamos a A de la manera descri-
ta, y trabajamos en ZF, podremos verificar los axiomas de la teoria de anillos.

La siguiente definicion es importante para las pruebas de consistencia. Con-
ceptualmente la nocién de relativizacion es idéntica a la nocién de estructura
2 (ver Definicién 2.1.2, pagina 29), pero en este caso, el universo A podria ser
una clase propia, con lo cual esta definicion toma su lugar en la metateoria.

2.2.5 Definicién. Si A es algtin conjunto de axiomas en {€} para la teoria
de conjuntos y L es un lenguaje finito, se dird que 2 es una interpretacion
relativa de £ en A si 2 consiste de una clase no vacia A junto con una
asignacién de entidades semdnticas adecuadas s* para cada simbolo de L.
Especificamente:

1. si f es un sfmbolo funcional n-ario con n > 0, entonces f* : A" — A,
2. si p es un simbolo predicativo n-ario con n > 0, entonces p* C A",

3. si ¢ es un simbolo funcional 0-ario entonces c® € A,

4. si p es un simbolo predicativo O-ario entonces p* € 2 = {0,1} = {F,V},

2.2.6 Definicién. Dada una interpretacién relativa 2l como en la Definicion
2.2.5, si 7 es un término de £ y ¢ es una férmula, entonces 7™ es el término y
©® es la férmula que se obtienen reemplazando los diversos sfmbolos (f, p, c)
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de L por sus formas relativizadas (f*, p%, ¢*), y relativizando todos los cuan-
tificadores en A, es decir, reemplazando Vz--- por Vo € A--- y dr--- por
JreA---.

El siguiente Teorema, es conceptualmente idéntico al Teorema Sonoro (ver
2.1.18, péagina 35).

2.2.7 Lema. Sea 2 una interpretacién relativa de £ en A, sean ¢ y 0y, ...,0
sentencias de £ y astimase que {01, ...,0;} F 1. Entonces A = (67, ...,60}) —

s

El siguiente Corolario al Lema 2.2.7 es la base de muchas de las pruebas de
consistencia relativa en la teoria de conjuntos.

2.2.8 Corolario. Sea 2l una interpretacion relativa de £ en A. Sea I' un
conjunto de sentencias de £ y supongamos que podemos verificar A - §% para,
cada axioma € de I". Entonces, en la metateoria podemos concluir Con(A) —

Con(I).

Recordemos que Incon(I") significa que I' - ¢ A =g para alguna sentencia ¢
de Ly, Con(I") significa =Incon(T").

Demostracion. En la metateoria, supongamos que tenemos una contradic-
cién en I', ast {0y,...,0,} F (¥ A =), donde 64, ...,0; son axiomas de I
Aplicando el Lema 2.2.7 A = (1 A =p)* que es ¥ A =¥, lo cual es una
contradiccién en A. Hemos probado que Incon(I') — Incon(A). Por lo tanto,
Con(A) — Con(T"). A

2.2.9 Definicién. Sea M una clase cualquiera. Entonces para cualquier
férmula ¢ definimos ¢, la relativizacién de ¢ en M, por induccién sobre
¢ como:

(a) (

(b) (2

(c) (@AY)M es g APM.

(d) (=)™ es =(¢™).

(e) (Fzp)M es Jx(z € M A pM).

xz

)

M esxey.

=y)Mesz=u.
cy)M
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De nuevo, es pertinente tener en mente que como M es una clase, y estric-
tamente no podemos hablar de clases, M realmente es una férmula M (v),
¢ es otra férmula, y ahora estamos definiendo , en la metateoria, una terce-
ra férmula ¢™. En el inciso (e), de manera mds precisa, deberfamos poner

Jx(M(z) A M),

El siguiente resultado nos dice qué propiedades debemos pedirle a una clase
M para que se satisfagan ciertos axiomas de la teoria de conjuntos.

2.2.10 Lema (ZF~-P). Para cualquier clase M:
1. Si M es transitivo, el Axioma de Extension es verdadero en M.
2. Si M C BF, entonces el Axioma de Fundacién se cumple en M.

3. SiVz € MVy C z[y € M], entonces el Axioma de Comprensién se
cumple en M.

4. SiVe,y € M[{x,y} € M], entonces el Axioma del Par se cumple en
M.

5. Si VF € M[|JF € M], entonces el Axioma de la Unién se cumple en
M.

6. Supongamos que M es transitivo y que para todas las funciones f: si
dom(f) € M yran(f) C M, entonces ran(f) € M. Entonces el Axioma
de Reemplazo se verifica en M.

Demostracion. (1) El axioma de extensién relativizado a M es sélo la afir-
macién de que la relacién € es extensional en M. (Recordemos que R es ex-
tensional en A siy sélo si Vo, y € A pred(A, z, R) = pred(A4,y, R) — = = y).
Tomemos =,y € M. Como M es transitivo, z C M y asi pred(M,x,€) =
{ye M :y ez} ={y:y € x}. Haciendo explicito el uso del axioma de
extension (recordar que estamos trabajando en ZF™-P), podemos concluir
que {y : y € z} = x. Andlogamente, pred(M,y,€) = y. Por lo tanto, si
pred(M,x,€) = pred(M, y, €) entonces x = y. De esta manera, € es exten-
sional en M.

(2) El Axioma de Fundacidn relativizado a M es

Vee M[Iye M(yex) > JyeMyeaxN-Tze M(zexAzey)).
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Sabemos que € es bien fundada en BF. Tomemos y un elemento €-minimal
en x N M. Esta y, satisface los requerimientos.

(3) Fijemos primero una férmula ¢ que no contenga a y libremente. ¢
podria contener a x, z libremente, junto con otras variables libres vy, ..., v, _1,
debido a esto la escribimos como @ (x, z, vy, . . ., va_1) = (x, 2, V). Debemos
verificar que

V2,00, 01 EMIye MYz e Mz cy oz €2N™M(z,2,7)]. (¥

Veamos que esto ocurre si definimos y = {z € 2 : pM(xz, 2, 7)} Primero
notemos que usando el A. de Comprension en ZF~ — P junto con la formula
oM (x, 2, 7), dicho y, existe. Finalmente, por como definimos a y, resulta que
y C z, usando nuestra hipétesis, y € M y por tanto, se verifica ().

(4) El Axioma del Par relativizado a M queda de la siguiente manera:
Ve,ye M3z € Mz € z Ny € z].

Tomemos x,y € M, si hacemos z = {x,y}, por hipétesis z € M.

(5)El Axioma de la Unién relativizado a M queda de la siguiente manera:
VFeM3Ae MVY e MVz e M(zx e Y ANY € F »x € A).

Sea F € M ysean Y,z € M de tal manera que Y € Fy x € Y. Si definimos
A = |JF, entonces © € A, y ademés, por hipétesis A € M, que es lo que
queriamos verificar.

(6) El A. de Reemplazo nos dice que para cada férmula ¢, sin B libre
VAVz € A yp(x,y) —» IBVer € AJy € Bp(z,vy)].

Supongamos que M es transitivo y que para todas las funciones f, si dom(f) €
M y ran(f) € M, entonces ran(f) € M. Supongamos ademés que A € M
yVor e Mlx € A — 3y € MpM(x,y)]. Necesitamos un B € M tal que
(Vo € Ay € Bo(z,y))M. Sea f una funcién tal que dom(f) = Ay f(z) es
la inica y € M tal que ™ (z,y). Entonces utilizando el A. de Reemplazo en
ZF~ — P, aplicado a la féormula o™ (z,y) Ay € M existe el conjunto ran(f)
y de esta manera podemos justificar la existencia de la funcion f. Ademaés,
como ran(f) C M se tiene que ran(f) € M. Asi, el B que necesitamos, es
precisamente ran(f). A
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2.2.11 Corolario (ZF™-P). Los Axiomas de Extensién, Fundacién, Com-
prension, Par, Unién y Reemplazo se verifican en BF.

Demostracion. Es facil verificar, utilizando los resultados del capitulo 1, que
todas estas condiciones se satisfacen. A

Ahora veamos qué debemos pedirle a M para tener el A. de Potencia.

2.2.12 Lema (ZF 7). Sea M una clase transitiva. Entonces

Vo e M((P(x)NM) e M) — se verifica el A. de Potencia en M.

Adicionalmente, el reciproco de esta proposicién se verifica si M satisface el
Axioma de Comprension.

Demostracion. Como M es transitivo, la nocion C es absoluta, entonces el
A. de Potencia se verifica en M si y sélo si

Ve e M3y e MVze M(z Cx — z €y).

—] Sea x € M, hagamos y = P(z) N z.

<] Sea x € M entonces (A. de Potencia)™ nos da un y € M tal que P(z) N
M C y. Usando el A. de Comprension en M y la absolutez de C, se cumple
que P(x)NM ={z€y: (2 Ca)M} € M. A

2.2.13 Corolario (ZF™). El Axioma de Potencia se verifica en BF.

Demostracion. Sea x € BF, por el Lema 1.1.7 (pagina 11), para cada y C x,
y € BF, por lo tanto P(z) N BF = P(z), y por (a) del Lema 1.1.10 (pagina
12), P(z) € BF. A

El préximo Lema no es dificil de verificar y lo ocupamos para la demostracién
del Lema 2.2.15 que va en el mismo sentido que los Lemas 2.2.10 y 2.2.12.

2.2.14 Lema. Si M es cualquier modelo para los Axiomas de Extensién,
Comprensién, Par y Unién, entonces 0™, SM NM estan definidas (donde
S es la funcién sucesor). Ademds, si M es transitivo, entonces éstas son
absolutas para M.

2.2.15 Lema. Sea M una clase transitiva y supongamos que los Axiomas
de Extensién, Comprension, Par y Unién se verifican en M. Entonces:



2.2. MODELOS PARA LA TEORIA DE CONJUNTOS 43

= El Axioma de Eleccién se verifica en M si y sélo si cada familia disjunta
de conjuntos no vacios en M, tiene un conjunto selectivo en M.

= El Axioma de Infinito se verifica en M si w € M.

Demostracion. Para que se verifique AE en M debemos mostrar que
VF3Cdf (F) — cs(C, F)],

donde df(F) :==0 ¢ FAVz € FVy € F(x # y — Ny = (). Lo cual
nos dice que F es una familia disjunta de conjuntos no vacios y ¢s(C, F') es
Ve e F: (SING(C Nz)), que nos dice que C' es un conjunto selectivo para
F (Recordemos que SING(z) <» (Jy € 2Vz € x(z = y))). Tanto df como
cs son Ay en las nociones (), N, SING que por el Lema 2.2.14 son absolutas
para M. Asi (AE)M es equivalente a VF € M3C € M[df(F) — cs(C, F)).

El Axioma de Infinito se verifica en M si y sélo si Iz € M (o(z)™), donde
o(x) =0 € xAVy € 2(S(y) € ), pero ¢ es Ay en las nociones ) y S que
son absolutas para M, asi, podemos reemplazar el (¢(z))M por p(z). Asi, si
suponemos que w € M, entonces se verifica ¢(w), por lo tanto, el Axioma de
Infinito se cumple en M. A

2.2.16 Corolario (ZF~-P). El Axioma de Infinito se verifica en BF. Ademés,
AE implica que AE se verifica en BF.

Demostracion. w € BF, por lo tanto, Infinito se verifica en BF. Supongamos
AE. Si ' € BF es una familia disjunta de conjuntos no vacios, entonces
F tiene un conjunto selectivo C. C'N|J F es también un conjunto selectivo
para F', y por los Lemas 1.1.7 y 1.1.10 (pdginas 11 y 12, respectivamente),
CNUF € BF. A

El siguiente Teorema, cosecha los frutos que hemos sembrado en el capitulo
1 y lo que llevamos de éste.

2.2.17 Teorema. Sea I' alguna de las teorias ZF-P, ZFE-P, ZF, K ZFE.
Sea I'", igual a I" pero sin el Axioma de Fundacién. Entonces Con(I'") —

Con(T).

Demostracion. Usando los Corolarios 2.2.11, 2.2.13 y 2.2.16, podemos traba-
jar en I'” y probar cada Axioma de I relativizado a BF. A
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2.3. Nociones Absolutas

El objetivo de esta seccion es trabajar en teorias mas débiles que ZF y ver
qué nociones y conceptos resultan ser absolutos (ver Definicién 2.2.4, pagina
37), para modelos transitivos de estas teorias. En lo siguiente, asumiremos
el Axioma de Fundacién a menos que se especifique lo contrario. Asumir el
A. de Fundacion simplificard nuestra discusién sobre modelos de la Teoria
de Conjuntos, ya que el hecho de que la relacién € sea siempre bien fundada
(Teorema 1.3.1, pagina 19), expande enormemente la coleccién de conceptos
que se puede probar que son absolutos, como veremos mas adelante.

2.3.1 Definicién. TCB (Teoria de Conjuntos Bésica) denota los Axiomas
de Extension, Fundacién, Comprension, Par, Unién, mas la disyuncién “se
verifica el Axioma de Potencia o se verifica el Axioma de Reemplazo”.

2.3.2 Lema. Las siguientes nociones estan definidas por férmulas que TCB
prueba que son equivalentes a férmulas Ay. Por lo tanto, son absolutas para
cada modelo transitivo M de TCB (Ver 2.2.2, pdgina 36 y 2.2.4 (b), pdgina
37).

1. x es un conjunto transitivo.
2. x es un ordinal.

3. x es un ordinal sucesor.

4. v =0.

5. x es un ordinal limite.

6. x es un numero natural.

7. x Cw.

8. r=uw.

Demostracion. (1) x es transitivo si y sélo si Vy € z[y C z]. Lo cual es equi-
valente a Vy € z[Vz € y(z € x)].

(2) x es un ordinal <+ z es transitivo A (VYu € x)(Yv € z)(u € vVv E uVu =
V)N (Vu € z)(Vo € x)(Vw € z)(u € v Ew —u € w).

(3)  es un ordinal sucesor <> = es un ordinal AN(Jy € x)(Vz € x)(z =yVz €

Y).
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(4)x =0+ Yu € z(u # u).

(5) = es un ordinal limite <+ x es un ordinal N (Vu € x)(Jv € x)(u € v).

(6) x es un numero natural <> = es un ordinal A (x no es limite V x = 0)
A(Yu € z)(u =0V u no es limite).

(T)x Cw > Yu € z(u es un numero natural).

(8) x = w <> x es un ordinal limite Nx # 0 AVu € x(u es un nimero natural).

A

2.3.3 Lema. Las siguientes nociones son absolutas para modelos transitivos
de TCB.

1. La funcién O-aria (.
2. La funcién 1-naria S (sucesor).
3. La funcién binaria interseccién N.

4. La funcién binaria unién U, las funciones 1-arias unién J e interseccién

(), donde definimos (0 = 0.
5. La relacién ternaria {z,y} = 2.

6. La funcién binaria pareja no ordenada {x, y}, la funcién unaria singular
{z} y la funcién binaria pareja ordenada (z,y).

7. Las propiedades: z es una pareja ordenada y z es una relacion.
8. dom(x) y ran(x).

9. Las propiedades: f es una funciéon, f es inyectiva, f es sobreyectiva, y
f es biyectiva.

10. La funcién binaria f(z), definida como () a menos que f sea una funcién
y « € dom(f).

11. La funcién binaria z x y.

12. Si R es una relacion sobre un conjunto A, son absolutas: R es tran-
sitiva, irreflexiva, reflexiva, satisface la tricotomia, simétrica, ordena
parcialmente, ordena estrictamente, ordena totalmente, es relacion de
equivalencia, es un pre-orden.
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Demostracion. Para (1), (2) y (3) ya encontramos sus equivalencias en férmu-
las que son (equivalentes a una) Ay en el ejemplo 2.2.3 de la pagina 37.
(4)

z=zUys VwezilwerzVwey) AxCzAyC zl.

y:Ux<—>[VvEx(vQy)/\VwaElvEx(wEv)].

y:ﬂxH[VvEx(yCv)/\VvEszev(VwEa:(zEw)—>z€y)/\
(x=0—y=0)].

(5) La definicién de la nocién {z,y} = z es equivalente en TCB a la férmula
Aoi
pno(x,y,z): x€zAyezAVuez(u=aVu=y).

Donde pno(z,y, z) denota a z = {z, y}.

(6) No es complicado mostrar que TCB - Vz, y 3!z pno(x, y, ), de esta mane-
ra, la funcién binaria pareja no ordenada es absoluta para modelos transitivos
de TCB. Ademas, notemos que la funcién unaria singular {z} = {z,z}, y la
funcién binaria pareja ordenada (x,y) = {{z}, {x,y}} son composiciones de
la funcién pareja no ordenada, y por lo tanto, son absolutas para modelos
transitivos de TCB.

(7) Podemos decir que z es de la forma {{z},{z,y}} si Jv € z3z,y € v[z =
(z,y)]. Esta ultima expresién es una composicién de la funcién pareja orde-
nada, la cual ya probamos que es absoluta para modelos transitivos de TCB,
por lo tanto la expresion: z es una pareja ordenada, también lo sera. Proce-
demos de forma similar con x es una relacion, observando simplemente que
x es una relacién si y sélo si Vz € z[z] es una pareja ordenada.

(8)

dom(R) = {x : Jy[(z,y) € R}, ran(R) = {y: Iz[(z,y) € R]}.
Asf, {{z}, {z,y}} € R implica que {z},{z,y} € URy =,y € UUR, de
esta forma, obtenemos dom(R) y ran(R) usando el A. de Unién y el A. de

Comprensién (no usamos ni A. de Potencia ni A. de Reemplazo), notando
por ejemplo para el dominio que

y = dom(R) <> Yv € y Jw EUUR[(U,U)) €R,] vy

Vu,wGUUR[(v,wER) — v €yl
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Para el rango se hace algo similiar y por tanto, se tienen que ambas son
absolutas para modelos transitivos de TCB.
(9) Basta observar que son absolutas: f es una funcién si y sélo si

Vo € dom(f)Vy,z € ran(f)[(z,y) € fA(x,2) € f =y =2z].
f es una funcion inyectiva si y sélo si f es una funcion y
Va,y € dom(f)Vz,t € ran(f)[(z,2) € f AN (y,t) € fAx F#y— 2 #1.

Procedemos de manera similar para f es sobreyectiva y f es una biyeccion.
(10) Es similar a (9), basta darnos cuenta que la funcién aplicacion es real-
mente una funcién binaria apli(f, z) la cual siempre escribimos como f(x).

(11) Z = X x Y siy solo si

VzeZIdze XFyeY(z=(z,y)|A[Vxe XVyeYIze Z(z = (z,y))],

lo cual se puede ver que es absoluto.

(12) Veamos el caso R es un orden total en A, esto ocurre si y sélo si R
es transitiva, irreflexiva y satisface la trocotomia en A. Cada una de estas
propiedades se puede probar que es absoluta, y por lo tanto, se tiene la
absolutez de R es un orden total en A para modelos transitivos de TCB.
Podemos proceder de manera similar con las demas. A

2.3.4 Lema. Las nociones “R bien ordena a A” y “R es bien fundada en A”
son absolutas para modelos transitivos de ZF-P.

Demostracion. Recordemos que “R bien ordena a A” siy sélo si R es un or-
den total en Ay R es bien fundada en A. En el Lema 2.3.3, ya vimos que R
es un orden total en A, asi que basta verificar que “R es bien fundada en A”
es absoluta (ver Definicién 1.2.1, pagina 15). Sean R, A € M, demostraremos
que (R es bien fundada en A) <> (R es bien fundada en A)M.

—] Probaremos la contrarreciproca. Sea (A, R, X) “X es un subconjunto
no vacio de A sin elementos R-minimales”. Si —(R es bien fundada en A)M,
entonces hay un X € M tal que (¢¥(A, R, X))™. Esta tltima férmula se pue-
de ver que es absoluta, y por tanto, R no es bien fundada en A.

+] El argumento anterior no se puede utilizar en esta parte, ya que podria
existir un X que satisfaga la propiedad (A, R, X) y sin embargo, X ¢ M.
Asi que mejor procedamos suponiendo (R es bien fundada en A)M, enton-
ces, como M es modelo de ZF~ — P y R es bien fundada y set-like en A
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existe una funcién rank (ver la Definicién 1.4.8, pagina 22). Es decir, existe
® € M que satisface “P : A — Ord es una funcién tal que Va,y € A(zRy —
O(z) < ®(y))”, y por lo que ya se ha probado anteriormente, el enunciado
entre comillas es absoluto. De esta manera, utilizando el Lema 1.4.3 (pagina
20), la existencia de dicha ® implica que R es bien fundada sobre A. A

Lo siguiente serd probar que las funciones o + 5y « - 8 (ver la Seccién 0.2),
son absolutas.

2.3.5 Lema. Las funciones a +  y a - 8 son absolutas para modelos tran-
sitivos de ZF-P.

Demostracion. Si M es un modelo transitivo de ZF-P y «, 5 € M, entonces
a+M By a-M 3 estan bien definidos.Para probar la absolutez del producto, sea
v = a-M By mostremos que v = « - 3. Aplicando la definicién, sea f € M
tal que en M es cierto que f : 8 X @ — vy f es un isomorfismo, donde
B x « esta ordenado lexicograficamente. Veamos que “el orden lexicografico”
e “isomorfismo” son nociones absolutas. <y, es el orden lexicografico en 3 x «
si y sélo si

< ={((s,t),(s,t')e(Bxa)x(Bxa):sesV]s=sNtet]}

El cual es absoluto por lo visto anterioremente. Ademas f : f X a — 7 es un
isomorfismo si y sélo si f es biyectiva y

Vo,y € Bxalr <py < f(z) € f(y)].

Ya sabemos que ser biyectivo es absoluto, ademas la otra parte hace uso del
orden lexicografico el cual ya vimos que es absoluto. De esta manera, ser iso-
morfismo también es absoluto. En conclusion, f realmente es un isomorfismo
que establece que v = tipo(f X a) = « - . Procedemos de manera similar
para probar que la suma también es absoluta. A

2.3.6 Lema. Sea M un modelo transitivo para TCB. Entonces:
1. [M]=¥ C M.
2. HF C M. (ver Notacién 1.1.16, pagina 14).

3. <“M C M.
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Demostracion. (1) Probaremos por induccién sobre n € w que [M]|* C M.
Para n = 1, sabemos que si z € M, entonces {z} es absoluta y por tanto
{z} € M con lo cual [M]! C M. Supongamos que [M]|™ C M,y sea f tal que
f es funcién y para cada s,z € M, f(s,xz) = sU{x}. Esta funcién es absoluta
en M, asi ran(f) C M, en particular si pensamos que s tiene cardinalidad n
por nuestra hipétesis inductiva, s € M, y asi para cada x € M, sU{z} € M.
con lo cual se tiene que [M]"*1 C M.

(2) Veamos por induccién sobre n € w que R(n) C M. R(0) = {0} C M.
Supongamos que R(n) € M. R(n+ 1) = P(R(n)). Como R(n) es finito,
P(R(n)) es finito, usando (1) y la hipétesis inductiva se concluye que R(n +
1) C M.

(3)Si f :n — M, entonces f C n x M, t como la funcién t(i,x) = (i,z) es
absoluta, entonces f C M,y f es finita. Asi, usando (1), se tiene que f € M.
A

2.3.7 Lema. Las nociones “z es finito” y “x es hereditariamente finito”
son absolutas para modelos transitivos de TCB si estdan definidas por las
siguientes férmulas

Fin(x) < 3n, f[nat(n) A biy(f, n, )],

HrdFin(x)3n,t, flx Ct Atrans(t) A nat(n) A biy(f,n,t)].

Aqui trans(z) dice que = es transitivo, nat(z) dice que = es un nimero
natural y biy(f,z,y) dice que f es una biyeccién de z a y.

Demostracion. Sea x € M, veamos (Fin(x)) < (Fin(z))M,

+] Como existen n, f € M tales que (nat(n) A biy(f,n,z))™ y tanto nat
como biy son absolutas, se tiene Fin(z).

—] Fijemos n, f tales que (nat(n) Abiy(f,n,z)). Entonces, por el Lema 2.3.6,
n, f € M,y como nat y biy son absolutas, se tiene (Fin(x))*.

Usando argumentos similares al anterior, se verifica sin dificultad que

(HrdFin(z)) < (HrdFin(z))™.
A

2.3.8 Lema. Suponga que M es una clase transitiva tal que el Axioma de
Comprension se verifica en M, y suponga que para cada subconjunto x C M,

existe un y € M tal que x C y. Entonces todos los Axiomas de ZF se verifican
en M.



50 CAPITULO 2. PRUEBAS DE CONSISTENCIA

Demostracion. Podemos utilizar el Lema 2.2.10 para ver que se verifican los
Axiomas del (1) al (6). Por ejemplo, para el Axioma 5 (Unién), sea F € M,
como M es transitiva para cada elemento x € F, x € M, y nuevamente,
usando que M es transitiva, para cada z € F, x C M, lo cual implica que
|JF € M. Usando la hipdtesis, existe y € M tal que | JF C y. Haciendo uso
del A. de Comprensién en M, podemos concluir que | JF € M. Por el Lema
2.2.12, el Axioma 8 (Potencia), se verifica e M. Para el Axioma 7 (Infinito),
usando el Lema 2.3.6, tenemos que w C M, luego, por hipdtesis, para algin
y € M, w Cy. Usando el A. de Comprensiéon en M, concluimos que w € M.
A

2.4. Modelos para Pedazos de ZFE: Los Con-
juntos H(k) y R(7v)

En esta seccion, trabajando dentro de ZFE, produciremos conjuntos que
modelan casi todos los axiomas de ZFE, para esto, definiremos a continuacién
los conjuntos H (k) y veremos algunas de sus propiedades.

2.4.1 Definicion. Para cualquier cardinal x,
H(k) = {z € BF : |ctr(z)| < k}.

Los elementos de H(k) se diran hereditariamente de cardinalidad < k. Como
mencionamos en la Notacién 1.1.16 (pdgina 14), H(w) = R(w) = HF es el
conjunto de los conjuntos hereditariamente finitos. H(w;) es el conjunto de
los conjuntos hereditariamente numerables. El siguiente Lema, nos muestra
que para cada x, H(k) es un conjunto y no una clase propia.

2.4.2 Lema. Para cualquier cardinal infinito x, H(k) es de tamafo 2<"
(donde 2<% = |sup{2* : A <k AX = |\|}]), vy H(r) C R(k).

Demostracion. Primero veamos que H(k) C R(k). Para esto, tomemos = €
H(k). Como R(k) = {z € BF : rank(z) < k}, veamos que rank(z) < k. Sea
t =ctr(z) y S = {rank(y) : y € t}. Como para cada y, rank(y) € Ord, se
tiene que S C Ord. Verifiquemos que S € Ord. Para esto, denotemos por «
al ordinal méas pequeno que no pertenece a S. Entonces Vy < a, v € S y por
tanto a« C S. Si v # S, llamemos [ al minimo ordinal en S tal que a < f.
Luego, existe y € t tal que rank(y) = f. Como t es transitivo, Vz € y, z € t
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y entonces, Vz € y, rank(z) < rank(y) = . Ademds, para cada z € v,
rank(z) # a, pues z € t y a ¢ S. Por como definimos a (3, ocurre que para
cada z € y, rank(z) < a. Por lo tanto,

rank(y) = sup{rank(z) +1:z € y} < a,

lo cual es una contradiccion. De esta manera, o = S. Ahora veamos que
rank(x) = a. Como o € Ord, rank(a) = a y por tanto

a = rank(a) = rank(S) = rank({rank(y) : y € t}) =

= sup{rank(rank(y)) +1:y € t} = sup{rank(y) +1:y € t},

y como para cada y € t = ctr(z) existe z € x tal que rank(y) < rank(z), se
tiene que sup{rank(y)+1:y € t} < sup{rank(y)+1:y € x} = rank(z). Por
tanto, o < rank(z). Por otra parte, {rank(y) +1:y € x} C {rank(y) +1:
y €t} y, por tanto, rank(z) < a. Asi, rank(z) = «. Finalmente, observemos
que |a| = [{rank(y)+1:y € t}| <|t| < Ky esto implica que o < &, es decir,
rank(x) < k. Por tanto, x € R(k) y asi, H(k) C R(k).

Ahora veamos que |H (k)| = 2<". Para esto, verifiquemos primero que |H (k)| >
2<% ésto se cumplird si para cada A < k, P(\) C H(k), ya que esto nos diria

que para cada A < , |H (k)| > 2%, puesto que el tamano de P()\) es preci-

samente 2*. Tomemos entonces A < k y t € P()), entonces t C A < k y con

esto, |ctr(t)| < |ctr(X)| = A < k. Por tanto, t € H(k) y asi para cada A < &,

P(A\) C H(k), con lo cual |H (k)| > 2<".

Para ver que |H(k)| < 2<%, definamos F : H(k) — U{P((A x \) : A < k}
de la siguiente manera, para v € H(k), sea A = |ctr(z) U {z}| < k. Por
el Axioma de Eleccién, podemos escoger un relacién F(z) C A x A tal
que (A\; F(x)) = (ctr(xz) U {z}; €). Como J{P((A x A) : A < k} es de ta-
mano 2<%, si probamos que F' es inyectiva, entonces tenemos lo que quere-
mos. Hagdamoslo. Sean x,2’ € H(k) tales que F(x) = F(a'). Asi, existen
A,y < k tales que A = |ctr(xz) U{z}| vy v = |etr(2’) U {2'}|. Veamos que
A = 7, para esto, supongamos lo contrario. Asi, sin pérdida de generali-
dad, pensemos que 7 < A. Como existe un isomorfismo ¢ entre (\; F(z))
y (ctr(z) U {z};€) y ademds v < A, se tiene que existe t € ctr(zx) U {z}
tal que o(y) = t. Sit # 0, existe y € t y ademds y € ctr(z) U {z},
lo cual implica que existe o < A tal que p(a) = y. Como y € ty ¢
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es un isomorfismo, ocurre que (a,vy) € F(z) = F(2') C v X 7, es decir
v € 7, contradiccién. Si ¢t = 0, entonces ¢(v + 1) # 0 y haciendo al-
go similar llegamos a otra contradicciéon. Por lo tanto, A = ~. Entonces
(ctr(z) U{z};€) = (N F(2)) = (7; F(2')) = (ctr(2’) U {2'}; €). Por el Lema
1.4.18 (pagina 26), se tiene que x = 2’ y por tanto F' es inyectiva. Por todo
lo anterior se tiene que |H (k)| = 2<", lo cual finaliza la prueba. A

La mayorfa de las veces, H (k) es un subconjunto propio de R(k), excepto en
el siguiente caso.

2.4.3 Lema. Si k es un cardinal regular, H(k) = R(k) si y s6lo si Kk = w o
K es fuertemente inaccesible (abreviado F. L.).

Demostracion. [<] Probemos que si Kk = w o k es F. L. entonces Vo <
k (JR(a)] < K). Si k = w, por el Lema 1.2.7 (pagina 18), se verifica el re-
sultado. Supongamos que k es F. . y probemos el resultado por induccion
sobre a < k. Si @ = 0, R(a) = R(0) = 0 < k. Supongamos ahora que
se verifica que para cada < a, ocurre que (|R(f)| < k). Si a« = f + 1,
|R(a)| = |P(R(B))| = 2'FP < k. Si a es limite, |R(a)| = |Us<a B(B)| < 5,
ya que estamos tomando una unién menor que x de conjuntos menores que
k'y k es regular. Por lo tanto, Va < k (|R(«)| < k). Tomemos a = € R(k),
asi rank(z) = a < k implica ctr(z) C R(«), y por lo que acabamos de probar
lctr(z)| < |R(a)| < K, es decir, € H(k). Por tanto, R(x) C H(k). Por el
Lema 2.4.2, tenemos que H (k) = R(k).

[=] Verifiquemos que si £ > w es regular y no es F. I. entonces H (k) #
R(k). Supongamos entonces que k£ > w es regular y no es F. 1., de esta
manera, podemos encontrar A\ < s tal que 2* > k. Y de aqui que

k<20 =P < [etr(P(N))]
y por tanto, P(A\) € R(x) \ H(k). Es decir, H(k) # R(k). A
2.4.4 Lema. Para cualquier x infinito,
(a) H(k) es transitivo.
(b) H(k)NOrd = .

(c) Six € H(k) entonces | Jz € H(k).
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(d) Siz,y € H(k) entonces {z,y} € H(k).
(e) v € H(k) yy C x, entonces y € H(k).
(f) (AE) Si & es regular, entonces Va (z € H(k) <> x C H(k) A |z| < k).

Demostracion. (a) Basta notar que y € x — ctr(y) C ctr(z).

(b) z € H(k)NOrd <+ z € Ord y |ctr(z)| = || < k <> = < K.

(¢) Como |Jx C ctr(z), se tiene que ctr(|Jz) C ctr(x), entonces x € H(k) —
letr(Uz)| < |ctr(z)| < k. Por lo tanto, | Jz € H(k).

(d) Notemos que

letr({z, y})| = |etr(x) U ctr(y) U{z, y}| < max{|ctr(z)], ctr(y)} <&,

por lo tanto, {z,y} € H(k).

(e) Observemos que y C x — |ctr(y)| < |ctr(z)|. Con lo cual y € H(k).

(f) Sea k regular. Si x € H(k) entonces cada elemento de z tiene clausura
transitiva menor que s y por tanto @ C H(k), ademéds |z| < |ctr(z)| < k.
Supongamos ahora que  C H(k) y |z| < k. Como ctr(z) =z U [J{ctr(y) :
y € x}, se tiene que ctr(z) es una unién < k de conjuntos de cardinalidad
< Kk; como K es regular, |ctr(z)| < k, es decir, x € H(k). A

Como nos muestra el siguiente teorema, el inico Axioma que no se puede
verificar en H (k) es el de Potencia.

2.4.5 Teorema (ZFE™). H(xk) F ZFE - P si k es un cardinal regular no
numerable.

Demostracion. Sea k un cardinal regular no numerable. Usando el Lema
2.2.10 (pagina 40), como H (k) C BF y es transitivo, los Axiomas de Exten-
sion y Fundacién se verifican. Ademas, de manera inmediata por este mismo
Lema, y el Lema 2.4.4, se verifican Los Axiomas de Unién, Par, Compren-
sién y Reemplazo. Adicionalmente, por (b) del Lema 2.4.4, como w < &,
w € H(k) N Ord = k, es decir, w € H(k) y por el Lema 2.2.15 (pagina 42),
el Axioma de Infinito se verifica. Usando nuevamente el Lema 2.2.15, para
ver que el Axioma de Eleccién se verifica en H (k) es suficiente probar que

VF e H(k)3IC € H(k)[df(F) — ¢s(C, F)].

Sea F' € H(k) tal que (df(F))?*) y supongamos que C es un conjunto
selectivo para F' (el cual existe ya que estamos suponiendo AE), veamos
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que C' € H(k). Para esto, notemos que C' = C' N |JF. Luego, ctr(C) =
car(CNnUF) Cetr(F). Y como F € Hk), C=CnJF € H(k). Por lo
tanto, AE se verifica en H (k). A

Por otra parte, si nos restringimos a los conjuntos hereditariamente finitos,
podemos verificar el A. de Potencia, pero no asi el Axioma de Infinito. Por
el contrario, se verifica que éste es falso:

2.4.6 Teorema (ZF~). HF F ZFE - Inf, y el Axioma de Infinito es falso
en HF.

Demostracion. Al igual que en la prueba del Teorema 2.4.5, en HF se ve-
rifican los Axiomas de Extension, Fundacion, Par, Unién, Comprensién y
Reemplazo. Por los Lemas 2.2.12 y 1.2.7 (paginas 42 y 18, respectivamente),
el Axioma de Potencia también se verifica en HF. HF admite un buen or-
den sin suponer AE. Para esto, se define £ C w X w por nEm < 24 [m27"],
es decir, si hay un 1 en el enésimo lugar de la representaciéon binaria de m
(contando de derecha a izquierda). Asi, (R(w), €) = (w, F). El isomorfismo
I' se define como I'(y) = S_{2'®@ : € y}. El Axioma de Infinito es falso,
ya que si existiera x € HF tal que ) € x AVy € z(y U {y} € x) entonces
rank(z) > w, lo cual es una contradiccién. A

Un resultado interesante es el siguiente.

2.4.7 Teorema (ZFE). Si k es regular y mayor que w, entonces los siguientes
enunciados son equivalentes:

(a) H(k) satisface ZFE.
(b) H(r) = R().
(c) K es fuertemente inaccesible.

Demostracion. (b) <+ (c). Ya lo tenemos por el Lema 2.4.2.
(b) — (a). Para obtener esta implicacién sélo falta ver que H (k) satisface el
Axioma de Potencia. Esto ocurre si y sé6lo si

Ve e H(k)Jy € Hk)Vz € Hk)(z Cx = z € y).

Ya sabemos que z C ¢ € H(k) — z € H(k), ademas H(k) verifica el
Axioma de Comprensién (el cual nos permite pensar, en H(k), en el con-
junto de los subconjuntos de = en H(k)), asi, AP se verifica si y sélo si
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Ve € H(k) P(x) € H(k), lo cual es cierto ya que estamos suponiendo que
H(k) = R(k).

(a) — (c). Veamos que —(c) — —(a). Es decir, si x no es F. I. entonces H (k)
no satisface ZFE. En efecto, acabamos de ver que AP se verifica en H (k)
siy solo si Vo € H(k) P(z) € H(k), pero si k no es F. L., entonces existe
A < k tal que 2* > Kk, y A € H(k) pero P(\) ¢ H(k), y por ende, H(x) no
satisface ZFE. A

Por el articulo de Godel de 1931 (ver [5]), ZFE no puede probar su propia
consistencia. Asi, dentro de ZFE no se puede demostrar la existencia de car-
dinales fuertemente inaccesibles ( de poderse probar en ZFE la existencia de
un k que es F. 1., por el teorema anterior, tendriamos que ZFE prueba su pro-
pia consistencia). Los R(«) como los definimos en 1.1.1 (pégina 9), también
son conjuntos, por lo tanto, tampoco podemos esperar que algin R(a) nos
modele todo ZFE. Sin embargo, estos conjuntos son una buena aproximacion
para modelar todo lo que queramos. Veamos el siguiente resultado.

2.4.8 Teorema (ZF™). R(y) F Z (Z es ZF - Reemplazo) siempre que 7
sea un ordinal limite mayor que w. Adicionalmente, en (ZFE™), R(v) F ZE.

Este teorema se demuestra usando las mismas ideas que en los resultados
anteriores. Al igual que con los H(k), ocurre que ZFE I/ 3y [R(v) F ZFE],
pues de lo contrario, ZFE es inconsistente. Nuestro objetivo en la siguiente
seccién serd que para cualquier lista finita A de instancias de Reemplazo,
ZFE + 3y [R(v) E ZE UA]. Después de todo, cualquier demostraciéon que
hagamos en matemadticas (y en particular en teoria de conjuntos), consiste
en una serie finita de pasos, en particular, ocupamos el A. de Reemplazo una
cantidad finita de veces.

2.5. El Teorema del Reflejo

En esta seccién presentamos el Teorema del Reflejo y sus principales con-
secuencias. En resumidas cuentas, a pesar de la incapacidad de tener un
conjunto que nos modele todo ZFE, podemos encontrar un conjunto nu-
merable y transitivo que nos modele tanto de ZFE como necesitemos. Este
hecho sera fundamental en el desarrollo del proximo capitulo.

2.5.1 Definicién. Una lista de féormulas ¢, ¢1,...,¢,—1 es cerrada bajo
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subférmulas si y sélo si cada subférmula de todo ¢; esta también en la lista
y, ninguna férmula de la lista usa el cuantificador universal “V”.

El siguiente lema nos serd de mucha utilidad en la demostracién del Teorema
del Reflejo.

2.5.2 Lema. Sea ¢y, 1, . .., p,—1 una lista de férmulas de £ = {€} cerrada
bajo subférmulas. Sean A y B clases tales que ) # A C B. Entonces, los
siguientes enunciados son equivalentes:

2. Para todas las férmulas existenciales o;(z1, . . ., z,,) de la forma 3y o; (7, y)
lo siguiente es valido Vay, ..., a, € A[pP(d) — 3b e AP (@, b)).

Demostracion. (1 — 2) Supdngase que @;(xy,...,x,) es una férmula exis-
tencial de la forma 3y o;(7,y), sean ai, ..., a, € A y supongamos P ().
Como A <, B, tenemos que ¢ (') y entonces 3b € Ap? (@,b) y como
A <y, B, entonces 3b € Agof (7, b) que es lo que queriamos.

(2 — 1) Supongamos (2) y probemos que A <, B por induccién sobre la
longitud de ¢;. Si p; es atomica , que es el caso base, se tiene el resultado. Su-
pongamos que hemos probado A <, B siempre que ¢; es mds corto que ;.
El paso inductivo para los conectivos proposicionales también es inmediato.
Por lo tanto, supongamos que g02(7) es existencial de la forma Jy goj(7, ).
Fijemos ay,...,a, € A, queremos probar p? (7) o (7) Supongamos
0P (@), por (2) tenemos 3b € AP (@,b), usando la hipdtesis inductiva
tenemos 3b € Acpj‘(?, b) y por tanto p (@). Supongamos ahora ¢ (@),
entonces Jb € Agof(?, b), por la hipétesis inductiva 3b € Agpf(ﬁ, b) y por

tanto ¢ (). A

2.5.3 Teorema (Teorema del Reflejo). Sea ¢y, @1, ..., p,—1 cualquier lista
de formulas de £ = {€}. Supongamos que B es una clase no vacia y A(£) un
conjunto para cada £ € Ord y supongamos que:

L & <n— A§) € An).
IL. A(n) = U, A(§) para n limite.

IIL B = Uecopq A6)-
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Entonces

VETn > E[A(n) DA /\(A(n) <y B) A es un ordinal limite).

<n

2.5.4 Observacién. = La aplicacién mas conocida del Teorema 2.5.3 es
cuando B = Vy A(§) = R(§). Hemos probado que I, IT'y IIT se verifican
para R(&). III es precisamente el Axioma de Fundacién.

= Si B es un conjunto, entonces para algun £ lo suficientemente grande,
A(§) = B y el resultado es trivial.

Demostracion. (Del Teorema 2.5.3). Podemos asumir que nuestra lista es
cerrada bajo subférmulas. Si no lo es, podemos reemplazar cada ; por
una férmula logicamente equivalente que no use “V”(reemplazamos “V”por
“=3=7), y luego agregamos todas las subférmulas de cada féormula que apa-
rece en la lista.

Para cada gol(?) existencial (de la forma Jyep; (7, y), donde 7 denota una
r-tupla; r = r;), definase F; : B" — Ord como sigue: si pB(@), enton-
ces F;(@) es el menor ¢ tal que 3b € A(C)9P(@,b). Si ~P(@), entonces
Fi(d)=0.

Definase G; : Ord — Ord por G;(§) = sup{F;(a1,...,a,) : ai,...,a, €
A(€)} siempre que ; es existencial, con r = r;. Cuando ¢; no es existencial,
sea G;(€) = 0.

Finalmente, sea K(§) = maz{& + 1,mazx{G;(§) : ¢ < n}}. Ahora, sea
¢ € Ord. Es suficiente producir un n > & tal que A(n) # 0 y que (2)
del Lema 2.5.2 se verifique para A(n) y B.

Sea (g > n el menor ordinal tal que A((y) # 0 y sea (11 = K((,). Entonces
£E<(o<( <---.Sean=sup{C: k€ w}. A

2.5.5 Corolario. Sea A un conjunto finito de Axiomas de ZF. Entonces
1. ZF F 3n[R(n) E ZU A].
2. ZFE - 3n[R(n) E ZE U A].
3. ZFE - 3M[M E ZEUA N |M| =Rg A M es transitivo|.

Demostracion. Para (1) y (2),SeaB =V y A(&) = R(§). Sea{wq, ..., on-1} =
A. Apliquemos el Teorema 2.5.3 para obtener un ordinal limite 7 mayor que
w, tal que A,;_,,(R(n) <y, V). Como ¢; es un enunciado y un Axioma de ZF,
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cada (R(n) <y, V) implica que gpf(") < @; y por tanto R(n) F ¢; (va que co-

mo estamos suponiendo ZF, cada ; es verdadero). Ademads, por el Teorema
2.4.8 (pagina 55), ya sabemos que ZF - (R(n) F Z) y ZFE - (R(n) F ZE).
Para (3), apliquemos el Lema 2.1.14 (pégina 34), a (R(n), €). A

2.5.6 Observacion. = Como Z = ZF-Reemplazo, el Corolario 2.5.5 se
pudo haber escrito con A un conjunto finito de instancias de Reemplazo.

» ZFE no puede producir un modelo para ZFE, pero puede producir
un modelo transitivo numerable de una parte suficiente de ZFE para
probar todas las matematicas conocidas.

En la demostracién del Corolario 2.5.5, el tinico lugar donde ocupamos que
©; es Axioma de ZF, fue para concluir que (gof(") < ;) = R(n) E ;. Asi,
la misma demostracién nos sirve para el siguiente Corolario.

2.5.7 Corolario. Sea A un conjunto finito de sentencias de £ = {€}. En-
tonces

ZFEt& IMIME ZEN|M| =Xy A M es transitivo A\ /\(gofw “ @)

<n

Para sentencias, ¢ <+ ¢; es lo mismo que M <y, V. En general, no pode-
mos obtener un conjunto transitivo y pequeno M, que satisfaga M <, V
para férmulas ;. (Ver I1.5.6 de [13]). Quitando “transitivo”, tenemos este
Corolario.

2.5.8 Corolario. Sea A un conjunto finito de formulas de £ = {€}. Entonces

ZFEF 3C[CF ZEA|C| =R A \(C <, V).

<n

El Siguiente teorema nos confirma lo que ya pensabamos, si suponemos la
consistencia de ZF o de alguna teoria mas fuerte, entonces no podremos
describirla completamente con una cantidad finita de axiomas.

2.5.9 Teorema. SiI' O ZF es consistente, entonces I' no es finitamente axio-
matizable, esto significa que si A C I es finito, entonces existe un enunciado

Y tal que ' = 4 pero At/ .
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Demostracion. Sea I’ O ZF consistente y A finito. Sea ademads, ¢ := In(R(n) F
A). Podemos asumir, ampliando A si es necesario, que A prueba hechos
bésicos acerca R(n) y F. Entonces por el Teorema 2.5.3, T' b 9, es decir,
'+ 3n(R(n) F A). Veamos que A I/ 1. Para esto, supongamos lo contrario,
es decir, A F 1. Trabajando en A, sea 1 el minimo ordinal tal que R(n) F A,
entonces sucede que R(n) E . Pero como 7 es el minimo ordinal tal que
R(n) E A, entonces =3y € n(R(y) E A), entonces se tiene que A = —). Asi,
A es inconsistente y por tanto, I' es inconsistente, lo cual es una contradic-
cién. Por lo tanto, A I/ ¢, que es lo que queriamos probar. A

El siguiente teorema es la version conjuntista del Teorema 2.5.3.

2.5.10 Teorema (ZFE). Sea k > w un cardinal regular no numerable. Sea
A(€) un conjunto para cada & < k, y supongamos que:

L ¢ <n— A € Aln).
IL. A(n) = U, A(§) para n < x limite.
ITI. |A(¢)| < k para cada & < K, y |A(K)| = k.

Entonces
VE<kIE<n<kwANAm) #0ONAn) < Ak) An es un ordinal limite).

Demostracion. Es muy similar a la prueba del Teorema del Reflejo 2.5.3, po-
niendo k en vez de Ord y A(k) en vez de B. Se definen las F;, G; y K de
manera apropiada y para ver que tanto G;(§) como K () son menores que
K, se usa la regularidad de éste. A

El siguiente corolario se desprende de manera inmediata del Teorema 2.5.10.

2.5.11 Corolario (ZFE). Si k es un cardinal fuertemente inaccesible, en-
tonces {n < k: R(n) < R(k)} es no acotado en .

2.5.12 Observacidn. Si k es fuertemente inaccesible se tiene que R(n) <
R(k) — R(n) E ZFE, pero el reciproco no es cierto, ya que si v es el menor
ordinal tal que R(y) F ZFE, entonces R(vy) F —3n[R(n) E ZFE], y por
tanto, R(v) & R(k).



60

CAPITULO 2. PRUEBAS DE CONSISTENCIA



Capitulo 3

La Técnica de Forcing

La técnica de Forcing fue introducida por Paul Cohen (ver [4]), quien en
1962 partiendo de un modelo de ZF construy6 otro modelo de ZF en donde
el Axioma de Eleccién (AE) no se verifica, y partiendo de un modelo de ZFE,
construyé otro modelo de ZFE donde la Hipdtesis del Continuo (HC) no se
verifica. Combinando esto con los resultados de Godel (quien probé en [6] que
AE es consistente con ZF y que HC es consistente con ZFE), finalmente
se tuvo que AE es independiente de ZF y que HC es independiente de ZFE.

Esta técnica ha demostrado ser muy fructifera para producir una gran canti-
dad de modelos y pruebas de consistencia. La idea central del forcing consiste
en extender un modelo transitivo de la teoria de conjuntos M (modelo base),
adjuntando un nuevo conjunto G (un conjunto genérico), para obtener un
modelo transitivo de la teoria de conjuntos més grande M[G], llamado exten-
sion genérica. El conjunto genérico es aproximado mediante condiciones de
forzamiento en el modelo base, y una eleccién premeditada de las condiciones
de forzamiento determina qué es cierto en la extension genérica.

En la primera seccién de este capitulo definiremos la nocién de forcing, pre-
sentaremos las extensiones genéricas y verificaremos que éstas son modelos
de ZFE, siempre y cuando partamos de un modelo de ZFE. En la segunda
seccion probaremos la consistencia de la negacién de la hipdtesis del con-
tinuo construyendo un conjunto que sea modelo de ZFE 4+ —-HC. Para
conseguirlo, comenzaremos con M un modelo transitivo y numerable (lo cual
abreviaremos mtn), de ZFE y probaremos que existe un conjunto N O M
modelo numerable y transitivo més grande (una extensién genérica de M)

61
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que satisface ZFE + —HC. También, probaremos que es consistente que el
tamano del continuo sea, salvo algunas restricciones, del tamano que nosotros
queramos (ver Corolario 3.2.21). En la tercera seccién se verd que es posible
construir modelos que si verifican HC pero que no cumplen con HCG (ver
Secci6n 3.3)." En la tltima seccién, damos una demostracion explicita de la
consistencia de ZFE + HC.

No olvidemos que cuando decimos “sea M un mtn de ZFE” en realidad
tenemos en mente que M es un mtn de una parte lo suficientemente grande
de ZFE que abarca todo lo que en ese momento estemos interesados; esto
lo tenemos garantizado por el Teorema del Reflejo 2.5.3 (pédgina 56) y el
Corolario 2.5.5 (pagina 57):

3.0.1 Notacién. Si M es como en (3) del Corolario 2.5.5, diremos que M
es un mtn de ZFE*.

3.1. Extensiones Genéricas

En esta secciéon nos ocuparemos de ciertos conjuntos parcialmente ordena-
dos (ver Definicién 3.1.2), fundamentales en la técnica de forcing. También
definiremos a las eztensiones genéricas (ver Definicién 3.1.13), y el concep-
to de forzar (ver Definicién 3.1.22), igual de importantes que los conjuntos
parcialmente ordenados. Finalizamos con la prueba de que una extensién
genérica de un modelo M de ZFE* sigue modelando a ZFE* (ver Teorema
3.1.31). Iniciaremos dando algunas definiciones que involucran principalmen-
te conjuntos parcialmente ordenados y que juegan un papel importante en la
construccién del forcing.

Para nuestra conveniencia, (P, <) se dird un conjunto parcialmente ordenado
(abreviado como “copo”), si < es transitivo, reflexivo y es falso que existan

p.q € P tales que (p <gAg<pAp#q).

3.1.1 Definicién. 1. Un copo de forcing (también llamado nocién de for-
cing), es una terna (P, <,1) donde (P, <) es un copoy 1 € P es un
elemento maximo (Vp € Pp < 1).

1Recordemos que HC es el enunciado 2% = Xy, mientras que la Hipétesis del Continuo
Generalizada, HCG, es el enunciado Va[2Re = R, 1]
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2. Los elementos de P seran llamados condiciones del forcing (o condicio-
nes de forzamiento).

3. Diremos que p extiende a q (o que p es més fuerte que q), si p < q.

4. Sip,q € P, entonces se dicen compatibles (lo cual se escribird plq), si
tienen una extension comun; es decir, si existe r € P tal que r < py
r < q. Por el contrario, p y ¢ son incompatibles (denotado por p L ¢q)
si no son compatibles.

5. Una anticadena es un subconjunto A C IP cuyos elementos son incom-
patibles dos a dos (Vp,q € A[p # ¢ — p L ¢q|). Ademds diremos que
P es ccc, o que tiene la cce (condicién de la cadena contable), si en P,
toda anticadena es numerable.

6. Un subconjunto D C P es denso si para cada condicién en P existe
un elemento en D que la extiende; es decir, Vp € P3r € D(r < p).
Ademas diremos que E C P es denso debajo de p si para cada condicion
que extiende a p existe un elemento en F que la extiende; es decir,
Vg <pdre E(r<q).

En (1), abusando de la notacién cuando no haya lugar a dudas, omitiremos
a “<” y a “17, y nos referiremos solamente al “copo de forcing P” o al
“copo P”. En (3), la expresién “p extiende a ¢”surge debido a que en muchas
aplicaciones lo que se quiere es construir algo, y los elementos de P son
aproximaciones de lo que se quiere construir. Veamos la siguiente definicion:

3.1.2 Definicién. Para cualesquiera I, .J: Fn(l,J) es el conjunto de todas
las funciones parciales finitas de I en J; es decir, p € Fn(1,J) siy solo si
p € [I x J|<¥ y p es la grafica de una funcién (es decir, si p es una funcién
con dom(p) C I finito y ran(p) C J). Si definimos a < como O y hacemos
1 =0, entonces Fn(I,J) es un copo de forcing.

3.1.3 Observacion. p < ¢ si y sélo si p DO ¢ si y sélo si p extiende a ¢
como funcion. Ademas, p,q son compatibles si y sélo si existe una funcién
r € Fn(l,J) tal que r 2 py r D g; si tal r existe, ocurre que pUq C ry
entonces pUq € F'n(1,J) y es una extensiéon comiin de p y ¢. De esta manera,
pllg si y sélo si p,q son compatibles como funciones, es decir, coinciden en
dom(p) N dom(q). Podemos pensar a p € F'n(l,J) como una aproximacién
finita de una funcién f : I — J que estamos tratando de construir. De
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manera informal, p expresa una condicion que nuestra f necesita satisfacer,
a saber, p nos dice “f D p”.

A continuacién diremos lo que se entendera por filtro.

3.1.4 Definicion. Sea P un copo de forcing. Entonces G C P es un filtro
sobre P siy sélo si

1. 1 eG.
2. Vp,qe GIre Gr<pnr<gq.
3. Vp,qePlg<pAhqgeG—ped].

Consideremos a M un mtn. Como dijimos al principio del capitulo, deseamos
extender M a un mtn mas grande N. Para esto nos sera conveniente agregarle
a M un filtro G sobre un copo de forcing P € M que intersecte, de manera
apropiada, una gran cantidad de conjuntos densos:

3.1.5 Definicion. Dado un copo de forcing P, G es P-genérico sobre M si
y sélo si G es un filtro sobre Py G N D # () para cada denso D C P tal que
D e M.

El siguiente lema nos muestra un par de propiedades curiosas de los filtros
genéricos.

3.1.6 Lema. Supongamos que M es un modelo transitivo para ZFE*, P €
M, ECP, y Ee M.SiG es un filtro P-genérico sobre M, entonces

(a) GNE#003¢ge GVre E(r Lq).
(b) Sip € Gy E es denso debajo de p, entonces GN E # 0.

Demostracion. (a) Sea D = {p:3r € E(p <r)}U{q:Vr e E(r L q)}.
Veamos que D es denso. Sea g € P y supongamos que ¢ ¢ D. Entonces existe
r € E tal que r y ¢ son compatibles. Si p es una extension comin de r y g,
entonces p es una extension de r € E y por tanto, p € D. Asi, D es denso, y
por tanto, GND # (). Seap e GN D, si p es tal que existe r € F con p < r,
como, en particular, p € G se tiene que r € G, por tantor € G N E # (). En
otro caso, p € GG es tal que para cadar € E, r L p.

(b) Hagamos la prueba por contradiccién, es decir, supongamos que p € G,
E es denso debajo de py GNE = (). Entonces, por (a), fijemos ¢ € G tal que
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para cada r € E(r L ¢). Sea ¢’ € G una extensiéon comin de p y ¢. Como E
es denso debajode py ¢ < p,sear € E tal que r < ¢, como ¢’ < g, se tiene
que r < ¢, lo cual contradice que r L ¢. Por lo tanto, G N E # 0. A

El siguiente lema es importante, pues nos dice que siempre podemos encontrar
un filtro P-genérico sobre M. Aqui es indispensable el hecho de pedirle a
nuestro modelo M que sea numerable.

3.1.7 Lema (Lema de la existencia de un filtro genérico). Sean M un mtn
de ZF — P* y P € M un copo de forcing. Entonces para cada p € P existe
un filtro G sobre P tal que p € G y G es P-genérico sobre M.

Demostracion. Sea p € P. Denotemos por {D,, : n € w} al conjunto de densos
D C P tales que D € M; tenemos una cantidad numerable de dichos densos
puesto que M es numerable. Por induccion, elijamos para cada n € w un
elemento p,1 € D,, con la propiedad p,+1 < p, y po =p. Sea G ={q e P:
dn € w: p, < q}. Notemos:

1. pe G yaquep=poy po < po
2. Para cadan € w, p,41 < p, con lo cual p,, € G y por tanto, GND,, # ().

3. Sean q,r € G. Entonces existen n, m € w tales que p, < qy p, < 7. Si
hacemos k = max{n,m}, entonces py < q, pr <ry px € G.

4. Supongamos que g € G, r € Py g < r, como q € G, existe n € w tal
que p, < ¢, y como g < r, se tiene que p, < r, con lo cual r € G.

Por 4 y 3, G es un filtro; por 2, G es P-genérico sobre M, y por 1, p € G. A

El siguiente lema nos muestra que los filtros genéricos son maximales con
respecto a la contencién.

3.1.8 Lema. Sea P € M, si Gy H son ambos filtros P-genéricos sobre M y
G C H, entonces G = H.

Demostracion. Veamos que H C G.Supongamos que existe p € H \. G, en-
tonces GN{p} = 0. Usando (a) del Lema 3.1.6, existe un ¢ € G C H tal que
q L p, lo cual es una contradiccion, pues H es n filtro. Por lo tanto, H C G
y se tiene la igualdad. A
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Un filtro genérico G es algo que quisieramos agregar a nuestro modelo M,
pero si G ya es elemento de M, en realidad no estamos agregando nada nuevo.
A continuaciéon veamos una manera de solventar este problema.

3.1.9 Definicién. Diremos que r € P es un atomo del copo P si y solo si no
existen p,g € P talesque p<r,¢<rypLlgq.

Si P tiene un atomo r, entonces M tiene filtros genéricos. Por ejemplo, no es
complicado probar que {q € P : ¢||r} es un filtro genérico. Debido a esto, y
sobre todo por el siguiente lema, estaremos mas interesados en copos que no
tengan atomos.

3.1.10 Lema. Si P € M no tiene atomos y GG es un filtro P-genérico sobre
M, entonces G ¢ M.

Demostracion. Supongamos que G € M. Sea D = P~ G, por la absolutez
de la diferencia de conjuntos, D € M. Ahora veamos que D es denso en P.
Sea p € P, entonces p no es un atomo, con lo cual, existen g, € P tales
que g < p,r <pyqLr. Nopuede ocurrir que tanto ¢ como r estén en G,
pues de ser asi, como G es un filtro, serian compatibles. Por lo tanto, ¢ € D
or € D; con lo cual, D es denso y entonces, G N D # (), lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto, G ¢ M. A

Necesitamos definir algunas cosas mas para poder construir nuestra exten-
sibn N (que denotaremos por M[G]). De manera informal, podemos decir
que M[G] es el conjunto que consiste de todos los conjuntos que pueden
construirse con GG y elementos de M, usando “operaciones conjuntistas sen-
cillas”. Cada elemento de M[G] tendra un “nombre” en M que describe como
estd construido:

3.1.11 Definicién. 7 es un P-nombre si y sélo si 7 es una relacién y V(o, p) €
7 [0 es un P—nombre A p € P|. V¥ es la clase de todos los P-nombres.

De manera particular, nosotros nos fijaremos en M definido a continuacién:

3.1.12 Definicién. Si M es un modelo transitivo de ZF — P y P € M,
entonces M¥ = VEN M = {r € M : (7 es un P—nombre)™}.

Pensando por un instante que tenemos “gente viviendo en M7, ellos pueden
decidir qué conjuntos son P-nombres y discutir algunas de sus propiedades,
pero ellos no tendran acceso al filtro genérico GG que es necesario tanto para
saber qué es lo que los nombres nombran como para definir a M[G]. Veamos:
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3.1.13 Definicién. Si 7 es un P-nombre y G C P, entonces por recursién
definimos
¢ ={o¢:3IpeG:(o,p) €T}

A veces nos conviene denotar a 7 como val(7, G), debido a que es la valua-
cion de T con respecto a G. Cuando M sea un modelo transitivo de ZF — P
y P € M, definimos la extension genérica de M respecto de G, denotada por
M|G], como

M[G) = {rq: 7€ M*}.

Lo primero que haremos notar es que M[G] es transitivo y contiene todos los
elementos de M.

3.1.14 Definicién. Dado un copo de forcing (P, <, 1), y cualquier conjunto
x, definimos & = {(9,1) : y € x}. “Z” se lee como “x check”.

3.1.15 Lema. Supongamos que M es un modelo transitivo de ZF — P tal
que P € M y G es un filtro sobre P. Entonces:

1. Vo € M[i € M* Awval(%,G) = ).
2. M|G] > M.
3. M[G] es transitivo.

Demostracion. (1)Probemos primero por induccién que para cada z € M, ¥
es un P-nombre. () = (). Supongamos que para cada y € x, ¥ es un P-nombre.
#={(y,1):y € x}, asf, ¥ es una relacién y para cada (o,p) € &, 0 € M* y
p € P. Por lo tanto, £ es un P-nombre. 5

Ahora probemos por induccién que g = z. 0 = 0 = 0. Ahora supongamos
que para cada y € x, §g = y. Asl, g ={jg:y €z} ={y:y €z} =x.

(2) Se sigue de (1) ya que si x € M, entonces &g = x € M[G].

(3) Sea x € M[G], entonces existe y € M tal que z = yg = {o¢ : Ip €
G[(o,p) € y]}. Como M es transitivo, para cada p € G tal que (o,p) € y,
o € M. Entonces, para cada p € G tal que (o,p) € y, o € M[G]. Asi,
r =y C M[G]. Por lo tanto, M |G| es transitivo. A

Ademés de las propiedades anteriores, M[G] es minimal:

3.1.16 Lema. Si M y G son como en el Lema 3.1.15, y N es un modelo
transitivo de ZF — P tal que M C N y G € N, entonces M[G] C N.
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Demostracion. Sea a € M|G], entonces existe 7 € MF tal que 7¢ = a.
Como M[|G] € N y G € N, se tiene que 7 € N y G € N, entonces
7¢ = {o¢ : Ip € G[(o,p) € 7]} = (76)¥ € N, es decir, a € N. Por lo
tanto, M[G] C N. A

Como hemos dicho antes, nosotros estamos interesados en filtros G tales que
G ¢ M. En dicho caso, a pesar de que en M no se conoce a G, se puede
construir un nombre I' que tiene que nombrar a G:

3.1.17 Definicién. Dado un copo de forcing IP, definase I' = {(p, p) : p € P}.
3.1.18 Observacion. = [" depende del copo P.

= Con las hipétesis del Lema 3.1.15, " es un P-nombre y ' = {pg : p €
G} ={p:p € G} =G. Con lo cual también se concluye que G € M[G].

Nuestro siguiente objetivo es probar que efectivamente M [G] modela a ZFE*.
Sin embargo, esto no lo podremos hacer de forma inmediata, necesitaremos
hacer uso del Lema de Definibilidad 3.1.27 y el Lema de Verdad 3.1.28.
Asi que por el momento nos contentaremos con probar que M[G| es un
modelo para los Axiomas de Extension, Fundacién, Par y Union. La siguiente
definicién y el siguiente lema nos serédn de utilidad para probar que en M|[G]|
se verifica el Axioma del Par.

3.1.19 Definicién. = up(o,7) = {(o,1), (7, 1)} y

. OP(U, T) = up(up(a, U)a up(a, 7_))

3.1.20 Lema. Supongamos que M es un modelo transitivo de ZF — P tal
que P € M y G es un filtro sobre P. Si o, 7 € M¥, entonces up(o, 1), op(c,7) €
MIP7 Ual(up(aa T)) G) = {0G7 TG}a y UCLl(Op(O’, 7—)7 G) - (O-Gv TG)'

Ahora ya estamos en condiciones de probar lo siguiente.

3.1.21 Lema. Supongamos que M es un modelo transitivo de ZF — P tal
que P € M y G es un filtro sobre P. Entonces M[G] es un modelo para los
Axiomas de Extension, Fundacion, Par y Unién.

Demostracion. Por el Lema 3.1.15, M[G] es transitivo. Asi, usando (1) del
Lema 2.2.10 (péagina 40), se tiene que en M|[G] se verifica el A. de Extensién.
Ademds como estamos suponiendo ZF — P (en particular el A. de Funda-
ci6én), por (2) del Lema 2.2.10 se tiene que en M |G| también se verifica el A.
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de Fundacion.

Para ver que el A. del Par se verifica en M[G], sean a,b € M[G], entonces
existen 0,7 € M¥ tales que og = a y 7¢ = b, entonces up(c,7) € MF. Usan-
do el Lema 3.1.20 se tiene que (up(o,7))e = {0, 7} = {a,b} € M[G].
Veamos ahora que en M[G] se verifica el A. de la Unién. Por la manera en
que enunciamos el A. de la Unién (ver Axioma 5, péagina 6), es suficiente
demostrar que para cada a € M[G] existe un b € M[G] tal que (Ja C b (ya
que si eso ocurre y tomamos un y € a 'y un x € y, se tiene que x € [Ja C by
por tanto = € b; lo cual nos dice que este Axioma se verifica). Sea a € M[G] y
T € MF tal que a = 7. Sea ™ = | Jdom(7) y b = mg. Notemos que dom(r) es
el conjunto de las primeras coordenadas de 7. Por la definicién de P-nombre,
se tiene que 7 es un P-nombre, y m € M por la absolutez de | J. Con lo cual,
b e MI[G]. Sic € a = 71¢, entonces ¢ = o¢ para algin o € dom(r). Asi, o C 7.
Luego, por la definicién de 7g, ¢ = 0g C g = b. Por lo tanto, | Ja Cb. A

Para ver que en M[G] se validan el resto de los Axiomas, necesitaremos
algunas definiciones y resultados extras. Es momento de definir una de las
nociones centrales en este trabajo:

3.1.22 Definicién. Sea M un mtn de ZF — P, P un copo de forcing y ¢ una
sentencia en M. Si p € P, diremos que “p fuerza a ¢”, lo cual se denotara por
p IF “p” si ocurre lo siguiente: Para cada G C P filtro P-genérico sobre M
tal que p € G se cumple M[G]| E ¢. Omitiremos el uso de comillas cuando
no haya confusion.

El siguiente lema se desprende de forma inmediata de la definicién anterior,
y haremos un uso recurrente del él.

3.1.23 Lema. Sean, M, Py G como antes. Si p,q € Py ¢, son sentencias,
entonces:

W, "

(a) Siplk “p” y g < p entonces q IF “¢”.

(b) pIF “p A siysélosiple “p" yplk “v.

Demostracion. (a) Supongamos que p - “p” y ¢ < p. Veamos que ¢ IF “p”.
Sea G un filtro P-genérico sobre M tal que ¢ € G. Como ¢ < py q € G,
entonces p € G. Luego, dado que p IF “¢”, se tiene que M|[G| F ¢, asi, se

W, "

concluye que ¢ IF “p”.
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(b) Se sigue del hecho de que NF o A siysélosi NFE @y N E . A.

Un hecho que parece sorprendente, es que dentro de M se podra decidir si
p fuerza o no a ¢ (esto debido a que de la Definicién 3.1.22, pareciera que
se necesita conocer a cada G genérico). Para lograr esto, necesitamos definir
otra relacion p IF* ¢ y mostrar que

plke e (pIE o)™
De esta manera, p IF ¢ serd equivalente a algtin enunciado relativizado a M.

3.1.24 Definicién. Sea P un copo. Los siguientes incisos definen la nocion
plIF* @(m, ..., 7,) donde ¢(7y,...,7,) es una férmula con sus variables libres
enlistadas, p € P, y 71,...,7, € VL.

(a) plF* “a=1b" s
() (Verea){a<pi(a<r) = (B @< Agh c=
d))} es denso debajo de p) y
(i) (V(c,7) € b)<{q <p:(g<r) = (Bdr) €a)g<r AglF =
d))} es denso debajo de p).

(b) plF* “a e b’ si{q: (3(c,r) €b)(¢ <rAql-* “a=c")} es denso debajo
de p.

(c) plF* “b A~” siy sélosiplE* “” y plE* “y7.

(d) plF* “=p” siVqg <p:=(qlF* ).

(e) plF* “(Fx)(z)” si {q: (o) :qF* “ib(0)”} es denso debajo de p.
El siguiente teorema sera la clave para relacionar IF* con I-.

3.1.25 Teorema. Sean M un modelo transitivo de ZFE*, P un copo tal
que P € M, p(xq,...,1,) una formula y 7,7, ..., 7, € M¥. Si G es un filtro
P-genérico sobre M, entonces:

1.SipeGy ME (plF* “o(r,...,7)"), entonces
M[G)Eo((T1)a, - - -, (Ta)c),
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2. Si M[G)F ¢((T1)c, - - -, (Tn)c), entonces
existe p € G tal que p IF* “@(1,...7,)".

Demostracion. Haremos la prueba por induccion sobre la complejidad de la
féormula. Supongamos que (1, x2) es la férmula “zy = x5”, sean 7,75 € M
y sea GG un filtro P-genérico sobre M.

(1) Sea p € G y supongamos M FE (p IF* “p(x1,22))” (1. e. M E (p IF*
“ry = x9”)), demostremos que M |G| E (11)¢ = (72)¢. Para esto, probaremos
en M|[G] que (11)¢ C (T2)¢ ¥ (12)e C (11)a-

Como IF* es absoluta, omitiremos la relativizacién a M (es decir, pondremos
por ejemplo “r IF* " en vez de M F* (“r |- w”)). Notemos que (11)g =
{m¢ : 3¢ € G : (7,q) € 11}. Sea mg € (11)¢ tal que (m,q) € 7 para algin
q € G. Deseamos mostrar que g € (T2)g. Sea r € G tal que r < py
r < q. Afirmamos que r IF*“m = 7”. En efecto, esto se sigue del hecho
general: t < sy D es denso debajo de s, entonces D es denso debajo de t
(aplicado a r y p). Luego, como 7 IF*“1 = 75" entonces existe ¢ € G (por la
Genericidad de G), tal que ¢’ < ry tal que si ¢’ < g entonces 3(mq, $2) € T
tal que ¢ < so A ¢ IF* ™ = my (ver la Definicion 3.1.24). Usando la hipétesis
inductiva, dado que ¢’ IF* “m = m" y ¢’ € G, se concluye que mg = (m2)g-
Por lo tanto, 7 es la valuacién respecto de G de ms, donde (my, $2) € T y
ademds s; € G (ya que ¢ € Gy ¢ < sy). Por lo tanto mg € (12)g, con lo
cual (11)¢ C (72)g. Andlogamente se prueba que M[G] E (13)¢ C (11)g. Por
lo tanto, M |G| E (11)¢ = (12)6-

(2) Supongamos que M[G] E (11)g = (72)g. Probemos que existe p € G tal
que p IF* “m =17,

Sea D ={reP: (rl-* 7 =m)V (rsatisface (i)") V (r satisface (i7)’) } donde:

(1) (3(m1,51) € ﬁ)
r < siA(V(m2,52) € 1) (Vg €P)((q < sang - m =m) = (¢ L1))].

[
(13)": (A(mo, $2) € T2)
[r < s9A(V(m,81) € 11)(Vg € IP’)((q <s1AqlF*m=m) = (¢ L 7‘))}

Notemos en principio que si r € G, entonces r no satisface (i)', pues de lo
contrario, si (7, s1) € 7 tal que (i)', entonces r < s, lo cual implica que
s € Gy por tanto, (m1)¢ € (1) = (72)¢g, entonces, existe (s, s2) € T tal
que s2 € Gy (m)e = (m2)¢; usando la hipdtesis inductiva en (2), aplicada
a m y m, dado que (m)g = (m)qg, existe o € G tal que ¢ IF* 7 = 7.
Sea g € G tal que ¢ < qoy q < s2. Se cumple que ¢ IF* 7 = 7. Entonces
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por (i)', ¢ L r lo cual es una contradiccén ya que ¢, € G y G es filtro. Por
lo tanto, si r € G, entonces r no satisface (). Andlogamente se prueba que
si r € G, entonces 1 no satisface (i7)’. Notemos también que por absolutez
D € P (es decir, D fue definido por puras nociones absolutas en P y puros
objetos que P conoce). Si probamos que D es un conjunto denso, entonces
existe un r € G N D, el cual cumple r IF* 71 = 7.

Sea p € P. Si ocurre que p IF* 7 = 75, se concluye la prueba, de lo contrario
p no cumple (i) o no cumple (ii) de la Definicién 3.1.24. Si p no satisface (i),
entonces existen (my,s1) € 1 y r < p tal que

(Vg < 7)(g < 51 A (F(m,52) € )(~( < 52) V(g IF m =) (1)

En particular, r < s;. Notar ademds que si (72, $2) € T2, 1 < soy ¢ -1 = 7o
entonces ¢ L r, ya que si pasa lo contrario, entonces una extensién comun
de ¢ y r contradice (}). Por lo tanto, r cumple la propiedad ()’
Analogamente se verifica que si p no cumple (ii) (de la Definicién 3.1.24),
entonces existe r < p tal que r cumple la propiedad (ii)’. Por lo tanto D es
denso y entonces existe r € G N D, el cual cumple r IF* 7 = 7.

Supongamos ahora que (71, 72) es la férmula 71 € 7. Veamos que se cumple
(1) v (2) para (71, 72).

(1) Sea p € G tal que p IF* 7 € 7. Deseamos probar que M|[G] E (11)g €
(12)c. Entonces, D = {q : (3(m,s) € m)(¢ < sAql-* 7 = m)} es denso
debajo de py D € M. Usando (b) del Lema 3.1.6, existe ¢ € G N D. Fijemos
(m,8) € 7 tal que ¢ < sy qIF* 73 = w. Notemos que s € G (ya que q € G,
g < sy G es filtro), con lo cual ocurre que g € (73)¢. Asi, se tiene que
q€ G, g1 =7y 7mg € (12)g. Por hipétesis inductiva (1) = g, lo cual
implica que (11)g € (T2)a-

(2) Supongamos que (71)g € (72)g, queremos probar que existe un p € G tal
que p IF* 7 € 1. Sea (m,s) € 75 tal que s € Gy (11)g = 7, Aplicando la
hipdtesis inductiva a 71 y 7, se tiene que existe ¢ € G tal que g IF* 7 = 7.
Sea p € G tal que p < sy p < ¢, entonces (Vr < p)(r < sAr -7 =m).
Por lo tanto, p IH* 7 € m.

Sea ¢ = —¢ y supongamos que se satisfacen (1) y (2) para ¢. Veamos que se
verifican (1) y (2) para ¢.

(1) Sea p € G tal que p IF* ¢ y veamos que M[G] F ¢. Si ocurre que
MIG] E ¢, entonces existe ¢ € G tal que g IF* ¢, sea r € G tal que r < p
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y r < g, entonces r IF* ¢ (ya que r < qy q IF* ¢), lo cual contradice que
p IF* =¢. Por lo tanto, =(M[G] E ¢), es decir, M[G] E .

(2) Supongamos M|[G] E —¢, entonces =(M[G] E ¢). Sea D ={p e P:pl-*
“¢” VplE* “=¢”}. Veamos que D € M y que D es denso en P. Sea ¢ € Py
supongamos que q If* —¢. Entonces existe p < ¢ tal que p IF*“¢”. Entonces
p € D. Por lo tanto, D es denso y D € M. Entonces existe p € G N D.
Notemos que no puede ocurrir que p IF* ¢, pues de lo contrario, como p € G,
MIG| E ¢ y M[G] E —¢. Por lo tanto, p IF* —¢.

Supongamos ¢ = ¥ A 7. Entonces de (c) de la Definicién 3.1.24, si ¢ y v
verifican (1) y (2), se tiene que ¢ verifica (1) y (2).

Si ¢ = Jxp(z) y se cumplen (1) y (2) para 1, veamos que se cumplen tam-
bién para ¢.

(1) Sea p € G tal que p IF* Jzy(x). Entonces D = {q : Jo : q IF* ¢¥(0)}
es denso debajo de p. Notemos que D € M. Sean r € Gy o € P tal que
r IF* ¢(0). Aplicando (1), M[G] E ¥(og), luego M[G] E (Fz)¢(z). Por lo
tanto, M[G] F ¢.

(2) Supongamos que M[G] F ¢, luego, existe og € M[G] tal que M[G] E
Y(oq), aplicando (2) a la formula ¥ (og) se tiene que existe p € G tal que
p IF* 4(0). Por lo tanto, (Vr < p)(r IF* ¢(c)). Con lo anterior concluimos

que p IF* (Fz)y(x). A

A continuacién presentamos un resultado que nos da ciertas equivalencias de
IF*.

3.1.26 Lema. Si P es un copo y ¢ una férmula, entonces las siguientes
proposiciones son equivalentes para todo p € P.

L plE* “p”.

2. Vg <p:ql* “p”.

3. {r:rlF* “@"} es denso debajo de p.
Demostracion. (2) — (1) Es inmediato.
(2) — (3) También es inmediato.

(1) — (2) Para férmulas atémicas ¢ (i. e. si p(71,72) es 71 = T, 0 71 € T3), de
la definicién de IF* (ver Definicién 3.1.24), si D es denso debajo de py ¢ < p,
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entonces D es denso debajo de ¢. Si ¢ no es atémica, el resultado se obtiene
por induccion sobre la complejidad de la féormula.

(3) — (1) Para ver que p IF* “p” necesitamos probar que ciertos conjuntos
D son densos debajo de p (ver Definicion 3.1.24). Pero esto se sigue del hecho
de que si el conjunto {r : D es denso debajo de r} es denso debajo de p (lo
cual se tiene porque estamos suponiendo (3)), entonces D es denso debajo
de p. A

Ya estamos en condiciones de probar la equivalencia entre I+ y IF*.

3.1.27 Lema. [de Definibilidad] Sean M un mtn para ZFE* P un copo en
M y ¢ una férmula. Entonces para todo p € P se cumple:

p ”_ “SD” H (M ':p H_* (4()077).

Demostracion. Supongamos que M E p [F* “p” y probemos que p IF “p”. Si
plff “©”, entonces por la definicién de |- (ver Definicién 3.1.22); se tiene que
existe un filtro G C P, P-genérico tal que p € Gy M[G] H ¢. Asi, M[G] F —,
luego por (2) del Teorema 3.1.25, existe ¢ € G tal que ¢ IF* —p. Sea r € G
tal que 7 < p y r < ¢. Usando la equivalencia (1) <> (2) del Lema 3.1.26,
como r es una extensién comun de p y ¢, se sigue que r IF* ¢ y r IF* =, lo
cual es una contradiccion. Por lo tanto, p I “p”.

Supongamos ahora que p I+ “p”. Probemos que D = {r : M E r IF* ¢} es
denso debajo de p. Supongamos lo contrario y sea ¢ < p tal que para cada
r < q(r I* ¢). Luego, por como se define I-*, se tiene que g IF* —¢, lo cual
implica que ¢ IF —p. Pero por otra parte ¢ < p y p IF ¢, entonces ¢ IF ¢,
lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, D es denso debajo de p, es decir,
p IF* ¢, que es lo que queriamos probar. A

Tanto el Lema de Definibilidad, como el Lema de Verdad, los ocuparemos de
manera recurrente para probar que M[G] modela los Axiomas de Compren-
sién, Potencia y Reemplazo.

3.1.28 Lema. [de Verdad] Sean M un mtn para ZFE*, P un copo en M y
© una férmula. Los siguientes enunciados son equivalentes para cada filtro G
P-genérico sobre M:

1. M[G]E .
2.dpeG:plk .
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Demostracion. (2) — (1) Se sigue de la Definicién 3.1.22.
(1) = (2) Por (2) del Teorema 3.1.25, existe p € G tal que p IF* ¢, usando el
Lema de Definibilidad 3.1.27, p IF . A

3.1.29 Corolario. Si M, Py son ¢ como en el Lema 3.1.28, entonces:

(1) {p p - “QO” op = “_‘QO”} es denso,
(i) plF “=¢” siy solo si ~3q <p:qlF “p”,

(iii) pIF “ap(z)” siy sélo si{r: (o € M)(rIF “p(c)”)} es denso debajo
de p,

(iv) Sip Ik “Ga(x € o A p(x))”, entonces 3¢ < p : 71 € dom(o)(q I+
4£(p(7r)77)’

donde, dom(c) ={m:3IpeP: (7, p) € o}

Demostracion. (i), (i) y (iil) se cumplen para IF* (ver Definicién 3.1.24),
asi por el Lema de Definibilidad 3.1.27, (i), (ii) y (iii) son ciertas para I--.

Para (iv), fijemos un filtro G, P-genérico tal que p € G. Por la definicién de
IF, existe un 7 € o¢ tal que M[G] E ¢(ng). Entonces m € dom(o) y por el
Lema de Verdad 3.1.28, existe r € G tal que r I (7). Si g es una extensién
comun de p y 7, entonces ¢ < py qIF ¢(m). A

Ahora si, es momento de reanudar con la demostracién de que M[G] E ZFE*.
El siguiente teorema nos muestra que en M[G] se verifican los Axiomas de
Comprension e Infinito.

3.1.30 Teorema. Sean M un mtn para ZF — P, P € M un copo y G un
filtro P-genérico sobre M. Entonces M[G] es un modelo para Z — P.

Demostracion. Por el Lema 3.1.21, se tiene que M[G] es un modelo para los
Axiomas de Extensién, Fundacion, Par y Unién. Resta ver que también se
satisfacen los Axiomas de Comprension e Infinito.

Comencemos verificando Comprensién. Sea N = M|[G] y ¢ una férmula de
L = {€} que no contiene a y como una variable libre. ¢ podria contener a
x, z variables libres, junto con otras variables libres v°,... v} (de manera



76 CAPITULO 3. LA TECNICA DE FORCING

estricta deberfamos escribir o(x, 2,0, ... ,v”_l)). Por como enunciamos al
Axioma de Comprensién (ver pdgina 6), debemos verificar:

Vz,0' . 0"t eNJye NVze Nz ey oz ez Ao (z, 2, 7). (1)

Como N = M|G], fijemos g, 0%, ..., 04 " € N (correspondientes a z,v°, ...,

" 1), donde 7,00, ..., 0"t e ME.SiS ={x € 1g: oV (2,7q,0%,...,06 )},
es suficiente probar que S € N (ya que S seria un testigo del y que necesita-

mos en (T)), para esto, debemos construir un 7 € M" tal que 7¢ = S. ¢(x)

denotard a o(x,m, 0% ...,0" ). Notemos que 7 es un conjunto de parejas

de la forma (j,r) y cada elemento de 7 es algun jg, asit S = {jg : j €

dom(m) N M[G)E (j € m Ap(j))}. Definase

T=A{(j,p):jEdom(mr) ApePApl- (jGWASE(j))}-

Entonces 7¢ = {jg : j € dom(w) ANIp € Gp Ik (j e A cﬁ(j))}, y por el
Lema de Definibilidad 3.1.27, se tiene que 7 € M¥. Veamos que 7¢ = S. Si
tomamos un elemento jg en 7¢, existe p € G tal que p IF (j € © A @(j)),
luego, por la definicién de I se tiene que M[G] F (j € 7 A ¢(j)), con
lo cual jg; € S. Ahora fijemos un jo € S, donde j € dom(7). Entonces
MIG| E (j e A @(j)), usando el Lema de Verdad 3.1.28, podemos fijar
un p € G tal que p IF (j € 7 A @(j)). Entonces (j,p) € 7,y asf jo € 7.
Con lo anterior se tiene que 7¢ = S y por tanto, el Axioma de Comprension
relativizado a M |G| se verifica.

Para ver que el Axioma de Infinito se verifica en M |G|, basta observar que
como estamos suponiendo que M es un mtn para ZF — P, el Axioma de
Infinito se verifica en M, es decir w € M, con lo cual w € MI[G] (ver el
Lema 3.1.15). Esto es suficiente (por el Lema 2.2.15, pdgina 42), para que se
verifique el Axioma de Infinito. A

3.1.31 Teorema. Si M es un mtn para ZF*, P € M es un copo y G es un
filtro P-genérico sobre M, entonces M[G] E ZF. Ademés, M[G] E ZFE si
M F ZFE".

Demostracion. Supongamos que M es un mtn para ZF*  por el Teorema
3.1.30, basta probar que en M[G] se verifican los Axiomas de Potencia y
Reemplazo.

El Axioma de Potencia relativizado a M[G] queda de la siguiente manera
(ver pagina 7):

Ve e M|G|3y € M[G]Vz e M[G](: Cx— z€y).
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Es suficiente probar que para cada a € M|G| existe un b € M|[G] tal que
P(a)NMI[G] C b (yaquesiz € M[G] tal que z C a, entonces z € P(a)NM[G],
con lo cual z € b). Sea a € M[G], 7 € M" tal que 7¢ = a y sea Q =
[P(dom(r) x P)}M. Este es el conjunto de todos los nombres j € MY tales
que dom(j) C dom(t). Seam™ = Q x {1} ysea b= 7 = {jo :j € Q}. Ahora
tomemos ¢ € P(a) N M[G]; necesitamos ver que ¢ € b. Fijemos v € M" tal
que ¢ =cyseaj={(o,p): 0 €dom(r) Aplko €~}; je€ M por el Lema
de Definibilidad 3.1.27. Como j € @, jg € b, asi, si mostramos que jg = c,
ya acabamos. Si o € jg, entonces existe un o y existe un p € G tal que
plF Yo €~y og = a, esto implica que o« = 0 € 7 = ¢, lo cual nos dice
que jg C c. Para ver que ¢ C jg, como ¢ C a = 7g, cada elemento de c es de
la forma o para algin o € dom(7). Como og € ¢ = vg, apliquemos el Lema
de Verdad 3.1.28 y fijemos p € G tal que p IF o € 7. Entonces (o,p) € j, v
asi og € jg, con lo cual ¢ C jg. Asi, tenemos que ¢ = jg € b. Por lo tanto,
en M[G] se verifica el Axioma de Potencia.

Procedamos a verificar que Reemplazo también se verifica. Por como enun-
ciamos este axioma (ver pagina 6), tomemos un a € M[G] y supongamos

(Vx € AEIygb(:v,y))M[G], lo que haremos serd producir un b € M[G] tal

que (Vm € Ady € b@(x,y))M[G]. Al igual que en la prueba del Teore-
ma 3.1.30, acortamos nuestra notacién al escribir la féormula @(z,y), que
bien podria contener otros parametros. Sea 7 tal que 7¢ = a € MI[G],
asi M|G| EVx € 7¢ Jyp(x,y). Trabajando en M (usando el Lema de Defini-
bilidad 3.1.27), sea () un conjunto de nombres tal que para cada p € Py para
cada o € dom(7) si hay algin nombre j tal que p IF ¢(o, j), entonces por lo
menos hay un j de estos en (). Este () se puede obtener usando el Teorema del
Reflejo en M (ver Teorema 2.5.3, pagina 56). Asi, Q) puede ser M* N (R(a))M
para algin a € M N Ord suficientemente grande. Sea 7 = Q) x {1} y sea
b=rmne = {jc:j € Q}. Queremos probar que [Vz € aJy € bcﬁ(x,y)]M[G].
Sea = € a. Asi, x = 0 para algin o € dom(7). Entonces M |[G] F Jyp(og,y)
(por hipétesis), asf, hay un j € M¥ tal que M[G] F ¢(og,jc), luego por el
Lema de Verdad 3.1.28, existe un p € G tal que p I+ ¢(o, 7). Entonces hay
un ¥ € @ tal que p IF @(0,9). Siy = Vg, entonces y € by [@(w,y)}M[G]
que es lo que necesitabamos ver para corroborar que Reemplazo se verifica
en M[G].

Supongamos ahora que M es un mtn para ZFE* y veamos que M[G] F AE.
Sea a = 7¢ € M[G]; probaremos que a tiene un buen orden en M[G]. Tra-

9
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bajando en M, usemos AE para alistar el dom(7) como {0¢ : £ < a}, sea
f el nombre {(op(é, 0%),1) : £ < a}. En M[G] tenemos f := fe, donde
fo = {(op(f, 05))G : & < a}, lo cual es igual (usando el Lema 3.1.20), a
{(€g,08) 1 € <a} = {(£,0%) : € < a} = f. Con lo cual, f es una funcién
con dom(f) = ay a C ran(f). Entonces en M[G], veamos que podemos bien
ordenar a a diciendo que x <1y si y sélo si:

min{¢ < a: f(€) =z} < min{€ < a: f(€) = y}.

En efecto, tomemos z,y € a tales que z # y, como a C ran(f), existen
5 = min{6 < a: f(§) =}y B = min{€ < a: f(€) = y}. Como x # y,
0 # [ lo cual implica que § < S o < 9, con lo cual x <y o y <x. Tomemos
ahora B C a no vacio. Sea v = mz’n{mm{ﬁ <a:fl)=a}:2€ B},
entonces f(y) es <-minimal en B. A

3.2. ZFE+-HC

Utilizando los resultados obtenidos en la seccion anterior, probaremos la con-
sistencia de ZFE + —HC, partiendo de la consistencia de ZFE. Para esto, co-
mencemos analizando algunas propiedades que cumple el copo P = F'n(w, 2)
(ver Definicién 3.1.2 y Observacion 3.1.3).

3.2.1 Lema. Si M es un mtn de ZFE* y P = F'n(w, 2), entonces:
1. Pe M,
2. 1p es la funcion 0,
3. Si f € P, entonces existen g,h € P talesque g < f, h < fygLlh,

4. Si G C P es un filtro P-genérico sobre M, entonces fo = [JG es
una funcién tal que ran(fg) C {0,1} = 2 y dom(fs) = w (es decir,
fe : w— 2 es una funcién),

5. fgeM[G]\M.

Demostracion. (1) Como M modela ZFE*, M conoce todo lo que interviene
en la definicién de P y, por tanto, P € M.
(2) Claramente, () € P, ademads, para cada f € P, ) C f, es decir, f <0, con
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lo cual 1p = 0.

(3) Sea f € Py sea n > max(dom(f)) (esto lo podemos hacer porque el
dominio de f es finito). Sean g = f U {(n,0)} y h = fU{(n,1)}. De esta
manera, ocurre que g < f, h < fyg L h.

(4) Veamos primero que fg esta bien definida. Supongamos, por el contrario,
que existe n € w tal que (n,0),(n,1) € fq, entonces existen f,g € G tales
que (n,0) € fy (n,1) € g, pero como G es un filtro, existe r € G una
extensién comun de f y g, asi (n,0), (n,1) € r lo cual es una contradiccién
ya que r es una funcién. Por lo tanto, fo estd bien definida. Por otra parte,
cada elemento en GG es una funcién con rango algin subconjunto de 2, por
lo tanto, ran(fg) C {0,1} = 2. Para ver que dom(fgs) = w, definamos para
cadan € w D, = {f ceP:ne dom(f)}. Notemos que para cada n en los
naturales D,, € M. Ahora verifiquemos que cada uno de estos conjuntos D,
es denso en P. Sea n € w y veamos que D,, es denso. Tomemos f € P, si
n € dom(f), entonces f € D,. En caso contrario, si n ¢ dom(f), entonces
sea g = fU{(n,0)}. Entonces g < f y g € D,,. Por lo tanto, D,, es denso en
P. Ahora, como G es filtro P-genérico sobre M y para cadan € w, D, € M,
se tiene que para cadan € w, GND,, # (). Para cadan € w, sea f, € GND,,.
Entonces, como fg = | freq, en particular, f, C f¢ lo cual implica que
n € dom(fq). Por lo tanto, dom(fs) = w. Con todo lo anterior, se tiene que
fa :w — 2 es una funcion.

(5) f € M[G], ast que resta ver que f ¢ M. Para cada funcién f : w — 2 tal
que f € M, definamos

Dy = {g € P: (3n € dom(f) Nndom(g))(f(n) # g(n))}

Fijemos f :w — 2 con f € M. Notemos que Dy € M. Afirmamos que Dy es
denso en P. En efecto, sean g € P, n > max (dom(g)) y h = gu{(n,1—f(n))}.
Entonces h < g y h € Dy. Por lo tanto, D es denso. Tomemos f* € GN Dy,
entonces existe n € dom(f*) tal que f*(n) # f(n). Ademds, como en parti-
cular f* € G, se tiene que f*(n) = fg(n), lo cual implica que fg # f. Como
tomamos una f : w — 2 arbitraria en M, se concluye que fo ¢ M. A

3.2.2 Observacién. Notemos que por la propiedad (3) del lema que aca-
bamos de probar, nuestro copo P no tiene atomos, es por eso que cuando
tomamos a G, tenemos la certeza de que no es un elemento de M (ver Lema
3.1.10). Esto también se refleja en el hecho de que fg ¢ M. Esta nueva fun-
cién fg que se encuentra en nuestra extension se denomina real de Cohen,
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y decimos que nuestro copo Fn(w,2) agrega un real de Cohen. Pongamos
atenciéon al copo que aparece en el siguiente lema.

3.2.3 Lema. Sean k un cardinal infinito, M un mtn de ZFE*.
SiP=Fn(k Xw,2)y G CP es un filtro P-genérico sobre M, entonces:

1. Pe M,

2. fo := UG es una funcién tal que ran(fg) C {0,1} = 2y dom(fg) =
KX W,

3. fg€M[G]\M,

4. Si para cada a < k se define fg, : w — 2 como fgq(n) = fo(a,n),
entonces si tomamos «, 8 € k tales que o # [3, se tiene que fgo # fa -

Demostracion. (1), (2) y (3) se prueban de manera similar al Lema 3.2.1.
(4) Tomemos «, 5 € k tales que a # [y veamos que fg o # fap. Definamos

D,p= {p eP:Incw: (a,n),(B,n) € dom(p) Apla,n) =1 —p(ﬁ,n)}.

Primero, notemos que D, g € M, ya que M conoce cada conjunto median-
te el cual definimos a D, g. Verifiquemos que D, g es denso. Sean p € Py
n € w tal que no existe v € k tal que (y,n) € dom(p) (esto lo podemos
hacer porque dom(p) es finito). Sea ¢ = pU{((a,n),0), ((8,n),1)}. Entonces
g <pygqe¢€ Dyg. Porlo tanto D, es denso. Fijemos ahora o < 8 < &k
y sea p € D,p N G. Entonces para algin n € w: p(a,n) # p(f,n) lo cual
implica que fg(a,n) # fa(B,n), con lo cual, para algin n € w se tiene que

fea(n) # fap(n). Por lo tanto, fo. # fos- A

Continuando con la idea de la Observacién 3.2.2, (4) del lema que acabamos
de probar nos dice que Fn(k X w,2) agrega k reales de Cohen a M|G].
Serfa natural pensar que si escogemos k > Wy entonces en M [G] tenemos al
menos N, funciones distintas de w en 2. El problema, es que “ser cardinal”
no es una nocion absoluta. Es decir, pudiera ocurrir que M F xk > Ny, pero
MI|G] E k = Ny. En lo que resta de esta seccién, nos ocuparemos de ver
qué condiciones debemos pedirle a un copo P para que preserve cardinales
(ver Definicién 3.2.9). Al menos, podemos garantizar el siguiente corolario
que resulta de forma inmediata del lema anterior.
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3.2.4 Corolario. Sik € M y G es Fn(k X w, 2)-genérico sobre M, entonces
(29 > [s])M1.

El Lema 3.2.7 nos mostrard que los copos Fn(w,2) vy Fn(k X w,2), con k
un cardinal, son ccc; pero para esto necesitaremos el Lema del A-sistema a
continuacion.

3.2.5 Definicién. Una familia B forma un A-sistema si existe r tal que
para cada A, B € B ocurre que AN B = r. A dicha r le llamamos raiz del
A-sistema.

3.2.6 Lema. [del A-sistema| Sean x un cardinal regular no numerable y A
una familia de conjuntos finitos tales que |A| = k. Entonces existe B C A
tal que |B| = k y B forma un A-sistema.

Demostracion. Como cof (k) = k > w (ver Definicién 0.2.8, pagina 4), y cada
X € A es finito, veamos que existen n € w y D C A tales que |D| = k' y
para cada X € D(]X| = n). Si esto no fuera cierto, tendrfamos que todos
los elementos de A de cardinalidad n se repetirian solamente una cantidad
a < k de veces, asi, si consideramos todos los elementos de A de cardinalidad
1, todos los de cardinalidad 2, etc, (recordar que todos los elementos de A
son finitos) vemos que podemos reescribir a .4 como una unién de longitud
w de familias de tamano a < &, pero |A| = &, esto nos dirfa que k no es
regular (ver Teorema 0.2.10, pagina 5). Probaremos por induccién sobre n
que siempre podemos encontrar un B como el deseado. Si n = 1, D forma
un A-sistema con raiz vacia. Supongamos ahora que para cada m < n existe
C que forma un A-sistema y verifiquemos que para n también ocurre. Para
cada p € |JA sea D, = {x € D : p € X}. Hay dos posibles casos:

(Caso I) |D,| = k para algin p. Tomemos un p de éstos y sea e = {X ~\ {p} :
X € D,} que es una familia de s conjuntos, cada uno de ellos de tamano
n — 1. Usando nuestra hipétesis inductiva, sea C C ¢ tal que C es de tamano
k y forma un A-sistema con cierta raiz R. Entonces {Z U {p} : Z € C} es un
subconjunto de D de tamafio x que forma un A-sistema con raiz R U {p}.
(Caso II) |D,| < k para cada p. Entonces para cualquier conjunto S tal que
|S| < &, ocurre que {X € D: X NS # 0} = J,cq D, tiene tamaio menor
que k ya que K es regular (ver Teorema 0.2.10). Entonces como |D| = k,
existe X € D tal que X NS = (). Como esto lo hicimos para un S arbitrario
tal que |S| < k, podemos escoger de manera recursiva Xg € D con < k de

tal forma que para cada 8, XN, 53 Xo = 0. Entonces { X : 8 < k} es un
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A-sistema con raiz vacia. A

3.2.7 Proposicién. Si F'n(w,2) es ccc y k es un cardinal, entonces
Fn(k x w,2) es ccc.

Demostracion. Fn(w,2) es ccc puesto que Fn(w,2) es un conjunto numera-
ble, asi, si tomamos una anticadena, es a lo mas numerable. Supongamos que
k es un cardinal y sea A C Fn(k X w,2) tal que |A| = w;. Veamos que A
no es una anticadena. Sea B = {dom(p) : p € A}. Entonces B C [k X w]<“ y
|B| = w;. Por el Lema del A-sistema 3.2.6, existe C C B tal que |C| = w; ¥
C forma un A-sistema con raiz r para alguna r € [k X w|<“. Asi, si p,qg € A
son tales que dom(p),dom(q) € C, entonces dom(p),dom(q) = r. Como r
es finito, existe una cantidad finita de funciones de r en 2, entonces exis-
te D C C tal que |D| = w; y para cualesquiera p,q € A se tiene que
(dom(p) Ndom(q) € D — p [,= q I,). Entonces para cualesquiera p,q € A
tales que (dom(p) Ndom(q) € D se tiene que pl||q. Por lo tanto, A no es una
anticadena. Asi, Fn(k X w,2) es ccc. A

Modificando un poco la demostracién anterior, se puede probar un hecho
mas general: el copo Fn(I,J) es ccc si J es numerable.

Una ventaja de que un copo sea ccc queda reflejada en el siguiente lema, que
nos porporciona una manera de aproximar, dentro de M, cualquier funcién

de M[G).

3.2.8 Lema. Sea M un mtn de ZFE* P € M un copo de forcingy A, B € M.
Si f: A — B es una funcién tal que f € M[G] y (P es ccc)™, entonces
existe I : A — P(B), tal que F' € M, para cada a € A (f(a) € F(a)) y
(I1F(a)] < w™).

Demostracién. Sea 7 € MF tal que f = 7. Entonces existe p € G tal que
p I “7 es funcién de A en B”. Para cada a € A, sea F(a) = {b € B :
3¢ < p:qlF “r(a) = b"}. Notemos que F' € M (ya que M conoce todo
lo que involucra F' y hacemos uso del Lema de Definibilidad 3.1.27). Sea
a € A, probemos que f(a) € F(a). Sea b = f(a), entonces existe r € G
tal que r IF47(a) = b”. Sea ¢ € G extensién comin de py r, asi ¢ < p 'y
qF47(a) = b, entonces b = f(a) € F(a).

Resta probar que |F(a)] < wM. Usando el AE en M, elegimos una funcién
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0 €M, 0: F(a) — P tal que 6(b) I-“7(a) = b” y 6(b) < p. Ahora probaremos
que el conjunto {#(b) : b € F(a)} es una anticadena en P. Tomemos b,V €
F(a) tales que b # V. Supongamos por un momento que 6(b) y 6(V') tienen
una extension comun, digamos r € P. Por el Lema 3.1.7, podemos tomar
H C P un filtro P-genérico tal que r € H. Entonces 6(0),0()') € H y en
MIH] ocurre que 7y : A — B es una funcién (debido a que r < 0(b) < p
v p Ik “7 es funcién de A en B”), y ademds 7x(a) = by 7y(a) = ¥ lo cual
es una contradiccién. Por lo tanto, {#(b) : b € F(a)} es una anticadena en
P. Ademés, como P es ccc, se tiene que [{0(b) : b € F(a)}| < w™, lo cual
implica que |F(a)| < wM. A

3.2.9 Definicién. Sean M un mtn de ZFE*, P € M un copo de forcing y
G C P un filtro P-genérico sobre M. Diremos que P preserva cardinales si
ocurre:

VB € Ord N M(f es cardinal) < (5 es cardinal)™ (.
3.2.10 Observacién. Se cumple que
(k es un cardinal)!“ — (k es un cardinal)™.

Efectivamente, si x fuese un cardinal en M[G] y no lo fuera en M, se

tendrian o, f € M tales que (o < k) y (f : @ — K es una biyeccién)M,

Entonces «, f € M[G] y por absolutez (ver (2) del Lema 2.3.2 y (9) del
Lema 2.3.3; paginas 44 y 45, respectivamente), (o < )¢y (f : a —
x es una biyeccién)MI 1o cual implica que & no es un cardinal en M[G].

Para la siguiente definicién, necesitamos recordar el concepto de cofinalidad
(ver la Seccién 0.2).

3.2.11 Definicion. Sean M, P y G como en la Definicién 3.2.9. Diremos
que P preserva cofinalidades si para todo ordinal limite v € M (cof(’y))M =

(cof ()™,

El lema que presentamos a continuacion, nos da una muestra que preservar
cofinalidades es mas fuerte que preservar cardinales.

3.2.12 Lema. Si PP preserva cofinalidades, entonces P preserva cardinales.
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Demostracion. Supongamos que P preserva cofinalidades.

Si o > w es un cardinal regular en M (ver Definicién 0.2.8, pagina 4), enton-
ces (cof(a) = a)™, y como P preserva cofinalidades se tiene que (cof(a) =
)M es decir, (a es regular)M¢l usando el Lema 0.2.9 (pagina 4), se tiene
que (o es un cardinal regular)™[¢],

Por la Observacion 3.2.10, basta preocuparnos de los cardinales en M. Ex-
cepto por el 0, los cardinales son sucesores o limites. Si k € M es un cardinal
sucesor, entonces por el Lema 0.2.9, k es regular y, por lo que probamos lineas
arriba, x sigue siendo un cardinal en M[G]. Sea 8 > w un cardinal limite en
M. Entonces el conjunto de cardinales regulares en M es no acotado en [,
los cuales son cardinales regulares en M[G], por lo tanto, 5 es un cardinal
limite en M[G]. Asi, podemos concluir que PP preserva cardinales. A

3.2.13 Lema. Supongamos que P € M. Si siempre que G es P-genérico
sobre M y k es un cardinal regular no numerable de M se cumple que
(k es regular)MIC entonces P preserva cofinalidades.

Demostracion. Por el Lema 2.3.2 (pagina 44), ser ordinal sucesor o ser ordinal
limite son nociones absolutas. Ademads, por la Observacién 0.2.7 (pagina 4),
los ordinales sucesores tienen cofinalidad 1. Por lo tanto, resta verificar que
los ordinales limite en M preservan su cofinalidad. Sea + un ordinal limite en
M y sea (k = cof(v))™. Entonces por (5) del Lema 0.2.9 (pagina 4), existe
una funcién f : kK — v estrictamente creciente y cuyo rango es cofinal en ~.
Ahora, por (1) del Lema 0.2.9, se tiene que (k = cof(7) es regular)™ usando
nuestra hipétesis, (x es regular)™¢l de donde (cof (k) = k)M, Finalmente,

notemos que f € M[G], asi por (6) del Lema 0.2.9, (cof (k) = cof(fy))M[G],

entonces (I{ = cof ('y))M[G]. Por lo tanto, P preserva cofinalidades. A

El siguiente teorema nos muestra otra cualidad importante de los copos ccc.
3.2.14 Teorema. SiPP € M y (P es ccc), entonces P preserva cofinalidades.

Demostracion. Supongamos lo contrario. Entonces existe un G, filtro P-
genérico sobre M, y k € M tales que (x es regular y no numerable)™ y
(k no es regular)™¢l. Entonces existen o, f € M[G] tales que a < k y
f i a — K es una funcién con rango cofinal en k. Como (P es ccc)™, po-
demos usar el Lema 3.2.8. Sea F' : « — P(k) tal que F' € M, para cada
E<a (f(€) e F©)y|FE)| <w. Sidefinimos a S como S = |JF(§)¢<a,
entonces S € M y S es un conjunto cofinal en x (de no serlo, ran(f) no serfa
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cofinal en k). Pero S es una unién de longitud a de conjuntos numerables,

por lo tanto, (|S| = |a|) con lo cual (cof (k) < |S| = |a| < k). Esto nos
dice que k no es regular en M, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, P
preserva cofinalidades. A

Sumando todos los resultados anteriores, la consistencia de la negacién de
HC se obtiene como un corolario:

3.2.15 Corolario. Con(ZFE) — Con(ZFE + —HC)

Demostracion. Sea k = Ny y sea P = Fn(k X w,2). Por el Lema 3.2.7 se tiene
que P es ccc. Luego, por los Lemas 3.2.12 y 3.2.14, P preserva cardinales,
entonces en M[G], k = Ry. Por el Corolario 3.2.4 (|2¢] > || = Ry)ME. Por
lo tanto, |R| > Ry.” A

S6lo hemos probado que es consistente que (|2¢] > Ny). En lo que resta de
esta seccién mostraremos que también es consistente que (|2¢| = Ny), es més,
es consistente que |2¥| sea de cualquier tamano k, siempre y cuando k tenga
cofinalidad mayor que w (como una consecuencia del Lema de Konig 0.2.12
[ver Corolario 0.2.13, pagina 5], se tiene que cof(2*) > w). Con esta finalidad,
presentamos la siguiente definicién.

3.2.16 Definicién. Para 7 € V¥, un nombre adecuado® para un subconjunto
de 7 es un nombre de la forma

U{{o} x As : 0 € dom(7)},

donde cada A, es una anticadena en P.

El siguiente par de lemas nos serviran para acotar el tamano de 2 (ver Lema
3.2.19).

3.2.17 Lema. Sean 7 € V¥ fijo, x = |P| y A = |dom(7)]. Si P es ccc y
% vy A son infinitos, entonces, no hay mas de x* nombres adecuados para
subconjuntos de .

Demostracion. Como P es c.c.c., las anticadenas en [P son numerables, y como
k = |P|, a lo mas tenemos ™ anticadenas. Ademas

J{{o} x As s 0 € dom(r)}] < (5"0) = k™07 = KA.

2Recordemos que |R| = [2¢.
3En inglés se denomina como nice name.
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A

3.2.18 Lema. SiP € M y 7,1 € MP, entonces hay un nombre adecuado
Y € M¥ para un subconjunto de 7 tal que

1FpCr—pu="1).

Demostracion. Sea ¥ = |J{{o} x A, : 0 € dom(7)}, donde cada A, es
escogida de tal forma que:

1. A, es una anticadena en PP,
2. Paracadape A,, pl-o € p,
3. A, es maximal con respecto a (1) y (2).

Podemos suponer que {4, : o € dom(7)} € M por el Lema de Definibili-
dad 3.1.27 y el Lema de Zorn (que es equivalente a AE). Para probar que
1IF(u €717 — p=1),sea G un filtro P-genérico sobre M y supongamos que
ke C Ta.

Veamos que pug C J¢. Para esto, sea a € ug, como ug C 7q, se tiene que
para algin m € dom(7), a = mg. Si A, NG # 0, fijemos p € A, NG, entonces
(m,p) € dyp€G,asia=mg € ¥g. Si A, NG =0, como G es P-genérico
sobre M, por (a) del Lema 3.1.6, existe ¢ € G tal que para cada p € A,
p L q. Sea ¢ € G tal que ¢’ IF 7™ € u y sea r una extension comin de ¢y ¢'.
Entonces A, U {r} satisface (1) y (2) lo cual contradice la maximalidad de
Ay, por lo tanto A, NG # 0 y se tiene que ug C Yg.

Para ver que ¥g C ug, fijemos a € Y¢g, entonces a = mg, donde (m,p) € ¥
para algin p € G. Por definiciéon de ¢, p IF 7 € u, asi a = mg € pg, con lo
cual se concluye la igualdad deseada. A

3.2.19 Lema. Fijemos P € M. Supongamos que en M, P es ccc, kK, Ay ¢
son cardinales infinitos, k = |P| y § = x*. Si G es un filtro P-genérico sobre
M, entonces (2* < §)MIC],

Demostracidn. Trabajando en M: el nombre \ = {(f,ﬂ) €< )\} tie-
ne tamano A, asi por el Lema 3.2.17, podemos alistar todos los nombres
adecuados para subconjuntos de A como {9 : ( < 6}. Sea f el nombre

{(OP(Cvaeg),]l):C<6}.‘ V
Trabajando en M[G): fo = {(op((,0c), 1)c : ¢ < 6} = {(¢,(6c)a) : ¢ < 6}
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Asi, fo es una funcién con dominio d y fG(C ) = (8¢)c-

Si s es cualquier subconjunto de A en M[G], entonces s = ug para algin
py por el Lema 3.2.18, hay algiin ¢ tal que 1 IF (u € X\ — p = ¥J;). Asi,
fa(©) = (9)a = pa = s. Por lo tanto, ran(fg) 2 P(A). Con lo cual 2* < §
(en M[G]). Notemos que (d es un cardinal)”¢l ya que P es ccc (ver Lemas
3.2.12 y 3.2.14). A

Estamos en condiciones de probar lo siguiente.

3.2.20 Lema. Sean x un cardinal infinito de M tal que (k% = k)M y P =
Fn(k x w,2). Si G es un filtro P-genérico sobre M, entonces (2% = )¢,

Demostracion. Sea r un cardinal infinito de M tal que (k™ = &)™, proce-
diendo de manera similar a la demostracion del Corolario 3.2.15, tenemos que
(280 > k)M (@] Ademés, se cumplen las hipétesis del Lema 3.2.19 ya que P
es cce v k = |P|, entonces (2% < x80)MIG] 1o cual implica que (280 < g)MIG],
Por lo tanto, (2% = x)MIG], A

Como habiamos comentado anteriormente, es consistente que el continuo
tenga cualquier tamano x siempre y cuando cof(k) > w, es decir, se verifica
lo siguiente:

3.2.21 Corolario. Con(ZFE) implica
(a) Con(ZFE + 2¥ = R,),
(b) Con(ZFE + 2¥ = Ny, ), etcétera.

3.3. Fn de Cardinalidades Mayores

En esta seccion, veremos que es posible construir modelos donde HCG no
se verifica a partir de cierto cardinal pero HC si se verifica. Muchos de estos
resultados son una generalizacion de resultados obtenidos en la seccion ante-
rior, es por eso que omitiremos su demostracion salvo cuando sea necesario.
Generalizando la nocién de F'n(I, J) tenemos lo siguiente.

3.3.1 Definicién. Para cualquier cardinal infinito A,
Fn(I,J,\) ={p:|p| < AApesuna funcién A dom(p) C I Aran(p) C J}.

Ordenamos a p,q € Fn(l,J,\) como p < q <> q C p.
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3.3.2 Observacién. Notemos que F'n(I,J) = Fn(I, J,w), ademas, al igual
que con Fn(1,J), Fn(l,J,w) es un copo con elemento maximal 1 = 0.

De manera andloga a la demostracién de (4) del Lema 3.2.1, podemos probar
el siguiente resultado.

3.3.3 Lema. Si I,J, A € M, (X es un cardina)™, J £ 0, (|[I| > )™ y G es
Fn(1, J,\)™-genérico sobre M, entonces | JG es una funcién sobreyectiva de
Ial.

El siguiente lema es similar al Corolario 3.2.4.

3.3.4 Lema. Si (\ es un cardina)™  k € M y G es Fn(kx\, 2, \)M-genérico
sobre M, entonces (2 > |x[)MIA],

Necesitamos modificar el argumento de ser ccc para que se preserven cardi-
nales mayores que A.

3.3.5 Definicion. Supongamos que P € M y 6 es un cardinal infinito en M.

1. P preserva cardinales mayores o iguales a 6 (0 menores o iguales a 6),
si y solo si siempre que G sea P-genérico sobre M, 5 € M N Ord y
£ > 0 (respectivamente [ < 0),

(B es un cardinal) « (3 es un cardinal)M[“.

2. P preserva cofinalidades mayores o iguales a 6 (o menores o iguales a
0), si y sélo si siempre que G sea P-genérico sobre M, v un cardinal
limite en M, y cof(v)™ > @ (respectivamente, cof () < ), entonces

cof (MM = cof (7)™

3.3.6 Lema. Con las mismas hipotesis de la Definicion 3.3.5, si P preserva
cofinalidades < 6, entonces P preserva cardinales < . Si [P preserva cofinali-
dades > 0 y (0 es regular)™, entonces P preserva cardinales > 6.

Demostracion. Procedemos de manera analoga a la demostracion del Lema
3.2.12. A

El siguiente lema es el andlogo del Lema 3.2.13.
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3.3.7 Lema. Con las mismas hipétesis de la Definicion 3.3.5. Si siempre que
k sea un cardinal regular de M, kK > 6 y G sea P-genérico sobre M, ocurre
que (x es regular)MI¢l entonces P preserva cofinalidades > . Andlogamente,
si escribimos < 6 en vez de > 6.

Como una generalizacién de ser ccc (ver (5) de la Definicién 3.1.1) tenemos
lo siguiente:

3.3.8 Definicién. Si P es un copo de forcing y x es un cardinal, diremos
que P cumple la k-cc (o, simplemente, P es k-cc), si para toda anticadena
A C P, se cumple que |A| < k.

Notemos que los copos que son wi-cc y los que son ccc son exactamente los
mismos. El siguiente par de resultados son una generalizacion del Lema 3.2.8
y el Teorema 3.2.14.

3.3.9 Lema. Supongamos que P € M, A, B € M, (6 es un cardinal) y P
es f-cc. Si G es un filtro P-genérico sobre M y f € M|G] tal que f: A — B,
entonces hay una funcién F' : A — P(B) con F' € M, tal que para cada
a €A (f(a) € F(a)) y para cada a € A (|[F(a)| < 0)M.

3.3.10 Lema. SiP € M, 6 es un cardinal en M,y (P es 6 —cc)™, entonces P
preserva cofinalidades > 6. Ademas, si (6 es regular)™, P preserva cardinales
> 0.

3.3.11 Lema. Fn(I,J,\) es (|J|<*)*-cc.

3.3.12 Corolario. Si I,J € M, (X esregular)™, (|J| < 2<MM y (9 =

(2<’\)+)M, entonces, F'n(I, J,\)M preserva cofinalidades y cardinales > 6.

Demostracién. Aplicando el Lema 3.3.11 en M, Fn(I,J, \)™ es f-cc en M
ya que (|J|<* = 2<*)M_ Aplicando el Lema 3.3.10, se tiene el resultado. A

Mediante un método diferente probaremos que si A es regular en M, entonces
(F n(l, K, )\))M preserva cofinalidades y cardinales < \. Para esto, veamos la
siguiente definicién.

3.3.13 Definicion. Un copo P es A-cerrado si y sélo si siempre que v < Ay
{pe : £ < 7} sea una sucesién decreciente de elementos de P ({ <n — p, <
Pe), entonces existe ¢ € P tal que para cada £ < v (g < pe).
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3.3.14 Lema. Si A es regular, entonces F'n(I, J,\) es A-cerrado.

Demostracion. Sea v < Ay {pe : £ < v} una sucesién decreciente de ele-
mentos de P. Si hacemos ¢ = [J{pe : £ < 7}, entonces |¢| < X ya que cada
Ipe] < Ay A es regular. A

Si A es regular, entonces el hecho de que F'n(I, J, \) sea A-cerrado sera usado
para probar que los cardinales < A se preservan. El siguiente teorema se
puede comparar con el Lema 3.3.9, nos muestra que las funciones de A en B
estdan en M siempre y cuando A sea lo suficientemente pequeno.

3.3.15 Teorema. Supongamos que P € M, A, B € M, (X es un cardinal)™,
(P es A-cerrado)™ y (JA| < A)M. Si G P-genérico sobre M y f € M[G] es tal
que f: A— B, entonces f € M.

3.3.16 Corolario. Si P € M, () es un cardinal)™ y (P es A cerrado)™, en-
tonces P preserva cofinalidades < A\ y por tanto, cardinales < .

Demostracion. Supongamos que P no preserva cofinalidades, entonces por el
Lema 3.3.7 existe un £ < A tal que (k es regular)™ y (k es singular)M[“, Asi,
existe « < kyuna f € M[G], f : « — & tal que ran(f) es cofinal en k. Por el
Teorema 3.3.15, f € M, lo cual contradice que ( es regular). Por lo tanto,
P preserva cofinalidades < Ay por el Lema 3.3.6, IP preserva cardinales < \. A

3.3.17 Teorema. Si\, I, J € M, () es regular)M (2<* = )M y (|J] < )M,
entonces Fn(I, J,\)M preserva cofinalidades (y por tanto, cardinales).

Demostracién. Por el Lema 3.3.14, como A es regular, Fn(l, J,\)M es \-
cerrado en M y, por el Corolario 3.3.16, preserva cofinalidades < A. Como
2<A = Ay (|J] € MM, se tiene que |J| < 2<* usando el Corolario 3.3.12,
se tiene que F'n(I, J, \)* preserva cofinalidades > (2<*)* = A*. Con todo lo
anterior, se obtiene el resultado. A

Este Teorema es una generalizacion del Corolario 3.2.21.

3.3.18 Teorema. Supongamos que (A < )M, (X es regular), (2<* = \)M
v (k" = k). SiP = Fn(k x X\, 2, \)™, entonces P preserva cardinales y si G
es P-genérico sobre M, entonces (2* = x)M[G].
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Usando el teorema anterior, podemos invalidar HCG a nuestro gusto en
cualquier cardinal regular, mas atin, en cualquier cantidad finita de cardinales
regulares. Verbigracia, podemos encontrar una prueba de lo siguiente en [13]:

3.3.19 Teorema. Si ZFE es consistente, entonces también lo son:
(a) ZFE + HC + 2" = wq + 2“2 = w,,
(b) ZFE + HC + 2" = w5 + 22 = wy

(C) ZFE+2”:w3+2‘”1:w4+2”2:w6

3.4. ZFE + HC

A continuacién, presentaremos una prueba de la consistencia de HC para
ilustrar lo sencillo que ésta resulta usando la técnica de forcing. Godel, en
1938, fue el primero en probar esto definiendo el modelo L de los conjuntos
construibles (para mayor informacién sobre L, se pueden consultar [6], [10],

[11] y [14)).
3.4.1 Teorema. Con(ZFE) — Con(ZFE + HC).

Demostracion. Sea M un mtn de ZFE* y definamos en M a
P = Fn(wy, P(w),wr).

Los elementos de P son aproximaciones numerables a funciones de wi’ en
PM(w). Sea G un filtro P-genérico sobre M. Para cada o < wi!, sea D, =
{peP:aCdom(p)}.

Veamos que para cada o < w, D, es denso. Sea p € P y supongamos que
p: B — PM(w), con B un ordinal y 8 < wM (si p no cumple con que 3 sea
ordinal, podemos encontrar un ¢ < p que si lo cumpla). Si > « entonces
p € D,. En otro caso, sea q : « — PM(w), tal que

_ ] pE) sigep

entonces g € Dy, y ¢ < p.
Por otro lado, para cada z € PM(w) sea E, = {p € P: = € ran(p)}. Vea-
mos que para cada x € PM(w), E, es denso. Sea x € PM(w) y p € P, si
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x € ran(p), entonces p € E,. Supongamos que = ¢ ran(p). Sea > dom(p)
tal que 8 € wM, definimos ¢ = p U {(B3,z)}. Entonces ¢ < py q € E,. Por lo
tanto, F, es denso para cada x € PM(w).

Definamos ahora f = UpeG p vy veamos que es una funcion sobreyectiva f :
wM — PM ().

1. Si (o, A), (a, B) € f, entonces existen py,p; € G tales que (a, A) €
p1, (o, B) € po. Como G es filtro, existe r € G tal que r < p; y 7 < po.
Ast (o, A), (o, B) € r y como 7 es funcién, ocurre que A = By por
tanto f es funcion.

2. Como para cada a < w, D, es denso y G es P-genérico sobre M se
tiene que G N D, # (). Asi, para cada o < wi! existe p € G tal que
a C dom(p) y por tanto wM =, _ wa C U,eq dom(p) C wM. Por lo

Oé<w1
tanto dom(f) = M

ec dom(p) = wy".

3. Sea A€ PY(w)ypeP. Como Ey={p€P:AEc€ran(p)} es denso
en P, existe ¢ € E4 tal que ¢ < p. Es decir, A € ran(q). De aqui, se
tiene que existe a < w}’ tal que f(a) = A.

De todo lo anterior tenemos que f : wM — PM(w) es una funcién sobre-

yectiva. En este punto pareciera que hemos concluido la prueba, pero no
olvidemos que falta verificar que PM(w) = PM () y wM = w}’ 4 va que
si estas igualdades no se verifican, no podriamos garantizar lo que queremos.

= Sabemos que PM(w) C PMIE(w). A un elemento en PMI¢(w) lo pode-
mos ver como una funcion f : w — 2. Ademas por el Lema 3.3.14, P
es wy-cerrado, y por el Teorema 3.3.15, f € M, con lo cual PMIC] (w) C
PM(w). Por lo tanto, tenemos la igualdad entre estos dos conjuntos.

= Veamos que w}! = w{W[G]. Como M C MIG], se tiene que wM = w; N

M C wi N M[G] = w Por lo tanto, wM < WM. Veamos ahora que
M[G]

MI[G . .
wM > w; ! Para esto, supongamos lo contrario, es decir, w} < w;

Entonces w es un ordinal numerable en M|[G], pero en M[G] tenemos

a la funcién f : wM — PM(w) que ya se probd que es sobreyectiva,
ademds PM (w) = PMIE(w), lo cual implica que M [G] modela que P(w)

es numerable, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, wj! > wiW[G].
Juntando las dos desigualdades, hemos probado que wif = w{W[G].
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Entonces M[G] modela que existe una funcién sobreyectiva de w; en P(w),
lo cual nos dice que w; > |P(w)|. Ademads, es un resultado conocido de la
teoria de conjuntos que w < |P(w)|, con lo cual w; < |P(w)|. Entonces
M[G] E w; = |P(w)| = |R|. A



94

CAPITULO 3. LA TECNICA DE FORCING



Capitulo 4

Encajes y Aplicaciones

La primera seccion de este capitulo estd dedicada a los encajes entre copos, es
decir, funciones de un copo a otro copo que cumplen ciertas propiedades (ver
Definicién 4.1.2); el objetivo principal es estudiar qué propiedades debemos
pedirle (y en qué casos es esto posible), a un encaje para poder obtener las
mismas extensiones genéricas de dos copos distintos.

La seccion de aplicaciones tiene como objetivo mostrar algunos resultados
que si bien son sencillos, resultan muy interesantes y se obtienen mediante el
uso de la técnica de forcing.

En este capitulo, M siempre denotard un modelo transitivo y numerable de
ZFE* a menos que se especifique lo contrario, de igual manera P y Q seran
copos de forcing.

4.1. Encajes

Suponga que P y Q son copos en M,y e € M es tal que e : P — Q es una
funcién y €’P es un suborden' de Q. En esta seccién, mostraremos cémo,
definiendo e de manera precisa, podemos encajar todo el aparato de forcing
de P dentro del aparato de forcing de @) (ver Teorema 4.1.21).

4.1.1 Notacion. En muchas ocasiones serd conveniente escribir que G es un
filtro (M, P)-genérico (o mas sencillamente que G es (M, P)-genérico), para
expresar que G es un filtro P-genérico sobre M.

P es un suborden de Q siP C Q y <p=<g NP xP.

95
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Si P es un suborden de Q, se podria pensar que de Q “debe” obtenerse una
extensiéon mas grande que de P y que si H es Q-genérico, entonces H N P
“deberfa” ser P-genérico y M[H NP] C M[H]. Sin embargo, esto es falso si
no imponemos ciertas restricciones a Py Q.

Una de estas restricciones surge de lo siguiente. Imaginemos que pi,ps € P
son tales que (p; Lp p2) y (p1 |lo p2), entonces existe un ¢ € Q que es extension
comun de p; y ps, si tomamos un filtro H que sea Q-genérico y tal que ¢ € H,
entonces pi,pe € H y H NP ni siquiera es filtro. Entonces, debemos pedir
que (p1 Lp p2) = (p1 Lo p2). Por eso, para nosotros serda conveniente definir
la nocion de encaje de la siguiente manera.

4.1.2 Definicién. Sean (P, <p, 1p) y (Q, <g, Lg) copos de forcing, una fun-
cion e : P — Q se dird un encaje de P en Q si y solo si

1. Vp,r e P (p <r—e(p) < e(r)), es decir, e preserva el orden.

2. Vp1,p2 € IP’(pl Lpyere(p) L e(pQ)), es decir, e preserva incompatibi-
lidades.

4.1.3 Observacién. Notemos que en la Definicién 4.1.2, dejamos de escribir
los subindices de los simbolos <p, <@, Lp ¥ Lg; haremos esto cada vez que
sea claro el copo en el que estemos comparando dos elementos.

Para obtener una segunda restriccién, fijemos un ¢ € @), y sea D = {p € P:
p L q}. Si H es Q-genérico sobre M y q € H, entonces H N D = ) (de lo
contrario H tendria dos elementos que no son compatibles), asi, si deseamos
que H NP sea P-genérico, debemos garantizar que D no es un denso en P,
para lo cual es suficiente la existencia de un p € P tal que

Vr e ]P’(r < p — r y q son compatibles en Q).

Como veremos en el Teorema 4.1.9, las dos restricciones anteriores, que dan
pie a la siguiente definicion, son suficientes.

4.1.4 Definicién. Sean P y Q copos. Diremos que e : P — Q es un encaje
completo si y sélo si e es un encaje y

VgeQIpePVreP(r<p—e(r)|oq).

En este caso, decimos que p es una reduccion de q en P.
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Notemos que en la definicién anterior la reduccién p de ¢ en P no es tnica; si
p1 < p, entonces p; es otra reduccion. Observemos también que no pedimos
que P C Q. Para este caso particular, damos la siguiente definicion.

4.1.5 Definicion. Sean P y Q copos. Diremos que P estd completamente
contenido en Q, y lo escribiremos como P C. Q,siP C Q, <p=<gNPxPy
la funcién inclusion (la funcién identidad), de P a Q es un encaje completo.

Veamos un ejemplo de un encaje completo.

4.1.6 Ejemplo. Si P es un copo lineal, Q un copo cualquiera y e(p) = 1g
para cada p € P, entonces ocurre que:

= p<r—e(p)=lg<lg=ce(r)

» p1 L py > e(p1) L e(pe) se cumple trivialmente ya que P es un copo
lineal.

= Si g € QQ, entonces cualquier p € P es una reduccion de g en P, puesto
que si r < p, entonces e(r) = Lg > ¢, es decir, e(r)]|q.

De todo lo anterior, se tiene que e es un encaje completo.
El siguiente lema nos provee de otros ejemplos de encajes completos.

4.1.7 Lema. (a) Si e es un isomorfismo de P a Q, entonces e es un encaje
completo.

(b) Si I C I, entonces F'n(I,J, k) C. Fn(I', J, k).

Demostracion. (a) Es inmediato que e es un encaje. Tomemos un ¢ € Q,
como e es un isomorfismo, existe un p € P tal que e(p) = ¢, entonces p es
una reduccion de g en P.

(b) Denotemos por e a la funcién identidad de Fn(I,J, k) en Fn(I', J, k),
entonces e es un encaje. Para verificar que es completo, sea g € Fn(I’, J, k)
y veamos que ¢ [7 es una reduccién de g a Fn(I, J, k). En efecto, si r < ¢ |,
entonces r U g = e(r) U g, extiende a e(r) = r y a ¢, por lo tanto, e(r)|lg. A

Ahora mostraremos que si P C,. Q, entonces de Q se puede obtener una
extension mayor que de P. Notemos que las nociones “encaje completo” y
“C.” son absolutas siempre que ¢, P y Q sean elementos de M. Pero primero,
probemos la siguiente equivalencia que nos sera de utilidad.
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4.1.8 Lema. SiP € M y G C P, entonces G es un filtro (M, P)-genérico si
y s6lo si:

1. Vp,qe GIreP(r<pAr <yq),
2.VpeGVqeP(g>p—qe@)y
3. VD CP(D e MAD esdensoen P) - GND # 0.

Demostracion. Si G es (M, P)-genérico, entonces ocurren (1) - (3). Supon-
gamos ahora que ocurren (1) - (3) y veamos que G es (M, P)-genérico. Para
esto, resta probar que cualesquiera dos elementos en GG son compatibles en
G. Sean p, q € G, definimos:

D:{rGIP’:rJ_p\/rJ_q\/(TSp/\TSq)}.

Veamos que D C P es denso. Sea s € P. Si para alguna r < s ocurre que
r Ll por L g entoncesr < syr € D.Sipor el contrario, toda extension de
s es compatible con p y ¢, se tiene entonces, en particular, que para alguna
rg € P, rg < syryg<p Comorg<s,rges compatible con ¢, asi, existe
r € P extension comun de ry y ¢q. Entonces r < rqg < p y r < q. Por lo tanto,
r es una extensién de s en D, con lo cual, D es denso. Ademas, D € M.
Ocupando (3), GN D # (. Sea r € G N D. No puede ocurrir que r sea
incompatible con ¢ ni que r sea incompatible con p, por lo tanto, r es una
extensién comin de py q y, r € GG, que es lo que nos restaba verificar. A

4.1.9 Teorema. Supongamos que ¢,P,.Q € M,y e : P — Q es un encaje
completo. Si H es un filtro (M, Q)-genérico, entonces e '(H) es un filtro
(M, P)-genérico y Me ' (H)] C M[H].

Demostracion. Sea H (M, Q)-genérico. Sea G = e '(H). Veamos que G es
(M, P)-genérico. Veamos que se verifican las condiciones (1)-(3) del Lema
4.1.8.

(1) Sean p,q € G, entonces e(p),e(q) € H. Como H es filtro, e(p)|le(q),
ademds, e preserva incompatibilidades, con lo cual se tiene que pl|g, entonces
existe r € P extension comun de p y q.

(2) Supongamos que p € G y p < ¢, para algin ¢ € P. Entonces e(p) € H,
e(q) € Qy e(p) <e(q). Como H es filtro, ocurre que e(q) € H, y por tanto,
q€eq.

(3) Ahora supongamos que G N D = () para algin conjunto denso D € P.
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Supongamos por un instante que H Ne”D # (), tomemos un ¢ € H Ne’D,
entonces ¢ € H y q = e(p) para algin p € D, ademés, e(p) € H implica
que p € G, es decir, p € D NG, lo cual es una contradiccién, ya que esta-
mos suponiendo que G N D = (). Por lo tanto, H Ne”"D = (). Como H es
(M, Q)-genérico, por (a) del Lema 3.1.6 (pagina 64), existe ¢ € H tal que
para cada r € ¢’D(q L r), entonces, para cada r’ € D(q L e(r’)), como e
es un encaje completo, ¢ admite una reduccién en P, digamos p’. Entonces,
para cada t < p/ (e(t) Hq) lo cual implica que para cada t < p/(t ¢ D), lo cual
contradice que D es denso en P. Por lo tanto, G N D # () para cada conjunto
denso D € P.

Por el Lema 4.1.8, se tiene que G = e 1(H) es (M, P)-genérico.

Ademds, como e € M C M[H|y H € M[H], se tiene que e '(H) € M[H].
Por la minimalidad de M[e™'(H)] (ver el Lema 3.1.16, pdgina 67), se tiene
que M[e '(H)] C M[H]. A

En caso de tener un isomorfismo entre P y QQ, las extensiones coinciden:

4.1.10 Corolario. Con las hipotesis del Teorema 4.1.9, si e es un isomorfis-
mo, entonces G C P es (M, P)-genérico si y sélo si €”’G es (M, Q)-genérico.
En dicho caso, M[G] = M["G].

A partir del Teorema 4.1.9, nos podemos preguntar si hay algiin copo en
M([e™'(H)] que nos permita extender este modelo para obtener todo M[H]. El
Teorema 4.1.14 responde de manera positiva a esta cuestion; su demostracion,
junto con la del Lema 4.1.12, han sido tomadas de [3]. Para esto, necesitamos
la siguiente definicién.

4.1.11 Definicién. Sea e : P — Q un encaje completo tal que e,Q € M.
Para cualquier P C P definimos:

Q/P={qeQ:VpePle®|q}

4.1.12 Lema. Sean e : P — Q un encaje completo tal que e,P,Q e My
q € Q. p € P es una reduccién de g en P siy sélo si p IF ¢ € Q/I", donde Q/T
es un P-nombre para el cociente Q/G.

Demostracion. [—] Supongamos que p es una reduccién de ¢ en P. Sea G
cualquier filtro (M, P)-genérico tal que p € G (esto lo podemos hacer por el
Lema 3.1.7 de la pdgina 65), y sea r € GG arbitrario. Entonces existe s € G tal
que s < py s <r.Como s < p, por hipitesis se tiene que e(s)||q, asi, existe
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t € Qtal quet <e(s) yt <q Ademads, como e es un encaje, e(s) < e(r).
Por lo tanto, t < e(r) y t < g, entonces e(r)||q. Como escogimos a r de forma
arbitraria en G, se tiene que ¢ € Q/G. Como esto ocurre para cada filtro
(M, P)-genérico, se tiene que p I+ G € Q/T.

[«+—] Demostremos la contrapositiva, es decir, probemos que si p € P no es
una reduccién de ¢ en P, entonces p I}t ¢ € Q/I. Si p € P no es una reduccién
de ¢ en P, entonces existe r < p tal que e(r) L ¢. Usando nuevamente el
Lema 3.1.7 tomemos a G un filtro (M, P)-genérico con r € G. Como G es,
en particular, un filtro y r < p, se tiene que p € G. Entonces, p € G, r < p
y e(r) L ¢, entonces ¢ ¢ Q/G. Por lo tanto, p I § € Q/T. A

Usualmente, cuando hablamos de una extensién M [G] no hacemos explicito
del copo al que nos estamos refiriendo, y esto es porque, en general, sélo
trabajamos con un copo. Sin embargo, hay ocasiones donde un mismo filtro
es genérico con respecto a dos copos distintos. En tales casos es conveniente
usar la siguiente notacion.

4.1.13 Notacién. Si S C Q/G es (M, Q)-genérico y (M[G], Q/G)-genérico,
entonces:

L] M[S]Q = {TS T E MQ},

= M[G][Sloje = {rs : T € (M[G)V}.
Notemos que si e : P — @Q es un encaje completo y G es un filtro (M, P)-
genérico, entonces Q/G hereda el orden de Q. Ademds, para cada p €

P(e(p) < 1g), asi e(p)||Lg, lo cual implica que 1g € Q/G. Por lo cual,
podemos considerar a (Q/G, <, 1g) como un suborden de Q.

Ya podemos enunciar el siguiente teorema, que nos iguala las extensiones del
Teorema 4.1.9.

4.1.14 Teorema. Sea e : P — Q un encaje completo con e,P,Q € M. Si G
es un filtro (M, P)-genérico y K es (M[G], Q/G)-genérico, entonces:

1. K es (M,Q)-genérico,

2. M[K]g = M|G][K]g/c-
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Demostracion. (1) Veamos que K es (M, Q)-genérico.

(a) Sean p,q € K, entonces existe r € Q/G tal que r es extensién comun de
p v q. Entonces, en particular r € Q.

(b) Seap € Ky q € Q tal que p < q. Probemos que ¢ € K. Para conseguir
esto, probemos que ¢ € Q/G. Sea r € G, entonces como p € K C Q/G,
e(r)|lp. Entonces existe s, extension comin de e(r) y p, es decir, s < e(r) y
s < p < q. Entonces e(r)]|q. Por lo tanto, ¢ € Q/G. Como K es (M|G],Q/G)-
genérico, q € K.

(c) Sea D € M un subconjunto denso de Q. Veamos que DN (Q/G) es denso
en Q/G. Sea qp € Q/G. Como Q/G C Q, qo € Q, (y por transitividad deM,
se tiene que gy € M). Entonces (go)g € (Q/I')¢. Entonces por el Lema de
Verdad 3.1.28 (pagina 74), existe py € G tal que pg IF gy € Q/T". Definimos

E:{pEP:HqEQ(quO/\qeD/\pll—ch@/F)}.

Afirmamos que F es denso debajo de pg. Sea p; < pg, por el Lema 4.1.12,
po es una reduccién de g en P. Asi, e(p1)|/qo. Sea ¢; una extensién comun
de e(p1) y go. Como D es denso, existe ¢ € D tal que ¢ < ¢;. Como e es
completo, sea ps € P reduccién de ¢ en P. Entonces e(ps2)||q y por el Lema
4.1.12, po IF ¢ € Q/T. Sea ¢, una extensién comin de e(ps) v ¢, es decir,
¢ < e(p2) y ¢2 < ¢; como q < q1 < e(p1), ocurre que ga < e(p2) y ¢2 < e(p1).
Asf, p1[|p2. Sea p una extensién comin de p; y ps, entonces p € E ya que
existe ¢ < qo, g € Dypl- ¢ € Q/T (yaquepy IFGe€ Q/T'yp<ps)y
p < p1, donde p; < pg arbitrario. Por lo tanto, E es denso debajo de py.
Notemos que E € M, ya que P,Q,D,qo € M. Como py € G, por (b) del
Lema 3.1.6 (pagina 64), se sigue que G N E # (). Sea p € G N E. Asi,
p e Gyexisteq e QND tal que ¢ < qoyp Ik G € Q/T, entonces
M[G] E (§)g € (Q/T)g, es decir, ¢ € Q/G. En resumidas cuentas, hemos en-
contrado ¢ € DN (Q/G) tal que g < qo. Por lo tanto, DN (Q/G) es denso en
Q/G. Ademés, DN (Q/G) € M|G] yaque D € M C M[G] y Q/G € M[G].
Como K es un filtro (M[G], Q/G)-genérico, se tiene que K N[DNQ/G| # 0,
de donde KN D # . Por (a), (b) y (c) se tiene que K satisface (1) - (3) del
Lema 4.1.8, por lo tanto, K es (M, Q)-genérico.

(2) Sea p € G, y supongamos que e(p) ¢ K, entonces por (a) del Lema 3.1.6,
como K N{e(p)} =0, existe ¢ € K tal que ¢ L e(p), lo cual no es posible ya
que K C Q/G. Por lo tanto, G C e !(K). Por (1) de esta demostracién, K
es (M, Q)-genérico, entonces por el Teorema 4.1.9, e (K) es (M, P)-genéri-
co, usando el Lema 3.1.8 (pdgina 65), G = e !(K). Por el Teorema 4.1.9,
M[G] € M[K]g. Ademas, por el Lema 3.1.16 (pagina 67), M[G][K]q/c C
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M[K]g. Por otra parte, M C M[G] € M[G|[Klgc v K € M[G]|[K]g/c,
usando nuevamente el Lema 3.1.16, M[K]g € M[G][K]g/a. Por lo tanto,
tenemos la igualdad. A

El siguiente teorema se puede pensar como el reciproco del Teorema 4.1.14,
una demostracién se puede encontrar en [3].

4.1.15 Teorema. Si e : P — Q es un encaje completo con e,P,Q € M, H
es un filtro (M, Q)-genérico y G = e~ !(H), entonces:

1. HCQ/G,
2. H es un filtro (M[G],Q/G)-genérico,
3. M[H]g = M|G][Hlg/c-

Ahora centraremos nuestra atencion en los encajes densos definidos a conti-
nuacion.

4.1.16 Definicion. e¢: P — Q es un encaje denso si y sélo si e es un encaje
tal que P es un conjunto denso en Q. Cada vez que exista e : P — Q encaje
denso, escribiremos P <; Q.

4.1.17 Proposiciéon. Todo encaje denso es completo.

Demostracion. Sea e : P — Q un encaje denso. Basta verificar que todo ele-
mento de Q tiene una reduccién en P. Sea ¢ € Q. Como €”IP es denso en Q,
existe p € P tal que e(p) < ¢. Sea r < p. Entonces e(r) < e(p) < ¢. Asi, en
particular, e(r)||g. Por lo tanto, p es una reduccién de ¢ en P. A

El reciproco de la proposicién anterior es falso. El siguiente resultado y su
prueba, pueden encontrarse en [3].

4.1.18 Proposicién. No todo encaje completo es denso: si Iy e Iy son con-
juntos no vacios tales que Iy estd contenido propiamente en I;, entonces la
funcién e : Fn(ly,2) — Fn(l;,2) dada por e(p) = p, es un encaje completo
que no es denso.

La importancia de los encajes densos radica en que si P estd encajado den-
samente en QQ, entonces se obtienen las mismas extensiones de P y Q. Esto
es precisamente lo que nos dice el Teorema 4.1.21. Pero primero necesitamos
definir lo siguiente.
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4.1.19 Definicion. Sean P y QQ dos copos y e : P — Q una funcién. Para
cada X C P definimos

&X)={qeQ:TpeX(elp) <9}
4.1.20 Observacién. Podemos notar que si P C X, entonces ¢"P C é(X).
4.1.21 Teorema. Sea e : P — QQ un encaje denso. Si e,P,Q € M, entonces

1. Si G es un filtro (M, P)-genérico, entonces é(G) es un filtro (M, Q)-
genérico y G = e '[¢(G)]. En este caso, M[G] = M[e(G)],

2. Si H C Q es un filtro (M, Q)-genérico, entonces e !(H) es un filtro
(M, P)-genérico y H = é(e”'(H)). En este caso, M[e™'(H)] = M[H].

Demostracion. (1) Probemos que é(G) es un filtro.

(a) Sean ¢1,q> € é(G). Entonces existen py,ps € G tales que e(p1) < ¢1 y
e(p2) < qo. Como G es filtro, existe p € G tal que p < p; y p < po. Asi,
e(p) < e(p1) y e(p) < e(pa). Entonces e(p) es una extensién comuin de ¢; y
¢2. Ademds como p € Gy e(p) < e(p) € Q, se tiene que e(p) € é(G). Hemos
probado que e(p) es una extensién comun de ¢; y g2 en é(G).

(b) Sean r € é(G) y q € Q tales que r < ¢. Asi, existe p € G tal que e(p) < r.
Entonces e(p) < q y, por tanto, g € é(G).

(c) Probemos la genericidad de é(G). Sea D € M un subconjunto denso de
Qysea F = {p € P:3q € D(e(p) < q)} Veamos que E es denso en P. Sea
p € P, como D es denso en Q y e(p) € Q, existe ¢ € D tal que ¢ < e(p).
Por hipétesis se tiene que ¢’ es denso en Q, con lo cual existe r € P tal que
e(r) < gq. Asi, e(r) < e(p) y, en particular, e(r)|le(p), lo que implica que r||p.
Consideremos a s una extension comtun de r y p, es decir, s < ry s < p.
Entonces e(s) < e(r) < gy q € D, por lo tanto, s € E y s < p, lo cual
nos dice que F es denso en P. Como P, D.e € M, se tiene que F € M. Asi,
GNE#0.Sipe GNE, existe g € D tal que e(p) < qy p € G, con lo cual
q € é(G@) yqe D. Por lo tanto, é(G) N D # .

Probemos ahora que G = e ![¢(G)]. Ya verificamos que ¢(G) es (M, Q)-
genérico. Como e es un encaje denso, por la Proposicién 4.1.17, e es un
encaje completo, entonces, usando el Teorema 4.1.9, se tiene que e~* (é(G))
es un filtro (M, IP)-genérico. Ademds, por la Observacién 4.1.20, e(G) C &(G),
lo cual implica que e7*(e(G)) C e !(é(G)) y como G C e *(e(@)), se tiene
que G C et (é(G)) y como ambos son filtros (M, P)-genéricos, por el Lema
3.1.8 (pégina 65), se obtiene que G = e~ '(&(G)).
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Veamos ahora que M[G] = M[é(G)]. Ya probamos que é(G) es (M, Q) -genéri-
co, con lo cual, usando el Teorema 4.1.9, se tiene que M[G] = M [e7*(¢(G))] C
M[é(G)]. Por otra parte, é(G) € M[G] vaque G € M[G]y e,P,Q € M C
M|G]. Haciendo uso del Lema 3.1.16 (pagina 67), M[e(G)] € MI[G].

(2) Sea H C Q un filtro (M, Q)-genérico, probemos que e '(H) es (M, P)-
genérico. Como e es un encaje denso, por la Proposicién 4.1.17, e es completo
v, haciendo uso del Teorema 4.1.9, obtenemos que e !(H) es (M, P)-genérico.
Veamos que H = é(e™'(H)). Por lo que se probé en el inciso (1) de esta de-
mostracion, é(e™'(H)) es un filtro (M, Q)-genérico. Ademds, si tomamos a
q € é(e"*(H)), entonces existe p € e"'(H) tal que e(p) < ¢. Asi, e(p) € H
y como H es filtro, ¢ € H, lo cual implica que é(e"'(H)) € H. Como
é(e7'(H)) y H son filtros (M, Q)-genéricos, ocupando nuevamente el Lema
3.1.8, podemos concluir que é(e‘l(H)) =H.

Finalmente, veamos que M[e~!'(H)] = M[H]. Por el Teorema 4.1. 9 se tie—

ne que Me'(H)] € M[H]. Ademds, como H = é(e *(H)), e~ €
Mle ' (H)] y e,P,Q € M C M[e ' (H)], se tiene queHEM[ 1(H)] Usan-
do una vez més el Lema 3.1.16, se tiene que M[H| C Me '(H)]. Por lo
tanto, M[H] = Me ' (H)]. A

Para todo copo P, existe un encaje denso e : P — 8, donde B es un algebra
booleana completa (ver Lema II 3.3 de [13]). A B se le denomina la comple-
tacion de P, ya que es tunica salvo isomorfismos. Por el Teorema 4.2.2, de P
y ‘B se obtienen las mismas extensiones. Es por esto que se puede tener un
acercamiento alternativo hacia el forcing usando algebras booleanas y, como
es de suponerse, este otro enfoque tiene sus ventajas y desventajas. Para co-
nocer un poco mas se puede consultar [10] y, para un estudio profundo se
puede ver [2].

4.2. Aplicaciones

En esta seccién ocuparemos la técnica de forcing para demostrar varios resul-
tados. Comenzamos con el principio maximal que nos garantiza la existencia
de un P-nombre que funge como testigo cuando forzamos una propiedad
existencial. Después nos ocupamos de probar la consistencia del principio
combinatorio diamante (ver Definicién 4.2.3) y, finalmente, presentamos dos
copos: el orden del colapso de Lévy y el copo de los reales aleatorios, los
definiremos y veremos algunas de sus consecuencias.
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4.2.1. El Principio Maximal

En la seccién 3.1, cuando se probé que M[G] E ZFE* cada vez que se
tenia que verificar una sentencia que contiene un existencial, se encontraba
un nombre que es testigo del existencial y que es independiente de G. Por
ejemplo, para verificar el Axioma del Par, hubiera sido suficiente probar que
para cada 0,7 € M¥, 1 IF 3z(0c € x AT € x); 0 de manera equivalente, que
para cada filtro genérico G existe un 7 tal que og € g vy 7¢ € 1. Pero lo que
se hizo fue encontrar un 7, que llamamos up(o, 7), que es independiente de
G (ver Definicion 3.1.19 en la pagina 68), y tal que 1 I+ (o € m AT € 7). Esto
fue posible gracias a un hecho mas general que se conoce como el principio
mazximal y que aqui presentamos como el Teorema 4.2.2. Primero probemos
el siguiente lema.

4.2.1 Lema. Si en M A es una anticadena en P y para cada ¢ € A, 0, un
P-nombre, entonces hay un P-nombre 7 tal que ¢ |- 7 = 0, para cada ¢ € A.

Demostracion. En M, sea

T = U {(7‘(‘,7”) (r<gA(riFm ey A(me dom(aq))}.

qgeEA

Fijemos ¢ € A. Para demostrar que ¢ IF 7 = ¢, fijemos un filtro G (M, P)-
genérico tal que ¢ € G y probemos que 7¢ = (0,)¢-

Cualquier elemento 7¢ es de la forma 7o donde (7, r) € 7 para alguna r € G.
Ademas, para alguna ¢’ € A, r < ¢ yrlknm¢€oy. Comoqge Gyrea,
existe un ¢t € G, extensién comun de ¢ y r. Si ¢ # ¢’ como r < ¢ se tendria
que ¢'||g lo cual contradice que A es una anticadena. Por lo tanto, ¢’ = q.
Asi, si mg € 7¢, entonces existe r € G tal que r I m € 0, luego, por el Lema
de Verdad 3.1.28 (pégina 74), g € (0,)¢. Por lo tanto, 7¢ C (0,)q-
Veamos ahora que (0,)¢ C 7¢. Sea mg € (0,)q, donde 7 € dom(o,). Fijemos
re Gtal querl-7m e o, yr <q (esto lo podemos hacer ya que usando el
Lema de Verdad 3.1.28, existe s € G tal que s IF 7 € 0, y tomamos r una
extensién comun de s y ¢, entonces r < q y por el Lema 3.1.23 de la pagina
69, r IF 7 € 0,). De esta manera, (7, r) € 7, lo cual implica que 7g € 7¢. Por
lo tanto, (0,)¢ C 7¢ v, por lo anterior, tenemos la igualdad. A

4.2.2 Teorema. SiP€ M ymr,...,7, € MY, entonces p IF Iz ¢(x, 7,...,7)
si y sélo si existe 7 € MF tal que pI- ¢(m, 71, ..., 7n)
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Demostracion. [<] Supongamos que existe 7 € M tal que p Ik ¢(m, 71, ..., 7).
Entonces existe 7 € MF tal que para cada G C P (M, P)-genérico con p € G,
MI|G|E ¢(rg,T1,...,Ta), entonces M[G| E Ing ¢(ng, 11, ..., Ty), con lo cual,
plk 3z o(z, 7, .., Th).

[—] Suprimiremos el uso de 7y, ..., 7,. Por el Lema de Zorn en M, podemos
escoger A € M tal que

1. A es una anticadena en P.
2. Vq € A(q <pAdoe€ MP(q I+ qb(a)))
3. A es maximal con respecto a (1) y (2).

Por AE en M, podemos escoger o, € M para ¢ € A tal que ¢ IF ¢(o,).
Por el Lema 4.2.1, existe 7 € M* tal que ¢ IF 7 = 0, para cada q € A.
Asi, para ¢ € A, ¢ IF (¢(0q) AT = aq), entonces ¢ |- ¢(m). Veamos que
p IF ¢(m). Supongamos lo contrario: sea r < p tal que r |- =¢(mr). Como
p Ik Jz¢(zx), entonces por (iii) del Corolario 3.1.29 (pédgina 75), el conjunto
{q :Jo € M¥(q IF gb(a))} es denso debajo de p. Asi, fijemos ¢y < r tal que
existe o € M (qo I- ¢(0)). Para cada ¢ € A, tenemos ¢ I+ ¢(7) y qo IF —¢(7).
Asi, g L qo. Luego, AU {qo} satisface (1) y (2), lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto, p IF ¢(m). A

4.2.2. La Consistencia de Diamante

A continuacién definiremos el principio combinatrorio { (diamante). Con-
viene revisar la Definicién 0.2.14.

4.2.3 Definicién. { es el enunciado: Existe una sucesién de conjuntos
{As}a<w, tal que para cada a < wy, A, C « que satisface la propiedad
de que para cada A C wy, el conjunto {a: AN« = A,} es estacionario.

A las sucesiones que satisfacen la Definicién 4.2.3 se les llama sucesiones <.

Para ilustrar la importancia de {», veamos un par de resultados que se derivan
de él. Primero, la hipdtesis del continuo, que, de paso, muestra que {» no es
un teorema de ZFE.

4.2.4 Lema. {5 — HC.
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Demostracion. Sea (A, @ o < wy) una sucesioén <. Si probamos que P(w) C
{As : @ < w1} entonces Ry < |P(w)] < [{Aa : @ < w1} = Ry, con lo cual se
tendria que |P(w)| = Ny, es decir, HC. Veamos que esto pasa. Sea A € P(w),
entonces A C w C wq, de esta manera, podemos encontrar un o > w tal que
ANa=A,, por otra parte, como « > w, se tiene que AN a = A, entonces
A=A, € {A,: a <w}. Porlotanto, P(w) C {A, : @ < wy}, con lo cual
se obtiene el resultado. A

> también implica la existencia de un wi-arbol de Suslin definido a conti-
nuacioén.

4.2.5 Definicién. = Un drbol es un copo (T, <) tal que para cadaz € T
el conjunto {y € T': y < x} estd bien ordenado por <.

= Para cualquier cardinal infinito k, un k-drbol de Suslin es un arbol T tal
que |T| = k y todas las cadenas y anticadenas de T tienen cardinalidad
menor que K.

4.2.6 Lema. <) implica que existe un wi-arbol de Suslin.

Una demostracion del lema anterior, junto con mas propiedades de los arbo-
les de Suslin se pueden encontrar en [13].

Ahora probaremos la consistencia de diamante.

4.2.7 Teorema. Sea P = Fn(wy,2,w;). Si G es P-genérico sobre M, en-
tonces ¢ se verifica en M|[G].

Demostracion. Para verificar ) usaremos un copo isomorfo a P en M. Sea
I = {(a,f) < a< w{”}, y sea Q = Fn(I,2,w;)M. Como |I| = w;
en M, entonces P y Q son isomorfos en M. Usando el Corolario 4.1.10,
seré suficiente probar que siempre que G sea un filtro (M, Q)-genérico, { se
verifica en M[G].

Sea A cualquier funcién de I en 2, definamos para cada o < wM a Ay : a0 — 2
como sigue

Aa(§) = A, £).

Si G es un filtro (M, Q)-genérico, entonces por el Lema 3.3.3 (pagina 88), |G
es una funcién sobreyectiva de I en 2. Probaremos ()¢l mostrando que en
M[G], (UG)a : a < wi’) es una sucesion < identificando conjuntos con sus
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funciones caracteristicas. Equivalentemente, mostraremos que si B € M|G]|
y B:wM — 2 entonces {a: B [,= (UG)a} es estacionario en MI[G].

Sea B € MIG] tal que B : w¥ — 2 y supongamos que es falso que {a :
B o= (UG)a} es estacionario en M|[G]. Entonces existe un nombre 7 € M9
para B, un nombre o € M@ para un conjunto club y un p € G tales que

plk“|(r Cwn) A (o Can) Ao esclub) AVa € o(r [ (D))" (+)

donde I' = {(¢,q) : ¢ € G} es el Q-nombre para el filtro Q-genérico G.
Derivaremos una contradiccion de () olvidandonos de B y G.

Lo siguiente toma lugar en M. Para cualquier ¢ € Q, sea supt(q) el menor
B < wp tal que dom(q) C {(a, &) : £ < a < B}. Ahora definiremos de forma
recursiva para n € w a pp, Bn, 0p v b, de tal forma que:

L. po=p,

2. /Bn = Supt(pn)a

4. Pn+1 S Pn,s

5. Pny1 IF 0, € 0,
6. Supt(pn—i—l) > 5717
T by B0 =2y PuaIF (T 15,= by).

Veamos que en efecto esta definicién se puede llevar a cabo. Dado p,, £,
estd definido. 8, = min{f < wy : dom(p,) C {(,&) : £ < a < B}}.
Como por (4), p, < p se tiene que p, IF (o es club) (pues p ya lo fuerza).
Asi, p, IF “Fx € wi(x > Bo AT € 0)”, ya que como o es club, entonces
para cualquier ¢ < w;, en particular para f3,, existe un = € @; tal que
£ €0y x> [, Por (iv) del Corolario 3.1.29 (pagina 75), existe ¢ < p, v
oy € dom(wy) (es decir, 0, € wy), tales que ¢ IF “Op > Bn A by € 0. Asi,
6n > Bny qF 6, € 0. Sea r cualquier extensién de ¢ tal que supt(r) > 6,.
Veamos de manera simultanea que se verifican (4), (5), (6) y (7).

Sea F' = A2, como Q es wi-cerrado, por el Teorema 3.3.15 (pagina 90),no0
agregamos funciones nuevas de 3, en 2, entonces r I- “7 |5 € F”. Entonces,

2

podemos decir que r IF Iz € F (x =7 [p,)", entonces usando nuevamente
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(iv) del Corolario 3.1.29, existen p,1 <7y b, € F (es decir, b, € dom(F)),
tales que p,.1 IF b, = T an' Notemos que como p,.1 < r < ¢, entonces
plF 0, € 0. Con todo lo anterior, se verifican de (4) a (7).

Trabajando ain en M, tenemos que [y < dg < 1 < 01 < .... Sea 7 =
sup{f, : n € w} = sup{d, : n € w}. Sea p,, = |J,,., Pn- Entonces ocurre que
supt(p,) = . Ademds, para cada n < w, p, < ppi1, entonces p,, - “7 [5,=
b,”. Ademds, sin, m € w con n < m, entonces dom(b,)Ndom(by,) = dom(b,,)
(es decir, los b, coinciden en su dominio), con lo cual b, = |J,,c,, bn €s una
funcién de v en 2 y p, IF (7 [5= b,). Ademds, no hay parejas (v,&) €
dom(p,,), pues de lo contrario, tal pareja estaria en algtin p,, y eso contradice
que v = sup{f, : e € w}. Entonces, podemos extender p, a una s tal que
s(7,€) = b,(&) para cada £ < 7. Ademads, observemos que si G es un filtro
(M, Q)-genérico, tal que s € G, entonces ocurre que (|JI')5(§) = UT'(%,€) =
$(%,€) = by, (€), es decir, s IF [(UD)s = by]. Entonces, como s extiende a p,,
se tiene que s IF [T [5= (UT)s]. Pero s I (¥ € &) ya que s |- (o es cerrado)

y s IF (6, € o) para cada n. Por lo tanto,

s Ik [Ea € U(T o= (U F)a)])

lo cual es una contradiccion ya que s < p. Esta contradicciéon vino de su-
poner que {a : B [,= (UG)a} no es estacionario en M[G]. Por lo tanto,
(UG : a <w) es una sucesion < en M[G], es decir, ({)MC), A

4.2.3. El Colapso de Lévy

En esta parte, presentaremos una nocién de forcing definida por Lévy y
. MI[G] . .
que nos permite que w; sea cualquier cardinal regular de M (excepto w).

Primero nos haremos cargo de los cardinales sucesores

4.2.8 Lema. Supongamos que en M, A es un cardinal inﬁnitc[) 3]/ k= AT. Sea
M[G

P = Fn(w,A). Si G es un filtro (M, P)-genérico, entonces w; ' = K.

Demostracion. Si a < k, entonces existe una funciéon sobreyectiva de A
en a. Si G es un filtro (M, P)-genérico entonces por el Lema 3.3.3 (pégi-
na 838), [JG : w — X es una funcién sobreyectiva, lo cual implica que
(o es numerable)MIC], Asi, w{W[G] > k. Por otra parte, (|P| = A\)*, asi, cual-
quier anticadena en P es a lo més de tamano A, con lo cual, P es A™-cc, es
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decir, (P es k-cc)M. Asi, por el Lema 3.3.10 (pagina 89), P preserva cardi-
nales > k. Entonces (x es un cardinal)™!¢l. Por lo tanto, x > w{W[G}, y con

esto, tenemos la igualdad deseada. A

Ahora si, definamos el siguiente copo.

4.2.9 Definicion. Para cualquier cardinal x, el orden del colapso de Lévy
para k (denotado por Lu(k)), es

{p :|p| < w A p es una funcién A dom(p) C k X w A
V(a,n) € dom(p)(p(e, n) € @) }

Ademas, p < ¢ siy sélosip D q.

Veremos que si k es un cardinal regular no numerable de M, forzando con
Lv(k), obtenemos k = w) MIG Es por esta razén, que el copo lleva el nombre
de colapso, pues vuelve numerable a todo lo que esta por debajo de k. El
Lema 4.2.8 muestra la igualdad para todos los cardinales regulares sucesores;
hagdmonos cargo ahora de los cardinales regulares limite.

4.2.10 Lema. Si x es un cardinal regular, limite y mayor que w, entonces
Lv(k) es k-cc.

Demostracion. Veamos que si {p, € Lv(k) : p < k} es una familia de ele-
mentos de Lv(k), entonces no puede ser una anticadena. Como {dom(p,,) :
p < k} es una familia de conjuntos finitos de cardinalidad &, por el Lema
del A-sistema 3.2.6 (pagina 81), existe D C {dom(p,) : p < k} tal que
|D| = k y D forma un A-sistema con alguna raiz r. Sea B C & tal que
D = {dom(p,) : p € B}. Notemos que |B| = k. Por como se definen los
elementos de Lv(k), se tiene que p, [,C 7 X dom(r). Como k es regular
y hay pocas posibilidades para los p, [, , existe C C B tal que |C| =

y para cada ¢ € C los p, [, son iguales. Ademas, si 6,7 € C, entonces
dom(ps) = dom(py) = r (esto ya que D forma un A-sistema con raiz r),
por lo tanto, todos los p, con u € C son compatibles dos a dos. Entonces
{p, € Lv(k) : p < K} no es una anticadena. Por lo tanto, Lv(k) es k-cc. A

4.2.11 Teorema. Supongamos que en M, k es regular y 1O numerable. Si
G es un filtro Lv(k)-genérico sobre M, entonces k = w{w
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Demostracion. Por los Lemas 4.2.10 y 3.3.10 (pégina 89), x contintia siendo
un cardinal en M[G]. De manera similar a (4) del Lema 3.2.1 (pagina 78),
podemos probar que | JG es una funcién sobreyectiva de k X w en k. Para
_ MG :
probar que K = w; ', tomaremos cualquier 0 < o < k y probaremos que

dicho o es numerable. Sea 0 < a < kK, y definamos

(J@a= {9 ((0m.) e Y.

Mostraremos que (| J G), es una funcién sobreyectiva de w en a.

(i) Primero veamos que (|JG), estd bien definida. Supongamos lo contra-
rio, es decir, supongamos que existen n € wy v,& € k tales que v # £ y
(n,7), (n,€) € (UG)a, entonces ((a,n),€), ((a,n),7) € UG, pero esto con-
tradice que |J G es una funcién. Por lo tanto, (|J G), estéd bien definida.
(ii) Como dom(|J G) = kXw, para cadan € w ocurre que (o, n) € dom(|J G),
ast dom((JG)a) = w.

(iii) Veamos que ran((|J G)s) = a. Sea £ < a, definamos

D, = {p € Lu(k) : In € w[((a, n), ) € p] }

Veamos que Dy es denso en Lu(k). Sea p € Lv(k). Si p ¢ De, entonces ocurre
alguno de los siguientes dos casos:

(1) Para cada n € w tal que (a,n) € dom(p) ocurre que p(a,n) # &.
(2) Para cada n € w: (a,n) ¢ dom(p).

Si ocurre (1), sea m = 1+ max{n € w: (a,n) € dom(p)} (esto lo podemos
hacer ya que |p| < w). Si definimos ¢ = p U {((a,m),f)}, entonces ¢ < p
y ¢ € De. Si ocurre (2), entonces fijemos algin m € w y definamos ¢ =
pU {((a, m), f) } Ocurre que ¢ < py q € D¢. Por lo tanto, D¢ es denso. Asi,
podemos tomar un r € D¢ NG. Entonces existe n € w tal que ((a, n), f) er,
ademds, como r € G, entonces r C |JG. Por lo tanto, existe n € w tal que
((a,n),€) € UG. Conlo cual, existe un n € w tal que (UG)a(n) = ¢. Como
tomamos un £ < « arbitrario, se tiene que ’I“CLTL((U G)a) = a.

Por (i), (ii) y (iii), tenemos que (| G), : w — « es una funcién sobreyectiva.
Hemos probado que si (0 < a < k)™, entonces (o es numerable)!l. Por lo

tanto, kK = w{VI[G].
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4.2.4. Forcing Aleatorio

A continuacién presentaremos el forcing de los reales aleatorios (presentado
por Solovay en 1970), solamente para mostrar algunas diferencias y similitu-
des con respeto al forcing de Cohen (que usamos para probar la consistencia
de la negaciéon de HC en la Seccidén 3.2). Las demostraciones de los siguientes
resultados se pueden consultar en [14].

4.2.12 Definicion. Si p es una medida de probabilidad sobre X, entonces
MB = MB(X, 1) denota el dlgebra de medida. Los elementos de MB son
clases de equivalencia [S] de conjuntos medibles médulo conjuntos nulos.
[S] < [T] sy solo si (SN T) = 0; Ly = [X]; Omp = [0].

4.2.13 Definicién. Sea x cualquier cardinal infinito. El copo que anade
reales aleatorios es MIB(2%*“ 1), donde p es la medida producto estédndar.

El forcing de los reales aleatorios definido en 4.2.13, produce la misma aritméti-
ca cardinal que el forcing de Cohen F'n(kXw,2), es por esto, que ambos copos
nos sirven de igual manera para producir modelos de la negacién de HC. Sin
embargo, tienen algunas diferencias, una de ellas, es que el forcing de Cohen
agrega una funcion dominante, mientras el forcing aleatorio no.

4.2.14 Lema. 1. En la extension M[G] de los reales aleatorios (P =
MB(X, 1)), cada funcién f : w — w, tal que f € M|[G], estd dominada
por alguna g € M (Vf € w*NM[G]3h € w?NMVn € w(f(n) < h(n))).

2. En la extension M[G] de los reales de Cohen (P = Fn(w,w)), existe
una funcion f : w — w que no estd dominada por ninguna g € M.

Para ilustrar una segunda diferencia entre el copo aleatorio y el copo de
Cohen, definamos lo siguiente.

4.2.15 Definicién. = Si fy gson dos funciones de igual dominio y rango
w, escribiremos f <* g si y sélo si el conjunto {x € dom(f) = dom(g) :
f(z) > g(x)} es finito.

n ¢ = 2% ¢l tamafio del continuo.

= 0, es el menor tamano de una familia dominante D. Decimos que D C
w* es dominante si y solo si para cada f € w* existe g € D tal que

<ty
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= b, es el menor tamano de una familia no acotada B. Decimos que B C w¥
es no acotada si y sélo si es falso que exista una funcion g € w® tal que
para cada f € B: f <*g.

4.2.16 Lema. 1. El copo aleatorio MIB(X, i) nos genera una extension
donde se verifica que b =0 =Ny < c.

2. Los copos de Cohen Fn(l,J) (con ciertas restricciones), generan ex-
tensiones donde se verifica Ny = b <0 = ¢.

Como hemos visto a lo largo de esta seccion, las nociones de forcing son tan
variadas como los resultados que se quieran obtener. Aqui presentamos de
manera un tanto superficial algunas de estas nociones y las consecuencias
que conllevan. Creemos que este es un buen punto para acotar el trabajo.
Para estudiar mas ejemplos de aplicaciones del forcing, se pueden consultar

[1, [7] y [10].
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Conclusiones

En el primer capitulo, nos enfocamos al estudio de la clase de los conjuntos
bien fundados y sus propiedades. Se observo que suponer el Axioma de Fun-
dacién es equivalente a restringir el universo V de todos los conjuntos a la
clase de los conjuntos bien fundados. Se presenté una demostracién del Teo-
rema del colapso de Mostowski, el cual establece condiciones bajo las cuales
es posible establecer un isomorfismo entre una clase con una relaciéon dada y
otra clase transitiva con la relacion de pertenencia.

En el segundo capitulo se introdujeron las herramientas béasicas de la Teoria
de Modelos que se requieren para fundamentar las pruebas de consisten-
cia. También se presenta una demostracion de la consistencia del Axioma
de Fundacion usando como modelo la clase de los conjuntos bien fundados.
Asimismo, se expuso el Teorema del Reflejo el cual permite, junto con el Teo-
rema del colapso de Mostowski y el Teorema de Lowenheim-Skolem-Tarski,
garantizar que toda teoria con una cantidad finita de axiomas propios de la
Teoria de Conjuntos es consistente.

En el tercer capitulo se estudi6 la nocién de forcing (o forzamiento), y se
presentd, a partir de los resultados de Cohen, un modelo de la Teoria de
Conjuntos donde no se verifica la Hipdtesis del Continuo, ademas de otro mo-
delo donde si se verifica. Adicionalmente, revisamos que es posible construir
modelos donde se verifica la Hipdtesis del Continuo pero no asi la Hipdtesis
del Continuo Generalizada.

En el dltimo capitulo de este trabajo, se estudiaron propiedades de encajes
entre ordenes parciales y se probd, en particular, que si podemos encajar
densamente un copo de forcing en otro, entonces de los dos se obtienen las
mismas extensiones genéricas; lo anterior resulta importante en el estudio del

115
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forcing iterado. Finalmente, se mostraron algunas aplicaciones de la técnica
de forcing, como la prueba de la consistencia de diamante, la prueba del Prin-
cipio Maximal y se presentaron los 6rdenes del colapso de Lévy y el forcing
aleatorio.

La técnica de forcing es una herramienta muy importante en el actual desa-
rrollo de la Teoria de Conjuntos y las pruebas de consistencia. Este trabajo
sirve como punto de partida para su estudio formal dado que establece las
bases que sustentan la validez de dicha técnica.
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Lv(k), 110

MIG], 66, 67
MPF, 66
M[G][S]g/c, 100
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mos” A, 23
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wy, Ny, 3
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P, 62
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p q63
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filtro P-genérico, 64
férmula absoluta, 37
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k-arbol de Suslin, 107

A-cerrado, 89
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Lema de Konig, 5
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p es compatible con ¢, 63

p es incompatible con ¢, 63
P-nombre, 66
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[P preserva cofinalidades, 83
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rank, 10

real de Cohen, 79
reduccion, 96
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relacion casi-conjunto, 20
relacion extensional, 24
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subestructura, 33

subestructura elemental, 33

submodelo, véase subestructura

submodelo elemental, véase subes-
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sucesion <, 106

teorema colapso de Mostowski, 25

teorema Completez, 35
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