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Introduccion.

La teoria de la aproximacion tiene una larga historia, aunque aparece
como una rama independiente de la matematica en el inicio del siglo pa-
sado. A grosso modo, se desarrolla en dos vertientes, cualitativa y cuanti-
tativa. El aspecto cuantitativo consiste en dar estimaciones de los errores
de aproximacién, tanto directos como inversos. El aspecto cualitativo trata
de dar teoremas de aproximacién sin ocuparse de la velocidad de conver-
gencia. Cuando uno se enfoca en este aspecto, como haremos en esta tesis,
desea exhibir resultados que garanticen de ser posible, tanto la existencia
como la unicidad de las aproximaciones, asi como también algtin teorema
que caracterice la funcién de mejor aproximacion.

El presente trabajo tiene como uno de sus objetivos establecer conexio-
nes entre diferentes criterios para garantizar la unicidad en los problemas
de mejor aproximacién uniforme con pesos sensibles al signo, en los casos
de aproximacién con funciones en espacios de Haar. Establecer también,
un criterio del tipo Teorema de Alternancia de Chebyshev que caracteri-
ce la funcién racional de mejor aproximacién en el sentido de bandas de
amplitudes variantes (concepto que aunque conocido aqui también se pre-
senta), a una funcién continua sobre un intervalo cerrado, y condiciones
para garantizar la existencia de ella, y su unicidad. Lo anterior con el fin de
establecer un algoritmo de tipo Remez que bajo ciertas hipétesis conduzca
a la mencionada funcién racional de mejor aproximacion.

Se puede establecer una semejanza entre la definicién de mejor apro-
ximacion asimétrica con pesos sensible al signo, y la mejor aproximacién
mediante bandas de amplitudes variantes, a su vez ambas son casos parti-
culares de la definicién de mejor aproximaciéon uniforme pesada con pesos
de Moursund.



En trabajos conocidos, véase [23], [16], [17], se muestra un andlisis de
la mejor aproximacién polinomial algebraica mediante bandas de ampli-
tudes variantes a una funcién continua, con resultados que nos garantizan
la existencia, la unicidad y un teorema de alternancia que caracteriza di-
cho polinomio algebraico de mejor aproximacion. Por lo que surge la idea
de un estudio en parte semejante, cuando la clase aproximante es ahora
un espacio de Haar de dimension finita. Pues, el conjunto P, de los poli-
nomios algebraicos de grado a lo mas n € IN sobre el intervalo [a, b], con
las operaciones usuales, es un subespacio de Haar de Cla, b| de dimensién
n 4 1. También el conjunto 7, de los polinomios trigonométricos de gra-
do a lo mas n € IN sobre el intervalo [0,277] es un espacio de Haar en el
espacio de las funciones continuas 27t periddicas Cp; de dimensién 2n + 1.

Por otra parte el estudio de la mejor aproximacién racional tanto alge-
braica como por funciones racionales generalizadas, a una funcién conti-
nua, presenta varias dificultades en el caso de la aproximacién uniforme
no pesada, (véase [32], [7], entre otros), mismas que también surgirian en
la teoria de la aproximacién mediante bandas de amplitudes variantes al
comprender esta, a aquella.

En el primer capitulo serdn esbozados tres desarrollos de investigacion
que condujeron a sendas teorias de aproximacion, -que en nuestro contex-
to son equivalentes-, con las cuales se trabajard en los siguientes capitulos.
Estos son la aproximacién pesada con funciones de peso de Moursund, la
aproximacién con normas asimétricas de Krein y Nudel’'man, en particular
la aproximacién con pesos sensibles al signo de Sevast’anov y Dolzhenko,
y la aproximaciéon mediante bandas de amplitudes variantes, introducida
por Jiménez et al.

En el segundo capitulo de esta tesis, después de garantizar la existen-
cia de elementos de mejor aproximacion mediante bandas de amplitudes
variantes de un espacio de Haar a una funcién continua dada, demostra-
mos un teorema que caracterice dicho elemento. Este teorema es una ge-
neralizacion del criterio de Kolmogorov [3], de las dos formas del criterio
de Chebotarev [28], -una de ellas se conoce como condicién del cero en
la envoltura convexa- y del antes mencionado teorema de alternancia de
Chebyshev (vea [7]). También siguiendo algunos aspectos desarrollados
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en [23] y [25] para aproximacion polinomial algebraica, ejemplificaremos
algunos resultados para la aproximacién polinomial trigonométrica.

En el tercer capitulo abordamos la aproximacién mediante bandas de
amplitudes variantes a una funcién continua dada, considerando ahora
como clase aproximante el conjunto de las funciones racionales generali-
zadas. Para ello recurrimos a una norma asimétrica adecuada de forma que
el elemento de mejor aproximacién asimétrico a una funcién continua da-
da, coincida con el de mejor aproximacién mediante bandas de amplitudes
variantes. Al igual que en el caso de la aproximacién uniforme, logramos
probar la existencia de la funcién racional algebraica de mejor aproxima-
cién, asi como la unicidad bajo ciertas condiciones de la funcién racional
generalizada de mejor aproximacién asimétrica. También exhibimos una
caracterizacién de la primera con un teorema de tipo Chebyshev y crite-
rios de suficiencia y necesidad de la segunda. Todo lo anterior en la me-
dida de lo posible, pues como es sabido, es imposible garantizar de una
manera general la existencia de una funcién racional de mejor aproxima-
cién uniforme. Ademds adaptamos el concepto de normalidad a esta nue-
va aproximacién y con ello el de hipernormalidad, para después ofrecer
una caracterizacién de las funciones hipernormales y generar uno de los
teoremas importantes de este trabajo (teorema 3.7). Asimismo logramos
caracterizar el dominio de continuidad del operador que a cada funcién
continua sobre un intervalo cerrado le asigna su funcién racional algebrai-
ca de mejor aproximacién asimétrica. Lo anterior constituye el resultado
mas importante de este trabajo (teorema 3.15), el cual forma parte de un
articulo que ha sido aprobado para su publicacion [18]

En el dltimo capitulo concentramos nuestros esfuerzos en analizar un
algoritmo de tipo Rémez (ver [29], [30], [31]) para hallar la mejor apro-
ximacién racional algebraica asimétrica a una funcién continua dada. Se
sabe que no se puede garantizar la convergencia del algoritmo de tipo
Rémez cuando se busca la funcién racional algebraica de mejor aproxima-
cién a una funcién continua definida sobre un intervalo cerrado. Al ser
nuestra aproximacién de estudio un caso mds general que aquella, es de
prever, como en efecto ocurre, que se deba solicitar que la funcién a apro-
ximar satisfaga ciertas condiciones para garantizar la convergencia. Més
aun los puntos de partida seleccionados del dominio de definicién para
arrancar el algoritmo, no pueden ser arbitrarios. En este capitulo mostra-
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mos un teorema que nos asegura la convergencia de dicho algoritmo, asi
como también ejemplificamos su aplicacién.
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Capitulo 1

Problemas de aproximacion
asimétrica.

Los problemas de aproximacion estdn relacionados usualmente con al-
guna distancia capaz de medir precisamente esta aproximacién. Lo dicho
no excluye, por supuesto, generalizaciones més abstractas, como pudiera
ser el uso de vecindades topolégicas.

Los problemas mds frecuentes de aproximacién se plantean en espa-
cios de funciones continuas o de funciones integrables. Por ejemplo, si se
modela un problema de corriente eléctrica en el cual se requiere minimi-
zar picos, la norma infinito (dw) es usualmente la mas utilizada. Pero si
en este mismo problema, queremos modelar el transporte de la energia,
se deberia utilizar la norma de L. Sin embargo, dadas las dificultades de
célculo en L! es tipico cambiar la norma por la de L?, que en los problemas
de aplicaciones arrojan resultados suficientemente cercanos al buscado.

Como se conoce, una funcién objetivo se aproxima con la distancia
deseada mediante otras funciones de propiedades conocidas y de mas fa-
cil manejo para el célculo, v. gr. polinomios algebraicos, trigonométricos,
funciones racionales, splines, funciones radiales, wavelets, etc.

Lo que resulta un poco menos conocido es que en algunos problemas
la aproximacion tiene un caracter asimétrico. Esto tiene un origen, a ve-
ces matemadtico, a veces fisico, por ejemplo, en determinadas mediciones,
las condiciones fisicas nos permiten medir mejor el error por exceso que
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por defecto o inversamente. Obviamente, nos interesaria en tal situacién
aproximar las funciones que ajusten estos errores de la manera mds apro-
ximada y no tomando el error absoluto, (véase [12]). Este es un problema
de origen fisico que conduce a un tipo de aproximacion asimétrica. Una
aproximacion asimétrica de origen propiamente matematico, puede venir
dada al obtener acotaciones superiores e inferiores. En un momento dado
el estudio tedrico nos puede conducir a lograr aproximaciones mas preci-
sas por encima o por debajo, del valor exacto.

El desarrollo del concepto de distancia nos conduce al estudio de dis-
tancias y normas asimétricas. Estudio que, por otra parte, también tiene un
origen totalmente tedrico y abstracto. En la definicién axiomaética de dis-
tancia, la desigualdad triangular es razonablemente intuitiva y necesaria
en muchos de los resultados de los espacios métricos. La simetria, sin em-
bargo, puede ser y de hecho es objetada, lo més razonable desde el punto
de vista practico en muchos problemas, es que la distancia de A a B sea
diferente de la distancia de B a A, como lo ilustra el recorrido en auto para
transportarse entre dos puntos de una ciudad.

Por tanto, es de esperar que a partir del concepto de distancia, se haya
intentado desde épocas tempranas desarrollar una teoria de métricas sin
la hipétesis de simetria. Algunos resultados tempranos en esta direcciéon
pueden encontrarse en [20].

Lo que parece mucho menos intuitivo es la violacién del requerimien-
to de la no anulacion de la distancia entre dos puntos diferentes. Y sin
embargo, no solamente se ha escrito una teoria general sobre distancias
asimétricas incluyendo esta posibilidad sino que, incluso, ha sido motiva-
da por problemas précticos de la teoria que estudia la comparacién entre
algoritmos computacionales, (vea [2], [10], [11], [33], [34], y otras no cita-
das por no extender las referencias).

Desde el punto de vista de la teoria de la aproximacion, citaremos tres
puntos de partida, todos con enfoque iniciales diferentes, pero conducen-
tes finalmente a resultados similares. Un esbozo de los mismos se desarro-
lla en los epigrafes que siguen.
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1.1. Aproximacién mediante bandas de amplitu-
des variantes.

En [12], Guerra y Jiménez consideran un problema mixto de aproxima-
ci6n a una funcién en la norma L?, por polinomios algebraicos, sujeto a
un conjunto de restricciones definidas con la norma del supremo, desde el
punto de vista de la programacion semi-infinita. De acuerdo al teorema de
norma minima para espacios de Hilbert, dicho problema tiene una tinica
solucién. Con el fin de demostrar la existencia de una medida de Borel po-
sitiva con la cual establecer un problema de optimizacién sin restricciones
cuya Unica solucion sea exactamente la misma que la del problema an-
terior, Guerra y Jiménez aplican a dicho problema de aproximacién, tras
comprobar que verifica las hipétesis necesarias, una versién del teorema
de Karush-Khun-Tucker.

Para poder aplicar dicho teorema las hipétesis del problema mixto de
aproximacién deben cumplir con una cierta cualificacién de la restriccion.
Como consecuencia del Lema de Caratheodory, y del hecho que el conjun-
to de los gradientes de las funciones restricciones evaluados en todos los
puntos donde cada una de dichas funciones es respectivamente activa, es
un conjunto linealmente independiente, se deduce que el vector nulo no se
encuentra en la frontera de la envoltura convexa del mencionado conjunto
de gradientes. Luego tenemos dos posibilidades. Por un lado, si el vector
nulo se encuentra en el complemento de la envoltura convexa, i.e. en el
exterior de ella, debido a un caso clasico del teorema de Hahn-Banach se
verifica otra condicién en la cual Guerra-Jiménez se apoyan para justificar
la aplicacién del teorema de Karush-Khun-Tucker. Por otro lado, si el vec-
tor nulo se encuentra en el interior de la mencionada envoltura convexa,
entonces la cualificacion de la restriccién se verifica por vacuidad, al no
existir un vector no nulo que satisfaga la hipotesis en que se apoya la cua-
lificacién utilizada.

Debido a que el conjunto de puntos factibles del problema esta defi-
nido tinicamente con restricciones con desigualdades, entonces la hipote-
sis de que el vector nulo se encuentre en la envoltura convexa antes di-
cha, es una violacién de una cualificacion de la restriccién para problemas
semi-infinitos, conocida como cualificacion extendida de la restriccién de
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Mangasarian-Fromowitz. Es decir, el teorema de Karush-Khun-Tucker es
aplicable al problema dado, atin cuando la antes mencionada cualificacién
extendida se viole en algtin punto del conjunto factible.

Con el fin de arrojar luz sobre el uso de la hipétesis por vacuidad, en
[13] se exhibe y demuestra un resultado que afirma que el vector nulo per-
tenece a la envoltura convexa del conjunto de gradientes si y sélo si el
conjunto factible del problema es contiene un solo elemento. En este caso,
dicho elemento se puede caracterizar con una forma extendida del teore-
ma de alternancia de Chebyshev.

Como se puede ver en [15], cuando se desea aplicar el teorema de
Karush-Khun-Tucker para optimizacién semi-infinita, a un problema mix-
to de aproximacion por elementos de un espacio de Haar, se debe cumplir
con alguna cualificacion de la restriccion. Al igual que en la aproximaciéon
por polinomios algebraicos, esa cualificacion se cumple, aunque el vector
nulo se encuentre en la envoltura convexa del conjunto de los gradientes
de las restricciones en los puntos donde estas son activas. Esto tltimo se
verifica si y s6lo si el conjunto factible tiene un solo elemento. Lo que nos
conduce a una caracterizacion del polinomio generalizado correspondien-
te a dicho elemento, con una version extendida del teorema de alternancia
de Chebyshev.

El resultado precedente, fue una de las motivaciones principales pa-
ra el estudio del método nombrado como aproximacién mediante bandas
variantes, que fue llevado a cabo por Jiménez y Martinez (cfr.[17] y [23]),
como una generalizacién de la mejor aproximacién de Chebyshev, cuando
se quiere que las bandas formadas por la funcién mds/menos el error se
formen ahora al sumar y restar funciones continuas no negativas multipli-
cadas por una pardmetro A > 0. Se definen asi los conjuntos que podemos
denotar M,, y la mejor aproximacion se mide como el infimo de estos A,
para los cuales M) # @. En este contexto se formula un teorema de al-
ternancia de Chebyshev generalizado para caracterizar al polinomio alge-
braico de mejor aproximacién a una funcién continua; pues como se sabe
el teorema de alternancia de Chebyshev es la base para el estudio de la
unicidad. En el siguiente capitulo un anélisis de la aproximacién mediante
bandas variantes para funciones continuas por polinomios generalizados
se llevaré a cabo.
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1.2. Funciones de peso tipo Moursund.

En los afios sesenta Moursund, que segtin sus propias palabras deseaba
investigar una aproximacion asimétrica, asi como otros matematicos que
se interesaron en lo mismo, llevan a cabo un amplio estudio sobre un ti-
po de mejor aproximacion pesada a una funcién continua sobre un conjunto
compacto X, de una clase aproximante dada (v. gr. polinomios generali-
zados, funciones racionales, polinomios generalizados interpolantes, etc.).
En 1966, Moursund [26] introduce una funcién peso generalizada con cier-
tas caracteristicas, mismas que podrian aumentar en ntimero segin nece-
site el problema de estudio. Originalmente una funcién W definida sobre
X x (—00,00) con valores en los reales extendidos [—o0, ], para consi-
derarse una funcién peso generalizada, debia cumplir las caracteristicas
siguientes:

1. Para cualquier x € X fijo, la funcién W(x, -) es una funcién monéto-
na no decreciente en (—o0, ), i.e.,, si x € X, ¥,z € R son tales que
y < z entonces W(x,y) < W(x,z).

2. Vx € XVy € R, sgn W(x,y) =sgny.

3. Vx € X, lim |W(x,y)| = oo.
ly|—o0

Con ayuda de tales pesos, en [26] Moursund define el polinomio ge-
neralizado de mejor aproximacién a una funcién f definida sobre X, de la
manera siguiente: si ¢y, ..., ¢, son funciones de valores reales definidas
sobre X y linealmente independientes, entonces una funcién

n
P(x;a) =) a;jgi(x), a« = (a1,...,a,) € R"
i=1

se considerara una aproximacion a f si

sup [W(x, P(x;a) — f(x))] < oo.

xeX

Si ademds cumple que

VB € R", sup |W(x, P(x;a) — f(x))| < sup [W(x, P(x; ) — f(x))], (1.1)

xeX xeX
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se dice que el polinomio P(x;a) es una mejor aproximacion a f.

Posteriormente fue conveniente adaptar los requerimientos que una
funcién debia cumplir para ser considerada una funcion peso generaliza-
da. Las caracteristicas que la funcion W debia ahora poseer son:

aVxeXVyeR, sgn W(x,y) =sgny
b Paracada x € X fija, lim |[W(x,y)| = oo,

|y|—oo
cVt#0Vx e X, lirr} W(x,y) = W(x,t),
y—

ly|<lt]
d Si g(x) es una funcion de valores reales definida sobre X tal que

sup [W(x, g(x))| < oo,
xeX

entonces para cada subconjunto compacto Y C X y para cada e > 0,

sup [W(x, g(x))| < max {Sup [W(x,g(x) +€)|,sup [W(x,g(x) - 6)\} :

xeY xeY xeY

Con el fin de evitar que atin habiendo una aproximacién a f definida
sobre X, no exista un polinomio generalizado de mejor aproximacién a
dicha funcién, fue que se agreg6 la condicion ¢, y para asegurar que el
funcional

Mg] := sup [W(x, g(x))]
xeX
fuera sensible a pequefios cambios uniformes en las funciones a aproxi-
mar, se afiadi6 la condicién d. Es de observar que las condiciones a, cy d
implican la propiedad de monotonicidad en la anterior definicion.

Si X es un espacio métrico compacto que contiene al menos n € IN
elementos, y las funciones ¢;, ..., ¢, definidas sobre X que constituyen
la base de un subespacio vectorial desde el cual deseamos aproximar, son
continuas de valores reales y forman un sistema de Chebyshev de orden

14



n. Moursund exhibe un teorema que nos garantiza que la mejor aproxima-
cién a una funcién f definida sobre X es tnica, bajo ciertas condiciones.
Entendiendo desde luego que en la definicién 1.1, el peso W cumple las
condiciones a-d.

En sucesivos articulos, Moursund realiza un amplio estudio acerca de
la mejor aproximacion pesada de una clase aproximante a una funcién f con-
tinua de valores reales, definida en un espacio métrico compacto X. Las
clases aproximantes pueden ser conformadas por diferentes familias de
funciones de C(X), v. gr. polinomios algebraicos de gradoalomdsn € IN,
polinomios generalizados de Chebyshev, funciones racionales sin polos en
X, etc. El objetivo es hallar un elemento p de la clase aproximante K que
minimice de ser posible

sup [W(x, f(x) = p(x))| = [[W(x, f(x) = p(x))]

xeX

sobre todo K. La definicién de la funcién peso generalizado como ya se ha
mencionado, no es la misma en cada caso.

En [27], como su titulo lo indica, se estudia la mejor aproximacién ra-
cional uniforme usando una funcién peso generalizada W, entendida esta
como una funcién de valores reales definida sobre X x (—o0,c0) que cum-

ple

W (x,y) es continua sobre X x (—o0, o0);

Vx € X,sgn W(x,y) =sgny;

Para cualquier x € X fijo, la funcién W(x, -) es una funcién moné-
tona estrictamente creciente en (—oo, oo),i.e. six € X,y,z € R tales
que y < z entonces W(x,y) < W(x,z).

Vx € X, lim |[W(x,y)| = o0
ly[—o0
En el caso de la mejor aproximacién racional pesada con rangos restrin-
gidos a una funcién f € C(X), donde X es un espacio topolégico compac-
to, Moursund, (véase [21]) propone con la ayuda de dos funciones reales
positivas y continuas sobre el mismo espacio ! y u, que la funcién peso W
definida sobre X x IR cumpla las propiedades siguientes:
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» Wescontinuaen D := {(x,y)|[x € X xR:I(x) <y <u(x)},
» si(x,y) €D, (x,z) € Dyy < zentonces W(x,y) < W(x,z),
= si(x,y) € D entonces sgn W(x,y) = sgny,

» six € Xyy > u(x) entonces W(x,y) = oo,

» six € Xyy < I(x) entonces W(x,y) = —o0.

Dicho autor considera fundamental garantizar, siempre que sea posi-
ble, la existencia de un teorema que caracterice la mejor aproximacion pe-
sada a una funcién dada. Por ejemplo con un teorema de alternacién tipo
Chebyshev adecuado a ese peso y a esa familia. En [27], se exhibe un teo-
rema de alternacion que caracteriza la mejor aproximacién racional gene-
ralizada pesada y de forma mads particular la mejor aproximacién racional
ordinaria.

También se puede estudiar el caso en el que las funciones de la clase
aproximante sean tales que no sélo aproximen a f sino también la inter-
polen en ciertos puntos, por ejemplo cuando deseamos analizar la apro-
ximacion polinomial algebraica pesada con interpolacién, (véase [22]), la
funcion W : X x (—o0,00) — (—o00,00) serd considerada una funcién peso
generalizada si

» Vx € X, sgn W(x,y) =sgny,
» las funciones W(x,y) y oW(x, y)/dy son continuas,

» paracadae > Oexisteund(e) > Otalquesix € Xy |y| > €, entonces

IW(x,y)/dy > é(e).

1.3. Normas asimétricas de Krein.

Hacia los afios 1940 Krein consideré y bautizé con el nombre normas
asimétricas a un funcional A sobre un espacio vectorial real E, que satisface
las propiedades siguientes:

= Vf e E\{0}, A(f) >0
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= Vf,g € E, A(f+8) S A(f) +AR)
» Va € RTVf € E, A(af) = aA(f)

Observe que para o« < 0, A(af) = |a|A(—f), pero no necesariamente

A(f) = A=)

Para simbolizar el funcional A, Krein utiliza la sugestiva notaciéon A =

Un ejemplo tipico desarrollado por Krein y empleado sisteméticamen-
te en su libro con Nudel'man [19] es el siguiente. Sea E = C|[0,1], u,v > 0,
u,v € C[0,1] y definamos para toda f € C[0, 1]

fluo = [ (FFu+fo)(x)dx (12)

donde f* y f~ son las partes positivas y negativas de f € E respectiva-
mente, es decir

S IS
fr= 5 Y f = B
El par de funciones u y v fueron denominadas posteriormente por
Dolzhenko y Sevast’yanov [9] como un peso sensible al signo. A este fun-
cional regresaremos mds adelante.

Recordemos que existe una relaciéon muy estrecha entre una norma y su
bola unidad. Para simplificar, y como en esta tesis estudiaremos funciones
reales consideramos s6lo espacios lineales sobre R. Sea (E, || - ||) un espacio
normado real y B su bola unidad abierta, i.e. sea B = {x € E | ||x|| < 1};
denotamos por B su clausura. Es decir B es la bola unidad cerrada. Sea V
cualquier conjunto convexo tal que B C V C B, sea Ay el funcional de
Minkowski asociado a V. El cual se define como es usual mediante

Ay(x) = inf{A > 0| x € AV}.

Observemos que Ay esta bien definido para todo x € E y que ademds
Ay = Ap = Ag. El funcional de Minkowski nos sirve para caracterizar
todas las normas sobre E (y en un contexto més general, las seminormas
en los espacios vectoriales topoldgicos localmente convexos).
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Para comprender lo que ocurre en el caso de las normas asimétricas
debemos profundizar en este estudio.

Sea V un conjunto convexo, absorbente y simétrico con respecto al ori-
gen. Se puede probar que Ay es una norma y que si B es su bola unidad
abierta se cumple la relacion

BcCV cCB.

El concepto se puede generalizar ligeramente en el sentido de que V no
necesita ser convexo pero que la afectacion de la convexidad sea relativa a
algunos puntos de lo que sera su frontera con respecto a la norma. No es
menester incluir estos casos excepcionales.

Esta caracterizacion de las normas tiene implicaciones inmediatas. Pe-
ro hay diferencias entre los espacios lineales de dimension finita e infinita.
Por ejemplo en dimension finita, si V no hubiese sido simétrico en puntos
fuera de su frontera con respecto al origen, la simetria de Ay se pierde,
pero todas las normas son equivalentes. En efecto, si E es de dimensién
finita, y || - || es cualquier norma en E, el hecho de que V sea absorbente
implica que V contiene una bola centrada en cero con respecto a la topolo-
gia de la norma || - ||. Por tanto, en términos topoldgicos si definimos una
topologia por una norma siguiendo los cdnones usuales, todas las normas
y todas las normas asimétricas son equivalentes en el sentido de que ge-
neran la misma topologia.

La situacién cambia radicalmente en el caso de espacios de dimension
infinitas. Consideremos el ejemplo siguiente, en el funcional de Krein ya
definido en 1.2 con peso sensible al signo, sean u,v € C[0,1], u(x) = 1,
v(x) = =3 y sea la familia de funciones {f,};>; C C[0,1] definidas
como f(x) = (n+ 1)x" entonces

| fuluo = /Olfn(x) cu(x)dx =1

pero

1
1= fuluo = / ~(n 4 1)x"esT — 0.
0
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Por tal motivo, Jiménez ha sugerido incluir una condicién que deno-
mind de no degeneracién y que establece lo siguiente:

Jk>0Vx €E, || — x| <k|x|

En particular como ||x| < k|| — x| < k?||x| luego k > 1. En el ejemplo ante-
rior para la no degeneracion se necesitan que existan constantes A, B > 0
tales que Au < v < Bu. Esto fue utilizado por Margarito Hdez. en su tesis
doctoral (ver [14]).

Como se menciona en los ya citados [9] y [19], el funcional referido en
1.2 puede ser considerado también bajo la norma del supremo de la forma

siguiente
1f 1o := sup(f " (X)u(x) + £~ (x)o(x)),

xeX
donde X es un subconjunto compacto real de un intervalo cerrado, las
funciones u,v € C(X) son continuas positivas sobre X y f una funcién
continua dada.

Dada una clase no vacia de funciones H C C(X) y una funcién f €
C(X), se define la mejor aproximacion asimétrica a f de H relativa a || - |40
como el valor

e(f) = inf i — /1.

Si existe algun elemento ¢ € H tal que e(f) = ||g — f|, entonces dicho
elemento serda nombrado como un elemento de mejor aproximacion asi-
métrica.
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Capitulo 2

Aproximacion asimétrica
mediante los sistemas de
Chebyshev, con bandas de
amplitudes variantes.

2.1. Introduccidn.

Revisaremos, a continuacién, algunos conceptos basicos y de uso fre-
cuente en la teoria de la aproximacion, que retomaremos después en el
contexto de aproximacién asimétrica en la siguiente seccién.

El material expuesto en este capitulo estd basicamente contenido en
[24]. En este se presenta al igual que aqui, de manera unificada, material
interrelacionado de diversas fuentes, con contribuciones nuestras, de ma-
nera organizada.

Sea {g1,...,9n} unsistema de funciones reales continuas sobre el inter-
valo [a,b] que cumplen la condicién de Haar, es decir, para todo conjunto
de n puntos distintos 2 < x1 < xp < --- < x,; < b sobre el intervalo [a, ]
se verifica que el determinante:

g1(x1) ... gu(x1)
91(%0) - gulx)
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es distinto de cero. Dicho de otra manera que los n vectores (g1(x1),...,8n(x1)),
oo (g1(xn), ..., gn(x,)) son linealmente independientes. A un sistema de
funciones que cumplen la condicién de Haar también se le nombra como
sistema de Chebyshev.

Se define un Espacio de Haar, como un subespacio de C|a, b] de dimen-
sién finita con una base que cumple la condicién de Haar. Cualquier base
de un Espacio de Haar, cumple la condicién de Haar.

Se puede comprobar que el conjunto P, de los polinomios algebraicos
de grado a lo més n sobre el intervalo [a,b], con las operaciones usua-
les es un subespacio de Haar de C[a,b] de dimensiéon n + 1, con base
{1, x, x2,..., x"}. También el conjunto 7, de los polinomios trigonométri-
cos de grado a lo mas n sobre el intervalo [0,277] es un espacio de Haar
en el espacio de las funciones continuas 27t peridédicas Cp,; de dimensién
2n + 1, con base

{1,sinx,sin2x,...,sinnx,cos x,cos2x,...,cos nx},
donde como es habitual, 0 y 277 se identifican.

Del teorema clasico de Alternancia de Chebyshev, se obtiene una carac-
terizacion de los polinomios algebraicos de mejor aproximacién de grado
a lo mds 1, a una funcién continua dada sobre un intervalo compacto. Po-
demos generalizar este teorema cuando el conjunto aproximante sea cual-
quier subespacio de Haar de C[a, b] de la manera siguiente.

Teorema 2.1

Sea {g1,...,qn} un sistema de elementos de Cla, b] que cumplen la condicion de
Haar. Para que el polinomio generalizado P = )" c;g; sea una mejor aproximacion
a f € Cla,b] dada, es necesario y suficiente que la funcién r = f — P tenga un
conjunto alternante de n + 1 puntos en [a, b].

Chebotarev exhibe en dos formas un criterio para caracterizar el ele-
mento de mejor aproximacién uniforme en P, a una funcién continua da-
da, que no sea ella misma un polinomio (véanse [4] y [5]). Si queremos que
el conjunto aproximante a la funcién f € C|a, b] sea cualquier subespacio
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de Haar de C|a, b], entonces ambas formas del criterio se pueden generali-
zar. Quedarian concentradas de la manera siguiente.

Sea E(f —p) == {x € [a,b]| |(f —p)(x)| = [If = pl} y para x € [a,]]
definimos o(f — p, x) := sign(f(x) — p(x))(g1(x),82(x), ..., gn(x)).

Teorema 2.1

Sea {g1,...,qn} un sistema de elementos de Cla, b] que cumplen la condicion de
Haar, y sea f € Cla, b] tal que no es combinacion lineal de {g1, ..., gn}; entonces
los enunciados siguientes son equivalentes:

a) el polinomio generalizado p =) c;g; es de mejor aproximacién a f.

b) para todo ¢ € R™\{0} existen x.,y. € E(f — p) tales que v(f — p,x.)-¢ >0

yolf =p.ye) ¢ <0.
c) existen xg < x1 < --- < x, € E(f — p) tales que 0 € int conv{v(f —

p,x0), ..., 0(f —p,xn)}.

Partiendo de este criterio, Kolmogorov lleg6 a desarrollar una caracte-
rizacién del polinomio generalizado de mejor aproximacion "[8]"que enun-
ciamos a continuacion.

Teorema 2.2
Sea X, un espacio de Haar en C|a, b] de dimensién n, entonces P € X, es una
mejor aproximacion de f € Cla, b]\ Xy, si y sélo si para cada Q € X,
min {[f(x) = P(x)][Q(x) = P(x)]} <0.
x€E(f-P)
En [16], se define la aproximacién mediante bandas variantes, para

aproximar una funcién continua sobre un intervalo cerrado [a, b] con poli-
nomios algebraicos de grado alo mas n € IN, de la manera siguiente.

Sean f,h1,hy € Cla, b] tales que hy,hy > 0y n € IN. Entonces para cada
A > 0 definimos el conjunto:

M), = {p € pn|f—)th1 < p Sf‘FAhz}

Con ayuda de estos conjuntos podemos definir una mejor aproxima-
cién y con esta definir lo que entendemos por polinomio algebraico de
mejor aproximacion en un nuevo contexto.
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Definicién 2.1
Sean f,hi,hy € Cla,b] tales que hy,hy > 0y n € IN. Definimos la mejor
aproximacion de Py a f, relativo a hy y hy como

Ap = 1nf{A > 0| M, # @}

Definicién 2.2

Sean f,h1,hy € Cla,b] tales que hy,hy > 0y Ay, la mejor aproximacién de P,
a f relativo a hy y hy; entonces si p € M, decimos que p es un polinomio
algebraico de mejor aproximacion a f de grado a lo mds n relativo a hy y hy.

Como se afirma en [16], siempre es posible hallar un polinomio alge-
braico de mejor aproximacién de P, a una funcién dada y ademas este es
unico.

Se conoce ademds una forma de caracterizar dicho polinomio que es
una generalizacion del teorema de Alternancia de Chebyshev.

Teorema 2.3

Sean f,hy,hy € Cla,b], hy,hy > 0y n € N. El polinomio algebraico de grado
a lo mds n, p;, es de mejor aproximacion a f relativo a hy y hy, si y solo si, la
funcién p;; — f coincide alternadamente en n + 2 puntos consecutivos de [a, b],
con las funciones —Anhy y Ayhy.

En [28], donde se sumarizan varios articulos de estos autores utilizan-
do el funcional de Krein, se debilita la continuidad de /; y h; a una con-
tinuidad lateral. En realidad, todos los resultados que pueden obtenerse
utilizando el funcional de Krein, pueden obtenerse utilizando bandas va-
riantes y reciprocamente. La diferencia, mas que en las propias demostra-
ciones se concentra en la interpretacion geométrica.

2.2. Definicién de mejor aproximaciéon median-
te los sistemas de Chebyshev, con bandas de
amplitudes variantes.

Las definiciones de la seccién anterior se basan en que el conjunto apro-

ximante sea el de los polinomios algebraicos de grado a lo més n para un
n € IN dado. Nosotros ahora, generalizaremos estas definiciones cuando
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el conjunto aproximante es un espacio de Haar cualquiera de dimensién
n,conn € IN.

Sean f,hy,hy € Cla,b] tales que hy,hy > 0y g1,...,9n € Cla, D] tales
que cumplen la condicién de Haar con n € IN. Entonces para cada A > 0
definimos el conjunto:

n
My :={p=) cigilf —Ah < p < f+ A2},

i=1
con ayuda de estos conjuntos damos una definicién de mejor aproxima-
cién y a su vez definimos los polinomios generalizados de mejor aproxi-
macion.
Definicién 2.3
Sean f,hy,hy € Cla,b], hy,hy > 0y g1,...,9n € Cla,b] tales que cumplen la
condicion de Haar con n € IN. Definimos la mejor aproximacion del espacio de
Haar a f, relativo a hy y hy como sigue:

Ay i=nf{A > 0| My £ @}

Nota: A, es el infimo de un conjunto no vacio (lo que se probard mas
adelante) acotado inferiormente; por lo tanto estd bien definida, su valor
puede ser cero. Este caso se presenta cuando la funcién por aproximar es
ella misma un polinomio generalizado de ese espacio de Haar.
Definicion 2.4
Sean f,hy,hy € Cla,b], hy,hp > 0, ¢1,...,9n € Cla,b] tales que cumplen la
condicién de Haar con n € IN y Ay, la mejor aproximacién del espacio de Haar
a f relativo a hy y hy, entonces, si p € M, decimos que p es un polinomio
generalizado de mejor aproximacién a f relativo a hy y hy.

Veamos ahora un par de propiedades de estos conjuntos:

1. Si Ay < A entonces My, € M,,. Luego la familia de los conjuntos
{M, } >0 es creciente con el orden definido por la inclusién cuando crece
el parametro no numérico A.

2. Para un A > 0 dado; M, se puede identificar con un subconjunto
de IR" a partir de los coeficientes de los polinomios generalizados, el cual
resulta ser cerrado y acotado, por ende compacto bajo la norma euclidiana
(vea [24]), por tanto, M, también lo es.
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2.3. Existencia de polinomios generalizados de
mejor aproximacion

En esta seccién, nos proponemos garantizar la existencia, de al menos
un polinomio generalizado de mejor aproximacién para una funcién f €
Cla, b] dada, relativo a hy y hp, donde hy,hy € Cla, by hy, hp > 0.

Lema 2.1
Sean f,hy,hy € Cla,b], hy,hp > 0, ¢1,...,9n € Cla,b] tales que cumplen la
condicion de Haar con n € IN, entonces existe A > 0 tal que M) # @.

Demostracién: Tomemos un polinomio generalizado cualquiera p = Y}' ; ¢;gi,
y establezcamos los siguientes pardmetros:

m = min (p— f)(x), M mix (p—f)(x), My = max (—hy)(x),

x€(a,b] - xX€[a,b] x€[a,b]

ymy = min (hz)(x)

x€[a,b]

Observemos que M; < 0y mp > 0. Se puede asegurar que existen ji1,
p2 > 0 tales que
m 2> My M < poms.

Tomando
A = max{u1, u2},

tenemos que
f-AMi<f-pum<f+mM <f+m<p

y
p<f+MZ f+pomy < f+Amp < f+ Ahy,

es decir,
p € M,.

Por lo tanto, existe A > 0 tal que
M, # @.
[

Como consecuencia de este resultado, el conjunto {A > 0|M, # @} es
no vacio.
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Teorema 2.4 (Existencia)
Sean f,hi,hy € Cla,b], hy,hy > 0, §1,...,9n € Cla,b] tales que cumplen la
condicion de Haar con n € IN entonces M), # @

Demostraciéon: Para cada A > 0, M, es compacto. Podemos considerar la
familia {M, | A > 0, M, # @}. Debido al lema anterior esta familia es no
vacia. Por otro lado también es mondtona. Gracias a esto tltimo, en cual-
quier subfamilia finita de ella, la interseccion corresponderia al elemento
que posea menor A. Este conjunto es no vacio. Debido a todo lo anterior se
puede afirmar que:

(N{Mr | A >0,M, # O} # .

Es facil ver que M, coincide con el anterior conjunto. |

2.4. Caracterizacion y unicidad de los polinomios
generalizados de mejor aproximacion.

En esta seccion exhibimos caracterizaciones del polinomio generaliza-
do de mejor aproximacion relativo a bandas de amplitudes variantes, ba-
sadas en los criterios de Chebyshev [7], Chebotarev ([4], [5]) y Kolmogorov

[3].

Definicién 2.5

Sean f,hy,hy € Cla,b| tales que hy,hy > 0, §1,...,8n € Cla, b] un conjunto
de n funciones que cumplen la condicion de Haar; con n € IN y A, la mejor
aproximacion del espacio de Haar a f relativo a hy y hy.

(i) Paracada p =) c;g; - polinomio generalizado - definimos los conjuntos:
R(p, ) = R(p, hn, f, Au, [a,0]) := {x € [a,0]|(p — f +Aul) (x) = O},

R(p,h2) = R(p, ha, f, A, [a,b]) := {x € [a,b]|(p — f — Anh2)(x) = 0}
y R(p) = R(p/f/ hi,ha, An, [Ll, b]) = R(Pl hl) U R(p' hZ)

(i) Sean h € Cla,b]y x € [a, b] definimos la funcién:

a(h,x) = a(h,x,81,...,8n) := sgn(h(x))(81(x), g2(x), ..., &n(x))-
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(iii) Sea A C [a, ] definimos el conjunto:
K(A) =K(A, f,p,81,---,8n) :=={a(f —p,x) e R"|x € A}

en particular denotaremos K, := K(R(p)).

(iv) Sean a < x; < -+ < x5 < b, con m € N, entonces decimos que
{x1,...,xm} es un conjunto alternante para un polinomio generalizado
p dado si:

x; € R(p,h1) y xiv1 € R(p, hp) parai =1,3, ...

x; € R(p,ha) y xiy1 € R(p, h1) parai =1,3, ...

Lema 2.2

Sean f,hi,hy € Cla,b], hy,hy > 0; g1,...,9n € Cla,b] tales que cumplen la
condicion de Haar con n € IN, y Ay, la mejor aproximacion del espacio de Haar a
f relativoa hy y hy. Si p € M), entonces existen dos puntos x1,x, € [a, b] tales

que p(x1) = (f = Auh1)(x1) y p(x2) = (f + Anh2) (x2).

Demostracién: Supongamos que para toda x € [a, ]

p(x) < (f + Anh2)(x).

Como f + Ayhy — p es una funcién continua y [a, b] compacto, luego
existe m > 0 tal que

m= xlé‘[f{;]{(f + Anha — p)(x)}

Por otro lado, sabemos que en todo espacio de Haar existe un poli-
nomio generalizado, llamémosle g, que es estrictamente positivo sobre el
intervalo [a, b] (vea [8], teorema 9.2). Dicho polinomio es continuo, por lo
que existe

M = max (q(x)).

x€[a,b]

Tomemos
*

m
q ~—P+mq/
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entonces se verifica que para cada x € [a, b]
. m
(f = Auhn)(x) < p(x) < q7(x) < p(x) + 5 < (f +Auh2)(x).

De lo que surgen las desigualdades para cada x € [a, b]

(g" = f)(x) G 1))

<A
—hn (%) "y

T—f . 7—f

Por otro lado, como las funciones “—=~ y “7-= son continuas sobre el
compacto [a, b], alcanzan sus maximos. Denotémoslos por

o i (EIEY s (0P

xelab] | —hi(x) xe[ab] hy(x)
A continuacién, designemos
A" = max{uy, 12}
Se puede ver por un lado que
A< Ay
y por otro que para toda x € [a, b]
(f =A"m)(x) < q"(x) < (f +Aha) (%),

es decir,
My« # @.

Lo que contradice la definicién de A,,.

Por lo tanto, debe existir, por lo menos, un punto en [a,b] donde p y
f + Anhy coincidan.

Analogamente, se demuestra que py f — A, h; coinciden en por lo me-
nos un punto de [a, ). [
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Lema 2.3

Sean f,hy,hy € Cla, b, hi,hy >0, g1,...,8n € Cla, b] un conjunto de funcio-
nes que cumplen la condicion de Haar, con n € IN, A, la mejor aproximacion del
espacio de Haar a f relativoa hy y hp y p € M, entonces

0 € conv(Ky)

si y solo si, existen n + 1 puntos distintos de R(p): x1 < xp < - -+ < X471 tales
que
0 € intconv{a(f —p,x1),...,a(f —p,Xp41) }-

Demostracion:
<)
Desde luego, si

0 € intconv{a(f —p,x1),...,a(f —p,xp41)}

entonces
0 € conv(Ky,).

=)

Por otro lado, como 0 ¢ K, si0 € conv(Kp), entonces el teorema de Cara-
theodory nos garantiza que 0 puede representarse como una combinacién
lineal convexa de n + 1 elementos de K,,.

Supongamos que el vector cero se encuentra en la frontera de la envol-
tura convexa de K. Por el mismo teorema de Caratheodory, este vector 0
puede representarse como una combinacién lineal convexa de a lo sumo
n vectores de K. Luego existirfan y1,y2,...,yn € [a,b], completando a n
puntos si fuese necesario, de manera que

g1(y1) - &u(y1) 1 a(f —p.y1)

= sgn(F—p)w) ™ =0

det
a(f —p,yn)

81(]/11) gn(]/n)

Esto contradice la hipétesis de que las funciones g1,...,g:, cumplen
la condicién de Haar. Luego el vector cero debe ser combinacién lineal
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convexa de exactamente n + 1 elementos de Ky, es decir, estar en el interior
de la envoltura convexa de ellos. Con ello queda demostrado el lema.
[

Junto con este par de lemas previos necesitaremos el resultado siguien-
te, que es una forma del teorema 2 de [15].
Teorema 2.5
Sean f,hi,hy € Cla,b] hy,hy > 0; g1,...,8n € Cla,b] tales que cumplen la
condicion de Haar, con n € IN y Ay, la mejor aproximacion del espacio de Haar
a f relativo a hy y hy. Si p € M,,, entonces las afirmaciones siguientes son
equivalentes

(G M,, = {p}, i.e. es un conjunto con un solo elemento.

(ii) Hay n + 1 puntos distintos en [a,b]: z1 < --- < z,41 tales que p coincide
con los valores f(z;) + Anha(2zi) v f(zi) — Anhy(z;) (0 f(zi) — Anhy(zi) y
f(z;i) + Anha(z;)) alternadamente parai = 1,2,...,n+ 1.

(iii) 0 € conv(Kp).

Ahora estamos listos para enunciar y demostrar el que es el principal
resultado de este capitulo, con el que después establecemos que la mejor
aproximacion es tnica en el contexto generalizado.

Teorema 2.6
[Caracterizaciones del Polinomio Generalizado de Mejor Aproximacion]
Sean g§1,...,8n € Cla, b] un conjunto de funciones que cumplen la condicién
de Haar, con n € IN; f,hy,hy € Cla,b], hy,hy > 0, f ¢ gen{g1,...,8n} ¥
Ay la mejor aproximacion del espacio de Haar a f. Los enunciados siguientes son
equivalentes:

a) p € M,,, i.e. pesun polinomio de mejor aproximacion a f relativo a hy y hy.

b) Hay n + 1 puntos distintos en [a,b], z1 < --- < z,41 tales que p coincide
con los valores f(z;) + Anha(2zi) y f(zi) — Anha(zi) (0 f(z;) — Auhi(zi) y
f(zi) + Anhy(z;)) alternadamente parai = 1,2,...,n+ 1.

¢) R(p) contiene n + 1 puntos,
X1 < Xp < --- < Xpyt,

tales que el vector cero de R" se encuentra en el interior de la envoltura

convexa de
{a(f —p,x1),...,a(f — p,xns1) }-
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d) Para todo c € R"\{0}, existen x.,y. € R(p) tales que
a(f=pxc)-c>0 y a(f—pye)-c<O0.

e) Para cada q polinomio generalizado del espacio de Haar, q # 0

xg}{é(;)(f (x) — p(x))(q(x)) > 0.

Demostracion:
a=b

Sin =1, entonces esta implicacion es cierta, debido al lema 2.2.

Sin > 1, entonces, segtin el mismo lema existe un conjunto de por lo
menos dos puntos en [4, b] que cumple lo que se quiere probar.

Propongamos que cualquier conjunto posible de elementos en [a, b], tal
que p — f coincida alternadamente con las funciones —A,h; y A, hp en esos
puntos, contiene a lo méas n elementos.

Esto es, que existena < x1 < --- < xx < b,con1 < k < n; tales que

(p = F)xi) = Anha(xi) y (p—f)(xi1) = —Ahi(xiq); i=1,3,...

(6]

(p—f)xi) = =Auh1(xi) vy (p—f)(xip1) = Auha(xi31); i=13,....

Supongamos sin pérdida de generalidad que en este caso se verifica la
primera opcioén, con eso en mente formemos los conjuntos

A= {x € [a,b][(p - f)(x) = Anha(x)}

Bi={x e [ab]l(p—f)x) = —Auh(x)}.
Veamos entonces que como A N [4, x3] es compacto, deben existir

x] =min AN [a,x] y x{ = max AN [a,x)].
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De manera parecida definimos los puntos
x5y = min BN [x], x3], x5 = max BN [x], x3];

x5y =min AN [x5, xg], x5 = méax AN [x5, xy4);

y asi sucesivamente.
Obtendriamos una sucesioén de puntos:

a<ux;<xf<x)<xf<--<x<x <b

Ahora formemos los conjuntos
Ij =[x}, x{]conj=1,... k.
Observemos que
i) ;N A =Qcuando jespary [; N B = cuando j es impar.
ii) A € Ujimpar Ijy B € Uj par 1j-
Escojamos ahora los puntos z; de tal forma que cumplan
x}’_l <z < x;,
dondej=2,...,k.
Debe existir g un polinomio generalizado tal que
i) q(z;) =0parai=2,...,k
ii) sgng(x) = sgn(p — f)(x) paratodax € ; U--- U I [8].
Fijemos los valores

ci =min{(p — f + Anh1)(x)|x € [z;,2i41]} cuando i es impar

c; = min{(Ahy — p+ f)(x)|x € [z;,2i41]} cuando i es par
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tomando paraelloz; =ayz1 = D.

Se puede verificar que para toda i,

c; > 0.
Tomemos ahora

M := méx |q(x)].

X€[a,b]

Y elijamos apropiadamente y > 0, tal que
UM < min{¢|i =1,...,k}.
Con esto formemos el polinomio generalizado
pr=p—uq,
el cual cumple que p* € M, , pero

f—Anhy < p* < f+ Agho,
lo cual contradice el lema anterior.

Por lo tanto, deben existir por lo menos n + 1 puntos consecutivos en
[a,b] tales que p — f coincide alternadamente con las funciones A,hy y
—Anhy en dichos puntos.

b=a

Supongamos que p ¢ M, .

Por hipétesis existen 2 < x1 < --- < x,41 < b que sin pérdida de

generalidad
(p = f)(xi) = Anha(x;)

y
(p— f)(xiz1) = —Auh1(xig1)

dondei =1,3,....

33



El teorema 2.4 nos dice que existe por lo menos un polinomio genera-
lizado p* € M, , lo que implicaria:

(p* = fxi) < (p = f)(x)

y
(p* = )(xi1) 2 (p = f)(xia)

dondei =1,3,....
Debido a lo anterior el polinomio generalizado p — p* tendria por lo
menos 7 raices, contando dos veces lo ceros dobles,! lo que implicaria que

p —p* = 0, que es una contradiccién con lo supuesto.

Por lo tanto p es un polinomio generalizado de mejor aproximacién a
f relativo a hy y hy.

b=c
Se deduce del teorema 2.5 que
0 € conv(Ky)

y a continuacion se obtiene del lema 2.3
0 € intconv{a(f —p,x1),...,a(f —p,xy41)}, para algunos x1, ..., x,+1 € R(p)
que es lo que se buscaba.

c=b

Puesto que

0 € intconv(a(f —p,x1),...,a(f — p, Xut1)) C conv(Kp)

entonces debido al teorema 2.5 se verifica lo que se buscaba probar.

'Un punto x € (a,b), para un polinomio generalizado p, es un cero doble si p(x) = 0
y si existe una vecindad de x en la que p no cambia de signo. Vea [8]
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c=d

Tomemos un arbitrario ¢ € R”, ¢ # 0. Formemos el polinomio genera-

lizado
9(x) = a(f — p,x) - c = sgn((f = p)(x)) }_cigi(*)
el cual es no trivial, por ende tiene a lo mds n — 1 ceros en el intervalo [g, b],

contando dos veces los ceros dobles. Esto nos informa que debe haber por
lo menos una xj, con1 < j < n+ 1, que cumple

q(x;) # 0.

Sin pérdida de generalidad supongamos que q(x;) > 0.

Por otro lado, como el vector cero estd en el interior de la envoltura
convexa de los a(f — p, x;), entonces debe ser combinacion lineal convexa
de ellos, i. e.

0=3 pulf—pxi)i P01, Y} pi=1
Luego multiplicando ambos lados por c:
0=0-c=) Bia(f—p.xi) c=) Piq(x).

O sea, que el escalar cero es una combinacién lineal convexa de los va-
lores g(x;). Uno de los cuales es estrictamente positivo. Por ende otro debe
ser estrictamente negativo.

Tomando y. como este ultimo valor y a x, = xj, se muestra lo que
deseabamos.

d=c
Primero supongamos que
0 & conv(K,).
Segtn el teorema de separacién de convexos debe existir z € IR", z # 0 tal
que

z -y > 0 para toda y € conv(K).
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En particular,
z-a(f —p,x) 20
para toda x € R(p).
Esto dltimo contradice la hipétesis. Lo que nos indica que
0 € conv(Kj,).
Aplicando el lema 2.3
0 € intconv{a(f —p,x1),...,a(f —p,x4+1)} para algunos x1, ..., x,+1 € R(p).

d=e

Sea g =Y g;gi, como ¢ := (q1,...,4n) # 0, existe x € R(p) tal que

0<a(f—px)-c=sgn((f—p)(x) Y aqigi(x) = sgn((f — p)(x))q(x).

Luego
(f(x) = p(x))g(x) >0
Por lo que

xfé}fié)(f(X) —p(x))(q(x)) > 0.

e=d
Seac = (cy,...,cn) € R"\{0}, formemos el polinomio generalizado
q = Zcigi.

Como g # 0, entonces existe x. € R(p) tal que

(f (xc) = p(xc))q(xc) >0,

con lo que se puede deducir que

sgn((f —p)(xc))q(xc) >0,

y finalmente

a(f —p,xc)-c>0.
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Formemos ahora el polinomio generalizado

r= Z(_Ci)gi-

Este polinomio también es distinto de cero en el intervalo [a,b], por hip6-
tesis existe y. € R(p) tal que

(f (we) — p(ye))r(ye) >0,

de donde se deduce

sgn((f — p)(yc))r(ye) >0,

y por tultimo
a(f—p,yc)-c<O.
n

El teorema anterior nos muestra varias caracterizaciones de los poli-
nomios generalizados de mejor aproximacién, atin queda por ver si son
Unicos para una triada especifica de funciones f, i1, hy. Lo que demostra-
mos a continuacion.

Teorema 2.7

Sean f,hy,hy € Cla,b], hy,hy > 0; g1,...,8n € Cla,b] tales que cumplen
la condicién de Haar con n € IN. Entonces el polinomio generalizado de mejor
aproximacion a f relativo a hy y hy, es iinico.

Demostracién: Sea A, > 0 la mejor aproximacién del espacio de Haar
a f, relativo a hy y hp, y sea p € M,,. Por el teorema anterior sabemos
que existen n + 1 puntos distintos consecutivos de [a,b] tales que p — f
coincide alternadamente con las funciones A,hy y —A,hy y ademds que
0 € conv(Kp), estos dos resultados coinciden con los incisos ii) y iii) del
teorema 2.5 por lo que M, = {p}. [

2.5. El caso trigonométrico.
Dos de los espacios de Haar mds comunes son el conjunto de los po-

linomios algebraicos de grado a lo mas n € IN y el de los polinomios
trigonométricos de grado a lo méds n € IN. El caso correspondiente a los
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polinomios algebraicos fue ampliamente tratado en la tesis doctoral de
Ivonne L. Martinez [23]. En esta seccién veremos particularidades que se
encuentran al estudiar la mejor aproximacién mediante bandas variantes
cuando el espacio aproximante corresponde a polinomios trigonométri-
cos.

Como ya se menciond el conjunto 7, de los polinomios trigonométricos
de grado a lo mds n con las operaciones usuales, es un espacio de Haar de
dimensién 2n + 1. Una base de este espacio es

{1,sen(x),...,sen(nx),cos(x),...,cos(nx)}.

Consideramos los puntos 0 < x1 < xp < -+ < X541 < 271. Se verifica
que los vectores

(1,sen(xq),...,sen(nxy),cos(x1),...,cos(nxy)),

(1,sen(xy),...,sen(nx;y),cos(xz),...,cos(nxy)),

(1,sen(x2441), - --,sen(nx, 1), co8(x241), - - -, €08(nx2541)).

son linealmente independientes. Con esto se garantiza que esta base cum-
ple la condicién de Haar. Andlogamente cualquier otra base de 7, cumple
la condicién de Haar.

En este espacio se puede aplicar la teoria para el estudio del polinomio
trigonométrico de mejor aproximacion a una funcién continua mediante
bandas variantes. Para hacer esto posible, dicha funcién ademds de con-
tinua deberd ser 27t periddica, i. e. f € Cor. Asimismo las funciones hy
y hy utilizadas de manera similar que en el capitulo anterior deberan ser,
ademads de continuas y estrictamente positivas, también 27t periddicas.

Con esto en cuenta son validos nuestros resultados de las secciones an-
teriores, por ejemplo, debido a ser 7, de dimensién 21 + 1, habra que con-
siderar 2n + 2 puntos diferentes en el lema 2.3 y en los incisos (b) y (c) del
teorema 2.5, asi como en el teorema 2.6. Estos puntos deberan ser hallados
en el intervalo [0, 277) en lugar del intervalo [4, b] que se menciona. En efec-
to, como estamos considerando funciones periddicas, en realidad estamos
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identificando el intervalo [0,277) con el conjunto compacto T C C, es de-
cir, con el circulo unidad mediante el homeomorfismo ¢, con t € [0,277).
Por ejemplo, para la aproximacién polinomial trigonométrica el teorema
2.6 toma la forma siguiente:

Teorema 2.8
Sean f,h1,hy € Can, h1,hy > 0, n € IN y Ay, la mejor aproximacion de T, a f,
relativo a hy y hy. Los enunciados siguientes son equivalentes:

a) p € M,,,. (p es el polinomio trigonométrico de mejor aproximacion a f, rela-
tivo a hy y hy).

b) Hay 2n + 2 puntos distintos en [0,27): z1 < - - - < Zpn2 tales que p logra
los valores f(z;) + Anho(zi) y f(ziz1) — Anhi(zig1) (0 f(zi) — Anhi(z;)

Y f(ziv1) + Anho(zii1)) alternadamente parai = 1,3,...,2n + 1.
¢) R(p) contiene 2n + 2 puntos de [0,277),

Xy <Xxp<---<Xpy2

tales que el vector cero de R?"*1 se encuentra en el interior de la envoltura

convexa de
{a(f —p.x1),.-.,a(f — p,x2n12)}-

d) Para todo c € R?>"T1\ {0} existen x,y. € R(p) tales que
a(f—p,xc)-c>0 y a(f—p,yc)-c<O.
Ejemplo.

Consideramos ahora dar un ejemplo de aproximacién para una fun-
cién f continua 27t periddica especifica. Exhibiremos los polinomios trigo-
nométricos de diferentes grados que sean de mejor aproximacion relativos
a dos funciones h; y hy continuas, 27t periddicas y estrictamente positivas.
Como las funciones f, hy, hy son 27t periddicas las definiremos sobre el in-
tervalo [0, 27t] y sus gréficas, asi como la del polinomio trigonométrico que
fuese su mejor aproximacion, se visualizardn sobre este intervalo también.

Sean f,hy, hy € Cy; definidas de la siguiente manera:
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sen(x), si0<x<rm;

—sen(x), simt<x<2rm

A continuacién una lista de los polinomios trigonométricos de diver-
sos grados que son de mejor aproximacion obtenidos con un programa
desarrollado por Victor Méndez [25], y el valor respectivo de A,.

Grado 1:
p(x) = —0.2943 cos(x) + 0.6684

Ay = 0.3741.

)
o)

Figura 2.1: Polinomio trigonométrico de grado n=1
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Grado 3:
p(x) = —0.1139 cos(3x) — 0.4263 cos(2x) + 0.0388 cos(x) + 0.5965

Az = 0.0950.

: : : : : :
. —
/ o / — bt
S /S~ ]
/ \ / o~
/ \ / \
y \ y \
14 \ / /\ \ .
/ \
/

Figura 2.2: Polinomio trigonométrico de grado n=3
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Grado 7:
p(x) = —0.0551 cos(7x) — 0.0246 cos(6x) + 0.0062 cos(5x) — 0.1052 cos(4x)

+0.0121 cos(3x) — 0.4314 cos(2x) + 0.0056 cos(x) + 0.6317
Ay = 0.0392.

)
L)
SN S
J0N LN
/ / N \\\B\ //'/’ '/ N\ N
W\ // A\
/ W\ v/ \
/ AN 1/ \
7 AN /) / \\‘\
/ ‘\\\ /) “\
/ N/ \
\ / A
/ \ /// \
/ N\ // \
/;/ ‘\\\%/‘/ \
/ YL \
V

Figura 2.3: Polinomio trigonométrico de grado n=7

Nota: La funcién f es par, por lo que podemos esperar que su polino-
mio de mejor aproximacién contenga tinicamente cosenos. Sin embargo
estos no forman un sistema de Haar. Por ejemplo, {1, cos(x) } no es un sis-
tema de Haar en [0, 277). Por lo que hay que considerar también a los senos;
asi {1,sen(x),cos(x)} es un sistema de Haar. Luego, si se aproxima a una
funcién par, de todas maneras, necesitamos considerar 2n + 2 puntos.
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Capitulo 3

Caracterizacion de la mejor
aproximacion asimétrica racional.

3.1. Introduccidn.

En el capitulo anterior se analiz6 el problema de la unicidad de la me-
jor aproximacion por polinomios generalizados mediante bandas de am-
plitudes variantes, sobre un intervalo cerrado. Como puede observarse, el
conjunto de funciones racionales algebraicas

Rum = {g 2P € Pu,q € Pm,Vx € [a,b],q(x) > O},

no es un subespacio de Haar. Surge ahora la necesidad de investigar sepa-
radamente la aproximacién mediante bandas variantes en estos casos, lo
cual haremos de manera generalizada.

Sea X un espacio métrico compacto. Sean P, Q C C(X), espacios vec-
toriales de dimensiones finitas n := dimP y m := dim Q. Se supone que el
cono positivo de Q tiene interior relativo no vacio en la norma uniforme.
Lo que es equivalente a

dQ € QVx e X, Q(x) > 0.

Definimos el conjunto R de funciones racionales generalizadas de la
manera siguiente
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R = {g:PEP,QE Q,VxEX,Q(x)>O}

que salvo se especifique otra cosa sera la clase aproximante en este capitu-
lo, i.e, el conjunto en el que buscaremos hallar de ser posible un elemento
de mejor aproximacién asimétrica con respecto a una funcién f continua
sobre X previamente dada.

3.2. Definicion de una norma asimétrica adecua-

da

En un principio podriamos intentar extender la definicién 2.1 de ban-
das variantes para la clase de funciones R, es decir, dados A > 0, hy, hy €
C(X)conhy >0y hy >0,y f € C(X), definimos los conjuntos

My:={ReR:Vxe X, (f —Ah)(x) < R(x) < (f+ Ahy)(x)}

asi como el valor
A:=inf{A >0: M, # O}.

Por tanto una funcién racional R € R seria de mejor aproximacion me-
diante bandas variantes a una funcién f € C(X) relativa a 1y y hy si es un
elemento del conjunto M.

Una vez establecido lo anterior, se puede proceder a estudiar, de ma-
nera similar a lo realizado en el capitulo anterior, las condiciones para ga-
rantizar la existencia y unicidad de dicha mejor aproximacion racional, as{
como establecer alguna caracterizacion de ella.

Desafortunadamente, al igual que en el caso de la mejor aproximacién
racional uniforme, es decir aquella en la que h; = hy = 1, no se puede usar
el argumento de compacidad que se uso en la demostracioén del teorema
2.4 para garantizar la existencia de la funcién racional de mejor aproxima-
ciéon mediante bandas variantes a una funcion continua f € C(X).

Para estudiar esta situacién nos resultara mas facil emplear normas asi-
métricas, las cuales se definirdn a partir de las funciones de error hy y hy
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como se explica a continuacién. Los resultados de aproximacién por el mé-

todo de las bandas variantes coincidiran con los que obtengamos a partir

de la aproximacién por estas normas asimétricas. Definiremos una norma

asimétrica sobre el conjunto C(X). Sean hy, hy € C(X) con la propiedad
Vx € X, hy(x) > 0y hy(x) > 0.

Definimos la funcién siguiente

w:C(X) x X = [0,00),

i &%) >0

w(g,x) = 0, g&x)=0;
No es dificil darse cuenta que w cumple la proposicion siguiente.

Proposicién 3.1
Si f,g € C(X), entonces, para toda x € X

w(g,x)f(x) < w(f,x)f(x).
Definimos, ahora la funcién

7:C(X)x X —[0,00)

MO aE
78 =) )

donde ¢7(x) = max{0,g(x)} y ¢ (x) = max{0, —g(x)}.

Desde luego se puede ver que

Proposicién 3.2
i. Paracada g € C(X)yparatodax € X,secumplequen(g,x) = w(g, x)g(x).

ii. Si f,g € C(X) entonces

Vxe X, n(f+gx) <n(f,x)+1(g x).
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Con la ayuda de la anterior definicién, definamos la funcién siguiente
sobre el espacio C(X) de las funciones continuas

I+ Ly = C(X) = [0, 00)
£ Ty = Sg};ﬂ(f,x) = [ln(F)lx-

Como se podria observar, cuando /1y = hy = 1 sobre X, entonces 1(g, x) =
8GOy glnm = liglix-

Observemos que esta funcién cumple lo siguiente, (véase [23])

Proposicion 3.3
1. Para cada f € C(X), ||flh,n, = 0.

2' Slf’g e C(X)’ entOTlC@S ”f—i_g|h1,h2 S Hf‘hl,hz + Hglhl,hz'
3. Paracada f € C(X) y para toda o > 0, ||acf|p, 1, < &||f|nyn,-

De lo anterior se deduce que || - |5, 4, es una norma asimétrica en el
espacio C(X), que cumple las propiedades siguientes

L 3¢>03>0Vf € C(X), cllfllx < [Iflnn, <€l fllx-

2. dc* >0
Vf S C(X)r || _f’hphz < C*”f‘hlth'

La primer proposicion se encuentra en [23]. La segunda es consecuen-

. . * E
cia de la primera, pues ¢* = ¢.

De la proposiciéon anterior se infiere que la convergencia de una suce-

sibnen (C(X), || - ||x) es equivalente y con igual limite, a la convergencia

en (C(X), || -|). Ademds ambos espacios contienen los mismos subconjun-

tos acotados.

Podemos ahora redefinir la definicién de mejor aproximacién de ma-
nera adecuada a este contexto.

"Nosotros utilizaremos la notacién || - | en lugar de || - |, s, siempre que quede claro
cual es la pareja de funciones (h1, h) a la que hace referencia
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Definicién 3.1
Sea f € C(X)y R* € R. Si

— R*| = inf —R|,
If = R*| = inf If |

entonces decimos que R* es una mejor aproximacion racional asimétrica de R a f
relativa a hy y hy.

Observemos algunos casos particulares.

1.

2.

Si X = [a,b], P C Cla,b] un espacio de Haar con dimP = ny
Q =gen{r}, conr € R\ {0}. Sea M, como en el capitulo anterior.
No es dificil observar que

geEMy, & |[|f—gl=mflf—h]
eP

i
h
Si X = [a,b], P =P, C Cla,b]y Q = Py C Cla,b], donde P,
y Pwm son los conjuntos de los polinomios algebraicos de grado a lo

masn € IN ym € N respectivamente, entonces denotaremos la clase
aproximante como

R =Rum:i= {Z :p € Pu, g € Pm, yVx € [a,b],q(x) # 0}

y nombraremos a R € Ry;; que cumpla la definicién 3.1 como la
mejor aproximacion racional algebraica asimétrica a f € Cla, b] de
Rym relativo a hy y hy. En este caso hy, hy € Cla, b].

3.3. Existencia de la mejor aproximacién racional

algebraica asimétrica.

Dadas una funcién continua f y dos funciones continuas y estricta-
mente positivas /11 y hp sobre un espacio métrico compacto X, asi como
subespacios lineales de dimensiones finitas de C(X), no siempre es po-
sible hallar un elemento de mejor aproximacién racional asimétrica a f
relativa a /11 y hy. Por ejemplo, sea
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k n
X=4{0,1} U< —— ,
0.1} {k+1}k_1

con n € N U {co}, que es un espacio métrico compacto, con la métrica
heredada de [0,1]. Sea f € C(X) definida de la manera siguiente

1, =0
f(x):{o, zeX\{o}.

Sean hy y hy € C(X) funciones estrictamente positivas en X, pero que
hy ademds cumpla

Vx € X,y (%) < hl(x).

Sea r(x) == ﬁ una sucesion de elementos del conjunto Ry ,, donde
m € IN. Se puede observar que

If = n :
] =
(3k + 1)k (1/2)
por lo que ||f — r¢| Py 0. De existir
a
R*=———€R

tal que | f — R*| = infreg,,, ||f — R| se cumpliria que || f — R*| =0, i.e. R*
deberia interpolar a f sobre X. Esto implicaria que

1=£(0)=R(0) = -

0=f(1)=R*(1) = jb,
j=0 Y]

Por lo que podemos afirmar que

VR € Rom IR™ € Rom, |If = R*[ < [|f = R].

El teorema siguiente nos garantiza, sin embargo, la existencia de la me-
jor aproximacion racional algebraica asimétrica a una funcion continua so-
bre un intervalo cerrado.
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Teorema 3.1 (Existencia de la mejor Aproximacién Racional Algebraica)
Para cada f € Cla, b] existe al menos una mejor aproximacion racional relativa a
hy y hy, de la clase Ry,

Demostracién: Si f € Ry, entonces f es una mejor aproximacién racional
algebraica a si misma. Si f € Ry, sea

E:= inf — R].
Rg}{anf |

Entonces E > 0, por lo que existe {R;};~; C Ry tal que
If = Ril = E.

Sean p; € P,y q; € Py, talesque (p;: g;) =1, R; = %, 1illgpy =1y
ademads cumplan
Vx € [a,b] Vi € N, g;(x) > 0.

Para i suficientemente grande
If =Ri| <E+1,
pero [[R; — f| < ¢*||f = Ry, luego
IRi = fl < ¢*(E+1).
Ademds [|Ri| = [[Rif + f| < [IR; — f| + [|f], asi
IRi] < ¢*(E+1) +If].

Pero [|R;|j55 < 1I|Ri, luego

IRillap) < Z(c"(E+1) + [If])-

1| =

Si denotamos M := %(c*(E + 1)+ ||f]), entonces

pi

M > ||[Ri| (a5 = ‘ 0

0]

Seana < xg < ... < x, <b,luego
n
pi(x) =Y pi(x;)Li(x),
j=0
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donde

Como 0 < g;(xj) < 1, podemos deducir que para toda i suficientemen-
te grande
Vied{0,...,n}, M= |pi(xj)|

Por lo tanto, la sucesién {p;(xo) };- estd acotada a partirde una I € NN,
por lo que p;(xp) tiene una subsucesion convergente
Pio(x0) = Po.

De manera analoga, podemos afirmar que la sucesion p;,(x;) tiene una
subsucesién convergente

piy (x1) = P1.
Continuando con un andlisis similar, tras una cantidad finita de pasos,
obtenemos una sucesion infinita de indices {i, } con la propiedad de

Vi€ {0,...,n}, pi,(x;) = p;.

Luego haciendo un cambio de indices {i, } por {i}, tenemos que
n n
pi=)_pilx) L= ) il
j=0 j=0

Si

p:=)_7j-li€Py
j=0

entonces ||p|(, ) < M. De manera similar, debido a que ||g;| (55 =
g € P tal que q; — 4, ||ql|s5) = 1y para cada x € [a,b], q(x) > 0.
Si x € [a,b] tal que §(x) > 0, entonces

te

Como p,q € Cla, b}, si xg es un cero de g, entonces

[P(x0)| < M-[g(x0)| =0,

1, existe

|

< M.

|
~
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por lo que xp también seria un cero de p.

Sean p € Py, q € Py, los respectivos polinomios que surjan tras cance-
lar en p y 7 los factores comunes. Si R := g € Rym, entonces R; — R por lo
que

[If = Ril =lr = R| < |[R = Ri| < c*[[R = Ril[ =0,

es decir, B
If =Ril = [[f =R[=E=_inf |f—R]

El’l}ﬂ

3.4. Caracterizacién de la mejor aproximacién ra-
cional.

En esta seccion exhibiremos dos teoremas que caracterizan la mejor
aproximacion racional asimétrica a una funcién continua relativa a dos
funciones continuas estrictamente positivas sobre el mismo dominio. En
particular el segundo de ellos se parece al teorema de alternancia de Chebys-
hev que caracteriza el polinomio de mejor aproximacién a una funcién
continua sobre un intervalo.

Primero debemos establecer que para cada R € R definimos los con-
juntos

P+RQ={P+RQ:PeP,Qec Q}.
Ademds, definimos para cada g € C(X), los conjuntos
Crit(g) = {x € X :1(g,x) = llg]}-

Teorema 3.2 (Caracterizacién)
La funcion R € R es de mejor aproximacion a f € C(X) \ R relativa a hy y hy,
si y solo si

V¢ € P+ RQ Jy € Crit(f —R), ¢(y)(f —R)(y) <0.

Demostracién: Primero supongamos que R no es de mejor aproximacion
a f, por lo que existe R* € R tal que

If = R*[ < [lf = RI.
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Siy € Crit(f — R), entonces

w(f—Ry)(f—R") () w(f —R%y)(f —R")(v)
n(f —R%y)

|f — R
If=R[=n(f-Ry)
w(f =R y)(f —R)(y).

AN I IA

Por ende
w(f =R y)(R" = R)(y) > 0.
Sean P* € P, Q* € Q, tales que R* = 5—1 yseap = Q*(R*—R) €
P + RQ se cumple que

w(f =R y)¢(y) = w(f = Ry)Q"(¥)(R*(y) = R(y)) > 0.

Luego
(f =R)(¥)¢(y) > 0.
Supongamos ahora que existe ¢ € IP + RQ tal que

Vy € Crit(f = R), ¢(y)(f — R)(y) > 0.

Sean Py € P, Qp € Qtalesque ¢ = Ph+RQpysean P € P, Q € Q
tales que R = %
Para cada s > 0 definimos la funcién

P +sP,
Rs = € R.
Q —5Qo
Definamos
= i f - R, .
m yeCéﬁf—R)a(f y)oy)

Como Crit(f — R) es compacto (pues es cerrado y estd contenido en
un métrico compacto X) y ademds ¢ y w(f — R, ) son continuas sobre

Crit(f — R), -pues para cada y € Crit(f — R), w(f — R, y) = ’7(|\J;f111<z’|y)"

luego existe y* € Crit(f — R) tal que

m=w(f—Ry")p(y).
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Por lo que
m > 0.

Definamos los conjuntos
1 1
X;={xeX:w(f—Rx)p(x) > Em}u{x € X:n(f—Rx) > §]|f—R|}
y
X2 =X \ Xl-

Se puede observar que

X, = :¢—1<o,oo> U(f~R)H0,00) U (,?) (zm,oo)] L

:¢_1(_oo,o) U(f—R) "} (—o0,0)U (-%) o (%moo)] .

Como ¢, f — R, hy,hy € C(X), X1 es un conjunto abierto y por ello Xp
es compacto.

Es facil ver que Crit(f — R) C X3, luego
Vx € X, n(f — R, x) < || f —R|.
Debido a lo anterior y ya que 17(f — R, -) € C(X), existe ¥ € X; tal que

sup 7(f —R,x) <n(f—Rx) <|f—R|

xeXsy

Denotemos M := 7(f — R, X).
Si x € X5, entonces

n(f — Rs, x) n(f —R,x)+n(R—Rs,x)
M+ ||R = R

VAN VANRVAN

Como ||R — Rs||x — 0 cuando s — 0, se tiene que para s > 0 suficien-
temente pequena
Cl[R = Rsllx < [If = Rl = M,
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por lo que
Vx € Xy, 5(f — Rx) < ||f —R|. (3.1)

Por otro lado, como ||(f — Rs) — (f — R)||x — 0, para s > 0 suficiente-
mente pequena

10 = Re) = (F = R)llx < 51f ~ R min{m,, m },

donde my,, = minyex hy(x) y my, = mingcx ha(x).
Por ello

Vx € X, (f = R)(x) ~ 5If ~ Rl (x) < (f ~R)(x) < (f = R)(x) + 5 f ~ Rlha().
De lo cual se deduce
Vx € X1, (f — R)(x)(f — Re)(x) > 0.
Sea x € Xy, debido a lo anterior podemos afirmar que
w(f —R,x) =w(f —Rs,x,).

Por lo que

N(f =Rs,x) = w(f =Rs, x)(f = Rs)(x)

w(f =R x)(f = R)(x) + w(f = R, x)(R = Rs)(x)
= 1(f =Rx) +w(f = R x)(R = Rs)(x)

”f_ R’ _ Sw(f — fo)¢(x)

IN

Q=500 ()
sm
< P =RI= =l

Si s > 0 es suficientemente pequefa tal que cumpla ||Q — sQol|x > 0,
entonces
Vx € X1, n(f —Rs, x) < ||f —R|. (3.2)

Por ultimo, debido a 3.1 y 3.2, podemos deducir
If = Rs| < |If = R.
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Nos gustaria que fuese posible caracterizar la mejor aproximacioén ra-
cional de manera similar a como el Teorema de Chebyshev caracteriza el
polinomio de mejor aproximacion. Esto es posible cuando X = [a, ]. Para
ello debemos establecer ciertas definiciones que encuentran su equivalen-
teen [7] y [27].

Para M subespacio de C|a, b], definimos

1. mnc(M) como el maximo nimero de cambios de signo que pueda
tener un elemento de M sobre el intervalo [a, b], v. gr. mnc(P,) = 2.

2. (M) := 1+ mnc(M).
3. u(M) := méx{dim(H) : H es un subespacio de Haar de M}.
Si M es un subespacio de Haar de C|a, b], entonces

v(M) = u(M) = dim(M).

Ademas, diremos que una funcién g € C[a, b] tiene k puntos alternantes
en [a,b], siexistena < x7 < ... < xx < b, tales que

1. x; € Crit(g),i=1,...,k.
2. g(x)g(xip1) <0,i=1,...,k—1.

Observacion 3.1

La anterior definicion coincide con la presentada en [7] cuando hy = hy, = 1.
En [27] se nos muestra una definicion de puntos alternantes parecida mds no
equivalente a ésta, pues aquella se basa en la funciones peso de Moursund.

Proposicién 3.4 ([7])

Sean P C Cla,b], Q C Cla,b] y R definidos como en la introduccién de este
capitulo, pero con X = [a,b]. Si R € R entonces P + RQ es un subespacio de
Cla, b).

Teorema 3.3 (Alternacién.)

Sea f € Cla,bjy R € R. Si f — R tiene al menos 1+ v(P + RQ) puntos
alternantes en [a,b], entonces R es una mejor aproximacion a f de R relativo a
hy y hy. Por otro lado, si R € R es una mejor aproximacion a f € Cla, b| relativo
a hy y hy, entonces f — R tiene menos 1 + u(P — RQ) puntos alternantes en
a, b].

55



Demostracion: Primero supongamos que R no es una mejor aproximacion
a f, debido acuerdo al teorema anterior, existe ¢ € P + RO tal que

Wy € Crit(f = R), 9(y)(f = R)(y) > 0.

Si f — R tiene al menos k := 1+ v(P + RQ) puntos alternantes en [a, ],
denotémoslos a < x; < ... < x; < b, estos puntos son también puntos
criticos de f — R, entonces en dichos puntos se cumple que

o(x;)(f —R)(x:) > 0,i=1,...,k

Por lo que existen k — 1 puntos en [g, b], en los cuales debido a la continui-
dad de ¢ ocurre un cambio de signo, esto no puede ser pues ¢ € P + RQ
yo(P+RQ) =k—2.

Consideremos ahora que R es de mejor aproximacién a f. Sea M un
subespacio de Haar de P + RQ tal que (P + RQ) = dim(M) =: I. Sea
{¢1,...,¢;} C M unabase de M, entonces para toda ¢ = (cy,...,¢;) € R/,

!
Zci¢i eEMCP+RQ.
i=1

Para cada x € Crit(f — R) denotemos

X:=(f = R)(x) (1 (x), .-, 1(x)),

ademads definamos el conjunto
A:={x:xeCrit(f —R)}.

Como R es de mejor aproximacién, debido al teorema anterior para
cada ¢ = (cy,...,¢), existe y. € Crit(f — R) tal que

l

(f = R)(ye) ) cigi(ye) <0,

i=1

es decir,
C- :/V\C < O.
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Como consecuencia de esto, se puede afirmar que el origen de R/ per-
tenece a la envoltura convexa del conjunto A. Debido al teorema de Cara-
theodory se concluye que el origen pertenece a la envoltura convexa de so-
lo ! +1 puntos de dicho conjunto, i.e. existen x; < ... < x;41 € Crit(f —R)
tales que

0 € conv({(f —R)(xi)(p1(x), ..., ¢1(x;)) : i=1,...,14+1}).

Sabemos, [véase en [7] el lema del capitulo 3 seccién 4], que debido
a que M es un espacio de Haar, lo anterior implica que f — R alterna un
signo en esos puntos, i. e.

(f =R)(xi)(f —R)(xi41) <0,i=1,...,1+1

Luego dichos puntos serian puntos alternantes de f — R. |
Cuando se busca la mejor aproximacién racional algebraica asimétrica
a f € Cla, b], se sabe que Py, + RPy, es, para cualquier R € Ry, un subes-
pacio de Haar de C[a, b]. Ademds si R = g € Rumy (p : q) = 1 entonces

dim(P, + RPp) = 1+ méax{n + degq,m + degp}.

Corolario 3.1

La funcion racional algebraica irreducible g es de mejor aproximacion asimétrica
a f € Cla,b] de Ryy, relativa a hy y hy si y sélo si la funcion f — g tiene 2 +
méax{n + degq, m + deg p} puntos alternantes en [a, b).

3.5. Unicidad de la mejor aproximacién racional.

En esta seccién nos proponemos demostrar que para una funcién con-
tinua f dada sobre un intervalo [4,b], con unas funciones 1, hy estricta-
mente positivas, continuas fijas y dada una clase aproximante de funcio-
nes racionales R, si existe un elemento de ese conjunto que es de mejor
aproximacion racional asimétrica a f relativo a hy y hy, este es tinico.

Lema 3.1
Sea R una mejor aproximacién en R a f € Cla,b] \ R. Si P + RQ es un subes-
pacio de Haar de Cla, b], entonces

V¢ € P+ RQ\ {0} Jy € Crit(f —R), (f —R)(y)¢(y) <O.
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Demostracion: Sea d = dim(P + RQ) y sea {¢1, ..., ¢} una base de P +
RQ. Para cada x € Crit(f — R) definimos

%= (¢1(x),. .., Pa(x)).

Siguiendo el razonamiento que usamos en la demostracién del teore-
ma anterior podemos concluir que el origen del espacio R? pertenece a la
envoltura convexa del conjunto

{(f =R)(x)x:x € Crit(f —R)}.

Esto es, 0 es una combinacion lineal convexa de k elementos de dicho
conjunto, i.e., existen x; € Crit(f —R) y a; > 0,donde i = 1,...,k, tales
que Zé‘:l ai=1y

k
=Y ai(f — R)(x)X,
i=1

Por lo que el conjunto {Xy, ..., X; } es linealmente dependiente. Debido
a que P + RQ es un espacio de Haar, k > d.

Seap =Y cipi € P+ RQ, ¢ # 0luego
d

ai(f — R)(x;) Y cjpj(x;)

j=1

ji(f = R) (xi)j (xi)

k

Yo wi(f = R)(xi)p(xi) =

i=1

e HI"»
[uy

d

[
ing
M

—_

1

1]:
d
C]'-O:O.

I
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Por ser P + RQ un espacio de Haar, la funcién ¢ tiene a lo mas d —
1 raices, por lo que a lo mas d — 1 de los sumandos «;(f — R)(x;)¢(x;)
pueden ser cero, luego hay al menos uno tal que su valor es estrictamente
negativo. Con esto se demuestra la existencia de un punto critico y de
f—Rtal que ¢(y)(f — R)(y) <0. u

Con ayuda de este lema podemos llegar a la demostraciéon de la unici-
dad, que damos a continuacién.
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Teorema 3.4 (Unicidad.)
Sea la funcion racional R € R una mejor aproximacion asimétrica a f € Cla, b]
relativa a hy y hy. Si P 4+ RQ es un espacio de Haar, entonces R es tinica.

Demostracién: Supongamos que existe otra funcién racional R* € R de

mejor aproximacion asimétrica a f € Cla, b]. Sean P* € Py Q* € Q, tales

* ..
que R* = % Observemos, que la funcién

¢:=Q(R"=R)=Q[(f - R) - (f —R")]

pertenece al espacio P + R Q. Tomemos un punto critico y de la funcién
f — R. Como R* es de mejor aproximacioén racional asimétrica, se verifica

que
n(f =R%y) < [If =R < [If =Rl = 5(f = Ryy).
Deducimos que

Vy € Crit(f — R), ¢(y)(f —R)(y) > 0.

Usando el teorema anterior podemos afirmar que ¢ = 0 y de esto que
R* =R. [
Debido al resultado anterior podemos definir el siguiente operador no
lineal sobre [g, b].
Definicién 3.2
Seann,m € INU{0}. Sean hy y hy funciones continuas y estrictamente positivas
sobre el intervalo cerrado [a, b]. Definimos el operador no lineal

Ti . Cla,b] — Ry mla, b]

que asigna a una funcion f continua sobre [a,b] su respectiva funcién racional
algebraica de la clase Ry, i [a, b] de mejor aproximacion relativa a hy y hy.

3.6. Normalidad de las funciones continuas.

En esta seccion establecemos el concepto de funcién normal e hiperno-
mal, que poseen algunas funciones continuas dependiendo de las caracte-
risticas que presente su respectiva mejor aproximacion racional algebraica
asimétrica. Exhibimos una propiedad que tienen la funciones hipernor-
males, asi como ciertas condiciones necesarias para que una funcién sea
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hipernormal.

Dada R = 5 € Rym,donde p € Py, q € Py (p: q) = 1. Definimos el
valor

dym(R) = min{n —degp, m — degq}.
Luego el corolario 3.1 puede ser reescrito de la forma siguiente.

Corolario 3.2
Sean f € Cla,b], hy,hy € Cla,b], con hy > 0y hy > 0. La funcién racional
algebraica R € Ry, es de mejor aproximacion asimétrica a f relativa a hy y hy

si y sélo si la funcién f — R tiene n + m + 2 — dy, ,,(R) puntos alternantes en
a, b].

Procederemos ahora a establecer los conceptos de funcién normal e
hipernomal.

Definicién 3.3 (Normalidad)

Sea f € Cla,b] y R € Ry, su mejor aproximacién racional algebraica relativa a
hy y hy. Sidym(R) = 0, entonces decimos que f es n, m, hy, hp-normal. En otro
caso diremos que f es deficiente con deficiencia d, ,,; (R).

Definicién 3.4 (Hipernormalidad)
Sean hy,hy € Cla, b] estrictamente positivas y f € Cla,b]. Si para cada n,m €
N, f es n,m, hy, hp-normal, entonces decimos que f es hy, hy-hipernormal.

Denotaremos como N = N (n,m, hy, hy, [a,b]) al conjunto de todas las
funciones normales, i. e.

N :={f € Cla,b] : f es n,m, hy, hp-normal}.
Ejemplo.

Sea f(x) = x definida sobre el intervalo [—1, 1]. La funcién racional de
mejor aproximacioén asimétrica a f de Rg1[—1, 1] relativa a las funciones
hy = hy = 1esr*(x) = 0. Los puntos alternantes de la funcién f — r*
estin en x; = —1y xp = 1. Como dp1(r*) = 1 entonces f no es una
funcioén (0,1,1,1)-normal. Por otro lado usando 3.2 podemos verificar que
la funcién racional de mejor aproximacién asimétrica a f de Ro1[—1,1]

relativa a las funciones iy = 1y h, = (v/1.01 —0.2)/v/1.01 es t*(x) =
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(0.01)/(v/1.01 — x). Puesto que los puntos alternantes de f — t* estdn en
x1 = —1,xp = v/1.01 - 0.1y x3 = 1. Como dy(t*) = 0, entonces f es
(0,1,1, (v/1.01 — 0.2) /+/1.01)-normal.

Observacion 3.2
De estos ejemplos concluimos que la normalidad de una funcion fija con respecto
al conjunto Ry, ,[a, b] depende de las funciones hy y hy.

El teorema siguiente muestra una propiedad importante de las funcio-
nes hipernormales.

Teorema 3.5

Sean hy,hy € Cla,b] estrictamente positivas, f € Cla,b] una funcion hy, hy-
hipernormal, y R = g € Rum su mejor aproximacion racional algebraica de
Rym, relativa a hy y hy € Cla, b, entonces degp = n, degq = m. Ademds la
cardinalidad mdxima de un conjunto de puntos alternantes de la funcién f — R
en [a, bl esn+m+2.

Demostracion: Sean hy,hy, € Cla,b], hy > 0, hy > 0. Sean n,m € IN. Sea
f € Cla, b] una funcién hy, hy-hipernormal. Luego f es n, m, h1, hp-normal.
Supongamos que degp < n — 1 por lo que degg = m. Ello implica que
f — R tendrd un conjunto de

2+ max{m+degp,n+degqt =n+m+2
puntos alternantes en [a, b]. Pero
n+m+2=2+mix{m+1+degp,n+degqg}.

Por lo que R seria también la mejor aproximaciéon asimétrica a f de
Ry,m+1. En ese caso f no serfa n,m + 1, hy, hp-normal, lo cual contradiria
el hecho de que f es hy, hy-hipernormal. De manera andloga se demuestra
que degg = m.

Supongamos ahora que f — R tiene n + m + 3 0 més puntos alternantes
en [a,b]. Como ya se probé deg p = ny degq = m, luego f — R tendria

2+ méx{m+1+degp,n+1+degq} =n+m+3

puntos alternantes en [a, b]. Esto implicaria que R es la mejor aproxima-
cién asimétrica a f de Ry41,,+1. Considerando a R como un elemento
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de Ry41m+1 tendriamos d,, 41 ,,4+1(R) = 1. Por lo que f seria n +1,m +
1, hy, hy-deficiente. Esto contradice la hipétesis de la hi, hp-hipernormalidad
de f. Luego cualquier conjunto de puntos alternantes dado tiene cardina-
lidad méxima de n + m + 2. |

Como consecuencia del teorema anterior podemos afirmar, que si f es
hy, hy-hipernormal y si R € Ry,[a, b] es la funcién racional mejor aproxi-
macion racional algebraica relativa a /1 y hy, entonces existe al menos un
conjunto de n + m + 2 puntos alternantes, pues es n, m, hy, hp-normal, pero
no existe conjunto de n + m + 3 o mas puntos alternantes. Esta caracte-
ristica que poseen las funciones hipernormales es ttil para garantizar la
convergencia de un algoritmo tipo Rémez que se estudiard en el préoximo
capitulo, sin embargo no es necesario que una funcién sea hipernormal
para poseer tal propiedad.

Teorema 3.6
Sean hy,hy € Cla,b], hy > 0, hp > 0. Si f € Cla, b] cumple las tres condiciones
siguientes

1. Vn,m € N, f & Ryp .
2. Vx € [a,b], f(x) #0.
3. Vn,m € IN, P, + fPu es un espacio de Haar de dimension n + m + 2,

entonces f es hy, hy-hipernormal.

Demostracién: Supongamos que f cumple las tres condiciones previas
mas no es hy, hy-hipernormal. Esto es que f es n,m, hy, hy-deficiente, para
algtin par n, m de nimeros naturales. Sea R € R;;; la mejor aproximacién
asimétrica a f de Ryu[a, b] relativa a hy y hy, entonces dy, n(R) > 1. Sean
pEPLyq€E Pytalesque(p:q) =1yR = 5.

Sabemos del corolario 3.1 que f — R tiene un conjunto de

2 +max{n +degg,m+degp}

puntos alternantes en [a, b]. Esto implica que f — R tiene al menos

1+ méx{n + degqg,m + degp}

ceros distintos en [a, b]. Si p fuese el polinomio cero, entonces f tendria al
menos un cero en [a, b]. Esto contradice la segunda condicién del teorema.
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Por lo anterior se deduce que p no es el polinomio cero.
Luego la funcién fq — p tendria

1+ méx{n +degp,m+degq} =
=n+m+1—d,m(R) = (n—degp)+ (m—degq) —dnm(R)+degp+degqg+1

ceros distintos en [a, b].
Si

dym(R) = min{n —degp,m —degqg} > 1,

entonces la funcién fg — p tendria mas de

degp +degg+1
ceros en [a, b].
Sean
k:=degp
y
| :=degg

se verifica que

fa—-p P+ fP,

por lo que de acuerdo a la tercer condicién

fg—p=0.
Como consecuencia de lo anterior se deduce

p
= =~ € Ry.
f q kI

Esto contradice la primer condicion. |
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Observacion 3.3

Es interesante observar, que la demostracion de los dos teoremas previos es la
misma sin importar cuales sean las funciones hy y hy, que definen la respectiva
norma asimétrica necesaria para el concepto de la mejor aproximacion racional
asimétrica. Esto nos indica que cualquier funcion que cumpla el teorema 3.6 serd
hipernormal para cualesquiera parejas de funciones hy y hy. Lo cual expresamos
de manera formal en el siquiente teorema.

Teorema 3.7

Si f € Cla,b] es tal que cumple las hipétesis del teorema 3.6, entonces para
cualesquiera hy, hy € Cla, b] estrictamente positivas y para cualesquiera n,m &€
IN, la respectiva funcion racional algebraica de mejor aproximacion de Ry, [a, )
a f relativa a hy y hy, denotémosla como R, es tal que

dn/m (R) — 0.

Como consecuencia de lo anterior, si f cumple las hipétesis del teorema
3.6 ysiR = g € Rumla, b] es su funcién racional de mejor aproximacion
relativa a hy y hy, podemos garantizar la existencia de un conjunto alter-
nante de n + m + 2 elementos en [a, b] de la funciéon f — Ry que degp = n
y degqg = m. El ejemplo tipico de lo anterior es la funcién exponencial.
Véase [32].

En el siguiente teorema establecemos la unicidad fuerte de la mejor
aproximacion racional algebraica a una funcién dada. Este resultado sera

de utilidad més adelante para estudiar la continuidad del operador T,i%hz.

Teorema 3.8 (Teorema de la unicidad fuerte)
Sea f € Rym|a,b] o bien una funcién n, m, hy, hy-normal. Sea r* := T,ﬁ%hz (f).
Existe v > O tal que para toda r € Ry, a, b],

1f = 7lnapy = 1Lf =7y + [l =77

Demostracion:
Caso i) Si f € Ry,m|a, b] entonces r* = f. Por lo que existe y = 1/¢ > 0
tal que
Vr € Rumla,bl, |f =rll <y lf =7l

Caso ii) Supongamos que f ¢ Ry m|a,b]. Para cadar € Ry u[a,b] \ {r*}
definamos
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i Al

[ =7

v(r):

Desde luego y(r) > 0, pues | f —r| > || f — "]

Sea ¢ :=inf{7y(r) : ¥ € Rymla,b] \ {r*}}.

Afirmamos que ¢ > 0. Supongamos que ¢ = 0, luego existe {r;},-; C
Ry,m|a, b] tal que y(r¢) — 0.

Sean p; € Pu, gt € Pp, tales que 1+ := pi,q¢, g+ > 0 sobre [a,b] y

[Pl + llq:] = 1.
Como {p:} v {g:} estan acotadas existen subsucesiones py — Py gy —

Sabemos [23] existe ¢/ > 0 tal que para cada ¢ € Cla,b], ¢’ ||g]l < |Ig],
como ¥(rx) — 0 entonces para k suficientemente grande

If = el = IF =] .

C/
lre—=rsl 72

entonces

/ /

c o c c .
If=rel < Sl =7+ Nf =771 < 5 el + 5 17+ ()7 = £
2 2 2
Por otro lado

Lf =7l = NIf =rill = [Nl = AN = < il =€ HIfT-
Luego

C/

C/
Hirell =5 lrell < A+ 5 M+ 1LF =77 -

Por lo que

2
il < 2P+ 1]+ L =77
i.e., {ry} esta acotada, entonces como
[l = rell < A+ el

también la sucesion {||r* — r¢||} esta acotada.
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—r*)T —r*)” %
SeayecY:= {y € la,b]: U hl(?y)(y) + U hz()y)(y) =|f-r ]},entonces

e = fIl =1l = f]

Y(ri) - g — 77|

— If—rl—w(f =) (=) ()
> w(f —10y) - (f —r)y) —w(f —1%y) - (f =) (y)
> w(f—ry) - (f—r)y) —wlf —7ry) - (f =) ()
= w(f—ry) (re—1")(y)
= A (g =) (v),
como g > 0 entonces
Yr)a(y) - e — 7| = w(f — 7 y) (px — rqx) (y)- (3.3)

Como y(rx) — 0,y lasucesion {gx(y) - ||rx — 7*|| } esta acotada entonces

0 = im0 Y(ri)qc(y) - e — || = oo w(f — 7%, y) (px — " qx) (y)

w(f =7%y) (P =) ().
Como sign w(f — r*,y) = sign (f — *)(y), entonces
(f=m)W) - (p—rg)(y) <0.

Por lo tanto hemos demostrado que

e Y, (f=r)y)-(p-rply) <0
Debido a que p — r*q € P, + r*Py, entonces de acuerdo con el lema
3.1

De lo que se concluye que
p=r7. (34
Desde luego, existen p* € Py, g* € Py, tales que r* = p*/q%, ||p*| +

llg*ll =1, g% > 0sobre [a,b] y (p* : ¢*) = 1. Como f es n, m, hy, hy-normal
entonces deg p* = n o degq* = m. por lo que de acuerdo con [7]
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Como dim(Py) = n+ 1y dim(Py,) = m + 1, entonces
dim(Py, + r*Py) = dim(P,,) + dim(Py,) — 1. (3.5)

Por otro lado, como para cualquier k € IN, g, > 0 sobre [a,b] y qx — 7,
entonces
g > 0 sobre [a, b]. (3.6)

Ademads, como se cumple que

1 =lmy oo [|prll + [19kl[=1my oo | prl| + 1imy o [|gx ||
=[[Hmy 0 pil| + [y 00 k||
=[7ll + [[7]
entonces
121+ 17l = 1™l + llg* 1l - (3.7)
De acuerdo con [7] los resultados 3.4, 3.5, 3.6 y 3.7 implican que p = p*
yq=q"

Por otro lado, establezcamos el valor

ei= tnf {max wo(f = 1°,9) - 9l5) 59 € Pat1°Pu, v gl =1

Sea ||¢|| = 1 entonces ¢ # 0.S5i ¢ € P, + r*Py, entonces debido al
lema 3.1 existe yy € Y tal que (f —r*)(yy)P(yy) > 0, por lo tanto

méxw(f —1%,y) - ¢(y) > 0.
yey

Es decir, e existe y verifica que e > 0.
Supongamos que e = 0. Como {¢ € P, + 1Py, : [|$|| = 1} es un con-
junto compacto entonces existe ¢’ € Py, +1*Py, tal que ||¢’|| =1y

maxw(f —r%,y) - ¢'(y) = e =0.
ye

Como ¢’ # 0, de acuerdo con lema 3.1, existe ' € Y tal que

0<w(f—ry) ¢'y) < maxw(f —r"y) ¢'(y) =0.
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Por lo tanto e > 0.

Para cada k € IN, establecemos la funcién
G — Pk
T ——"T
"= gl
Desde luego ¢ € Pn +1*Pu, y ||¢k|| = 1, por lo que
e <maxw(f —17,y) - P (y).
yeY

Entonces existe yx € Y, tal que

(rqx — pi) ()

e < w(f—1r"yk) drlyr) = wo(f — 7" k)

Luego

|7 qx — prl|

e ||rqr — pill < w(f =7 yx) - (r"ax — pr) (yx)-
Debido a (3.3)

e-|lr*qk = pell < v(rda(ye) - e — 7] -
Como qx(yx) < ||9x]| = 1, entonces

e |17 qr — pell < v(re) - e — 7| -

(3.8)

Como g* > 0 sobre [4,b] y g — § = g* entonces existe ¢ > 0 tal que

para toda k suficientemente grande se cumple que

Vx € [a,b], gr(x) > e

Sea k € N suficientemente grande, entonces debido a lo anterior

‘ 1 1
- S s
dk €
por lo que
* r*‘Jk - Pk 1 * *
e 7t —rl = | P SeLWwv%—musw%—mm
qk qk
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es decir

e[ —mill < gk — pell- (3.9)
Debido a 3.8 y 3.9 se tiene
e |1 —rell < A(re) -l — 7]
Como r* # 1y,

v(re) > ee > 0.
Pero y(r) — 0. Por lo tanto ¢ > 0.

Por altimo sea v := ¢, se cumple que

Vr € Rymla, b], c-|lr —=r*|| < |If =" [ = [If =1l

3.7. Continuidad del operador T,i%hz

Anteriormente se introdujo el operador T,’f},;qhz definido sobre C[a, b]. En
esta seccion se analizard la continuidad de dicho operador en el espacio
Cla, b].

Teorema 3.9
Si f € Cla,b] es una funcion n,m, hy, hp—normal o f € Ry, |a, b], entonces el

hy h -
operador T, };,* es continuo en f.

Demostracion: Sea f € Ry u[a,b] UN. Sea r* = T,il},;ihz (f). Para abreviar
denotemos como T a T,’f},;fz. De acuerdo con el teorema 3.8 existe ¢ > 0 tal
que

Vr € Rumla, 0], |f =r| 2 |If =r* |+ lr =77
Luego para toda g € Cla, ]

If =T =IIf =Tl

If =gl +llg =T = I/ = T(f)l

If =gl + 1§ =T = IIf = T(f)l

If =gl +lg=fI+If =TI = IIf = T(f)l
If =gl +llg=fl<e+c)llg—=fl-
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Por lo que si g, — f entonces

IT(gn) = T(F)II = 0.

Lo cual implica que

T(gn) = T(f)-

[

Este resultado arroja luz sobre el conjunto N. A continuacién mostra-

mos tres teoremas, con sus respectivas demostraciones, que prueban que
N es abierto, denso y de complemento perfecto en Cla, b].

Teorema 3.10
N es abierto con la topologia (Cla, b], ||-])

Demostracion: Sea f € N. Sea r* = T,i’},;lhz (f). De acuerdo con [6] existe
e > 0 tal que cualquier funcién racional p/q € Ry [a,b] que cumpla que
|7* — p/q|| < eentonces (p:q) =1yduym(p/q) =0.

Por otro lado de acuerdo al teorema anterior existe 6 > 0 tal que para
toda g € C[a, b] que cumpla ||g — f|| < J entonces ‘ Tﬁ},;ihz (g) — T,i’},;fz (f) H <
€.

Por lo tanto si ¢ € Bs(f) entonces dy; (T,’Z}ﬁhz (f )) =0,porellog € N.
Es decir Bs(f) C N . [ |

Teorema 3.11
N es denso en Cla, b, i.e. N = Cla, b].
Demostracién: Sean T := Tp? y d := d,, ;. Para cada k € N U {0} defini-
mos el conjunto S := {f € Cla,b] : d(Tf) < k}, v. gr. Sy = N. Procedere-
mos a demostrar que

Vk € N, S, C ﬁ

Seak € IN.Si f € Sy, entonces d(Tf) < k.

1Un conjunto A contenido en un espacio topoldgico, es perfecto en dicho espacio si es
cerrado y todos sus elementos son puntos de acumulacién de si mismo, i.e, A C A'.
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Sid(Tf) < kentonces f € S;_1 C S_;.

Sid(Tf) = k.Sear = p/q = Tf,con (p : q) = 1. Entonces r €
Ry, m—kla,b]. De acuerdo al Teorema de Alternacién la funcién error f —r
tiene al menos M := n + m + 2 — k puntos alternantes en [a,b], 1. e. existen
a<x <..<xym <b, quecumplen que paracadai =1,..M,

n(f —rxi) =|f—r
yparacadai=1,.M -1,

(f =) () (f = 1) (xi41) < 0.
Sea N :=n+m+ 2 — 2k. Desde luego 2 < N < M.

hy,ho

Queremos demostrar que para todo € > 0, existe f; € B(f), i. e.
Ilf — fell < &, tal que la funcién f; — r tiene a lo mds N puntos alternantes
en [a, b]. Para ello es necesario analizar los dos casos siguientes.

Caso L. Si f ¢ Ryma, b] entonces ||f —r|, ,, > 0. Debido a esto para
cadai=1,..., M, se verifica que |(f —r)(x;)| > 0.

Para cada j = 2, ...N, definimos los valores

aj:=méax{z € [a,xj] : (f —7)(z) =0}.

Siexistez € [a,x1] tal que (f —r)(z) = 0 entonces establecemos el valor
a1 := max{z € [a,x1] : (f —r)(z) = 0}. En caso contrario, i.e. si para todo
punto z € [a,x1], se cumple que |(f —7)(z)| > 0, entonces establecemos
ai = a.

Por otro lado para cada j = 1, ...N, definimos los valores

bj ;= min{z € [a,x;] : (f —7)(z) = 0}.
Sea I := El (aj,b;) U{z € [a,b] : (f —7)(z) = 0}.

j=1
Sea € > 0. Definimos la funcién f; sobre [a, b], de la manera siguiente

f(x), si xel;
fe(x) = { f(x)+min{¢/2,5(f —7)(x)}, si x&ly(f—r)(x)>0;
f(x) +max{—/2,5(f —7)(x)}, si x& Iy (f—r)(x)<O0.
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i) Demostremos que ||f — f¢|| < e.
Six € I, es obvio que |(f — f¢)(x)| = 0.
S)l(x jé}lyse cumple que (f —r)(x) > 0, entonces | (f — fe)(x)| = min{¢/,, 3(f —
r)(x)} <e.
S)l(x )é}lysecumpleque (f —r)(x) < 0,entonces |(f — fe)(x)| = —max{—t/2, 3(f —
r(x)} <e.

ii) Demostremos que la funcién f, — r tiene a lo mas N puntos alter-
nantes en [a, b].
Sear :=||f —r|, ,-SeaX:={xe€l:n(f—rx)=r"}
Desde luego si x € X, entonces 17(fe —r,x) = n(f —r,x) = r*.

Six € I'\ X, entonces n7(fe —r,x) =n(f —r,x) <r*.
Six ¢ Iysecumple que (f —r)(x) > 0, entonces

0<(fe=r)(x) = (f —r)(x) —min{ﬁ/zé(f— r)(x)} < (f =r)(x).

Porende n(fe —r,x) <n(f —r,x) <r".
Andlogamente, si x ¢ [ y se cumple que (f —r)(x) < 0, entonces

0> (fe—7)(x) = (f —1)(x) —méx{—g/zé(f—r)(x)} > (f =) (x).

Porello y(r — fe,x) < n(r— f,x) <r*.
Por lo tanto
Vx € [a,b]\ X, n(fe—r,x) <r".

Debido a todo lo anterior, hemos demostrado que

*

Hfg - r‘hl,hz =T7.

Por otro lado, como {x; : i = 1,..N} C X C I, entonces para cada
i = 1,..N, se cumple que 5(f; —,x;) = n(f —r,x;) = r*, y también se
cumple que

(fe = )(xi)(r = fe) (xiga) = (f = ) () (f = 7)(xig1) <O,

para los indices i = 1, ..., N — 1. Es decir, el conjunto {x; : i = 1,...N} es un
conjunto de N puntos alternantes de la funciéon r — f,.
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Debido al andlisis previo cualesquier conjunto de puntos alternantes de
la funcién f. — r debe estar contenido en X. Sin embargo, si bien card(X) >
N, debido a la construccién de la funcién fe, un conjunto de puntos alter-
nantes de la funcién f; — r sobre X, no puede tener mas de N elementos.

Caso II.
Si f € Rym(a,b], entonces f = Tf.
Establecemos paracadai =0,...,N,

z;i:=a+1 4
;1= N

Desde luego
N

[2,b] = Ulzi—1,2].
i=1
Como las funciones h; y hy son continuas, ambas alcanzan un minimo re-
lativo en cada intervalo [z;_1 z;].

Paracadai € {2n—1 € [1,N] : n € IN} establecemos los puntos y; de
la manera siguiente:

i) Si existe y € (z;_1,z;) tal que para toda x € [z;_1,z;], se cumple
hi(y) < hy1(x),i.e. hy alcanza un minimo en el interior del intervalo [z; 1, z;].
Entonces sea y; := y.

ii) Si para toda x € [z;_1,z;) se cumple que hy(z;) < hi(x),i.e. by alcan-
za su minimo Unicamente en z;, existe y € (z;_1,z;), tal que si x € [z;_1, V)
entonces h1(y) < hi(x), pero si x € (y,z;] entonces hy(y) > hi(x). Sea
i =Y.

iii) Si para toda x € (z;_1,z;| se cumple que hi(z;_1) < hi(x), i.e. Iy
alcanza su minimo tnicamente en z;_1, existe y € (z;_1,z;) tal que si x €
[zi_1,v) entonces hy(y) > hy(x) pero six € (y,z;] entonces hi(y) < hi(x).
Seay; =y.

Paracadai € {2n —1 € [1,IN] : n € IN} definimos los valores

m; = hl(yl)

Paracadai € {2n € [1,N] : n € N}, estableceremos de manera similar
a lo anterior el valor de los puntos y;.
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iv) Si existe y € (z;_1,z;) tal que para toda x € [z;_1,z], se cum-
ple ha(y) < hp(x), i.e. hy alcanza un minimo en el interior del intervalo
zi_1,zi]. Entonces, sea y; := y.

v) Si para toda x € [z;_1,z;) se cumple que hy(z;) < hp(x), i.e. hy alcan-
za su minimo tnicamente en z;, existe y € (z;_1,z;) tal que si x € [z;_1,V)
entonces hy(y) < hy(x) pero si x € (y,z;] entonces hy(y) > hy(x). Sea
i =Y.

vi) Si para toda x € (z;_1,z;| se cumple que hy(z;_1) < hy(x), i.e. hy
alcanza su minimo tnicamente en z;_1, existe y € (zl 1,2 ) tal que si x €
[zi_1,v) entonces hy(y) > hy(x) pero six € (y,z;] entonces ha(y) < ha(x).

Seay; :==y.
Paracadai € {2n € [1,IN] : n € N}, definimos los valores

m; = hZ(yz)

Sea
m:=min (] {hj(x):x € [a,b]}.
j=12
Sea ¢ > 0. Para definir una funcion fS continua sobre [a,b] adecuada,
primero establezcamos el valor K := ZH ", donde IT = H m;.
i=1

Definimos f; sobre el intervalo [z;_1,z;]] coni € {2n —1 € [I,N] : n €
IN'}, dependiendo del comportamiento de la funcion #; en el mismo (véase
arriba los tres casos posibles).

f(x) + i% si x € [zi-1,¥i);
fx)+ Kmly —, si x€ly;zil.
B f(x) +Kmly il siox € [zi1,vi);
caso ll)f€( ) - { f(x) Kx Z; hl( ) si = [yirzi]-
+ Zl ! —Lh ’ i € i—1,Yils
caso iii) fe(x) = fx) y =) > * € a1yl
fx)+ Kmly,-—zi' si x € [y;, z].

De manera anéloga, definimos la funcién f; sobre el intervalo [z;_1, z;],
coni € {2n € [1,N] : n € N}, dependiendo del comportamiento de la
funcién h; en el mismo:

caso i) fe(x) = {
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0) fo(x) = f(x) — Km; x.__zi.__ll, si x € [zi_1,vil;
caso iv) fe(x) = fx) —Km=s, si x € [y z).

f(x) — Kmiz—=L, si x € [zi_1,i];
casov) fe(x) = e JEL
fe(x) { f(x) —KFZ’ihz(x), si x € [y;,z].
, _J f) =Ky (), stox € [zionvil;
caso vi) fe(x) = { F(x) — Km 22 si x e[y z).

yi—zi’
Debido a la construccion de la funcién f; se verifica para cada x € [a, b]
que |(f — fe)(x)[ < 3, porlo que

If = fell <&

Por otro lado, si x € [a,b] \ {y; : i = 1,..N}, entonces se satisface que
H(fe—r,x) < K.Perosix € {y; : i = 1,..N}, entonces (fe —r,x) = K.
Por lo tanto

I fe =1, = K-

Mads atdn, debido a la construccién de la funcién f;, se cumple que
(fe—7)(y;) < 0sii € {2n—1 € [1,N] : n € IN}. Pero (fe —7)(y;) > 0
sii € {2n € [1,N] : n € N}. Es decir, el conjunto {y; : i = 1,..N} es
un conjunto de puntos alternantes de la funcién error f. — 7, y es el tnico
posible con cardinalidad mayor o igual a N.

Resumeé: Hasta aqui hemos probado que para cada ¢ > 0, existe f, €
Be(f), tal que la funcién f, — r tiene a lo mds N puntos alternantes en [a, b].

Debido a que d(r) = k, entonces d;,_y ,,—x(r) = min{n —k —degp,n —
k —degq} = 0. Debido a que la funcién f, —r tiene N = (m — k) + (n —
k) +2 —d,_jm—x(r) puntos alternantes en [a,b], entonces el teorema de
alternancia nos garantiza que

hy,h
r= Tnlfk.szk(fg)'
Peror # T(fe), pues la funcién f, — r tiene a lo méas N puntos alternan-
tesen [a,b] y N < M.
Sea % := T(f¢), donde (p; : g.) = 1. Debido a la unicidad de la mejor

aproximacién % # r. Entonces % € Rumla,b] \ Ry—km—xla, b]. Por ello
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degpe > n —kodegq. > m—k. Asi, d (%) < k,esdecir d(Tf,) < k—1.
Por lo tanto f; € S;_1.

Como f. — f, entonces f € S_1. |
Teorema 3.12

N€ es perfecto en Cla, b, i.e. el conjunto de funciones no normales es perfecto en
Cla, b].

Demostracion: Debido al teorema anterior N es un conjunto abierto en
Cla, b], por ello N'€ es cerrado.

Sea f ¢ N, es decir, sea f una funcién no-normal. Sea r = T,i‘},;fz (f).
Entonces k := d;, u(r) > 0. De acuerdo con el Teorema de Alternacién la
funcién f — r tiene al menos N := n + m + 2 — k puntos alternantes en
a, b].

Demostraremos que para todo ¢ > 0, existe una funcién f, no normal
talque 0 < || fe — f| <e.

Caso L. Si f ¢ Ry, m[a, b], entonces || f — 7|, ,, > 0.

Seana < x; < .. < xny < b, un conjunto de puntos alternantes de la
funcién f — 7, i.e. en estos se verifica que

n(f—r.xi)=|f—rlyparacadai=1,..,Ny

(r—f)(x)(f —r)(xj11) <Oparai=1,.., N—1.

Supongamos sin perdida de generalidad que (f —r)(x1) > 0.

Sea z :=min{z € [x1,b] : (f —r)(z) = 0}.
Entonces existe y € (%(xl + z),z) tal que

vie [fn+2y), (5) 0> (%))
vee (2, (5) 0 < (&) ).

Sea ¢ > 0.

Seak := min{l,m}.

Definimos la funcion f; sobre [, b] de la manera siguiente.

f) k- (f =12y —x), si xe2y—zyl;
f) +k-(f=r)x), si x€lyzl
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f(x), si x€la2y—z]U|zb];
fe(x) = {



A continuacién demostraremos que dicha funcién verifica0 < || f — f|| <
€.

i)Six € [a,2y — z] U [z, b], entonces |(f — fe)(x)| = 0.
ii) Si x € [2y — z,y], entonces 2y — x € [y, z].
Por ello si x € [2y — z, z] entonces

[(fe= A =k-(f=71)Q2y—x) <k-(f—1)(y) :;

iii) Si x € [y, z], entonces

(=AW =k (=) <k-(F =N = 5 T=0W <

iv) Ademas se cumple que || f — f¢|| > |[(fe — f) ()| = 5 > 0.
Debido a lo analizado en los incisos previos se garantiza que

0<|fe=fll <e

Seae:= || f —7|, 5,
A continuacion demostraremos que || fe — 7|, ,, = e.

i)Six € [a,2y —z] Uz, b], entonces n(fe —1,x) =n(f —r,x) <e.
ii) Si x € [2y — z,y], entonces 2y — x € [y, z]. Por ello
0<(f=n)2y—x) <(f=1)y) <(f=r)(x)

Como (fe —r)(x) = (f —r)(x) — k- (f —r)(2y — x), entonces por un lado
(fe—r)(x) = (1 =k) - (f =7)(x) = 0y porotro (fe —r)(x) < (f —r)(x).

Por ello

e =1%) = o (o= () < s (=@ = (=) <e
iii) Si x € [y, z], entonces (fe —7)(x) = (1 —k) - (f —r)(x).
Como 0 < k < Tentonces0 < (fe —7)(x) < (f —r)(x).

Por ello

1fe=12) = s (e =N < s (=N =n(f=r0) <e



Debido a los anteriores incisos se garantiza que

||f€ - rlhl,]’lz S €.

Pero ademds, como x € [4,2y — z], entonces 17(fe — 1, x1) = n(f —r,x1) =
e.
Por lo tanto

||f€ - rlhl,hz =¢€

Debido a la construccion de f;, se cumple
W(fe—r,x;) =n(f —r,x;) =eparacadai=1,...,N

) (st; T)ﬁxi) (fe =) (xip1) = (f =1)(xi) - (f =) (xi41) < Oparai =

Esto es, la funcion f, — r tiene N = n 4 m + 2 — k puntos alternantes en
a, b].
Comody, ,(r) = k entonces debido al Teorema de Alternancia r = T,’;},%hz (fe)-
Por lo tanto f, ¢ N.

Caso IL.Si f € Ry ;u[a, ], entonces r = f .

Paracadai =1,..., N establecemos los valores

zii=a-+ ibﬁ“.

Paracadai € {2n —1:n € N} N[1, N] establecemos los valores

m; = minXG[Z,;l,Zﬂ hl (X)
y los puntos x; € [z;_1, z;] tales que h1(x;) = m;.

De manera similar, para cada i € {2n : n € IN} N [1, N] establecemos
los valores

m; = minxe[zpllzl] hz(x).
y los puntos x; € [z;_1, z;] tales que hp(x;) = m;.

Sea

y

m=méx{m;:i=1,.. N}

Sea e > 0.
Definimos la funcion f; sobre [, b] de la manera siguiente.

r(x) + 5020 si x € [z q,x]coni € {2n—1:n € N}N[1,NJ;

2m Xi—zi_1’

[
r(x)+ 5222 si x € [xj,z]coni € {2n—1:n € N}N[1,N];
[

2m x;—z;’

r(x) — SHIZEL i x € [ziq,x]coni € {2n:n € N}N[1, NJ;

2m x;—zi_1’

r(x)—%ﬁ si x € [xl,zl] coan{Zn.nE]N}ﬂ[l, ]

2m x;—z;’
Primero demostremos que 0 < || fe — f]| < e.

fe(x) =
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Seai=1,...,N.

Six € [zj_1,x;], entonces |(f — fe)(x)] = 5 % .
Como | ¢=2-| <1, entonces | (f — fo) (¥)| < 5 < § <&
Si x € [x;,z], entonces |(f — f¢)(x)| = 5 % ,
Como || <1, entonces |(f — fo)(x)| < 35 < 5 <e
Por lo tanto
Ife = fIl <e.
Por otro lado
Em; | X1 — 21 em;
— Sz = =5 - 0.
1= 2 10 = )] = ot |22 = S0

Demostremos a continuacién que f; ¢ N.
i)Six € [z;_1,x;]coni € {2n—1:n € N} N [1, N], entonces

1 em; x—2z;_4 o Gmi Xi—zig €

B hy(x)2m x; —z; ¢ — 2mm;x; —z;_1 2m

n(fe—1,x)
ii)Six € [xj,z]] coni € {2n —1:n € N} N[1, N] entonces

1 em; x —z; em; X;—z; €

q(fg—r,x):hl(x) < - =

2m x; —z; ~ 2mm;x; —z; 2m

iii) Six € [z;_1,xj] coni € {2n : n € IN} N [1, N] entonces

1 em; x—2z_ o EMi Xi—Zio €

N(fe=rx) = ho(x) 2m xj =z 1 — 2mmixi—zi 1 2m

iv) Six € [x;,z;] coni € {2n:n € N} N[1, N] entonces

1 em; x —z; em; x;—zj €

—1,Xx) = =
1(fe=1,%) ho(x) 2m x; —z; — 2mm; x; —z;  2m
Debido a los incisos previos

€
I = felnmy = 5,
Pero ademads, como

1 emixi—2z1 emy €

nfe—rx) = hi(x1) 2m x1 —z;  2mm;  2m
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entonces

€
| fe — ”|h1,h2 =
El conjunto {x; : i = 1,..., N} es un conjunto de puntos alternantes de
la funcién r — f,. Pues

1
N(fe=7%) = ey anv—t — 2m

%.

y
(fe=1)(x) = =3 3=4 <0
cuandoi € {2n —1: - € N} N [1,N]. Y también
em; xz_zz —
( fS'xl) - —)Zm x;—zi ﬁ )
y EM; X;—2zj
(1’ _fs)(xi) = Im xl—z; >0

cuandoi € {2n:n € N} N[1, N].

Como dy,m(r) =ky N = n+ m-+2—k, entonces debido al Teorema de

Alternancia r = Ty (f,). Por lo tanto f; & N |
El hecho de que /\/ sea denso en Cla, b, nos permite demostrar el si-

guiente teorema, que afirma la discontinuidad del operador T,il},;ihz para
ciertas funciones f del espacio Cla, b].

Teorema 3.13

Seaf € Cla,b]. Sea r = Tivi(f). Sila funcién f — r tiene menos de n + m + 2

puntos alternantes en [a, b] entonces el operador T,ﬁl},;ihz es discontinuo en f.

Demostraciéon: Sea T := T,}q%hz. Sea N := n+m +2.Sean my := MaXyc[qp) M1 (X)
ymp = méxxe[a,b] hz(x).

Supongamos que T es continuo en f. Como N = C|a, b], entonces exis-

te { fx }q C N tal que fx — f.
Sean r := T(f;) para cada k € IN. Debido a que {fi},; € N, entonces
para toda k € IN existen los puntos

a<x1<xkp<...<xpn<bh (3.10)

tales que
n(fx — 1 xki) = || fe — ¢l paracadai=1,...,N
y
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(fe — 1) (xxi) - (fk — 1) (xkip1) < Oparatodai=1,...,N—1.

Desde luego, cada sucesion {xy ;};. , esta acotada, por ello la sucesion
{xx1} tiene una subsucesion convergente {xi, 1}. A su vez la sucesién
{xkl,Z} tiene una subsucesion convergente {xy,,}. Siguiendo este razo-
namiento encontramos un conjunto infinito de indices {ky} y un conjunto
de puntos {x; : i =1,..., N} que cumplen

Vi e {1,. . .,N}, Xky,i = Xi-

Renombramos {ky} como {k}.

Como consecuencia de esto y de 3.10 obtenemos que

a<x1<x<...<axy<b

Como T es continuo en f entonces T(fx) — T(f).

Por ello T — fk — r — f

Mas atin, paracadai =1,..., N, se cumple

(fie = 1) (xiei) = (f — 1) (i)

Por hipétesis la funciéon f — r tiene menos de N puntos alternantes en
a, b].

Esto implica que || fy — r¢| > 0.

Como paratodai=1,...,N,

n(fe =1 %ki) = | fie =il = If =7,
entonces existe ¢ > 0 tal que paratodai =1,..., N y para toda k suficien-
temente grande

1(fr — Tk Xi) > &

Esto implica que parai =1,..., N — 1 y k suficientemente grande

1(fe = o %) - 1 (fe = o Xpig1) > €

Como (fx — ) (xki) - (fx — re) (xki+1) < 0 entonces se cumple

(fi = 1) (ki) - (e = 1) (ki) < —€2 - By (i) B (i) < —miymoe?
o bien

(fi = 1) (ki) - (fie = 1) (ki) < —€2 - by (g Yo () < —mymope?,

En cualquier caso al encontrar el limite cuando k — co, obtenemos que

(f =) (xi) - (f = 7)(xig1) < —mympe? < 0.

Como consecuencia de lo anterior se puede afirmar que

X1 < xp<...<XN

y ademds que

|(f —7)(x;)| >0, parai=1,...,N.
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Supongamos sin perdida de generalidad (f —r)(x1) > 0.

Entonces (f —7)(x;) > Ocuandoi € {2n—1: n € N} N [1,N]. Co-
mo (fx —r¢)(xx;) — (f —r)(x;), entonces para k suficientemente grande
(fie = 7ic) (xk) > 0.

Podemos, por un lado, deducir que

1= 1 %) = B (i) = G (i) = (f =7, x0),
pero por otro lado, como fx — ry — f — r entonces

1 (fe =1 xii) = | fie = el = If =7l

Debido a la unicidad de los limites tenemos que

n(f =rxi) = If—rl.

De manera andloga cuando i € {2n : n € N} N [1, N], se determina
que i(f —r,x;) = |[f —r|.

Por lo tanto, la funcién f — r tiene N puntos alternantes en [a, b], lo que
contradice la hipotesis.

Es decir, T es discontinuo en f. |

Lema 3.2
Seann,m € INU{0} y hy, hy funciones continuas y estrictamente positivas sobre
[0,1]. Si f € C[0,1] \ (N URy,m[0,1]) es tal que la funcién T,}f},;lhz (f) — f tiene
al menos n + m + 2 puntos alternantes en [0, 1] entonces el operador no lineal
Tff},;f’z es discontinuo en f.
Demostraciéon: Sea r := T,il}n’f’z (f).- Sean p € Py, g € P que cumplan
r=p/q,(p:q) =1yq > 0sobre [0,1]. Sea ¢ := |r— fl, , > 0.Sean
my := mingcpq h1(x) > 0y my := min,cgqh2(x) > 0. La prueba de
este lema consiste en demostrar que existe un valor k > 0 tal que para
cualquier e > 0 existe una funcién f, € C[0,1] tal que ||f — f:|| < & pero
|r =T (s = k>0

Caso I. Si es posible exhibir un conjunto de n + m + 2 puntos alternan-
tes de la funcién f — r en [0, 1], tal que el "primero"sea mayor que 0, i.e.
si {xi}?;rlmﬂ es dicho conjunto de puntos alternantes entonces 0 < x; <
coo < Xp4m+2 < 1.

a) Si(f—r)(x1) >0, existed € (0,x1) tal que Vx € [0,4], (f —r)(x) >
0.

Seak =o0m; > 0.Seae > 0.
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Definimos la funcién S sobre [0,1] como S(x) = q(x;((qT%' conA >0

suficientemente grande para que S sea decreciente en [0,1] y S(J) < e.
Definimos la funcién f; como f¢(x) = f(x) — S(x) cuando x € [5,1] y
fe(x) = f(x) — S(8) cuando x € [0,4].
Por lo que |f(x) — fe(x)] = S(x) < S(4) < €, cuando x € [0,1], i.e.

If = fell <e.
_ p(x)(Axt1)—ky(0)

Definimos la funciénr, = r — Sen [0, 1. Entonces r¢(x) = T AT

cuando x € [0,1]. Como f ¢ N entonces degp < ny degg < m, por lo
que e € Rym[0,1].

Ademas se verifica que ||r —r¢|| = S(0) =k > 0.

Por otro lado, como (f: —r¢)(x) = (f — r)(x) cuando x € [J,1] , enton-
ces (fe — 1e,x) = 7(f —r,x) < o en [§,1]. Més atin, como {x;}!1/"+? C
[0,1], entonces (fe — te,x;)) = n(f —r,x;)) =cparai=1,...,.n+m+2y
(fe —1e)(xi)(fe — 1e)(xip1) < Oparai=1,...,n+m+1.

Para demostrar que 7. = Trlf},;flz (fe), necesario es probar que #(r:—
fe,x) < 0, cuando x € [0, 4].

Sea x € [0,6]. Si se cumple que (f: —¢)(x) > 0 entonces 1(fe — e, x) =

n(f —rx) + 2558 <n(f—rx) <o,

y si se cumple que (fe — 7¢)(x) < 0, entonces
D(fe—re,x) =n(f —r,x) + 250 < S0 — 0.

b)Si(f—r)(x1) <0,existed € (0,x1) talque Vx € [0,6], (f —r)(x) <O.
Lo que nos permite realizar un proceso analogo al anterior con k = omy >
0 y definiendo la funcién 7. = r 4+ S y la funcién f, como f, = f + S(J)
sobre [0,6]y fe = f +Sen [J,1].

Caso II. Si cualquier conjunto de n 4 m + 2 puntos alternantes de la
funcion f —r en [0,1], es tal que el "primero"de ellos es necesariamente
iguala 0, i.e. sea {x; ?j{”” un conjunto de puntos alternantes de f —r en
[0,1], entonces 0 = x1 < ... < Xpymi2 < 1.

a) Si (f —r)(0) > 0, existe § € (0,xp) tal que sobre [0, 6], la funcién
f — r es estrictamente positiva y la funcién r — f 4 ohy es estrictamente
positiva y creciente.

Seak =om; > 0.Seae > 0.

Demostraremos que existe f* € C[0,1] \(N U Ry »[0,1]) que satisface
If — F*| < e/2, 7 = Ti2(£%), (f * —r)(0) > 0y la funcién f* — r tiene
un conjunto de n + m + 2 puntos alternantes en [0, 1], con el "primero"de
ellos mayor que 0. Por lo que, debido al caso anterior, existe £, € C[0,1],
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tal que Hf* o ‘ ‘r — Tylflmhz (fern H

Sea ¢ € (0,0) tal que A = (r—f+oh)() < 8/2 Sea x € (0,0).
Definimos la funcién L sobre [0, §] que cumpla:

)0 < L(0) <min{A,(f—r)(0)},

i) Vx € (0,x), L(x) >0,

i) Vx € [0, x], L(x) < (f —r)(x),

iv) L es decreciente en [0, x|,

v)Vx € [x,0], L(x) <0

vi) Vx € [x, €], L(x) > (f —r — ohy)(x),

vii) L es creciente en [, ¢],

viii) L(x) = L(6) =0, L(¢) = —A.

Definimos la funcion f* como f*(x) = f(x)+ L(x) cuando x € [0, J]
y f*(x) = f(x) cuando x € [4,1].

Desdeluego ||f — f*|| < /2, puessix € [0,1], entonces |(f* — f)(x)]| =
IL(x)| < A<e/2.

Por construccién de L, se verifica que ||f* —r, ., = 0,y que § <
Xy < ... < Xpim+2 Son puntos alternantes de la funcién f* —r en [0,1],

con & > 0. Por ende r = T} hz(f*)

Como ¢ > 0, entonces f * ¢ Ryml0,1].Como f ¢ N, entoncesd, () >
0, por lo que f* ¢ N. Por ultimo (f* —7r)(0) = (f —r)(0) — L(0) > 0.

b) Si(f—r)(0) > 0, existe 5 € (0,x7) tal que sobre [0,¢], la funcién
f —r es estrictamente negativa y la funcién f — r + oh; es estrictamente
positiva y creciente.

Seak = omy > 0.Seae > 0.Sea ¢ € (0,6) tal que A := (f —r+
oh1)(€) < €/2.Sea x € (0,¢&). Definimos la funcién L sobre [0,4] que
cumpla:

i)0> L(0) >max{—A,(f—r)(0)},

i) Vx € (0,x), L(x) <0,

iii) Vx € [0, x], L(x) > (f —r)(x),

iv) L es creciente en [0, x|,

v)Vx € [x,6],L(x) >0

0i) ¥x € [x, 8], L(x) < (f — r+ ) (x),

vii) L es decreciente en [, 4],

viii) L(x) = L(6) =0, L(¢) = A.

Debido a un dnalis similar al inciso a) se afirma que existe f;,, € C[0,1],

’ < ¢/2, pero Hr— ,illmhz 8/2 H = k. [ |

tal que —fen
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El siguiente teorema establece la discontinuidad del operador T,il},;ihz en

una clase de funciones continuas definidas sobre [4, b] y es una consecuen-
cia casi inmediata del lema anterior.

Teorema 3.14

Sea f € Cla,b], f & Rum[a,b], f € N.Sear := T,’flmhz(f) Si la funcién f —r
tiene al menos n + m + 2 puntos alternantes en [a, b] entonces el operador no
lineal T,i”mh 2 es discontinuo en f.

Demostracién: Suponer la continuidad del operador T,’;}ﬁhz en f, implicaria

la continuidad del operador T,]f}niy ey e [0,1] — Ryum|0,1] en la funcién
foy, cony(x) = 3==. Como las funciones hj oy, hp oy € C[0,1] y fo
y € C[0,1]\ (Rym[0,1] UN), verifican el lema anterior, dicha suposicién
conduciria a una contradiccién. |

A continuacién unimos en un solo teorema los principales resultados
de esta seccién. Esto con el fin de tener en claro la relacién entre la conti-
nuidad del operador Tfll},;ihz en una funcién f € Cla, b] y la normalidad de
esta. Este resultado forma parte de un articulo [18] realizado por el autor
de este trabajo y que ha sido aprobado para su publicacion.

Teorema 3.15 (Continuidad del Operador T,i', 1h2)

Sean n,m € N U {0}. Sean hy, hy funciones continuas y estrictamente positivas
sobre el intervalo [a,b]. Sea Tff},;qhz : Cla,b] — Rum|a, b] el operador no lineal
que a cada funcién continua sobre [a,b] le asigna su funcién racional algebrai-
ca de mejor aproximacion de la clase Ry, ma,b] relativa a hy y hy. Entonces el
operador T,i%hz es continuo en f siy solo si f € Rup(a,b] o f es una funcién
n,m,hy, ho—normal.

Demostracién: Consecuencia inmediata de los teoremas 3.9,3.13 y 3.14. B
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Capitulo 4

Algoritmo de Rémez para la
aproximacion asimétrica por
funciones racionales.

Sea f € Cla,b] y n,m € IN. Sea Ry, como se definié previamente, i.e.
Ruym = {g :p € Py, g € Py Vx € [a,b],q(x) # 0}. En el capitulo ante-

*
rior se demostré que existe un tinico elemento R* = p—* € Ry, tal que:

= If~R'| = nf |f R

?1771

En este capitulo se exhibird un algoritmo que en ocasiones nos condu-
ce a encontrar dicha R*. Esto depende de iniciar con unos puntos de [a, ],
suficientemente buenos.

En primer lugar recordemos que si R* es de mejor aproximacién ra-
cional algebraica asimétrica a f € Cla,b] de Ry, relativa a hy y hp, con
n,m € IN. Entonces existen al menos n +m + 2 — d(R*) puntos {x}} en
a, b] tales que cumplen

(= R)lap) = s i
(f — R)(xfay) = —~a(x 1) 1

coni=1,3,..., 0bien que cumplen

(f = R*)(x7) = —ha(x] )1 m
(f = R)(xfa) = I (o) 4.2)
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coni=1,3,....

Por otro lado, el teorema siguiente, que es un teorema tipo De la Vallee-
Poussin [1] nos permite establecer una cota inferior para r;,, si se cuenta
con una funcién racional como la de la hipétesis.

Teorema 4.1
Sea f € Cla,bly R* € Ry Siexisten N > n+ m+2 — d(R*) puntos distintos
xjen[a, bl iea<x; <..<xy <b, enloscuales se cumple que

(f = RO (i) (f = R")(xi1) <0

y también N wvalores estrictamente positivos A;, no necesariamente distintos que
cumplen que

n(f = R% xi) = Ai
entonces cualquier R € Ry, cumple que

|If =R| > min{A;:i=1,...,N}.
Demostracién: Supongamos la existencia de R € Ry, tal que

|lf —R| <min{A;:i=1,...,N}.

Sean p,p* € Pnyq,9° € Py tales que R = g, R* = Z—:, (p:gq) =1y
(p* : g*) = 1. No es dificil observar que cuando (f — R*)(x;) < 0 enton-
ces (R — R*)(x;) > 0y andlogamente cuando (f — R*)(x;) > 0 entonces
(R —R*)(x;) < 0. Luego la funcién R — R* tiene al menos N — 1 ceros
en [a,b]. Por lo que el polinomio pg* — p*q tiene al menos 1 + max{n +
degg*, m + deg p*} ceros en [a, b]. Sin embargo dicho polinomio es de gra-
do alo mas méx{deg p + degg*, deg g+ deg p* }, porlo tanto R = R*. Pero
esto implicaria que

Vxi, n(f —R*,x;) > || f — R"|. [ |

*

4.1. Algoritmo del tipo Rémez.

En [23] se describe y demuestra la convergencia de un algoritmo tipo
Rémez, para la aproximacién polinomial asimétrica. En [24], hemos esta-
blecido y ampliado el poder de este algoritmo a otros casos, como los po-
linomios trigonométricos. Debe mencionarse que Moursund [22] utiliz6 el
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algoritmo en algunos ejemplos, pero empiricamente, sin demostrar la con-
vergencia. Aqui lo extenderemos al caso racional asimétrico, es decir, en
esta seccion describiremos rigurosamente un algoritmo tipo Remez para
hallar la mejor aproximacién racional algebraica asimétrica a una funcién
continua con ciertas caracteristicas y demostraremos que converge bajo
ciertas condiciones.

Antes de enunciarlo observemos que, siempre que 0 € [a,b], cual-
quier R € Ry, queda univocamente determinado por un conjunto A =
{ag,...,an, by, ..., by} € R pues

o aix'
Vx € [ﬂ, b], R(X) = m
j=10j

I. Algoritmo tipo Rémez para hallar la mejor Aproximacién Asimétrica
Racional Algebraica a una funcién continua

(i) Escogemos un conjunto inicial ordenado Xy = {xfo)} de N +2

puntos distintos en [a,b], con N = m + n,

a§x§0)<x§0)<--~<x§\%2<b.

(i) Resolvemos, sustituyendo x; por xi(o)

no lineales siguiente.

, el sistema de ecuaciones

i—oj(xi)!

f(xi) — T 5 by () = —Ehy(x;)
Yo a(xis1)! o
oy 2=04i(Xit1 _ ‘
f(xH-l) 1+ Z}ﬂ:l bj(xi+1)j = El’ll(xﬁ-l)
i=1,3,....Obien
Yioai(xi) .
f(xi) - 1 +Z;11:1 b](xl)] — Ehl(xl)
Yo aj(xis1)! 4y
—0ai(Xi11
Flxig) - —2 T Ehy(x4q)

14+ 3500 bj(xiv)/
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(1ii)

i=13,..,
En cualquier caso se encuentran m + 1 conjuntos de N + 2 va-
lores cada uno. Estos valores son los coeficientes del polinomio
numerador (4;), los del polinomio denominador (b;) asi como el
valor de E.

Escogemos los coeficientes de la solucién anterior para formar
una funcién racional RV € R, de tal forma que el respectivo
valor de E sea el menor de entre aquellas funciones racionales
sin polos en [a, b].

(iv) Sea T un punto en el cual la funcién: 7(f — R(, x) alcanza su

méximo valor en [4, b]. Entonces reemplazamos alguno de los

{xgo)} por T de forma que f — R(1) cambie de signo alterna-
(1)

damente, formando asi el conjunto {xi } Esto siempre puede

1(0)’ xl-(f)r)l] entonces f — R tiene el

oen xZ(?r)l. SiTé€ [a, xgo)], entonces
si f — R(D tiene el mismo signo en Ty xgo), cambiamos a xgo)

(0)

por T de lo contrario cambiamos a x/, , por 7. Andlogamente

cuando T € [xg\(;zrz, b].

hacerse. Si por ejemplo T € [x

(0)

mismo signo en T que en X;

(v) Repetir los pasos (ii) al (iv). Usando en la k-ésima iteracién los

puntos Xy := {x.(k)

1

(k+1)

}, para obtener asf la funcién R y el va-

lor Ey 1.

(vi) Detener el proceso cuando Ey sea suficientemente cercano a r;,,,.

Teorema 4.2

Sea R* € Ry la mejor aproximacion racional algebraica asimétricaa f € Cla, |
relativa a hy y hy, donde n,m € N y hy,hy € Cla,b|, tal que f — R* tenga
un tinico conjunto de N + 2 puntos alternantes. Sea R©©) € Ry, una funcién
racional tal que la funcion y(f — R0, x) tiene exactamente n + m + 2 puntos
extremos tales que alternen de signo y en el de menor abscisa, el signo de dicha
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funcién coincida con el de f — R*. Denotemos

X := {xi(o)}

las abscisas de los N + 2 puntos extremos de 17(f — R\), x). También denotemos
. 0
Ein := miny <f — R(O),xi( )) .
Finalmente nombramos
Xti= {7}

las abscisas de los N + 2 puntos alternantes de la funcién f — R*. Existen € > 0
y 6 > 0 tal que si

(0) *
X, =X

Vi=1,...,N+2, <e (4.5)

Tum = Emin <0 (4.6)

entonces usando la técnica adecuada para resolver 4.3 o 4.4, el algoritmo tipo
Rémez descrito en (1), converge.

Figura 4.1: En rojo 57(f — R(*), x) y en azul 5(f — R*, x). Como se puede ver E,;, esta

suficientemente cerca de %, y cada uno de los cuatro puntos extremos de #7(f — R(©), x)
(puntos rojos) estan "suficientemente cerca"de los cuatro puntos criticos de f — R* (puntos
azules), lo cual se indica en ambos casos con el color verde.
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Demostracién: Asumamos sin perdida de generalidad que

n(f =R x1) = =T

Esto es que el primer extremo es negativo. Consideremos el sistema no
lineal de ecuaciones 4.3, sustituyendo x; por x;

* Z;] Oa]( l*)] . *
f(xi) o 1 +2;11 ( ) EhZ(xi)
* 27:0 aj( i+1)] o
f(xi+1) - 1+ Z]m:1 b]-(x;;l)f Ehl( 1+1)
i=13...
que reescribiremos de la forma
[F () + Ela(x)] Yo by = Yo ay(xf) = = f(x]) — Ea(x])  (47)
j=1 j=0
[f(xi1) — Eba(xi4) 2 (xf1) — Z”j(xjﬂ)j —f(xiq) + Em(xfyy)
j=1 j=0

(4.8)
i=1,3,...

Sile damos a E el valor de r};,,, entonces 4.7-4.8 se convierte en un siste-

ma lineal de N + 2 ecuaciones, al cual lo satisfacen los N + 1 coeficientes
de

Por lo tanto cualquier subconjunto de N + 1 ecuaciones del sistema es
satisfecho por A* := {a},...,a;,b5,..., by}

Afirmamos que el determinante de la matriz formada por los coeficien-
tes de cualquier subconjunto de N + 1 ecuaciones no debe ser cero, pues
de lo contrario ya que el sistema es consistente, esto significaria que habria
una familia de soluciones dependientes de al menos un pardmetro. Aho-
ra, consideremos dos soluciones A*y A := {ay,...,an,by,...,by}, donde
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A esta suficientemente cerca de A* de tal forma que la funcién racional
R € Rum que le corresponde, cumpla que ninguno de sus polos este en
a, b]. Pero entonces R*(x) — R(x) tendria N + 1 ceros enlos {x}} y ya que
la diferencia de dos funciones racionales continuas pertenecientes a Ry,
s6lo puede tener a lo méas m + n ceros. Esto es una contradiccién.

Ahora formaremos el siguiente sistema de N + 2 ecuaciones

[F (v) + Bl (3] by (v — Yy (v = —f () — B () (49)
j=0

=

n

m .

[f (xis1) + Eh (xi41)] Y by (xi41) aj (xi11) = —f (xiy1) — Ely (xi11)
j=1 j=0

(4.10)

i=13,...

Por lo ya antes analizado se deduce que existe un €; > 0 tal que si

lxi — x| <ei=1,...,N+2, (4.11)

|E — 1] < €1 (4.12)

entonces el determinante de la matriz formada por los coeficientes A en
cualquier subconjunto de N + 1 ecuaciones de 4.9-4.10 no puede ser cero.
Mas atn, escogiendo €; suficientemente pequefio, podemos asegurar que
cualquier funcién racional que resulte de una solucién de N + 1 ecuaciones
de 4.9-4.10 es tal que su polinomio denominador no se anula en [, b]:
Entonces para probar el teorema debemos probar que

a) Elsistema de ecuaciones 4.9-4.10 tiene siempre al menos una solucion.

b) Podemos escoger una solucién tal que la sucesién resultante de funcio-
nes racionales converja a R*.

Lema 4.1
Sean Xy = {xfo)} y Ein tales que satisfagan

A0 _

< e
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k

Tom — Ein < €1.

(0)

Entonces el sistema de ecuaciones 4.9-4.10, sustituyendo E = E; y X; = X; 7,
i=1,...,N+ 2, tiene una soluciéon A*, la cual corresponde a una funcion ra-
cional en Ry,.

Demostracién:Demostracién: Sea I € {1,..., N + 2} el indice en el cual se
cumple la siguiente desigualdad paratodai =1,..., N +2:

EDOMCONGEDNC

Epax = I (xgo)> s <x§O))
L ) ) (-x) )
- hl (xl(o)> hz (xl(o))

Consideremos el sistema de N + 1 ecuaciones que se forma de sustituir
0 o - .
X; = xI( ) en 4.9-4.10, y eliminar la I-ésima de esas ecuaciones.

Escojamos un E > 0 que satisfaga
’E - r;klm’ <€

y ademads sea tal que
E < E,in.

Entonces E cumple 4.11. Debido a esto tultimo y a que por hipétesis X
cumple 4.12 se sigue que el sistema anterior tiene una solucién A que co-
rresponde a una funcién R € Ryy.

Afirmamos que

_U-R () ¢-R ()
Ej = mey +— & > Epax 4.13)
y que
(F=R) (") (f=RO) (xI7) > 0. (4.14)



Para mostrar esto usamos la diferencia
A(x) := RO (x) — R(x). (4.15)

Debido a que E < E,;;;, entonces A(x) debe tener al menos I — 2 ceros
(0) .(0) (0) (0)

en el intervalo (x; /,x;;) y al menos N — I + 1 ceros en (x, 'y, X, ,) para
dar una suma de al menos N — 1 ceros.

Si
EI < Emax

(F =R - (F = RO)(x”) < 0
0) _.(0)

entonces habria un cero en el intervalo (x;”;,x; ) y otro en el intervalo

(xgo), xgi)l) para un total de N + 1 ceros. Pero el total de ceros de A(x) no

puede exceder N con lo que se prueba la afirmacion.

Consideremos ahora el mismo sistema de N + 1 ecuaciones. Confor-
me E crece y se acerca a 1y, la desigualdad 4.12 se sigue satisfaciendo, y
por lo tanto, existe una solucién para dicho sistema. Més atin, la funcién
E; = E;(E) es continua.

Afirmamos que para algtin valor de E, digamos E; tal que

Eléi’*

nmrs

la solucién A; del sistema de N + 1 ecuaciones es tal que también cumple

la [-ésima ecuacién de 4.9-4.10con E = E; y x] = x§0), ie.

E;(Ey) = E;.

Pues de lo contrario, conforme E crece, eventualmente llegaremos a una
solucién A del sistema mencionado, correspondiente a un valor E > r;,,,,
tal que E;(E) > E y la funcion racional R cuyos coeficientes sean los ele-

A

mentos de A cumpla que

(F =R (F - Ry <0
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5 ((0 5 (0
(F = R = R) () < 0.
Lo cual contradice el teorema 4.1, por lo que considerando a A* = A;
queda demostrado el lema. |

Observacion 4.1
1. Para probar el anterior lema no es necesario que los puntos Xg sean los

puntos extremos de la funcion n(f — R(©),x), lo que si se requiere es que
f — RO alterne de signo en ellos y que el valor E,y;,, cumpla 4.6.

2. Enla prueba del lema anterior sélo se requiere que los puntos de X distintos

de xgo)/ satisfagan
(0)

X

*

<€
: L . . 0 > .
sin embargo como se verd mds abajo, es necesario que xg ) también satisfaga
la desigualdad
*

‘ (0) <€

3. En lo sucesivo asumiremos que la solucion de 4.9-4.10 se construye como
indica el lema anterior.

4. Elvalor Eq también satisface 4.6 y
By =ming(f = R®, 2") = {Evy(f - R, 1)}

Podemos, por lo tanto, llevar a cabo el paso (ii) del algoritmo, en la pri-
mera etapa, para asi obtener una nueva funcién racional RO ¢ Rym (paso
(ii1)). El paso (iv) siempre puede llevarse a cabo. Lo que debemos probar
ahora es que el punto T que reemplaza a uno de los elementos del conjunto
Xo para formar X; es tal que el sistema de ecuaciones 4.9 - 4.10, cambian-
do x; por xl(l), puede ser resuelto en las posteriores etapas. De hecho, en
la siguiente etapa, el sistema 4.9 - 4.10 puede resolverse (c.fr. la segunda
observacion tras el lema 4.1 obteniendo la funcién R(?) y el valor E,. Este
altimo, debido a un andlisis similar al que se muestra en la demostracién
del lema anterior, debe estar entre E; y r;,,,. Sin embargo, en la tercera eta-

pa, no podemos garantizar que exista una funcién racional R®) en Ry
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cuyos coeficientes satisfagan 4.9 -4.10 para algun valor de E, a menos que
el valor de T obtenido en el paso (iv) de la primer etapa cumpla 4.5. Por
ello, procederemos a demostrar que, si E; se encuentra suficientemente
cercano a r;,,, entonces T debe estar suficientemente cercano a uno de los
puntos x;.

Lema 4.2
Para cualquier €1 que cumpla 4.11 y 4.12 existe un 6y > 0 tal que si al menos

uno de los puntos xfl) de Xy no satisface 4.11, entonces, al sustituir x; por estos

puntos y E con cualquier valor que cumpla |E — r},,,| < &1 en el sistema de
ecuaciones 4.9-4.10, se verifica que los coeficientes de ninguna funcion racional
de R, resuelven dicho sistema.

Demostracién: Supdngase que no hay tal ;. Entonces existiria una suce-

(k)

sion de funciones racionales {an(x)} cuyos coeficientes son soluciones

de 4.9-4.10 tomando como valor de E a Ey := r},,, — } y los conjuntos Xj
de N + 2 puntos distintos
(k) (k) (k)
{xl , Xy ,...,xNH}

tales que en cada conjunto exista al menos un punto no cumpla 4.11. No-
temos que Ej satisface 4.12 para todo k suficientemente grande. Debido a
que los anteriormente mencionados conjuntos de puntos son todos acota-
dos, existe una subsucesion convergente de la sucesién {Xj} que denota-
remos por { X }. Sea la correspondiente sucesién de funciones racionales

denotada por {R,g;’;) (x) } Denotemos al punto limite de la sucesién { X, }

por X. Se puede observar que la sucesioén de funciones {R%) (x)} cum-

ple el criterio de Cauchy por lo que converge a una funcién continua en
[a,b] y acotada R$;,. Por hipétesis al menos un punto de X no satisface

(ki)

4.11, ademads por como construimos la sucesiéon {an }, los coeficientes

de la funcién R7;, deben cumplir el sistema 4.9 - 4.10 en los puntos X« y
el valor r},,,, es decir, se verifica que

(f = Rum) () = —Tumha(x77) (4.16)
(f = Ron) (x51) = T (x351) (417)
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coni=1,3,....

Entonces por un lado de acuerdo al capitulo anterior la tinica funcién
racional que puede cumplir 4.16-4.17 en una cantidad de N+2 puntos debe
ser R*, la cual tiene un tnico conjunto de puntos alternantes X*, pero por
otro lado al menos uno de los puntos x;” debe ser diferente del respectivo
x7,hemos llegado a una contradiccién que comprueba el lema. |

Sicomo € del teorema 4.2 se escoge a €1 del lema 4.1 y como ¢ al minimo
de €1 y 61 del lema 4.2, entonces los dos lemas anteriores nos garantizan
que la primera etapa del algoritmo puede llevarse a cabo y después X; y
E, verifican 4.11 y 4.12 respectivamente. Para terminar de probar el teore-
ma debemos mostrar que el algoritmo converge a R*. Primero observemos
que en cada etapa se va generando una funcién racional perteneciente a
Rym, correspondiente a la solucién de 4.9-4.10 pero con un particular valor
de E y un conjunto puntos Xy en [a, b]. Los valores de E, si los generamos
como en el lema 4.1, resultan ser crecientes y acotados por 1y, luego esa
sucesion de valores debe converger. Supongamos que el algoritmo conver-
jaunvalor E < r},,.. Sea Ry, (x) la funcién racional que se obtiene de E y el
conjunto de puntos X. Entonces el maximo de la funcién 7(f — Ry, (x))
se obtiene en algtin T € [a,b] que no pertenece a X pues de lo contrario
R* no seria la de mejor aproximacién. Pero esto significa que el algorit-
mo puede proseguir lo cual contradice la afirmacién de que convergia a E.
Por lo tanto el algoritmo converge a una funcién racional cuyos coeficien-
tes cumplen 4.9-4.10 con E = r};,,. Como se ve en el capitulo anterior dicha
funcién es R};,,,.

4.2. Ejemplo.

Realmente es dificil desarrollar buenos ejemplos ilustrativos para la
aplicacion. Consideremos la funciéon f(x) = exp(x) definida sobre el in-
tervalo cerrado [—1, 1]. Como es sabido esta funcion es continua y estricta-
mente positiva sobre el mencionado intervalo. Mds atn f cumple las tres
condiciones del teorema 3.7 por lo que f es hipernormal para cualesquiera
hy, hy € C([—1,1]) estrictamente positivas. Debido al teorema 4.2 la mejor
aproximacion racional asimétrica de R, a f, denotémosla como R*, es tal
que f — R* tiene n + m + 2 puntos alternantes. Luego f es una buena fun-
cién, segun el teorema anterior, para aplicar el algoritmo de Remez.
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Nosotros nos proponemos hallar a manera de ejemplo la mejor aproxi-
macioén racional asimétrica de Ry ; a f relativa a las funciones

hy = 1.1+ cos(2mtx) y hy = 1.1 4 sen(2mx),

que desde luego son continuas y estrictamente positivas sobre cualquier
intervalo [a, b]. Nosotros trabajaremos sobre el intervalo cerrado [—1, 1].

Primero se debe exhibir una funcién racional de R;; que cumpla las
condiciones del teorema 4.2 una posible funcién para este caso seria

R(O)_ 1+ ax
1 —ax

; cona — 0.4709

Se puede ver que esta funcién es tal que 77 ( f — R(?), x) tiene s6lo 4 extremos
en [—1, 1] dichos puntos extremos son:

xfo) w(xlgo))(f — R(O),xl.(o))

A0 =1 0.0074 >0
W = —05 —0.1229 <0
¥ = 0.74 0.2566 >0

2 = —0.0295 <0

Entonces || f — R(O)| = 0.2566 y E,;;, = 0.0074.

Empezamos nuestro algoritmo en los puntos {xfo)}le. Al resolver el
sistema de ecuaciones no lineales, debido a que m = 1, obtenemos dos
posibles soluciones sin embargo solo una conduce a una funcién racional
de R; 1 sin polos en [—1,1]. Dicha solucién es:

pV) = 0.5255x +1.0091, gV = —0.4486x + 1y EV) = 0.031.

Como era de esperarse, debido a la demostracion del teorema anterior,
f—R©y f— RO tienen el mismo signo en los puntos {xfo) * . Lafun-
cién i7(f — R, x) alcanza su méximo en T = 0.708 y en este punto el valor

(1)

de la funcién f — R( es positivo, por lo que x5’ = 0.708, y conservamos
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xi(l) = xZ(O) parai € {1,2,4}.

Para hallar R(?) debemos1 resolver el sistema de ecuaciones no lineales
previo sobre los puntos {xl( )}?:1 y continuar con el algoritmo. Después
de 5 pasos se verifica que

- —0.4483x +1

es la mejor aproximacion racional asimétrica de Ry a f relativa a hy y hy,
pues cumple que

Crit(f — R®)) = {—1,-0.466,0.698,1}

es decir, existen n + m + 2 = 4 puntos alternantes, pero no mds de 4, de la
funcion f — R®), el primero de ellos es tal que (f — R())(—1) es positivo.
En este caso || f — R(®)| = 0.0321. En la figura 4.4 se muestran 7 (f — R(?), x)
y 11(f — R*,x). Obsérvese que los puntos iniciales del algoritmo (circulos
azules) estdn muy cercanos a los puntos criticos de f — R* (asteriscos ro-
jos). De hecho el primero y el tltimo coinciden. También obsérvese que
E,nin esta suficientemente cerca de ||f — R(®)| (ambos en verde).
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Figura 4.2: Evolucién de (f — R, x)coni=0,...,5.
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Figura 4.3: Evolucién de || f — R?)| coni =0,...,5.
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Figura 4.4: Comparacién de 77(f — R©), x) y 5(f — R*, x).
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Conclusiones.

En este trabajo se utilizaron diferentes métodos para estudiar la apro-
ximacion asimétrica de funciones mediante polinomios y/o fracciones ra-
cionales algebraicas. Con estos resultados tenemos una teoria unificada y
mas completa, que engloba muchos resultados aislados referentes al tema
tratado.

Se generalizaron los conceptos relativos a la aproximacién mediante
amplitudes de bandas variantes, cuando el espacio aproximante es cual-
quier subespacio de Haar de Cla, b]. En este contexto, pudimos garantizar
la existencia de al menos un polinomio generalizado de mejor aproxima-
cién a una funcién continua. Se ofrecen también, criterios para caracterizar
los polinomios generalizados de mejor aproximacién mediante bandas de
amplitudes variantes a una funcién continua y demostramos que todos
ellos son equivalentes. Logramos concluir que para una funcién continua
dada sobre un intervalo cerrado, el conjunto de los polinomios generali-
zados de mejor aproximacién mediante bandas de amplitudes variantes a
ella, es unitario.

Después de establecer una norma asimétrica adecuada de forma que
la aproximacion asimétrica debido a ella, sea equivalente a la definicién
de aproximaciéon mediante bandas variante, exhibimos un teorema que
caracteriza, en caso de existir, la funcién racional generalizada de mejor
aproximacién asimétrica a una funcién continua definida sobre un espa-
cio métrico compacto y cuando la funcién a aproximar -y por ende la clase
racional aproximante- estd definida sobre un intervalo cerrado ofrecemos
un teorema de alternacion tipo Chebyshev que caracteriza a la funcién ra-
cional generalizada de mejor aproximacién asimétrica y garantizamos la
unicidad de la misma si cumple una condicién. Se demuestra que en el ca-
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so de la de mejor aproximacion racional algebraica asimétrica siempre es
posible garantizar la existencia y la unicidad de funcién de mejor aproxi-
macion y desde luego se cumplen los teoremas de caracterizacién previos.

Al igual que en el caso de la aproximacién uniforme clésica es necesa-
ria la nocién de funcién normal y degenerada, al trabajar con esta apro-
ximacién asimétrica fue necesario generalizar estos conceptos, asi como
demostrar diversos teoremas con ellos. En particular el teorema 3.7 nos
determina una clase de funciones que tienen la propiedad de ser buenas
para aplicar en ellas el algoritmo de Remez esto sin importar las funciones
hy y hy que definen la aproximacién asimétrica. También caracterizamos el
dominio de continuidad del operador T,il},;ihz, en funcién de las funciones
(n,m, hy, hp)-normales.

En el daltimo capitulo se propone una extension del algoritmo de Re-
mez que permita calcular la funcién racional algebraica de mejor aproxi-
macién asimétrica. Se demuestra la convergencia del mismo siempre que
se verifiquen ciertas condiciones por demads necesarias también para el ca-
so uniforme clasico (h; = hy = 1) y se da un ejemplo en el que se calcula la
funcién racional algebraica de mejor aproximacién asimétrica verificando
a posteriori que la funcién a aproximar cumplia condiciones que garantizan
la convergencia.

PROBLEMAS ABIERTOS. Cuando concluimos una investigacién usual-
mente aparecen nuevas preguntas y algunas de ellas pudieran ser relevan-
tes para el tema bajo consideracién. Esta ocasién no es una excepcién y nos
quedan inquietudes cuyo estudio cuidadoso nos dir4 si se trata de nimie-
dades, de problemas delicados, o bien de problemas usualmente deno-
minados abiertos, porque su solucién o estudio, segtin corresponda, seria
de interés general para el tema. En esta investigacién nos queda como un
problema abierto, de interés amplio por la situacién practica que aparece
en las aplicaciones, la extension de la aproximacién asimétrica para el ca-
so de datos discretizados. Es decir, el estudio de la aproximacién racional
asimétrica en el contexto de un ntimero finito de datos, segtin Kemp.
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