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Introduccion

La desercion estudiantil universitaria ha sido estudiada por diferentes au-
tores e Instituciones de Educacion Superior. Este tema ha tomado un lugar
importante dado que no tiene sentido realizar un esfuerzo significativo por au-
mentar la cobertura, calidad y equidad en educacion superior, sin controlar
la desercién y su problematica multicausal y compleja [28]. Las licenciaturas
de la Facultad de Ciencias Fisico Matematicas (FCFM) de la Benemérita Uni-
versidad Auténoma de Puebla (BUAP) no estan excentas del problema de
desercién, hay alumnos desertores en los diferentes semestres impartidos.
Ademas, desde el 2006 hasta el 2013 el porcentaje de desercidn en el pri-
mer ano de la Licenciatura en Matematicas y la Licenciatura en Mateméticas
Aplicadas ha variado entre el 26 % y el 57 %, mientras que en el caso de la
Licenciatura en Actuaria desde el 2010 hasta el 2013 la desercion varia entre
el 13% vy el 25 %.

Los estudios acerca de la desercién son importantes, debido a que permi-
ten comprender mejor el problema, lo cual es importante para generar estra-
tegias de retencién estudiantil. En la FCFM se han realizado diferentes estu-
dios en los cuales se investigan algunos de los problemas relacionados con
aprovechamiento, aprobacion, reprobacion, egreso vy titulacién, con el fin de
comprender mejor la situacion y poder generar estrategias adecuadas ([3],
[12], [15], [26], [29]). En este trabajo se realiza un analisis de la desercién
en las licenciaturas de la FCFM-BUAP mediante modelos de supervivencia.
El Anélisis de Supervivencia centra su interés en el tiempo hasta que ocu-
rre cierto evento especifico, frecuentemente llamado falla, y sus aplicaciones
van desde investigaciones de la durabilidad de articulos manufacturados has-
ta estudios de enfermedades humanas y sus tratamientos. Cabe mencionar
que esta metodologia ha sido utilizada en estudios de desercidén escolar en
universidades de otros paises [28], sin embargo, no se tiene el conocimiento
de que ya se haya utilizado en México.

Antes de realizar el analisis de la desercién en la FCFM-BUAP se revisa-
ron los conceptos basicos del Andlisis de Supervivencia y diferentes modelos
de supervivencia: paramétricos, no paramétricos y semiparamétricos, algunos
modelos que sélo involucran a la variable tiempo de falla y otros que también
involucran variables explicativas.

La primera parte del andlisis del tiempo de desercién de los alumnos de
las licenciaturas de la FCFM se realiza mediante modelos no paramétricos y



modelos paramétricos. Estos modelos permiten hacer comparaciones de la
estimacion de la funcion de supervivencia, de la estimacién de la funcién de
riesgo y también de la estimacién de la funcién de riesgo acumulado de las
diferentes licenciaturas impartidas en la FCFM.

La segunda parte del andlisis del tiempo de desercién se realiza mediante
el modelo de riesgo proporcional semiparamétrico, debido a que este modelo
esta enfocado en evaluar la relacion con las covariables, por lo que proporcio-
na factores indicadores de mayor riesgo de desercion. Los factores conside-
rados en este estudio son: puntaje de ingreso, autoestima, habitos de estudio,
razonamiento cientifico, comprensién lectora , estilos de aprendizaje, género,
con quien vive, financiamiento del bachillerato de procedencia, tipo de ba-
chillerato de procedencia, materias reprobadas en el bachillerato, opcién de
carrera, sostén de estudios, trabajo y recursos semanales.

El objetivo principal del trabajo es analizar la desercién de los estudian-
tes de las carreras de Actuaria, Matematicas y Matematicas Aplicadas de la
FCFM-BUAP para identificar los periodos y las caracteristicas de los alumnos
que implican un mayor riesgo de desercion. El estudio de desercion se hace
mediante diferentes tipos de modelos del Andlisis de Supervivencia ya que
esta metodologia es muy util para este tipo de estudios y permite procesar la
base de datos de desercién de la FCFM.

El presente trabajo esta organizado en 4 capitulos, la conclusion y 5 apén-
dices. En el Capitulo 1 se presentan los conceptos basicos del Andlisis de Su-
pervivencia, en él se presentan los requisitos para determinar con precisién
el tiempo de falla (Seccién 1.1), la definicién de funcion de supervivencia y de
la funcién de riesgo, ademas de sus caracteristicas y las relaciones que exis-
ten entre ellas (Seccién 1.2) y algunas categorias de censura y truncamiento
(Seccién 1.3).

El Capitulo 2 contiene modelos de supervivencia: paramétricos y no pa-
ramétricos. En él se calcula la funcion de verosimilitud de datos censurados
por la derecha (Seccién 2.1) y de datos censurados por intervalo (Seccién
2.2); ademas, se presenta inferencia basada en la funcion de verosimilitud
(Seccion 2.3). Se describen algunas familias paramétricas que se usan como
modelos en el analisis de datos de tiempo de fallas (Seccién 2.4). También se
proporcionan modelos no paramétricos (Seccion 2.5), el Estimador Kaplan-
Meier y el Estimador de Nelson-Aalen. Por ultimo, se presenta el Criterio de
informacién de Akaike y el Criterio de informacion de Bayesiano (Seccién 2.6)
que son herramientas para la seleccion de modelos.

El Capitulo 3 muestra modelos de regresién de supervivencia (paramé-
tricos y semiparamétricos) los cuales se usan para representar el efecto de



variables explicativas o covariables en el tiempo de falla. Los modelos pa-
ramétricos presentados son: Modelo de regresion exponencial (Subseccion
3.1.2), Modelo de regresiéon Weibull (Subseccién 3.1.3), Modelo de vida acele-
rada (Subseccién 3.1.4), Modelo de riesgo proporcional (Subseccion 3.1.5) y
Modelo de riesgo aditivo (Subseccién 3.1.6). El modelo semiparamétrico pre-
sentado es el Modelo de riesgo proporcional semiparamétrico (Seccion 3.2).
También se presenta la funcién de verosimilitud para datos que contienen co-
variables y estan sujetos a censura por la derecha o por intervalo (Subseccion
3.1.1).

En el Capitulo 4 se analiza la desercién en las licenciaturas de la FCFM
de la BUAP mediante algunos de los modelos presentados en los Capitulos 2
y 3.

En los Apéndices A y B se muestran algunos resultados estadisticos y
matematicos, respectivamente, con los cuales se desarrolla el Capitulo 2. En
el Apéndice C se describe la regresién paso a paso (stepwise) que es una
técnica de seleccién de modelos ampliamente usada en la regresién lineal
multiple. El Apéndice D proporciona una lista de comandos de R con los cua-
les se lleva acabo el analisis del Capitulo 4. Por ultimo, en el Apéndice E se
presentan algunas de las salidas del software R obtenidas en el estudio del
Capitulo 4.
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Capitulo 1

Conceptos basicos

En el Analisis de Supervivencia, el interés se centra en un grupo o grupos
de individuos para cada uno de los cuales se define un evento especifico,
frecuentemente llamado fracaso, falla o muerte, que ocurre después de un
periodo de tiempo llamado el tiempo de falla, tiempo de supervivencia o tiem-
po de vida. El fracaso puede ocurrir como maximo una vez en cada individuo
[9]. Las aplicaciones de la metodologia de la distribucién del tiempo de fa-
lla van desde investigaciones de la durabilidad de articulos manufacturados
hasta estudios de enfermedades humanas y sus tratamientos [25].

Algunas veces se tiene interés solamente en la distribucion del tiempo de
falla de un solo grupo. Mas a menudo, se desea comparar los tiempos de
falla de dos o mas grupos para ver, por ejemplo, si el tiempo de falla de los
individuos son sistematicamente mas largos en el segundo grupo que en el
primero. Alternativamente, pueden estar disponibles para cada individuo va-
lores de variables explicativas, consideradas relacionadas a la supervivencia
[].

El Andlisis de Supervivencia se considera propiamente una técnica uni-
variada mas que una técnica multivariada ya que sélo tiene una variable res-
puesta, el tiempo de falla, aunque haya muchas variables explicativas.

1.1. El tiempo de falla

Para determinar con precision el tiempo de falla, hay tres requisitos: el
tiempo origen debe estar bien definido, se debe acordar una escala para medir
el paso del tiempo y finalmente el significado de fracaso debe ser del todo
claro.

Ademas de que el tiempo origen debe definirse con precisién para cada
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individuo, también es deseable que, sujeto a cualquier diferencia conocida en
las variables explicativas, todos los individuos deben ser comparables como
sea posible en el tiempo origen. El tiempo origen no tiene que ser y por lo
general no es la misma fecha del calendario para cada individuo, por lo que,
el tiempo de falla de cada individuo se mide desde su propia fecha de entrada.
El tiempo origen no necesariamente es el punto en que un individuo entra al
estudio, si es asi, se necesitan métodos especiales y se hace referencia a
tales datos como truncados por la izquierda.

Frecuentemente la escala para medir el tiempo es el tiempo del reloj (tiem-
po real), aunque surgen otras posibilidades, tales como el uso de tiempo de
funcionamiento de un sistema, kilometraje de un carro, o alguna medida de la
carga acumulada encontrada. De hecho, en muchas aplicaciones industriales
de fiabilidad, es méas apropiado medir el tiempo por el uso acumulativo, en al-
gun sentido. El Unico requisito universal para los tiempos de falla es que sean
no negativos.

Una de las razones para la eleccion de una escala de tiempo es el signifi-
cado directo para el individuo en cuestiéon, que justifica el uso del tiempo real
en la investigacion de la supervivencia en un contexto médico. Otra conside-
racion es que dos individuos tratados del mismo modo deben, en igualdad de
circunstancias, estar en un estado similar al cabo de tiempos iguales; esta es
la base para el uso de la carga acumulada alentada en un contexto de inge-
nieria. Si dos o mas formas diferentes de medir el tiempo estan disponibles,
puede ser posible, después de haber seleccionado la escala de tiempo mas
apropiada, usar otros tiempos como variables explicativas.

Por ultimo, el significado del evento especifico de falla se debe definir
con precision. En el trabajo médico, el fracaso podria significar la muerte,
la muerte por una causa especifica, la primera reaparicién de una enferme-
dad después del tratamiento, o la incidencia de una enfermedad nueva. En
algunas aplicaciones hay poco o nada de arbitrariedad en la definicién de fra-
caso. En otras, por ejemplo en algunos contextos industriales, falla se define
como la primera instancia en que el rendimiento, medido de alguna manera
cuantitativa, cae por debajo de un nivel aceptable, definido tal vez por una es-
pecificacién. Entonces habra algunas arbitrariedades en la definicion de falla
y esto se considerara para concentrarse en que se analizara el tiempo de falla
0 se analizara la medida de rendimiento total como una funcién del tiempo [9].



1.2 Definiciones 3

1.2. Definiciones

Se considera una poblacién homogénea de individuos, teniendo cada uno
un tiempo de falla. Es decir, se trata con una variable aleatoria no negativa,
T. En particular, se supone que estan definidos claramente un tiempo origen
y una escala de medicién de tiempo.

1.2.1. Distribuciones continuas

Primero, supéngase que 7" es continua. Sean f(-) la funcién de densidad
de probabilidad (f.d.p.) y

F(t)=Pr(T<t)= /t f(z)dz, parat >0,
0

la funcién de distribucion acumulada (f.d.a.) de T'.
La probabilidad de que un individuo sobreviva al tiempo ¢ estd dada por la
funcién de supervivencia

S(t):PT(T>t):/toof(:p)dle—F(t), (1.1)

por lo que
ft) ==5'(t). (1.2)

En algunos contextos que implican sistemas o vidas de articulos fabricados,
S(-) se conoce como la funcién de fiabilidad.

La funcién S(-) es continua, no creciente con S(0) = 1y lim;_,o, S(¢) = 0.
En ocasiones, se puede permitir que lim;_,, S(¢) > 0 para considerar ajustes
en donde algunos individuos nunca fallan, estos se deben tratar como casos
especiales.

El p-ésimo cuantil de la distribuciéon de T' es el valor ¢, que cumple que

F(tp) = Pr(T <tp) =p.

El p-ésimo cuantil también se conoce como el 100 p-ésimo percentil de la
distribucion. El 0.5 cuantil se llama la mediana de la distribucion.

Las funciones S(-), f(-) y F(-) proporcionan tres formas matematicas
equivalentes para especificar la distribucion de una variable aleatoria conti-
nua no negativa, y hay por supuesto muchas otras funciones equivalentes.
Una con valor especial en el contexto presente es la funcion de riesgo, defini-
da por,

Pra<T <t+AlLT
ht) = 1im 2 +AEST)

1.3
A—0+ A (1.3)
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La funcién de riesgo especifica la tasa instantdnea de muerte o falla en
el tiempo ¢, dado que el individuo sobrevive hasta el tiempo ¢; h(t)A es la
probabilidad aproximada de falla en [t,¢ + A), dado que sobrevivié hasta el
tiempo ¢.

De la definicion de probabilidad condicional, se tiene que,

Prit<T <t+At<T)

M) = Jlim, APr(t <T)
B o Prie<T <t+A)
T Prt<T)asor A
_ b, EU+A) - F(@)
N (t) A—0F A
1 /
O
i.e.
h(t) = gg (1.4)

Substituyendo (1.2) en (1.4)
S'(t) _  dlog(S5(t))

MO=~50 =" a
luego log(.S( =— fo u)du, ademas como S(0) = 1,
S(t) = exp (—/0 h(u)du> = exp|—H (t)], (1.5)
en donde .
H(t) = /0 h(u)du (1.6)

es llamada la funcién de riesgo acumulado. Ademas,

f(t) = h(t) exp[-H(t)]. (1.7)

Ocasionalmente, otras representaciones de la distribucién del tiempo de
falla son utiles. Un ejemplo es la falla residual esperada o vida media residual,

r(t) = E(T —t|T >t), parat >0,
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que determina de manera Unica una distribucién de supervivencia continua
con media finita [19]. Si T tiene f.d.p. f(-), f.d.a. F'(-) y funcién de superviven-
cia S(-), entonces T — t|T" > t tiene f.d.p. fr_y7rx¢(s) = f(s +1)/S(t) para
s € [0,00). Asi
(t) = — /OO Flut t)du = — /OO( £)f(s)ds, parat > 0. (1.8)
r = = uylu U = ——— S — s)as, = U. .
5(t) Jo 5(t) Ji

Notar que de (1.8) se tiene que r(0) = E(T).
La falla residual esperada y la funciéon de supervivencia cumplen que [19]

r(t) = Szt) /too S(s)ds (1.9)

S(t) = :(((t]))exp{—/ot r(lu)du}.

Observar que de (1.9) se tiene que

E(T) = /000 S(s)ds,

lo cual también se tiene por el Lema A.2 del Apéndice A.

En la Tabla 1.1 se muestran las diferentes relaciones que existen entre
la f.d.p., f.d.a., funcién de supervivencia, funcién de riesgo, funcién de riesgo
acumulado y falla residual esperada en el caso de que el tiempo de falla, T',
tenga una distribucion continua.

1.2.2. Distribuciones discretas

Si T puede ser tratada como una variable aleatoria discreta. Supdéngase
que T puede tomar los valores tg,t1,to,...con 0 = tg < t; < ta < ..., ¥
sean la funcién de probabilidad (f.p.) de T’

ylafda.deT
Fit)=Pr(T<t)= > f(t;).
Jitj<t
La funcién de supervivencia es entonces

SH)=Pr(T>t)= >  f(t;)=1-F(t).

j:t]' >t



f) F() S() h(-) H() r() ONEIQ)

ft) = t F'(t) —5'(t) h(t) exp[—H (t)]
Plt) = /0 F(w)dz - S()

= - exXp|— @GX — ti S
S(t) = SLIN . ol (0)] | Sl oo~ [ s .

0og

h(t) = - | o
H(t)= /Oh(u)du

B ftooS(s)ds
0= (1)

Tabla 1.1: Relaciones entre la f.d.p. (f(-)), f.d.a. (F'(-)), funcién de supervivencia (S(-)), funcién de riesgo (h(-)), funcién de riesgo acumulado

(H(+))y falla residual esperada (r(-)).

soaiseq s0}deouo)
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Cuando es considerada como una funcién para toda ¢ > 0, S(-) es conti-
nua por la derecha, escalonada, no creciente, con S(0) = 1y limy_, o, S(t) =
0.

La funcién de riesgo en tiempo discreto se define como
_bPr(T=t;) _ f(t)

= i=0,1,2,...,

h(tj) = PT’(T = tj|T 2 tj) = P’I“(T 2 tj) S(tj_l)y
(1.10)

donde S(t_;) = 1.

Como en el caso continuo, las funciones de probabilidad, supervivencia
y riesgo dan especificaciones equivalentes de la distribucién de T'. Dado que
f(t;) = S(tj—1) — S(t;), (1.10) implica que

N S
h(t;) =1 S@AYJ—QLz”” (1.11)
Dado que S(tg) = 1,sit € [tg,trr1)
S(t;)
1—h(t;) =

ng( (t5)) L 5

_ S(t)

S(to)

= S(tk),

ademdas como S(-) es escalonada y continua por la derecha se tiene que
S(t) = S(tx) por lo que

S(t) = 'H (1 — h(t)). (1.12)

Un anélogo de H(-), para el caso continuo, puede definirse de dos formas
en el caso discreto. Una es por analogia de (1.5), como

—log(5(t)) = — > log(1 — h(t;)).
jitj<t
Sin embargo, ésta no es igual a
> h(ty),
Jitj<t

que es el segundo andlogo [25].

En la Tabla 1.2 se muestran las diferentes relaciones que existen entre
la f.p., f.d.a., funcién de supervivencia y funcién de riesgo en caso de que el
tiempo de falla, T', tenga una distribucion discreta.



70 70 50 o Y50
f(t;) = F(t;) = F(tj—1) | S(tj—1) — S()
=] 3 I
SO=| > Ju) | 1-F0 1 0 hier)
Jitj>t S(t]) Jitj<t f(t])
hlty) = L S 50, 1)

Tabla 1.2: Relaciones entre la f.p. (f(-)), f.d.a. (F'(-)), funcién de supervivencia (S(-)) y funcién de riesgo (h(-)).

soaiseq s0}deouo)
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1.2.3. La funcién de riesgo

La funcién de riesgo es una caracteristica particularmente importante de

una distribucién de tiempo de falla. Esta indica la forma en que el riesgo de
fallar varia en el tiempo y esto es de interés en la mayoria de las aplicaciones.
La informacién previa sobre la forma de la funcién de riesgo puede ayudar a
guiar la seleccién del modelo.

a)

Algunas de las posibles formas de la funcién de riesgo son:

Constante: Las funciones de riesgo aproximadamente constantes tienden
a ocurrir en entornos estables donde la falla o muerte se debe a fenémenos
aleatorios tales como choques o accidentes, que son externos al individuo.

Creciente: Las distribuciones con funcion de riesgo creciente se observan
en los individuos para los cuales ocurre algun tipo de envejecimiento o
desgaste.

Decreciente: Ciertos tipos de dispositivos electrénicos muestran una fun-
cién de riesgo decreciente cuando los articulos con defectos fallan y se
eliminan de la poblacién.

Curva de bafiera: La funcién de riesgo es llamada curva de bafera si pri-
mero decrece hasta un minimo y luego crece. Las poblaciones que mues-
tran una funcién de riesgo en forma de curva de barfiera a veces son limpia-
das de individuos débiles dejando una poblacién reducida con una funcién
de riesgo creciente.

Curva de barfiera inversa: En este caso, la funcién de riesgo primero crece
hasta un maximo y luego decrece. Esta forma de la funcién de riesgo se
encuentra en muchas aplicaciones, por ejemplo, en el caso de la supervi-
vencia después de un tratamiento de cancer donde algunos individuos se
curan [25].

1.3. Censuray truncamiento

En los estudios de tiempo de falla puede haber limitaciones en la infor-

macion recolectada, éstas pueden ser impuestas por el tiempo, costo y otras
restricciones. A continuacion se presentan dos caracteristicas que usualmen-
te presentan los datos de tiempo de falla: la censura y el truncamiento.
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1.3.1. Censura: por la derecha, por la izquierda, por intervalo y
doble

La censura ocurre cuando se conoce que algunos tiempos de falla han
ocurrido en cierto intervalo de tiempo y el resto de los tiempos de falla son
conocidos exactamente. Existen varias categorias de censura, a continuacion
se describe la censura: por la derecha, por la izquierda, por intervalo y doble.

Censura por la derecha

El terminar el seguimiento de un estudio de tiempo de falla antes de que
algunos individuos fallen causa que sus tiempos de falla sean censurados por
la derecha, es decir, sélo estan disponibles los limites inferiores del tiempo
de falla. La censura por la derecha puede ocurrir por varias razones, ésta
puede ser planeada, como cuando se toma la decisién de terminar una prueba
de falla antes de que todos los elementos fallen; o imprevista, como cuando
una persona en un estudio prospectivo! se “pierde del seguimiento” porque
se muda lejos de la regién donde se realiza el estudio. A continuacion se
describen algunos mecanismos de censura por la derecha.

1. Censura tipo |
Se dice que se aplica un mecanismo de censura tipo | cuando cada
individuo tiene un tiempo de censura potencial C; > 0 tal que T; es
observado si T; < C}; de otra manera, sélo se sabe que T; > C;. La
censura tipo | frecuentemente surge cuando un estudio se lleva a cabo
durante un periodo de tiempo especificado.

2. Censura aleatoria independiente

Un proceso de censura aleatoria muy simple que es a menudo realista
es aquel en el que cada individuo se asume que tiene un tiempo de
falla Ty un tiempo de censura C, donde 7'y C son variables alea-
torias continuas independientes, con funcién de supervivencia S(-) y
G(-), respectivamente. Se asume que todos los tiempos de falla y tiem-
pos de censura son mutuamente independientes y ademas que G(-) no
depende de los parametros de S(+).

3. Censura tipo Il
El término de censura tipo |l se refiere a la situacion en donde sélo se

'En un estudio prospectivo de tiempo de falla, los individuos son seguidos desde el tiempo
de entrada hasta el tiempo de falla o censura. En algunos estudios, el plan observacional es
retrospectivo en algun grado, es decir, parte o todo el periodo de observacion ocurre cronolé-
gicamente antes de la seleccion del individuo [25].
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observan los r tiempos de falla mas pequefos ¢(1) < tg) < ... <t
en una muestra aleatoria de tamafo n; aqui r» es un entero especifico
entre 1 y n. Este mecanismo de censura surge cuando en el estudio
comienzan n individuos en el mismo tiempo, terminando el estudio una
vez que se observan r fallas (o tiempos de falla).

4. Censura tipo Il progresiva

La censura tipo Il progresiva es una generalizacion de la censura tipo
II. En este caso, se observan las primeras r; (r; < n) fallas en una
prueba de falla de n individuos; luego n; (n; < n — 1) de los restantes
n—ry individuos sin falla se retiran del experimento, dejando n—r; —ny
individuos aun presentes. Cuando nuevamente fallan ro (ro <n —ry —
ny) individuos, se retiran ny (n2 < n—1r; —ny —r2) individuos sin falla y
asi sucesivamente. El experimento termina después de algunas series
preestablecidas de repeticiones de este procedimiento.

Suponga que n individuos tienen tiempos de falla representados por las
variables aleatorias 11, ..., T;,. Enlugar de los valores observados para tiem-
po de falla, se tiene un tiempo t; que se sabe que es tiempo de falla o tiempo
censurado por la derecha. Se define una variable

s _[1 s Ti=t
L 0 si T;>t; °

ésta se llama indicador de censura o estado para t;, dado que indica si t; es
un tiempo de falla observado (§; = 1) o tiempo censurado (6; = 0). Los datos
observados entonces consisten de (¢;,;), ¢ = 1,...,n. Con esta notacion ¢;
representa ya sea una variable aleatoria o un valor observado [25].

Censura por la izquierda

Los individuos también pueden estar sujetos a censura por la izquierda,
que ocurre si se observa que el individuo falla antes de algun tiempo ¢, pero el
tiempo real de falla es desconocido. En este caso, se observa que T" € [0, ],
que es andlogo a la censura por la derecha, donde se observa que T' € (¢, o]
[19]. Los datos provenientes de una muestra censurada por la izquierda se
pueden representar con (¢;,9;), i = 1,...,n, donde

5 — 1 si T;=t; (tiempo de falla observado)
1 0 si T;<t; (tiempo censurado).
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Censura por intervalo

En algunos ajustes soélo puede ser posible determinar si el individuo i falla
0 no en una sucesion de tiempos t;1, tia, ..., tim,; (ti1 < tiz < ... < tim,);
en este caso, sblo se sabe que el tiempo de falla pertenece a algun intervalo
(tij—1,ti;], una caracteristica conocida como censura por intervalo o censu-
ra intermitente. A continuacién se enuncian algunos casos de censura por
intervalo.

1. Datos agrupados
El caso en donde los tiempos de observacion son los mismos para to-
dos los individuos (i.e. t;; = t;) son referidos a menudo como datos
agrupados.

2. Datos de estado actual
El término de datos de estado actual se refiere a tiempos de falla censu-
rados por intervalo donde el intervalo para un individuo es ya sea (0, ¢;]
o (t;, 00). Tales datos surgen cuando el individuo i se examina sélo una
vez, en el tiempo t;, en tal punto se determina si la falla ya ocurrio (i.e.
T; <t;))ono(i.e. T; > t;).

Los datos provenientes de una muestra censurada por intervalo consisten
de un intervalo (U;, V;] para cada individuo, donde U; < V; y U;, V; > 0.

Censura doble

En muchas aplicaciones, el tiempo de falla es el tiempo entre dos eventos,
por ejemplo, el tiempo entre la infeccion con el Virus de la inmunodeficiencia
humana (VIH) y el diagnéstico del sindrome de inmunodeficiencia adquirida
(SIDA). Si el tiempo del evento inicial esta censurado por intervalo, entonces
aun si el tiempo exacto de la falla 0 censura se observa, sélo se sabe que el
tiempo de falla o tiempo censurado exacto para T pertenece a un intervalo.

Especificamente, sea U;" el tiempo del evento inicial y suponga que solo
se observa que L} < U < R conforme a un esquema que satisface las
condiciones especificadas. Sea y; el tiempo de censura o de falla observado
(i.e. el tiempo del segundo evento), medido en la misma escala que U;". En-
tonces el tiempo de falla o censura para T; es t; = y; — U y s6lo se sabe
que y; — RY < t; < y; — L;. Esto es conocido como censura doble o doble
censura [25].
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1.3.2. Truncamiento

Una segunda caracteristica de muchos estudios de supervivencia, a ve-
ces confundida con la censura, es el truncamiento. El truncamiento de los
datos de supervivencia se produce cuando so6lo se observan aquellos indivi-
duos cuyo tiempo de falla se encuentra dentro de un determinado intervalo
de observacién (Y7, Yr), donde Y, < Yry Yz,Yr > 0. No se observa a
un individuo cuyo tiempo de falla no esta en este intervalo y no hay informa-
cion disponible sobre este individuo para el investigador. Esto contrasta con
la censura donde hay al menos informacién parcial sobre cada individuo. De-
bido a que sélo se tiene informacion de los individuos con tiempos de falla en
el intervalo de observacion, la inferencia de los datos truncados se limita a la
estimacion condicional.

Cuando Yrp = oo entonces se tiene truncamiento por la izquierda. Aqui,
sélo se observan aquellos individuos cuyo tiempo de falla T" excede el tiempo
de truncamiento Y} . Esto es, observamos T siy sélo si Y;, < T'. Este tiempo
de truncamiento se denomina a menudo tiempo de entrada retrasada dado
que solo se observan a los individuos desde este momento hasta que fallan
o son censurados. Obsérvese que, a diferencia de la censura por la izquierda
en la que se tiene informacién parcial sobre individuos que experimentan la
falla antes del tiempo de ingreso, para el truncamiento por la izquierda estos
individuos nunca se consideraran para su inclusion en el estudio.

El truncamiento por la derecha ocurre cuando Y7, = 0. Es decir, se ob-
serva el tiempo de falla T s6lo cuando T' < Yg. Un ejemplo de estudios que
presentan truncamiento por la derecha es el estudio de mortalidad basado en
registros de muerte [22].






Capitulo 2

Modelos de supervivencia

En el andlisis de datos de tiempo de falla se utilizan diferentes tipos de
modelos: paramétricos, no paramétricos y semiparamétricos. En los modelos
paramétricos se especifica la forma funcional de la distribucién que los tiem-
pos de falla tendrian en la ausencia de censura y la inferencia estadistica se
basa en la metodologia de maxima verosimilitud. Para obtener la funcién de
verosimilitud o las propiedades de los procedimientos estadisticos basados
en datos censurados es necesario considerar el proceso por el que surgen
los tiempos de falla y tiempos censurados. Para hacer esto, aparentemen-
te se necesita un modelo de probabilidad para el mecanismo de censura. De
manera interesante, resulta que la funcion de verosimilitud observada para los
parametros del tiempo de falla toma la misma forma bajo una gran variedad
de mecanismos.

2.1. La funcion de verosimilitud de datos censurados
por la derecha

Primero se hallaran las funciones de verosimilitud para una muestra con
censura tipo | y tipo I, respectivamente, después para un proceso de censura
por la derecha mas general con lo cual se llega a que la funcion de verosimi-
litud toma la misma forma para los mecanismos de censura considerados.

2.1.1. Datos con censura tipo |

La funcién de verosimilitud para una muestra de tamafio n con censura
tipo | esta basada en la distribucién de probabilidad de (7%, 4;), i = 1,...,n,

15
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en donde
17 = min{T;, C;} y 6 = I(T; < Cy), (2.1)
ambas son variables aleatorias e I(-) es la funcién indicadora. Dado que las
C; son constantes fijas, 7; puede tomar los valores t < C; y d; s6lo toma los
valores 0y 1.
Para At — 0T se cumple que
P’I“(tgj—;* <t+ At,0; :0) :Pr(thz* <t+At,TZ’ > Cl)
=Pr(t <TF <t+ AtT; > C;)Pr(T; > C).

Sit = C} se tiene que

Prit<T; <t+ At|T; > C;) = Pr(C; <min{T;,C;} < C; + At|T; > Cy)
= P’I”(CZ <C;<Ci+ At)
=1

y sit < C; se sigue que

Prt <T; <t+ At|T; > C;) = Pr(t < min{T;,C;} < t+ At|T; > C;)
=Pr(t < C; <t+ At)
=0,

para At suficientemente pequefio. Por lo tanto

lim Pr(thi*<t+At75i:0):{Pr(Ti>Ci) si t=0C;

2.2
At—0+ ( )

0 si t< (.
Por otro lado,

Prit<TF <t+At,5;=1) =Pr(t <T; <t+ AT, < C)Pr(T; < C;)
Prit <T, < t+ At)
F(C;) (G)
=Pr(t <T; <t+ At),

luego
Iim Prt<T/ <t+At,0;=1)= lim Pr(t<T; <t+ At) = f(t;).
At—0t At—0t

(2.3)
De (2.2) y (2.3) se tiene que

f@&)*Pr(T; > t)l_s, si {t<Cijys=1}o(t,8)=(C;,0)

firz ot s) = { 0, si t<C;ys=0.
(2.4)
Asumiendo que los tiempos de falla 71, - - - , T,, son estadisticamente in-

dependientes, se obtiene la funcién de verosimilitud de (2.4) como

L =11 ars o) =] £)7S(t:) . (2.5)
=1 1=1
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2.1.2. Datos con censura tipo |l

En el caso de censura tipo Il se elige a r (1 < r < n) antes de recolectar
los datos y estos consisten de los r tiempos de falla més pequefios en una
muestra aleatoria T1, ..., T,. Para distribuciones continuas se pueden deno-
tar los  tiempos de falla mas pequefos como 71y < T(g) < ... <T{;). SiT;
tiene f.d.p. f(-), f.d.a. F(-) y funcién de supervivencia S(-), entonces la f.d.p.
conjunta de T(y), T(a), .., L(,) €S

(=1 ,Hf F(tq)l"™ =) (Hf ) n)"

En términos de la notacion (¢;, ¢;) los individuos cuyos tiempos de falla fueron
censurados cumplen que t; = t(,y y 6; = 0. Luego se tiene que para censura
tipo Il

LOCHf t(r) 67

por lo que la verosimilitud para censura tipo | y tipo Il es de la misma forma

[25].

2.1.3. Datos con censura por la derecha

Ahora se hallara la funcién de verosimilitud para datos censurados por
la derecha de forma mas general, primero para el caso de una distribucion
discreta y luego para el caso de una distribucién continua.

Distribuciones discretas

Suponga que n individuos son seguidos desde t = 0 hasta que fallan o
son censurados. Ademas, suponga que los tiempos de falla y tiempos censu-
rados son discretos; por conveniencia y sin pérdida de generalidad se asume
que los valores para cada unosont = 0,1,2,.... Sean h(:) y S(-) la funcién
de riesgo y la funcién de supervivencia, respectivamente, de 7;,: = 1,...,n.

Se introduce la siguiente notacién dirigida a la evolucién de los procesos
de falla y censura sobre el tiempo. Parat = 0,1,2,... sean

Yi(t) = I(T; > t,Elindividuo ¢ no esta censurado antes de t),
dNi(t) = Yi(®)I(T;=t)y
dC;(t) Y;(¢)I(El individuo i esta censurado en t).
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La variable Y;(-) frecuentemente se llama el indicador de riesgo; éste es igual
a1 si, y sélo si el individuo ¢ no ha fallado y no esta censurado antes del tiempo
t, y por lo tanto esta en riesgo de ser observado fallar en t. Las variables
dN;(t) y dC;(t) registran las fallas observadas y eventos censurados en el
tiempo ¢, respectivamente. Entre todos los valores {dN;(t),dC;(t)|t > 0},
sblo uno es distinto de cero para todos los individuos. Estas definiciones se
ilustran en la Figura 2.1.

a) Y b) Y

|

Figura 2.1: Se muestran las graficas de las funciones Y;(-), dN;(-) y dC;(-), en a) el individuo
i tiene tiempo de falla t; = 4 y en b) el individuo i tiene tiempo censurado ¢; = 4.

También se definen los vectores

dN(t) = (dNi(t),...,dNy(t)),

dC(t) = (dCi(D),...,dCu(t))

H(t) = {(dN(s),dC(s))|s = 0,1,....,t —1}.

Se hace referencia a H(t) como la historia de los procesos de falla y censura
en el tiempo t. Esta consiste de la informacién sobre todos los eventos de falla
y censura que ocurrieron hasta el tiempo ¢ — 1.
El punto importante es que los datos observados se pueden representar
como
datos = {(dN(t),dC(t))|t =0,1,2,...}.

Ademas, se puede descomponer Pr(datos) como

Pr(datos) = [ [ Pr(dN(®)|H(t))Pr(dC(t)|dN(t), H(t)),  (2.6)
t=0
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en donde #(0) es vacio.

Hasta ahora no se han hecho suposiciones sobre el mecanismo de censu-
ra, pero para seguir adelante es necesario hacerlas. Los supuestos que han
llegado a ser estdndar en el andlisis de datos de tiempos de falla requieren
que

Pr(dN()[H(t)) = [] ()™ O[1 — a(e)]VO0-NL0) (2.7)
=1
Efectivamente, esto requiere que dado H(t), el mecanismo de falla para los
individuos en riesgo en el tiempo ¢ opere independientemente y que para
t=0,1,2,...
Pr(dNi(t) = 1|H(t)) = Yi(t)h(t), (2.8)

esto significa que la censura en el tiempo ¢ no puede estar relacionada a la
informacién de falla en ¢ o después de ¢, por lo que no puede discriminar
selectivamente entre los individuos de acuerdo a cuando van a fallar en el
futuro.

En (2.7) se utiliza la convencién de que 0° = 1, correspondiente al hecho
de que si Y;(t) = 0 no hay informacién sobre el individuo i en el tiempo ¢, y el
término en la verosimilitud debe ser igual a 1. Notar que el valor de Y;(t) esta
determinado por la informacién en H(t).

La condicién (2.8) representa una independencia condicionada en H(t)
entre falla y censura en el tiempo ¢, y los mecanismos que satisfacen esto son
llamados frecuentemente mecanismos de censura independiente. Bajo (2.8),
la probabilidad de que un individuo que no ha fallado y no est4 censurado
justo antes del tiempo ¢ es observado que falla en ¢ es igual a A(t), lo mismo
que sino hubiera censura.

Silos términos Pr(dC(t)|dN(t), H(t)) en (2.6) no involucran a ninguno de
los parametros que especifican a h(t), el mecanismo de censura es llamado
no informativo; ademas, estos términos se pueden eliminar de la verosimilitud.
Luego se obtiene que

= J]I]r@®™ O - ne)OC-aN:®),
por lo que

L o H H h(t)dNi(t)[]_ _ h(t)]yi(t)(l_d]vi(t))’ (2.9)
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0 equivalentemente
Loc [T at)*[1 = h(e)]" ", (2.10)
t=0

endonde d; = Y ;" | dN;(t) y ry = Y ;—, Yi(t) son el nimero de tiempos de
falla observados igual a ¢t y el numero de individuos en riesgo (sin falla y no
censurados) en t, respectivamente [25].

Cada individuo observado falla o estd censurado en algun tiempo ¢. En el
caso de que el individuo i falle en t;, dN;(t;) = 1y Yi(s) = I(s < t;), luego

00 ti—1
[T r@™ O = n(e) OO = n) TT 1 - h(e)],
t=0 t=0

usando (1.12) y (1.10) se concluye que
[T r@™ O = n(e) OO=INO) = ht,)S(t; 1) = f(t).
t=0

Mientras que en el caso de que el individuo sea censurado en t;, dN;(t;) =
0y Yi(s) = I(s < t;), por lo tanto

t;

ﬁh(t)dNi(”[l = h(t)] OO = TT[1 — h(t)] = S(t:).
t=0 t=0

Se concluye que en la notacion (¢;, d;), (2.9) es igual a

Lo [ £(t)% S ()% (2.11)
=1

Distribuciones continuas

Para obtener la verosimilitud en el caso de distribuciones continuas se
asocian dN;(t) y dC;(t) con un intervalo pequefio [t, ¢ + dt) en una particion
del eje del tiempo, es decir

dN;(t) = Yi()I(T; € [t,t+ dt))
dC;(t) = Yi(t)I(Elindividuo i estd censurado en t € [t,t + dt)),

ademas, H(t) = {(dN(s),dC(s))|s < t}. En (2.7) y (2.8) se reemplaza h(t)

por h(t)dt de modo que
Pr(dN(t)|H(t)) = ﬂ(h(t)dt)dNi(t)[l — (h(t)dt)] O =AN)

i=1
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Pr(dNi(t) = 1/H(t)) = Yi(t)(h(t)dt).

El argumento precedente se cumple esencialmente sin cambios cuando
se toma la integral producto (Apéndice B) de (2.9), es decir

LocHH £)dt)™ O [1 — (h(t)dt)]¥iOA—IN(D), (2.12)
i=1 0

Como en el caso discreto, cada individuo observado falla o esta censurado
en algun tiempo t. En el caso de que el individuo i falle en ¢;, dN;(t;) = 1y
Yi(s) = I(s < t;), usando (B.1) del Apéndice B, se tiene que

(h(t)dt)™ O [1 — (h(t)dt)]:OA-dN:(1)

t;

o::]gg

= T ((&)dty™ 1 — ((t)de)]«OO=dN:®)
0
y
ﬁ(h(t)dt)dm(t)[l _ (h(t)dt)] 5 (1) (1—dN; ( H
t; ;

Dado que la distribucién de 7" es continua, H(-) también es continua y
H'(t) = h(t). Luego de (B.2) se sigue que

oo ti
T (h(5)dty Ot — ((a)de) FHOUNO) = (i) excp {— / h(t)dt} 7
0 0
utilizando (1.5) y luego (1.4) se tiene que
[Tr(@)at)™ O [1 — ((e)de) O N = ht;)S(8:) = f(t)-
0

Si el individuo i esta censurado en t;, dN;(t;) = 0y Yi(s) = I(s < t;),
luego

(h(t)dt)dNi(t)[l _ (h(t)dt)]Yi(t)(l—dNi(t))

o:]g

ti
H t)dt) dN;( (h(t)dt)]Yi(t)(l*dNi(t))
0
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y
ﬁ(h(t)dt)dNi(t)[l—(h(t)dt)]mt)(l_dNi(t)) = ]j[l—h(t)dt]
t; 0
= exp{—/o h(u)du}
= S(t;).

Se concluye que en la notacion (t;,d;), (2.12) es equivalente a
n
Loc [Tt S(t:) ", (2.13)
i=1

que es igual a (2.11).

Hay dos caracteristicas adicionales importantes en el desarrollo prece-
dente. Una es que se permite que el mecanismo de censura en el tiempo ¢
dependa de la historia de la censura y falla antes de ¢. El proceso de censura
tipo Il es de este tipo. Mas generalmente, seria permitido en un estudio tomar
una decision sobre censura de individuos (i.e. quitarlos del estudio) o terminar
el estudio en el tiempo ¢ de acuerdo a la informacién de falla hasta tal tiem-
po. Un segundo punto es que (2.9) esté disponible sin un modelo especifico
del proceso de censura. Mientras que los términos Pr(dC(t)|dN (t), H(t)) en
(2.6) no involucren parametros de interés, se pueden eliminar de la verosimi-
litud, este es generalmente el caso con censura independiente [25].

La expresion (2.9) tiene la misma forma para una variedad de mecanis-
mos de censura por la derecha. Ademas, los procedimientos de inferencia
basados en la teoria de maxima verosimilitud para muestras grandes se pue-
de aplicar de manera directa. Sin embargo, las distribuciones de probabilidad
en las cuales se basa (2.9) pueden diferir substancialmente de acuerdo a los
procesos de censura y las propiedades de los estimadores o pruebas pueden
ser diferentes en muestras pequefias [25].

Ahora, suponga que se ha elegido una familia especifica, asi que se sabe
que la distribucién del tiempo de falla depende de un vector paramétrico ¢ y
que esta disponible para la inferencia sobre ¢ una sola muestra aleatoria de
tiempos de falla, posiblemente sujeta a censura por la derecha. Frecuente-
mente se puede escribir Q’ = («, A’), en donde w es un parametro de interés
particular y A un parametro de ruido. En este caso se tiene que la verosimilitud
completa de n individuos independientes, indexados por i es

L(g;it) = [] f(ts:0) [] St 9), (2.14)

€U i€
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en donde % y € son los conjuntos de los individuos no censurados y censu-
rados, respectivamente. Luego el log de la verosimilitud es

I(¢;t) = log (L =) log(f(ti;¢)) + > _log(S(ti; ¢)). (2.15)

€U S

Si la distribucién del tiempo de falla es continua, se tiene que

f(t) = h(t)S(t)

por lo que se puede escribir

t) =Y log(h(ti;¢)) + > log(S(ti;¢)).

€U (S48,

Como el log de la funcién de supervivencia es menos la funcioén de riesgo
acumulado, se tiene que

t) =Y log(h(ts; ) — > H(ti;9).

(1574 1EUUE

Finalmente, sea r(u) = card{i : t; > u}, el nUmero de sujetos que se
consideran en el tiempo u, se puede representar a [(-;t) como

= 3 log(htis 8)) — /0 " (s 9)du. (2.16)

1<%

La integral es formalmente sobre un rango infinito, ya que r(u) es cero des-
pués del ultimo tiempo de falla o tiempo censurado observado. El integrando
puede ser interpretado como el riesgo total operando en el tiempo « [9].

2.2. La funcion de verosimilitud de datos censurados
por intervalo

Ahora, se hallard la funcién de verosimilitud en el caso de datos censu-
rados por intervalo, para esto suponga que en un estudio los individuos se
observan intermitentemente en tiempos discretos. Considérese que el indivi-
duoi, i =1,2,...,n,se observa en un conjunto de tiempos preespecificados
0 =tio <tix <...<tym < oo.Siunindividuo no ha fallado en el tiempo
tij—1(j =1,...,m;), se observa en el siguiente tiempo, t;;, y se determina
si ocurri¢ la falla o no en el intervalo (¢; j—1,t;;]. Entonces los datos observa-
dos consisten de un intervalo (U;, V;] para cada individuo, es decir se tiene



24 Modelos de supervivencia

la informacién de que U; < T; < V; y el tiempo de falla se dice censurado
por intervalo. Si la falla no ocurrié para el tiempo ¢;,,,, entonces V; = oo y
U; = tim,; €s un tiempo censurado por la derecha para T;.

Dado que la observacion para el i-ésimo individuo es multinomial con pro-
babilidades Dij = PT(ti’j_l <T; < tij) = F(tij) — F(ti,j—l)yj =1,...,m;y
Dimi+1 = Pr(tim, <T;) =1— F(t;m,), la funcién de verosimilitud observa-
da de una muestra de n individuos independientes con censura por intervalo
es

L=1[FW) - F)), (2.17)

=1

donde F'(-) eslaf.d.a. paraT.

Para modelos paramétricos, la inferencia basada en la verosimilitud (2.17)
cae bajo la metodologia de maxima verosimilitud.

La suposicion de que los tiempos de observacion t;; se fijan de ante-
mano, o incluso que se determinan independientemente del proceso que ge-
nera tiempos de falla, no es adecuado en muchos entornos. Por ejemplo, una
decision respecto a cuando se vera a un individuo en un estudio clinico se
puede basar en la informacion actual sobre el individuo. Mas generalmente,
suponga que si un individuo no ha fallado y no esta censurado en el tiem-
po t; 1, se decide sobre el siguiente tiempo de observacion t;; basandose
en las fallas observadas e historia del tiempo de observacion hasta ¢; j_1,
H(ti j—1) (que incluye la informacién de que el individuo i no ha fallado y no
esta censurado en el tiempo ¢; ;_1). Sin embargo, la eleccion de ¢;; es condi-
cionalmente independiente de la informacion de fallas méas alla de ¢; ;_1, dado
H(tij—1) [25]-

Bajo este proceso de observacién los datos consisten de los tiempos de
observacion 0 = t;0 < t;1 < ... < t;m,; < ooy lainformacionde quet; ,;,—1 <
T; < tim,. Notar que t;,,,, = oo corresponde al tiempo de falla censurado por la
derecha en el tiempo t; ,,,—1. Asumiendo que los términos Pr(t;;|H(t; j—1)),
j = 1,...,m; no contienen informacién sobre la distribucién de tiempo de
falla, la funcion de verosimilitud observada para el individuo ¢ es proporcional
a

m;—1
[1 PrTi > tilH(tij-1),ti5) p Pr(Ti < tim, [ H(timi—1) tim,)- (2.18)
j=1

Como la eleccion de ¢;; es condicionalmente independiente de la informa-
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cién de fallas mas alla de ¢; j_1, dado H(t; j—1) se sigue que

PT(TZ > tij|7'[(ti,j71),tij) = P’I“(TZ > tij’/H(ti,jfl))
1 — F(t)
1-— F(ti’jfl)

Pr(T; < tim; | H(timi=1), tim;) = 1= Pr(Ti > tim, | H(timi—1): tim,)
1 Fltim)
1- F(ti,mi—l)
F(tim,) — F(tim,—1)
1—F(tim—1)

en donde F(-) es laf.d.a. para T'. Se sigue que (2.18) es igual a

mi—l

1—F(tiy) | F(tim,) — F(timi—1)

= F(tim;) — F(tim;—1)-
Por lo tanto la verosimilitud es

L « H zmz tz mifl)]a

que es de la misma forma de (2.17).

Como en el caso de censura por la derecha, suponga que se ha elegido
una familia especifica, asi que se sabe que la distribucién del tiempo de falla
depende de un vector paramétrico ¢ y que esta disponible para la inferencia
sobre ¢ una sola muestra de tiempgs de falla, sujeta a censura por intervalo.
En este caso se tiene que la verosimilitud completa de n individuos indepen-
dientes, indexados por i es

H zml»ﬁb ( 'Lmifl;é)]

=1

y el log de la verosimilitud es

I(¢s;t) = log (L Zlog (timy; @) = F(timi—1; )]
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2.3. Inferencia basada en la funcion de verosimilitud

Cuando se ha elegido una familia especifica y la distribucion del tiempo
de falla depende del vector paramétrico ¢’ = (', )\'), se puede llevar a cabo
un procedimiento asintético, basado en la funcién de verosimilitud, para con-
trastar las hipétesis Hy : w = w, contra Hy : w # wy. El estadistico de razén
de verosimilitud es

o~

W (t) = 2[1(@, Ast) — Uwg, Ay i 1),

en donde @’,X) es el estimador de maxima verosimilitud de ¢’ = (w/,\') y

@o es el estimador de maxima verosimilitud de A cuando w = w,. Bajo la
hipétesis nula, W (t) es asintéticamente distribuida como una variable alea-
toria x2 con p grados de libertad, en donde p es igual a la diferencia entre
el nimero de parametros independientes en el espacio paramétrico y el nu-
mero de pardmetros independientes en la hipdtesis nula. La prueba de razén
de verosimilitud de tamafo « para contrastar Hy contra H; tiene region de
rechazo

{t :W(t) > cpal,

en donde ¢, ., es el 1 — « cuantil de una distribucion X?p)-

2.4. Algunas distribuciones de tiempo de falla

Varias familias paramétricas se usan como modelos en el analisis de da-
tos de tiempo de fallas. Entre los modelos univariados, algunas distribucio-
nes ocupan una posicién central ya que se ha demostrado su utilidad en una
amplia gama de situaciones. Principalmente en esta categoria estan la distri-
buciones exponencial, Weibull, log normal, log logistica y gama [25]. A con-
tinuacion se presentan estas distribuciones agregando la distribucién gama
generalizada y algunas de sus propiedades.

2.4.1. Distribucién exponencial

Histéricamente, el primer modelo de distribucion de tiempo de falla amplia-
mente discutido fue el exponencial. Esto se debié en parte a la disponibilidad
de métodos estadisticos simples para este [25]. Si T tiene una distribucién
exponencial con pardmetro A positivo (1" ~ Exp())), entonces

f@t) = Xe M parat >0,
F(t) = 1—e M, parat>0,
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1
E(T) ==
(1) =5
y
1
Va/r(T):p

La distribuciéon donde \ = 1 se llama distribucion exponencial estandar.
Luego de (1.1), (1.4) y (1.6) se sigue que

S(t) =e M, parat >0,

h(t) = X\, parat >0

H(t) = M, parat > 0.

La proporcion de falla instantanea es independiente de ¢, asi que la proba-
bilidad condicional de falla en un intervalo de tiempo de longitud especificada
es la misma independientemente de cuanto tiempo el individuo ha estado en
el estudio; esto se refiere como propiedad de pérdida de memoria de la dis-
tribucion exponencial [19]. La suposicion de la funcién de riesgo constante es
muy restrictiva, por lo que las aplicaciones del modelo son bastante limitadas
[25].

Una revisién empirica de la distribucion exponencial para un conjunto de
datos de supervivencia es proporcionada por la grafica del log de la funcion
de supervivencia estimada contra t. Tal grafica debe aproximarse a una linea
recta que pasa por el origen [19].

El p-ésimo cuantil de la distribucion exponencial es el valor ¢, que cumple
que F(t,) =p, estoes, t, = —% log(1 — p).

Una gran variedad de mecanismos de censura por la derecha cumplen
que: si se supone que los tiempos de falla de una muestra de tamafio n,
(t;,0:), 1 = 1,...,n, sujeta a censura por la derecha tienen una distribucién
Exp()), la funcién de verosimilitud observada para el pardmetro del tiempo
de falla est4 dada por

L\ = Me it

en donde d es el numero total de fallas observadas. Luego la funcién log de
verosimilitud esta dada por

[(A) = log(L(\)) = dlog(A) = A t;.
=1
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La primera derivada de I(-) es

ol d <

d 0%l d
por lo que el Gnico punto critico de I(-) es A = m Como %(A) =%

se tiene que

PANY i) < d )2 ’
Z:‘L:lti

por lo que se concluye que el estimador de maxima verosimilitud para A es

d

o
Z?:lti

2.4.2. Distribucion Weibull

La distribucion Weibull es quizas el modelo de distribucion de falla mas
ampliamente utilizado. Es comun la aplicacién a los tiempos de vida o la dura-
bilidad de elementos manufacturados, se usa como modelo en diversos tipos
de elementos tales como componentes del automévil y aislamiento eléctrico.
También se usa en aplicaciones biol6gicas y médicas, por ejemplo, en estu-
dios sobre el tiempo para la ocurrencia de tumores en poblaciones humanas
0 en animales de laboratorio [25].

Si T tiene una distribucion Weibull con parametro de escala A y parametro
de forma #, ambos positivos (T' ~ W (A, 6)), entonces

ft) = XA Texp{—(\t)’}, parat >0,
F(t) = 1—exp{—(\t)?},parat >0,
B(T) = F(“;l/@)
y
Var(T) = LU+ 2/6) —A(Qf(l +1/6)°
en donde

(k) = / uFte™%du, para k > 0,
0
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es la funciéon gama. Esta incluye a la distribucién exponencial como el caso
especial en donde 6 = 1. Luego de (1.1), (1.4) y (1.6) se sigue que

S(t) = exp{—(\t)’}, para t > 0,
h(t) = A0(\t)’~, parat > 0

H(t) = (\t)?, parat > 0.

La funcién de riesgo de la distribucion Weibull es monétona creciente si
@ > 1, monétona decreciente si § < 1 y constante para § = 1 (éste es
el caso de la distribucion exponencial). EI modelo es bastante flexible y se
ha encontrado que proporciona una buena descripcién de muchos tipos de
datos de tiempos de falla. Esto y el hecho de que el modelo tiene expresiones
simples para la f.d.p., f.d.a., funcién de supervivencia y funcién de riesgo es
la razén de su popularidad [25].

Dado que log(—log(5(t))) = #(log A + logt), una revision empirica para
la distribucion Weibull es proporcionada por una grafica de log(—log(S(t)))
contra log ¢, en donde §(-) es un estimador muestral de la funcién de supervi-
vencia (Kaplan-Meier). La gréfica debe dar aproximadamente una linea recta,
la pendiente y la interseccion con el eje horizontal de la recta proporcionan
una estimacion aproximada de 6 y — log 6, respectivamente [19].

El p-ésimo cuantil de la distribucion de Weibull es el valor ¢,, que cumple

que F(t,) = p, estoes, t, = %(— log(1 — p))1/°.

Una gran variedad de mecanismos de censura por la derecha cumplen
que: si se supone que los tiempos de falla de una muestra de tamafio n,
(t;,0:), i = 1,...,n, sujeta a censura por la derecha tienen una distribucién

W (A, 0), de (2.14) la funcién de verosimilitud observada para los pardmetros
del tiempo de falla esta dada por

L(A,0) = AxPgle= Xt TT 4071,
=4
en donde d es el nimero total de fallas observadas y % es el conjunto de
individuos no censurados. Luego la funcién log de verosimilitud esta dada por

[(A,0) =log(L(A,0)) = dlog(A\’0) + (6 — 1) Y log(t;) — X > t!. (2.19)
TEU =1

Las primeras derivadas de [(-) son

ol do =
(A 0) = =Ny !
AN =3 el
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ol

d n
SN0 = Z+dlogh+ > logt; — A log(Mt;). (2.20)

0 A ,
€U i=1
Para @ fijo, el estimador de maxima verosimilitud para \ se obtiene resol-
ol
viendo —(A, #) = 0, de donde

152
R 1/6
A—(d> .
Zz 1 tf

Mientras que el estimador de méaxima verosimilitud para 6 se obtiene re-
solviendo

ol ~ d d>S " t%1og(t;)
—(\0) =~ §1 t;) — i1t =0,

lo cual no se puede hacer analiticamente, por lo que se usan métodos nu-
méricos como el de Newton-Raphson, el de la regla falsa, el de biseccion,
etc.

2.4.3. Distribucion log normal

La distribucién log normal se ha usado como modelo en diversas apli-
caciones en ingenieria, medicina y otras areas [25]. Se dice que el tiempo
de falla T tiene una distribucién log normal con parametros p y o2 (T' ~
log N (u, o)), silog(T) se distribuye normalmente con media 1 y varianza o>
(log(T) ~ N(p, %)), u € Ry o2 positivo. En este caso se tiene que

 (2m02)1/2t <P T o P

F(1) /t Ll Lty ly,
pu— —_— X _ [
o (2ma?)1/2g P12 o
logt — p

— 1 1,

1 —
— (p<0gt#>,parat>07
o
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B(2) = /_Oo (27T1)1/26Xp {—;gﬂ} dx

es la funcién de distribucién normal estandar. Ademas

en donde

E(T) = exp (,u + 022)

Var(T) = exp(2u + 20%) — exp(2u + 2).
Luego, de (1.1) y (1.4) se sigue que

logt —
S(t):1—®<w>,parat>0
g

h(t) = ,parat > 0.

(2m02)1/2¢ <1 3 (bgta—u»

La funcién de riesgo cumple que lim;_,o+ h(t) = 0, crece hasta alcanzar
el maximo y después decrece aproximandose a 0 cuanto ¢ — co. La mediana
de la distribucién log normal es ¢y 5 = exp(u) [25].

2.4.4. Distribucion log logistica

Si T tiene una distribucién log logistica con parametros « y 6, ambos
positivos (T ~ LLogist(c,#)), entonces

(0/)(t/)’!

f(t) 0+ (t/a))E parat > 0,
Ft) = 1—0+(t/a)?), parat >0
y
ET")=aT1+7r/0)I'(1—1r/0), sid >r.
Luego, de (1.1) y (1.4) se sigue que
S(t) = (14 (t/a)")" L, parat >0
y

ey — C/)t/a)" !

i+ (t/a)e) , parat = 0.
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La distribucién log logistica tiene su nombre debido a que log(7') tiene
una distribucion logistica con parametros u = log(a) € Ry b = 6~! positivo
(log(T") ~ Logist(u,b)).

Para 8 > 1 la funcién de riesgo tiene la misma forma caracteristica que
la log normal, esto es lim;_,o+ h(t) = 0, crece hasta un méximo y después
decrece y se aproxima a 0 monoétonamente cuanto t — oo. Para § < 1 la
funcién de riesgo es monétona decreciente [25].

2.4.5. Distribucién gama

Si T tiene una distribucién gama con parametro de escala A~! y parametro
de forma &, ambos positivos (7' ~ G(k, A)), entonces

)\()\t)k—le—)\t

ft) = T8 ,parat >0
y . .
F(t) = 0 /0 Ax)F e M dg
1 At
= F(k)/o uF e du
= I(k,\t),parat >0,
en donde

1 x
I(k,z) = F(k:)/o uP e du

es la funcién gama incompleta [25]. Ademas

E(T) = k/X

Var(T) = k/)2.
Luego de (1.1) y (1.4) se sigue que

S(t)=1—1I(k,At), parat >0

)\()\t)k—le—)\t

") = Ty T = T a)

,parat > 0.
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La funcién de riesgo es monétona creciente para £ > 1 con h(0) = 0
y im0 h(t) = A. Para 0 < k < 1, h(-) es monétona decreciente con
lim; o+ h(t) = co y lims—so0 h(t) = A [25].

Cuando k£ = 1 esta distribucién es la exponencial. La distribucion gama
con A = 1 es llamada la distribucién gama de un parametro o gama estandar
(T ~ G(k)) [25]. Con k entero, la distribucién gama algunas veces es llamada
una distribucion de Erlang especial [19].

La distribucion gama no se utiliza tanto como modelo de tiempo de falla
como las distribuciones Weibull, log normal y log logistica. Sin embargo, ésta
ajusta adecuadamente a una variedad de datos de tiempo de falla y también
surge en algunas aplicaciones que involucran la distribucién exponencial, ya
que la suma de variables aleatorias exponenciales independientes e idéntica-
mente distribuidas (i.i.d.) tiene una distribucion gama [25].

2.4.6. Distribucion gama generalizada

En el Anédlisis de Supervivencia, distribuciones tales como la gama, Wei-
bull, exponencial y log normal juegan un papel muy importante, todas ellas
pertenecen a la familia de la distribucion gama generalizada (GG) para valo-
res especificos de los pardmetros [18].

Si T tiene una distribucion GG con parametros de forma f > 0,k > 0y
de escala o > 0 (T' ~ GG(a, k, 0)), entonces

ft) = al“e(k) <;>6k_1 exp {— <i>6} ,parat >0

Ademas
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a? 2 5 1
Var(T) = FT(k) [F(k)l“ (k + 9) - <k + 0)] :
Luego de (1.1) y (1.4) se sigue que

Sity=1-1 <k, <;>9> ,parat >0

h(t) = 0 <i>9k_lexp {_ <‘i>9}
- 0

al'(k) {1 _1 (k: (i) ) }

Las subfamilias de la GG son la exponencial cuando k£ = 6 = 1, la gama
para 6 = 1y la Weibull si k¥ = 1. La distribucién log normal se obtiene como
una distribucién limite cuando & — oo. Cuando # = 2 se obtiene una sub-
familia de la GG que es conocida como la distribucion normal generalizada
[21]-

Aungue resulta natural pensar en trabajar con la distribucion GG en vez
de cada una de las distribuciones consideradas anteriormente, hay un incon-
veniente, y es que estimar los parametros de la distribucién GG no es tan
sencillo, por ello muchos estadisticos prefieren trabajar por separado cada
distribucion [18].

En la Tabla 2.1 se muestran las distribuciones de tiempo de falla presen-
tadas en esta seccion con algunas de las caracteristicas que las especifican.

,parat > 0.

2.5. Modelos no paramétricos

Ahora se discuten técnicas no paramétricas, i.e. que no requieren espe-
cificaciones de la forma funcional de la distribuciéon que los tiempos de falla
tendrian en la ausencia de censura.

2.5.1. Estimador Producto-Limite (Estimador Kaplan-Meier)

Supdngase que la posible distribuciéon impropia es discreta con probabi-
lidad f(t;) en los tiempos especificados t; < to < ... < t4. En la préactica,
estos puntos se toman a menudo igualmente espaciados, ¢; = j en unidades
de tiempo adecuadas, pero esto no es necesario.



T~ f(t),parat >0 F(t),parat >0 | S(t),parat >0 h(t),parat >0 E(T) Var(T)
) Exp(\) Xt Y —xt 1 !
Exponencial A>0 Ae 1—e e A 5 3z
14 9 _ 2
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De (1.12) se tiene que la funcién de supervivencia S(-) se puede expresar
en términos de la funcién de riesgo discreta h(-) como

sty = [I @-n()).

jitj<t

Luego, de (1.10) los f(t;) pueden ser escritos en términos de los h(t;) en la
forma

ft) =8t 0)h(t;) = [ (1—hts) phlty),i=12,....

it <tj

Las restricciones de que f(t;) > 0y que Zf(tj) < 1 se convierten en,
simplemente, 0 < A(t;) < 1.
Un estimador no paramétrico de la funcion de supervivencia es

Sty = [[ @-nht). (2.21)

jitj<t

en donde /h\(tj) es el estimador de maxima verosimilitud de h(t;). De la ecua-
cion (2.10), el log de la funcion de verosimilitud de datos con censura por la
derecha en términos de los A(t;) cumple que

9
(h(t1), h(t2), ... hltg))5t) = Y {d;log(h(t;)) + (rj — dj)log(1 — h(t;))},

J=1

en donde r; es el numero de individuos en riesgo en t; y d; es el numero
de tiempos de falla observados igual a ¢;. Es una convencion incluir en r;
cualquier individuo que esté censurado en t;.

Luego, h(t;) es la solucion de

ol oy d; rj —d;
8h(tj)((h(t1)’h(t2)’ . h(ty)) ) =0% ht,) — 1 h,)

=0,

~ d; N
i.e. h(t;) = —L. El correspondiente estimador S(-) de la funcion de supervi-
rj
vencia, S(-), es

St =11 (1 - dj), para t > 0, (2.22)

s
gitj<t J

obtenida de la sustitucién en (2.21).
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Cualquier término en el producto que tenga d; = 0 puede ser omitido sin
afectar (2.22). El estimador §(~) es, por lo tanto, formalmente independiente
de la seleccion de los puntos de t; para los cuales el nimero de fallas ob-
servadas es cero. Asi, §(-) es una funcién que sélo depende de los datos.
Usualmente, §(-) es llamado el estimador de Kaplan-Meier o producto-Limite.

Si en una muestra de tamarfio n no hay censura y los tiempos de falla son
t1,...,t,, entonces ry =n, r; =rj_1 —dj_1,j = 2,...,ky (2.22) se reduce
a la funcién de supervivencia empirica,

~ Numero de observaciones >t

S(t) = , parat > 0.
n

En ambos casos de censuray no censura, §(-) es una funcién escalonada
continua por la derecha con S(0) = 1y decrece por un factor (r; — d;)/r; en
cada tiempo de falla ¢;. El estimador no cambia en tiempos censurados, el
efecto de los tiempos censurados esta reflejado en los valores r; y asi en el
tamario de los saltos de S(-).

Las distribuciones de tiempo continuas se pueden tratar como un limite
del caso de tiempo discreto. Ahora, se piensa en la funcién de riesgo acumu-
lado H(-) como el parametro a estimar. Con dH (t) como el incremento de la
funcién de riesgo acumulado sobre [t,t + dt), la verosimilitud (2.12) es igual
a la integral producto

o
Loc [[dH®MN D[ — dH (1) 0N, (2.23)
0
endonde dN(t) =Y " | dN;(t)y Y (t) = > i, Yi(t). Si se considera a (2.23)
con respecto al espacio de todas las funciones de riesgo acumulativo, H(-),
ésta es maximizada por una funcién con saltos en cada uno de los tiempos
de falla observados. Por comparacion directa con el caso de tiempo discreto
se tiene que L es maximizada por la funcién ﬁ(~) con incrementos

dH (1) = dYN(g), parat > 0,Y(t) > 0. (2.24)

~

Cuando Y (t) = 0, dH(t) no esta definido.
Luego por (1. )y(B 2) se tiene que

§(t)—exp<—/ot ) 1?[1—61}1

que es precisamente (2.22) [25].
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Formula de Greenwood

Cuando se usa el estimador Producto-Limite es deseable tener un estima-
dor de la varianza de S(t). Siguiendo las lineas descritas a continuacién, se
obtiene tal estimador

d;

giti<t J( ]_dj)7

Var(S(t)) = S(¢)? (2.25)

que a menudo se conoce como férmula de Greenwood. El estimador del error
estandar para S(t) esta dado por la raiz cuadrada de (2.25) [25].

~ o~ ~ ~ d;
Se denota con h = (h(t1),...,h(ty))" (donde h(t;) = 7] j=1,...,9)

J
al estimador de maxima verosimilitud de h = (h(t1),...,h(ty))". Se tiene

que h es asintéticamente N(h,Z7(R)), o equivalentemente /n(h — h) es
asintéticamente N (0,nZ~'(h)) en donde

9%1(h;t)
Ohoh' )’

I(h) = B <—

es la matriz de informacién de Fisher o matriz de informacién esperada que
se puede estimar con la matriz de informacién observada

Ul t) _ ([ Ut
8&8@’ EZE N 8h(tl)8h(tj) ij EZE
= i = Si 1=
= ¢ h(t;)(1 = h(ty))
0 Si 1 7é j’
por lo que asintéticamente ﬁ(tl), . ,ﬁ(tg) son independientes y
~ Rt =h(t;)  dilr; —d;
Var(h(ty) = "R _ il =di) oy o (206
Ty T
Ademas, como 1ogS Z log ( ) para t fijo se tiene que
VE tq7<t
asintéticamente
Var( logS Z Varllog(1l — ( )]
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Luego usando (A.3) y (2.26) se tiene que

2
hen = (L ar(h(t;)) = 4
Var(log(1 — h(t;))] <1 _ E(t])> Var(h(t;)) rj(ry —d;)’

por lo tanto
~ d .
Var(log S(t)) = Z J

jz il —dg)
Aplicando otra vez (A.3) del Apéndice A se sigue que

Var(S(t)) = Var(exp(logS(t)))
= [exp(log S(1))]?Var(log 5(1)))
d;
= S(t)? —
" j%;t rj(rj = dj)
por lo tanto se tiene (2.25).

Los limites de confianza para S(t), en el caso de datos con censura por la
derecha, se pueden obtener usando la aproximacién normal basada en §(t),
log S(t) o en log(—1log(S(t))). En el caso de S(t), los limites de confianza
correspondientes al intervalo de confianza con coeficiente de confianza 1 — «
para S(t) son

S(t) % zajo[Var(S()]'/2,

en donde 2, /, es el a/2 cuantil de la distribucion normal estandar y @"(S”(t))
esta dada por (2.25).
Usando (A.3) se tiene que

~

2
Var(log(—log(S(t))) = ) Var(—log(S(t))

B <1og<5<i>>> Vazﬂog(S(t))
B (swg(su))) Var(5(t)),
por lo que
_ o
Pt S0) = (s ) OO e

—

donde Var(5(t)) esta dada por (2.25).
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~

Ahora, si se considera log(—log(S(t))), los limites de confianza corres-
pondientes al intervalo de confianza con coeficiente de confianza 1 — « para
S(t) son

— exp { log(—log(S(t Var(log(—log(S(t))))]"/?
exp | — exp (log(—1og(5(1))) F za/2[Var(log(—1og(5(1))))] ;
en donde 2/, es el a/2 cuantil de la distribucion normal estandar y
Var(log(—log(5(1))))
esta dada por (2.27).

2.5.2. Estimador de Nelson-Aalen

El estimador de la funcién de riesgo acumulado correspondiente a (2.24)
esta dado por la integral de Riemann-Stieltjies como

At - /0 it - [ d;,v(g),

se asume que Y (u) > 0 para 0 < u < t. Este es llamado algunas veces la
funcién de riesgo acumulativo empirica, pero es cominmente mas conocido
como el estimador de Nelson-Aalen. En la notacién usada para el estimador
de Kaplan-Meier se tiene que

~ d.;
H(t) = —
. s
Jitj<t
en donde t1,...,t. representan los distintos tiempos en que las fallas son

observadas. Las gréficas de ﬁ(') proporcionan informacion util, por ejemplo,
H(-) es lineal, si h(-) es constante [25].

El desarrollo de maxima verosimilitud que conduce a (2.25) también pro-
porciona un estimador de la varianza asintética para H(t). Dado que asin-
téticamente E(tl),...,ﬁ(tg) son independientes (donde E(tj) = =

Tj
1,...,9), por (2.26) se tiene que

Var(ﬁ(t)) = Var Zﬁ(t])
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2.6. Criterio de informacién de Akaike (CIA) y criterio
de informaciéon Bayesiano (CIB)

La seleccion de un modelo entre un conjunto finito de modelos se puede
llevar acabo mediante el criterio de informacion de Akaike (CIA) y mediante
el criterio de informacién Bayesiano (CIB). El CIA es una medida de la bon-
dad de ajuste de un modelo estadistico estimado. Este criterio se basa en el
concepto de entropia, proporciona una medida relativa de la informacién per-
dida cuando se utiliza un modelo dado para describir la realidad y se puede
decir que describe el equilibrio entre el sesgo y la varianza en la construc-
cion del modelo, es decir, la precisién y complejidad del modelo. EI CIA no
es una prueba del modelo en el sentido de prueba de hipétesis, mas bien es
una prueba entre modelos, una herramienta para la seleccién de modelos.
Dado un conjunto de datos, los diferentes modelos que compiten se pueden
clasificar de acuerdo a su CIA, el modelo con el menor CIA seré el mejor. En
general, el CIA es

o~

CIA =2k —2log(L(9)),

donde k es el numero de pardmetros del modelo estadistico y L(gAb) es el valor
méaximo de la funcién de verosimilitud para el modelo estadistico [21].

El CIB o Criterio Schwarz es un criterio para la selecciéon de un modelo en-
tre una clase de modelos paramétricos con diferente nimero de parametros.
Elegir un modelo que optimice el CIB es una forma de regularizacion. Este
criterio estd muy relacionado con el CIA. En el CIB, la sancién por parametros

adicionales es mas fuerte que en el CIA. La férmula para el CIB es
CIB = klogn — 2 log(L@)).

La metodologia del CIA y del CIB intenta encontrar el modelo que explique
mejor los datos con el minimo de sus valores [21].






Capitulo 3

Modelos de regresion de
supervivencia

El desarrollo presentado en el Capitulo 2 sélo involucra a la variable tiem-
po. Sin embargo, frecuentemente se desea comparar dos 0 mas conjuntos
de datos, algunas veces es mejor hacer la estimacion de la funcién de super-
vivencia para cada conjunto de datos por separado y luego hacer una com-
paracion cualitativa, ya sea directamente o mediante un resumen estadistico.
También se pueden hacer comparaciones mas sensibles 0 mas complejas
mediante modelos completos en los que el efecto de las covariables o varia-
bles explicativas se representa por medio de parametros desconocidos [9].
Por otra parte, en muchos estudios el principal objetivo es entender y aprove-
char la relacién entre el tiempo de falla y las covariables [25].

En el presente capitulo se muestran algunos de los posibles modelos que
se pueden usar para representar el efecto de variables explicativas en el tiem-
po de falla. Para esto supongase que para cada individuo esta definido un
vector x de variables explicativas. Las componentes de x pueden representar
varias caracteristicas, que se piensa afectan el tiempo de falla, tales como
tratamientos, indicadores de grupo, caracteristicas individuales o condiciones
ambientales.

Las variables explicativas se pueden clasificar como constantes (fijas), z,
o dependientes del tiempo, (). Un proceso de las covariables X = {x(t)|t >
0}, que se desarrolla independientemente del proceso de tiempo de falla, se
denomina externo, mientras que un proceso de las covariables, que se desa-
rrolla dependiente del proceso de tiempo de falla, se denomina interno y su
tratamiento requiere cuidado. Notar que las covariables constantes son exter-
nas [25].

43
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3.1. Modelos de regresion paramétricos

Los modelos de regresion para tiempos de falla se pueden formular de
diferentes formas. Cualquiera de los modelos paramétricos presentados en la
Seccion 2.4 se puede convertir en un modelo de regresién paramétrico es-
pecificando una relacion entre los parametros del modelo y las covariables.
Sin embargo, frecuentemente sélo ciertos parametros en una distribucién de
tiempo de falla se asumen dependientes de las covariables [25]. En las Sub-
secciones 3.1.2 y 3.1.3 se presentan dos modelos que se formulan de esta
forma.

Otra forma frecuente de formular modelos es definir al vector z de va-
riables explicativas de modo que z = 0 corresponde a algun conjunto de
condiciones estandar significativas, por ejemplo un tratamiento control. Luego
los modelos se pueden desarrollar convenientemente en dos partes:

1. un modelo para la distribucion del tiempo de falla cuando = = 0;

2. una representaciéon del cambio inducido por un z # 0, frecuentemente
en términos de alguna forma paramétrica [9].

Dos modelos que se pueden desarrollar de esta forma son el modelo de
vida acelerada y el modelo de riesgo proporcional, los cuales se analizan en
las Subsecciones 3.1.4 y 3.1.5, respectivamente.

3.1.1. La funcion de verosimilitud de datos que contienen cova-
riables

El andlisis de los modelos de regresion paramétricos se concentra en los
métodos basados en la funcién de verosimilitud. A continuacion se presenta la
funcién de verosimilitud para datos que contienen covariables y estan sujetos
a censura por la derecha o por intervalo.

Datos censurados por la derecha

Primero, supdngase que se tienen datos que contienen covariables cons-
tantes y estan sujetos a censura por la derecha. La funciéon de verosimilitud
se calcula de manera anéloga a la funcién de verosimilitud de la Subseccion
2.1.3, en este caso se consideran a las probabilidades, la f.d.p., la funcion de
supervivencia y la funcién de riesgo condicionadas al valor de las covariables.
Por lo que, para una variedad de mecanismos de censura por la derecha la
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funcién de verosimilitud de las observaciones (t;,;,x;), i = 1,...,n, cumple
que

Do T At S0l =
i=1

en donde §; es el indicador de censura para ;.

Ahora, supdngase que se tienen datos que contienen covariables que va-
rian en el tiempo, z(-). Un enfoque conveniente para modelar con covaria-
bles que varian en el tiempo es mediante la funcién de riesgo, para la cual
se puede permitir que dependa de la historia previa de las covariables. Sea
X(t) = {z(s)|0 < s < t}, que denota la historia de las covariables hasta el
tiempo ¢, con X (co) = X. Un supuesto natural es que la funcién de riesgo
para T' dado X dependa sélo de X (¢); esto se denota como h(t|X(t)). En
el caso de distribuciones continuas, la relacion entre la funcién de riesgo y la
funcién de supervivencia es [25]

S(t|X) = Pr(T > t|X) =exp [— /t h(u|X)du] , (3.1)
0
luego la f.d.p. esta dada por
t
f(t|X) = h(t|X)S(t|X) = h(t|X) exp [—/O h(u|X)du} . (3.2)

Considerando lo anterior, el desarrollo presentado en la Subseccién 2.1.3

se puede extender. En este caso se le agrega X (t), ..., X,,(t) a H(t). Por lo
que, para una variedad de mecanismos de censura por la derecha, la funcion
de verosimilitud de las observaciones (t;, d;, X;(t;)), ¢ = 1,...,n, cumple que

n

L oc [/ (tilX0)* Sl x0) ',

=1

en donde §; es el indicador de censura para t;.

Datos censurados por intervalo

En el caso de datos que contienen covariables constantes y estan suje-
tos a censura por intervalo. La funcién de verosimilitud se calcula de manera
analoga a la funcién de verosimilitud de la Seccion 2.2, en este caso se supo-
ne que la eleccion de t;; es condicionalmente independiente de la informacion
de fallas mas alla de t; ;_1, dado #(¢; ;—1) y =, también se consideran a las
probabilidades y a la f.d.a. condicionadas al valor de las covariables. Por lo
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que para una variedad de mecanismos de censura por intervalo la funcion de
verosimilitud de las observaciones (¢; ym,—1, tim;> Z;), ¢ = 1,...,n, cumple que

n

L x H [F(tzm,‘gz) - F(ti,mi—l‘gi)]v

i=1

en donde F(t|z;) =1 — S(t|z;).

Ahora, supdngase que se tienen datos que contienen covariables que va-
rian en el tiempo, z(-). Considerando (3.1) y (3.2) se puede extender el desa-
rrollo presentado en la Seccién 2.2. En este caso ’H(tm,l) también contiene
la informacién de X (¢ j—1), ..., X (ti j—1). Por lo que para una variedad de
mecanismos de censura por intervalo la funcién de verosimilitud de las obser-
vaciones (i m;—1, tim,;» Xi(tim,)), t = 1,...,n, cumple que

n

L o< [[ [F (tim, | Xi) = F(tim,—11X3)],
i=1

endonde F(t|X) =1— S(t|X).

3.1.2. Modelo de regresion exponencial

Suponga que en una poblacion cada individuo tiene un tiempo de falla T'y
un vector z = (z1,...,xp) de covariables constantes. Entonces, por ejemplo,
se puede asumir que dado z se tiene un modelo con distribucion exponencial,
i.e. la distribucion de 1" es exponencial con funcién de supervivencia

S(tlx) = exp{—A(z)t}, parat > 0.

La especificacién del modelo de regresidén exponencial también involucra
una forma funcional para A(-). Una forma comin es A(z) = exp{/'z}, donde
B (p x 1) es un vector de coeficientes de regresion, esta funcién tiene la pro-
piedad de que A(z) > 0 para todos los vectores 3 y z, lo cual es conveniente
ya que el parametro de la distribucién exponencial es positivo [25].

Si se supone el modelo de regresidn exponencial, para una variedad de
mecanismos de censura por la derecha la funcién de verosimilitud de las ob-
servaciones (t;,0;,z;), i = 1,...,n, cumple que

z;;B)e /\(wwﬁ)) i(e —A(wz,ﬁ & — H Az;; 8 H —Az;;8)t

n
=1 €U =1

)
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en donde A(z;; B) es el parametro de la distribucion del tiempo de falla del
i-ésimo individuo y % denota al conjunto de los individuos que fallan. Luego
la funcién log de verosimilitud esta dada por

18) =) log(Az;; B)) — > Az B)t.
=1

€U

3.1.3. Modelo de regresion Weibull

Ahora, considérese la distribucién Weibull con parametro de escala A y
parametro de forma 6. Se pueden formular modelos de regresién en los que
se considere que )\ y/o 8 dependan de z. Dado que A y 6 son positivos, nue-
vamente un par de especificaciones convenientes son \(z) = exp{8'z}y
f(z) = exp{~'z} donde /3 y v son vectores de coeficientes de regresion. Un
modelo Weibull que es util en muchas situaciones cumple que solamente A
depende de z y la funcion de supervivencia de T es [25]

S(t|lz) = exp{—(t/A(z))?}, parat > 0.

3.1.4. Modelo de vida acelerada

Un modelo que ha sido ampliamente usado en el andlisis de datos de
supervivencia es el modelo de vida acelerada. Este modelo se define para
variables explicativas constantes (modelo de vida acelerada simple) y para
variables explicativas dependientes del tiempo como sigue.

Variables explicativas constantes

Supodngase que hay dos tratamientos representados por los valores 0 y 1
de una variable explicativa z. Sean Sy(-), fo(-) y ho(-) la funcién de super-
vivencia, la f.d.p. y la funcién de riesgo, respectivamente, en x = 0; en el
modelo de vida acelerada simple o estdndar hay una constante v > 0 tal que
la funcién de supervivenciaenx =1 es

S1(t) = So(vt),
por lo que la f.d.p. y la funcién de riesgo en = 1 son

d

fit) = —£51<t) = —Sy(Yt) = Y fo(yt)
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:§w>:whww:¢%ww
1) So(vt)

Una version mas fuerte es que cualquier individuo teniendo tiempo de
supervivencia t bajo x = 0 tendra tiempo de supervivencia ¢t/ bajo z = 1,
i.e. las correspondientes variables aleatorias estan relacionas por 71 = Ty /1
[©].

Mas generalmente, con un vector de variables explicativas constantes z,
supdngase que hay una funcién positiva ¢ (-) tal que la funcién de superviven-
cia, la f.d.p. y la funcion de riesgo son respectivamente

S(tlz) = So(ty(z)),
fltlz) = folty(z))y(z), (3.3)
h(tlz) = ho(t(z))¥ (),
en donde Sy(+) es la funcién de supervivenciaen z =0y ¥(0) = 1.
Una representacion en términos de variables aleatorias es

T = Ty (), (3.4)

en donde T tiene funcion de supervivencia Sy(-). Si po = E(log Tp), se pue-
de escribir esto como

hi(t)

log T = po — log(z) + ¢, (3.5)

en donde € es una variable aleatoria con media cero y con distribucién que no
depende de z [9].

De (3.3) se sigue que si z; y z, cumplen que ¥ (z;) < ¥ (z,) entonces
S(tlzy) < S(t|z;) parat > 0.

Hasta ahora la funcién de supervivencia en z = 0, Sy(:), no se ha es-
pecificado. Si se considera a Sy(-) igual a la funcién de supervivencia de
alguna familia paramétrica de la Seccidn 2.4, se obtiene una familia especial
de modelos de vida acelerada simple. Si, ademas, (-) se especifica para-
métricamente, se obtiene un modelo completamente paramétrico. La forma
paramétrica de () se denotara por ¢ (-; 3).

Dado que ¢(z; 3) > 0y ¢(0; 3) = 1, un candidato natural es
(x; ) = e,

en donde 3 es un vector de pardmetros. Entonces con esta eleccion de ¢ (+; 3)
(3.5) puede ser escrita como

lOgT:MO—ﬁ/£+€,

que es un modelo de regresion lineal [9].
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Variables explicativas dependientes del tiempo

Supdngase ahora que el vector de variables explicativas depende del tiem-
po, z(t). La esencia del modelo de vida acelerada es que el tiempo es con-
traido o ampliado relativamente a éste en z = (. Esto sugiere que para un
individuo caracterizado por z(t), el tiempo t@), evoluciona con respecto al
tiempo @ para tal individuo estando en x = 0 de acuerdo con

dt®@ 1

at@ = Ya(t@)]

t(@)
40 _ /0 Dla(w)]du = BE@),

asi que el tiempo de falla esta relacionado, en lugar de (3.4), por T' = ¥~ 1(Tp)
[].

Por lo tanto, en el modelo de vida acelerada la funcién de supervivencia,
la f.d.p. y la funcién de riesgo son

S(EIX) = So[¥(t)],
X)) = oz(®)]fo[¥(1)], (3.6)
h(t|X) = ¢lz(t)]ho[¥(®)],

endonde X = {z(t)|t > 0} y ¢¥(-) es una funcién positiva. Si z(-) es constante
sobre el tiempo, i.e. z(t) = z para todo ¢ > 0, entonces (3.6) llega a ser (3.3).

Nuevamente, se puede considerar a Sy(-) igual a la funcién de superviven-
cia de alguna familia paramétrica de la Seccién 2.4 y una forma paramétrica
para v (-), que se denotara por v (+; 3), para tener un modelo paramétrico. Un

procedimiento comun es especificar a ¢[z(u)] = 2 para todo u > 0, en
tal caso

S(1) = So[w(0] = 5o | [ twmu)]du] = t o]

3.1.5. Modelo de riesgo proporcional

Una segunda familia de modelos que ha sido ampliamente usada en el
analisis de datos de supervivencia se especifica mejor mediante la funcién de
riesgo, éste es el modelo de riesgo proporcional el cual se define para va-
riables explicativas constantes (modelo de riesgo proporcional simple) y para
variables explicativas dependientes del tiempo como sigue.
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Variables explicativas constantes

En el modelo de riesgo proporcional simple se supone que para un vector
x de variables explicativas constantes la funcién de riesgo es

h(tlz) = ¥(z)ho(t), parat >0, (3.7)

en donde ¢ (-) es positiva, 1(0) = 1y hy(-) es la funcién de riesgo para un
individuo bajo la condicién estandar (zx = 0) que se denomina funcion de
riesgo basal. Luego la funcion de supervivencia y la f.d.p. cumplen que

S(tlz) = exp[-H(t[z)]
= exp —fg h(u!g)du}

= exp |—9Y(z) fot ho(u)du}
= [exp[—Ho ()],

S(tlz) = [So(t)]*® (3.8)

fltlz) = —%S(tlg) = P(2)[So(t)]* @~ fo(t) = ¥ (z)ho(t)[So(t)]¥ .

Por lo que las funciones de supervivencia forman la familia Lehmann genera-
da por Sy(-). A (3.7) se le llama el modelo de riesgo proporcional simple.

De (3.7) y (3.8) se sigue que si z; y z, cumplen que ¥(x;) < ¥(z,)
entonces h(t|z,) < h(t|zy) parat > 0y S(t|zy) < S(t|lz;) parat > 0.

Los modelos completamente paramétricos se obtienen considerando a
ho(+) igual a la funcién de riesgo de alguna de las familias de distribuciones
de la Seccién 2.4 y una forma paramétrica para v (-).

Tres parametrizaciones para v (-) son: la forma log lineal ¢ (z; 8) = efz
que por buenas razones ha llegado a ser la mas popular, la forma lineal
P(x; ) = 1+ Bz, y el logistico, ¥(x; ) = log(1 + eﬁlz). La discrimina-
cion entre estas formas puede lograrse ajﬁstando una familia aumentada. Por
ejemplo, la familia

w@,ﬁ, KZ) = (1 + Kélg)l/n

que incluye a los modelos lineal y log lineal, cuando x = 1y x — 0 respecti-
vamente [9].
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Relacién con el modelo de vida acelerada simple

En el caso de variables explicativas constantes un aspecto de interés es
saber cuando el modelo de riesgo proporcional simple con funcién de riesgo
h(t|lx) = Yrp(x)ho(t) es también un modelo de vida acelerada simple. Para
esto se necesita que exista una funcién ¢y 4(+) tal que

[So(8)]¥2P@ = Syltpy a(z)],VE = 0y Va.

Equivalentemente se tiene que

[So(exp(7))]¥2r @) = Sylexp(T)y a(z)] (3.9)

en donde 7 = log(t).
Aplicando log(—log(+)) en ambos lados de (3.9) se tiene que

log(— log([So(exp(7))]“#*®))) = log(—log(So[exp(r)vv a(z)]))

log(¢rp(2)) + log(—log(So(exp(7))))
= log(—log(:So(exp(7 + log(¢va())))))-

Considerando a
9o(T) = log[—log(So(exp(7)))] y Mz) = log(Yva(z)), (3.11)

se tiene que (8.10) es equivalente a

log(¥rp(z)) + go(T) = go[T + A(2)]-

Para que esto se cumpla para todo 7 y para alguna A(-) tal que A(z) # 0 Vz,
i.e. Yy a(z) # 1, se necesita que

(3.10)

9o(T) = KT + y Az) = £~ og(Yrp(2)),

en donde a y k son constantes.
Luego de (3.11) se tiene que

So(t) = exp(—

I
D
><

~c

en donde p = exp(a/kK) Yy
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Esto es, la distribucion Weibull es la Unica distribucion inicial para la cual el
modelo de vida acelerada simple y el modelo de riesgo proporcional simple
coinciden.

Por lo tanto, si ¥ rp(z) = [y 4(z)]" los siguientes modelos coinciden:

1. Modelo de vida acelerada simple

ftlz) = fo(tyva(z))yvalz)

= K(pva(z)) " Lexp(—(tvalz)p)"),
S(tlz) = So(typva(z))

= exp(—(tpval(z)p)r),
h(tlz) = ho(tvva(z))va(z)

= K(ppyalz)) et

2. Modelo de riesgo proporcional

f(tlz) = vYrp(x)[S ()]“’Z’RP@‘Ifo(t)

= trp(z)pr(pt)"t expl(—pt) prp(z)],
S(tlz) = [So(t)]¥rr@

= exp[(—pt)“Yrp(z)],
h(tlz) = rp(x)ho(t)

= Yrp(x)pr(pt)~~

En particular si v a(z; B, ,) = exp(BVA x), entonces

Vrp(z; 8,,) = exp(B, )

con QRP KjévA.

Variables explicativas dependientes del tiempo

La especificacion (3.7) del modelo de riesgo proporcional simple se ex-
tiende inmediatamente cuando las variables explicativas dependen del tiempo
como sigue

h(tlz(t)) = ¢ (z(t))ho(t) parat = 0, (3.12)
por lo que la funcién de supervivencia y la f.d.p. son
S(tlz(t)) = exp[—H(t|z(t))]
= exp —fo (u]z( ))du}
= exp |~ Jy ¥(a(u))ho(u)du]
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f@tlz(t)) = h(tlz(t)S(tz(t))
(@ (O)ho(t) exp [~ fy lz(u))ho(w)du]

Si z(-) es constante sobre el tiempo, i.e. z(t) = x para todo ¢t > 0, en-
tonces (3.12) llega a ser (3.7), i.e. se tiene el modelo de riesgo proporcional
simple.

Se puede considerar a hy(+) igual a la funcién de riesgo de alguna familia
paramétrica de la Seccién 2.4 y a una forma paramétrica para ¢ (-), que se
denotaré por ¥ (-; 3), para tener un modelo paramétrico.

3.1.6. Modelo de riesgo aditivo

En el modelo de vida acelerada y en el modelo de riesgo proporcional las
distribuciones de 7' para diferentes valores en las covariables, z; y z,, que
cumplen que ¥ (z;) < ¥(z,) son ordenadas en el sentido de que S(t|z;) <
S(t|lzy) 0 S(t|lzy) = S(t|zy) para t > 0. Existen otros modelos que también
cumplen esta propiedad, uno es el modelo de riesgo aditivo en el cual

h(tlx) = ¥(x) + ho(t) parat > 0,

en donde v(-) esta restringida para que (0) = 0y ¥(z) + ho(t) > 0 para
todo z y t > 0, ademas hy(-) es la funcién de riesgo para un individuo bajo
la condicion estandar (z = 0). La funcién de supervivencia y la f.d.p. cumplen
que

S(tlz) = exp[—H(t[z)]

= exp f u|m

= exp | Jy ((z) + ho(u))du]

= exp[- 1/)(@ ()}

= exp[=¢(z)t]exp [-Ho(t)],
l.e.

S(tlz) = exp [=(z)t] So(t) (3.13)
y

ftlz) = h(t|z)S(tz) = (¥ (z) + ho(t)) exp [~ (2)t] So(t).
De (3.13) se sigue que si z; y z, cumplen que ¥ (z;) < 1(z,) entonces
S(t|zy) < S(t|z,) parat > 0.
Los modelos completamente paramétricos se obtienen considerando a
ho(+) igual a la funcién de riesgo de alguna de las familias de distribuciones
de la Seccién 2.4 y una forma paramétrica para ().
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3.2. Modelo de riesgo proporcional semiparamétrico

Los modelos semiparamétricos también son ampliamente usados, estos
especifican la dependencia de T' en z paramétricamente, pero consideran
arbitraria a la distribucién real. El modelo de regresion de tiempo de falla se-
miparamétrico mas conocido es el modelo de riesgo proporcional semipara-
métrico, que toma a la funcién de riesgo de 7" dado z de la forma

h(t|z) = ho(t) exp{f'z},

donde hq(-) es una funcién de riesgo basal arbitraria [25].
De manera mas general, considérese al modelo de riesgo proporcional
simple, es decir,
h(t|lz) = ¥(z; B)ho(t), parat > 0,

en donde el vector de variables explicativas, x, es constante para cualquier
individuo. Se asume por el momento que los tiempos de supervivencia tie-
nen distribucién continua y son registrados exactamente, por lo que no hay
posibilidad de vinculos.

La funcion de verosimilitud del modelo de riesgo proporcional semipa-
ramétrico

Ahora se considera inferencia sobre § cuando la funcién de riesgo hg(-)
es completamente desconocida. Primero se trata el caso en el que no hay
censura. Sean 11 < T < ... < T, los tiempos de falla ordenados de los n
individuos y sea .; la etiqueta del individuo que falla en 7;. Asi .%; = i siy
sélo si t; = 7;. Sea Z(7;) = {i|t; > 7;} el conjunto de individuos en riesgo
justo antes de la j-ésima falla ordenada y r; su tamano [9]. Estas definiciones
se ilustran en la Figura 3.1.

El principio basico para la derivacién de la verosimilitud es: los {7;} y
{#;} son conjuntamente equivalentes a los datos originales, es decir, a los
tiempos de falla desordenados, ¢;. Cuando no se conoce hy(-), los 7j pueden
proporcionar poca o ninguna informacién sobre 3, debido a que su distribu-
cion dependera en gran medida de hg(-). Por lo tanto, la atencién se puede
enfocar en los .#;. En el caso presente (sin censura), la distribuciéon conjun-
ta p(i1,42,...,1,) sobre el conjunto de todas las posibles permutaciones de
(1,2,...,n) se puede derivar explicitamente [9].

La probabilidad condicional de que .#; = i dada toda la historia hasta el j-
ésimo tiempo de falla ordenado 7, 7% = {11, 72, ..., Tj—1, T, 01,02, ..., %51},
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T1 T2 73 T4 75

Figura 3.1: Se muestran las fallas(e) de cinco individuos (no hay censura). Los instantes de falla
son 71, T2, T3, T4, 75 ¥ 10s conjuntos de riesgo son Z (1) = {1,2,3,4,5}, Z(m=) = {2,3,4,5},
#(13) = {3,4,5}, Z(1a) = {3,5} y Z(75) = {5}

es la probabilidad condicional de que i falle en 7; dado que un individuo del
conjunto de riesgo Z(7;) falla en 7}, es decir,

Pr(4; =i|2;) = Pr(t; =7j| unindividuo de Z(r;) falla en ;)
h(7jla;)

ST h(rlz)

ke (1)

Como se esta suponiendo el modelo de riesgo proporcional simple se
sigue que

| ho(5)¥ (25 B)
Pr(S; =i|#;) = B
Vs = S @ d)

kE%(T]‘)

¢(£i%5)

Z U(zy; B) (3.14)

keZ(r;)

¥(i)

ST k)

kE%(Tj)

en donde v (k) denota ¥ (zy, B), esto es, el factor ¢ (-; 3) para el k-ésimo su-
jeto. B B

A pesar de que (3.14) se deriva como la probabilidad condicional de .%; =

i dada toda la historia 77, es condicionalmente independiente de los 7, 72,

.., Tj—1, T;. Por lo tanto es igual Pr(.%; = i|i1,12,...,4j—1), la distribucién

condicional de .#; dado solamente .#| = i1, S = 42, ..., Fj_1 = ij—1. Asi,
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la distribucién conjunta de Pr (i1, 9, ...,i,) Se puede obtener como sigue:

PT(il,iz,...,in) = —ZJ”Ll,ZQ,...,’L'j_l)

I
ng

keZ(tj)

En el caso de presencia de censura se aplica un argumento similar si se
puede asumir que las censuras s6lo pueden ocurrir inmediatamente después
de las fallas. Este requisito esta ligeramente en desacuerdo con el modelo
en el cual los tiempos censurados son contantes fijas, pero por lo general se
puede ver como una aproximacion razonable, ya que la informacién sobre
contribuida por un tiempo censurado observado exacto ¢; generalmente sera
pequefa [9].

Supoéngase que hay d fallas observadas en una muestra de tamano n (d <
n),seant; < o < ... < 74 los tiempos de falla observados ordenados. Como
en el caso sin censura, sea .#; = i si el sujeto i falla en 7;, y sea Z(7;) =
{i|t; > 7;} el correspondiente conjunto de riesgo con tamafio r;. La ecuacién
(3.14) sigue exactamente como antes, donde Z; ahora incluye las censuras
en (0, 7;) asi como las fallas, y el hecho de que no pueda ocurrir censura en
(7j-1, ;) que garantiza al conjunto de riesgo #(7;), y asi la expresién (3.14),
no depende de 7; [9].

La combinacion de estas probabilidades condicionales dan la verosimilitud
general

_vG) (3.15)

luego la funcién log de la verosimilitud es

d

1= Slog(y(ij) —log | Y (k)

Jj=1 k@%(T]‘)

Con un ligero abuso de notacién, (3.15) puede ser expresado en términos
de los tiempos de falla observados no ordenados t;, con correspondientes
conjuntos de riesgo Z(t;) = %;, como

i
L — 1/]( ) ,

keR;
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en donde % denota al conjunto de los individuos que fallan. Luego la funcién
log de la verosimilitud es
1=> 1, (3.16)

€U

en donde I; = log[(i)] —log | > w(k
ke%;
Se denomina a (3.15) una verosimilitud mas que una probabilidad, ya que

se han omitido los términos que determinan qué individuos deben ser cen-
surados entre los sobrevivientes de cada conjunto de riesgo. Mientras que el
mecanismo de censura en si mismo no dependa de 3, estos términos no de-
penderan funcionalmente de 3 y se puede ignorar el mecanismo de censura
con el propdsito de inferir con la verosimilitud sobre B19].

Las derivadas de la funcion log de verosimilitud

La forma funcional de v(z; 3) no es esencial para derivar (3.16), basta
suponer que para todo 4, (%) tiene primeras y segundas derivadas las cuales
se denotaran por

0 ) . 0?
aﬂrw(Z) :wr(l), 9508,

Notar que en realidad no se necesita asumir que v (-) puede ser expre-
sada explicitamente como una funcién de un vector covariable, aunque casi
siempre lo serd. Bastaré con que el factor /(i) de cada sujeto i sea expresado
como una funcién de los parametros S [9].

La primera derivada de la funcion log de verosimilitud (3.16) esta dada por

5 = o,

1EU

(i) = sr(1).

en donde

> (k)

Ol r(t) ke
0B v " (k)

kER;

Ademas, la segunda derivada de la funcion log de verosimilitud (3.16) esta
dada por

62
0Bs0p, Z 8693&



58 Modelos de regresion de supervivencia

en donde

S bak) Y (k) Y ws(k)

8211' o %r(@ wr(z)w

_ B s(1) ke | ke ke,
0Bs06, (1) [ ()] Z (k) 2
ke > w(k)
=

Parametrizacion log lineal de v(-)

Si ¢(-) toma la forma log lineal, i.e. ¥(z; 5) = 7'z se tiene que (i) =
Tiph(1) ¥ Ve (1) = xipwisy(i), en donde z;» denota el valor de la r-ésima
componente del vector de variables explicativas, z, en el i-ésimo individuo. En
este caso se tiene que

ol;
a5, — dir — Air 5 .
o5 = tir — Air(9) 3.17)
en donde )
> s
kER;
Ai(8) = S
S
kER;

Notar que (3.17) es la diferencia entre el valor de la variable explicativa
en el sujeto que fallo y el promedio ponderado de la misma variable sobre el
correspondiente conjunto de riesgo. También se tiene que

! ! !
§ xerkseé Lk g xkreé Lk E xkseﬁ Lk

Pl kem | ke kEZ;
aﬁsaﬁr Z eﬁlzk 2
kER; > e
ke,
Z xerkseélzk
= _ke%’iz: S + Air (8)Ais(8).
ke,

La inferencia basada en la funcion de verosimilitud (Seccién 2.3) también
se aplica aqui [9].



Capitulo 4

Caso de estudio: la desercion
en las licenciaturas de la
FCFM-BUAP

La desercion se entiende como la interrupcién o desvinculacién del pro-
ceso académico-institucional que lleva a cabo el estudiante. Esta ha sido un
tema estudiado por diferentes autores e Instituciones de Educacion Superior
(IES). El tema ha tomado un lugar importante dado que no tiene sentido reali-
zar un esfuerzo significativo por aumentar la cobertura, calidad y equidad en
educacién superior, sin controlar la desercion y su problematica multicausal y
compleja. De esta manera, el emprendimiento de este tipo de estudios apor-
ta a la comprensidon del fenédmeno y permite generar estrategias de retencion
estudiantil al interior de las IES y por parte del Estado [28].

La desercion se puede clasificar de diferentes maneras, por ejemplo, Vas-
quez, Castano, Gallon y Gémez [43] identifican tres tipos de desercion:

1. Desercién precoz: el estudiante abandona el programa antes de comen-
zar habiendo sido aceptado.

2. Desercion temprana: el estudiante abandona el programa durante los
primeros cuatro semestres.

3. Desercion tardia: entendida como abandono desde el quinto semestre
en adelante.

Mientras que Stratton, O'Toole, y Wetzel [38] hacen una separacidn entre:

» desercion total (dropout): periodos de desercidn a largo plazo o perma-
nentes, y

59
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m desercién parcial (stopout): periodos de desercion a corto plazo.

Es importante diferenciar la desercién total de la parcial ya que pueden
tener diferentes factores causales y al no hacer esta distincion las investiga-
ciones pueden identificar incorrectamente los factores asociados con deser-
cion total. Para efectos practicos, en algunos estudios se considera desertor
a cualquier estudiante que abandone el programa o la instituciéon por dos o
mas semestres consecutivos ([7], [28], [38], [42], [43]).

Una forma de clasificar los modelos es segun el tipo de variables explica-
tivas que juegan un papel en la explicacion de la desercién. Las variables se
separan en cuatro grupos especificos segun la naturaleza de éstas ([7], [28],

[43]):
» Individuales: Factores asociados especificamente al individuo.

m Socioecondmicos: Factores asociados a la situacion econdémica, finan-
ciera y estrato social del estudiante.

= Académicos: Factores relacionados a la historia estudiantil de un indivi-
duo y su rendimiento en la universidad.

m [nstitucionales: Factores pertinentes a la Institucién de Educacién Su-
perior especifica a la que asiste un estudiante.

Tinto [41] plantea un modelo de desercién que denomina ser “longitudi-
nal e interaccionista”. Es longitudinal en el sentido que sigue a un estudiante
desde su ingreso a la institucion de educacion superior hasta que éste tome
la decisién de desertar o termine satisfactoriamente su programa de estudios.
Es interaccionista porque reconoce la importancia de la interaccion de las
variables explicativas del modelo, sin dar preferencia a un grupo particular,
donde los factores de la institucién académica son importantes en la explica-
cion de la desercion, pero interactian con otro tipo de variables para dar una
explicacion del fenémeno [28].

Algunos hallazgos de Tinto [40] muestran que cuanto mas firme es el pro-
pésito personal de tener una carrera universitaria, mayor es la probabilidad
de lograr la meta. Sin embargo, tales propésitos iniciales no son inalterables;
cambian a lo largo de la experiencia. Por lo tanto, el mayor peso en la decision
de abandonar o proseguir recae sobre lo que ocurre una vez que el estudiante
estéd adentro. Es decir, lo que ocurre “antes” del ingreso es importante, pero lo
es mas aquello que acontece “durante” la estadia del joven en la universidad

[35].
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Rodriguez y Leyva [33] reportan que en México, los pocos estudios sobre
el comportamiento del fenémeno han encontrado que parecen existir causas
que se pueden identificar como universales, las cuales son: las presiones
econdémicas familiares, las dificultades de integracién familiar, la reprobacién
escolar reincidente, problemas de salud, la edad de ingreso, y el traslape de
horarios estudios-trabajo. En la Tabla 4.1 se muestran algunos de los factores
causales que se han utilizado en diferentes estudios de desercion.

El estudio de Silva [35] establece que el primer afo universitario constituye
un tramo critico que influye significativamente en una trayectoria exitosa o en
una irregular y, por supuesto, en el abandono escolar. Ademas, durante el
primer afo ocurre la mayor incidencia de deserciéon o abandono escolar y
existe un serio problema de rezago, debido frecuentemente a la reprobacion.
Estas evidencias revelan la importancia que tiene este periodo escolar por
lo que es indispensable comprender la dinamica de este periodo escolar y
disefiar estrategias para mejorarlo.

4.1. Ladesercionen las licenciaturas de la FCFM-BUAP

La Benemérita Universidad Auténoma de Puebla (BUAP), cuyas raices
se remontan al siglo XVI, constituye un gran pilar de la educacién superior
y la investigacion cientifica en la regién, y ocupa un destacado sitio entre
las universidades publicas del pais, gracias al esfuerzo conjunto de todos los
miembros de la institucion [16].

En la década de los 70, en la BUAP se impuso un modelo de Universidad
Critica, Democratica y Popular que fortalecié la investigaciéon cientifica y la
vinculacion con los sectores mas necesitados de la sociedad. Se creé el Ins-
tituto de Ciencias, se consolidé la Escuela de Fisico Matematicas y nacieron
los primeros estudios de posgrado: maestria y doctorado en Fisica [16]. Ac-
tualmente, la oferta educativa de la Facultad de Ciencias Fisico Matematicas
(FCFM) consta de:

Licenciatura en Actuaria (LA)

Licenciatura en Fisica (LF)

Licenciatura en Fisica Aplicada (LFA)

Licenciatura en Matematicas (LM)

Licenciatura en Matematicas Aplicadas (LMA)



Individuales: Académicos: Socioeconomico: Institucionales:
= Edad = QOrientacién = Estrato Socioeco- = Ritmo académico
] o . némico -
= Género = |nicio inmediato m Procesos de admision
. o L = Dependencia y
= Estado civil = Calificacion del examen de admision = Relacion con profesores

= Tener hijos
= Numero de hermanos
= Posicién entre hermanos

= Hermanos en educacion supe-
rior

= Tipo de vivienda

= Ubicacion de la vivienda

= Pertenece a una Etnia indigena
= Vivir con los padres

= Vivir en un hogar con padres di-
vorciados

= Primera opcién

= Promedio

= Créditos cursados por semestre

= Calidad del esfuerzo del estudiante
= Actividades extracurriculares

= Servicios de apoyo

= Experiencia académica anterior

= Deserciones previas durante la tra-
yectoria académica

= Educacion preuniversitaria

= Haber estudiado en colegio publico

= Personas a cargo
= Empleo estudiante
= Educacion padres

= Ocupacién padres

= Relacién con comparieros

= Recursos

= Manejo pedagdgico de los

docentes

Tabla 4.1: Factores causales de desercién utilizados en diferentes estudios. Fuente: Elaboracién propia con base en [27],

[

1, [43].
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Lic. 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011 | 2012 | 2013
LA 25% | 22% | 13% | 20%
LM 39% | 27% | 36% | 28% | 57% | 32% | 33% | 43%
LMA | 34% | 35% | 42% | 26% | 30% | 37% | 44% | 43%

Tabla 4.2: Porcentaje de desercion en el primer afio de la LA, la LM y la LMA. Fuente: Elabo-
racién propia a partir de informacién proporcionada por la FCFM-BUAP.

Maestria en Ciencias Fisica Aplicada

Maestria en Ciencias Matematicas

Maestria en Educacién Matematica

Doctorado en Ciencias Fisica Aplicada

Doctorado en Ciencias Matematicas.

Las licenciaturas de la FCFM-BUAP no estadn excentas del problema de
la desercion escolar, hay alumnos desertores en los diferentes semestres im-
partidos. El periodo en el que se presenta la mayor desercion es el primer afo
escolar. Desde el 2006 hasta el 2013 el porcentaje de desercién en el primer
afo de la LM ha variado entre el 27 % y el 57 % y en la LMA entre el 26 %
y el 44 %, mientras que en el caso de la LA la desercidon varia entre el 13%
y el 25 % como se muestra en la Tabla 4.2. La primera generacion de la LA
ingres6 en 2010 por lo que sélo se muestran las generaciones 2010 a la 2013.

4.2. Descripcion del analisis de desercion para las li-
cenciaturas de la FCFM-BUAP

En el analisis de desercién en las licenciaturas de la FCFM-BUAP se con-
sidera a la desercién como el abandono de la licenciatura de la FCFM. Por
lo tanto, el seguimiento que se le hace al estudiante comienza desde que se
matricula en una licenciatura de la FCFM hasta que sale de ésta. No se consi-
dera el hecho de que el estudiante continle sus estudios en otra licenciatura
de la FCFM, de la BUAP, de otra institucion o si deja de estudiar por completo.
Se supone que la desercion del estudiante es una decisién voluntaria y se re-
conoce que un estudiante ha desertado cuando permanece un semestre sin
matricularse en la licenciatura que estaba cursando. El estudio sélo considera
a la desercion total.
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Covariable | Categorias

Género Femenino (0) y Masculino (1)
Vive Padre/Madre (0), Solo (1), Amigos (2), Esposo/Hijos (4) y
Otros (3)

FinBach Publico (0) y Privado (1)
TipoBach General (0) y Especializado (1)

MatRep Ninguna (0), Menos de 3 (1), De 3a 6 (2) y Mas de 6 (3)

OpCarrera | Primera opcion (0) y Segunda opcion (1)

SosEst Recursos familiares (0), Recursos propios (1), Ambos (2) y
Otros (3)

Trabajo No (0) y Si (1)

RecSem Insuficientes (0), Suficientes (1) y Excelentes (2)

Tabla 4.3: Covariables con sus categorias y valores asignados.

El tiempo de observacion considerado es del segundo semestre de 2009
al primer semestre de 2015, por lo que se consideran a las generaciones que
ingresaron en 2009, 2010, 2011, 2012, 2013 y 2014.

Uno de los objetivos del analisis es determinar factores causales o indi-
cadores de mayor desercidn; para esto se ajusta un modelo interaccionista,
es decir, se consideran covariables sin dar preferencia a ninguna en especial.
Las covariables consideradas son: puntaje de ingreso (Puntaje), autoestima
(Autoestima), habitos de estudio (HabEstudio), razonamiento cientifico (Law-
son), comprensioén lectora (THLB), estilos de aprendizaje (Activo, Reflexivo,
Tedrico y Pragmatico), género (Género), con quien vive (Vive), financiamiento
del bachillerato de procedencia (FinBach), tipo de bachillerato de procedencia
(TipoBach), materias reprobadas (MatRep), opcién de carrera (OpCarrera),
sostén de estudios (SosEst), trabajo (Trabajo) y recursos semanales (Rec-
Sem). Algunas covariables son categoéricas por lo que se les asignd un valor
a cada categoria como se muestra en la Tabla 4.3.

Las covariables consideradas son caracteristicas del alumno obtenidas
mediante las siguientes pruebas aplicadas a los estudiantes de nuevo ingreso
de la FCFM (Tabla 4.4):

m Examenes de admision de la BUAP.
m |nventario de Autoestima de Coopersmith.
= Cuestionario de Héabitos de Estudio.

= Prueba de Lawson.



4.2 Descripcion del analisis de desercion para las licenciaturas de la
FCFM-BUAP 65

» Test de habilidades Lecto-Comprensivas Basicas.
» Cuestionario Honey-Alonso de Estilos de Aprendizaje.
= Cuestionario para alumnos de nuevo ingreso.

Estas pruebas se describen en la Seccién 4.3.

Las pruebas aplicadas, excepto los exdmenes de admision de la BUAP,
fueron elegidas en el proyecto Perfil Psicopedagdgico de ingreso a las licen-
ciaturas de la BUAP, desarrollado por: Dr. Osbaldo German Quiroz Romero,
M.C. Ana Elena Posada, Dra. Olga Leticia Fuchs Gémez, Dra. Margarita Cam-
pos Méndez, M.C. Ana Elena Posada Sachez y Dra. Eugenia Erica Vera Cer-
vantes. La recopilacién de la informacién utilizada en el analisis fue realizada
por las coordinadoras de tutores de la FCFM-BUAP: Dra. Olga Leticia Fuchs
Goémez y M.C. Maria Guadalupe Raggi Cardenas.

Un limitante de este andlisis es el hecho de que algunas covariables que
varian en el tiempo son consideradas constantes.

Se aplica la metodologia del Analisis de Supervivencia al problema de
desercién escolar universitaria en las licenciaturas en Actuaria, Matematicas
y Matematicas Aplicadas impartidas en la FCFM-BUAP. Se analiza la deser-
cion de los alumnos de las licenciaturas mencionadas utilizando modelos no
paramétricos, paramétricos y el modelo de riesgo proporcional semiparamé-
trico. El objetivo es obtener un modelo que permita pronosticar los tiempos
de desercion en futuras generaciones e identificar las variables indicadoras
de mayor riesgo que permitan tomar medidas de prevencién adecuadas que
disminuyan la desercién en las licenciaturas estudiadas.

En el caso bajo estudio la poblacién objetivo consta de los alumnos que
ingresaron a la FCFM entre los afos 2009 y 2014. Para medir el tiempo de
desercién para cada alumno se considera como tiempo origen la fecha de su
ingreso a la FCFM, la escala para medir el paso del tiempo es el semestre y
el significado de fracaso es la desercion.

El andlisis estadistico se realiza con los paquetes survival y fitdistrplus del
software R. El paquete survival permite calcular el estimador de Kaplan-Meier
y estimar los parametros del modelo de riesgo proporcional semiparamétrico.
Mientras que el paquete fitdistrplus calcula estimadores de maxima verosimi-
litud.

El analisis de la desercién de los alumnos de la FCFM consta de dos
etapas, en la primera no se incluyen covariables pero en la segunda si.



Prueba: Factor causal medido: Covariable:
Examenes de admision de la BUAP Puntaje de ingreso Puntaje
Inventario de Autoestima de Coopersmith Autoestima Autoestima
Cuestionario de Habitos de Estudio Habitos de estudio HabEstudio
Prueba de Lawson Razonamiento Cientifico Lawson
Test de habilidades Lecto-Comprensivas Bésicas Comprensién lectora THLB
Activo
Cuestionario Honey-Alonso de Estilos de Aprendizaje | Estilos de Aprendizaje 13:25;2/0
Pragmatico
Género Género
Con quien vive Vive
Financiamiento del bachillerato de procedencia | FinBach
Tipo de bachillerato de procedencia TipoBach
Cuestionario para alumnos de nuevo ingreso Materias reprobadas durante el bachillerato MatRep
Opcion carrera OpCarrera
Sostén de estudios SosEst
Trabajo Trabajo
Recursos semanales RecSem

Tabla 4.4: Pruebas y factores causales de desercién utilizados en el analisis de desercion de las licenciaturas de la FCFM-BUAP.
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En la primera parte del estudio, se consideran censurados por la derecha
a los estudiantes activos y los que tiene el 100 % de los créditos (titulados y
no titulados), y censurados por intervalo a los estudiantes que desertaron, ya
que solo se sabe el semestre en el que desertaron. Debido a que el software
R no estima a los parametros del modelo de riesgo proporcional semiparamé-
trico con datos censurados por intervalo, en la segunda parte del analisis los
datos censurados por intervalo se consideran tiempos realizados con tiempo
de desercion igual al promedio de los extremos del intervalo de censura.

4.3. Pruebas aplicadas en la FCFM-BUAP

En esta seccién se describen las pruebas aplicadas a los estudiantes de
nuevo ingreso de la FCFM.

4.3.1. Examenes de admision de la BUAP

El proceso de admisién de la BUAP consta de 4 etapas [31]:
1. Registro en internet y seleccion de carrera.
2. Entrega del formato de asignacién de examen.
3. Aplicacién de la Prueba de Aptitud Académica y la Prueba por Area de
Conocimiento.
Todos los aspirantes de nivel Licenciatura y de Técnico Superior Univer-

sitario deben realizar dos examenes como requisito de ingreso:

= El primer examen consistente en la Prueba de Aptitud Académica
(PAA). Dentro de ésta se realizara una seccion llamada ESLAT,
como instrumento para medir la competencia de inglés.

» El segundo examen consiste en la Prueba por Area de Conoci-
miento (PAC).
4. Inscripcién.

Son candidatos a inscripcion aquellos aspirantes que hayan obtenido
un puntaje suficiente dentro de los cupos definidos por los Consejos de
Unidad Académica correspondientes en la carrera elegida.
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4.3.2. Inventario de Autoestima de Coopersmith

Coopersmith [8] define la autoestima como “el juicio personal de valia, que
es expresado en las actitudes que el individuo toma hacia si mismo. Es una
experiencia subjetiva que se transmite a los demas por reportes verbales o
conducta manifiesta”.

Debido a la gran influencia que la autoestima puede tener en la vida de las
personas, se han desarrollado diferentes instrumentos con el fin de evaluarla.
Coopersmith comienza en 1959 un estudio sobre la autoestima, y en 1967 pu-
blica una escala de medicién de autoestima para nifios, que es ampliamente
utilizada. Coopersmith utilizé esta prueba como base para el desarrollo de la
versién para adultos ([8], [24]).

El Inventario de Autoestima de Coopersmith (IAC) para nifios consta de 58
declaraciones de respuesta dicotomica: igual que yo (si la declaracion descri-
be como se siente usualmente) o distinto a mi (si la declaracion no describe
como se siente usualmente). El inventario esta referido a la percepcién del es-
tudiante en las siguientes areas: autoestima general (26 declaraciones), au-
toestima social (8 declaraciones), autoestima familiar (en relacion al hogar, 8
declaraciones), autoestima escolar-académica (8 declaraciones) y una escala
de mentira (8 declaraciones) [6].

= Autoestima general: Corresponde al nivel de aceptacion con el que la
persona valora su conducta auto descriptiva.

m Autoestima social: Corresponde al nivel de aceptacién con el que la
persona valora su conducta en relacion a sus pares.

» Autoestima familiar: Corresponde al nivel de aceptacion con el que la
persona valora su conducta en relacién a su contexto familiar.

= Autoestima escolar-académica: Corresponde al nivel de aceptacién con
el que la persona valora su conducta en relacién a su ambito escolar.

El IAC tiene una Pauta de correccién en la cual se especifica qué de-
claraciones, con su respectiva respuesta, contribuyen al Puntaje Bruto (PB)
de cada 4rea medida. De cada declaracion, sélo una respuesta contribuye 2
puntos al PB de una area especifica, la otra respuesta no contribuye. Para
obtener un indicador de la apreciacién global que el sujeto tiene de si mismo
se suman todos los PB, excepto el de la escala de mentira. Posteriormente
de calcular los PB, se consultan las Normas del IAC para obtener los Punta-
jes T que es el puntaje que se utiliza para ubicar el nivel de cada area y del
autoestima total [6].
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4.3.3. Cuestionario de Habitos de Estudio

Rondén [34] define habitos de estudio como conductas que manifiesta el
estudiante en forma regular ante el acto de estudiar y que repite constante-
mente.

Los habitos de estudio se evaluan mediante el cuestionario elaborado por
la Coordinacién de Ensefianza de Programas Académicos de Ensefianza Me-
dia Superior, de la Universidad Nacional Autonoma de México. El Cuestionario
de Habitos de Estudio consta de 50 preguntas de opcién multiple, agrupadas
en 6 areas:

1. Estudio Independiente (11 preguntas).
2. Habilidades de Lectura (10 preguntas).

3. Administracién de Tiempo (10 preguntas).

»

Concentracién (5 preguntas).
5. Lugar de Estudio (4 preguntas).
6. Habilidades para Procesar la Informacién (10 preguntas).

Las posibles respuestas a las preguntas son: Nunca, Ocasionalmente,
Algunas veces, Frecuentemente o Siempre. Los valores de las respuestas son
1,2, 8,4y 5, respectivamente 0 5, 4, 3, 2 y 1, dependiendo de la pregunta.
Para obtener el puntaje de este cuestionario se suman los valores de todas
las respuestas, esta suma se divide entre 50 y el resultado se multiplica por
2. El puntaje resultante esta entre 0 y 10 puntos.

4.3.4. Prueba de aula de razonamiento cientifico (Prueba de Law-
son)

Una prueba que se utiliza para medir el razonamiento cientifico es la Prue-
ba de aula de razonamiento cientifico o Prueba de Lawson. Esta prueba se
disef6 para evaluar la capacidad de razonamiento cientifico de acuerdo a
las propuestas de Piaget. La prueba consta de 12 preguntas que miden seis
aspectos del razonamiento [30]:

1. Conservacion de magnitudes fisica.
2. Pensamiento de proporcionalidad.

3. Identificacién y control de variables.
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4. Pensamiento probabilistico.
5. Pensamiento combinatorio.
6. Pensamiento correlacional.

Cada pregunta incluye un problema, del cual se responde la solucién y el
razonamiento que se usé para llegar a ésta, ambas son respuestas de opcion
multiple. Para la calificacion de esta prueba es necesario que los estudiantes
seleccionen tanto la respuesta correcta como la razén correcta. Si la respues-
ta y la razén son correctas se concede un punto y si una o ambas de éstas
son incorrectas, no se concede ninguna puntuacién. Hay 12 preguntas en la
prueba de Lawson, por lo que la puntuacién es de 0 a 12 puntos [30].

De acuerdo con la cantidad de aciertos obtenidos, un estudiante se puede
ubicar en uno de los siguientes niveles de razonamiento cientifico ([4], [11]):

= Empirico - Inductivo (Concreto, 0-4 puntos): Estudiantes que no son
capaces de contrastar hipétesis involucrando agentes causales obser-
vables. Pueden llevar a cabo experimentos mentales. Las operaciones
que usa son concretas, se relacionan directamente con objetos y no con
hipétesis verbalizadas.

= Transicién o Intermedio (Transicién, 5-8 puntos): Para desarrollar este
estado debe haber desarrollado previamente el pensamiento concreto.
Estudiantes inconsistentemente capaces de contrastar hipotesis involu-
crando agentes observables causales. En este estado el individuo es
capaz de razonar con proposiciones sin la necesidad de objetos, formu-
lar hipétesis y probarlas.

= Hipotético - Deductivo (Formal, 9-12 puntos): Estudiantes consistente-
mente capaces de contrastar hipétesis involucrando agentes causales
observables o estudiantes capaces de contrastar hipétesis involucrando
entidades que no estan observando. Un pensador formal puede formu-
lar hipétesis y probarlas *.

4.3.5. Test de habilidades Lecto-Comprensivas Basicas

El Test de habilidades Lecto-Comprensivas Basicas (THLB) es un ins-
trumento que mide el nivel de compresién lectora. En especifico, mide las
siguientes habilidades de lectura comprensiva [32]:

"Descripcion de los niveles de razonamiento cientifico dada por Ates y Cataloglu [4].
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» |dentificar las relaciones que guardan entre si los diversos elementos
de un texto.

= |eer una oracién, parrafo o texto, reconociendo las afirmaciones y/o los
sentidos implicitos que contenga.

» Especificar el sentido preciso de las palabras y expresiones dentro de
un texto.

» Hacer inferencias sobre las informaciones de un texto.

Este test consta de tres textos de tipo: argumentativo, descriptivo y narra-
tivo; y esta conformado por 45 preguntas de opcion multiple [32]. En la FCFM-
BUAP se aplic6 una parte del THLB, la cual consta de dos textos considerados
los mas familiares a los estudiantes mexicanos, por lo que se consideraron un
total de 30 preguntas.

4.3.6. Cuestionario Honey-Alonso de Estilos de Aprendizaje

Keefe [20] define a los estilos de aprendizaje como sigue: “los estilos de
aprendizaje son los rasgos cognitivos, afectivos y psicolégicos que sirven co-
mo indicadores relativamente estables, de como los alumnos perciben, inter-
accionan y responden a sus ambientes de aprendizaje”. El modelo de Apren-
dizaje experiencial de Kolb es uno de los modelos mas influyentes en este
campo [13].

En el modelo de Kolb [23], la generacién del conocimiento se define como
un proceso de transformacion de la experiencia percibida. Contempla dos di-
mensiones: percepcion y procesamiento. La primera esta vinculada a la cap-
tacion y conceptualizacion de la experiencia, mientras que la segunda, se
relaciona con el pensamiento y la comprobacion de la informacién novedosa.
Al interior de cada factor se encuentran dos procesos dialécticos o etapas que
intervienen en toda instancia de aprendizaje, correspondiéndole a la dimen-
sion perceptual los de experiencia concreta y conceptualizacion abstracta y a
la procesual, la observacion reflexiva y la experiencia activa ([13], [23]).

Kolb [23] describe cuatro estilos de aprendizaje que tienen lugar a partir
de la interaccién producida entre los cuatro procesos (experiencia concreta,
conceptualizacion abstracta, observacion reflexiva y experiencia activa). Las
modalidades de aprendizaje propuestas caracterizan a las personas como:
adaptadoras, convergentes, divergentes y asimiladoras (Figura 4.1).

Honey y Mumford [17] partieron de la teoria de Kolb y coinciden con la
idea original sobre los cuatro procesos. No obstante, a diferencia de Kolb, ho-
mologan procesos a estilos y los renombran como: estilo activo (experiencia
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Figura 4.1: Modelo bidimensional de estilos de aprendizaje de Kolb. Fuente: [13].

concreta), estilo reflexivo (observacién reflexiva), estilo tedrico (conceptuali-
zacién abstracta) y estilo pragmético (experiencia activa) [13].

Honey y Mumford [17] describen los estilos de aprendizaje a partir de las
definiciones propuestas para los procesos por Kolb [23], manteniendo la esen-
cia de sus ideas originales intacta. De acuerdo con esta reformulacién teérica
disefian el Learning Styles Questionnaire (LSQ) para ser aplicado especifica-
mente en el &mbito organizacional en el Reino Unido. Este cuestionario consta
de 80 preguntas (20 referentes a cada estilo) de respuesta dicotémica (+ o -),
a los que los examinados deben contestar seglin su acuerdo con cada afirma-
cion. Del LSQ y de su modelo surge el Cuestionario Honey-Alonso de Estilos
de Aprendizaje (CHAEA) [2], como la version adaptada (métrica, conceptual
y lingliisticamente) para el ambito académico espafol. Respeta tanto la con-
figuracién teorica propuesta por Honey y Mumford sobre los cuatro estilos,
como también la estructura de la herramienta original en cuanto al niumero de
preguntas y a su modalidad de respuesta [13]. El cuestionario esta disefiado
para identificar el estilo preferido de aprender y la calificacién es de 0 a 20
puntos para cada estilo (activo, reflexivo, tedrico y pragmatico).

Alonso, Gallego y Honey ([1], [2]) definen a los estilos de aprendizaje co-
mo:

m Activo: Corresponde a las personas que se caracterizan por ser ani-
madoras, improvisadoras, descubridoras, espontaneas y arriesgadas.
Estan interesadas en vivir las experiencias y ser cambiantes.

m Reflexivo: Incluye a las personas que son ponderadas, receptivas, ana-
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liticas y exhaustivas. Son observadoras, pacientes, detallistas, investi-
gadoras y asimiladoras.

» Tedrico: Caracteriza a las personas que son metddicas, l6gicas, objeti-
vas, criticas y estructuradas; son disciplinadas, ordenadas, buscadoras
de hipétesis y teorias, ademas de exploradoras.

= Pragmatico: Incluye a las personas experimentadoras, practicas, efica-
ces y realistas; se caracterizan por ser rapidas, organizadoras, estar
seguras de si mismas, de solucionar problemas y de planificar sus ac-
ciones.

4.3.7. Cuestionario para alumnos de nuevo ingreso

El cuestionario para alumnos de nuevo ingreso fue elaborado en el proyec-
to Perfil Psicopedagdgico de ingreso a las licenciaturas de la BUAP. El cues-
tionario consta de 24 preguntas (algunas de opcion multiple) con las cuales
se miden caracteristicas del alumno:

= Género.

= Estado civil.

» Caracteristicas del bachillerato de procedencia.
= Eleccién de la carrera.

= Con quien vive.

= Recursos econémicos.

= Materias reprobadas durante el bachillerato.

4.4. Analisis sin covariables

El analisis sin covariables del tiempo de desercion de los alumnos de las
licenciaturas de la FCFM se realiza mediante modelos no paramétricos y pa-
ramétricos. Los modelos no paramétricos permiten hacer comparaciones de
la estimacion de la funcion de supervivencia y también de la estimacion de
la funcién de riesgo acumulado, por lo que mediante estos modelos se com-
paran las diferentes licenciaturas (LA, LF, LFA, LM y LMA) impartidas en la
FCFM y también se comparan por género las licenciaturas en Actuaria, Ma-
tematicas y Matematicas Aplicadas (LA, LM y LMA).
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El andlisis paramétrico se realiza para las licenciaturas en Actuaria, Ma-
tematicas y Matematicas Aplicadas (LA, LM y LMA). Mediante este analisis
se obtiene un modelo paramétrico para el tiempo de desercion de cada licen-
ciatura, estos modelos permiten comparar las estimaciones de la funcién de
supervivencia y las estimaciones de la funcién de riesgo de las tres licencia-
turas analizadas.

4.4.1. Analisis no paramétrico

En el analisis no paramétrico, primero se estima la funcién de superviven-
cia de las diferentes licenciaturas (LA, LF, LFA, LM y LMA) de la FCFM con
el estimador de Kaplan-Meier. En la Figura 4.2 se muestra el estimador de
la funcién de supervivencia y el de la funcién de riesgo acumulado de la LA,
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la LF, la LFA, la LM y la LMA, utilizando el estimador de Kaplan-Meier. Se
observa que:

= La LA tiene mayor supervivencia estimada que la LF y la LFA. Ademas
la LA, la LF y la LFA tienen mayor supervivencia estimada que la LM y
la LMA (Figura 4.3). En este estudio se profundizara méas en la LA, la
LMy la LMA.

m |as estimaciones correspondientes a la LM y la LMA son similares, lo
cual también ocurre con las de la LF y la LFA (Figura 4.5).

» Entodas las licenciaturas (LA, LF, LFA, LM y LMA) de la FCFM, la fun-
cién de riesgo acumulado estimada crece mas en los primeros semes-
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Figura 4.3: Comparacién de las estimaciones de la funcion de supervivencia (con banda de
confianza de 95 %) de la LA, la LM y la LMA, utilizando el estimador de Kaplan-Meier.
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tres, lo cual indica que en los primeros semestres el riesgo de desertar
€s mayor.

En las Figuras 4.7 y 4.8 se muestra la estimacion de la funcién de super-
vivencia y de la funcién de riesgo acumulado correspondientes a la LA, la LM
y la LMA, con banda de confianza de 95 % y la estimacién de la mediana. Se
observa que:

= E| comportamiento de la LM y la LMA es similar, se tiene que el riesgo
acumulado aumenta mas en el primer semestre, lo cual se debe al gran
porcentaje de desercion del primer semestre (Figura 4.6).

= En el caso de la LA el riesgo acumulado también aumenta mas en el
primer semestre, pero en menor medida que en la LM y la LMA (Figura
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Figura 4.4: Comparacion de las estimaciones de la funcién de riesgo acumulado (con banda
de confianza de 95 %) de la LA, la LM y la LMA, utilizando el estimador de Kaplan-Meier.
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4.4).

» Parala LMy la LMA, la estimacién de la mediana es de 3 semestres y
medio por lo que se puede decir que el 50 % de los estudiantes de las
licenciaturas analizadas, desertan en los 3 primeros semestres y medio.

Las Figuras 4.9 y 4.10 muestran la comparacién por género de la estima-
cion de la funcién de supervivencia y de la funcién de riesgo acumulado de la
LA, laLMy la LMA. Se observa que:

= En la LM no hay diferencia significativa entre las estimaciones de la
funcion de supervivencia para cada género, lo cual también ocurre con
las estimaciones de la funcion de riesgo acumulado.
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Figura 4.5: Comparacion de las estimaciones de la funcién de supervivencia (con banda de
confianza de 95%) de la LM con la LMA y de la LF con la LFA, utilizando el estimador de
Kaplan-Meier.
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m La diferencia entre las estimaciones de la funcion de supervivencia pa-
ra hombres y mujeres, asi como entre las estimaciones de la funcién
de riesgo acumulado, es mayor en la LMA que en la LA. En la LA tie-
nen mayor supervivencia estimada las mujeres a partir del segundo se-
mestre y medio y en la LMA tienen mayor supervivencia estimada los
hombres a partir del tercer semestre y medio.

Resultados del analisis no paramétrico

El analisis no paramétrico muestra que el tiempo de desercion varia de-
pendiendo de la licenciatura, los alumnos con mayor supervivencia son los
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Lic. | Exponencial Weibull log normal Gama

LA | Ezp(0.063) | W(0.022,0.532) | log N(3.450,8.756) | G(0.482,0.010)
LM | Ezp(0.163) | W(0.135,0.558) | log N(1.282,4.392) | G(0.454,0.047)
LMA | Exzp(0.153) | W(0.126,0.601) | log N(1.403,4.012) | G(0.504,0.052)

Tabla 4.5: Ajustes obtenidos para la LA, LM y LMA.

alumnos de la licenciatura en Actuaria y los alumnos con menor supervivencia
son los de las licenciaturas de matematicas (LM y LMA). También se observa
que la supervivencia en la licenciatura en Mateméticas y en la licenciatura en
Matematicas Aplicadas es similar, lo cual también ocurre en las licenciaturas
en Fisica y Fisica Aplicada.

En las diferentes licenciaturas la mayor desercion se da en los primeros
semestres, sobre todo en el primero. En el caso de las licenciaturas de mate-
maticas (LM y LMA) la mayor desercion se da en los 4 primeros semestres.

4.4.2. Analisis paramétrico

En esta parte del andlisis se supone que los tiempos de desercién (en
la ausencia de censura) pueden ajustarse a alguna de las siguientes distri-
buciones: exponencial, Weibull, log normal o gama. La inferencia estadistica
realizada se basa en la metodologia de maxima verosimilitud, en la Tabla 4.5
se muestran los ajustes que se obtienen mediante los estimadores de maxima
verosimilitud para la LA, LM y LMA.

En la Figura 4.11 se comparan las estimaciones de la funcién de super-
vivencia que se obtienen mediante el estimador de Kaplan-Meier y mediante
el analisis paramétrico. En las tres licenciaturas analizadas, se tiene que las
estimaciones que proporcionan las distribuciones Weibull, log normal y gama
son similares y ajustan mejor que la estimacién que proporciona la distribucién
exponencial.

Los ajustes obtenidos en el andlisis paramétrico proporcionan una esti-
macion para la funcién de riesgo, en la Figura 4.12 se muestran las gréficas
de las estimaciones de la funcion de riesgo para las diferentes licenciaturas
analizadas. Se observa que:

» Las estimaciones de la funcion de riesgo proporcionadas por las dis-
tribuciones Weibull y gama son decrecientes aproximandose a cero,
mientras que la estimacién proporcionada por la distribucion log normal
es creciente y luego decreciente de manera similar a las estimaciones
proporcionadas por las distribuciones Weibull y gama.
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Lic Exponencial Weibull log normal Gama

' CIA CIB CIA CIB CIA CiB CIA CiB
LA 770.20 774.23 736.97 745.04 737.69 745.75 736.74 744.80
LM 1309.36 | 1313.38 | 1232.45 | 1240.49 | 1225.10 | 1233.13 | 1237.31 | 1245.35
LMA 986.89 990.65 | 943.71 951.23 939.14 | 946.66 946.35 953.87

Tabla 4.6: CIA y CIB de los diferentes modelos ajustados para la LA, LM y LMA.

» En las diferentes licenciaturas (LA, LM y LMA) se tiene que el riesgo de
desertar es mayor en los primeros semestres, sobre todo en el primer
semestre.

m Los alumnos de la LA tienen menor riesgo de desertar que los alumnos
de laLMy la LMA.

Las Figuras 4.11 y 4.12 muestran que los ajustes obtenidos cuando se
supone que el tiempo de desercién tiene una distribuciéon Weibull, log normal
0 gama son similares, por lo que se utiliza el criterio de informacién de Akai-
ke (CIA) y el criterio de informacién bayesiano (CIB) para seleccionar a uno
de estos modelos. En la Tabla 4.6 se muestran los CIA y los CIB para los
diferentes modelos ajustados. Comparando los CIA y los CIB, se tiene que
en la licenciatura en Actuaria (LA) se elige el modelo de la distribucion gama,
mientras que en las licenciaturas de matematicas (LM y LMA) se eligen los
modelos de la distribucion log normal.

En la Figura 4.13 se comparan las estimaciones que se eligieron mediante
en ClA y el CIB para cada licenciatura, se observa que el comportamiento de
las licenciaturas de matematicas (LM y LMA) es similar y que los alumnos
que tienen menor riesgo de desertar son los de Actuaria. También se nota
que en las tres licenciaturas los alumnos tienen mas riesgo de desertar en los
primeros semestres, sobre todo en el primero.

Resultados del analisis paramétrico

En las licenciaturas en Actuaria, Matematicas y Matematicas Aplicadas
(LA, LM y LMA), el andlisis paramétrico proporciona tres modelos (Weibull,
log normal y gama) que ajustan de manera similar a los datos. Comparando
los CIA y los CIB de cada modelos ajustado, se tiene que en la licenciatura
en Actuaria (LA) se prefiere el modelo de la distribucion gama, mientras que
en las licenciaturas de matematicas (LM y LMA) se eligen los modelos de la
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Figura 4.13: Comparacién de las estimaciones de la funcién de supervivencia y la funcién de
riesgo de las licenciaturas en Actuaria, Matematicas y Matematicas Aplicadas.

distribucion log normal. Al comparar los modelos elegidos para cada licen-
ciatura, nuevamente se observa que el comportamiento de las licenciaturas
de matematicas (LM y LMA) es similar y que los alumnos que tienen menor
riesgo de desertar son los de Actuaria. También se nota que en las tres licen-
ciaturas los alumnos tienen mayor riesgo de desertar en el primer semestre y
después el riesgo es decreciente.

4.5. Analisis con covariables

El andlisis con covariables del tiempo de desercién de los alumnos de las
licenciaturas de la FCFM se realiza mediante el modelo de riesgo proporcio-
nal semiparamétrico, debido a que este modelo esta enfocado en evaluar la
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relacién con los factores o covariables.

En el analisis con covariables primero se calcula la correlacién de las co-
variables de escala minima de intervalo. Posteriormente, se realiza el modelo
de riesgo proporcional semiparamétrico con las covariables de escala minima
de intervalo y luego con todas las covariables consideradas en el estudio.

4.5.1. Correlacion de las covariables

En el andlisis se consideran las siguientes variables de escala minima de
intervalo: Puntaje, Autoestima, HabEstudio, Lawson, THLB, Activo, Reflexivo,
Tedrico, Pragmatico. Al calcular la matriz de correlacion de estas covariables
se tiene que:

m En Actuaria (Tabla E.1), las covariables que tienen correlacién positiva
moderada (0.4 < r < 0.7) son:
e HabEstudio y Tedrico.
e Reflexivo y Tedrico.
El resto de covariables tienen correlacion positiva baja (0.2 < r < 0.4),

positiva muy baja (0 < r < 0.2), nula (r = 0), negativa muy baja
(—0.2 < r < 0) y negativa baja (—0.4 < r < —0.2).

= En Matematicas (Tabla E.2), las covariables que tienen correlaciéon po-
sitiva moderada son:
e Puntaje y Lawson.
e Puntaje y THLB.
e HabEstudio y Tedrico.
e Reflexivo y Tedrico.
e Teodrico y Pragmatico.

El resto de covariables tienen correlacion positiva baja, positiva muy
baja, nula, negativa muy baja y negativa baja.

s En Matematicas Aplicadas (Tabla E.3), las covariables que tienen corre-
lacion positiva moderada son:
e Puntaje y Lawson.
e Reflexivo y Tedrico.
e Teodrico y Pragmatico.
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El resto de covariables tienen correlacién positiva baja, positiva muy
baja, nula, negativa muy baja y negativa baja.

4.5.2. Modelo de riesgo proporcional semiparamétrico

En esta parte del andlisis se evalla la relacion que tiene el tiempo de de-
sercién con las covariables (factores causales) consideradas. Primero se rea-
liza el modelo de riesgo proporcional semiparamétrico con las covariables de
escala minima de intervalo: Puntaje, Autoestima, HabEstudio, Lawson, THLB,
Activo, Reflexivo, Teorico y Pragmatico. Para las licenciaturas estudiadas (LA,
LM y LMA), se obtienen modelos con la mayoria de covariables estadistica-
mente no significativas (Tablas E.4, E.5y E.6).

Para obtener modelos con covariables estadisticamente significativas se
propone realizar el procedimiento de regresion paso a paso (Apéndice C),
que es una técnica de seleccién de modelo ampliamente utilizada en Re-
gresion Lineal Multiple. Esta técnica proporciona un modelo cuyas variables
explicativas son estadisticamente significativas. El procedimiento que se rea-
liza es el mismo que el que se lleva a cabo en Regresion Lineal Mdltiple sélo
que en este caso se estiman los coeficientes del modelo de riesgo propor-
cional en lugar de los de la regresion lineal multiple, i.e. se consideran los
p-valores de los estadisticos de las pruebas para la hipétesis Hy : B = 0
correspondientes al modelo de riesgo proporcional en lugar de los p-valores
correspondientes a la regresion lineal multiple. En este analisis se considera
Qdentro = 0.10 = A fuera-

Para cada licenciatura (LA, LM y LMA), se obtiene un modelo de riesgo
proporcional semiparamétrico mediante el procedimiento de regresién paso
a paso. Estos modelos cumplen que todas sus covariables son estadistica-
mente significativas (Tablas E.7, E.8 y E.9). Posiblemente se podria disminuir
el nimero de covariables significativas en el modelo si se disminuye el valor
del nivel de significancia de entrada y salida. Los modelos se presentan a
continuacion.

= En Actuaria:
h(t|z) = ho(t) exp{—0.118Tedrico — 0.006Puntaje — 0.034Autoestimal,

en donde z = (Teodrico, Puntaje, Autoestima)’ y ho(-) es la funcién de
riesgo basal arbitraria.

= En Matematicas:

h(t|z) = ho(t) exp{—0.006Puntaje},
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Licenciatura | Variables significativas exp(B;) | Efectoen h(-)
Estilo de aprendizaje Teérico (Teorico) | 0.888 + -
Actuaria Puntaje de ingreso (Puntaje) 0.994 + -
Autoestima (Autoestima) 0.967 + -
Matematicas | Puntaje de ingreso (Puntaje) 0.994 + -
Matematicas | Puntaje de ingreso (Puntaje) 0.993 + -
Aplicadas Razonamiento cientifico (Lawson) 1.102 - +

Tabla 4.7: Interpretacion del modelo de riesgo proporcional semiparamétrico con todas las
covariables de escala minima de intervalo para cada licenciatura. El Efecto en h(-) se indica
como sigue: del lado izquierdo el efecto en el riesgo de una baja puntuacién de la covariable,
mientras que del lado derecho se indica el efecto de una puntuacion alta. El simbolo + significa
que el riesgo aumenta mientras que el simbolo - significa que el riesgo disminuye.

en donde z = (Puntaje) y ho(-) es la funcién de riesgo basal arbitraria.
s En Matematicas Aplicadas:
h(t|z) = ho(t) exp{—0.008Puntaje + 0.097Lawson},

en donde z = (Puntaje, Lawson)’ y hq(-) es la funcién de riesgo basal
arbitraria.

Estos modelos indican que la covariable Puntaje es estadisticamente sig-
nificativa en las licenciaturas analizadas y que a mayor Puntaje es menor
el riesgo de desercién. En el caso de Actuaria, otras covariables que con
mayor puntuacién indican menor riesgo de desercion son Tedrico y Autoesti-
ma. Mientras que en Matematicas Aplicadas parece que mayor puntuacion en
Lawson indica mayor riesgo de desercion, quiza esto se debe a la correlacion
positiva moderada existente entre Puntaje y Lawson. Estas interpretaciones
se resumen en la Tabla 4.7. En las Figuras E.1 y E.2 se muestra la estimacién
de la funcién de supervivencia y de la funcion de riesgo acumulado, respecti-
vamente, para los modelos de riesgo proporcional semiparamétrico obtenidos
mediante el procedimiento de regresion paso a paso con todas las covariables
de escala minima de intervalo.

En la siguiente parte del andlisis, para cada licenciatura estudiada se ob-
tiene un modelo de riesgo proporcional semiparamétrico mediante el proce-
dimiento de regresion paso a paso considerando a las covariables: Puntaje,
Autoestima, HabEstudio, Lawson, THLB, Activo, Reflexivo, Te6rico, Pragmati-
co, Género, Vive, FinBach, TipoBach, MatRep, OpCarrera, SosEst, Trabajo y
RecSem. En el analisis de Actuaria no se considera a la covariable OpCarrera
ya que en esta licenciatura se llena el cupo, lo cual no permite que ingresen
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alumnos que tenian como primera opcién otra licenciatura de la BUAP. Los
modelos obtenidos se presentan a continuacion.

En Actuaria:

ﬁ(t@) = ho(t) exp{0.535MatRep — 0.093Tedrico — 0.164Lawson — 1.071TipoBach},

en donde z = (MatRep, Tedrico, Lawson, TipoBach)' y hy(-) es la funcién de
riesgo basal arbitraria.

En Matematicas:

h(t|z) = ho(t) exp{—0.006Puntaje + 0.846Trabajo + 0.7170pCarrera — 0.589TipoBach},

en donde z = (Puntaje, Trabajo, OpCarrera, TipoBach)" y hy(-) es la funcién
de riesgo basal arbitraria.

En Matematicas Aplicadas:

h(t|z) = ho(t) exp{—0.007Puntaje — 0.560RecSem + 0.603FinBach + 0.095Lawson},

en donde z = (Puntaje, RecSem, FinBach, Lawson)’ y hq(-) es la funcién de
riesgo basal arbitraria.

El modelo obtenido para Actuaria muestra que mayor puntuacién en Teori-
co indica menor riesgo de desercion, lo cual también ocurre con la puntuacién
de Lawson. Se nota que los alumnos que proceden de un bachillerato gene-
ral (TipoBach=0) tienen mayor riesgo de desertar que los que proceden de
un bachillerato especializado (TipoBach=1). También se observa que a mayor
namero de materias reprobadas durante el bachillerato (MatRep) mayor es el
riesgo de desertar.

El modelo para la Licenciatura en Matematicas muestra que mayor Pun-
taje indica menor riesgo de desercién. También, los alumnos que proceden
de un bachillerato general (TipoBach=0) tienen mayor riesgo de desertar que
los que proceden de un bachillerato especializado (TipoBach=1). En esta li-
cenciatura, los alumnos que trabajan (Trabajo=1) tienen mayor riesgo de de-
sertar que los alumnos que no trabajan (Trabajo=0). Ademas, los alumnos
que eligieron estudiar Matematicas como primera opcién (OpCarrera=0) tie-
nen menor riesgo de desertar que los que la estudian como segunda opcién
(OpCarrera=1).
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Licenciatura | Variables significativas exp(f3;) | Efectoen h(-)
Materias reprobadas (MatRep) 1.707 - +
Actuaria Estilo de aprendizaje Teorico (Tedrico) 0.912 + -
Razonamiento cientifico (Lawson) 0.849 + -
Tipo de bachillerato (TipoBach) 0.343 + -
Puntaje de ingreso (Puntaje) 0.994 + -
Mateméaticas Trabajo (Trabajo) 2.331 - +
Opcién de carrera (OpCarrera) 2.048 - +
Tipo de bachillerato (TipoBach) 0.555 + -
Puntaje de ingreso (Puntaje) 0.993 + -
Matematicas | Recursos semanales (RecSem) 0.571 + -
Aplicadas Financiamiento del bachillerato (FinBach) | 1.827 - +
Razonamiento cientifico (Lawson) 1.100 - +

Tabla 4.8: Interpretacion del modelo de riesgo proporcional semiparamétrico con todas las
covariables para cada licenciatura. El Efecto en h(-) se indica como sigue: del lado izquierdo
el efecto en el riesgo de una baja puntuacion de la covariable, mientras que del lado derecho se
indica el efecto de una puntuacién alta. El simbolo + significa que el riesgo aumenta mientras
que el simbolo - significa que el riesgo disminuye.

El modelo para Matematicas Aplicadas sefiala que mayor Puntaje indica
menor riesgo de desercién y que mayor puntuacion en Lawson indica mayor
riesgo de desercion, esto posiblemente se debe a la correlacién positiva mo-
derada existente entre Puntaje y Lawson. Este modelo también revela que los
alumnos con mas recursos semanales (RecSem) tienen menor riesgo de de-
sertar y que los alumnos que proceden de un bachillerato publico (FinBach=0)
tienen menor riesgo de desercion que los que proceden de un bachillerato pri-
vado (FinBach=1). Estas interpretaciones se resumen en la Tabla 4.8. En las
Figuras E.3 y E.4 se muestra la estimacién de la funciéon de supervivencia
y de la funcién de riesgo acumulado, respectivamente, para los modelos de
riesgo proporcional semiparamétrico obtenidos mediante el procedimiento de
regresion paso a paso con todas las covariables.

Dado que en las licenciaturas en matematicas (Matematicas y Matemati-
cas Aplicadas) la covariable Puntaje es indicadora de mayor riesgo de deser-
cion, se realiza una comparacion de las estimaciones de la funcién de super-
vivencia y de la funcién de riesgo acumulado para los alumnos con Puntaje
mayor o igual a 750 con los alumnos con Puntaje menor a 750. La Figura
4.14 muestra que los alumnos con Puntaje mayor o igual a 750 tienen mayor
supervivencia estimada que los alumnos con Puntaje menor a 750. Ademas,
la Figura 4.15 muestra que los alumnos con Puntaje mayor o igual a 750 ya
no estan en riesgo de desertar a partir del quinto semestre y medio en la LM
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y a partir del séptimo semestre y medio en la LMA.

Resultados del analisis con covariables

Para cada licenciatura estudiada se obtienen dos modelos de riesgo pro-
porcional semiparamétricos, uno considerando sélo covariables de escala mi-
nima de intervalo y el otro considerando a todas las covariables. Estos mode-
los sélo contienen covariables estadisticamente significativas y muestran que
valores en las covariables indican mayor riesgo de desercion.

Los modelos obtenidos cuando sélo se consideran a las covariables de
escala minima de intervalo muestran que el Puntaje es una covariable sig-
nificativa en las licenciaturas estudiadas y que mayor Puntaje indica menor
riesgo de desercién. En la Licenciatura en Actuaria otras covariables que tie-
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Figura 4.14: Comparacién de las estimaciones de la funcién de supervivencia por Puntaje (con
banda de confianza de 95 %) de la LM y la LMA, utilizando el estimador de Kaplan-Meier.
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nen la misma interpretacion son Teérico y Autoestima.

Los modelos resultantes cuando se consideran a todas las covariables
incluyen al menos una covariable académica (Teorico, Lawson o Puntaje) y
una covariable que tiene que ver con las caracteristicas del bachillerato de
procedencia (TipoBach o FinBach). Esto significa que el bachillerato de pro-
cedencia influye en el riesgo de desercion de los alumnos de las licenciaturas
estudiadas.

Solo en las licenciaturas de matematicas (Matematicas y Matematicas
Aplicadas), los modelos contienen una covariable que tiene que ver con la
economia (Trabajo o RecSem). Lo cual se puede deber a la diferencia econo-
mica existente entre los alumnos de estas carreras y los de Actuaria.

Los modelos muestran que el numero de materias reprobadas en el ba-
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Figura 4.15: Comparacion de las estimaciones de la funcién de riesgo acumulado por Puntaje
(con banda de confianza de 95 %) de la LM y la LMA, utilizando el estimador de Kaplan-Meier.
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chillerato (MatRep) sélo aumenta el riesgo de desercion de los estudiantes de
Actuaria. Mientras que el hecho de estar estudiando la carrera como segunda
opcién (OpCarrera) s6lo aumenta el riesgo de los estudiantes de Matemati-
cas.

La comparacién por Puntaje muestra que en las licenciaturas en matema-
ticas (Matematicas y Matematicas Aplicadas) los alumnos con Puntaje mayor
o igual a 750 tienen mayor supervivencia estimada que los alumnos con Pun-
taje menor a 750.

A pesar de que los modelos obtenidos varian, se puede decir que en las
licenciaturas estudiadas el Puntaje de ingreso a la universidad es un factor
que tiene gran influencia en la desercion. Ademas, el bachillerato de proce-
dencia también influye en la desercién. También, caracteristicas respecto a la
economia s6lo afectan a los estudiantes de las licenciaturas de matematicas
(Matematicas y Matematicas Aplicadas).

4.6. Conclusiones del analisis del caso de estudio

El andlisis de la desercion en las licenciaturas de la FCFM-BUAP muestra
que la desercion varia dependiendo de la licenciatura. De las cinco licencia-
turas impartidas en la FCFM, los alumnos con mayor supervivencia son los
alumnos de la Licenciatura en Actuaria y los alumnos con menor superviven-
cia son los de las licenciaturas en matematicas (Matematicas y Matematicas
Aplicadas). La supervivencia de los alumnos de la licenciatura en Matemati-
cas y los de la licenciatura en Matematicas Aplicadas es similar, lo cual tam-
bién ocurre con los alumnos de las licenciaturas en Fisica y Fisica Aplicada.

Enlas licenciaturas estudiadas (Actuaria, Matematicas y Matematicas Apli-
cadas) el semestre con mas riesgo de desertar es el primero, en los semestres
posteriores el riesgo decrece. Lo cual confirma lo que ya se ha reportado en la
literatura, que en el primer afo se dan los porcentajes mas altos de desercion.

El andlisis de desercién con covariables proporciona modelos de riesgo
proporcional semiparamétrico para cada licenciatura bajo estudio. Cuando
s6lo se consideran covariables de escala minima de intervalo, los modelos
muestran que el puntaje de ingreso a la universidad (Puntaje) es un factor
indicador de la decisién de desertar de los alumnos de las carreras conside-
radas.

Los modelos resultantes cuando se consideran a todas las covariables,
muestran que la puntuacién alta de una covariable académica (en Actuaria:
Tedrico o Lawson; en Matematicas y Matematicas Aplicadas: Puntaje) indica
menor riesgo de desertar y que las caracteristicas del bachillerato de proce-
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dencia también influyen en el riesgo de desercién. Los alumnos de las licen-
ciaturas en matematicas (Matematicas y Matematicas Aplicadas) con Puntaje
menor a 750 tienen mas riesgo de desertar que los alumnos con Puntaje ma-
yor o igual a 750.

Solo los modelos correspondientes a las licenciaturas de matematicas
(Matematicas y Matematicas Aplicadas) indican que una covariable de eco-
nomia esta relacionada con el riesgo de desercién. Esta es una diferencia
que se debe considerar al crear estrategias de retencion, ya que las causas
de desercion para los alumnos de Actuaria no son las mismas que las de
los alumnos de las licenciaturas de matematicas (Matematicas y Mateméticas
Aplicadas).

Otra diferencia en los indicadores de riesgo de desercién es que el nimero
de materias reprobadas en el bachillerato (MatRep) solo afecta a los estudian-
tes de Actuaria. Mientras que el hecho de estar estudiando la carrera como
segunda opcion (OpCarrera) solo afecta a los estudiantes de Matematicas.

En la obtencién de los modelos de riegos proporcional se consideran va-
rias covariables, sin embargo sélo resultaron significativas algunas de ellas.
Esto no significa que la desercién sélo se ve influenciada por esos factores,
sino que en este andlisis esos factores resultaron indicadores de mayor riesgo
de desercion.



Conclusiones

El Analisis de Supervivencia consiste en un conjunto de técnicas que es-
tudian el tiempo hasta que ocurre un evento especifico. Al evento especifico
frecuentemente se le llama falla y el periodo de tiempo en el que ocurre es
llamado el tiempo de falla. Su metodologia es muy extensa ya que incluye
una gran variedad de modelos (paramétricos, no paramétricos y semipara-
métricos), ademas algunos modelos permiten incluir variables explicativas o
covariables para evaluar la relacidon existente entre el tiempo de falla y las co-
variables. Los diferentes modelos de supervivencia, con o sin covariables, se
pueden usar para estudiar diferentes datos, incluso cuando se tienen indivi-
duos de los que no se conoce el tiempo de falla exacto (censurados).

La flexibilidad del Analisis de Supervivencia permite aplicarlo en una va-
riedad de estudios. En este trabajo se aplica esta metodologia en un estudio
de la desercién de las licenciaturas de la Facultad de Ciencias Fisico Mate-
maticas (FCFM) de la Benemérita Universidad Auténoma de Puebla (BUAP).
Se aplican diferentes modelos en el estudio de la desercién, los cuales pro-
porcionan informacién de interés en el desarrollo de estrategias de retencion
estudiantil apropiadas para los estudiantes de esta facultad.

El analisis paramétrico y no paramétrico muestra que el tiempo de de-
sercion varia dependiendo de la licenciatura, los alumnos con mayor super-
vivencia son los alumnos de la licenciatura en Actuaria y los alumnos con
menor supervivencia son los de las licenciaturas de matematicas (Matemati-
cas y Matematicas Aplicadas). También se observa que la supervivencia en la
licenciatura en Matematicas y en la licenciatura en Matematicas Aplicadas es
similar, lo cual también ocurre en las licenciaturas en Fisica y Fisica Aplicada.
En el caso de las licenciaturas de matematicas (Matematicas y Matematicas
Aplicadas) la mayor desercién se da en los 4 primeros semestres.

En las licenciaturas en Actuaria, Matematicas y Matematicas Aplicadas,
el andlisis proporciona un modelo paramétrico para cada licenciatura, estos
modelos muestran que los alumnos que tienen menor riesgo de desertar en la
FCFM son los de Actuaria y también que en las tres licenciaturas los alumnos
tienen mayor riesgo de desertar en el primer semestre y después el riesgo es
decreciente.

Para las licenciaturas en Actuaria, Matematicas y Matematicas Aplicadas
el andlisis de desercion con covariables proporciona modelos de riesgo pro-
porcional semiparamétricos. Estos modelos muestran que mayor puntaje de
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ingreso a la universidad (Puntaje) indica menor riesgo de desertar. Ademas,
al considerar todas las covariables estudiadas los modelos resultantes mues-
tran que la puntuacion alta de una covariable académica (en Actuaria: Te6rico
o Lawson; en Matematicas y Matematicas Aplicadas: Puntaje) indica menor
riesgo de desertar, que las caracteristicas del bachillerato de procedencia in-
fluyen en el riesgo de desercidn y que soélo los modelos correspondientes a
las licenciaturas de matematicas (Matematicas y Matematicas Aplicadas) in-
dican que una covariable de economia (Trabajo o RecSem) esta relacionada
con el riesgo de desercion.

Una opcidn para continuar con el estudio de la desercion en las licenciatu-
ras de la FCFM-BUAP es estimar a la funcion de riesgo basal de los modelos
de riesgo proporcional semiparamétricos para tener un modelo que permita
hacer prediccién o pronésticos. Otra opcién es realizar el andlisis a una ba-
se de datos en la que se incluya informacion de generaciones mas recientes,
de las cuales se midan las covariables consideradas en este estudio, sobre
todo las que resultaron significativas en los modelos, y otros factores como
los que se presentan en la Tabla 4.1, algunos factores de interés son: prome-
dio en la licenciatura, materias reprobadas en la licenciatura, educacion de
los padres, relacion con los profesores y relacién con los compaferos, este
ultimo factor ha sido considerado predictor de la persistencia en cursos de
fisica introductoria [44]. También, es de interés considerar en el andlisis que
algunas covariables dependen del tiempo, por ejemplo: trabajo, promedio de
la licenciatura, materias reprobadas en la licenciatura. El analisis con cova-
riables dependientes del tiempo se puede realizar a través de un modelo de
regresion tipo Cox con puntos de cambio en las covariables, este modelo es
de interés en el desarrollo de la teoria del Andlisis de Supervivencia, por lo
que es otra opcidén para un trabajo posterior.

98



Apéndice A

Conceptos estadisticos

En este Apéndice se muestran algunos resultados estadisticos con los
cuales se desarrolla el Capitulo 2.

Teorema A.1. Si el t-6simo momento de una variable aleatoria continua X
existe, entonces [39]

lim n'Pr(|X| > n) = 0.
n—oo

Demostracion. Dado que el t-ésimo momento de X existe

0o > / |z| f(x)dz = lim |z f (z)dz,
luego
lim |z|* f (x)dz = 0.
n—oo |x‘>n
Ademas,
lim lz|'f(x)dz > lim nt/ f(z)dx
n—oo ‘x|>n n—oo ‘x|>n
= lim n'Pr(|X|>n)
n—o0
=z 0,
por lo tanto

lim n'Pr(|X| > n) = 0.
n—oo
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El reciproco no es necesariamente cierto, i.e. si
lim n'Pr(|X| >n) =0,
n—oo

entonces el t-ésimo momento de una variable aleatoria continua X no nece-
sariamente existe [39].

Lema A.2. Si X es una variable aleatoria continua no negativa con f.d.a. F'(-),
entonces

EX) = / (1 — F(x))dz, (A1)
0
si existe alguno de ambos lados de (A.1) [39].

Demostracion. Para probar que la existencia del lado izquierdo de (A.1) im-
plica que el lado derecho es finito y ambos lados son iguales, se asume que
E(X) existe, esto es

oo > E(X)= / xf(z)de = h;m zf(z)dz.
0
Integrando por partes se tiene

/Onxf(x)d:c ~ F@) - /OnF(x)dm

Como X es unav. a. no negativa

/n of(@)dz = —nPr(|X| > n) + /On (1— F(x))dz,

0
luego por el Teorema A.1 se tiene

B(X) = Hmn%o{_nprum >n)—|—/0n(1—F(w))dw}
P /0 "= P(2))da

- /OOO (1 — F(z))dz.
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Asi, la existencia de E(X) implica que [;° (1 — F(x))dx es finitay que ambos
son iguales.

Ahora se mostrara que si [, (1 — F'(z))dx es finita, entonces E(X) exis-
te, i.e. E(|X|) = E(X) < ooy ambas expresiones son iguales. Dado que X
es una v. a. no negativa

/On x| f(z)de = /On of(x)dz

— _n(l—F(n) + /On (1 — F(a))da,

como se vio arriba. Dado que —n(1 — F(n)) <0

/0 |z| f(z)dx < /0 (1—F(x))dz < /0 (1 — F(x))dz,Vn.
Asi .
E(X|) = lim / || f(x /0 (1—F(z))dz < cc.

n—oo

Por lo tanto E(X) existe y es igual a fo 1 — F(z)dz como se mostré arriba.
O

El siguiente resultado se usa frecuentemente en el desarrollo de procedi-

1 1 1 1o D ” H H'H “
mientos de inferencia para muestras grandes. Aqui “—” significa “converge
en distribucion a”.

Teorema A.3. SeanTi,, ..., Tk, estadisticos para (01, ... ,0}) tales que cuan-
don — oo 5
\/ﬁ(Tln - 917 s ,Tk‘n - ek) — N(Q7 E)

donde ¥ = (0ij)kxk- Si g(z1,...,xx) €s una funcion que tiene todas sus
primeras derivadas, entonces cuando n — oo

kok
dg 0

Vi(g(Tin, .- Tin) — 9(601,....63)) > N Q,§ EUijafgafg
i=1 j=1 e

donde 9, significa 7 A

Un caso especial importante del Teorema A.3 ocurre cuando k£ = 1: si

Vn(T, — 0) EEN N(0,02) cuando n — oo, entonces si g(-) tiene primera
derivada ¢'(+),

vi=1,...k[25]

Vnlg(T,) — g(6)] = N(0,4'(6)*c?). (A.2)
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Esto implica que, en las distribuciones asintéticas [25]

Var(g(T,)) = ¢ (0)*Var(Ty,). (A.3)



Apéndice B

La integral producto

La integracion del producto fue introducida por el matematico italiano Vito
Volterra, como una herramienta en la solucién de una cierta clase de ecua-
ciones diferenciales. Las ideas de integracién de productos tienen una apari-
cion muy natural en el Andlisis de Supervivencia, y el desarrollo de este tema
(en particular, del estimador de Kaplan-Meier) podria haber sido mucho mas
suave si la integracion del producto hubiera sido un tema familiar desde el
principio. El estimador de Kaplan-Meier es la integral producto del estimador
de Nelson-Aalen de la funcién de riesgo acumulado; estos dos estimadores
tienen la misma relacién que hay entre la funcién de supervivencia y la funcién
de riesgo acumulado. Existen muchas otras aplicaciones de la integracion de
productos en el Analisis de Supervivencia, por ejemplo en el estudio de pro-
cesos multiestados (conectados a la teoria de procesos de Markov) y en la
teoria de la verosimilitud parcial [14].

Suponga que X (-) es una funcién de valor matricial (p x p) del tiempo t.
Suponga también que X (-) (o cada componente de X (-)) es continua por la
derecha con limite por la izquierda. Se denota a la matriz de identidad por 1.
La integral producto de X (-) sobre un intervalo [0, t|] se define como

t

[[0+ax(s) = tm T[T+ (X() = X(ti1)))

0 méx|ti—ti_1\—>0

donde el limite se toma sobre una secuencia de particiones cada vez mas
finas 0 = tp < t1 < ... < tx = t del intervalo de tiempo [0, t|. Para que el
limite exista, X (-) tiene que ser de variacién acotada; equivalentemente, cada
componente de X (+) es la diferencia de dos funciones crecientes [14].

Una propiedad de la integracion del producto es su multiplicatividad. Defi-
niendo la integral producto sobre un intervalo de tiempo arbitrario de la manera
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natural se tiene que para 0 < s < t [14]

[T +ax(s)) = [T +dax(s)) [J(I + dX(s)). (B.1)
0 0 s

Si G(-) es continua en (a, b] y g(u) = G'(u), entonces la integral producto
de la funcién G(-) cumple

b
[T @+dG(s)) = J] @+ g(s)ds) = exp {/ g(u)du} (B.2)

(a,b] (a,b]

que relaciona la integral producto y la integral de Riemann [25].



Apéndice C

Regresion paso a paso

La regresion paso a paso (stepwise) es quizas la técnica de seleccion de
modelos mas ampliamente usada en la regresion lineal multiple. Se puede
utilizar en situaciones donde hay un ndmero muy grande de candidatas a
ser variables independientes. La versién de la regresién paso a paso que se
describira esta basada en los p-valores de los estadisticos de las pruebas
para la hipétesis Hy : B = 0. Antes de operar el algoritmo, el usuario elige
dos p-valores de umbral, dgentro Y Qfuera CON Qdentro < Qfuera- LOS pasos
para la regresién paso a paso son:

1. Seleccidn hacia adelante: Se selecciona la variable independiente con
el p-valor mas pequeno, suponiendo que se satisface p < agentro- ESta
variable se introduce en el modelo, creando un modelo de una sola
variable independiente.

2. También en un paso de seleccién hacia adelante, se revisan una a una
las variables restantes como candidatas para la segunda variable en
el modelo. La que tenga el p-valor mas pequefo se agrega al modelo,
suponiendo nuevamente que p < Qdentro-

3. Eliminacion hacia atras: Es posible que al haber agregado la segunda
variable al modelo se provoque un aumento en el p-valor de la prime-
ra variable. La primera variable se elimina del modelo si su p-valor es
mayor que Q' fyerq-

4. El algoritmo continta alternando los pasos de seleccién hacia adelan-
te con los de eliminacién hacia atras: en cada paso de seleccién ha-
cia adelante se agrega la variable con el p-valor mas pequefo si p <
Qdentro, Y €N cada paso de eliminacién hacia atras se elimina la variable
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con el p-valor mas grande si p > afyerq- El algoritmo se termina cuan-
do ninguna variable satisface los criterios para ser agregada o eliminada
del modelo.

Una debilidad de todos los procedimientos automaticos de seleccién de
variables, incluyendo la regresién paso a paso, es que operan sblo con base
en la bondad del ajuste, y pueden no considerar las relaciones entre variables
independientes, que son importantes.



Apéndice D

Analisis de Supervivencia con
R

En el lenguaje R, el Andlisis de Supervivencia se puede hacer a través
de un conjunto de paquetes especializados. El principal paquete para realizar
Analisis de Supervivencia es el paquete survival [5], otro paquete que también
es util es fitdistrplus. En este apéndice se describen (sin profundizar) algunas
funciones de estos paquetes.

D.1. Paquete survival

El paquete survival permite llevar a cabo Andlisis de Supervivencia para
datos que presentan diversos mecanismos de censura. Para ejecutar cual-
quiera de las funciones de este paquete es necesario invocar la libreria me-
diante la instruccion: library(survival) [5].

Funcion Surv

La funcién Surv permite crear un objeto de tipo survival, que usualmen-
te se utiliza como una variable de respuesta en la férmula de un modelo. La
estructura para datos que presentan censura por la derecha es: Surv(time,
event), donde time es un vector que contiene los tiempos de seguimiento y
event es otro vector con los indicadores de estado, normalmente 0 = censu-
rado por la derecha y 1 = tiempo de falla.

Una estructura Util para estudiar datos que presentan otros tipos de censu-
ra es: Surv(time1, time2, event, type="interval2”). En este caso, se piensa que
cada observacién es un intervalo de tiempo de la siguiente manera: (—oo, t)
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para censura por la izquierda, (t,c0) para censura por la derecha, (t,t) pa-
ra tiempo de falla exacto y (¢1,¢2) para censura por intervalo. El argumento
time1 es un vector que contiene los extremos izquierdos de los intervalos ob-
servados, mientras que time2 contiene los extremos derechos. Los valores
infinitos se pueden representar Inf o por NA. Los indicadores de estado que
contiene el vector event son: 0 = censura por la derecha, 1 = tiempo de falla,
2 = censura por la izquierda y 3 = censura por intervalo.

Funcion survfit

La funcion survfit permite obtener la estimacion de la funcién de super-
vivencia utilizando el método de Kaplan y Meier (opcién por defecto) o de
Fleming y Harrington [5]. La estructura de la funcién survfit para obtener el
estimador de Kaplan y Meier es: survfit( Surv(...) ~ 1), donde Surv() contiene
sus respectivos argumentos. Si se requiere la estimacion de la funcion de su-
pervivencia para diferentes tratamientos se utiliza: survfit( Surv(...) ~ T) donde
T es un vector que indica a que tratamiento pertenece cada observacién. La
funcion de supervivencia estimada se obtiene mediante: summary(survfit(...)).

La gréfica de la funcidn de supervivencia estimada con banda de confian-
za se obtiene con plot(survfit(...), conf.int = T) y sin banda de confianza con
plot(survfit(...), conf.int = F). Ademas, la gréafica de la funcién de riesgo acu-
mulado estimada con banda de confianza se obtiene con plot(survfit(...), fun
= “cumhaz’, conf.int = T) y sin banda de confianza con plot(survfit(...), fun =
“cumhaz’, conf.int = F).

Funcion coxph

La funcion coxph permite ajustar modelos de regresién de riesgo propor-
cional. La estructura de la funcién coxph para datos que presentan censura
por la derecha es: coxph(Surv(time, event) ~ x1+...4+x; ), donde z1, ..., xx
son vectores que contienen los valores de las covariables (constantes) para
cada observacion.

Las instrucciones print(coxph(...)) y coxph(...) permiten obtener los con-
trastes para verificar si el modelo de Cox ajustado es adecuado y con la
instruccién summary(coxph(...)) se obtiene un poco mas de detalles de los
contrastes. La funcién de supervivencia ajustada por el modelo de Cox se
obtiene con summary(survfit(coxph(...))), ademas, su grafica se obtiene con
plot(survfit(coxph(...))) [5]-
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D.2. Paquete fitdistrplus

El paquete fitdistrplus tiene como objetivo ayudar a ajustar distribuciones
paramétricas univariadas a datos censurados o no censurados [10]. La libre-
ria se carga mediante la instruccion: library(fitdistrplus).

Funcion fitdist

La funcién fitdist permite ajustas distribuciones univariadas a datos no
censurados mediante la metodologia de maxima verosimilitud [10]. La estruc-
tura de esta funcion es: fitdist(time,distr), donde time es un vector que contiene
los tiempos de falla y distr es el nombre de la distribucién que se esta ajus-
tando, por ejemplo “exp”, “weibull”, “Inorm” y “gamma”. Las estimaciones se
pueden obtener mediante las siguientes instrucciones:
ajuste <- fitdist(...)
ajuste$estimate.

Funcion fitdistcens

Ajusta una distribucién univariada a datos censurados mediante la meto-
dologia de maxima verosimilitud [10]. El ajuste se puede obtener mediante las
siguientes instrucciones:
left <- time1
right <- time2
tiempo <- cbind.data.frame(left, right)
fitdistcens(tiempo,distr),
donde time1y timeZ2 son vectores que contiene los extremos de los intervalos
observados como en la funcion Surv y distr es el nombre de la distribucién
que se esta ajustando como en la funcion fitdist. Las estimaciones se pueden
obtener mediante las siguientes instrucciones:
ajuste <- fitdistcens(...)
ajuste$estimate.






Apéndice E

Salidas del software R

En este apéndice se presentan algunas de las salidas del software R ob-
tenidas en el analisis de la desercion en las licenciaturas de la FCFM-BUAP
(Capitulo 4).

Primero se presentan las matrices de correlacién de las covariables de es-
cala minima de intervalo y después los resimenes de los diferentes modelos
de riesgo proporcional semiparamétricos:

s Con todas las covariables de escala minima de intervalo.

= Obtenido mediante el procedimiento de regresién paso a paso con todas
las covariables de escala minima de intervalo.

= Obtenido mediante el procedimiento de regresién paso a paso con todas
las covariables.

Por ultimo, se muestran las graficas de la funcién de supervivencia y de
la funcion de riesgo acumulado ajustadas por los modelos de riesgo propor-
cional semiparamétrico mediante el procedimiento de regresién paso a paso
parala LA, la LMy la LMA.
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Puntaje | Autoestima | HabEstudio | Lawson | THLB | Activo | Reflexivo | Teérico | Pragmatico

Puntaje 1 0 0.14 0.35 0.17 -0.11 0.09 0.22 0.07
Autoestima 1 0.13 0.09 0.03 0.19 -0.12 -0.07 0.04
HabEstudio 1 -0.06 0 -0.01 0.16 0.4 0.21
Lawson 1 0.28 0.04 0.07 0.06 0.13
THLB 1 -0.07 -0.05 -0.1 -0.06
Activo 1 -0.36 -0.29 0.22
Reflexivo 1 0.48 0.12
Tedrico 1 0.3
Pragmatico 1

Tabla E.1: Correlacién de las covariables de escala minima de intervalo en la licenciatura en
Actuaria, n=275.

Puntaje | Autoestima | HabEstudio | Lawson | THLB | Activo | Reflexivo | Teérico | Pragmatico

Puntaje 1 -0.06 0.03 0.58 0.41 -0.15 0.16 0.22 -0.16
Autoestima 1 0.14 0 0.04 0.02 0.01 -0.03 0.02
HabEstudio 1 -0.1 0.06 0.02 0.35 0.42 0.14
Lawson 1 0.31 -0.08 0.04 0.16 -0.08
THLB 1 -0.2 0.11 0.12 -0.04
Activo 1 -0.11 -0.14 0.29
Reflexivo 1 0.48 0.18
Tedrico 1 0.41
Pragmatico 1

Tabla E.2: Correlacién de las covariables de escala minima de intervalo en la licenciatura en
Matematicas, n=212.

Puntaje | Autoestima | HabEstudio | Lawson | THLB | Activo | Reflexivo | Teérico | Pragmatico

Puntaje 1 0.09 0.12 0.42 0.38 | -0.19 0.02 0 0
Autoestima 1 0.12 0.1 0.12 | -0.12 0.04 0.06 -0.04
HabEstudio 1 -0.03 0.02 | -0.04 0.12 0.25 0.07
Lawson 1 0.2 -0.13 0.07 0.05 0.04
THLB 1 -0.23 0.02 -0.03 -0.1
Activo 1 -0.07 -0.12 0.25
Reflexivo 1 0.51 0.35
Tedrico 1 0.43
Pragmatico 1

Tabla E.3: Correlaciéon de las covariables de escala minima de intervalo en la licenciatura en
Matematicas Aplicadas, n=190.
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coef exp(coef) se(coef) z Pr(>|z])
Puntaje -0.006 0.994 0.003 -2.225 0.026 *
Autoestima | -0.035 0.965 0.019 -1.837 0.066
HabEstudio | -0.182 0.834 0.189 -0.966 0.334
Lawson -0.095 0.909 0.071 -1.352 0.176
THLB 0.233 1.263 0.142 1.640 0.101
Activo 0.041 1.042 0.042 0.992 0.321
Reflexivo -0.050 0.951 0.050 -1.012 0.312
Teorico -0.053 0.949 0.052 -1.013 0.311
Pragmatico | -0.028 0.972 0.050 -0.562 0.574

Tabla E.4: Resumen del modelo de riesgo proporcional semiparamétrico con todas las cova-
riables de escala minima de intervalo para la Licenciatura en Actuaria, n= 275 y namero de
eventos= 67.

coef exp(coef) se(coef) z Pr(>|z])
Puntaje -0.006 0.994 0.002 -3.358 0.001 ***
Autoestima | -0.007 0.993 0.017 -0.393 0.694
HabEstudio | -0.043 0.958 0.132 -0.322 0.747
Lawson 0.038 1.039 0.059 0.649 0.516
THLB -0.021 0.979 0.096 -0.221 0.825
Activo 0.010 1.010 0.036  0.283 0.777
Reflexivo -0.046 0.955 0.041 -1.123 0.262
Tebrico -0.014 0.986 0.046 -0.316 0.752
Pragmatico | 0.038 1.039 0.045 0.841 0.400

Tabla E.5: Resumen del modelo de riesgo proporcional semiparamétrico con todas las cova-
riables de escala minima de intervalo para la Licenciatura en Matematicas, n= 212 y nimero
de eventos= 98.

coef exp(coef) se(coef) z Pr(>|z|)
Puntaje -0.007 0.993 0.002 -4.029 5.6e-05 ***
Autoestima | -0.021 0.980 0.014 -1.428 0.153
HabEstudio | -0.042 0.959 0.132 -0.321 0.748
Lawson 0.108 1.114 0.056 1.930 0.054
THLB 0.000 1.000 0.090 0.001 0.999
Activo 0.001 1.001 0.035 0.025 0.980
Reflexivo -0.021 0.980 0.045 -0.460 0.646
Teobrico -0.010 0.990 0.049 -0.203 0.840
Pragmatico | -0.018 0.982 0.042 -0.431 0.667

Tabla E.6: Resumen del modelo de riesgo proporcional semiparamétrico con todas las cova-
riables de escala minima de intervalo para la Licenciatura en Matematicas Aplicadas, n= 190
y nimero de eventos= 99.
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coef exp(coef) se(coef) z Pr(>|z|)
Teorico -0.118 0.888 0.038 -3.107 0.002 **
Puntaje -0.006 0.994 0.002 -2.438 0.015 *
Autoestima | -0.034 0.967 0.019 -1.820 0.069

Signif. codes: 0 ***’0.001 **’0.01 *’0.05 *’0.1 * 1

exp(coef) exp(-coef) lower .95 upper .95
Tebrico 0.888 1.126 0.824 0.957
Puntaje 0.994 1.006 0.990 0.999
Autoestima 0.967 1.035 0.932 1.003
Concordance= 0.657 (se = 0.042)
Rsquare= 0.072 (max possible= 0.92)
Likelihood ratiotest = 20.52 on3df, p=0.0001325

Wald test
Score (logrank) test

20.32 on3df, p=0.0001454
20.83 on3df, p=0.0001144

Tabla E.7: Resumen del modelo de riesgo proporcional semiparamétrico mediante el procedi-
miento de regresidn paso a paso con todas las covariables de escala minima de intervalo para

la Licenciatura en Actuaria, n= 275 y nimero de eventos= 67.

coef exp(coef) se(coef) z  Pr(>z|)
Puntaje | -0.006 0.994 0.001 -4.45 8.6e-06 ***
Signif. codes: 0 ***’0.001 **'0.01 *’0.05 *’0.1 1
exp(coef) exp(-coef) lower.95 upper .95

Puntaje 0.994 1.006 0.992 0.997

Concordance= 0.626 (se = 0.037)

Rsquare= 0.097 (max possible= 0.989 )

Likelihood ratiotest = 21.66 on1df, p=3.255e-06

Wald test
Score (logrank) test

19.8 on 1df, p=8.605e-06
20.34 on1df, p=6.491e-06

Tabla E.8: Resumen del modelo de riesgo proporcional semiparamétrico mediante el procedi-
miento de regresidn paso a paso con todas las covariables de escala minima de intervalo para

la Licenciatura en Matematicas, n= 212 y nimero de eventos= 98.
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coef exp(coef) se(coef) z Pr(>|z|)
Puntaje | -0.008 0.993 0.002 -4.353 1.34e-05 ***
Lawson | 0.097 1.102 0.052 1.857 0.063

Signif. codes: 0 ***’0.001 **’0.01 *’0.05 0.1 * 1

exp(coef) exp(-coef) lower .95 upper .95
Puntaje 0.993 1.008 0.989 0.996
Lawson 1.102 0.908 0.995 1.221

Concordance= 0.647 (se = 0.039)

Rsquare= 0.104 (max possible= 0.993)

Likelihood ratiotest = 20.89 on2df, p=2.906e-05
Wald test 19.48 on2df, p=5.902e-05
Score (logrank) test 19.8 on2df, p=5.026e-05

Tabla E.9: Resumen del modelo de riesgo proporcional semiparamétrico mediante el procedi-
miento de regresién paso a paso con todas las covariables de escala minima de intervalo para
la Licenciatura en Matematicas Aplicadas, n= 190 y nimero de eventos= 99.

coef exp(coef) se(coef) z Pr(>|z])
MatRep 0.535 1.707 0.153  3.493 0.001 ***
Tebrico -0.093 0.912 0.038 -2.451 0.014 ~*
Lawson -0.164 0.849 0.064 -2.567 0.010 ~
TipoBach | -1.071 0.343 0.522 -2.050 0.040 -~

Signif. codes: 0 ***’0.001 **’0.01 *’0.05 *’0.1 * 1

exp(coef) exp(-coef) lower .95 upper .95

MatRep 1.707 0.586 1.265 2.304
Tedrico 0.912 1.097 0.846 0.982
Lawson 0.849 1.178 0.749 0.962
TipoBach 0.343 2.917 0.123 0.954

Concordance= 0.701 (se = 0.042)

Rsquare= 0.11 (max possible= 0.92)

Likelihood ratio test 31.59 on4df, p=2.319e-06
Wald test 31.44 on4df, p=2.485e-06
Score (logrank) test 34.46 on4df, p=5.991e-07

Tabla E.10: Resumen del modelo de riesgo proporcional semiparamétrico mediante el proce-
dimiento de regresion paso a paso con todas las covariables para la Licenciatura en Actuaria,
n=270 y nimero de eventos=66.
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coef exp(coef) se(coef) z Pr(>|z])
Puntaje -0.006 0.994 0.001 -4.136 3.53e-05 ***
Trabajo 0.846 2.331 0.224 3.786 0.000 ***
OpCarrera | 0.717 2.048 0.273 2.627 0.009 **
TipoBach | -0.589 0.555 0.336 -1.750 0.080

Signif. codes: 0 ***’0.001 **’0.01 *’0.05 *’0.1 * 1

exp(coef) exp(-coef) lower.95 upper .95

Puntaje 0.994 1.006 0.992 0.997
Trabajo 2.331 0.429 1.504 3.612
OpCarrera 2.048 0.488 1.200 3.495
TipoBach 0.555 1.802 0.287 1.073

Concordance= 0.678 (se = 0.037)

Rsquare= 0.186 (max possible= 0.989 )

Likelihood ratiotest = 43.09 on4df, p=9.925e-09
Wald test 41.88 on4df, p=1.765e-08
Score (logrank) test 4457 on4df, p=4.887e-09

Tabla E.11: Resumen del modelo de riesgo proporcional semiparamétrico mediante el proce-
dimiento de regresién paso a paso con todas las covariables para la Licenciatura en Matema-
ticas, n= 209 y nimero de eventos= 97.
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coef exp(coef) se(coef) z Pr(>|z|)
Puntaje | -0.007 0.993 0.002 -4.205 2.61e-05 **~
RecSem | -0.560 0.571 0.218 -2.568 0.010 *
FinBach | 0.603 1.827 0.319  1.890 0.059
Lawson 0.095 1.100 0.052 1.836 0.066

Signif. codes: 0 ***’0.001 **’0.01 *’0.05 *’0.1 * "1

exp(coef) exp(-coef) lower .95 upper .95

Puntaje 0.993 1.007 0.989 0.996
RecSem 0.571 1.750 0.373 0.876
FinBach 1.827 0.547 0.978 3.414
Lawson 1.100 0.909 0.994 1.218

Concordance= 0.669 (se = 0.039)

Rsquare= 0.14 (max possible= 0.992 )

Likelihood ratiotest = 27.99 on4df, p=1.254e-05
Wald test 26.89 on4df, p=2.094e-05
Score (logrank) test 27 on 4 df, p=1.985e-05

Tabla E.12: Resumen del modelo de riesgo proporcional semiparamétrico mediante el procedi-
miento de regresidn paso a paso con todas las covariables para la Licenciatura en Matematicas
Aplicadas, n= 186 y numero de eventos= 95.
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Funcion de supervivencia
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Figura E.1: Funcién de supervivencia ajustada por el modelo de riesgo proporcional semipa-
ramétrico mediante el procedimiento de regresién paso a paso con todas las covariables de
escala minima de intervalo (con banda de confianza de 95 % y estimacion de la mediana) para
la LA, laLMy la LMA.
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Funcién de riesgo acumulado
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Figura E.2: Funcién de riesgo acumulado ajustada por el modelo de riesgo proporcional semi-
paramétrico mediante el procedimiento de regresiéon paso a paso con todas las covariables de
escala minima de intervalo (con banda de confianza de 95 %) para la LA, la LM y la LMA.
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Funcién de supervivencia

0.0
|

Probabilidad de supervivencia

1 1 1 1
0 2 4 6 8 10

Tiempo de falla (semestres)
Actuaria

Funcion de supervivencia

0.0

Probabilidad de supervivencia

0 2 4 6 8 10

Tiempo de falla (semestres)
Matemaéticas

Funcién de supervivencia

Probabilidad de supervivencia

0 2 4 6 8 10

Tiempo de falla (semestres)
Matemadticas Aplicadas

Figura E.3: Funcién de supervivencia ajustada por el modelo de riesgo proporcional semipa-
ramétrico mediante el procedimiento de regresion paso a paso con todas las covariables (con
banda de confianza de 95 % y estimacion de la mediana) para la LA, la LM y la LMA.
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Funcién de riesgo acumulado
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Figura E.4: Funcién de riesgo acumulado ajustada por el modelo de riesgo proporcional se-
miparamétrico mediante el procedimiento de regresién paso a paso con todas las covariables
(con banda de confianza de 95 %) para la LA, la LM y la LMA.
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