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Introduccion

La descripcion matematica del funcionamiento del sistema vestibular
inicia en el ano 1933, cuando Steinhausen empled el modelo matemético
lineal del péndulo de torsién para describir la dindmica de la cupula
del canal semicircular en respuesta a la aceleracién angular. Su mode-
lo tiene un pardmetro de viscosidad cuya magnitud es grande motivo
por el cual no hay oscilaciones del sistema, y usa dos pardmetros para
describir desviaciones relativas de la posicién normal de la cipula. Des-
pués, en el ano 1949, Van Egmond y colaboradores [38] propusieron un
método para calcular este pardmetro de viscosidad con ayuda de resul-
tados experimentales estudiando el nistagmo vestibular. En el ano 1950,
De Vries propuso un modelo matematico lineal para el desplazamiento
de la membrana otolitica cuando existe aceleracién lineal en un eje de
sensibilidad. Este modelo puede tener oscilaciones.

En 1965, Meiry [23], en su tesis doctoral, presenté un modelo
matematico no lineal de la respuesta del utriculo al estimulo mecanico.
En 1971 Ferndndez y Goldberg ([8]; [9]; [10]) publicaron tres articulos
fundamentales en los que presentaron un modelo matemaéatico lineal de
la reaccién del canal semicircular al estimulo mecénico. La salida de este
modelo es la frecuencia de los impulsos aferentes. Finalmente en 1982, Se-
gal y Outerbridge [34] publicaron un modelo no lineal del funcionamiento
del canal semicircular. Todos estos modelos propuestos corresponden a
situaciones en las que existe un estimulo mecéanico.

Posteriormente el estudio de la respuesta del aparato vestibular se
desarrollé méas intensamente. Hudspeth y Lewis, en 1988 [18], aportan
la, demostracién experimental de la existencia de oscilaciones en las co-
rrientes idnicas de las células ciliadas del saculo; Rabbit y Damiano,
en 1992 [29], proponen por primera vez un modelo integro diferencial
de la dinamica del sistema cipulo-endolinfatico del canal semicircular;
Astakhova, en 1989, Sadovnichii y cols., en 2001 [30] y Soto y cols.,
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en el mismo ano, proponen un modelo aproximado del sistema cipulo-
endolinfatico para diferentes acoples mecanicos de la ciipula. Tal modelo
aproximado es de tipo Shteinhausen, pero todos los coeficientes son fun-
ciones de los pardmetros fisiolégicos y por ello se pueden identificar con
ayuda de los resultados experimentales.

Con base en estos antecedentes, el Laboratorio de Neurofisiologia
Sensorial de la BUAP en colaboracién con el Laboratorio de Mecédnica
Aplicada y Control de la Universidad Estatal de Mosci y la Facultad
de Ciencias Fisico-Matematicas de la BUAP, han propuesto un mode-
lo que ayude a comprender el procesamiento, por parte del vestibulo,
de la informacion originada por los cambios de postura y movimiento
del espécimen. El modelo consta de cuatro bloques matematicos que
funcionan de manera aislada para emular fenémenos fisioldgicos distin-
tos que finalmente seran interdependientes los unos de los otros y lo-
grardn integrarse para obtener un resultado semejante al que obtienen
los sistemas biolégicos cuando reciben la informacién proveniente de
los organos vestibulares; los fenémenos fisiologicos aislados e interde-
pendientes que se modelaron son: el acoplamiento mecanico del sistema
cupulo-endolinfatico en los canales semicirculares y el acoplamiento de
las otoconias con la membrana otolitica y las células ciliadas; la trans-
duccién mecanoeléctrica dependiente de las caracteristicas funcionales
intrinsecas de las células ciliadas, la transmisién sindptica y por dltimo
los complicados patrones de descarga de las fibras aferentes vestibulares,
éstos eventos los podemos observar en el esquema 1.

Como se puede observar, la modelacién matemaética del aparato
vestibular es de vital importancia, es por eso, que la tematica de ésta
tesis pertenece a este gran tema. Especificamente, los resultados que
presentamos aqui se enmarcan dentro de los problemas relacionados con
la identificacién y analisis computacional de parametros probabilisticos
en modelos tipo Hodgkin-Huxley para el sistema vestibular.

En el presente trabajo desarrollamos una nueva manera de recupe-
rar los pardmetros (coeficientes) funcionales. El método que aplicamos
lleva por nombre Método Local (ML) y es un nuevo método para la
recuperacién de coeficientes en una forma mas general para sistemas
de ecuaciones diferenciales ordinarias de orden tres. Este método da
solucion explicita y aproximada de los coeficientes deseados y es mas
simple en la realizacién numérica que esquemas tradicionales.

El método se justifica mediante razonamientos tedricos y con ex-
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Figura 1: Compartimentos considerados en el modelo del sensor de aceleracién
angular del mecano-receptor vestibular

perimentos numéricos. La calidad y rapidez se prueba por algoritmos y
programas en el sistema MATLAB. Dicho método; lo aplicamos a un
modelo modificado y simplificado del tipo Hodgkin-Huxley.
Paralelamente desarrollamos un modelo integral del mecano-receptor
vestibular particularmente del proceso informativo en dos canales semi-
circulares. Para éste modelo se trabajo con los siguientes bloques:

= en el primer bloque se propone un modelo con ecuaciones diferen-
ciales de orden 4 (dindmica de las células ciliadas),

» en el segundo bloque se trabaja con una expresién funcional (co-
rriente sindptica) y

= en el tercer bloque se trabaja un modelo de 3 ecuaciones diferen-
ciales (dindmica de la neurona aferente).

De esta forma se obtiene un modelo integral con 9 ecuaciones diferen-
ciales.

0.1. Planteamiento del problema

En la base del analisis del modelo integral del mecano-receptor
vestibular, definir componentes que presentan datos de entrada y datos

A%
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de salida, construir modificaciones de los bloques, desarrollar métodos
numéricos nuevos para determinar coeficientes funcionales y construir
una base algoritmico y programas en matlab para modelacion e investi-
gacion computacional.

0.2. Objetivos

1. Desarrollar el método local para identificacién de coeficientes en
ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) y aplicacién a sistemas
de ecuaciones de tipo Hodgkin-Huxley:

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

Planteamiento abstracto matematico del problema de iden-
tificacién de coeficientes en EDO con suposiciones generales
con respecto de datos de entrada.

Andlisis numérico de validez algoritmico desarrollado con
modelos sintéticos.

Anélisis tedrico del método algoritmico desarrollado usando la
teoria de ecuaciones diferenciales y la teoria de regularizacion.

Andlisis de modelos matematicos y de datos de entrada en
problemas fisioldgicos.

Anadlisis de esquema en los puntos 1.1, 1.2, 1.3 para
adaptacién de algoritmos desarrollados a problemas es-
pecificados en el punto 1.4.

2. Proponer un modelo matemadtico para la corriente total de las
células ciliadas del tipo II del aparato vestibular para mamiferos.
Y la participacion en el diseno computacional de un prototipo de
prétesis vestibular.

3. Desarrollar un modelo integral del mecano-receptor del sistema
vestibular.

3.1

3.2

Determinar las funciones y ajustes necesarios para la mode-
lacién matematica de los procesos fisioldgicos presentes en el
modelo.

Analizar la posible simplificaciéon del modelo matematico y
realizar el analisis de las soluciones del sistema para deter-
minar el mejor modelo que represente las situaciones experi-
mentales.

VI



0.3.

Aportaciones de la tesis

Las aportaciones principales de la tesis se divide en dos grandes gru-
pos: Las relacionadas con el Método Local (ML):

Se desarrolla un nuevo método local para identificacién de coefi-
cientes en ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) de orden 3.

Las relacionadas con el modelo integral del mecano-receptor del sistema
vestibular:

0.4.

Cap. 1

Cap. 2

Cap. 3

Se obtiene un modelo computacional del mecano-receptor vestibu-
lar,

Se desarrolla un modelo integral del mecano-receptor vestibular del
proceso informativo en dos canales semicirculares, segin este mo-
delo podemos afirmar que dos canales semicirculares horizontales
o laterales funcionan como un biosensor de aceleracién angular y
puede dar informacién para estimulos largos (puede dar informa-
cién sobre aceleracién angular) y para estimulos cortos pueden dar
informacién sobre la integral de la aceleracién angular o velocidad
angular,

Se hace una comparacién entre el modelo integral del biosensor
de aceleracién angular con el modelo mateméatico de Fernédndez y
Goldberg, se puede afirmar que tenemos coincidencia cualitativa
para estimulos largos y el funcionamiento del modelo integral es
mas detallado que el de Fernandez y Goldberg.

Estructura de la Tesis

Breve recuento sobre conceptos matemaéticos bésicos y algunos as-
pectos fisioldégicos y anatémicos del sistema vestibular.

Aplicacién del método local para la recuperacién de coeficientes a
sistemas simplificados del tipo de Hodgkin-Huxley de dimensién
tres.

Desarrollo de un modelo integral del proceso informativo en el
biosensor de la aceleracién angular. Los pardmetros funcionales y
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Cap. 4

numéricos del modelo se han identificado mediante experimentos fi-
siolégicos y morfoldgicos en el oido interno de anfibios y mamiferos.
El modelo que se desarrolla es de tipo compartamental y se con-
sideran todas las etapas del proceso de activacion sensorial en el
biosensor de aceleracién angular.

Andlisis comparativo de nuestro modelo integral con el modelo
matematico de Ferndndez y Goldberg (1971), en el que se describe
el cambio de la frecuencia de impulsos en las neuronas aferen-
tes primarias en respuesta a la aceleracion angular de la cabeza
alrededor del eje vertical. El anélisis comparativo de los modelos
permite concluir que el modelo propuesto reproduce de forma mas
adecuada las respuestas rapidas del sistema que el de Ferndndez y
Goldberg ademas de que los parametros que hemos usado tienen
sentido fisioldgico.

VIII



Capitulo 1
Preliminares

En este capitulo se presentan algunos elementos basicos necesarios
para el andlisis del problema que se estudia en este trabajo.

1.1. Material matematico basico

1.1.1. Problemas directos e inversos

Los problemas de identificacién en general pertenecen a un grupo
conocido como problemas inversos. A continuacién se explica el concepto
de problema inverso, a partir del conocimiento de un problema directo.

Se consideran como problemas directos aquellos en que se tiene in-
formacion sobre las causas que describen un proceso en un medio y la
solucion del problema nos conduce a descubrir el efecto producido por
dichas causas. Sin embargo en los problemas inversos se tiene una in-
formacién parcial sobre los resultados o efectos producidos en el medio
por ciertas causas que se desea descubrir a partir del andlisis de dichos
resultados.

1.1.2. Concepto de buen y mal planteamiento de un pro-
blema

Consideremos la ecuacién operacional

Aw)=f, A:U—F, (1.1)



CAPITULO 1. PRELIMINARES
1.1. MATERIAL MATEMATICO BASICO

donde U y F son espacios de Banach, o espacios métricos, y A es, en
general, un operador no lineal. El problema (1.1) es denominado “bien
planteado” si A es un homeomorfismo de U en F. En otras palabras,
la solucién de (1.1) existe para cualquier f € F, es tnica y depende
continuamente de f y por lo tanto A~! en continuo. Si alguna de estas
condiciones no se tiene, entonces el problema es “mal planteado”.

Del hecho que generalmente observamos un tunico resultado al ac-
tuar sobre un medio, se supone que los modelos asociados a problemas
directos deben satisfacer la propiedad de buen planteamiento.

Los problemas mal planteados son importantes en muchas aplica-
ciones, en las que podemos reducir un problema fisico a la ecuacién
(1.1) donde el inverso de A es no acotado.

Muchos problemas inversos pueden ser reducidos a ecuaciones mal
planteadas del tipo (1.1), estos problemas estdn mal planteados. Esta
es la manera en que los problemas mal planteados se relacionan con los
problemas inversos.

1.1.3. Regularizacién en sentido de Tikhonov

Definicién 1.1.1. El método, definido por el operador R Fr que actia
de F' a U, se llama el método de regularizacion. Si se cumple la
condicion

= 0.

lfm HR F—
Jom || B f =l

Un método famoso para resolver problemas inestables es la regu-
larizacién de Tikhonov, que consiste en la resolucién de un problema
variacional para el funcional de Tikhonov:

O, [ug] = Inf O, [u]; (1.2)
uelU
o ful = [[Au— fllp+alLulg, a>0,

donde U es un espacio de Hilbert, L es un operador lineal, cerrado, que
actia del espacio U en el espacio de Gilbert G, el pardametro o es un
parametro de regularizacién.

Teorema 1.1.1. El método de Tikhonov es el método de regularizacion,
51
|Au— f|? Ja =0, para a—0,|Au— f| — 0.
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La solucion del problema 1.2 se puede obtener como la solucién u,
de las ecuaciones de Euler:

(A*A+ aL*L)u, = A* f. (1.3)

Para construir un algoritmo para resolver numéricamente el problema
1.2 se necesita tener unas discretizaciones: un subespacio Uy para el
espacio U, los operadores Ay para el operador A y Ly para L.
Supongamos que tenemos estas discretizaciones, de dimension finita,
y sea @;,t = 1, ..., N una base del espacio Uy. Entonces, se puede buscar

una solucién aproximada del problema 1.2 en la forma:
N

uny = Y ¢ip; con coeficientes ¢;,7 = 1, ..., N desconocidos.
i=1
Después de sustituir uy en el problema 1.2 obtenemos para la
solucién cf',7 = 1,..., N un sistema de ecuaciones lineales algebraicas

(SELA) con una matriz del siguiente tipo
?V = (A*NAN + OzL*NLN). (1.4)

Esta matriz A% tiene algunos defectos desde el punto de vista numeérico:
1) el nimero de acondicionamiento es el cuadrado del nimero de
acondicionamiento de Ap;
2) si el operador A y la matriz Ay tienen alguna buena propiedad,
es posible, que la matriz A}, no tenga esa propiedad.

1.1.4. Eleccion del parametro de regularizacion

Principio de discrepancia de Morozov. Para construir un algo-
ritmo de solucién del problema es necesario escoger « en el método de
regularizacién de Tikhonov de manera, que garantice la estabilidad. Una
manera para escoger dicho parametro es el principio de discrepancia de
Morozov:

a = a* se escoge como la solucién de la ecuacién no lineal

lAua — fIF = (69,

donde §° = §°(§) es una estimacién del error § en los datos de entrada.
Para calcular o* es necesario usar un proceso iterativo, que genere
una sucesion a,, que tiende a o*. Para la regularizacion de Tikhonov es
necesario después de la discretizacién resolver SELA con la matriz A%
para todos a,,,m = 1,..., M. Esto requiere mucho tiempo y memoria
del computador.
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1.1.5. Programas computacionales

Comprender la forma en que una neurona responde a una co-
rriente aplicada, no es posible sin un cuidadoso analisis matematico.
Los modelos matematicos de estos procesos involucran sistemas de
ecuaciones cuyo analisis es no trivial. Un esfuerzo importante para
comprender estos procesos ha sido la busqueda de modelos sencillos
que puedan simular este tipo de fenémeno de una manera realista, pero
que al mismo tiempo sean susceptibles de un tratamiento y analisis
convincente. En los ltimos afios se ha incrementado el nimero de
neurobiélogos que construyen o usan modelos computacionales como
parte de sus esfuerzos por entender diferentes funciones de sistemas
neuronales:

CLAMPFIT
Disenado para una gran variedad de experimentos, pCLAMP la 1ltima
version de este software se ha vuelto necesario para la experimentacién
y andlisis electrofisiolégicos. La flexibilidad que el pCLAMP ofrece
es adaptar investigaciones a muchos usos fuera de sus aplicaciones
tradicionales en electrofisiologia.

NEURON

El NEURON (http://www.neuron.yale.edu/neuron/) es un poderoso
programa para el modelado y simulacién de neuronas y redes de
neuronas. Permite modelar neuronas de alta complejidad conectando
multiples secciones de una dimensién a fin de armar cualquier tipo
de morfologia. También permite conectar multiples propiedades de
membrana en dichas secciones (por €j. canales, sinapsis, concentraciones
iénicas, etc.). El cual permite analizar datos de fijacién de voltaje y
fijacion de corriente.

GENESIS (GEneral NEural SImulation System)
GENESIS  (http://www.genesis-sim.org/GENESIS/) fue disenado
basdndose en el modelo clasico de Hodgkin y Huxley. El programa
GENESIS fue desarrollado como una herramienta de investigacion que
provee un medio estandar y flexible para construir modelos estructural-
mente realistas de sistemas neuronales. GENESIS fue disenado desde el
comienzo para permitir el desarrollo de simulaciones en cualquier nivel
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CAPITULO 1. PRELIMINARES
1.2. ALGUNOS ASPECTOS FISIOLOGICOS Y ANATOMICOS
DEL SISTEMA VESTIBULAR

de complejidad, de componentes subcelulares y reacciones bioquimicas
para células enteras y redes de células. Uno de los tutoriales llamado
Squid, en el cual se usa en modo Current Clamp (fijacién de corriente),
donde uno de los pardmetros es la corriente aplicada I. Al variar este
parametro se obtienen diferentes graficas, entre ellas, la que muestra los
potenciales de accion generados por el programa GENESIS al aplicar
dicha corriente.

Debido a la gran importancia que ha adquirido la modelacion
matematica para modelar ciertos fenémenos es factible desarrollar
nuevas formas para identificar parametros.

1.2. Algunos aspectos fisiologicos y anatémicos
del sistema vestibular

El aparato vestibular se localiza dentro del oido interno y detecta
los movimientos de la cabeza y su posicién en el espacio; para realizar
esta funcién cuenta con epitelios sensoriales ubicados estratégicamente,
que permiten detectar las aceleraciones angulares y lineales de la cabeza
(Wilson y Peterson, 1980). El vestibulo estd formado por un laberinto
membranoso que se encuentra alojado en un laberinto éseo que lo de-
limita en toda su extension. En el interior del laberinto membranoso se
encuentra la endolinfa; ésta es un medio con alta concentracion de pota-
sio, semejante a la del liquido intracelular, el espacio entre el laberinto
membranoso y el dseo estd ocupado por la perilinfa, que corresponde al
liquido extracelular.

1.2.1. Estructura del sistema vestibular

En los mamiferos el sistema vestibular consta de érganos otoliticos
(utriculo y século) que responden a aceleraciones lineales, y de canales
semicirculares (anterior, posterior y lateral) que responden a acelera-
ciones angulares, ver fig. 1.1.

En estas estructuras se encuentran células sensoriales mecanorrecep-
toras (células ciliadas) localizadas en zonas especificas: en las crestas de
las A&mpulas en el caso de canales semicirculares, y en las maculas en el
caso de organos otoliticos.

Los 6rganos vestibulares se comportan de manera andloga a un sis-
tema de control inercial, ya que las aceleraciones lineales pueden ser el
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resultado del movimiento translacional de la cabeza o de un cambio en
la orientacién de la misma con respecto a la normal; mientras que, las
aceleraciones angulares resultan de movimientos rotatorios de la cabeza
[41].

En el hombre, este aparato tiene tres funciones:

a) Es el 6rgano primario del equilibrio, jugando un papel dominante
en la sensacion subjetiva del movimiento y la orientacién espacial,

b) Las entradas vestibulares al sistema de control postural generan el
ajuste de la actividad muscular y la posicién corporal para man-
tener el equilibrio, y

c) Las influencias vestibulares sobre los movimientos de los ojos
tienden a estabilizar a estos 1ltimos en el espacio durante los
movimientos de la cabeza [41].

Anterior Arriba
Ampula

Utricule Atras

Mdcula

estatoconia
canales

Semi-

Cin:ularesR / Derecha

Céclea

Izquierda

Saculo

Posterior

Crista ampularis

Frente

Abajo

Figura 1.1: En la izquierda, esquema del oido interno en un vertebrado, destacan
los tres canales semicirculares en planos ortogonales, el utriculo y el saculo. En
la derecha, esquema de la ubicacién de los canales semicirculares en tres planos
ortogonales entre si. Cada canal detecta un tipo especifico de movimiento. El
canal posterior sensa el Cabeceo (pitch), el anterior el balanceo (tilt) y el lateral
las rotaciones (roll) de la cabeza.

1.2.2. Canales semicirculares

Los canales semicirculares son conductos cilindricos que al igual que
la mayor parte del laberinto membranoso estdn formados por una ca-
pa de epitelio simple pavimentoso. Los canales semicirculares, como su
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nombre lo indica, forman una semicircunferencia equivalente a alrededor
de tres cuartas partes de un circulo completo. Se encuentran en ntimero
de tres y se denominan segiin su posicién como canal semicircular an-
terior o superior, posterior o inferior y lateral u horizontal. El extremo
anterior del canal semicircular lateral desemboca en el saco utricular,
mientras que los canales anterior y posterior presentan sus extremos fu-
sionados dando origen a la cruz comin, que a su vez desemboca también
en la parte posterior del utriculo.

El d&mpula es un alargamiento bulboso localizado al extremo de ca-
da canal y contiene el epitelio sensorial llamado cresta ampular. Esta
estructura es una saliente redondeada y esta situada en la parte me-
dia del ampula, orientada a la luz del conducto y con su eje longitu-
dinal perpendicular a la direcciéon del ducto semicircular tocando con
sus extremos ligeramente ensanchados ambas paredes ampulares; estos
extremos reciben el nombre de plano semilunar. Las células ciliadas se
localizan en la parte superior de la cresta exponiendo el aparato ciliar
a la luz del d&mpula. Sobre la cresta existe una estructura extracelular
gelatinosa llamada ctipula que sella la cresta con las paredes y techo del
ampula a manera de diafragma. El acople mecdnico en las crestas es
distinto al que presentan otros 6rganos como el saculo y el utriculo. En
éste caso los cilios de las células sensoriales estan embebidos en la cupula
y son significativamente mas largos que en el resto de los neuroepitelios
vestibulares llegando a medir hasta 70 um [5]. El desplazamiento iner-
cial de la endolinfa flexiona la cipula y secundariamente los cilios en ella
embebidos.

Cada canal es aproximadamente ortogonal con respecto de los planos
descritos por los demés y practicamente coplanar con el canal sinérgico
del vestibulo del lado opuesto (fig. 1.1).

Estas estructuras tienen como funcién detectar aceleraciones angu-
lares y la respuesta de cada canal estd determinada por el componente
de la aceleracion angular de la cabeza que coincide con el plano del canal
semicircular respectivo ([4]; [5]; [20]).

1.2.3. Célula ciliada

Las células ciliadas son los mecanorreceptores en los érganos audi-
tivos, vestibulares y de la linea lateral. De la superficie apical de las
células ciliadas emerge un conjunto de 60 a 100 cilios de los cuales uno,
el kinocilio, se localiza en un extremo. El kinocilio es un cilio verdadero
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ya que presenta un patrén de nueve microtibulos dobles que corren en
toda su longitud y tienen su origen en la célula ciliada en el cuerpo basal.
Los nueve pares de microtibulos se encuentran rodeando un décimo par
central. Los estereocilios son digitaciones de membrana citoplasmatica
y estan arreglados en series generalmente més cortas que el kinocilio
y siguen un patrén hexagonal sobre la superficie celular. El kinocilio
se encuentra en un extremo del haz de estereocilios; esto determina la
polarizacién funcional de las células ciliadas tanto de las crestas ampu-
lares como de las maculas. Cada zona presenta el kinocilio con diferente
posicion dentro del hato ciliar, esta disposicién puede ser concéntrica
o excéntrica ([5]); ademas Lewis reporté la existencia de seis tipos de
células ciliadas que se distribuyen de manera caracteristica en las distin-
tas regiones de los neuroepitelios del aparato vestibular en la rana toro

([200).

Se han descrito uniones cruzadas al parecer de naturaleza proteica,
también llamadas uniones de punta (tip links), entre estereocilios co-
cleares (en mamiferos); entre los estereocilios més largos y el kinocilio,
Pickles en 1984 demostré que en las células ciliadas cocleares existen
estas ligaduras y ahora se sabe que son determinantes en el fenémeno
de polarizacién funcional de la respuesta de las células ciliadas. La im-
portancia de la polarizacién funcional radica en que al flexionarse el haz
de cilios, si la flexion es en la direccién al kinocilio se produce una des-
polarizacién de la célula ciliada, por el contrario, una flexién contra el
kinocilio producird una hiperpolarizacién de la célula ciliada ([27]).

La sinapsis aferente en las células ciliadas tipo I se caracteriza por
presentar en la porcién presindptica un cuerpo electrodenso de unos 200
nm de diametro llamado cuerpo sindptico, rodeado de vesiculas claras
de entre 20 y 50 nm. En la terminal postsindptica (dendrita) existe un
engrosamiento de la membrana en la zona involucrada. La sinapsis efe-
rente en ambos tipos de células presenta un cimulo de vesiculas en la
terminal presindptica (dendrita) y en la postsindptica existe una estruc-
tura alargada llamada cisterna subsinaptica. Las fibras eferentes forman
conexiones dendrosomaticas tipo botén en las células tipo II, mientras
que en las tipo I el contacto es sobre el caliz aferente ([40]; [5]) ver fig.
1.2. Cada eferente puede hacer contacto sobre una sola célula ciliada
o sobre un grupo de ellas. Este complicado patrén de inervaciéon puede
ser en parte responsable de diferentes patrones de descarga espontaneos,
que se han observado en fibras aferentes vestibulares primarias ([4]).
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Figura 1.2: Células ciliadas tipo I y II. Puede observarse que las células ciliadas
tipo I tienen forma de dnfora y estan rodeadas completamente por el caliz de
una terminal aferente. Las células ciliadas tipo II son mas cilindricas y reciben
terminales aferentes (ba) y eferentes (be) en botén. Ambos tipos de terminales
aferentes presentan un cuerpo singptico cuya funcién se desconoce (Tomado de

[7])-

Las aceleraciones lineales o angulares, luego de un complejo proce-
so de acoplamiento mecanico producen una deflexiéon del haz de cilios
en las células sensoriales, con la subsecuente alteracion del potencial
eléctrico de la célula. El desplazamiento del haz de cilios de una célula
determina que se dispare una cascada de eventos que, finalmente, en
funcién del estado previo del sistema y de la actividad del conjunto de
las células sensoriales que componen una unidad funcional, determina
que se active o inhiba una via nerviosa. Las células ciliadas detectan las
deflexiones del haz de cilios por un proceso conocido como transduccion
mecanoeléctrica: convierten el desplazamiento de sus pelos sensorios en
un cambio de su potencial eléctrico debido a los cambios de una conduc-
tancia de potasio a través de canales mecanotransductores inespecificos.
Desde el movimiento de los cilios hasta la transmision del mensaje a
la neurona aferente ocurren una serie de procesos que son: movimien-
to de los cilios, transduccién mecanoeléctrica, generacién del potencial
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receptorial en la célula sensorial, liberacién de un transmisor quimico y
potenciacion o inhibicién de la frecuencia de descarga de las aferentes
vestibulares (potencial generador) (fig.1.3).

« Transmision
L \ sindptica
Excitacion silbsinéptica
Integracion
sinaptodendritica
Potencial generador

Mecanismo
generador
de espigas

|

Espigas

Aceleraciones lineales

|

Acoplamiento
mecanico

Movimientos de cilios

Transduccion
mecanoeléctrica

Potencial de receptor

Figura 1.3: Esquema de la cascada de eventos que median la detecciéon de
aceleraciones en el sistema auditivo y vestibular.

1.2.4. Célula nerviosa

El cerebro consta de células nerviosas y de células glia. La célula
nerviosa se le conoce como neurona, su tamano y forma varian unas con
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otras; son células excitables que transmiten impulsos a otras células.
Una neurona tipica funcionalmente puede dividirse en tres partes:
Azon. Es un tubo delgado que surge del cuerpo de la célula y viaja a una
distancia de entre micrometros hasta metros. Proteinas especializadas
en el plasma de la membrana axonal que permite al axén transmitir
sefiales eléctricas rapidas a lo largo de su longitud, del soma hasta la
terminal.

Dentrita. Es usualmente donde la informacién se recibe de otras
neuronas. Son procesos neuronales delgadas y mucho mas cortas que el
axén y tienen muchas ramificaciones, dando lugar a una red densa del
proceso llamada arbol de dendrita.

Soma. Es la unidad central de procesamiento donde contiene al
ntcleo de la célula, en cuyo interior acttian los mecanismos bioquimicos
sintetizadores de enzimas y ocurren los demds procesos esenciales para
la vida de la célula.

Ademas las neuronas se clasifican debido al nimero, la longitud y la
forma de ramificacién como sigue:

1. Unipolares: tienen una sola neurona que se divide en dos ramas de
corta distancia, estas ramas tienen las caracteristicas estructurales
y funcionales de un axén, una se dirige hacia alguna estructura
periférica mientras que la otra al sistema nervioso central.

2. bipolares: éstas poseen un cuerpo alargado y de cada parte de su
cuerpo parte una neurita, se hallan en los ganglios sensitivos de
la coclea y del sistema vestibular, también en los de la vista y el
olfato.

3. Pseudounipolares: tienen una sola prolongacion que sale al soma,
dos prolongaciones una axoénica y la otra dentritica.

4. Multipolares: tienen algunas neuritas que nacen del cuerpo celular
mayormente dentritas, con excepcion de la prolongacion del axén.

Las células nerviosas y musculares son excitables o sea capaces de au-
togenerar impulsos electroquimicos en sus membranas y, en la mayoria
de los casos emplearlos para transmitir senales a lo largo de estas mem-
branas. Las neuronas como células excitables y capaces de transportar
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informacién a otras células, envian los mensajes mediante un proce-
so electroquimico donde se dan movimiento de iones, todo a través de
su membrana selectiva que es permeable a algunos iones y a otros no.
Los iones méas cominmente encontrados tanto dentro como fuera de las
células son: Nat, Kt, Ca®*t y Cl™, se encuentran también en el ex-
terior otras sustancias como: Mg*t, Ca?, glucosa, urea, aminoacidos y
hormonas.

12



Capitulo 2

Algoritmos numéricos de
identificacién de
parametros

Los fenémenos eléctricos desempenan un papel importante en la fi-
siologia de las células nerviosas. Esto se conoce desde el siglo XIX, pero a
mediados del siglo XX hubo un avance importante, basado en una serie
de experimentos; Hodgkin y Huxley estudiaron el comportamiento de
las corrientes iénicas de Sodio (Na™) y Potasio (KT) en el axén gigante
de la neurona de un calamar al ser estimulada con una corriente externa.
Finalmente, en 1952, estos investigadores propusieron un sistema de cua-
tro ecuaciones diferenciales no lineales, conocido hoy en dia como modelo
de Hodgkin y Huxley (HH), que describe la dindmica del potencial de
membrana de una neurona ante la accién de una corriente aplicada. Este
modelo es muy bueno en el sentido de que reproduce la mayoria de las
propiedades electrofisiolégicas del axén gigante del calamar. Sin embar-
go, por su dimensién y su no linealidad dificulta muchisimo su anélisis
cualitativo. Por lo anterior, los estudios que se han realizado con el
modelo se apoyan solamente en simulaciones computacionales, basadas
en la solucién numerica. Para entender y comprender mejor el fenémeno
neuroeléctrico, se han construido modelos de orden inferior que presen-
tan una estructura matematica més simple y que capturan la esencia
dindmica de algunos de los procesos involucrados de la dindmica de una
neurona como son los modelos: rapido, rapido-lento y FitzHugh-Nagumo
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(FHN). Otro modelo modificado y simplificado fue propuesto por el Dr.
Enrique Soto y el Dr. Vladimir Alexandrov [2]. La primera modificacién
que hicieron con respecto al modelo original de Hodgkin-Huxley es el
uso de los parametros para la rata; las otras dos modificaciones adi-
cionales es sobre las constantes de tiempo: un pardmetro ”hg” de inac-
tivacién para la corriente de potasio I, lo segundo es en la aproxima-
cién h +n = 0.8, aqui se tuvo la siguiente modificaciéon h + n = C(V2),
C(V2) es una relacién que se encuentra al observar el comportamiento
de los datos experimentales que tiene un valor constante por cada V5 €
[—100mV, 100mV]. Adicionalmente, este modelo tiene una descripcién
compleja para la corriente de potasio Iy = g% @nthy (Vo — V).

Como se observa en el texto anterior la identificacién de parametros
tiene como finalidad establecer un puente entre el dominio de la rea-
lidad y el de los modelos que pretenden representarla, contribuyendo
a entender mejor la primera y perfeccionar estos tultimos, es decir el
objetivo de la identificaciéon de pardmetros es desarrollar o mejorar la
representaciéon matematica de un sistema fisico usando datos experi-
mentales. En el presente capitulo desarrollamos una nueva manera de
recuperar los parametros (coeficientes) funcionales. El método que apli-
camos lleva por nombre Método Local (ML) y es un nuevo método para
la recuperacion de coeficientes en una forma més general para sistemas
de ecuaciones diferenciales ordinarias de orden tres. Primeramente apli-
camos el método local para problemas inversos a un sistema simplificado
del tipo de Hodgkin-Huxley de dimensién tres: Dindmica de la neurona
aferente. Este sistema de ecuaciones diferenciales estd descrito por [2]:

Co Y = Igin — Ing — Ik — I,
Ing = R (Moo (V)2 (C(V) = n) (V — Via),

Ix = g n*hg (V — Vi), (2.1)
Iy = g7 (Vo — VL),

& = an(V)(1 —n) = Bu(V)n, (2.2)

b = ap(V)(1 = hie) = Bu(V)hic, (2.3)

con (V,n, hx) € R3. Los coeficientes funcionales oy, (V), B,(V), an, (V)
Y On, (V) son constantes no negativos de proporcién dependientes del
voltaje V, las cuales describen las razones de transiciéon de los estados
no permisivo a permisivo y permisivo a no permisivo respectivamente.
Dicho de otra forma, las ecuaciones 2.2 y 2.3 corresponden al siguiente
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Bi (V)
esquema: p aﬁ/) 1 —p, p={nh}, i € {n,h}. a; especifica cudnta
transicién ocurre entre el estado cerrado y el estado abierto; 3; expresa
el nimero de transiciones del estado abierto al estado cerrado. Dichos
parametros funcionales estan dados por:

an(V) = =07,
ﬁn(v) = % - an(V),

on(V) = Sy

Br(V) = -y — an(V).

A continuacién definimos que es un problema directo e inverso:

(2.4)

Definicién 2.0.1. (Problema directo): El problema directo para el sis-
tema (2.1)-(2.8) consiste en encontrar las soluciones de V', n y h dadas
las expresiones de las funciones o, (V), Bn(V), an(V) y Bn(V) y las
condiciones iniciales Vjy, ng, hg de acuerdo al problema de Cauchy.

Definicién 2.0.2. (Problema inverso): El problema inverso consiste en
recuperar los coeficientes oy, Bn, an y Bn usando datos obtenidos de los
valores del potencial de membrana V del modelo (2.1). Las aprozima-
ciones tradicionales son presentadas por formulas racional-exponencial
con pardmetros constantes [2]. La identificacion de estos pardmetros re-
quiere la solucion del sistema no lineal de tres ecuaciones correspondien-
te a (2.1)-(2.3).

El método local para la identificacién de dos pardmetros funcionales
en sistemas simplificados tipo Hodgkin-Huxley estd propuesto en [13].

Aqui presentamos el desarrollo del Método Local para el sistema (2.1)-
(2.3).

2.1. Meétodo local para el problema inverso

Supongamos que los datos de entrada podemos considerar como N
valores medidos V; = V(¢;) de la funcién potencial en puntos t;, i =
1,...N de la variable tiempo.

2.1.1. Aproximacion por expansiones constantes a peda-
ZOSs

Las aproximaciones propuestos &y, On, @n ¥ Br para oy, Bn, an 'y Bn
son presentados como expansiones constantes a pedazos con coeficientes
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desconocidos {a;}, {b;}:

. N-1
Br(V) = bign1Si(V).
=1

Donde S;(V') son funciones basicos constantes a pedazos y son construi-
dos sobre los puntos auxiliares {V;}, i = 1,..., N tal que

min{V;} =V} <V, < ... < Vy = max{V;}.
(2 K3
El método propuesto para la construccién de los coeficientes {a;},

{b;} consiste en los siguientes pasos:

1) Calcular la aproximacién para la dV/dt en los puntos {t;} por
diferencias divididas;

2) Calcular los valores de aproximacién n; para n(t;) y h; para h(t;)
de la primera ecuacién del sistema (2.1);

3) Calcular la aproximacién n y hf, para las dn/dt y dh/dt en los
puntos t; por diferencias divididas;

4) Calcular para cada indice i = 1, ..., N — 1 los coeficientes a; a;yar,
b; biypr como la solucion del esquema de colocacién local

n; = (1 —mni)a; —nia;N_1,

niv1 = (1 —=nit1)a; — nip10i4N—1- (2.5)
hi = (1—hi)a; — hiain-1,

hivi = (1 —hit1)a; — hit1Gi1N—-1. (2.6)
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Ahora analicemos como es el determinante de las matrices de los sistemas
lineales anteriores.
El determinante de la matriz de los sistemas considerados es igual a:

det(A) = —(1 — pi)piy1 + pi(1 — piy1) (2.7)
= Pi — Pi+1 p € {n,h}.

Las soluciones de los sistemas lineales algebraicas (2.5) y (2.6) existen y
son Unicas si los valores de aproximacién n; y h; de las funciones n(t),
h(t):

a) no son constantes a pedazos en un sibintervalo y el nimero de
nodos es sificientemente grande 6

b) si las funciones n(t) y h(t) son monétonas, se puede utilizar
cualquier nimero de nodos.
2.1.2. Aproximacion por spline lineales

Las aproximaciones propuestas Qn, B, On y By, para
Qp, Bn, ap 'y Bn son presentadas como splines lineales a pedazos
con coeficientes desconocidos {a;}, {ai+n—1}:

'Sz',l (Iz )

/ Sz'+1,1 (f:'+1 )

rz' r;!'+ Ci% rz'+2 ¥ r;!'+1

| —;
C

Figura 2.1: Esquema
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Tomando a ¢ como el paso y t = {t;, tive/3s titac/3s tiv1}, conp = {n,h}

= (1= pi)a; — piaiyN-1,
roo—(1_ g, . , _
Py = (1= piy) [osSia (1) +aimaSiva (1) (29)
Dyl [ai—f—N—lSi,l ti+%) + ai+NSit11 (ti%)} ;
t= itz :
Piyz = <1 pi+§> {azsz,l <ti+§) + ait15i41,1 (ti%)} (2.10)
Pit2 [ai—l-N—lSi,l (tH%) + @i+ NSit1,1 (ti%)} ;
. / —
t=1tiy1: pipr = (1 = pit1)ait1 — pit10i+N. (2.11)
Las expresiones (2.8)-(2.11) se puede expresar en forma matricial
/
pi a;
P s
sl =4 T (2.12)
pi_i_g a;fol
Pit1 N
donde la rPatriz A= .
— Pi —Pi
1*Pi+% Si1 (tiJr% 1*Pi+% Sit1,1 (tH% 7p,i+%si,l ti+% 7Pi+%si+1,1 ti+%)
1*Pi+% Si1 (t,iJr% 1*Pi+% Sit1,1 (tH% 7p,i+%si,l ti+% 7Pi+%si+l,1 ti+§)
0 (I = pit1 0 —Pit1
De acuerdo como se plante6 S;yi1 (ti+%) = Si1 (tH%) y
Sit11 (tHg) = Si1 <ti+;> entonces la matriz A queda expresado
3 3
como
(1 —pi) 0 —p; 0
_ 1*Pi+% Si,l(ti+% 1*Pi+% Si,1 ti+% *PH%Sz‘,l(tiJr% *PiJr%Si,l ti+%)
1*Pi+% Si,l(t,i+% 1*Pi+% Si1 ti+% *PH%Sz‘,l(tiJr% *P1+%Si,1 ti+%)
0 (T —pit1) 0 —Pit+1
Para reducir la expresiéon de A hacemos a = S;1 (tH;), b =
3
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Si (ti +2 ) quedando

(1—pi) 0 —pi
A 1—pi+% a 1—pl-+%>b —Pip1a
l=pi2)b (1= pi+§) a —p;2b
0 (1 —pit1) 0

Ahora lo que nos interesa ver si el Det(A) es diferente de cero. Para ello
calculamos el determinante de la matriz A de la siguiente manera:

Det(A) =
(1-p0) Porig)t rage crg
=(1—p;
pi 1—p1+%)a —p1+2b P20
1*PL+1) —Pit1
(1—p7+1 a l—p —Pi+%b
—Ppi _ _ _
1 pl+2 1 p+2 a Piyze
(1— p1+1) —Pi+1
—-p. . 1a 1b (1,” 1) —p, 10
it 5 1,+ i+ 5 i+ 5
=0Q-p) A =-priy)| _, ;b ;a — Pit1 3 3
it3 H»g (17pi+%)a 7pi+%b
(171)_ 1)a —p. 1b (1*1) 1)11 (1*11
i+ 5 i+ 5 i+ 5 it
—pi{ —(1 = piy1) 3 3 — Pit1 3
(lpr»%)b —p;, 20 (lfpiJr%)b (17P1+
2 2
(1 =pi) (1*P1+1){a Pip1Pit2 bPlJr%PHL} Pit1 {a (1*P1+%)Pl+1 —b
(1 — p: 2 2 _ _
L e [ (g rg - (g ) 2
i
. 2 _ _ _p2 _ _
pn [ (= pig) (= rg) =2 (rig) (2

a ) 7+1pl+2 bp1+2p1+1 +52 pL+1pZ+2p1+1fa Pit1P;y 1P, 42~
-p
‘ —a? Pz+1p+1 + a? P1+1P+2P1+1 + b2 Pz+1pl+2

—(1—m+1){b Pyl —b?p
—p; )
—Pit+1 {a —a? Pii2

=1 =pi)
¢ —a P1+1P1+1 +a? Pz+1pb+2P1+1 + b2 Pit1P;, 2

i+2Pitl

—a pi+%+ap

2 2
—atp 1 tatp

i+2

i+3Pit2

— b2 Pz+1p+1pl+2

—b? Pif1P;

},

2 4 p2 2 B2
b% + b pi+%+bpi+% bpi+%11i+%]

Pip1Piy2 — b2 p+2p+1 + b2 p1+1p+2p+1 — a? p7+1p+épl+§— }

—v? Pipl +v? Pip 2Pl +a® Pip2

+b2 m+1p it l —-b Pi1P,; 2

—Pi

1+1

PPzt

b2pipq — b2 p1+1p+1 b2 p1+1p+2 +b P1+1P+

z+%

L+%+

—a? P1+1P1+2 +a m+1p1+1p
—pit1a® +a Pit1P;, 2 +a Pit1P; 1 —a® Pit1P; 1

1P, 2
itgTitg
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= azpi+%pi+% —bzpi+%pi+% +b2pi:1pi+%pi+% —a2p¢+1pi+%pi+%—
—a2pi+1pi+% +a Pi2+1pi+%l7i+% + b2pi+1pi+% -b Pi+1pi;%1’i+%—

—a PiPH%PH% +0b PiPH%PH% —b Pipi+1pi+%pi+% +a PiPi+1Pi+%Pi+%+
+G2Pim+1pi+; —a Pipi+1pi+%l)i+% - b2PiPi+1Pi+% + b2pipi+1pi+%Pi+%+
+b2pmi+% -0 PiPiy 2P 1~ azmpH_% + azmpi_,_%p#% -

*bzpipi+1pi+; + b2P7‘,P1‘,+1Pi+2Pi+% + azpipl+1pi+% - a2P7‘,Pq‘,+1pi+%Pi+% +
+pipz‘+102 —a PiPi+1Pi+% —a Pipi+1p,i+% + azPiPi+1Pi+%Pi+%*

—b%pipit1 + b2pipi+1pi+% + b2mm+1pi+% - b2pim+1pi+%pi+%~

Eliminando términos de la expresién anterior obtenemos:
= bQPipH% - a2pipi+§ + a2pz’+§pi+§ - b2pi+§pi+§+
+a2pz‘pz‘+1 - b2pz’pi+1 - a2p2-+;pz'+1 + b2pi+2pz‘+1-
3 3
Ahora agrupando se obtiene
=a? [pi%pﬁg — PiPiy2 — Pip1Pit1 +pipi+1} -
b? [pipi% ~PipiPip2 Py 2Pit1 — pipm} =

=a? [pi+§ <Pi+% —pz‘> — Pit1 (PH% —Pz‘)} +
b? [pz'+1 <p1‘+% —pz'> ~Pitl <pi+§ —piﬂ
quedando como expresion final
(=) (g =) (=) (g ) 23
como el determinante de A.

Anélisis del determinante de la matriz A.
Para ello analizaremos la siguiente expresiéon

a? (pH% —pz') (pi% —pi+1) — v’ <pi+§ —pi) (pw% —pi.+1>
reordenando obtenemos
b1y =) (b = is) =8 (g =0) (o =2y 219)

y suponiendo que p(t) es lineal a pedazos de la forma n(t) = kt + d, es

decir:
p(ti) =kt;,+d,

p ti+§> =ktipe+d,
p(tisz ) =Ktz +d
p(tiv1) =k tiy1 + d;

20



CAPITULO 2. ALGORITMOS NUMERICOS DE
IDENTIFICACION DE PARAMETROS
2.2. EXPERIMENTOS NUMERICOS

ahora sustituyendo estas expresiones en (2.14) resulta

a? (k (tips — 1)) (k(tiﬂ tl+2r>)—b2(( )) k(i —tige)) =
- (1)) (1) -2 (- (12)) (4 ) -
—a (i (e () -

_ g2 (té)Q—bQ (tzc)Q. (2.15)

El

Ahora sustltuyendo los valores de a = £, b= 3 y los valores de te = 3,
tee = 3 n (2.15) tenemos = (4) (3 (%) ( ) = 0. Es de(:1r el
determinante de la matriz A es igual a cero si y sélo si p(t) es lineal a
pedazos. Pero p(t) no es lineal a pedazos por tanto el determinante de
la matriz A es distinto de cero. Asi expresamos el teorema 2.1.1

b -

Teorema 2.1.1. La solucion del sistema (2.12) de las ecuaciones linea-
les algebraicas existe y es unica si y solo si p(t):

a) no es lineal a pedazos en un sibintervalo y el nimero de nodos es
sificientemente grande ¢

b) sila funcion p(t) es mondtona, se puede utilizar cualquier nimero
de nodos.

2.2. Experimentos numéricos

En ésta secciéon hacemos la simulaciéon numérica para el problema
directo e inverso.

2.2.1. Problema directo

Para el problema directo damos todos los pardmetros funcionales y
numéricos, el intervalo de tiempo para la integracién y las condiciones
iniciales del sistema (2.1)-(2.3).

Construimos las soluciones numéricas de V' (t), n(t)y h(t) del sistema
(2.1)-(2.3), usando una rutina de Matlab. Las rutinas de Matlab resuel-
ven problemas de condiciones iniciales para un conjunto de ecuaciones
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IDENTIFICACION DE PARAMETROS
2.2. EXPERIMENTOS NUMERICOS

diferenciales acopladas. Existen cinco tipos de rutinas (integradores) en
Matlab: oded5, ode23, odell3, odelbs, ode23s; cada una de las cuales
puede usarse si ciertas condiciones se satisfacen. Ademas las rutinas
pueden cambiar dependiendo de la version de Matlab en que se trabaje.
El odelbs es una rutina implicita de multipaso que usa diferenciacion
numérica y su orden varia en 1-5. Es conveniente para problemas rigidos
que requieren de una precisién moderada. Es la rutina que se debe in-
tentar cuando la rutina ode45 (que utiliza el método de Runge-Kutta de
orden 4 o 5) no funciona o su eficiencia deja mucho que desear.

Sobre la figura (2.2) se muestran los resultados de los experi-
mentos numéricos sintéticos usando el integrador odelds de matlab,
con las condiciones iniciales Vj = —60 mV, hg = 1, ng = 0, los
pardametros numéricos: C,, = 1 mz’croFarad/ch, Ve = 52 mV,
Vik = =84 mV, Vp = —-63mV, gng = 2.3mS/cm2, JK = 2.4mS/cm2,
gr = 0.08mS / em?, Igin = 20 pA / em? y los pardmetros funcionales que
aparecen en el articulo [2]:

Potencial de membrana Wit}
100

clasica
i )
= 50 red uniforme
£
a0
=
=l
1)
-100
i} a 10 15
Tiempa (ms)
“ariable n(t) “Yariable hit)
1 1.002
1
% 0s % 0.995
0.996
i} 0.994
0 3 10 15 0 3 10 15
Tiempo (ms) Tiempo (ms)

Figura 2.2: Graficos de las soluciones exactas del problema directo.

A continuacién recuperamos los coeficientes funcionales en dos for-
mas: por expansiones contantes a pedazos y por splines lineales.
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2.2.2. Problema inverso: Aproximaciones por expansio-
nes constantes a pedazos

Para la aproximacién de los coeficientes por expansiones constantes
a pedazos (splines de grado cero), primero ordenamos el voltaje de ma-
nera mondtona: min{V;} = Vi < Vy < ... <V = méx{V;} y luego
aplicamos el métod(z) local. '

En las figuras (2.3-2.4) mostramos los coeficientes recuperados ay,,
Bn, &, v By en dos formas aplicando el método local: la primera cuando
sustituimos los valores negativos de los coeficientes recuperados por un
valor nulo con solamente 90 nodos del potencial de membrana V, la se-
gunda cuando ampliamos el nimero de nodos del potencial de membrana
V', tendiendo a infinito y como es de esperarse también aumenta el tiem-
po de célculo conforme aumenta el niimero de nodos. Los coeficientes
recuperados los comparamos con los coeficientes exactos ay,, Gn, any Oh.
Cabe mencionar que se obtienen los mismos coeficientes recuperados
(2.4) para V creciente o decreciente. En las figuras (2.5-2.6) mostramos

By, recuperada B, clasica 3 By, recuperada 4 By clasica

w10 w10
0 [

0.18

£ 8 £ 0 £ 8 &
2
005
] S 0

0
-0 0 a0 -0 i 2] -4l a 50 A0 0
Vaoltaje (mY) Voltaje (mY) Waollaje (mV) Yoltaje (mV)

4 recuperada & clasica
o, recuperada o, clagica Oy, TecUp 0t oy
2

i)
=

F £05 £ 1 F
Ar-’;J 05 L
0
0 il

0&

-50 0 a0 -50 0 50 -5 A0 0
Vaoltaje (m') Voltaje (m¥) Yaltaje (mY) Yoltaje (mV)

Figura 2.3: Comparacién entre los coeficientes recuperados @, 3,,, @ y/3,, con
solamente 90 nodos del potencial de membrana (sustituyendo los valores nega-
tivos de los coeficientes recuparados por un valor nulo) y los coeficientes cldsicos

On, By any Bh-

las funciones 7i(t), h(t) y V(t) obtenidos como soluciones del problema
directo con los coeficientes recuperados &y, 3,,, @ v 3; mostradas en
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B, recuperada B, clasica By, recuperada. 4 By clasica

w10
200 0.2 0,03 B

180 015 o

100
a0 ’ 0.01

i3 :
] E— D_—J

-0 0 0

P
Pr,
o
Pr,
B

A0 0 a0 -50 0 a0 A0 0 =0 A0 0
oltaje (m) Yoltaje (m') “oltaje (M) oltaje (m')
o, recuperada o, clésica o, recuperada o oy, clésica
1000 1 3 2

0 1 [~y
A0 0 a0 -50 0 a0 50

0.5
oltaje (m) Yoltaje (m') “oltaje (M) oltaje (m')

Figura 2.4: Comparacién entre los coeficientes recuperados @, Bn, ap yﬁh
con 1500 nodos del potencial de membrana y los coeficientes clasicos

an, B, apy Bh-

las figuras (2.3-2.4) y comparamos con V (t), n(t) y h(t) exactos.

Con estos resultados numéricos concluimos que para recuperar los
coeficientes funcionales @, Bn, @n y Bp, basta utilizar pocos nodos del
potencial de membrana V' y sustituir los valores negativos de los coe-
ficientes recuperados por un valor nulo, debido que por definicién, los
coeficientes funcionales «y,, 3,, anry Bn son no negativos, tal como se
observa en la figura 2.3.

2.2.3. Problema inverso: Aproximacion por splines linea-
les

Ahora realicemos la aproximacion de los coeficientes por splines li-
neales con solo 120 nodos del potencial de membrana, de igual manera
como el caso anterior, los valores negativos de los coeficientes recupera-
dos sustituimos por un valor nulo.

En la figura (2.7) mostramos los coeficientes recuperados
Qn, B, &n yB), aplicando el método local para el problema inverso uti-
lizando splines lineales a pedazos (splines de orden uno) y compara-
mos con los coeficientes exactos oy, On, an y Br. En la figura (2.8)
mostramos las funciones 7(t), h(t) y V(t), obtenidos como soluciones
del problema directo con los coeficientes recuperados @, 3,,, @n v 34
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Wariable nft) Wariable hit)

. . b9
=05 =
recuperada 0.996 recuperada
clasica clasica
0
0 5 10 2 4 B 8 10 12
Tiempo (ms) Tiempo (ms)
Potencial de Membrana V()
&0 recuperada
< clasica
=
2 0
=
=l
=
-50

2 4 B 8 10 12
Time (ms)

Figura 2.5: Comparacién entre las funciones recuperadas 7i(t), h(t) y V(¢) (los
valores negativos de los coeficientes recuparados son sustituidos por un valor
nulo) con las funciones exactas V (), n(t) y h(t).

usando splines lineales a pedazos y comparamos con V(t), n(t) y h(t)
exactos.

2.2.4. Extensién del intervalo de tiempo

Ahora veamos que sucede cuando extendemos el intervalo de inte-
gracion tanto para el problema directo como inverso.
Para el problema directo: Construimos las soluciones numéricas de
V(t), n(t) y h(t) del sistema (2.1)-(2.3) con los coeficientes (2.4) e in-
tegramos desde [0, 1] donde ¢; > 12, usando el integrador odel5s de
Matlab 7.0 con las condiciones iniciales Vy = —60 mV, hg = 1, ng = 0.
Para el problema inverso: Primeramente ordenamos el potencial de
membrana V de manera creciente min{V;} =V; <Vy <..<Vy =
7

max{V;}, con solamente 150 nodos. Posteriormente aplicamos el Método
3

Local para la recuperacion de los coeficientes por expansiones constantes
a pedazos. En la figura (2.10) mostramos los coeficientes recuperados @,
B,,, @n, v B}, aplicando el método local para el problema inverso utilizan-
do aproximaciones por expansiones constantes a pedazos y comparamos
con los coeficientes exactos au,, Bn, ap ¥ Gh.

En la figura (2.11) mostramos las funciones 7(t),h(t) y V(t),
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“Wariable nit) “ariable hit)

1 <

% 0.5 % 0.995
recuperada recuperada
clasica clasica
0 099
0 i 10 2 4 B 8 10 12
Tiempo (ms) Tiempo (ms)
Patencial de Membrana V(i)
recuperada
&0 clasica
=
£
2 0
=
=
=

-50

2 4 B 8 10 12
Tiermpo (ms)

Figura 2.6: Comparacién entre las funciones recuperadas m(t), h(t) y V(t)
(cuando el niimero de nodos del potencial de membrana tiende a infinito) con
las funciones exactas V (¢), n(t) y h(t).

obtenidos como soluciones del problema directo con los coeficientes re-
cuperados @y, 3, @, v [ usando splines de orden cero y comparamos
con V (t), n(t) y h(t) exactos.

2.2.5. Diferentes condiciones iniciales

Ahora veamos que sucede cuando aplicamos varias condiciones ini-
ciales para V, n y h, ver figura (2.12). Como se observar el método
propuesto nos da realmente la solucion explicita del problema inverso
y de esta forma dicho método es mas simple en la realizacién numérica
que esquemas tradicionales.

Haciendo un anélisis de los resultados numéricos mostrados en este
capitulo, podemos resumir en:

» El proceso de colocacién en el Método Local (ML) usa sélo datos
discretos y en los coeficientes recuperados en ningiin momento u-
samos el concepto de la derivada de los coeficientes que buscamos
(ver pasos del método local). Por ésta razén es posible usar los
splines de orden cero y uno. En experimentos numéricos presen-
tados en la figura 2.4, se muestra convergencia del método usado,
cuando el nimero de nodos tiende a infinito. Adn queda por con-
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B,

a0

20

4 [, recuperada 4 P, clasica

Eﬂ recuperada Bn clasica . L

10

=

m
=}

A0

02 n
015 15
4
of 01 £ 10 o
‘ 0.0s 5 4)/—\—') 2
0 u i
0 0 50 0 i 50 50 a 50 50 0
Valtaje (mv) Yaltaje (m) Woltaje (m') Woltaje (mv)
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4
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_./\_a\ 1 _A—J 1
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v i 0 a

1] 50 A0 0 50 = 50 ) 0
Yaoltaje (M) Vaoltaje (m) Voltaje (m) Voltaje (mY)

Figura 2.7: Comparacién entre los coeficientes recuperados a,, Bn, ap yﬁh y
los coeficientes clasicos ay,, Bpn, apy Bh-

siderar splines ciibicos o de orden superior, el cual tenemos como
perspectiva a desarrollar en trabajos posteriores, que probable-
mente va a dar un mejoramiento de las caracteristicas del ML.

En los experimentos numéricos mostrados en este capitulo, se
muestra no unicidad de los coeficientes recuperados. Ademds las
féormulas para los calculos contienen operadores (diferenciales) no
acotados , que pueden provocar inestabilidad en los cédlculos, es por
eso, que aparecen algunos saltos de los valores de los coeficientes
recuperados en alrededor de los puntos donde el gradiente cambia
rapidamente (figura 2.10).

Como podemos observar en éste capitulo, no existe contradiccion
con el problema de unicidad, ya que la no unicidad se declara,
sélo para la solucién del problema inverso de los coeficientes recu-
perados (ver figuras 2.3, 2.4 y 2.7), las cuales tienen como valores
muy diferentes en comparacién de los coeficientes cldsicos, pero
si usamos los coeficientes funcionales recuperados y aplicamos el
problema directo obtenemos una aproximacién satisfactoria para
las variables V', n y h.

Se trabajé con el Método Local para la identificacién de coefi-
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“ariable nit) “ariable hit)
1 1
\ recuperada
cldsica
. _ D538
=045 =
— recuperada 0.996
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o
0 5 10 2 4 6 8 10 12
Tiernpo (ms) Tiermnpo (ms)

Potencial de membrana V(i)

&0 recuperada
< clasica
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Figura 2.8: Comparacién entre las funciones recuperadas m(t), h(t) y V(t) con
las funciones exactas V (), n(t) y h(t).

cientes que tienen sentido fisioldgico en ecuaciones especificos, es-
ta informacién recuperada es no negativa de funcién probabilistico
que desean los efectos fisiolégicos, los cuales pueden ser usados en
modelos que aparecen en préximos capitulos.
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100
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Figura 2.9: Graficos de las soluciones exactas del problema directo.
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Figura 2.10: Comparacién entre los coeficientes recuperados @, 3,,, @n ¥3, ¥
los coeficientes clasicos au,, Bpn, apy Bh-
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Figura 2.11: Comparacién entre las funciones recuperadas n(t), h(t) y V(t) con
las funciones exactas V (t), n(t) y h(t).
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Figura 2.12: Comparacién: Diferentes condiciones iniciales A)[Vy = —50, hg =

L,ng = 0]y B)[Vo = =70, ho = 1,n9 = 0].
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Capitulo 3

Analisis computacional de
los parametros del
mecano-receptor vestibular

En el presente capitulo presentamos el modelo integral del mecano-
receptor vestibular que estard integrado de cuatro bloques matematicos
que funcionan de manera aislada para emular fenémenos fisiolégicos
distintos que finalmente serdn interdependientes los unos de los otros
y lograran integrarse para obtener un resultado semejante al que ob-
tienen los sistemas bioldgicos cuando reciben la informacién proveniente
de los érganos vestibulares; los fendémenos fisiologicos aislados e inter-
dependientes que se modelaran son: el acoplamiento mecanico del sis-
tema cipulo endolinfatico; dindmica de las células ciliadas; transmisién
sindptica y la actividad de la neurona aferente.

3.1. Acoplamiento mecanico del sistema ciipulo
endolinfatico

La superficie apical de la célula ciliada estda en contacto con la en-
dolinfa cuya composicién es alta en iones potasio y baja en iones sodio
(similar a la del interior de la célula). La superficie basal de la célula
estd en contacto con la perilinfa, similar al liquido extracelular: alta en
iones sodio y baja en iones potasio ([22]; [11]). El potencial de mem-
brana de la célula recibe influencias tanto de la permeabilidad del area
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basal como del area apical. Existe una permeabilidad debida a que al-
gunos canales i6nicos estan abiertos (los canales de transduccion tienen
baja probabilidad de apertura); en este estado, la permeabilidad basal
es mayor que la apical generandose el potencial de membrana en reposo
([17]). Debido a que la membrana basal es permeable principalmente
a iones KT, el potencial de membrana entre el medio intracelular y la
perilinfa, tiende a ser cercano al potencial de equilibrio de éste ién. [15]
estimulando directamente por medio de deflecciones mecdnicas al haz
de cilios se registraron intracelularmente los cambios que acompanan al
movimiento del haz de cilios y se encontré que el componente despo-
larizante del potencial receptor corresponde al estimulo dirigido hacia
el kinocilio y es debido a la apertura de canales adicionales en el area
apical, a través de los cuales fluyen iones positivos hacia el interior celu-
lar generando la corriente de transduccién y despolarizando a la célula;
a esta despolarizacion se le conoce como potencial receptor ([15]; [17]).
El componente hiperpolarizante del potencial receptor corresponde al
estimulo en la direccién opuesta al kinocilio, lo que genera que los pocos
canales que estaban abiertos en el area apical en el estado de reposo se
cierren ([17]; [28]). Los registros de corrientes de transducciéon muestran
que la relacion corriente-desplazamiento de los cilios es saturable, no li-
neal y ampliamente asimétrica ([15]; [17]). De acuerdo con lo anterior,
la deflexion del haz de cilios causa la apertura o cierre de canales iénicos
transductores en los estereocilios, modulando el flujo de corriente hacia
el interior de la célula ([15]. Experimentos de fijacién de voltaje han de-
mostrado que la corriente de transduccién es acarreada principalmente
por iones K+ pero, ademds, los canales de transduccién son altamente
permeables al Ca®*, y este wltimo contribuye también a la corriente de
transduccién ([26]).

3.1.1. Modelo matematico del mecanismo de transduc-
cién mecano-eléctrica

El mecanismo de transduccion mecanoeléctrica que realiza la conver-
sién de la energia mecanica en la energia eléctrica y origina la corriente
de transduccién, se basa en el modelo de Hudspeth ([16]), este modelo
describe la dependencia de la corriente de transduccién respecto al des-
plazamiento del haz de cilios. El modelo matematico de este mecanismo
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se presenta en la forma siguiente:
I, = gTr(x)(‘/l - ETT'),
grr = gTrp(x)a (3'1)
(x) -
T = .
b 1 —|—€Xp(—wizo)

S1

Los parametros numéricos de este modelo se presentan en el cuadro 3.1.

Constantes Unidades Valores
escogidos

Er, 0

arr nsS 1.4

x ©m 0.3

51 wm 0.2

Cuadro 3.1: Parametros numéricos del modelo

Donde Ir, es la corriente de transduccién; p(z, s) es la probabilidad
de la apertura del canal; x es el desplazamiento del haz de cilios. El
parametro I, es la usaremos en el modelo de la dindmica del potencial
de membrana para la célula ciliada.

3.2. Modelo matematico de la dinamica del po-
tencial de membrana para la célula ciliada
del tipo II

En esta seccién desarrollamos el modelo matematico de la dindmica
del potencial de membrana para la célula ciliada del tipo II del canal
semicircular de la rata, de manera analoga al modelo matematico
para las células ciliadas del canal semicircular del axolot]l (Ambystoma
tigrinum) [1]. Los experimentos fisiol6gicos fueron realizados con células
ciliadas del canal semicircular de la rata por el método de fijacién de
parche en el Laboratorio de neurofisiologia de la Benemérita Universi-
dad Auténoma de Puebla.

El modelo matematico que se propone, la corriente total de una
célula ciliada se considera como la corriente total de potasio en la que
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unifica varios tipos de corriente de K (I ), incluyendo la corriente de
K™ activada por Ca™ (Ixcq). Esta simplificacién es razonable puesto que
los canales de sodio Na estan practicamente ausentes en la membrana
de la célula ciliada. En ésta simplificacién se ignora el fenémeno de los
potenciales que son causados por la posible apertura de canales de calcio
y por las variaciones subsecuentes en la conductancia de las canales
de potasio dependientes de las concentraciones de calcio. Este modelo
simplificado se basa en las ecuaciones de Hodgkin-Huxley. Se asume que
la dindmica de la célula ciliada se puede describir usando una corriente
i6nica total I, donde I7 es la suma de las corrientes iénicas principales
que estan presentes en las células ciliadas. El modelo se resume como
sigue [3]:

dV;
leditl - Icom _IT_ILa
I, = gVi,Ir = grm”(h1 + he)(Vi — Ep),

dm

Tm (V1) i msr(Vi) —m,
dh

Thi (V1) dtl = qhsr(V1) — h1, (3.2)
dh

Thy (V1) dt2 = qhsr(Vi) — ho.

donde, (V1,m,h1,hs) € R, Vj es el potencial de membrana, C,; la ca-
pacitancia, I7 la corriente i6nica total que fluye a través de los canales
i6nicos, gr la conductancia maxima, m” parametro que especifica el pro-
ceso de activacién, h parametro que especifica el proceso de inactivacion,
E7 es el potencial de equilibrio, I;, es la corriente de filtro e I..y, es,
bajo condiciones naturales, la corriente que fluye dentro de una célula
ciliada a través de los canales de transduccién situados en los estereo-
cilios (Icom = —Irr) 0, en los experimentos, es la corriente comando.
El pardmetro h de inactivacién tiene dos componentes (h = hy + ho)
los cuales corresponden a los canales de potasio con sus componentes
rapidos y lentos. Aqui q1 y g2 que varian entre 0 y 1, son los pesos
relativos de inactivacién rapido y lento, respectivamente.

La dependencia de voltaje de m, h1 y ho son dadas por las funciones
mst (V1) y hs(V1). Estas funciones se describen por funciones de Boltz-
mann de primer orden. Las constantes de tiempo tanto de activacién e
inactivacion, son también funciones de voltaje V;. Las aproximaciones
para Tp1 ¥ Tho €s por lineas rectas con pequenos pendientes usando los
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parametros kp1, kna, bn1 v bpo. Los pardametros funcionales se muestran
en el cuadro 3.2: Los resultados experimentales fueron realizados con

Nombre Pardmetros funccionales

et ’ 1_777'min
Estado eSt.%ble ms(V1) = mmin + Ipexp( Yol )
de activaciéon Sac
Constante de tiempo | 7, (V1) = Tinm + %
de activacién +eXP(737 )
Estado estable hst(V1) = huyin + %

de inactivacién HGXP( Sh )
Constante de tiempo | 741(V1) = kniVi + bpa

de inactivacién rapida
Constante de tiempo | 12(V1) = kn2Vi + bpo
de inactivacién lenta

Cuadro 3.2: Parametros funcionales usados en el modelo 3.2.

células ciliadas del canal semicircular de la rata por el método de fi-
jacién de parche. La corriente total y el potencial de membrana de la
célula fueron medidos segtin los métodos fijaciéon de voltaje y fijacion
de corriente respectivamente. Denominamos corriente iénica total a la
que se produjo con un protocolo de fijacién de voltaje de doble pulso.
Este protocolo partié de un potencial de sostenimiento de -85 mV y se
aplicaron pulsos de prueba con duracién de 800 ms entre -130 y 50 mV
con incrementos de 10 mV (Viesi1), los cuales fueron seguidos por un
pulso con duracién de 200 ms y un valor de voltaje constante a 20 mV
(Viest2). En Vieg1 se midié la corriente al pico y la constante tempo-
ral de activacion e inactivacion de la corriente. En V.o se estudié la
inactivacion de estado estable.

3.2.1. Analisis de datos

Los parametros funcionales que aparecen en el Cuadro 3.2 fueron
obtenidos de los datos experimentales de las células ciliadas aisladas
del canal semicircular (CCSC) de la rata (ver Cuadro 3.3). Los datos
de fijacién de voltaje fueron analizados mediante el programa Clampfit
versién 10.0 (Clampfit, Axon Instruments es un poderoso programa de
andlisis de datos con una amplia variedad de estadisticas, andlisis, trans-
formaciones y herramientas de despliegue para datos electrofisiol6gicos).
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Para determinar las constantes de tiempo de activacion e inactivacién
en las corrientes, se ajusté una funcién exponencial a cada trazo de co-
rriente usando un algoritmo de minimos cuadrados en el pClamp. A los
datos obtenidos para las constantes de tiempo en funcion del voltaje, les
ajustamos funciones del tipo como los que se presentan en el cuadro 3.2.

Para la activacion e inactivacién del estado estable, los datos fueron
aproximados con funciones de Boltzmann utilizando el programa com-
putacional Origin Microcal 6.0 (Origin es una hoja de célculo, pero esta
totalmente orientada al campo cientifico, viene implementada con una
multitud de funciones desde las més bdsica, como regresiones lineales,
hasta suavizados de curvas o bisqueda de picos).

3.2.2. Experimentos numeéricos

Para simular el potencial de membrana de la célula ciliada, utilizamos
el software MATHEMATICA 6.0 (es un software de computo que emplea
algoritmos muy potentes para la resolucién de problemas en diversas ra-
mas de las Matemaéticas. Todas las evoluciones de las variables dindmicas
se obtuvieron utilizando el método Runge-Kutta de 4o orden). Usando
los parametros funcionales y numéricos presentados en los Cuadros 3.2
y 3.3, el modelo predice un potencial en -57 mV cuando I, = 0. Las
trayectorias de voltaje del sistema 3.2 para I, = 0 se muestran en
la figura 3.1. En la figura 3.2 se muestran los trazos de voltaje tipicas
de una célula ciliada obtenida de los canales semicirculares de la rata
sujetas a una inyeccién de pulsos de corriente (de -0.1 a 0.5 nA). Con
estos resultados concluimos que la dindmica del potencial de membrana
de las células ciliadas y la respuesta del modelo matematico mostrado
en 3.2, coinciden cualitativamente.

Continuando con los compartimentos, la comunicacién entre la célula
ciliada y la célula nerviosa bipolar se realiza a través del mecanismo de
la transmision sinaptica. En el presente trabajo, en calidad de modelo de
este mecanismo, se va a considerar un resultado obtenido en experimen-
tos realizados en anfibios. Por esta razén llevaremos a cabo un anélisis
comparativo de la diferencia entre los valores estacionarios del potencial
de membrana y de la corriente total de la célula ciliada de los anfibios
(Ambystoma tigrinum) y los valores correspondientes a los mamiferos
(rata). Los resultados de ésta comparacién se presentan en la siguiente
seccion.
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Figura 3.1: Trayectorias de voltaje obtenidas para I.,, = 0. Estos trazos se
obtuvieron de diferentes condiciones iniciales del sistema 3.2: (1) V;,= -57.67
mV, m = 0.0041, hy= 0.9, hgy = 0.1; (2) Vi,= -52 mV, m = 0.240, hy= 0.8,
he = 0.1; (3) Vi,= -57.67 mV, m = 0.340, hy= 0.8, hy = 0.2; (4) V;,= -57.67
mV, m = 0.440, hlz 0.8, hQ =0.2

Figura 3.2: Trazos de voltaje tipicas de una célula ciliada obtenida de los canales
semicirculares de la rata sujetas a la inyeccién de pulsos de corriente (de -0.1 a
0.5 nA). La linea punteada muestra el voltaje cero (tomado de [3]).
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Pardmetros | CCSC (rata) | int. de conf.
Comt 11.26pF | +4.92pF
gL, 2.32nS | £0.48nS
gr 77.84nS | £3nS
Er -79mV | £7TmV
Para la constante de tiempo de activacion
Tac(V0) 0.6ms | 0.1ms
Tmaz 77.58ms | + 4.23ms
Trmin 6.55ms | £0.31 ms
V: -52.23mV | £ 6.89 mV
Sr 15.68mV | + 3.15 mV
Para la variable de activacién m
Vae -25.36mV | +£5.09mV
Sac 15.06mV | £2.47mV
Momin 0.37 | £0.21
Para la curva de activacién
Vewr—ac -12.16mV | £ 2mV
Seur—ac 13.26mV | £+ 2mV
MiNge 0.05 | £ 0.007
Para la constante de tiempo de inactivaciéon
kp1 | 0.82ms/mV | +0.25ms/mV
kpo | 1.26ms/mV | £0.97ms/mV
bn1 55.86ms | +14.28ms
bpo 282.38ms | +57.49ms
Para variable de inactivaciéon h
A 29.82mV | £1.98 mV
Sh, 21.96mV | £2.80mV
homin 0.73mV | +£0.14mV

Cuadro 3.3: Parametros numéricos para las células ciliadas tipo II de la rata.
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3.3. Comparacién de la dinamica de la corrien-
te total en células ciliadas del tipo II del
CCSC entre ajolote y rata

La corriente total se estudié utilizando diferentes células ciliadas
del canal semicircular de ajolote y rata ([1]; [3]). Para calcular los
parametros numéricos que aparecen en el Cuadro 3.2 se usaron de los
datos experimentales de las células ciliadas aisladas del canal semicircu-
lar (CCSC) del ajolote y de la rata los cuales se muestran en los cuadros
3.4-3.5.

Células
tipo II
del CCSC R, | Cim Viest | 1
ajolote | 439432 MQ | 14.3+1.2pF -49+1.4mV | 50
rata | 290+£284MQ | 11.3+4.9pF | -54.6£ 11.1mV | 10

Cuadro 3.4: Pardmetros numéricos para la célula ciliada tipo II.

Los pardmetros funcionales mgr(V1), hsr(Vi), 7;m(V1), 71 (V1) ¥
Th2 (V1) se ilustran en la figura 3.3. Los datos numéricos tomados para es-
tos graficos corresponden a valores promedios de los pardmetros. Cabe
recalcar que, debido a la naturaleza compleja y, en algunos casos, al
comportamiento no lineal de la corriente idnica total en las células ci-
liadas, los modelos simples no pueden ajustar algunas de los registros
experimentales, lo cual indica que se deben desarrollar modelos més de-
tallados. Ahora realicemos un andlisis comparativo de la diferencia entre
los valores estacionarios del potencial de membrana y de la corriente to-
tal de la célula ciliada de los anfibios (Ambystoma tigrinum) y los valores
correspondientes a los mamiferos (rata), tomando en consideracién los
intervalos de confianza para gr, g, € I.om = 0 para ambos. Los resulta-
dos de la comparacién se presentan en la figura 3.4 con los intervalos de
confianza utilizados (estd publicado en [32]).
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Pardmetros ajolote | intervalo rata | intervalo
Cin1 14.3pF | £1.23pF 11.26pF | +4.92pF
gL 2.32nS | £0.48nS 2.32nS | £0.48nS
gr 78.51nS | +17nS 77.84nS | £+3nS

Er -8'mV | £15mV -79mV | £7TmV
Para la constante

de tiempo de acti-

vacion

Tac(Vo) 0.5ms | £0.1ms 0.6ms | 0.1ms
Tmaz 11.41ms | +2.56ms 77.58ms | £+ 4.23ms
Trmin 0.38ms | £0.03ms 6.55ms | £0.31 ms
V- -68.47TmV | +£7.35mV -52.23mV | + 6.89 mV
Sr 14.95mV | +2.72mV 15.68mV | + 3.15 mV
Para la variable de

activacion m

Vae -47.6mV | £7.3mV -25.36mV | +5.09mV
Sac 15.2mV | £2.5mV 15.06mV | +£2.47mV
Momin 0.25 | £0.13 0.37 | £0.21

Para la curva de ac-

tivacién

Vewr—ac -25mV | £2mV -12.16mV | £+ 2mV
Seur—ac 17mV | £2mV 13.26mV | £ 2mV
MiNge 0.04 | £0.03 0.05 | + 0.007
Para la constante

de tiempo de inacti-

vaclon

kpa -0.04ms/mV | £0.05ms/mV | 0.82ms/mV | +0.25ms/mV
kn2 0.14ms/mV | £0.28ms/mV | 1.26ms/mV | £0.97ms/mV
bni 45.08ms | +£15.84ms 55.86ms | +14.28ms
bno 129.49ms | £22.25ms 282.38ms | +£57.49ms
Para variable de in-

activacion h

Vi -65.23mV | +2.42mV -9.82mV | £1.98 mV
Sh 7.26mV | +1.28mV 21.96mV | +£2.80mV
hmin 0.38mV | £0.06mV 0.73mV | £0.14mV

Cuadro 3.5: Pardmetros numéricos para la célula ciliada tipo II.

40




CAPITULO 3. ANALISIS COMPUTACIONAL DE LOS
PARAMETROS DEL MECANO-RECEPTOR
VESTIBULAR

3.3. COMPARACION DE LA DINAMICA DE LA CORRIENTE
TOTAL EN CELULAS CILIADAS DEL TIPO II DEL CCSC ENTRE
AJOLOTE Y RATA

C 4
- 30 — rata
- e N R ajolote
E 2
3
- [
........... —— rata 10
024+ . ajolote
- , , | , o L
-120  -80 -40 0 40 40  -20 0 20 40
Voltaje (mV) Voltaje (mV)
B 10 D 100
0.8 _\ 80
0.6 )
'rTJ £ 60
c . = e
04 i iieirsarenanssansraans \JC 4041 0 e
— rata
0.2 - ra‘ta 200 . aJoIote
------- ajolote
0.0 0
-120 -80 -40 0 40 -40 220 0 20 40
Voltaje (mV) Voltaje (mV)

— rata
....... aJ0|0te

-40 -20 0 20 40
Voltaje (mV)

Figura 3.3: Caracteristicas de la corriente total en las células ciliadas del canal
semicircular. En A y B, curvas de activacién e inactivacién de estado estable
para la corriente en funcién del voltaje. En C, D y E, graficas de la constante
temporal de activacion e inactivacién como funcién del potencial de membrana.
En ambos casos los registros se realizaron a temperatura ambiente ~ 22°C'.
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Figura 3.4: Valores estacionarios del potencial de membrana y de la corriente
total de la célula ciliada de los anfibios (Ambystoma tigrinum) y los valores
correspondientes a los mamiferos (rata).
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3.4. Transmisién sinaptica

La relacién funcional entre la célula ciliada y la célula nerviosa se
llama sinapsis. Las células ciliadas tipo II de la rata, hacen contacto
sindptico con neuronas aferentes, las cuales son de tipo bipolar ([36]).
La transmisién sinaptica entre las células ciliadas y las neuronas afe-
rentes es muy probable que sea de naturaleza quimica. Entre la célula
ciliada y la célula nerviosa hay un pequeno espacio llamado hendidura
sindptica. Los neurotransmisores son agentes quimicos que viajan una
corta distancia hasta las dendritas mas proximas. A la célula que libera
el neurotransmisor se le llama neurona presinaptica (célula ciliada en
nuestro caso). A la neurona receptora de la senal se le llama neurona
postsindptica (célula nerviosa bipolar en nuestro caso). Dependiendo
del tipo de neurotransmisor liberado, las neuronas postsinapticas son
estimuladas (excitadas) o desestimuladas (inhibidas). Cada neurona se
comunica con muchas otras al mismo tiempo. Puesto que una neurona
puede enviar o no un estimulo, su comportamiento siempre se basa en
el equilibrio de influencias que la excitan o la inhiben en un momento
dado. Las neuronas son capaces de generar potenciales de accién varias
veces por segundo.

En la sinapsis aferente del sistema vestibular de diversas especies, se
ha registrado una actividad eléctrica basal que es debida a la liberacion
espontanea del neurotransmisor por parte de la célula ciliada.

La dindmica estructural y funcional para que se lleve a cabo una
sinapsis entre dos neuronas esta dada par el movimiento, descarga, re-
captacién y reformacién (resintesis) de un neurotransmisor. El neuro-
transmisor se encuentra contenido en vesiculas, las cuales, se agrupan
en tres sitios diferentes en el interior de la parte basolateral de la célula
ciliada, de acuerdo a los diferentes estados fisioldgicos que en su mo-
mento presente la célula ciliada. Un grupo de vesiculas se encuentra
en un area de reserva (cuerpo sinéptico), otro grupo se encuentra libre
y el tercer grupo en la membrana presinaptica. La naturaleza del con-
tenido de la vesicula sindptica varia dependiendo de la regién cerebral de
donde esta proceda. Cuando un impulso llega a la terminal sindptica esta
acompanado por la entrada de iones de calcio en el citoplasma neuronal.
El calcio proviene de los fluidos tisulares que estan fuera de la neu-
rona (espacio extracelular). Los iones de calcio impulsan la migracién
de alguna de las vesiculas sindpticas hacia la membrana presinaptica,
la membrana de cada vesicula sufre un proceso de fusién con la mem-
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brana presinaptica, lo cual esta seguido por una expulsién rapida del
neurotransmisor libre en la hendidura sindptica ([24]).

El neurotransmisor liberado en la hendidura sinaptica interac-
ciona directamente con las moléculas del receptor en la membrana
postsinaptica. Mediante este tipo de interseccién se abren un gran
nimero de canales idénicos especificos que permiten el flujo de una co-
rriente iénica, transportada por iones cargados a través de la membrana
postsindptica lo que afecta al estado electroquimico de la membrana en
el drea inmediata al canal. De esta forma la excitabilidad eléctrica de
esta pequena porciéon de membrana puede aumentar o disminuir me-
diante despolarizacién o hiperpolarizacion de la misma. Las alteraciones
eléctricas individuales de la membrana postsinaptica ejercen un efecto en
el potencial de membrana de la neurona, que puede llevar a la generacion
del impulso nervioso.

El tercer bloque del mecanorreceptor vestibular modela el potencial
de membrana en la célula ciliada (V7) para la generacién de la corriente
sindptica en la ranura sindptica y con esta la generacién del potencial
postsinaptico (V2)-

Las células ciliadas liberan un transmisor, del tipo glutamato, que
provoca la despolarizacién presinaptica y que requiere de la presencia
de Ca?* en el medio extracelular, puesto que los canales que participan

activamente con la liberacién del neurotransmisor son los de Ca?* y los
de K activados por Ca?*, ([25]).

En el articulo de Keen y Hudspeth ([19]) se encontré experimental-
mente una funcién de transferencia en la corriente sindptica (corrien-
te postsindptica, (Ig;,) en la neurona aferente depende del potencial
de membrana de la célula ciliada. Estos investigadores realizaron re-
gistros simultdneos con el método de fijacién de voltaje en las células
presindpticas (células ciliadas) y en las fibras aferentes postsinapticas,
en la papila de la rana toro. Se encontré que el indice de fusién de las
vesiculas sindpticas, depende linealmente de la amplitud de la corriente
presindptica de Ca?* (figura 3.5-C). Adem4s encontraron que la corrien-
te de Ca®t presindptica y la corriente postsiniptica tienen una depen-
dencia sigmoidal del potencial de membrana de la célula ciliada (figura
3.5-B ). Estos datos pueden servir de base para desarrollar un modelo
en el que la corriente sindptica depende directamente del potencial de
membrana de la célula ciliada.

En el presente trabajo, en calidad de modelo de este mecanismo se
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Figura 3.5: Sensibilidad al voltaje v al Ca?T en la liberacién del transmisor.
En A, registros de fijacién de voltaje representan las corrientes presindpticas
de Ca®* (trazos medios) y las corrientes postsindpticas (trazos inferiores) pro-
ducidos por las despolarizaciones de la célula ciliada 100-ms (trazos superiores).
En B, la corriente de C'a®* presinaptica y la corriente postsindptica despliegan
una dependencia sigmoidal del potencial de membrana de la célula ciliada. En
C, en cada uno de cuatro registros se estudié la dependencia de la corriente
postsindptica de la corriente presindptica de Ca’t que resulté aproximada-
mente lineal.

estd considerando la curva experimental de dependencia de la corrien-
te sindptica en funcién del potencial de membrana de la célula cilia-
da. Este resultado fue obtenido en experimentos realizados en anfibios.
Para poder utilizar éste resultado se realizé un analisis comparativo de
la diferencia entre los valores estacionarios del potencial de membrana
y de la corriente total de la célula ciliada de los anfibios (Ambystoma
tigrinum) y los valores correspondientes a los mamiferos (rata). Los re-
sultados de esta comparacién se presentan en la figura 3.4 con los inter-
valos de confianza utilizados. Como la diferencia en los valores estacio-
narios es insignificante, nos proporciona los argumentos necesarios para
el uso de la curva de la corriente sindptica con dependencia del poten-
cial de la membrana de la célula ciliada, que esta presentada en la figura
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3.6, en el modelo matematico. En el articulo de Keen y Hudspeth la
corriente sindptica (Ig;,) estd normalizada (ver figura 3.5-B ), nosotros
lo seleccionamos de tal manera, que haciendo variar éste parametro en
el modelo de la dindmica de la neurona aferente (2.1) se obtiene como

. .. A
frecuencia maxima cuando Ig;, = 60 L.

(2]
o

ey
a

[5]
o

-
a

o Datos experimentales

Curva aproximada

Corriente Sinaptica lgjn (1 A/cmz)

60 50 -40 -30 20 -10 0
Voltaje V, (mV)

Figura 3.6: Relacion entre la corriente sinaptica y el potencial de membrana en
la célula ciliada (3.3).

Asi que tenemos para el modelo de la transmisién sindptica una
funcién algebraica dada por:

59.6962

Isin = 1+exp<%) : (3.3)

Esta expresion algebraica es la que vamos a usar en la siguiente seccion
como corriente sindptica en el modelo de la dindmica de la neurona
aferente.

3.5. Dinamica de la neurona aferente

Al estudiar las caracteristicas de las conductancias idénicas activadas
por voltaje en las neuronas aferentes vestibulares de la rata, surgen dife-
rentes parametros cinéticos de las conductancias idnicas que participan
en la actividad eléctrica de las células, lo cual da pie para la construccién
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de modelos matematicos que reproduzcan el comportamiento eléctrico
de las neuronas aferentes vestibulares.

Para modelar la actividad de la neurona primaria aferente bipolar,
se utiliz6 las ideas del modelo simplicado (rédpido-lento) de Hodgkin-
Huxley. Los parametros fueron calculados usando resultados experimen-
tales obtenidos de las neuronas aferentes vestibulares cultivadas de la
rata ([21]; [36]). El modelo modificado y simplificado fue propuesto por
el Dr. Enrique Soto y el Dr. Vladimir Alexandrov [2]. La primera modi-
ficacién que hicieron con respecto al modelo original de Hodgkin-Huxley
es el uso de los pardmetros para la rata. Las otras dos modificaciones adi-
cionales es sobre las constantes de tiempo: un parametro del inactivacion
"hg” para la corriente de potasio (Ix), la segunda es en la aproximacién
h +n = 0.8, aqui se tuvo la siguiente modificacién h + n = C(V3), esta
C(V2) es una relacién que se encuentra al observar el comportamiento
de los datos experimentales. La parte derecha de esta igualdad tiene
un valor constante por cada Vo € [—100mV,100mV]. Adicionalmente,
este modelo tiene una descripcién compleja para la corriente de potasio
I = g?axn"‘h[((VQ — Vk). Basado en estas modificaciones y asumien-
do que 7,,, = 0 y 7 = cte encontramos una intersecciéon de las dos
ceroclinas como un punto de reposo inestable.

dVa __

La ceroclina V5 se define por 2 = 0 es la grafica de un polinomio

de grado tres que tiene una forma cibica, mientras que la ceroclina n
se define por Ccll—? = 0 que es monotonamente creciente. Existe una sola
interseccién de las dos ceroclinas y asi un solo estado de reposo (3.7).
Por consiguiente, también se encuentra un ciclo limite que corresponde
a los auto-oscilaciones.

El modelo modificado y simplificado de Hodgkin-Huxley para la

célula nerviosa bipolar es ([2]; [12]) :

Cra %2 = Isin — Ina — Ik — I,

Ing = gRe* (Moo (V2))? (C(V2) — n) (V2 — Via),
I = gI”}aIn‘lhK(Vg - Vi),

I, = g7 (V2 = V1),

Tn(V2)% =neo(V2) — 1,

Thic (Vo) L = heoo(Va) — hig,

(3.4)

donde, (Va,n,hg) € R3, Va(t) es el potencial de membrana, n(t) es la
variable de activacién del potasio y hx () es la variable de inactivacién
del potasio, 0 < n,hxg < 1; Vna, Vi son los potenciales de balance
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Figura 3.7: Ceroclinas del modelo modificado-simplificado de Hodgkin-Huxley
(3.4).

normalizados de sodio Na, potasio K respectivamente; V7, es el potencial
de balance de filtracién; gRia*, g y g7'** son conductancias maximas
de sodio, potasio y de filtracién respectivamente; Ig;, es la corriente
sinaptica, Cpo es la capacitancia de la membrana.

En la tabla 3.6 se muestran las expresiones de los coeficientes
(pardmetros funcionales) para el modelo matemaético de orden tres de la
célula nerviosa bipolar Moo, MNacos Mooy NKoos ThNa> Tns Thy Y C. Estos
coeficientes son funciones dependientes del potencial de membrana V5.
Y en la tabla 3.7 los valores de los parametros numéricos

Todos los pardmetros numéricos para estos dos modelos tanto para la
dindamica en la célula ciliada y la célula nerviosa bipolar fueron obtenidos
experimentalmente con células ciliadas y células nerviosas bipolares de
la rata a una temperatura ambiente (22 — 25°C). Pero ésta no es la
temperatura que tienen los mamiferos por lo cual se adapta el modelo a
una temperatura aproximada de 37 °C.

De acuerdo a la literatura existente nos dice: Cuando la temperatura
T se incrementa, las conductancias iénicas aumentan y las constantes de
tiempo de las variables de activacién e inactivacién decrecen. Normal-
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Activacién del estad Va) = L —
ctivacion del estado moo( 2) 1+eXp<—(V25233'8)>
estable de gy
Inactivacién del estado | Ay, (V2) = W
1+exp(%)
estable de gng

T

Constante de ti d V5) = 0.5
onstante de tiempo de | Tnq(V2) 0.01+exp(79_t‘5/2)—&—exp(so-ng)+

inactivaciéon de gyg

— T
Est'ado'f?stable de Noo(Va) = 1+exp(*(v2+35>)
activacién de gg 5
Estado estable de hioo(V2) = 1+256€(\)/§:gé?8372928) +0.7329
inactivacion gx P\ 1022985

: 68
e e thempo de | 718) = ) e (P5)
Constante de tiempo de | 75 (V2) = =TV, 1230 v,y + 000
inactivacién de gg exP( R )+ XP(T>
Constante C(Va) = neo(Va) + hna,, (V2)

Cuadro 3.6: Pardmetros funcionales

mente, para tener en cuenta los efectos de la temperatura en las activi-
dades neuronales, se introduce un factor )1g -cantidad matematica-. El
factor Q19 se define como:

T—TO)

QlO(T7 CL) = (Z( 10 )

donde Ty denota la temperatura de referencia en el que se llevo a cabo el
experimento fisiolégico. Para aplicar estos dos efectos de la temperatura
en el modelo integral del mecano-receptor del sistema vestibular, las
constantes de tiempo de las variables de activacién e inactivaciéon en
el sistema del mecano receptor del sistema vestibular se divide por el
factor Q19 con a = 3, y para las conductancias maximas de las corrien-
tes iénicas se multiplican por un factor Q19 con a = 1 — 1.5.

En el siguiente capitulo haremos un analisis comparativo de nuestro
modelo integral con el modelo matematico de Goldberg y Fernandez,
donde describiremos el cambio de la frecuencia de impulsos en las neu-
ronas aferentes primarias en respuesta a la aceleracion angular de la
cabeza alrededor de un eje vertical.
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Constantes Unidades Valores escogidos
Cino uF /cm? 1

Vna mV 52

Vi mV -84

%3 mV -63

gNax mS/cm? 2.3

gR™ mS/cm? 24

gpax mS/cm? 0.08

Iom pA /em? 0 a 150

Cuadro 3.7: Pardmetros numéricos
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Capitulo 4

Analisis comparativo del
modelo de biosensor de
aceleracion angular en base
al modelo de
mecano-receptor vestibular

con el modelo matematico
de Fernandez-(oldberg

En el presente capitulo desarrollamos un modelo matematico del pro-
ceso informativo del biosensor de la aceleracién angular (sistema vestibu-
lar en el oido interno). Los pardmetros funcionales y numéricos del mo-
delo se identificaron mediante experimentos fisiolégicos y morfologicos
en el oido interno de anfibios y mamiferos. El modelo que hemos desa-
rrollado es de tipo compartamental y se consideran todas las etapas del
proceso de activacién sensorial en el biosensor de aceleraciéon angular.
En éste capitulo hacemos un analisis comparativo de nuestro modelo
con el modelo matematico de Goldberg y Ferndndez (1971), en el que se
describe el cambio de la frecuencia de impulsos en las neuronas aferentes
primarias en respuesta a la aceleracion angular de la cabeza alrededor
del eje vertical.
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En 1971 Goldberg y Fernandez ([8]; [9]; [10]) propusieron un mode-
lo matematico que describe los cambios de la frecuencia de los impul-
sos aferentes primarios del canal semicircular horizontal a un estimulo
mecanico como cambios trapezoidales de velocidad angular cuando la
cabeza gira alrededor de un eje vertical. Este modelo se ha aplicado en
andlisis de la funcién de biosensores de la aceleracién ([33]; [34]; [6]) v
para la elaboraciéon de los prototipos de los prétesis vestibulares [35].

Desde 2001 un grupo de matematicos y fisilogos de la Universi-
dad Lomosov de Mosct y de la Benemérita Universidad Auténoma de
Puebla, México con base en los resultados que fueron obtenidos em-
pezé a publicar una serie de articulos ([1]; [2]; [3]; [31]; [32]; [39]) de
modelacion matemaética de procesos informativos en los biosensores del
aparato vestibular. Con base en estas publicaciones presentamos un mo-
delo matematico del biosensor de la aceleracién angular cuando la cabeza
gira alrededor de un eje vertical z.

En la figura 4.1 presenta una esquema funcional de la informacién
de salida en el biosensor de la aceleracién angular como una respuesta
de un estimulo corto (unos segundos) que surgen cuando la cabeza tiene
un movimiento activo o pasivo en el plano horizontal, asi la entrada es
la aceleracién angular w,(t). El Esquema tiene dos bloques de entrada
que describe la dindmica del sistema cipulo endolinfético (SCE) [39]
de los canales semicirculares horizontales. Supongamos que la dinamica
de los desplazamientos x, y g (en los canales semicirculares izquierdo
y derecho correspondientes) de las partes apicales de los cilios de dos
células ciliadas coinciden con la dindmica de SCE y es la entrada para
dos mecanoreceptores vestibulares cada uno de ellos es una cadena de
una célula ciliada y una neurona primaria aferente. El mecanoreceptor
vestibular transforma el estimulo mecédnico en la informacién primaria
de la salida como un cambio de los potenciales de la membrana de las
células ciliadas Vi1, y Vig (correspondientes de los canales izquierdo y
derecho) posteriormente la informacién de la salida se transforma por
bloques de la transmisién sinaptica g, (Isinr)y neuronas primarias
aferentes Vor, (V2) en la informacién de la salida que estéd presentada por
la dindmica del potencial de la membrana que surge en el nodo primario
de las células nerviosas aferentes. Asi el esquema tiene dos senales de
salida correspondientes para musculos lisos de los glébulos de ojos con
los cuales se puede realizar un movimiento deseado en el plano hori-
zontal. Describimos brevemente el modelo matematico que corresponde
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4.1. MODELO MATEMATICO DEL MECANO-RECEPTOR DEL
SISTEMA VESTIBULAR

. o Dinamica |yt |- | Actividad |

Sistema de las .| Transmisién Sin J dela V)
Cupulo- | céllas [ 7|  Sindptica " neurona
/ endolinfatica ,E ciliadas 1 Primaria

W

) z | Dinamica [y.R | ® [Actividad

\ gllf;?:l? " > d{e las _1_> Tra.nsmi.sién Sin s dela vy’
células Sinaptica neurona

endolinfatica E ciliadas 1 Primatia

Figura 4.1: Compartimentos considerados en el modelo del sensor de aceleracién
angular del mecanoreceptor vestibular

el presente esquema funcional en la siguiente seccién. Para la simplifi-
cacién consideremos sélamente la parte superior del esquema funcional
(Fig. 4.1) que corresponde al canal semicircular horizontal izquierdo.

4.1. modelo matematico del mecano-receptor
del sistema vestibular

El modelo matematico de la dindmica de SCE se presenta como la
ecuacién de Steinhausen de orden dos (4.1) donde ¢ es el desplazamiento
angular de la cipula, 7 y 72 son constantes de tiempo (11 < T2 ),
w es la aceleracion angular. Para pasar al siguiente bloque se usan la
proporcién x = @r, donde r es la longitud de la banda de cilios, = es
el desplazamiento (um) de la parte superior de la banda de cilios. Este
desplazamiento forma la corriente de transduccion I, los coeficientes
ko = —k%(l + %) y R tienen sentido fisiolégico y se expresan por los
pardmetros geométricos de canal semicircular [39]. Las ecuaciones (4.2),
(4.3), (4.4), (4.5) describen la dindmica del potencial de la membrana V;
en las células ciliadas y la I es la corriente iénico total. Las variables
m, hy1 'y ha son probabilidades de activacién e inactivacién ([1]; [3]).

El bloque correspondiente a la transmisién sindptica se representa
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mediante un modelo algebraico (4.6), ésta fue obtenida de los datos
experimentales reportados por Keen y Hudspeth [19], en 2006. La grafica
correspondiente del modelo (4.6) estd presentado en la figura 3.6 donde
Iy = 605;?2 (vea capitulo anterior).

Las ecuaciones (4.7), (4.8), (4.9) describen la informacién de salida
secundaria en forma de frecuencia de autooscilaciones que estdn pro-
ducidos por las corrientes de Iy, sodio, Ik potasio y Ig;, sindptica. Las
variables del bloque de salida: V5 -potencial de la membrana de la neu-
rona aferente, n y hx - son pardmetros de activacion e inactivacion de la
corriente de potasio [2]. Normalmente, para tener en cuenta los efectos
de la temperatura en las actividades neuronales, se introduce un factor

Q10 -cantidad matematica-. El factor Q19 se define como [14]:

T-T)

Qlo(T, a) = CL<$> ’

donde Ty denota la temperatura de referencia en el que se llevo a cabo el
experimento fisioldgico. Para aplicar estos dos efectos de la temperatura
en el modelo del mecano-receptor del sistema vestibular, las constantes
de tiempo de las variables de activacion e inactivacion en el sistema del
mecano receptor del sistema vestibular se divide por el factor Q19 con
a = 3, y para las conductancias maximas de las corrientes idnicas se
multiplican por un factor ()19 con a =1 — 1.5.

Asi el modelo integral del mecano-receptor del sistema vestibular
queda expresada como:

ledc}? = —Ipr —Ir — 111,

Ity = grr(x)(V1 — E7y),
9rr = gTrp(x))x =Ty,

_ 1 (4.2)
p(.%') 1+exp( m ’
It = grm (hl + h2)(V1 — ET),
Ity =gV,
dn — (mszQiem) Qu, (4.3)
hsr (V1)
4l — (whszG) (4.4)
hst (V1)
dhz _ ( 2 i; ‘}1 )Qlo, (4.5)

54



CAPITULO 4. ANALISIS COMPARATIVO DEL MODELO
DE BIOSENSOR DE ACELERACION ANGULAR EN
BASE AL MODELO DE MECANO-RECEPTOR
VESTIBULAR CON EL MODELO MATEMATICO DE
FERNANDEZ-GOLDBERG
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Isin = ¢(Vl) = 1+exp<i%3§g%07‘§031)) ’ (4_6)
Crm2 B2 = Igin(Vi) — Ina — Ik — I12,

ISyn(Vl> = (b(vl)a

INa = gNa(Moo(V2))? (C(Va) — 1) (Va — Viva), (4.7)
Ik = ggn*hi (Vo — Vi),

I = gr2(Va — Vi),

n Noo(Va)—n
o — (%) Q1o, (4.8)
dhtK _ (hK;ZE(V(Q‘)/;)hK> O10. (4.9)

El estado estable del modelo (4.1)-(4.9), cuando el estimulo mecanico
estd ausente (w = 0), estd presentado en la figura 4.2 por sus bésicos Ir,
V1, Isin v Vo. En los graficos se pueden ver que la frecuencia béasica de los
impulsos es de vy = 56 Hz. En la presencia de aceleracion angular w # 0
los cambios de la frecuencia de los impulsos Av(t) = v(t) — vy forman
la informacion de la salida del biosensor. Los pardametros funcionales y
numéricos del modelo del mecano-receptor del sistema vestibular (4.1)-
(4.9) se muestran en los cuadros (4.1 y 4.2).
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4.1. MODELO MATEMATICO DEL MECANO-RECEPTOR DEL
SISTEMA VESTIBULAR
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Figura 4.2: Proceso del biosensor en la aceleracién angular cuando (w = 0), en
A) I corriente total, B) Ig,, corriente sindptica, C) Vi potencial de membrana
en la celula ciliada y D) V5 potencial de membrana en la neurona aferente
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CAPITULO 4. ANALISIS COMPARATIVO DEL MODELO
DE BIOSENSOR DE ACELERACION ANGULAR EN
BASE AL MODELO DE MECANO-RECEPTOR
VESTIBULAR CON EL MODELO MATEMATICO DE

FERNANDEZ-GOLDBERG

4.1. MODELO MATEMATICO DEL MECANO-RECEPTOR DEL

SISTEMA VESTIBULAR

Nombre Parametros funccionales
Estado estable msr (V1) = 0.37 + 1+exp(1M)
de activacion 15.06

: 7TT58—6.55
Constante de tiempo | 7,,,(V1) = 6.55 + trexp (M55
de activacion 15.68

— 1-0.73

Estado estable hst(V4) =0.73 + 1+exp(v1+9'82)
de inactivacion 21.96

Constante de tiempo
de inactivacién rapida

7, (V1) = 0.82 V] + 55.86

Constante de tiempo
de inactivacion lenta

Thz(vl) = 1.26V; + 282.38

Corriente sinaptica Isin = (V1) = 5_%‘3??306031)
1+exp(W)

Activacién del estado | meo(Va) = 7%‘/ )
1+exp($)

estable de gng

Inactivacién del esta- | Ay, (V2) = — sy

1+exp(%)
do estable de gng
Constante de tiempo | Thnq(V2)

de inactivacion de gy

— 1
— 0.01+exp( 797+1\5/2 )Jrexp(%) +05

Estado estable de ac-
tivacién de gx

= T
neo(V2) = Trow(Z57)

Estado estable de in-
activacién gg

— 0.96408—-0.7329
hKOO(VQ) 1 Vi +33.87968 +0.7329
+eXp( 10.24986 )

Constante de tiempo
de activacién g

_ 68
T (V2) = exp(%fl?)-F Xp(SO;)VQ)

Constante de tiempo
de inactivacion de gg

1250

i (V2) = exp( e > +exp

<%) + 500

Constante

C(Va) = 1o (V2) + hvao, (V)

Cuadro 4.1: Pardmetros funcionales del modelo integral (4.1)-(4.9)
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4.1. MODELO MATEMATICO DEL MECANO-RECEPTOR DEL
SISTEMA VESTIBULAR

Constantes Valores Unidades
escogidos
k 3
l 3.84 mm
L 4.6 mm
R 1.35 mm
a 3
T 37 e
gy 1.4 nsS
s1 0.2 um
o 0.3 wm
Er, 0
Cm1 11.26 pF
g1 2.32 nsS
gr 77.84 nS
Er -79 mV
Q 1/2
72 1/2
sz 1 CA:rZ;
ViNa 52 mV
Vi —84 mV
Vi —63 mV
9gNa 2.3 e
9K 24 e
gr2 0.03 o

Cuadro 4.2: Pardmetros numéricos del modelo integral (4.1)-4.9 del mecano-
receptor del sistema vestibular
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BASE AL MODELO DE MECANO-RECEPTOR
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4.2. MODELO MATEMATICO DE FERNANDEZ-GOLDBERG

4.2. modelo matematico de Fernandez-
Goldberg

El modelo de Ferndndez y Goldberg ([9]) propone un modelo de
la dindmica del sistema vestibular (en el mono) como una funcién de
transferencia en la que se modela la respuesta dindmica a aceleraciones
angulares, que gobierna a las aferentes vestibulares periféricas.

El modelo matematico de Goldberg- Fernandez por lo comun ([9];
[10]; [34]; [6]) es presentado como una funcién de transferencia:

TAS (1+718)

H{(s) = (1 +74s) (1 +715) (1 + T25)

(4.10)

Donde 74, 71, 71 v T2 son las constantes del tiempo que corresponden
a cada factor que integran a toda la expresién matematica y que fueron
encontradas experimentalmente, después de andlizar un gran ntmero
de datos. La funcién de transferencia contiene un factor que describe o
més bién aproxima el modelo del péndulo de torsion de Steinhausen, y
representa la relacién entre la relacién angular y el desplazamiento de la
cupula. Este factor es en si una funcién de tranferencia:

1
(1 4+ 718)(1 4 728)

Hl(s) =

donde 71 y 72 son las constantes del tiempo que corresponden al modelo
del péndulo de torsién propuesto por Steinhausen [37] que coincide con
la parte izquierda de la ecuacion 4.1.

Otro factor en la funcién de transferencia del modelo es el que re-
presenta el dominio de la frecuencia del operador adaptacién de Young-

Oman
TAS

(1+ 745)
donde 74 es la constante del tiempo a la adaptacion de la frecuencia.

Y el factor Hy, = (1 4+ 71.5) es una componente que guia y repro-
duce las desviaciones de la frecuencia alta del modelo del péndulo de
torsién, donde 77, es la constante del tiempo que refleja la sensibilidad
al desplazamiento del sistema vestibular.

El modelo (4.10) es multiplicado por un factor ki, como lo describe
Fernandez-Goldberg [9], no tiene ningin sentido fisiolégico y se elige
segun los resultados de los experimentos con el propdsito de una coinci-
dencia cualitativa. El coeficiente k1 se expresa como: k1 = ko7 7s.

Ha(s) =
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4.2. MODELO MATEMATICO DE FERNANDEZ-GOLDBERG

A continuacién expresamos el modelo de Ferndndez y Goldberg en
variables de fase para hacer la comparacién con el modelo (4.1)-(4.9).
Consideremos los siguientes compartimentos: SCE y mecano-receptores
vestibulares (Esquema 4.3). Asi H(s) podemos expresar como H(s) =

W hdecano 17
" SCE *|  receptores |,
vestibulares

Figura 4.3: Esquema: modelo de Goldbeg-Fernandez.

Hi(s) Hy(s) donde Hy(s) = Wrﬁ;;m , Hao(s) = 7@4(;8:;2%5) es decir
H(s) = Hi(s) Ha(s) = (l+‘rls]§31+725) U‘(Sl’(_&;?)s) esto implica v =
Hi» = Hy Hyti
. i v
H, * H; —»

Figura 4.4: Esquema: modelo de Goldbeg-Fernandez con dos compartimentos.

- k T . N k .
De z = mw lmphca [E(t) = mw(t)
1
i (1 )i 2 = R (t) — = — = T ey,
T1T2 T1T2

(4.11)

Para expresar esta ecuacion en forma de las variables de fase hagamos
x1(t) = x(t) y entonces se tiene, segin la definicién de las variables de
fase, xa(t) = @(t) = &1(¢). Si estas ecuaciones se sustituyen en (4.11) el

Itad 1=t

resultado es
N | _ (1T14+72) .
To = —— w1 — — X + ko (t)

Ahora resolvamos para:

v(t) = %m(ﬂ = U+ Talo = TAZ + TATLZ implica
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4.3. COMPARACION DEL MODELO (4.1)-(4.9) CON EL MODELO
DE FERNANDEZ Y GOLDBERG

4 Vv

— =

Figura 4.5: Esquema: modelo de Goldbeg-Fernandez.

1 1
v=—[-v+ T4z + TaATL (koW — T — (i + Tz)jf)]. (4.12)
TA 7172 T172

La expresién (4.12) la expresamos en forma de las variables de fase
(Forma de Cauchy)

i’l = T2
By = —Lay — B2y, 4 kou(t)
U= —%V — (%) T + (1 - W) xo + Trkow(t)

Los valores numéricos de los pardmetros se dan en el siguiente cuadro
(4.3)

Parametros valor unidades
T 5.7 seg
T2 0.003 seg
TA 80 seg
TL 0.49 seg

Cuadro 4.3: Pardmetros numéricos del modelo matematico de Ferndndez y
Goldberg

4.3. Comparacion del modelo (4.1)-(4.9) con el
modelo de Fernandez y Goldberg
Para adquirir una idea de la dindmica detras de las ecuaciones de

los modelos (4.1)-(4.9) y (4.10), se van a integrar numéricamente algu-
nas de sus soluciones. Tanto los calculos como la visualizacién, fueron
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4.3. COMPARACION DEL MODELO (4.1)-(4.9) CON EL MODELO
DE FERNANDEZ Y GOLDBERG

realizados con el software MATHEMATICA 6.0 (Mathematica como ya
se describi6é anteriormente, es un software de computo que emplea algo-
ritmos muy potentes para la resolucion de problemas en diversas ramas
de las Matematicas, utilizamos el comando DSolve, que en primera ins-
tancia permite hallar soluciones generales o particulares de ecuaciones
diferenciales ordinarias)

Como estimulo estdndar los autores del modelo ([9]) eligieron el
cambio trapezoidal de la velocidad angular cuando la duracién de la
accion de la aceleraciéon constante constituye entre 10 y 40 segundos
(rotacién centrifuga). Nuestro modelo (4.1)- (4.9) fue probado para
estimulos analégicos pero que tienen la duracién mas corta de las a-
celeraciones constantes entre 0.1 y 0.2 segundos por eso vamos a hablar
sobre estimulos largos y cortos. A continuacion presentamos los resulta-
dos para un estimulo largo (Fig. 4.6 A), resultados de los experimentos
[9] (Fig. 4.6 B) y la comparacién de los dos modelos (4.1)-(4.9) y (4.10)
(con k1 = 0.5y k1 = 4). El cambio de la frecuencia como valor prome-
dio de la salida del primer modelo fue calculado cada segundo y esta
presentado en las figuras (4.6 C y D); del modelo (4.10) en la figura 4.6
E). Si comparamos los resultados en las figuras (4.6 C-E) se puede ver
la coincidencia cualitativa de la diferencia de la frecuencia de la senal de
salida Av(t) en el experimento y en los dos modelos. Asi el modelo pre-
sentado (4.1)-(4.9) se puede usar en las situaciones en que tienen lugar
las aceleraciones angulares con duraciones diferentes. Asi podemos con-
cluir que el modelo (4.1)-(4.9) reproduce las respuestas rapidas en forma
mas adecuada. Para las respuestas rapidas no requiere ningin cambio
en el modelo (4.1)-(4.9) pero para el modelo (4.10) hace falta buscar un
multiplicador ki, para tener coincidencia cualitativa con los resultados
experimentales.
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4.3. COMPARACION DEL MODELO (4.1)-(4.9) CON EL MODELO
DE FERNANDEZ Y GOLDBERG
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@
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5
B
@
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C 90 p 90
80 80
70 70
L_J \-Lt
= 60 80
50 50
40 40
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Tiempo (s) Tiempo (s)
E 4 40 =
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Figura 4.6: Resultados obtenidos para un estimulo largo, En A) estimulo largo,
B) resultados de los experimentos, C) y D) se muestran los resultados de Vs
del modelo (4.1)-(4.9), E) resultados obtenidos del modelo (4.10)
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4.4. RESPUESTA DEL MODELO (4.1)-(4.9) ANTE UN ESTIMULO
CORTO

4.4. Respuesta del modelo (4.1)-(4.9) ante un
estimulo corto

En consecuencia con las suposiciones que estan dadas en la elabo-
racién de algunos bloques del modelo (4.1)-(4.9) este modelo estd des-
tinado para la reproduccién del proceso informativo cuando w(t) # 0
el intervalo del tiempo es en segundos por eso es interesante comparar
las reacciones de los dos modelos considerados (4.1)-(4.9) y (4.10) al
estimulo trapezoidal con intervalos de la aceleracién con la duracién 0.2
segundos (Fig. 4.7).

La dindmica de la reaccién del modelo (4.1)-(4.9) a este estimulo
estd presentada en el figura (4.7 B, C) (r = 60um ). El cambio de la
frecuencia de los impulsos Av(t) = 20 en existencia de la aceleracién
estable ij—og puede llevar a la contraccién de los misculos lisos para 120
a un lado opuesto al giro de la cabeza de un animal.

A «~ 200 B 35
o~ o
°730
100 o5
0 20
15
-100 10
5
200, 500 1000 0
0 500 1000
t, ms

t, ms

Figura 4.7: Estimulo corto. A) aceleracién angular de la cabeza; B) velocidad
angular de la cabeza

En la figura (4.8 A, B) es evidente que en caso de los estimulos cortos,
los rendimientos primarios de los biosensores de la aceleracién angular
proporcionan la informacion sobre la velocidad angular del movimiento
de la cabeza. Para el caso de los estimulos largos, la aceleracién angular
de la cabeza es la informacién del rendimiento.
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4.4. RESPUESTA DEL MODELO (4.1)-(4.9) ANTE UN ESTIMULO

CORTO
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Figura 4.8: Respuesta del modelo (4.1-4.9) al estimulo corto: A) desplazamiento
del haz de cilios; B) cambio del potencial de membrana de la célula ciliada del
canal semicircular izquierdo y derecho; C) cambio del potencial de membrana de
neurona del canal semicircular izquierdo; D) cambio del potencial de membrana
de neurona del canal semicircular derecho.
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Conclusiones y perspectivas

1. Se ha desarrollado el método local para la identificacién de coefi-
cientes en ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO)de orden tres
y su aplicacién a sistemas de ecuaciones de tipo Hodgkin-Huxley.

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

Se investigaron aspectos matematicos y numéricos de sis-
temas de tipo Hodgkin-Huxley que describen procesos neu-
ronales.

Desarrollo del método local para la recuperacién de coefi-
cientes en dos variantes (spline de orden 0 y 1) para sistemas
de ecuaciones diferenciales ordinarias de orden tres.

Los calculos realizados con los ejemplos sintéticos, utilizando
el método propuesto, demuestran que se recuperan los coefi-
cientes i, Bn, ap v B los cuales no coinciden con los coefi-
cientes clasicos an, On, ah y Bh la que corresponde a la no
unicidad principal del problema inverso. Sin embargo, usando
los coeficientes aproximados ay,, Bn, &, v B para la solucién
del problema directo aparece una aproximacion satisfactoria.

El método propuesto nos da realmente la solucién explicita
del problema inverso y de ésta forma, dicho método es mas
simple en la realizacién numérica que esquemas tradicionales.

El método puede ser aplicado a otros modelos matematicos
construidos con ideas de Hodgkin-Huxley y también para
problemas parecidos en otras areas aplicadas.

2. Se obtuvo un modelo computacional del mecano-receptor vestibu-

lar.

3. Formacion de un modelo integral en base del mecano-receptor
vestibular el cual tiene como funcionamiento de proceso informa-
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tivo en dos canales semicirculares, segin este modelo podemos
afirmar que dos canales semicirculares horizontales o laterales fun-
cionan como un biosensor de aceleraciéon angular y puede dar in-
formacién para estimulos largos (cuando la aceleracién no cambia
de signo entre 10 y mas segundos, puede dar informacién sobre
aceleracion angular) y para estimulos cortos cuando la aceleracién
angular cambia de signo en intervalos menores que 0.5 segundos
puede dar informacién sobre la integral de la aceleraciéon angular
o velocidad angular.

4. Segun la comparacién entre el modelo integral del biosensor de a-
celeraciéon angular con el modelo matematico de Fernandez y Gold-
berg se puede afirmar que tenemos coincidencia cualitativa para
estimulos largos y el funcionamiento del modelo integral es mas
detallado que el de Fernandez y Goldberg por tres razones:

4.1 Para usar el modelo de Fernandez y Goldberg hace falta usar
un factor k1 que no tiene algin sentido fisiolégico, en cambio
en el modelo integral éste factor tiene sentido fisioldgico y se
puede calcular segiin los parametros anatomicos.

4.2 Segun las respuestas del modelo Fernandez y Goldberg ob-
tenemos para aceleraciones positivas y negativas en un canal
semicircular son iguales, en cambio en el modelo integral no
son iguales.

4.3 El modelo de Fernandez y Goldberg no posee informaciéon
sobre la situacién estacionaria, solamente podemos obtener
informacién sobre decremento de frecuencia en la respuesta,
sin embargo en el modelo integral tenemos informaciéon com-
pleta sobre la situacién estacionaria y no estacionaria de la
senial de respuesta de salida.

Entre las perspectivas se tiene que deberian estudiarse los siguientes
problemas:
Para el método local para el problema inverso:

Desarrollar un método para la recuperacién de coeficientes por
splines cibicos para sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias
de orden tres.

Generalizar los resultados para sistemas de orden més que tres.
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Aplicar algtin tipo de regularizacién para los datos de entrada para
la solucién del problema inverso.

Para el modelo del mecano-receptor del sistema vestibular

Analizar de manera detallada el modelo matematico del mecano-
receptor del sistema vestibular obtenida en la tesis.

Obtener un modelo matematico para la corriente total de las
células ciliadas del tipo I del aparato vestibular para mamiferos
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