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Resumen

En esta tesis se desarrolla una teoria de Kaluza-Klein tomando como base una teoria de elec-
trodinamica extradimensional de 5 dimensiones espaciotemporales, en donde la dimensién extra es
de tipo espacial y se encuentra compactificada en un orbifold S!/Z,. Posteriormente, a partir de la
lagragiana de Kaluza-Klein obtenida se toman los términos dependientes de los modos excitados
de los campos fermiénicos y del modo cero del campo de norma de la teoria para desarrollar una
lagrangiana efectiva de Euler Heisenberg y asi poder determinar las contribuciones de la dimension
extra a la teoria efectiva por medio de dichos términos.
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Introduccion

En la actualidad, la formulacién de fisica fundamental ampliamente aceptada por la comunidad
cientifica es el Modelo Estindar de las interacciones fundamentales [1, 2, 3], la cual es una teoria
de campos que describe a las interacciones electromagnética, débil y fuerte, y que es gobernada por
el grupo de norma SU(3)c x SU(2)r, x U(1)y. Empero, existen motivaciones, tanto teéricas como
experimentales, para afirmar que el Modelo Estdndar no es una teoria tltima [4]. La busqueda
de una formulacién que ocupe el lugar del Modelo Estandar, como la mejor descripciéon de la
materia y sus interacciones, es un tema central en el quehacer actual de la fisica de altas energias.
Uno de los paradigmas en esta actividad son las llamadas extensiones del Modelo Estandar, que
son teorias de campo que en determinados limites se reducen al Modelo Estandar, pero que
incluyen a elementos novedosos, dirigidos a explicar nueva fisica. En general, los dos elementos
principales que definen a una teoria son sus variables dindmicas y sus simetrias [5]. Son, pues, estos
elementos los que comtnmente se modifican con el objetivo de definir a extensiones del Modelo
Estandar. Desde esta perspectiva, las simetrias de espaciotiempo tienen gran relevancia. Por
ejemplo, existen modelos, en el contexto de las llamadas teorias efectivas [5, 6], que proponen la
presencia de campos de fondo tenues, de tipo tensorial, que determinan direcciones preferenciales
en el espaciotiempo y que inducen, a bajas energias, efectos minisculos de violacion de la
simetria de Lorentz [7, 8, 9]. También en el sentido de las simetrias de espaciotiempo, una opcién
interesante consiste en la suposicion de que, adicionalmente a las dimensiones de espaciotiempo
conocidas, existen otras dimensiones de tipo espacial, pero con la particularidad de ser finitas
y pequenas, esto ultimo con el objetivo de explicar la ausencia de indicios experimentales de
dimensiones extras [10]. Inicialmente introducidas en teorias de unificacién de interacciones
fundamentales [11, 12], fue Oskar Klein quien teoriz6é por primera vez la existencia de un espacio
5-dimensional que hacia posible la coexistenca entre la teoria gravitacional de Einstein y la
teoria electromagnética de Maxwell. Sin embargo Fue Theodor Kaluza quien més tarde anadio la
condicion de compactificacion de la quinta coordenada [13]. La llamada teoria de Kaluza-Klein
marcaria un importante precedente en las teorias de unificacion y la propuesta de dimensiones
extra posteriormente seria desarrollada en el seno de la teoria de cuerdas [14, 15, 16, 17, 18], las
dimensiones extras captaron la atencion de la comunidad de la fisica de particulas a finales de la
década de los anos 90’s, cuando se propusieron modelos extradimensionales, fenomenolégicamente
atractivos, dirigidos a explicar la debilidad de la interaccién gravitacional con respecto del resto
de las interacciones fundamentales [19, 20, 21, 22, 23]. La implementaciéon de esta herramienta
alcanz6 a las extensiones del Modelo Estandar, destacando los modelos de dimensiones extras
universales [24, 25, 26], cuya caracteristica principal es que todas sus variables dindmicas son
campos definidos en el espaciotiempo extradimensional.

Supongamos que existe alguna escala de altas energias en la cual la descripciéon de la natu-
raleza ocurre en un espaciotiempo de 4 + n dimensiones. Supongamos también que, al nivel de
dicha escala, la simetria de espaciotiempo que gobierna a la formulacién de fisica fundamental
que nos interesa se caracteriza mediante un grupo de Lorentz (4 + n)-dimensional. Siguiendo la
prescripcion estandar para definir teorias de campo en un espaciotiempo asi [27, 28], consideramos
una réplica del Modelo Estandar, pero definiendo a todas sus variables dindmicas y simetrias en el
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espaciotiempo con dimensiones extras [29, 30]. Imaginemos un proceso en el que, partiendo de esta
escala de alta energia, estudiamos a la naturaleza a escalas de energia gradualmente més bajas.
Supongamos que este proceso nos lleva, eventualmente, a una escala de menor energia, llamada
escala de compactificacion y denotada como R™!, en la que las dimensiones extras lucen finitas.
En este contexto, decimos que las dimensiones extras estan compactificadas [31]. La compactifica-
ci6n induce un rompimiento de la simetria de Lorentz extradimensional, dejando como simetria
remanente a la invariancia de Lorentz en 4 dimensiones, que entonces ocupa el lugar de simetria de
espaciotiempo de bajas energias. Ademas, resulta que, tras la compactificacion, por cada campo ex-
tradimensional aparece un numero infinito de campos definidos en cuatro dimensiones, que reciben
el nombre de modos de Kaluza-Klein y los cuales encarnan a las variables dindmicas de la teoria
de bajas energias [27, 28]. Otro derivado es la ocurrencia de masas de modos de Kaluza-Klein, a lo
cual se le conoce como mecanismo de Kaluza-Klein de generacion de masas. Finalmente, la simetria
de norma definida en dimensiones extras se separa, al nivel de 4 dimensiones, en dos conjuntos
disjuntos de transformaciones [32, 33, 34]: las transformaciones de norma estindar, asociadas al
grupo de norma 4-dimensional SU(3, M%), x SU(2, M*) x U(1, M*)y, y las transformaciones de
norma no-estandar.

Para la presente tesis se considera el contexto, més restringido, de la versién extradimensional de
la teoria de la electrodindmica en 5 dimensiones de espaciotiempo, la cual se caracteriza por la
Lagrangiana

ﬁ(%ED = U(z,z)(iTM Dy — m)W(z, %) — iﬂMN(x,f)ﬁMN(x,f), (1)
donde los indices de espaciotiempo corren sobre M, N = 0,1,2,3,5. Ademés, se ha denotado a
las coordenadas del espaciotiempo 4-dimensional ordinario como z, en tanto que la etiqueta =
se refiere a la coordenada extra. En analogia con la teoria estandar, el tensor electromagnético
se define como FMN = M AN — N AM ' giendo AM (x,Z) el campo de norma de la teoria, al
cual le corresponderia el papel de campo electromagnético en 5 dimensiones. Ademas, la derivada
covariante se define como Djy; = 9y — ies Ay, donde es es la constante de acoplamiento de la
teoria. Suponiendo que la dimensién extra estd compactificada y que tiene la estructura de un
orbifold S'/Z5 de radio R, los campos de la teorfa se expanden en modos de Kaluza-Klein, de los
cuales los modos cero se identifican como la variables de la electrodindmica ordinaria, dada en 4
dimensiones de espaciotiempo. Estas expansiones relegan toda la dependencia de la coordenada
extradimensional Z a funciones trigonométricas, de manera que se puede integrar a esta coordenada
explicitamente en la accién, lo cual define a la Lagangiana de Kaluza-Klein ESED mediante

Sqep = / Pz Lpp (2,2) = / dz / dZ Lopp (2, T) = / d*z LGEp (z). (2)

En el presente trabajo de tesis se considera, bajo el contexto antes descrito, la accion efectiva,
(0) ;
Tog[Ay ], definida por

eiFeff[A,(P)] _ \/@q/)(k)@i)(k) exp {’L/d4l’ EQED}~ (3)

Mediante la integracion de modos excitados de Kaluza-Klein 1*) y (%) se pretende encontrar, a
partir de esta expresién, contribuciones al término Lagrangiano no-renormalizable

w2 " w2 e "
(R71)2F,5‘3>82F<0>f = WF,E% O FOWY (4)

definido, exclusivamente, en términos de modos cero de norma de Kaluza-Klein ALO)(I), mediante

" 0 0 0 . .
el tensor electromagnético F,El,) = QAAE, ) _ BVAEL ) En la ecuacion anterior, a2 es una constante
adimensional, que parametriza los efectos de las dimensiones extras a través de variables dinami-
cas y de simetrias de baja energia. Por otra parte, R™! es la escala de compactificacion, la cual es
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inversa al radio de la dimensién extra.

En el primer capitulo de la presente tesis se da una breve introduccién a teorias efectivas, expli-
cando sus bases y fundamentos, seguido de esto se desarrolla un método general para obtener una
lagrangiana efectiva a partir de alguna teoria de campos y se explica ademas el proceso de regula-
rizacién dimensional, el cudl es empleado para llegar al resultado deseado. En el segundo capitulo
se emplea el método visto en el capitulo anterior en la teoria de electrodindmica cuantica ordinaria
para conseguir una lagrangiana efectiva de Euler Heisenberg. Finalmente en el tercer capitulo, se
postula una teoria electrodindmica 5-dimensional, se expande en modos de Kaluza Klein y me-
diante la integracion de la dimensién extra se llega a una lagrangiana de Kaluza-Klein. Después se
toman algunos términos especificos de esta lagrangiana y se aplica el método visto en el capitulo
2 para conseguir una lagrangiana efectiva de Euler Heisenberg que contenga las contribuciones
(producidas por los efectos de la dimension extra) a la lagrangiana efectiva de dichos términos.
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Capitulo 1

Lagrangianas efectivas

1.1. Los fundamentos de la lagrangiana efectiva

Podria resultar paraddjico pensar en ser capaces de predecir el comportamiento de un feno-
meno el cual no comprendemos en su totalidad. No obstante, precisamente es asi como funcionan
la totalidad de teorias y modelos fisicos, puesto que actualmente no existe alguna teoria capaz de
describir algin fenémeno desde su enfoque mas fundamental. En realidad, toda teoria fisica tie-
ne un poder predictivo restringido al cumplimiento de circunstancias especificas. Tomemos como
ejemplo el caso de la mecénica clésica, ésta es capaz de describir con gran precision los fenomenos
que ocurren a escalas mayores a la escala subatémica, sin embargo, si se desea modelar algin
fenomeno a escalas menores, la mayoria de preceptos de la mecénica clasica resultan inutiles. De
modo que toda teoria fisica esté sujeta a un rango de aplicabilidad, en general los limites de éstas
se encuentran dadas por escalas de energia.

A pesar de que aquellas teorias que gozan de un rango aplicaivo mas amplio suelen ser consideradas
més exitosas, por lo general implican la introducién de un mayor niimero de variables y parame-
tros. En varias circunstancias no se precisa de una descripciéon tan extensa, sino que se busca una
aproximacion mas cuantitativa y simple de algin fenémeno, por lo que resulta més practico derivar
alguna teoria que se adecte a nuestros propésitos a partir de una teoria méas fundamental.

Las Lagrangianas efectivas nos permiten derivar a partir de algina teoria de alguna escala energé-
tica alta A, expresiones que describen dindmica de baja energia, es decir fendmenos que ocurren
debajo de dicha escala.

Formalmente, dicha teoria se obtiene tras integrar las variables dindmicas con energias > A de
alguna teoria mas fundamental, de manera que la expresiéon resultante es dependiente tnicamente
de los modos ligeros de nuestro sistema. No obstante, a pesar de no depender explicitamente de
modos pesados, nuestra Lagrangiana efectiva contendra todas sus efectos fisicos, los cuales son in-
cluidos de manera indirecta mediante parametros dependientes de A. Dotando asi a nuestra teoria
de un considerable poder predictivo, bajo la restriccién de permanecer dentro de su rango de apli-
cabilidad, esto es, la Lagrangiana efectiva puede racionalizarse como un limite de bajas energias
de alguna teoria méas fundamental[5, 6].

1.2. Integracién de modos pesados

A continuacion supongamos que conocemos la teoria subyacente de la cual deseamos derivar
una teoria efectiva. La accion efectiva I'og puede ser expresada como la siguiente integral funcional:

eiTenl®] — / PP, eS0T (1.1)



CAPITULO 1. LAGRANGIANAS EFECTIVAS
1.2. INTEGRACION DE MODOS PESADOS

donde ®; y ®;, hacen referencia a los campos ligeros y pesados respectivamente y S [®;, ] es la
accion clasica de nuestra teoria subyacente. De manera que la accion efectiva se define como sigue

Feﬂ‘ = /d4$£eﬁ [‘I’l] . (1.2)

Seguido de esto es conveniente expandir el campo pesado ®;, alrededor de una configuracién de
campo dp

05 (B (x) — By, (x))

6<I>h (3?)
I
*3 /d Y 5% () 0% (y)

S[(Dl,q)h] =S [q)l76h] + /d4x

D, =D,

(®n (z) — ®p () (P (y) — P (v) +- - -,
(1.3)

Pp=2)

elegimos ®;, convenientemente de manera que

05 [Py, Pp]

55, (@) =0 (1.4)

D=2

Tras establecer esta condicién, es posible expresar ®;, como una funcional de ®; y x, esto es
@y, [Py, z]. Con esto a consideracion, la ecuacion (1.1) puede ser expresada

oiTert[®1] _ iS[®1, 3] /“@‘I)h efd4xd4y{_%(@h(m)—ih(z))A(z,y)(éh(y)—5h(y))+~~-}’ (1.5)

donde se definio6
%S

A@Y) = i 55 9% )

: (1.6)

Q=2

por lo que podemos representar el coeficiente de la exponencial de la ecuacion (1.5) como la
multiplicaciéon de matrices infinitas continuas

eilert[®1] _ 6iS[<I>l,5h] /@‘I)h e{%(@h_gh)m(@h—@lﬂ“.}7 (1.7)

en donde (<I>h — 5h) representa una matriz columna infinita, de valores reales caracterizada por el
pardmetro continuo x, A es una matriz cuadrada de valores reales, infinita, de parametros continuos
z y y. Dado que la matriz A es diagonalizable podemos llegar a la siguiente expresiéon mediante
integraciones Gaussianas (ver apendice A), llegamos a

eiTeit[®] — LiS[®1.%n] Jeot (A2 (1.8)

Haciendo uso de la formula de Jacobi [36]

log det {A} = tr log {A}, (1.9)

obtenemos -
L@ =Y TW @] =950, [@]] + %tr log A[®)] + - - (1.10)

k=0

La expresiéon anterior es en realidad una expansién en el nimero de lazos, de esta forma el primer
término corresponde a una integracion a nivel de arbol y los siguientes corresponden a aproxima-
ciones de lazos. Notese que el término correspondiente a un lazo se encuentra escrito en funcion
del operador A dependiente de los campos @;.




CAPITULO 1. LAGRANGIANAS EFECTIVAS
1.2. INTEGRACION DE MODOS PESADOS

A continuacion se muestra un método general por el cual en muchas ocasiones es posible encontrar
Leg como una expansion en el numero de derivadas de los modos ligeros sobre algin parametro
dimensional M basado en el libro Effective Lagrangians for the Standard Model [6].
Consideremos un modelo caracterizado por una lagrangiana descrita por modos ligeros ¢ y pesados
P

L(p,®) =Ly (¢) + L (¢, @)+ Ly (D). (1.11)

Lalagrangiana anterior ha sido dividida en tres términos, en los cuales se describen las interacciones
unicamente entre modos ligeros; entre modos ligeros y pesados; y entre modos pesados unicamente,
respectivamente. Por ejemplo la siguiente.

1 1 1 1
L(p,®) = 3 . pOM P — §m2¢2 ~V(¢)+ 5@}1)8”(1) — 5M2<I>2 + %&@2; (1.12)
suponemos que M > m, donde M y m son las masas asociadas a las particulas pesada y ligera
respectivamente, es decir, que el campo ¢ es muy pesado en comparaciéon con ¢.

Expresemos su accién de la siguiente manera S [¢, @] = Sy [¢] + So [¢, ®]. Donde se diferencian los
términos que dependen tnicamente de los modos ligeros del resto, entonces;

eilert (8] — /@q) S ®] — iS4 [d] /@q) eiSe (4,2 (1.13)

Por el momento nos enfocamos exclusivamente en Sg, expresandolo de manera explicita:

Sp = /d% (;@@8"@ — %M2<I>2 + ;‘Qs?qﬂ)
= /d% =) (POHD) — Looe - Larze? + 2 22
2 2 2 2
- /d%%au (®O"®) + /d% (—é) ¢ (O+ M? — ag®) ®. (1.14)

Notemos que el primer término es un término de superficie, el cual es descartado a través del
teorema de la divergencia, Sg se expresa como:

Sp = /d4m (—i) ¢ (0+ M? —ag?) @
1
— /d4x/d4y (2) @ (2)6* (z —y) [Oy + M? — a¢® (y)] @ (y) . (1.15)
De manera que,
eilett[#] — (iSs /@q)h o5 Jd'z [ d'y® (@) (e—y) [Dy+ M —ag? (y)| 2% () (1.16)

Estableciendo asi una analogia a la ecuacion (1.5), de este modo la funcional integral puede reali-
zarse por medio de una integracién Gaussiana, obteniendo asi

eiTernld] = ¢iSal6] (det A)77 ; (1.17)

en donde A es un operador de la forma Ay, =i (0, + M? — a¢?) 6 (z — y), donde ¢, = ¢ (z). De
manera que conseguimos la siguiente expresién:

Teg = Sy + %tr log {A} . (1.18)
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CAPITULO 1. LAGRANGIANAS EFECTIVAS
1.2. INTEGRACION DE MODOS PESADOS

Considerando que

log {4} =log {i (O+ M? —a¢®)} =log {i O+ M?) (1-a(D+M?) " ¢*)},  (119)
obtenemos )
tr log {4} = tr log {i (O + M2)} + trlog {1~ a (O + M2) " 62} (1.20)
A continuaciéon consideramos la expansion en serie de potencias
42 3 ok
k=1
implementando esta expansion a la ecuacion (1.20) conseguimos
: 2 - 1 2y =1 2\"
trlog {A} = trlog {i (O+ M?)} — %tr (a(D+M ) ¢ ) , (1.22)
k=1
de esta forma, la acciéon efectiva se expresa como:
i , ) i = 1 =1 o\ K
Cet :S¢+§tr log {i (O+ M?)} — 2;ktr{(a(D+M ) ¢ ) } (1.23)

El segundo término de la expresiéon anterior es independiente de los campos, de modo que solo
contribuye a la energia del punto cero, por lo que seré ignorado.
Escribimos a la accion efectiva como

Tot = Sy — % 3 %tr { (o @+2r2)™ ¢2)k} = 5, + > 1) (1.24)
k=1 k=1

analicemos el término correspondiente a k = 1 en la expresion anterior.
g = %tr {a O+ M%)~ ¢2} - 7% /d4x O+ M>) 7" () 62, (1.25)

donde se expreso la traza de la matriz continua como una integral sobre los elementos de la diagonal
parametrizados por x.

Consideremos ahora el propagador de Feynman de la teoria de Klein-Gordon, denotado como
9r (x — y), la cual satisfece la condicién

(Dx—i—MQ) (2)iPF (x —y) = 6* (x — y), (1.26)

esto es, Zr (z — y) es una funcién de Green del operador de Klein-Gordon (O + M?). Por lo tanto
podemos escribir la ecuacion (1.25) como

rMig) = —%a /d4x (O+ M2)’1 (z) 2 = %/d% D (z — x) P2 (1.27)

Es posible escribir el propagador de Feynman en el espacio de momentos mediante su transfor-
mada de Fourier de la siguiente forma

2 _ [ : —ip:(z=y) 1.28
rle—y)= (271')4102—M2+i66 ’ (1.28)
asi que, en particular
d*p i
9 _ )= : 1.29
F(l’ $) /(271_)4 pQ—M2+i6’ ( )

4



CAPITULO 1. LAGRANGIANAS EFECTIVAS
1.3. REGULARIZACION DIMENSIONAL

con lo cual la ecuacion (1.27) se escribe como

: 4
W — b 4,2 d*p 1 1
rW[g] 2a/d m¢x/(27r)4p2M2+i67 (1.30)

sin embargo la integral de momentos es divergente debido a la dimensién a la que opera, por lo
que se llevara a cabo una regularizacién dimensional.

1.3. Regularizacién dimensional

d*p 1
. 1.31
/(2@4 p? — M? +ie -3y

Consideremos la integral

Debido a que esta integral es divergente cuando la dimensiéon D = 4; consideramos, en su lugar,
un espaciotiempo con D dimensiones, de los cuales una dimensién es de tipo temporal y D — 1
son de tipo espacial. Con la particularidad de que D no es un nimero natural, sino un nimero
complejo con la tnica restriccién de que D # 4. De manera que la integral, en este espaciotiempo

de D dimensiones luce como
4-D / dp L (1.32)
K (2m)P P2 — M2 + i€’ '

en donde p? = (p0)2 — 52, y p? es un producto escalar de tipo Euclidiano en un espacio de D — 1
dimensiones. Ademas es introducida la cantidad p la cual tiene unidades de [u] = masa, con el
proposito de ajustar las unidades de la integral.

Implementando a la ecuacion (1.32) una rotacién de Wick obtenemos

dPp 1 i / 1

4-D 4-D D

I ) — = — 5 d“pg———>, 1.33
/ (2m) p? — M2 +ie (2m) a pE+ M? ( )

donde pg hace referencia al momento Euclidiano.
A continuacion hacemos uso de las coordenadas hiperestéricas en D dimensiones, de modo que la
integral en la ecuacion (1.33) se expresa

i 4—D/ D 1 / dQ2p 4—D/ lpe|"*
W d”p =—q n d|p , 1.34
(2W)D Ep2 (27T)D | EHPE‘Q M? ( )

donde Qp representa el angulo sélido del espacio D dimensional. Por tanto f dQ)p representa el
area de una esfera unitaria en D dimensiones, la cual puede ser expresada mediante funciones
Gamma de la siguiente manera [39]

2m
/ r(2)
Podemos entonces expresar la ecuacion (1.34) como
D—1
! 4—D/ D 1 27 4—D/ Pl 1
(2m)” Py + M? r (%) | |\pEl2+M2 (2m)”
D
2r2

(Ipel?
|pE|2 + MQ’

)

y / dps| 2lps)) (1.36)

haciendo un cambio de variable de la forma z =|pg|? la integral se expresa como
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D D
el D_q

i 4—D/dD 1 Q27 1 4_D/ zz
_ ) P —— do——; 1.37
(QW)D“ Pp2 o+ M2 2 (2m)P r(g)“ x + M? (1.37)

. . . 2
ahora, aplicando el cambio de variable y = % obtenemos

i 443/ 5 1 i 27
™ [ = 5 "
(2m)” pp+ M2 2 2m)" T(3)
1 2

(1.38)

Notemos ademas que la integral puede expresarse en términos de una funcién beta dada la siguiente
propiedad

1
5(10,(1):/ et (1—1)T7" (1.39)
0
de modo que la ecuacion (1.38) se escribe
D
i ap [ 1 i 2mz 1 w21 4 p. (D D
- d =73 M7)* - l-= 1.40
(271_)DM / pEngJer 2 (2m)P T (D) (M?) I 5(27 5 ) (1.40)
y dado que
I'(p)T (q)
B (p, ; 1.41
(0 I'(p+aq) (1.41)
obtenemos
- ! u4_D/deE ! :_z 2ms 1 (M2)2*1M4—DF(§)F 1—%)
(2m)” PR+ M2 2 (20)P T (D) r()
D
__5 2n= (MQ)Z_l 4-pp (4 D
2 (2m)” 2
(A ¥M2F 14220 (1.42)
= (47]’)2 M2 2 . .

A continuacién se realiza una continuacion analitica de la ecuacion anterior, para lo cual supo-
nemos que ésta es valida para D complejo en particular para D — 4. Bajo tales circunstancias,
definimos € =4 — D, con ¢ — 0. Usando tal definicién, la ecuacién anterior se expresa como

. . €/2
¢ 4-D D 1 v 47TM2> 2 €
- d =— MT(-1+=). 1.43
(2mP" / PR M T (4n)? ( M2 (-1+5) (1.43)

Consideramos las siguientes expansiones alrededor de e = 0

€ 2
r(_1+§):_2_1+w+0(6), (1.44)

1
2% =1+ 3 log(z)e + O(€?), (1.45)

donde g es la constante de Euler y los términos O(x) representan los términos de orden z y
mayor.
Puesto que la funciéon I'(z) tiene polos en z = 0, —1,—2, ... la funfién T’ (71 + %) tiene un polo en
€ = 0, lo cual es explicito en su expansion en serie. Con estos resultados escribimos
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i 4-D D 1 i 2 1 drp® 2
— =— M1+ =1
(27r)D'u /d pEp%JrMQ (an)’ ( + 5 og( 2 e+ 0(e%)
2
X (—6—1+7E+(’)(e)>

(% log(47) + log [ 12
_(47r)2 g-i- — g + log(4m) + log e

+ O(e?)

~(4ﬂﬁ (et 1 10g (fz)) , (1.46)

donde N, = % + log 47 — g, de modo que, sustituyendo la ecuaciéon anterior en la ecuacion (1.30)
obtenemos finalmente

M? M?
POl = gt (v 1102 ) [ (1.47)

La divergencia originada por nuestro nimero de dimensiones, y que se encuentra contenida en el
término divergente N, podria ser eliminada mediante un proceso de renormalizacién.
A continuacion desarrollemos el siguiente término en la ecuacion (1.24).

i e ua(@—y) | e—ik(z—y)
r®[¢] = —Zaztr/da:dydqdk £ PRy

o7, (1.48)

donde dg hace referencia a la variable de integracién necesaria para llevar a cabo una regularizacion
4—-p _dq

(2m)P”
Ahora introducimos el cambio de varible k = p + ¢,

dimensional, esto es dg = u

r@[¢] = _%a%r/dxdwigbj/dﬁe*m(yml(p2;M2), (1.49)
con 1
2. 072\ — ~
I(p’M)_/dq [¢? — M?][(p +q)* = M?] (1.50)

A continuacion analizaremos el integrando de la ecuacioén anterior, que mediante una parametri-
zacion de Feynman puede ser escrita como [37]

N 1 ! . 1
/dp[qQ—MZ] [(p+q)* — M?] _/dp 0 ! [(q+ (1 —2)p)? + z(z — 1)p? — M2]*

(1.51)

Ahora realizamos el cambio de variable k = ¢ + p(1 — ) que en componentes se escribe como
k* = g" + (1 — x)p*. El Jacobiano de esta transformacion es +1, de modo que la ecuacién (1.51)
se escribe como

" 1 e 1
J @ & 2 ((p + 97— 307 ] / M 0 el — )

— /01 dx/d/%(k2 _1R2)27 (1.52)

1
(k2 7R2)2 I
en 4 dimensiones, motivo por el cudl se le realizard una regularizacién dimensional de manera

donde R = M?—x(1—x)p®. Enfoquémonos ahora en la integral [ dk la cual es divergente
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analoga a cémo se hizo con la ecuacion (1.32). El resultado de dicho proceso puede encontrarse en
tablas de integrales, siguiendo especificamente la tabla encontrada en el libro de Peskin y Schroeder

A4 [37]:
T o p (C1ET(-2) 1\ E
/dk (k2 — R2)* W (4m)P/2 - T(2) (RQ)

D
2

_ u‘**D(M)%/QF <2 - g) (1;2)2 . (1.53)

Nuevamente, usamos el parametro e = 4 — D de modo que si D — 4 entonces ¢ — 0, entonces
la ecuacion (1.53) toma la forma

[ = et (5) ()

() 59

alrededor de € = 0 la funciéon T" (%) y £~ ¢ se expanden en series de potencias como

r(5)=2-w+00), (1.55)

27 =1-log(z)e+ O (€%), (1.56)

de modo que

) [t [

Recuperando que R = M? — z(1 — z)p?, la ecuacion (1.48) se expresa como

2eP- T)( 10g7_/ dt log [1_t(1_t)MQ2D' (1.58)

Para el caso en que p? << M? es posible expandir el logaritmo en esta ecuacién de manera que

2 1 2
p _ p

r®g) =

1 o0 1 p2 2 o0 p2 k
:/Odt];k<M2> ZjlekJrl (M)

1 p2 1 p2 2 1 p2 3 p2 4
=4+ —| == — | =— O — 1.59
6M2+60 (M2 +420 M? + M2 )’ ( )

por lo que finalmente llegamos a la expresion

@y~ Coe M2 4
ol = g (Ve ou ) [ o
2 2
+ 74(2;)2 /dxdydﬁ¢3;¢;2/€_p(y_”)l’ (J\Zz)
_a? o2 L (=0
= 74(4702 ( —log — )/dm¢ + —- 1(ar)? /dx¢ I (]\42>¢
2 M?2 2 0\?
— 4(2;)2 (Ne —log —- 2 ) /dw — M‘W/dw?wuo <W) . (1.60)

8
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Podemos notar que el ultimo término de la ecuacién anterior no es renormalizable, este seré el
término el cudl se estudiard en esta tesis para el caso de una teoria electrodindmica de Kaluza-Klein.







Capitulo 2

La lagrangiana de Euler Heisenberg

Hasta el momento hemos descrito un método para llegar a una lagrangiana efectiva dada
algiina teoria subyaciente en particular. Sin embargo, para los fines de esta tesis resulta conveniente
aplicar dicho método sobre la teoria de electrodindmica cuantica (EDC); para asi llegar a una
Lagrangiana de Euler Heisenberg, una lagrangiana efectiva que describe los efectos a un lazo de
dicha teorfa en un campo de fondo constante[38].

La accién efectiva del fotén puede ser definida como se muestra a continuacién
eil"eff[A;J = / 91/)@1;@’ f dz LQED (Auvquz"), (21)

donde Lgrp depende del campo fermiénico 1, su adjunto de Dirac 1, y el campo de norma A,
Consideremos que Lqrp se encuentra dada por la siguiente expresion:

/dmﬁQED:—i/dxFWF“"—I—/de)(iD—M)w
_i/dme,FW+/damZ)(i$+eAH—M)1/), (2.2)

de modo que la ecuacién (2.1) se escribe
GTeff[AL] _ =i} [ do Fu P+ [ dep(i—M)y (2.3)
Mediante el uso de integrales Gaussianas, como se vié en la ecuacion (1.8) llegamos a
eTellAu] — g=i% [ o Fuu P ey [ (i) — M) (;Ty]*l, (2.4)
notemos que
log det [(zﬂ) — M) 5xy} 1 log det [(z@ +ed— M) 5%]71

= —itrlog (if) = M) —itr log (1+ e (i - M) "), (2.5)

el primer término no es dependiente de los campos 1, y 1 y contribuye trivialmente a la accién
efectiva, motivo por el cual lo omitiremos de ahora en adelante y nos enfocaremos en el segundo
término, el cual expandiremos en serie:

—itr log (1 + ed (id — M)_l) = zi (_e)ktr [(2(3 — M)_1 A]k ) (2.6)

k
k=1

11
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Teniendo en cuenta la expresion anterior, obtenemos

/deWF’“’+ Z [ (i a0) " 4]

=7 /dm F,, F™ + Z 54 (2.7)
k=1

Puede ser demostrado que aquellos términos con un numero impar de campos fotonicos se
eliminan (Teorema de Furry [35]).
A continuacion definimos:

¢+ M

_t 2.8
q2 7M2 + i€ ( )

Gy = (i = M), | = / dge ")

Analizemos ahora el término T'®)[A] el cual es la primera contribucion a la accion efectiva,

T@[4] = %eztr / dy dz Guy A, Gyo Ay

- e—ta(z—y) p—ik(z—y)

= %eZtr/dydxdqdk A W"‘M)Ay(%‘FM)AGE

i - e—zq(x ) —zk(m )
=3¢ tr/dy dx dg dk (g + M) (v, AY) (F+ M) (v, AY). (2.9)

- M? k2 —

Realizamos ahora el cambio de variable k = p+ ¢, de modo que la ecuacién (2.9) toma la forma

(2) _262 - ~eip(w—y) WAV [g+M7MP+g+M)]
PO = 5 [ayavaper o aga; [ e

(2.10)

A continuacién nos enfocaremos en analizar la integral respecto a ¢ por lo que nos es conveniente
designarla de la siguiente forma

¢+Mw<;¢+¢+M>}
T (i M / 4 Nl + ) — M2 ° (2.11)

Ahora nos centraremos en desarrollar el numerador del integrando, para lo cual haremos uso
de las siguientes identidades de la traza de matrices de Dirac:

tr(1) =

tr (poducto de cualquier ntimero impar de ¥'s) = 0

tr (y*9") = 4¢"”

tr (") = 4(g" 9”7 = g"79"" + 9" 9"") (2.12)

12
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asi, aplicando dichas identidades en el numerador, conseguimos:

tr [(¢ + M)vu(p+d + M)] = tr[(v7k, —7*pp(1 —z) + M)
X oV (V' po +77ko — 7 Pe(1 — ) + M) gg, "]

= Gangsw {tr [P (ky — pp(1 — @) (po + ko — po(1 — 2))]
+tr [y (ky — pp(1 — 2)) M]
+ 1 [y’ M (po + ko — po(1 — 2))]
+tr ['yafyBM?]}

= gapgpv [4 (97977 = 977 9°% + "% g°%) (kp — pp(1 — 7)) (po (2) + k¢
+4g°° M?]

=4 (ky —pu(1 — ) (pu(2) + kv)
- 49#1/9 (k - pp(l x)) (pg(w) )
+4(k, —p,(1 —x)) (pu( )+ku)+gpuM2

=4 [2 (ku - p#(l - x)) (p,,(ac) + ku)
—9uv (k7 = p7(1 = 2)) (po(z) + ko) + QWMQ}

=4 2k,py (x) + 2k, ky — 22(1 — z)pupy — 2pu(1 — )k,
+9,u0 (fk"pa(z) By +p29:(1 —xz)+p°(1 — )k, + Mz)]

= 4 [2k,p, () + 2kuk, — 22(1 — ) (Pupy — P2 )
—2p, (1 —x)ky — g (kz2 — RQ)
9w (—k7po(x) + p7 (1 — @)k, )], (2.13)

donde R? = M? — z(1 — z)p®. Entonces

tr [(g+ MYyu(p+ g+ M)] =4 2k, — 2201~ 2) (pups — P — gy (K — )
+2kupl/(2x - 1) + Guv (kapa(l - 21‘))} : (2'14)

Notemos que el denominador del integrando de la ecuacion (2.11) ya fue analizado con anterio-
ridad en la ecuacién (1.54), utilizando este resultado obtenemos

_4 dx dk Qkuk (1 - 1') (pupl/ - nglw)
/M/ P, - (k2 _ R2)2

+_g/ﬂ/ (k’ R ) + 2]€pr(2$ - 1) + g;u/ (k po(l - 256)) . (215)
(k2 — R2)”

Observemos que los términos impares de k se vuelven 0 al integrar respecto a k debido a la

13
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simetria de la funcién. De este modo

! - | 2k, ky — 22(1 — Dy — P2 9u) — Guv (k% — R?
g (k2 — R?)

2k, k, o 2z(1 — x) (p Py, — p?g V)
=4 k - £ . 2.1
A da:/d l 2 2 _ R2 i _RZ)Q (2.16)

Desarrollemos el primer término de la expresion anterior. Notemos que en el caso de que p # v
el integrando serd una funcién impar respecto a k* y por ende la integral respecto a dicha variable,
estos términos seran iguales a cero, quedando tnicamente aquellos términos déonde p = v de modo

que
~ 2 i =
/dkik“k” =10 stu=v (2.17)
(k? — R?) CH £0 sip#v
donde C*¥ es algin 2-tensor de lorentz distinto de 0, el cudl puede ser caracterizado por el tensor

de Lorentz, es decir C*¥ = C'¢g"” de modo que, estando sometido a integraciéon podemos escribir
al factor k*k¥ como

ErEY = aghvk?, (2.18)

siendo a alguna constante, Contrayendo la ecuacién anterior con g, por ambos lados de la igualdad
obtenemos
k* = Dak?, (2.19)

de modo que a = %. Conociendo esto, se llega a que

di—2Hukv 2629/ D (2.20)
(k2 R2)® (k2 - R2)” '

donde D es el ntimero de dimensiones. Nuevamente nos enfrentamos a una integral dimensional
en el espacio de Minkowski, la cual puede encontrarse en tablas de integrales de este tipo. En este
caso especifico se hara uso de la siguiente ecuacion:

=1

2 _ RQ]W D/2 (%) F m Rz)mfrfD/2 ?

/dq[k (4" .( 1)T "+ )0 (m—r—3)p (2.21)

con lo cual

/dl; 2.k, 2¢. -1 TA+2)T(1-2)u
(k

27R2)2 =D 7’(47T)D/2 F(%) R?) 1-D/2

ol rA-g)m
= Guv (4m)D/2 (R2)1—D/2

Guv
dk 2.22
/ k? — R?’ (222)
por lo que la ecuacion (2.16) se escribe
_ guu g,u,lz 2I(1 - SC) (pupu - p2guv)
I.(p; M 4/ dx/dk o (kQ—Rz)z
dPk 1

=4[ dz2z(1—2) (pupy — P> 9w / . 2.23
/0 (1 =) (Pupy = P gpu) 1 2P % - (2.23)

14



CAPITULO 2. LA LAGRANGIANA DE EULER HEISENBERG

Reconocemos a la integral en la ecuacion anterior como la misma que la ecuacion (1.59). De tal
manera. que se obtiene

L (py M) = % /01 dz22(1 — x) {(ng;w — Pubv) <Ne —log fj)] ~ (2.24)

Sustituyendo este valor en la ecuacion (2.10) se obtiene

2
I®[4] = —de et —y) Ak AY

X /01 da 2z(1 — ) [(pQgW — pupy) (NE —log fj)} ) (2.25)

A continuacién veamos que el siguiente factor puede ser escrito como

2 M2 _ 1— 2
N€ — log R72 — Ne _ log < x(2 I)p )
t I

M2 2
= N, — log e log (1 +z(x—1) M2> (2.26)
y dado que
! 1
/ deax(l —z) = -, (2.27)
0 6

obtenemos que la ecuacién (2.25) se escribe

—4e?
@141 = =~ _ip(z—y) Ap AV
INS )2 /dydx dpe AV AL
1 M? ! p? )
X {6 <N€ —log MQ) + ; dx xz(z — 1) log (1 + Ex(x - 1)) (P* 9w —pupy)] . (2.28)
Definimos
A ! 2
I(p; M) = 3 +/ dxx(x —1)log (1 + p—Q:E(x - 1))
0
A 0 ( 1)k +1
— _ 1 k+1
5 +Z {MQ} / dx[z(z 1
k=1
A1 p p
_&s 1p 2.2
6+30M2+O<M2) ) (2.29)

donde se definio A = N, —log ( ) y se realiz6 una expansion en series de potencias del logaritmo.

Asi pues, sustituyendo la ecuacién anterior en la (2.28) llegamos a

A+11)2+O(p2)2]. (2.30)

_An2
F(2) [A] - 46

~ ip(z— v 2
_(47r)2/dydzdpep( VAL (P9 —pupe) |G 3502

Observemos que en la expresion anterior, las contribuciones de los modos pesados de T'(?) [A] se
encuentran desacopladas de las contribuciones de los modos ligeros. Analicémos ahora los dos
términos por separado.

15
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La conribucién no desacoplada (ligera) se expresa:

2
(2) — _46 ~ _ip(x— L AV 2 A
IyplA] = W/dy dx dpe™ y)AQAx (P*9ur — Pupv) 5
—4e2 . ) A
[ S A AY [ 92 ip(z—y) ip(z—y) | —
e /dyd:z: dpAyAx< Oie G + 0, 0ve ) 5
—4e? 5 5 oo , ol A
= 7(4@2 /dy dx dp (—Aw(‘?gAZe w( y)g,w + AL0,0,Aje »( y)> N
4e? A y .
= Gy ] O A 4 0 (A0,)
+ 0,A”0,A* — 0, (AY0,A"))
—4e2 A
_ f— " v v m
- TS /dx (0" A,0,A" — 9, A, A"
—e?
T304 )QA/d”TF “Fuw, (2.31)

mientras que el término desacoplado es

I = m [ dvdadger =D L (5 p,7)
—4e? = (qvad guip(z—y) v 2 ip(z—y) A
= 302 /dy dx dp (AIGgCAye G — AY0,070,Alte ) 5
—4¢? - -
— m /dx [—5‘”141,3#89314 4 OH (AUalLazA )
+ 0,AY9,02A" — 0, (A 020, A")]
—4e?
- v o ap v
30(4m)2M? /dm (9,400, A" — 0" A, 110, A7)
—e2? "
_ W/dxFWDF . (2.32)

Finalmente uniendo todos los resultados obtenidos obtenemos la accion efectiva en la siguiente
expresion

z—f/da:F FHY — A/dxF‘“’
3(4m)?
2

2

dz F,, OF™ + O <App> . (2.33)

~arin |

Podemos notar como el tercer término de la ecuaciéon anterior es un término no renormalizable,
ya que inspeccionando las unidades del factor F),,00F* advertimos que [F,,00JF"] = (masa)®.
Adicionalmente notamos que dicho término es de la forma que nos interesa estudiar como se
muestra en la ecuacion (4). Sin embargo esta lagrangiana efectiva fue obtenida a partir de la teoria
electrodindminca ordinaria, no de una teoria de Kaluza-Klein, pero servird como base para obtener

dicha lagrangiana como se vera en la siguiente seccién.
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Capitulo 3

Dimensiones extras, teoria de
Kaluza-Klein e integracién de modos
pesados

3.1. Hipétesis iniciales

Definimos una teoria electrodindmica en cinco dimensiones dada por el siguiente lagrangiano

C%ED = U(z, a?)(iI‘MDM —m)¥(z,z) — 1 fMN(x, ) Fun(x,T)

R

= Viy" D, ¥ — Uy Ds¥ — mU¥ — ZﬂMNﬁMN, (3.1)

donde los indices latinos corren desde M, N = 0,1,2,3,5 y los indices griegos son os utilizados en
el espacio 4-dimensional usual, esto es u,v = 0,1,2,3. Ademas se hace la diferenciacén sobre las
coordenadas, sindo z utilizada para denotar las coordenadas del espaciotiempo cuadridimensional
ordinario y z utilizado para denotar la coordenada en la dimensién extra. Bajo esta prescripcion,
se define al tensor electromagnético en cinco dimensiones como .FMN = 9M AN — 9N AM en el
cual AM(z, %) es el campo de norma de la teoria, definida en 5 dimensiones, asi mismo la derivada
covariante en este espacio es definida como Djy; = 0y — tesApr, donde es es la constante de
acoplamiento de la teoria; todo esto en completa analogia a la teoria electrodindmica cuantica en
4 dimensiones.

Dado que el objetivo de esta tesis es encontrar contribuciones al lagrangiano no renormalizable,
dadas en términos exclusivamente de los modos cero (modos ligeros) del campo de norma de Kaluza-
Klein ALO)(l'), dejaremos de lado el lagrangiano de Maxwell —.ZMN (2, 2).% )y (2, Z) dado que
la lagrangiana de Kaluza-Klein de este término no produce nuevas contribuciones de este tipo
mas halla de la lagrangiana de Maxwell 4-dimensional trivial. En consecuencia nos limitaremos a

analizar la lagrangiana de Dirac.

Finalmente postulamos que la quinta dimensién se encuentra compactificada en un orbifold de
tipo S'/Z, de radio R.

17



CAPITULO 3. DIMENSIONES EXTRAS, TEORIA DE KALUZA-KLEIN E
INTEGRACION DE MODOS PESADOS
3.2. DETERMINACION DE LAS PARIDADES DE LAS VARIABLES DINAMICAS

3.2. Determinaciéon de las paridades de las variables dinami-
cas

La propuesta de compactificar la quinta dimensién en un orbifold de tipo S'/Z de radio R,
impondré condiciones de paridad y periodicidad en el campo de norma de la siguiente manera:

A]V[('rvf) = AM(xvi‘ + 27TR)a

A5(.Z‘,.’i‘) = —A5(.%‘, —.f’). (32)

Las propidedades anteriores son esenciales, puesto que nos permiten realizar una expansién de
Fourier sobre el campo de norma respecto a la coordenada z. Tomando en cuenta sus respectivas
paridades escribimos:

A, = \/21”7]% L )+ Z \/7 (x) cos (%) , (3.3)

Z 7,4(" sin (%) : (3.4)

donde los factores Ag\z) son conocidos como modos de Kaluza-Klein los cuales son campos asociados
a torres infinitas de particulas dependientes tinicamente de las coorenadas del espacio 4-dimensional
ordinario. Donde identificamos al modo cero AELO ) como la variable de la electrodindmica ordinaria,
como se verd con mas claridad posteriormente.

Expresando la quinta dimensién como una serie de funciones trigonométricas de  somos capaces
de integrar la lagrangiana respecto a dicha variable, obteniendo asi un lagrangiano totalmente

independiente de ésta, el cual serd denominado el lagrangiano de Kaluza-Klein:

SqQED = /d x Lopp (2, T) /d4 /da: Lpp (2, ) /d4x£QED (3.5)

Ahora, bien, es preciso notar que para aplicar este procedimiento a nuestra lagrangiana en cuestion,
serd necesario ademds conocer las paridades de D, ¥ y Ds¥. Obtengamos primero la expansién de
Fourier de un campo de Dirac

U(z,7) = \/217\1/ 0 (z Oj ) cos (”T;”) + i J%%w () sen (%) . (36)

= n=1

Puesto que el algebra de Clifford para un espacio de 5 dimensiones estd dada por las ~'s de Dirac
usuales (en 4 dimensiones), podemos expresar a los espinores de Dirac ¥ y W haciendo uso de
campos espinores quirales

T (2) = B () + T (), (3.7)
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de manera que

VarR 2 /7R
+ i \/71@ (@(L")(x) + ﬁlg) (JZ)) sen (%) ) (3.8)

Bajo la transformacion de paridad de la dimension extra £ —> —Z, un espinor 5-dimensional
U(z,x) esta dado por

U(z,7) — V(z,7') = ¥V (x, —7), (3.9)
donde ~° es la matriz gamma 5 de Driac, dada por 7° = i7°y1~v2+3. Entonces

U(r,z) — V' (2,7') = 75\11(50 )

L 50 ) ( nx) - 55 (n) (nﬁf>
= )+ vy cos | — | + Uy (x)sen | ——

e Z W es () + 3 8w s (5

1 0 5 (n) —nf> L sgm <—m‘f)
+ + —°v cos| —— | + UL/ (x)sen [ ——

=" z_:l TRV () = ; —"y () =

+ \/?\I!(O) + Z 7\11(") ) cos ( ) Z —\I/(”) ) sen (%_ﬂ) . (3.10)

De la ecuacion anterior podemos notar que se presentan dos casos interesantes. El primero de ellos,
si condicionamos que \Ilg)) = 0; \I/(Ln) = 0; \Ilgg) = 0, sucederd qué

U(x,z) = \/i g)()—ki\/L\P(n)( c05< ) 27\11( ben(n—g>. (3.11)

En este caso, el campo ¥(z, ), al transformarse bajo paridad de la dimension extra obtendremos
que ¥(z,Z) — V'(x,Z) = +¥(z, Z). Es decir que ¥(z,T) es par bajo paridad.

El segundo caso esta dado por las condiciones \i/g?) = 0; ‘i'g) = 0; \i/(L”) = 0, con lo cual el
campo U(z,T) se reduce a

1 = (0) > 1 - (n) (nz > 1 (n) nT
QWR\IIL (x) Jr; \/TiR\IIL (x) cos (§> +; \/ﬁ\II (x) sen <§> . (3.12)

En este caso, el campo ¥(x, %), al transformarse bajo paridad de la dimension extra obtendremos
que ¥(z,Z) — V'(x,Z) = —U(z,Z). Es decir que ¥(z, ) es impar bajo paridad

U(x,z) =

Veamos que ocurre ahora con D, ¥(z, Z). Tomemos pues D, ¥(z, Z) e implementemos una trans-
formacién de paridad:

D, (z,z) —(D,¥(z, 7))’

= D, (2,7)
=0,V (x,7) +ies A, (, 7') V' (x,7")
7] N _ -
= 55 VU (z, —7) +ies Ay (z, —2)Y (2, —7). (3.13)
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Siguiendo un procedimiento analogo al caso en el que solo transformamos ¥(z,z) llegamos al
siguiente resultado

D, U(z,7) — (D, ¥(z,7))

F@ (0) + Z 78 \I!R cos (%) Z 78 \Il(n) sin (%)

1 . 1 am - S T _
it gt o () g ()

donde nuevamente podemos identificar dos casos interesantes. Si \i/(LO) = 0 \i/(Ln) = 0; \Tlg) =0,
tendremos que

+iesA, (\/217 ZF R cos(%)—&—i?lrl%\ifén)sen(%)). (3.15)

En este caso, D,¥(z,Z), al transformarse bajo paridad de la dimensién extra tendremos que
D, ¥(z,%) — (D, ¥(x,7)) = +D,¥(z,7). Es decir que D, ¥(z,7) es par bajo paridad.

Si \Ilgg) =0; \115;‘) =0; \i/(L”) =0, tendremos que

D,¥(z,z) = \/17 H\I’(O + Z 78 ‘I/(n) cos ( ;) + 3 \/j?RaM\I/gL) sin (—7)
n=1
+iesA ! S i ! 1™ cos (na?) + i L\i/(n) sen (lj) (3.16)
\VerR t T &= VrR E R/} xR " R/

En este caso, D,¥(z,Z), al transformarse bajo paridad de la dimensién extra tendremos que
D, ¥(z,%) — (D, ¥ (x,7)) = —D,¥(z,7). Es decir que D, ¥(z,7) es impar bajo paridad.

Finalmente veamos que ocurre al someter a una transformacion de paridad a D5V (z, T):

D5\If(1’,i') _>(D5\Ij($vi'))l

= DLV (z,Z)
= 05V (2, 7") +ies AL (2, ")V (2, T')
7] N 5 _
= %75\11(30, —Z) +iesAs(z, —z)y° ¥ (x, — ). (3.17)
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De manera anéloga al caso anterior y considerando a demas que As(x,Z) = —As(z, T) llegamos a
D5‘I’($,Lf) — (D5\I/( 7))/

\/217r7R er L)cos( ) Zrarlﬂg%)51n (%)
+ ies5As ( Z*‘I’(n) cos( ;) +i\/71?R\I’%) sen (%))
n=1
_ \/T +Z R ) cos (?) —|—ni_o:1 \/711'7]%85@(;) sin (%)
+ desAs <1¢1<°)

— oo —
AR ( z) 1 NG (E) 3.18
;choR—I—Z L osen{p , (3.18)
donde una vez maés es posible identificar dos casos. Si \ifgg) = 0; \i/gl) = 0; @(L") = 0, tendremos que
D5V (z,7) ! RS i L A5 (™) cos( )
VR M &= VmRUF

o ()
150 (n) (n) nT
+iesA PO LN cos( ) ¥ sen(—) . (3.19
5415 (\/27 Z F L Z F R R ( )

En este caso, DsVU(z,T), al transformarse bajo paridad de la dimensioén extra tendremos que
D5V (z, %) — (Ds¥(x, %)) = +D5¥(x,Z). Es decir que D5VU(z,Z) es par bajo paridad
Si \i/(LO) =0; \II(L") =0; @g) = 0, tendremos que
D5\I/(J,‘7j) =

\/T R cos( ) ZF L sm(R)
: L s L g
+ Z@5A5 ( Tﬂ—R\I}R + 7; \/ﬁ

o () 3

(”‘f) (3.20)
sen(—) | . .
.ﬁ L R

En este caso, D5V (z,z), al transformarse bajo paridad de la dimensién extra tendremos que
D5V (z,Z) — (D5 (2,Z)) = —D5¥(z,Z). Es decir que Ds¥(x, %) es impar bajo paridad

Una vez conocidas las paridades de nuestros objetos es necesario encontrar sus expresiones
como expansiones de Kaluza-Klein. Expresemos pues a D,V y D5V como series de Fourier
o0
1
D,V =

ZD\II cos( )

Ys

i sm (%) , (3.21)
D5 —

~ 2 (0)
Varr Y

+ \/7177R i (D;\Il)( cos ( ) Z D5 5111 ( Rj) . (3.22)

Ahora encontremos como se expresan los coeficientes en términos de ¥ y A. Para esto, supondrémos

N )
que nuestro campo espinorial ¥ es par respecto a la transformaciéon de paridad, esto es GGl
‘115: ) = 0; \i/gl) = 0. De esta forma tendremos

0¥ (z,z) =

(0) . (n) (n)
\/ﬁ + Z Oy \If cos ( ) nzl Oy \Il sin ( ) , (3.23)
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¥s

N kz

Loaop0 1 ZA 0G0 ¢ ( >

" 2R \f

1 = (k kx

+ AOFP sin (
V2rR ; wooL

(3.24)
3.3. Integracion de la dimensién extra
Procedamos a encontrar a la expresion (3.24) como una serie de Fourier
1 © > = nz
AT = A ) A \Il cos( ) sm(—), 3.25
" Vi 27rR( VTR z:: VTR nz::l R ( )
donde los coeficientes son
2TR
( N 7]'R / dz AM\II7
(n) 2R - nT
(A, 0) " = ﬁ/0 dz A,V cos (§) ,
~_(n) 1 2mR _ . nx
(AH\II) = ﬁ ) dz A“W Sin (ﬁ) . (326)
Realizando las integrales encontreamos que
~_ (0 R i .
(A,0) " = A0 4 SO A | (3.27)
n=1
~ o (n) 1
AW — A(O)\I/(n) A(n)\lf A(k+n)\1,(”)
(4,0) " = 5 | AR+ + nZl
oo o0 o0
Z +3 N AP n+k] , (3.28)
n=1 n=1k=1
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Y,
ENONS 0) (™) (k+n) §(n)
(A1) = — L g +ZA QA
TR | /2 —
+ > AWGH - Z ZA(”)\I/ )5, Hn] . (3.29)
n=1 n=1k=1

Sustituyendo estas expresiones en la ecuacion (3.25) obtenemos

oo
AOF + 3 A

n=1

1
A = 21 R

1 oo ) ) _
+ Z [A}(LO)\I'%L) + AEL”)\IIE?] Cos (%)

n=1

oo o0

# o 2 D (A AP e (1)
1
T{
1

n=1k=1
AP cos ((n + k)f>

\MS

+

{ALO) \Ilén)} sin (%f)

3
Il
-

+

NE
NE

[A(kJr" \I/(k) + A(" \I/(k—m)} sin (Tg)

ATP sin (WRk)T) . (3.30)

3
Il
i
~
Il
—

- 3-8
=
hE

s
hE
NE

n=1k=1

Una vez obtenida la expresion, podemos expresar a las derivadas covariante del espinor de Dirac
respecto a las coordenadas ordinarias, D, ¥, como series de Kaluza-Klein:

0,8 1 i ADTD 1 ie, 3 A G
(Z 00D + 3 e AP B+ ey AP §Y)

- (kn) g (k) | - (n)  (n+k) nz
+Z\/§e4zn:zk:Au v H\@m;zk:A“ LI )cos(R)
+iv/2e4 Z Z A(")\ilgf) cos ((n—l—k)as)

n k ! R
(0,00 3 e, A
ﬂ—R n n g

‘ (k)G (k) | . (n) g (k+n) | o (1T

ﬂ\@ez;zn:;/l# vy +Z\@e4zr;zk:A# vy )SIH<R>
n (k+n)z
—Z\[&;ZZA( )\I/L bln( 7 , (3.31)
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donde ey es la constante de acoplamiento de la teoria electrodindmica en 4 dimensiones, donde se
— €5
ropon = mple.
propone que eq = —7%= se cumple

Busquemos ahora como debe de expesarse D5V como expansiones de Kaluza-Klein, de manera
andloga a como se hizo con D,V encontramos

_ 1 > . ()M . (NI 1 >, . (n) T nx
05U =— v — — v — — 3.32
50 (z, T) ?anl RRsm(R>+ T_R; I RCOS(R), (3.32)
Y,
_ _ > 1 (n) nx
As(z,2)¥ (2, ) = ——A:" sin ( —
(2, ) (2, 7) (g — A (R)>
L 40 51 gm0 (kx>°° (R0 ( >
X + UL’ cos | — U3 sen
( 2rR * ];\/WR R R kZ:l\/wR L
1 (n)§(0) . (T
\fﬂ’RZle Uy sm(R)
. _
= Z ZA(n \I'gf) cos (;) sin (%)
n=1k=1
+ 1 i 3 AT gin kz sin (Z) . (3.33)
TR n=1k=1 ’ . R R
Procedamos a encontrar a la expresion (3.33) como una serie de Fourier:
1 A (0) = nT nT
AW = As¥ — A — 3.34
e g s ()« el () o
donde los coeficientes son
N (0) 1 27R B
(A5\Ij) = ﬁ ) dT A5\II
~_(n) 1 2R _ nT
(A50) " = o dz A5V cos (§> ,
- (n) 1 27 R B . ni'
(Asw)\" = ﬁ/0 dz A5V sin (f). (3.35)

Realizando las integrales encontreamos que

(45 Z A, (3.36)
) LIS G 0§ g0 ) TG 40 (6)
(459) T TR Z vy Z+A5 vy +ZZA5 U701 ktn | (3.37)
n=1 n=1 n=1k=1
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Y,
RONC 1 (), (0) | N 4 (k) g (k)
A\ = 2 A GO 3T g
( ) \/iﬂ‘R 5 R nzl 5 R
oo R k o0 o0 k
+3° AT ¢ Z S Al Qal,;ﬁn] . (3.38)
n=1 n=1k=1

Sustituyendo las expresiones anteriores en la ecuacion (3.34) se obtiene

As(z,2)U(z, 7 —1}%7;,4;")@(;’
% ii [ (k+n) \I/(k:) —|—A( )\I/gwrn)} cos (7%)
n=1k=1
1 (n) (k) (n—&—k)ﬁc
ﬁ;;Aw ("7

! 5 R ZIA(")\I/(O) sin ( Rj)
wi f: i { n)\I’ k+n) + AUH_” \I/(k)} sin ( g)
Z >

k
A G gin (( +R") > (3.39)
n=1k=1

Una vez obtenida la expresion, podemos expresar a las derivadas covariante del espinor de Dirac
respecto a las coordenadas ordinarias, DsW¥, como series de Kaluza-Klein:

Ds ¥

[ZWA(’L Q0
W;R > (@gﬂ; SRR % W
+iv2 642214%“*")) cos (2 )+zfe4zzA<n>@Lcos<< (e n)z )1
+-L <_Z@g>;+ziemg@@g§>
PV TS A i YA >sin(7g)

VTR
—2\[6422An)\I!R sin ((k—;n) )] (3.40)

+

Ahora contamos con los elementos necesarios para escribir los dos primeros términos de la ecuacion

25



CAPITULO 3. DIMENSIONES EXTRAS, TEORIA DE KALUZA-KLEIN E
INTEGRACION DE MODOS PESADOS
3.3. INTEGRACION DE LA DIMENSION EXTRA

(3.1) como expansiones de Kaluza-Klein:
R T FO ORI
/ dT (Viy" D, ¥ — Uy’ DsW) = Wp (iv"(8), + iea AY))) W
0
=) Q)
—|—Z\IJR (" +le4A LY
+ ZEL (" (8, + iea AL )T
;(0)‘ M \f (n) & (n)
JrZ\I/R iiv2e4 AV VR
2 (n) N
+3 W, itiv2es AL B
n
_~(0) ~
— Z Ve 752.\[26414?)\1}551)
T 5. 4) g 0)
— Z\IJL viegAs W
'n,;( 7(77,) A
+ zn: E‘I’R + Z R R + Vv
_ “I/R m\p(()
=(n) =(n) > (n T (n
+3 {WR + 0, } i, 95 + 81|
+ Z @g)iﬂy”i&;Ago)\flg)
=), W (0)F,(n)
+ Z‘IIL 7y ze4AM vy
+) Tinkiv2e, AP BGY
+ 3 U inin/2e, AT
9.5 (n) g ()
- Z Vp 17iV2es A7)
=(n)
Z\IIL ~ ze4A(n ( )
T e 4 g
+ Z i [\IJ +OY } +, (3.41)
donde V representa los términos dependientes inicamente de modos excitados.

Sin embargo, los términos anteriores sélo consideran un espinor W par. De modo que se consi-
derara que nuestra Lagrangiana es descrita también por un espinor y impar ante la transformacion
Z — — de modo que se propone la siguiente lagrangiana de Dirac en 5 dimensiones[40]:

L’% = U(z, :E)il"MaM\Il(x,a’c)—l—y(w,sf)iFM@Mx(:c, Z)—m [@(m,a’c)x(mﬁc) —i—Y(%fc)‘If(w,sE)] . (342)
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Dado que el segundo término de la lagrangiana, dependiente de x es similar al primer término,
podemos utilizar un procedimiento analogo, tomando a consideracién que el espinor y es impar a
diferencia del espinor ¥ que es par, y llegar a que la lagrangiana de Kaluza-Klein derivada de la
lagrangiana anterior es de la forma

Lix = {\Ifﬁ? + xf)} (iv” (au + ie4A§?>)) [\Iﬂo) + 40)}
+ Z [\PR + \I/(L )] "0, [ () 4 \Il(n)}
+§:[ % X i 0 |1+ 50
+ Z ol Vinties AOWE) 4 Z \I/ 17”264/1(0 {m)
+ZX ir"ies AL X )+Zf( )Z'y ied AV (”)

Z ‘I’(O iyt i\/§€4A,(JL)‘I/£) + Z \i%)ivui\/ie4AI§’L)\i/§g)
+ Z X(O)W“Z'\E&LA,&")X(L”) + Zn >%(L")i7“i\/§e4Ag’L)>zf)
- Zag Poiv/2e, AL B — Z\If ’y Sies ALY
- Zi( )75Z\fe4A5n)xgg Zx 5y ze4A5n)Xg))

P T [ ey

+ Z [ v +*5§)} [X(L”) + 2%’)} +v

—on (T 430 ) (8 + )

-y <\p§§) +i/(L”>> (9 + 1)

(5 ) (8 947). 4

Con el propésito de escribir la ecuacion anterior de una forma mas compacta definimos lo siguiente:

FO = §lO 4 L0, (3.44)
g + N w®) —(n) o
‘ (éﬂwﬁ <XW>$5 = (v ), 349
n
n = —. .4
M = (3.46)
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De modo que

—(0) /. —(n) . n —=(n). 4. n
Ly = f( ) (17” (3# +64AL0))) FO 4 Zﬁ( )m“aug( )4 Zf( )27“164/1&0)5( )
= - = (n)
R T (1) 1)« X (85 g
n
—(0) . n ~(n > (n n ;( . n
—Zf( )’L\/§€4Aé ) (XS%) —‘115;)> —Z < e -V, >Z€4Aé 1O+ v

n

_ m?(o)f(o) - mz {@(”)X(n) + Y(n)\p(n)}

+Zmn 7y me X"

= 7y Dy = m) @ + 37 [€7 iy )

+ 7 (viv3eaal) (35 +3207) + (\Pg) +5<(L")> (i9"iv2es () 1O

7 () (8570 (8 () 10

=(n)

& Mt (”q : (3.47)

—-m, m
m. my
que al diagonalizar la matriz obtenemos que

donde M,, = . Dado que M,, es una matriz hermitiana es diagonalizable. De modo

PIM, P, = Ao, (3.48)

donde \,, = \/m?2 + m2, es la masa asociada a las torres de Kaluza-Klein, o3 es la matriz de Pauli
sigma-3, y donde

sinf,,  cosb,

P, - < cps@n —siné, ) (3.49)
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Con lo anterior en mente notemos que la ecuacion (3.47) se puede escribir como

—(0) ,. "
Sl =T @Dy =) 1O 4 3 [P 17D, PP
. “(n (n = (n) ~(n . .
77 (i iv2esa) (¥ +37) + (WR Y )> (iv"iv2esaf?) £

7 (vEeaa) (8 - ) + (8 -7 ) (seaa?) 10+ 5

—E(H)PnPgMnPnng(")}

:?(0 (Z’Y“D —m f(o)-i-Z{(PTg(n)) W“D ng(n)
7 (i Beaa) (850 507) o (85557 (v 1

7 (Bt (8- )+ (B ) (a0

— (P1e™) 10208 PTEM]

(3.50)
Conviene definir ahora:
fin ) _ fln) _ U™ cos b, + x™ sin 6,
N - 2(") — 0™ sing, + x™ cos b,
— T
= 7" (PTﬁ‘")) ~°. (3.51)
Haciendo uso de la definicién anterior la lagrangiana toma la forma
(U —(n) . n , n
‘CKK =" (v"Dy —m) f(o) + Z {f1 (iv"*Dp = An) f1 " f (WMD;L + An) 2( )
i n ~(n =) (n -
+ f(O) (i’y”i\/iez;ALn)) <\If( ) ( )) + <\I’R + Xé )) (Z’Y“Z\/§€4A,(in)) f(O)
—(0 . n T (n ~(n ;(n) =(n . n
—I—f( ) (l\/§€4Aé )> (\I/(L ) — X;)) + (\I/L — XE;)) (ze4AF5 )) O (3.52)

Dado que el signo del término de masa en el tercer término de la ecuacién anterior se muestra
. " . . . n .
incorrecto de acuerdo a la teoria de Dirac, es necesario redefinir al campo f2( ) mediante el reemplazo

= AP g (3.53)

y denotando al campo fQ(n)’ simplemrnte como f2(") para reducir notacién (esto es fQ(n)/ — fzn))
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la ecuacién (3.52) pasa a verse como

=) .. 4 —(n) . n) , 7(n) . n
Lhoe =1 (9 Dy —m) 1O + 30 [ v Dy = 3) 17+ 757 (19 D = A) 157
_ o m o .
+ f(o) (i’y“i\@&lA&”)) ( AN ( )> (@R —|—x5; )> (17“2\/56414& )> FO
—(0 . n > (n ~(n ;(n) =(n . n
+ 7 (2\564A§ )) (‘I’(L = ng)) + (‘I’L - XE%)) (ze4A§ )) f(o)] +v

—(0) ,. —(n) ,.
=77 iy Dy = m) O+ 37 [F7 @ Dy — ) £+
- ()
T (i) (8 1) (57 4557) (o)

7 (V2o (3 - 557) + <xi§") - %Eé‘)) (ieanf) f<0>+} v. (3.54)

donde el simbolo del término de masa se encuentra corregido y corresponde con la teoria de Dirac.

3.4. Integraciéon de modos pesados

Dado que solamente buscamos encontrar las contribuciones a la lagrangiana definidas por el
modo cero de Kaluza-Klein, tomaremos tnicamente los siguientes términos de la ecuacion (3.52)
para desarrollar una lagrangiana de Euler-Heisenberg

£=7% @Dy =m) 1O+ 3 £ 3Dy =) 1]
= [AVir o + BV iviea Al £V = A A

+ 75 i 0, 57 + 7 iies A9 (5 — A ). (3.55)

De esta manera, la accién efectiva se definird como sigue

eilert[Au] _ / [df(ln)} [dfl(”)} [d?g")} |:df2(n):| z[dLg(A FOFOF g0 Fm fw)

= ei?(O)(iw‘D#*m)f(o) / [dfgn)} [dfl(n)} zfdsz(“)( D)™

— D= I T det [(i, — An) day] " det (i — Aa) 6] . (3.56)

n=1
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Entonces

o0

Lot = £ (i7#D, —m) £© — ilog { I1 [det {(zaz —ead© )\n) 6zy] -1

n=1

x det [(za — e A9 /\n) 5Zw} _1] }

= ?(0) (i D,, —m) O+ Z {—ilog {det Kz(ﬂx — e4A(O) — )\n) 5xy} _1]

n

—ilog [det [(z@ —ead” - )‘") 624 1} }

=7 (iD= m) 1
— ZZ [tr log (2(3 — 64A(0) — )\n) + trlog (z@ — e4A(O) — )\n)}

=7 (iv*D, — m) f©
+ Z {~2itriog (it = \) + 2itrlog [1+ ed ™ (10— 2) ']} (3.57)

Notemos que la ecuacion (3.57) es muy similar a la ecuacion (2.5), dado que deseamos obener una
Lagrangiana efectiva de Euler-Heisenberg a partir de esta expresion; por argumentos analogos a
los utilizados anteriormente en la ecuacion (2.5), nos enfocamos en la tltima serie de términos.
Esto es:

2i trlog [1 +esd” (i — An)’l} = {22' 3 %m« [(z’a - /\n)—lA(O)} k} . (3.58)
k n

Utilizando el mismo procedimiento que se utiliz6 en el capiitulo 2 de la presente tesis llegamos a
que la accién efectiva de nuestra teoria es

2
Let[A©] = 7 (i7" D, — m) FO + ; (2464)2 A / dz F,, F*
2¢e? p? 2
— [ S 24
27; Sanoe /da; F,,OF" + 0 (A2> : (3.59)

. . . 2
La constante de estructura fina « es adimensional y en unidades naturales esta dada por a = -
y tiene un valor aproximado o =~ Wl%ggg. De modo que, la Lagrangiana efectiva descrita en
términos de « es

—(0) . 3« y
I‘Cﬁ[A(O)] _ f( )(Z’WD# —m) f(O) _ iﬂA/dwpwpu

12 O‘/d F DF“”+O(p2)2 (3.60)
- ——— x F, . .
— A2 1547 : A2

Analicemos ahora el factor ) /\% en el segundo término de la ecuacién anterior, el cual es
n

definido por
1

Z%z R (3.61)

2
nm+R2
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Bajo el supuesto de que el radio del orbifold, en el cual se encuenra compactificada nuestra dimen-
sién extra, es muy pequeno, la cantidad % serd muy grande, y por tanto podremos despreciar al
término m? de el denominador de la expresion (3.59), de este modo

Z 2 RQZ = R*((2) (3.62)

donde ¢(2) es la funcion zeta de Riemann evaluada en 2. Aproximando, finalmente, nuestra La-
grangiana effectiva a

—(0) . 3 « y
I‘Cﬁ[A(O)] — f( ) (iv*D,, — m) f(O) _ iﬂA/dm F,, F*

2 «a p? ?

- R*(2)—~— [ dz F,,0F" + 0O . 3.63

q )15 i / oz >\2 ( )

De esta manera, se llega a una lagrangiana en la cual; los efectos extradimensionales, que en
un principio se encontraban descritos como una serie infinita de términos de modos excitados,
se encuentran ahora descritos por un s6lo término con un valor especifico dependiente de los
modos cero y la escala de compactificacion de nuestra dimension extra. Dicho resultado es el que
se pretendia encontrar en el planteamiento de esta tésis, donde el coeficiente de este término es

(;KVQ) = —R2((2 )15 ar
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En esta tesis se investigd una teoria de Kaluza-Klein a partir de una teoria electrodinamica
extradimensional de 5 dimensiones espaciotemporales caracterizada por la lagrangiana

ﬁ%ED = @(az,f)(z’l"MDM —m)VU(z,T) — % fMN(x,E)ﬁMN(x,E),

para lo cual, fue necesario describir las paridades de los campos fermiénicos y de norma implicados
UN v Ay a partir de las condiciones de paridad y periocidad impuestas por la compactificacion
de la quinta dimensién en un orbifold S'/Z, con radio de compactificacién R. Posteriormente se
expresé la lagrangiana como una serie de términos de Kaluza-Klein, y mediante la integracién de
los modos excitados se llegd a la lagrangiana de Kaluza-Klein

Llac =T (7D =m) 1O+ 3 [77 (19D = Aa) £
n
_ o =) m) [
LFO (m“i Ves A}(Lo)) (\I,gz N >) n (‘I’R +X<Ln>> (Wul\@m ALO)) O
—(0 . n = (n ~(n =(n) ~(n . n
+7 (zx/§e4A§, )) (‘P(L) - x5+ (‘PL —x?) (ze4A§, )) O+ A] :

De ésta, se tomaron soélamente los términos de la forma ?(O) (iv"D,, —m) f© +

don T(n) (tv" D, — Ap) £ vy mediante el método presentado en el libro Effective Lagrangians for
the Standard Model [6], se lleg6 a una lagrangiana efectiva de Euler-Heisenberg

—=(0) . 3« y
L A®) =7 (19D, —m) £ = 528 [ do B

2 « v P> 2
—Rzg(Q)BE/dxFWDFM +O<)\2) ,

donde el segundo término representa las contribuciones extradimensionales al término lagrangiano
no renormalizable

(gKVf)2 FOg2pOm - (}O%‘KVf)Q F©0%9, O,

de donde puede notarse que la escala energética de nuestra teoria efectiva es el inverso del radio
de compactificacién de nuestra dimensién extra A = R™!, ya que dichas contribuciones son de-
pendientes de este parametro. Se encontré ademas que en este caso en particular que el valor de
la constante a2 = C(2)%%. A continuacién se muestra una grafica en donde podemos ver el

comportamiento del coeficiente del término de las contribuciones extradimensionales.
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le—11

o=
R~T)2
[¥1) =

1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
R1(GEV)

Figura 3.1: coeficiente del término de las contribuciones extradimensionales en funciéon de la escala
de compactificacién

En la anterior figura puede verse como la contribucion extradimensional a la lagrangiana
decrece de manera exponencial a medida que la variable R~! se acerca a energias més altas.

La realizacion de esta tesis significd para mi un primer acercamiento al area de estudio de
lagrangianas efectivas y teorias de dimensiones extras, de modo que se ésta se desarrollo con un
enfoque mas operacional, sin profundizar directamente en algunos enfoques teoéricos de la materia.
De modo que seria interesante poder adentrarme més en estos temas de investigacion, a razén de
poder comprender la materia con una mayor profundidad. De igual manera, resultaria también
interesante indagar en las cuestiones fenomenolégicas de la teoria, asi como encontrar las contribu-
ciones a la lagrangiana efectiva de otros términos que no fueron tomados en cuenta en este trabajo
de investigacion.
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Apéndice A
Integrales GGaussianas

De manera general conocemos que

e 2 i
dre-at® = |7 Al
| e f (A1)
e a2 27‘(’
—ga® _ )20 A2
/_Oodace vz (A2)

De modo que si existen aq, ..., a,, n nimeros reales mayores a cero: a; > 0 para todo j =1,...,n,
e producto de n integrales Gaussinas para cada a; se expresa como

para a > 0 esto significa que

I 2m) %
/d"m exp{ —— E a3 p = L, (A.3)
2 J n
Jj=1 Hj:l a;

Donde d"z = dx; - - - dx,,. Ahora, si se propone una matriz A diagonal de tamafio n X n de entradas
A = 4 rar podemos expresar la ecuacion (A.2) de la siguiente forma:

/d% exp {—;XTAX} _ \/%, (A.4)

donde X es una matriz columna de entradas X; = x;. La Ecuacién (1.7) cuenta con un factor

similar a la ecuacién (A.4). En éste caso se trata con campos y la matriz A no es exactamente

diagonal, sino diagonalizable. Sin embargo, gracias a esta propiedad es posible llegar de la ecuacion

(1.7) a'la (1.11) por medio de un procedimiento anélogo al visto al principio de este apéndice.
Tomemos la expresiéon

_% (@ — Bn)" A (B) — ) (A.5)

donde A esta definida como
%S
o, () 0Ph (Y) | g, -7,
Dado que A es una matriz simétrica de valores reales es diagonalizable, esto es

D = 0AO0T, (A7)

Ay = (A.6)

donde D es una matriz diagonal y O es elegida una matriz ortogonal, de modo que OOT = 1.
Entonces podemos escribir la ecuacion (A.5) como
1

2 (B~ 8,)T(0T0) Al )(070) (¥~ Bp) = — [0 (#~8,)]" D [0 (# ~ F1)] . (A8)
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Si proponemos el cambio de variable ®},(z) = O., (®5 — @) () cuyo jacobiano es +1 (Esta
expresion puede verse simplemente como una rotacién en el espacio euclidio), la ecuacion (A.8)
puede verse como

_% [0 (& — )] D[0 (& — )] = /dz dw {; ()50 — w)DZU,(I);L(w)}
= /dz {—;@%(Z)DZ(I);L(Z)}
_ _%@;L)Tm;t. (A.9)
Una vez obtenido este resultado, haciendo uso de la ecuacion (A.4) se llega a

/d(I)(a:) exp {—; (®n —Eh)TA (P _(I)h)} Z/dq’(x) exp {—;(‘I’Z)TD@Z}
(2m)

=" A.10
Vdet D ( )

Por lo que se concluye que
/%(x) exp {_; (0 —B)" A (@5 _@h)} ~ (det {A}), (A11)

donde se utilizo el hecho de que det { D} = det {A}. Notese que la matriz A podria haberse definido
como en la ecuacion (1.6) y se llegaria a la misma conclusion.
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