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Resumen

En esta tesis se desarrolla una teoría de Kaluza-Klein tomando como base una teoría de elec-
trodinámica extradimensional de 5 dimensiones espaciotemporales, en donde la dimensión extra es
de tipo espacial y se encuentra compacti�cada en un orbifold S1/Z2. Posteriormente, a partir de la
lagragiana de Kaluza-Klein obtenida se toman los términos dependientes de los modos excitados
de los campos fermiónicos y del modo cero del campo de norma de la teoría para desarrollar una
lagrangiana efectiva de Euler Heisenberg y así poder determinar las contribuciones de la dimensión
extra a la teoría efectiva por medio de dichos términos.
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Introducción

En la actualidad, la formulación de física fundamental ampliamente aceptada por la comunidad
cientí�ca es el Modelo Estándar de las interacciones fundamentales [1, 2, 3], la cual es una teoría

de campos que describe a las interacciones electromagnética, débil y fuerte, y que es gobernada por
el grupo de norma SU(3)C × SU(2)L ×U(1)Y . Empero, existen motivaciones, tanto teóricas como
experimentales, para a�rmar que el Modelo Estándar no es una teoría última [4]. La búsqueda
de una formulación que ocupe el lugar del Modelo Estándar, como la mejor descripción de la
materia y sus interacciones, es un tema central en el quehacer actual de la física de altas energías.
Uno de los paradigmas en esta actividad son las llamadas extensiones del Modelo Estándar, que
son teorías de campo que en determinados límites se reducen al Modelo Estándar, pero que
incluyen a elementos novedosos, dirigidos a explicar nueva física. En general, los dos elementos
principales que de�nen a una teoría son sus variables dinámicas y sus simetrías [5]. Son, pues, estos
elementos los que comúnmente se modi�can con el objetivo de de�nir a extensiones del Modelo
Estándar. Desde esta perspectiva, las simetrías de espaciotiempo tienen gran relevancia. Por
ejemplo, existen modelos, en el contexto de las llamadas teorías efectivas [5, 6], que proponen la
presencia de campos de fondo tenues, de tipo tensorial, que determinan direcciones preferenciales
en el espaciotiempo y que inducen, a bajas energías, efectos minúsculos de violación de la
simetría de Lorentz [7, 8, 9]. También en el sentido de las simetrías de espaciotiempo, una opción
interesante consiste en la suposición de que, adicionalmente a las dimensiones de espaciotiempo
conocidas, existen otras dimensiones de tipo espacial, pero con la particularidad de ser �nitas
y pequeñas, esto último con el objetivo de explicar la ausencia de indicios experimentales de
dimensiones extras [10]. Inicialmente introducidas en teorías de uni�cación de interacciones
fundamentales [11, 12], fue Oskar Klein quien teorizó por primera vez la existencia de un espacio
5-dimensional que hacía posible la coexistenca entre la teoría gravitacional de Einstein y la
teoría electromagnética de Maxwell. Sin embargo Fue Theodor Kaluza quien más tarde añadió la
condición de compacti�cación de la quinta coordenada [13]. La llamada teoría de Kaluza-Klein
marcaría un importante precedente en las teorías de uni�cación y la propuesta de dimensiones
extra posteriormente sería desarrollada en el seno de la teoría de cuerdas [14, 15, 16, 17, 18], las
dimensiones extras captaron la atención de la comunidad de la física de partículas a �nales de la
década de los años 90's, cuando se propusieron modelos extradimensionales, fenomenológicamente
atractivos, dirigidos a explicar la debilidad de la interacción gravitacional con respecto del resto
de las interacciones fundamentales [19, 20, 21, 22, 23]. La implementación de esta herramienta
alcanzó a las extensiones del Modelo Estándar, destacando los modelos de dimensiones extras

universales [24, 25, 26], cuya característica principal es que todas sus variables dinámicas son
campos de�nidos en el espaciotiempo extradimensional.

Supongamos que existe alguna escala de altas energías en la cual la descripción de la natu-
raleza ocurre en un espaciotiempo de 4 + n dimensiones. Supongamos también que, al nivel de
dicha escala, la simetría de espaciotiempo que gobierna a la formulación de física fundamental
que nos interesa se caracteriza mediante un grupo de Lorentz (4 + n)-dimensional. Siguiendo la
prescripción estándar para de�nir teorías de campo en un espaciotiempo así [27, 28], consideramos
una réplica del Modelo Estándar, pero de�niendo a todas sus variables dinámicas y simetrías en el
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espaciotiempo con dimensiones extras [29, 30]. Imaginemos un proceso en el que, partiendo de esta
escala de alta energía, estudiamos a la naturaleza a escalas de energía gradualmente más bajas.
Supongamos que este proceso nos lleva, eventualmente, a una escala de menor energía, llamada
escala de compacti�cación y denotada como R−1, en la que las dimensiones extras lucen �nitas.
En este contexto, decimos que las dimensiones extras están compacti�cadas [31]. La compacti�ca-
ción induce un rompimiento de la simetría de Lorentz extradimensional, dejando como simetría
remanente a la invariancia de Lorentz en 4 dimensiones, que entonces ocupa el lugar de simetría de
espaciotiempo de bajas energías. Además, resulta que, tras la compacti�cación, por cada campo ex-
tradimensional aparece un número in�nito de campos de�nidos en cuatro dimensiones, que reciben
el nombre de modos de Kaluza-Klein y los cuales encarnan a las variables dinámicas de la teoría
de bajas energías [27, 28]. Otro derivado es la ocurrencia de masas de modos de Kaluza-Klein, a lo
cual se le conoce como mecanismo de Kaluza-Klein de generación de masas. Finalmente, la simetría
de norma de�nida en dimensiones extras se separa, al nivel de 4 dimensiones, en dos conjuntos
disjuntos de transformaciones [32, 33, 34]: las transformaciones de norma estándar, asociadas al
grupo de norma 4-dimensional SU(3,M4)c× SU(2,M4)L×U(1,M4)Y , y las transformaciones de
norma no-estándar.
Para la presente tesis se considera el contexto, más restringido, de la versión extradimensional de
la teoría de la electrodinámica en 5 dimensiones de espaciotiempo, la cual se caracteriza por la
Lagrangiana

L5
QED = Ψ(x, x̄)(iΓMDM −m)Ψ(x, x̄)− 1

4
FMN (x, x̄)FMN (x, x̄), (1)

donde los índices de espaciotiempo corren sobre M,N = 0, 1, 2, 3, 5. Además, se ha denotado a
las coordenadas del espaciotiempo 4-dimensional ordinario como x, en tanto que la etiqueta x̄
se re�ere a la coordenada extra. En analogía con la teoría estándar, el tensor electromagnético
se de�ne como FMN = ∂MAN − ∂NAM , siendo AM (x, x̄) el campo de norma de la teoría, al
cual le correspondería el papel de campo electromagnético en 5 dimensiones. Además, la derivada
covariante se de�ne como DM = ∂M − ie5AM , donde e5 es la constante de acoplamiento de la
teoría. Suponiendo que la dimensión extra está compacti�cada y que tiene la estructura de un
orbifold S1/Z2 de radio R, los campos de la teoría se expanden en modos de Kaluza-Klein, de los
cuales los modos cero se identi�can como la variables de la electrodinámica ordinaria, dada en 4
dimensiones de espaciotiempo. Estas expansiones relegan toda la dependencia de la coordenada
extradimensional x̄ a funciones trigonométricas, de manera que se puede integrar a esta coordenada
explícitamente en la acción, lo cual de�ne a la Lagangiana de Kaluza-Klein LKK

QED mediante

SQED =

∫
d5xL5

QED(x, x̄) =

∫
d4x

∫
dx̄L5

QED(x, x̄) ≡
∫
d4xLKK

QED(x). (2)

En el presente trabajo de tesis se considera, bajo el contexto antes descrito, la acción efectiva,
Γeff [A

(0)
µ ], de�nida por

eiΓeff [A
(0)
µ ] =

∫
Dψ(k)Dψ̄(k) exp

{
i

∫
d4xLQED

}
. (3)

Mediante la integración de modos excitados de Kaluza-Klein ψ(k) y ψ̄(k) se pretende encontrar, a
partir de esta expresión, contribuciones al término Lagrangiano no-renormalizable

αW 2

(R−1)2
F (0)
µν ∂

2F (0)µν =
αW 2

(R−1)2
F (0)
µν ∂

α∂αF
(0)µν , (4)

de�nido, exclusivamente, en términos de modos cero de norma de Kaluza-Klein A(0)
µ (x), mediante

el tensor electromagnético F (0)
µν = ∂µA

(0)
ν − ∂νA(0)

µ . En la ecuación anterior, αW 2 es una constante
adimensional, que parametriza los efectos de las dimensiones extras a través de variables dinámi-
cas y de simetrías de baja energía. Por otra parte, R−1 es la escala de compacti�cación, la cual es
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inversa al radio de la dimensión extra.
En el primer capítulo de la presente tesis se da una breve introducción a teorías efectivas, expli-
cando sus bases y fundamentos, seguido de esto se desarrolla un método general para obtener una
lagrangiana efectiva a partir de alguna teoría de campos y se explica además el proceso de regula-
rización dimensional, el cuál es empleado para llegar al resultado deseado. En el segundo capítulo
se emplea el método visto en el capítulo anterior en la teoría de electrodinámica cuántica ordinaria
para conseguir una lagrangiana efectiva de Euler Heisenberg. Finalmente en el tercer capítulo, se
postula una teoría electrodinámica 5-dimensional, se expande en modos de Kaluza Klein y me-
diante la integración de la dimensión extra se llega a una lagrangiana de Kaluza-Klein. Después se
toman algunos términos especí�cos de esta lagrangiana y se aplica el método visto en el capítulo
2 para conseguir una lagrangiana efectiva de Euler Heisenberg que contenga las contribuciones
(producidas por los efectos de la dimensión extra) a la lagrangiana efectiva de dichos términos.
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Capítulo 1

Lagrangianas efectivas

1.1. Los fundamentos de la lagrangiana efectiva

Podría resultar paradójico pensar en ser capaces de predecir el comportamiento de un fenó-
meno el cual no comprendemos en su totalidad. No obstante, precisamente es así como funcionan
la totalidad de teorías y modelos físicos, puesto que actualmente no existe alguna teoría capaz de
describir algún fenómeno desde su enfoque más fundamental. En realidad, toda teoría física tie-
ne un poder predictivo restringido al cumplimiento de circunstancias especí�cas. Tomemos como
ejemplo el caso de la mecánica clásica, ésta es capaz de describir con gran precisión los fenómenos
que ocurren a escalas mayores a la escala subatómica, sin embargo, si se desea modelar algún
fenomeno a escalas menores, la mayoría de preceptos de la mecánica clásica resultan inútiles. De
modo que toda teoría física está sujeta a un rango de aplicabilidad, en general los límites de éstas
se encuentran dadas por escalas de energía.
A pesar de que aquellas teorías que gozan de un rango aplicaivo más amplio suelen ser consideradas
más exitosas, por lo general implican la introdución de un mayor número de variables y paráme-
tros. En varias circunstancias no se precisa de una descripción tan extensa, sino que se busca una
aproximación más cuantitativa y simple de algún fenómeno, por lo que resulta más práctico derivar
alguna teoría que se adecúe a nuestros propósitos a partir de una teoría más fundamental.
Las Lagrangianas efectivas nos permiten derivar a partir de algúna teoría de alguna escala energé-
tica alta Λ, expresiones que describen dinámica de baja energía, es decir fenómenos que ocurren
debajo de dicha escala.
Formalmente, dicha teoría se obtiene tras integrar las variables dinámicas con energías ≥ Λ de
alguna teoría más fundamental, de manera que la expresión resultante es dependiente únicamente
de los modos ligeros de nuestro sistema. No obstante, a pesar de no depender explícitamente de
modos pesados, nuestra Lagrangiana efectiva contendrá todas sus efectos físicos, los cuales son in-
cluidos de manera indirecta mediante parámetros dependientes de Λ. Dotando así a nuestra teoría
de un considerable poder predictivo, bajo la restricción de permanecer dentro de su rango de apli-
cabilidad, esto es, la Lagrangiana efectiva puede racionalizarse como un límite de bajas energías
de alguna teoría más fundamental[5, 6].

1.2. Integración de modos pesados

A continuación supongamos que conocemos la teoría subyacente de la cual deseamos derivar
una teoría efectiva. La acción efectiva Γeff puede ser expresada como la siguiente integral funcional:

eiΓeff [Φl] =

∫
DΦh e

iS[Φl,Φh], (1.1)

1



CAPÍTULO 1. LAGRANGIANAS EFECTIVAS
1.2. INTEGRACIÓN DE MODOS PESADOS

donde Φl y Φh hacen referencia a los campos ligeros y pesados respectivamente y S [Φl,Φh] es la
acción clásica de nuestra teoría subyacente. De manera que la acción efectiva se de�ne como sigue

Γeff =

∫
d4xLeff [Φl] . (1.2)

Seguido de esto es conveniente expandir el campo pesado Φh alrededor de una con�guración de
campo Φh

S [Φl,Φh] =S
[
Φl,Φh

]
+

∫
d4x

∂S

∂Φh (x)

∣∣∣∣
Φh=Φh

(
Φh (x)− Φ̄h (x)

)
+

1

2

∫
d4x d4y

∂2S

∂Φh (x) ∂Φh (y)

∣∣∣∣
Φh=Φh

(
Φh (x)− Φh (x)

) (
Φh (y)− Φ̄h (y)

)
+ · · ·,

(1.3)

elegimos Φh convenientemente de manera que

∂S [Φl,Φh]

∂Φh (x)

∣∣∣∣
Φh=Φh

= 0. (1.4)

Tras establecer esta condición, es posible expresar Φh como una funcional de Φl y x, esto es
Φh [Φl, x]. Con esto a consideración, la ecuación (1.1) puede ser expresada

eiΓeff [Φl] = eiS[Φl,Φh]
∫

DΦh e
∫
d4xd4y{− 1

2 (Φh(x)−Φh(x))A(x,y)(Φh(y)−Φh(y))+···}, (1.5)

donde se de�nió

A (x, y) = −i ∂2S

∂Φh (x) ∂Φh (y)

∣∣∣∣
Φh=Φh

, (1.6)

por lo que podemos representar el coe�ciente de la exponencial de la ecuación (1.5) como la
multiplicación de matrices in�nitas continuas

eiΓeff [Φl] = eiS[Φl,Φh]
∫

DΦh e
{ 1

2 (Φh−Φh)
ᵀ
A(Φh−Φh)+···}, (1.7)

en donde
(
Φh − Φh

)
representa una matriz columna in�nita, de valores reales caracterizada por el

parámetro continuo x, A es una matriz cuadrada de valores reales, in�nita, de parámetros continuos
x y y. Dado que la matriz A es diagonalizable podemos llegar a la siguiente expresión mediante
integraciones Gaussianas (ver apendice A), llegamos a

eiΓeff [Φl] = eiS[Φl,Φh] det {A}1/2 + · · ·. (1.8)

Haciendo uso de la formula de Jacobi [36]

log det {A} = tr log {A} , (1.9)

obtenemos

Γ [Φl] ≡
∞∑
k=0

Γ(k) [Φl] = S
[
Φl,Φh [Φl]

]
+
i

2
tr log A [Φl] + · · ·. (1.10)

La expresión anterior es en realidad una expansión en el número de lazos, de esta forma el primer
término corresponde a una integración a nivel de árbol y los siguientes corresponden a aproxima-
ciones de lazos. Nótese que el término correspondiente a un lazo se encuentra escrito en función
del operador A dependiente de los campos Φl.

2



CAPÍTULO 1. LAGRANGIANAS EFECTIVAS
1.2. INTEGRACIÓN DE MODOS PESADOS

A continuación se muestra un método general por el cual en muchas ocasiones es posible encontrar
Leff como una expansión en el número de derivadas de los modos ligeros sobre algún parámetro
dimensional M basado en el libro E�ective Lagrangians for the Standard Model [6].
Consideremos un modelo caracterizado por una lagrangiana descrita por modos ligeros φ y pesados
Φ

L (φ,Φ) = Ll (φ) + Ll,h (φ,Φ) + Lh (Φ) . (1.11)

La lagrangiana anterior ha sido dividida en tres términos, en los cuales se describen las interacciones
unicamente entre modos ligeros; entre modos ligeros y pesados; y entre modos pesados unicamente,
respectivamente. Por ejemplo la siguiente.

L (φ,Φ) =
1

2
∂µφ∂

µφ− 1

2
m2φ2 − V (φ) +

1

2
∂µΦ∂µΦ− 1

2
M2Φ2 +

α

2
φ2Φ2; (1.12)

suponemos que M � m, donde M y m son las masas asociadas a las partículas pesada y ligera
respectivamente, es decir, que el campo Φ es muy pesado en comparación con φ.
Expresemos su acción de la siguiente manera S [φ,Φ] = Sφ [φ] +SΦ [φ,Φ]. Donde se diferencian los
términos que dependen únicamente de los modos ligeros del resto, entonces;

eiΓeff [φ] =

∫
DΦ eiS[φ,Φ] = eiSφ[φ]

∫
DΦ eiSΦ[φ,Φ]. (1.13)

Por el momento nos enfocamos exclusivamente en SΦ, expresándolo de manera explícita:

SΦ =

∫
d4x

(
1

2
∂µΦ∂µΦ− 1

2
M2Φ2 +

α

2
φ2Φ2

)
=

∫
d4x

(
1

2
∂µ (Φ∂µΦ)− 1

2
Φ�Φ− 1

2
M2Φ2 +

α

2
φ2Φ2

)
=

∫
d4x

1

2
∂µ (Φ∂µΦ) +

∫
d4x

(
−1

2

)
Φ
(
�+M2 − αφ2

)
Φ. (1.14)

Notemos que el primer término es un término de super�cie, el cual es descartado a través del
teorema de la divergencia, SΦ se expresa como:

SΦ =

∫
d4x

(
−1

2

)
Φ
(
�+M2 − αφ2

)
Φ

=

∫
d4x

∫
d4y

(
−1

2

)
Φ (x) δ4 (x− y)

[
�y +M2 − αφ2 (y)

]
Φ (y) . (1.15)

De manera que,

eiΓeff [φ] = eiSφ
∫

DΦh e
− i

2

∫
d4x

∫
d4yΦ(x)δ4(x−y)[�y+M2−αφ2(y)]Φ2(y). (1.16)

Estableciendo así una analogía a la ecuación (1.5), de este modo la funcional integral puede reali-
zarse por medio de una integración Gaussiana, obteniendo así

eiΓeff [φ] = eiSφ[φ] (det A)
− 1

2 ; (1.17)

en donde A es un operador de la forma Axy = i
(
�x +M2 − αφ2

x

)
δ (x− y), donde φx = φ (x). De

manera que conseguimos la siguiente expresión:

Γeff = Sφ +
i

2
tr log {A} . (1.18)

3



CAPÍTULO 1. LAGRANGIANAS EFECTIVAS
1.2. INTEGRACIÓN DE MODOS PESADOS

Considerando que

log {A} = log
{
i
(
�+M2 − αφ2

)}
= log

{
i
(
�+M2

) (
1− α

(
�+M2

)−1
φ2
)}

, (1.19)

obtenemos
tr log {A} = tr log

{
i
(
�+M2

)}
+ tr log

{
1− α

(
�+M2

)−1
φ2
}
. (1.20)

A continuación consideramos la expansión en serie de potencias

log (1− z) = −z − z2

2
− z3

3
− · · · = −

∞∑
k=1

zk

k
; (1.21)

implementando esta expansión a la ecuación (1.20) conseguimos

tr log {A} = tr log
{
i
(
�+M2

)}
−
∞∑
k=1

1

k
tr

{(
α
(
�+M2

)−1
φ2
)k}

, (1.22)

de esta forma, la acción efectiva se expresa como:

Γeff = Sφ +
i

2
tr log

{
i
(
�+M2

)}
− i

2

∞∑
k=1

1

k
tr

{(
α
(
�+M2

)−1
φ2
)k}

. (1.23)

El segundo término de la expresión anterior es independiente de los campos, de modo que solo
contribuye a la energía del punto cero, por lo que será ignorado.
Escribimos a la acción efectiva como

Γeff = Sφ −
i

2

∞∑
k=1

1

k
tr

{(
α
(
�+M2

)−1
φ2
)k}

≡ Sφ +

∞∑
k=1

Γ(k)[φ]; (1.24)

analicemos el término correspondiente a k = 1 en la expresión anterior.

Γ(1)[φ] = − i
2

tr
{
α
(
�+M2

)−1
φ2
}

= − iα
2

∫
d4x

(
�+M2

)−1
(x)φ2

x, (1.25)

donde se expresó la traza de la matriz continua como una integral sobre los elementos de la diagonal
parametrizados por x.
Consideremos ahora el propagador de Feynman de la teoría de Klein-Gordon, denotado como
DF (x− y), la cual satisfece la condición(

�x +M2
)

(x) iDF (x− y) = δ4 (x− y) , (1.26)

esto es, DF (x− y) es una función de Green del operador de Klein-Gordon
(
�+M2

)
. Por lo tanto

podemos escribir la ecuación (1.25) como

Γ(1)[φ] = − iα
2

∫
d4x

(
�+M2

)−1
(x)φ2

x =
α

2

∫
d4xDF (x− x)φ2

x. (1.27)

Es posible escribir el propagador de Feynman en el espacio de momentos mediante su transfor-
mada de Fourier de la siguiente forma

DF (x− y) =

∫
d4p

(2π)
4

i

p2 −M2 + iε
e−ip·(x−y), (1.28)

así que, en particular

DF (x− x) =

∫
d4p

(2π)
4

i

p2 −M2 + iε
; (1.29)
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con lo cual la ecuación (1.27) se escribe como

Γ(1)[φ] =
i

2
α

∫
d4xφ2

x

∫
d4p

(2π)
4

1

p2 −M2 + iε
, (1.30)

sin embargo la integral de momentos es divergente debido a la dimensión a la que opera, por lo
que se llevará a cabo una regularización dimensional.

1.3. Regularización dimensional

Consideremos la integral ∫
d4p

(2π)
4

1

p2 −M2 + iε
. (1.31)

Debido a que esta integral es divergente cuando la dimensión D = 4; consideramos, en su lugar,
un espaciotiempo con D dimensiones, de los cuales una dimensión es de tipo temporal y D − 1
son de tipo espacial. Con la particularidad de que D no es un número natural, sino un número
complejo con la única restricción de que D 6= 4. De manera que la integral, en este espaciotiempo
de D dimensiones luce como

µ4−D
∫

dDp

(2π)
D

1

p2 −M2 + iε
, (1.32)

en donde p2 =
(
p0
)2 − ~p2, y ~p2 es un producto escalar de tipo Euclidiano en un espacio de D − 1

dimensiones. Además es introducida la cantidad µ la cual tiene unidades de [µ] = masa, con el
propósito de ajustar las unidades de la integral.
Implementando a la ecuación (1.32) una rotación de Wick obtenemos

µ4−D
∫

dDp

(2π)
D

1

p2 −M2 + iε
= − i

(2π)
D
µ4−D

∫
dDpE

1

p2
E +M2

, (1.33)

donde pE hace referencia al momento Euclidiano.
A continuación hacemos uso de las coordenadas hiperesféricas en D dimensiones, de modo que la
integral en la ecuación (1.33) se expresa

− i

(2π)
D
µ4−D

∫
dDpE

1

p2
E +M2

= −i
∫

dΩD

(2π)
D
µ4−D

∫
d|pE |

|pE |D−1

|pE |2 +M2
, (1.34)

donde ΩD representa el ángulo sólido del espacio D dimensional. Por tanto
∫
dΩD representa el

área de una esfera unitaria en D dimensiones, la cual puede ser expresada mediante funciones
Gamma de la siguiente manera [39] ∫

dΩD =
2π

D
2

Γ
(
D
2

) . (1.35)

Podemos entonces expresar la ecuación (1.34) como

− i

(2π)
D
µ4−D

∫
dDpE

1

p2
E +M2

= −i 2π
D
2

Γ
(
D
2

)µ4−D
∫
d|pE |

|pE |D−1

|pE |2 +M2

1

(2π)
D

= − i
2

2π
D
2

(2π)
D

1

Γ
(
D
2

)µ4−D
∫
d|pE | (2|pE |)

(
|pE |2

)D
2 −1

|pE |2 +M2
, (1.36)

haciendo un cambio de variable de la forma x =|pE |2 la integral se expresa como
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− i

(2π)
D
µ4−D

∫
dDpE

1

p2
E +M2

= − i
2

2π
D
2

(2π)
D

1

Γ
(
D
2

)µ4−D
∫
dx

x
D
2 −1

x+M2
; (1.37)

ahora, aplicando el cambio de variable y = M2

x+M2 obtenemos

− i

(2π)
D
µ4−D

∫
dDpE

1

p2
E +M2

=− i

2

2π
D
2

(2π)
D

1

Γ
(
D
2

)µ4−D

×
∫ 1

0

dy
(
M2
)D

2 −1
(1− y)

D
2 −1

y−
D
2 . (1.38)

Notemos además que la integral puede expresarse en términos de una función beta dada la siguiente
propiedad

β (p, q) =

∫ 1

0

dt tp−1 (1− t)q−1
, (1.39)

de modo que la ecuación (1.38) se escribe

− i

(2π)
D
µ4−D

∫
dDpE

1

p2
E +M2

= − i
2

2π
D
2

(2π)
D

1

Γ
(
D
2

) (M2
)D

2 −1
µ4−Dβ

(
D

2
, 1− D

2

)
, (1.40)

y dado que

β (p, q) =
Γ (p) Γ (q)

Γ (p+ q)
; (1.41)

obtenemos

− i

(2π)
D
µ4−D

∫
dDpE

1

p2
E +M2

= − i
2

2π
D
2

(2π)
D

1

Γ
(
D
2

) (M2
)D

2 −1
µ4−D Γ

(
D
2

)
Γ
(
1− D

2

)
Γ (1)

= − i
2

2π
D
2

(2π)
D

(
M2
)D

2 −1
µ4−DΓ

(
1− D

2

)

= − i

(4π)
2

(
4πµ2

M2

) 4−D
2

M2Γ

(
−1 +

4−D
2

)
. (1.42)

A continuación se realiza una continuación analítica de la ecuación anterior, para lo cual supo-
nemos que ésta es válida para D complejo en particular para D −→ 4. Bajo tales circunstancias,
de�nimos ε = 4−D, con ε −→ 0. Usando tal de�nición, la ecuación anterior se expresa como

− i

(2π)
D
µ4−D

∫
dDpE

1

p2
E +M2

= − i

(4π)
2

(
4πµ2

M2

)ε/2
M2Γ

(
−1 +

ε

2

)
. (1.43)

Consideramos las siguientes expansiones alrededor de ε = 0

Γ
(
−1 +

ε

2

)
= −2

ε
− 1 + γE +O (ε) , (1.44)

xε/2 = 1 +
1

2
log(x)ε+O(ε2), (1.45)

donde γE es la constante de Euler y los términos O(x) representan los términos de orden x y
mayor.
Puesto que la función Γ(z) tiene polos en z = 0,−1,−2, ... la fun�ón Γ

(
−1 + ε

2

)
tiene un polo en

ε = 0, lo cual es explicito en su expansión en serie. Con estos resultados escribimos
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− i

(2π)
D
µ4−D

∫
dDpE

1

p2
E +M2

=− i

(4π)
2M

2

(
1 +

1

2
log

(
4πµ2

M2

)
ε+O(ε2)

)
×
(
−2

ε
− 1 + γE +O (ε)

)
=

i

(4π)
2M

2

(
2

ε
+ 1− γE + log(4π) + log

(
µ2

M2

))
+O(ε2)

'i M
2

(4π)
2

(
Nε + 1− log

(
M2

µ2

))
, (1.46)

donde Nε ≡ 2
ε + log 4π − γE, de modo que, sustituyendo la ecuación anterior en la ecuación (1.30)

obtenemos �nalmente

Γ(1)[φ] = − αM2

2(4π)2

(
Nε + 1− log

M2

µ2

)∫
dxφ2

x. (1.47)

La divergencia originada por nuestro número de dimensiones, y que se encuentra contenida en el
término divergente Nε podría ser eliminada mediante un proceso de renormalización.
A continuación desarrollemos el siguiente término en la ecuación (1.24).

Γ(2)[φ] = − i
4
α2tr

∫
dx dy dq̃ dk̃

e−iq(x−y)

q2 −M2
φ2
y

e−ik(x−y)

k2 −M2
φ2
x, (1.48)

donde dq̃ hace referencia a la variable de integración necesaria para llevar a cabo una regularización
dimensional, esto es dq̃ = µ4−D dDq

(2π)D
.

Ahora introducimos el cambio de varible k = p+ q,

Γ(2)[φ] = − i
4
α2tr

∫
dx dy φ2

xφ
2
y

∫
dp̃ e−ip(y−x)I

(
p2;M2

)
, (1.49)

con

I
(
p2;M2

)
≡
∫
dq̃

1

[q2 −M2] [(p+ q)2 −M2]
. (1.50)

A continuación analizaremos el integrando de la ecuación anterior, que mediante una parametri-
zación de Feynman puede ser escrita como [37]∫

dp̃
1

[q2 −M2] [(p+ q)2 −M2]
=

∫
dp̃

∫ 1

0

dx
1

[(q + (1− x)p)2 + x(x− 1)p2 −M2]
2 . (1.51)

Ahora realizamos el cambio de variable k = q + p(1− x) que en componentes se escribe como
kµ = qµ + (1 − x)pµ. El Jacobiano de esta transformación es +1, de modo que la ecuación (1.51)
se escribe como∫

dp̃
1

[q2 −M2] [(p+ q)2 −M2]
=

∫
dk̃

∫ 1

0

dx
1

[k2 − (M2 − x(1− x)p2)]
2

=

∫ 1

0

dx

∫
dk̃

1

(k2 −R2)
2 , (1.52)

donde R = M2−x(1−x)p2. Enfoquémonos ahora en la integral
∫
dk̃ 1

(k2−R2)2 , la cual es divergente
en 4 dimensiones, motivo por el cuál se le realizará una regularización dimensional de manera
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análoga a cómo se hizo con la ecuación (1.32). El resultado de dicho proceso puede encontrarse en
tablas de integrales, siguiendo especí�camente la tabla encontrada en el libro de Peskin y Schroeder

A.44 [37]: ∫
dk̃

1

(k2 −R2)
2 = µ4−D (−1)2i

(4π)D/2
Γ
(
2− D

2

)
Γ(2)

(
1

R2

)2−D2

= µ4−D i

(4π)D/2
Γ

(
2− D

2

)(
1

R2

)2−D2
. (1.53)

Nuevamente, usamos el parámetro ε = 4 −D de modo que si D −→ 4 entonces ε −→ 0, entonces
la ecuación (1.53) toma la forma∫

dk̃
1

(k2 −R2)
2 = µε

i

(4π)2−ε/2 Γ
( ε

2

)( 1

R2

)ε/2
=

i

(4π)2
Γ
( ε

2

)(4πµ2

R2

)ε/2
, (1.54)

alrededor de ε = 0 la función Γ
(
ε
2

)
y x−ε se expanden en series de potencias como

Γ
( ε

2

)
=

2

ε
− γE +O(ε), (1.55)

x−ε = 1− log(x)ε+O
(
ε2
)
, (1.56)

de modo que

I
(
p2;M2

)
=

∫ 1

0

dx

∫
dk̃

1

(k2 −R2(x))
2 =

i

(4π)2

∫ 1

0

dx

[
Nε − log

R2(x)

µ2

]
. (1.57)

Recuperando que R = M2 − x(1− x)p2, la ecuación (1.48) se expresa como

Γ(2)[φ] =
α2

4(4π)2

∫
dx dy dp̃ φ2

xφ
2
ye
−p(y−x)

(
Nε − log

M2

µ2
−
∫ 1

0

dt log

[
1− t(1− t) p

2

M2

])
. (1.58)

Para el caso en que p2 << M2 es posible expandir el logaritmo en esta ecuación de manera que

I ′
(
p2

M2

)
≡ −

∫ 1

0

dt log

[
1− t(1− t) p

2

M2

]
=

∫ 1

0

dt

∞∑
k=1

1

k

(
p2

M2

)2

[t(1− t)]k =

∞∑
k=1

(k!)2

k(2k + 1)!

(
p2

M2

)k
=

1

6

p2

M2
+

1

60

(
p2

M2

)2

+
1

420

(
p2

M2

)3

+O
(
p2

M2

)4

, (1.59)

por lo que �nalmente llegamos a la expresión

Γ(2)[φ] =
α2

4(4π)2

(
Nε − log

M2

µ2

)∫
dxφ4

+
α2

4(4π)2

∫
dx dy dp̃ φ2

xφ
2
ye
−p(y−x)I ′

(
p2

M2

)
=

α2

4(4π)2

(
Nε − log

M2

µ2

)∫
dxφ4 +

α2

4(4π)2

∫
dxφ2 I ′

(
−�
M2

)
φ2

=
α2

4(4π)2

(
Nε − log

M2

µ2

)∫
dxφ4 − α2

24(4π)2M2

∫
dxφ2�φ2 +O

(
�
M2

)2

. (1.60)

8



CAPÍTULO 1. LAGRANGIANAS EFECTIVAS
1.3. REGULARIZACIÓN DIMENSIONAL

Podemos notar que el último término de la ecuación anterior no es renormalizable, este será el
término el cuál se estudiará en esta tesis para el caso de una teoría electrodinámica de Kaluza-Klein.
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Capítulo 2

La lagrangiana de Euler Heisenberg

Hasta el momento hemos descrito un método para llegar a una lagrangiana efectiva dada
algúna teoría subyaciente en particular. Sin embargo, para los �nes de esta tesis resulta conveniente
aplicar dicho método sobre la teoría de electrodinámica cuántica (EDC); para así llegar a una
Lagrangiana de Euler Heisenberg, una lagrangiana efectiva que describe los efectos a un lazo de
dicha teoría en un campo de fondo constante[38].

La acción efectiva del fotón puede ser de�nida como se muestra a continuación

eiΓeff[Aµ] =

∫
DψDψ̄ei

∫
dxLQED(Aµ,ψ,ψ̄), (2.1)

donde LQED depende del campo fermiónico ψ, su adjunto de Dirac ψ̄, y el campo de norma Aµ.
Consideremos que LQED se encuentra dada por la siguiente expresión:∫

dxLQED = −1

4

∫
dxFµνF

µν +

∫
dx ψ̄

(
i /D −M

)
ψ

= −1

4

∫
dxFµνF

µν +

∫
dx ψ̄

(
i/∂ + e /Aµ −M

)
ψ, (2.2)

de modo que la ecuación (2.1) se escribe

eiΓeff[Aµ] = e−i
1
4

∫
dxFµνF

µν+
∫
dx ψ̄(i /D−M)ψ. (2.3)

Mediante el uso de integrales Gaussianas, como se vió en la ecuación (1.8) llegamos a

eiΓeff[Aµ] = e−i
1
4

∫
dxFµνF

µν

det
[(
i /D −M

)
δxy
]−1

, (2.4)

notemos que

log det
[(
i /D −M

)
δxy
]−1

= log det
[(
i/∂ + e /A−M

)
δxy
]−1

= −i tr log
(
i/∂ −M

)
− i tr log

(
1 + e /A

(
i/∂ −M

)−1
)
, (2.5)

el primer término no es dependiente de los campos ψ, y ψ̄ y contribuye trivialmente a la acción
efectiva, motivo por el cual lo omitiremos de ahora en adelante y nos enfocaremos en el segundo
término, el cual expandiremos en serie:

−i tr log
(

1 + e /A
(
i/∂ −M

)−1
)

= i

∞∑
k=1

(−e)k

k
tr
[(
i/∂ −M

)−1
/A
]k
. (2.6)
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Teniendo en cuenta la expresión anterior, obtenemos

Γ[Aµ] = −1

4

∫
dxFµνF

µν + i

∞∑
k=1

(−e)k

k
tr
[(
i/∂ −M

)−1
/A
]k

= −1

4

∫
dxFµνF

µν +

∞∑
k=1

Γ(K)[A]. (2.7)

Puede ser demostrado que aquellos términos con un número impar de campos fotónicos se
eliminan (Teorema de Furry [35]).
A continuación de�nimos:

Gxy =
(
i/∂ −M

)−1

xy
=

∫
dq̃ e−iq(x−y) /q +M

q2 −M2 + iε
. (2.8)

Analizemos ahora el término Γ(2)[A] el cual es la primera contribución a la acción efectiva,

Γ(2)[A] =
i

2
e2tr

∫
dy dxGxy /AyGyx /Ax

=
i

2
e2tr

∫
dy dx dq̃ dk̃

e−iq(x−y)

q2 −M2

e−ik(x−y)

k2 −M2
(/q +M) /Ay(/k +M) /Ax

=
i

2
e2tr

∫
dy dx dq̃ dk̃

e−iq(x−y)

q2 −M2

e−ik(x−y)

k2 −M2
(/q +M)

(
γµA

µ
y

)
(/k +M) (γνA

ν
x). (2.9)

Realizamos ahora el cambio de variable k = p+ q, de modo que la ecuación (2.9) toma la forma

Γ(2)[A] =
i

2
e2

∫
dy dx dp̃ eip(x−y)AµyA

ν
x

∫
dq̃

tr
[
(/q +M)γµ(/p+ /q +M)

]
[q2 −M2] [(p+ q)2 −M2]

. (2.10)

A continuación nos enfocaremos en analizar la integral respecto a q̃ por lo que nos es conveniente
designarla de la siguiente forma

Iµν(p;M) =

∫
dq̃

tr
[
(/q +M)γµ(/p+ /q +M)

]
[q2 −M2] [(p+ q)2 −M2]

. (2.11)

Ahora nos centraremos en desarrollar el numerador del integrando, para lo cual haremos uso
de las siguientes identidades de la traza de matrices de Dirac:

tr(1) = 4

tr (poducto de cualquier número impar de γ′s) = 0

tr (γµγν) = 4gµν

tr (γµγνγργσ) = 4 (gµνgρσ − gµρgνσ + gµσgνρ) , (2.12)
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así, aplicando dichas identidades en el numerador, conseguimos:

tr
[
(/q +M)γµ(/p+ /q +M)

]
= tr [(γρkρ − γρpρ(1− x) +M)

× gαµγα (γσpσ + γσkσ − γσpσ(1− x) +M) gβνγ
β
]

= gαµgβν
{

tr
[
γργαγσγβ (kρ − pρ(1− x)) (pσ + kσ − pσ(1− x))

]
+ tr

[
γργαγβ (kρ − pρ(1− x))M

]
+ tr

[
γαγσγβM (pσ + kσ − pσ(1− x))

]
+tr

[
γαγβM2

]}
= gαµgβν

[
4
(
gραgσβ − gρσgαβ + gρβgασ

)
(kρ − pρ(1− x)) (pσ(x) + kσ)

+4gαβM2
]

= 4 (kµ − pµ(1− x)) (pν(x) + kν)

− 4gµνg
ρσ (kρ − pρ(1− x)) (pσ(x) + kσ)

+ 4 (kν − pν(1− x)) (pµ(x) + kµ) + gµνM
2

= 4 [2 (kµ − pµ(1− x)) (pν(x) + kν)

−gµν (kσ − pσ(1− x)) (pσ(x) + kσ) + gµνM
2
]

= 4 [2kµpν(x) + 2kµkν − 2x(1− x)pµpν − 2pµ(1− x)kν

+gµν
(
−kσpσ(x)− k2 + p2x(1− x) + pσ(1− x)kσ +M2

)]
= 4

[
2kµpν(x) + 2kµkν − 2x(1− x)

(
pµpν − p2gµν

)
− 2pµ(1− x)kν − gµν

(
k2 −R2

)
+gµν (−kσpσ(x) + pσ(1− x)kσ)] , (2.13)

donde R2 = M2 − x(1− x)p2. Entonces

tr
[
(/q +M)γµ(/p+ /q +M)

]
= 4

[
2kµkν − 2x(1− x)

(
pµpν − p2gµν

)
− gµν

(
k2 −R2

)
+2kµpν(2x− 1) + gµν (kσpσ(1− 2x))] . (2.14)

Notemos que el denominador del integrando de la ecuación (2.11) ya fue analizado con anterio-
ridad en la ecuación (1.54), utilizando este resultado obtenemos

Iµν(p;M) = 4

∫ 1

0

dx

∫
dk̃

[
2kµkν − 2x(1− x)

(
pµpν − p2gµν

)
(k2 −R2)

2

+
−gµν

(
k2 −R2

)
+ 2kµpν(2x− 1) + gµν (kσpσ(1− 2x))

(k2 −R2)
2

]
. (2.15)

Observemos que los términos impares de k se vuelven 0 al integrar respecto a k debido a la

13
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simetría de la función. De este modo

Iµν(p;M) = 4

∫ 1

0

dx

∫
dk̃

[
2kµkν − 2x(1− x)

(
pµpν − p2gµν

)
− gµν

(
k2 −R2

)
(k2 −R2)

2

]

= 4

∫ 1

0

dx

∫
dk̃

[
2kµkν

(k2 −R2)
2 −

gµν
k2 −R2

−
2x(1− x)

(
pµpν − p2gµν

)
(k2 −R2)

2

]
. (2.16)

Desarrollemos el primer término de la expresión anterior. Notemos que en el caso de que µ 6= ν
el integrando será una función impar respecto a kµ y por ende la integral respecto a dicha variable,
estos términos serán iguales a cero, quedando únicamente aquellos términos dónde µ = ν de modo
que ∫

dk̃
2kµkν

(k2 −R2)
2 =

{
0 si µ = ν

Cµν 6= 0 si µ 6= ν
, (2.17)

donde Cµν es algún 2-tensor de lorentz distinto de 0, el cuál puede ser caracterizado por el tensor
de Lorentz, es decir Cµν = Cgµν de modo que, estando sometido a integración podemos escribir
al factor kµkν como

kµkν = agµνk2, (2.18)

siendo a alguna constante, Contrayendo la ecuación anterior con gµν por ambos lados de la igualdad
obtenemos

k2 = Dak2, (2.19)

de modo que a = 1
D . Conociendo esto, se llega a que∫

dk̃
2kµkν

(k2 −R2)
2 =

2k2gµν/D

(k2 −R2)
2 , (2.20)

donde D es el número de dimensiones. Nuevamente nos enfrentamos a una integral dimensional
en el espacio de Minkowski, la cual puede encontrarse en tablas de integrales de este tipo. En este
caso especí�co se hará uso de la siguiente ecuación:∫

dq̃

(
q2
)r

[k2 −R2]
m = i

(−1)r−m

(4π)D/2
Γ
(
r + D

2

)
Γ
(
m− r − D

2

)
µε

Γ
(
D
2

)
Γ (m) (R2)

m−r−D/2 , (2.21)

con lo cual ∫
dk̃

2kµkν

(k2 −R2)
2 =

2gµν
D

i
−1

(4π)D/2
Γ
(
1 + D

2

)
Γ
(
1− D

2

)
µε

Γ
(
D
2

)
(R2)

1−D/2

= gµνi
−1

(4π)D/2
Γ
(
1− D

2

)
µε

(R2)
1−D/2

=

∫
dk̃

gµν
k2 −R2

, (2.22)

por lo que la ecuación (2.16) se escribe

Iµν(p;M) = 4

∫ 1

0

dx

∫
dk̃

[
gµν

k2 −R2
− gµν
k2 −R2

−
2x(1− x)

(
pµpν − p2gµν

)
(k2 −R2)

2

]

= −4

∫ 1

0

dx 2x(1− x)
(
pµpν − p2gµν

)
µε
∫

dDk̃

(2π)D
1

(k2 −R2)
2 . (2.23)

14
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Reconocemos a la integral en la ecuación anterior como la misma que la ecuación (1.59). De tal
manera que se obtiene

Iµν(p;M) =
4i

(4π)2

∫ 1

0

dx 2x(1− x)

[(
p2gµν − pµpν

)(
Nε − log

R2

µ2

)]
. (2.24)

Sustituyendo este valor en la ecuación (2.10) se obtiene

Γ(2)[A] =
−4e2

(4π)2

∫
dy dx dp̃eip(x−y)AµyA

ν
x

×
∫ 1

0

dx 2x(1− x)

[(
p2gµν − pµpν

)(
Nε − log

R2

µ2

)]
. (2.25)

A continuación veamos que el siguiente factor puede ser escrito como

Nε − log
R2

µ2
= Nε − log

(
M2 − x(1− x)p2

µ2

)
= Nε − log

M2

µ2
− log

(
1 + x(x− 1)

p2

M2

)
, (2.26)

y dado que ∫ 1

0

dxx(1− x) =
1

6
, (2.27)

obtenemos que la ecuación (2.25) se escribe

Γ(2)[A] =
−4e2

(4π)2

∫
dy dx dp̃eip(x−y)AµyA

ν
x

×
[

1

6

(
Nε − log

M2

µ2

)
+

∫ 1

0

dxx(x− 1) log

(
1 +

p2

µ2
x(x− 1)

)(
p2gµν − pµpν

)]
. (2.28)

De�nimos

I(p;M) =
4
6

+

∫ 1

0

dxx(x− 1) log

(
1 +

p2

µ2
x(x− 1)

)
=
4
6

+

∞∑
k=1

[
p2

M2

]k ∫ 1

0

dx[x(x− 1)]k+1 (−1)k+1

k

=
4
6

+
1

30

p2

M2
+O

(
p2

M2

)2

, (2.29)

donde se de�nió4 ≡ Nε−log
(
M2

µ2

)
y se realizó una expansión en series de potencias del logaritmo.

Así pues, sustituyendo la ecuación anterior en la (2.28) llegamos a

Γ(2)[A] =
−4e2

(4π)2

∫
dy dx dp̃eip(x−y)AµyA

ν
x

(
p2gµν − pµpν

) [4
6

+
1

30

p2

M2
+O

(
p2

M2

)2
]
. (2.30)

Observemos que en la expresión anterior, las contribuciones de los modos pesados de Γ(2)[A] se
encuentran desacopladas de las contribuciones de los modos ligeros. Analicémos ahora los dos
términos por separado.
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La conribución no desacoplada (ligera) se expresa:

Γ
(2)
ND[A] =

−4e2

(4π)2

∫
dy dx dp̃eip(x−y)AµyA

ν
x

(
p2gµν − pµpν

) 4
6

=
−4e2

(4π)2

∫
dy dx dp̃AµyA

ν
x

(
−∂2

xe
ip(x−y)gµν + ∂µ∂νe

ip(x−y)
) 4

6

=
−4e2

(4π)2

∫
dy dx dp̃

(
−Aνx∂2

xA
µ
ye
ip(x−y)gµν +Aνx∂µ∂νA

µ
ye
ip(x−y)

) 4
6

=
4e2

(4π)2

4
6

∫
dx [−∂µAν∂µAν + ∂µ (Aν∂µA

ν)

+ ∂µA
ν∂νA

µ − ∂µ (Aν∂νA
µ)]

=
−4e2

(4π)2

4
6

∫
dx (∂µAν∂µA

ν − ∂µAν∂νAµ)

=
−e2

3(4π)2
4
∫
dxFµνFµν , (2.31)

mientras que el término desacoplado es

Γ
(2)
D [A] =

−4e2

30(4π)2M2

∫
dy dx dp̃eip(x−y)AµyA

ν
x

(
p4gµν − pµp2pν

)
=

−4e2

30(4π)2M2

∫
dy dx dp̃

(
Aνx∂

4
xA

µ
ye
ip(x−y)gµν −Aνx∂µ∂2

x∂νA
µ
ye
ip(x−y)

) 4
6

=
−4e2

30(4π)2M2

∫
dx
[
−∂µAν∂µ∂2

xA
ν + ∂µ

(
Aν∂µ∂

2
xA

ν
)

+ ∂µA
ν∂ν∂

2
xA

µ − ∂µ
(
Aν∂2

x∂νA
µ
)]

=
−4e2

30(4π)2M2

∫
dx (∂µA

ν�∂νA
µ − ∂µAν�∂µAν)

=
−e2

15(4π)2M2

∫
dxFµν�F

µν . (2.32)

Finalmente uniendo todos los resultados obtenidos obtenemos la acción efectiva en la siguiente
expresión

Γeff [A] = −1

4

∫
dxFµνF

µν − e2

3(4π)2
4
∫
dxFµνFµν

− e2

15(4π)2M2

∫
dxFµν�F

µν +O
(
p2

M2

)2

. (2.33)

Podemos notar como el tercer término de la ecuación anterior es un término no renormalizable,
ya que inspeccionando las unidades del factor Fµν�Fµν advertimos que [Fµν�Fµν ] = (masa)6.
Adicionalmente notamos que dicho término es de la forma que nos interesa estudiar como se
muestra en la ecuación (4). Sin embargo esta lagrangiana efectiva fue obtenida a partir de la teoría
electrodináminca ordinaria, no de una teoría de Kaluza-Klein, pero servirá como base para obtener
dicha lagrangiana como se verá en la siguiente sección.
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Capítulo 3

Dimensiones extras, teoría de
Kaluza-Klein e integración de modos
pesados

3.1. Hipótesis iniciales

De�nimos una teoría electrodinámica en cinco dimensiones dada por el siguiente lagrangiano

L5
QED = Ψ(x, x̄)(iΓMDM −m)Ψ(x, x̄)− 1

4
FMN (x, x̄)FMN (x, x̄)

= ΨiγµDµΨ−Ψγ5D5Ψ−mΨΨ− 1

4
FMNFMN , (3.1)

donde los índices latinos corren desde M,N = 0, 1, 2, 3, 5 y los indices griegos son os utilizados en
el espacio 4-dimensional usual, esto es µ, ν = 0, 1, 2, 3. Además se hace la diferenciacón sobre las
coordenadas, sindo x utilizada para denotar las coordenadas del espaciotiempo cuadridimensional
ordinario y x̄ utilizado para denotar la coordenada en la dimensión extra. Bajo esta prescripción,
se de�ne al tensor electromagnético en cinco dimensiones como FMN = ∂MAN − ∂NAM en el
cual AM (x, x̄) es el campo de norma de la teoría, de�nida en 5 dimensiones, así mismo la derivada
covariante en este espacio es de�nida como DM = ∂M − ie5AM , donde e5 es la constante de
acoplamiento de la teoría; todo esto en completa analogía a la teoría electrodinámica cuántica en
4 dimensiones.

Dado que el objetivo de esta tesis es encontrar contribuciones al lagrangiano no renormalizable,
dadas en términos exclusivamente de los modos cero (modos ligeros) del campo de norma de Kaluza-
Klein A

(0)
µ (x), dejaremos de lado el lagrangiano de Maxwell − 1

4FMN (x, x̄)FMN (x, x̄) dado que
la lagrangiana de Kaluza-Klein de este término no produce nuevas contribuciones de este tipo
más hallá de la lagrangiana de Maxwell 4-dimensional trivial. En consecuencia nos limitaremos a
analizar la lagrangiana de Dirac.

Finalmente postulamos que la quinta dimensión se encuentra compacti�cada en un orbifold de
tipo S1/Z2 de radio R.
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CAPÍTULO 3. DIMENSIONES EXTRAS, TEORÍA DE KALUZA-KLEIN E
INTEGRACIÓN DE MODOS PESADOS

3.2. DETERMINACIÓN DE LAS PARIDADES DE LAS VARIABLES DINÁMICAS

3.2. Determinación de las paridades de las variables dinámi-

cas

La propuesta de compacti�car la quinta dimensión en un orbifold de tipo S1/Z2 de radio R,
impondrá condiciones de paridad y periodicidad en el campo de norma de la siguiente manera:

AM (x, x̄) = AM (x, x̄+ 2πR),

Aµ(x, x̄) = Aµ(x,−x̄),

A5(x, x̄) = −A5(x,−x̄). (3.2)

Las propidedades anteriores son esenciales, puesto que nos permiten realizar una expansión de
Fourier sobre el campo de norma respecto a la coordenada x̄. Tomando en cuenta sus respectivas
paridades escribimos:

Aµ =
1√
2πR

A(0)
µ (x) +

∞∑
n=1

1√
πR

A
(n)
5 (x) cos

(nx̄
R

)
, (3.3)

A5 =

∞∑
n=1

1√
R
A

(n)
5 (x) sin

(nx̄
R

)
, (3.4)

donde los factores A(n)
M son conocidos como modos de Kaluza-Klein los cuales son campos asociados

a torres in�nitas de partículas dependientes únicamente de las coorenadas del espacio 4-dimensional
ordinario. Donde identi�camos al modo cero A(0)

µ como la variable de la electrodinámica ordinaria,
como se verá con más claridad posteriormente.
Expresando la quinta dimensión como una serie de funciones trigonométricas de x̄ somos capaces
de integrar la lagrangiana respecto a dicha variable, obteniendo así un lagrangiano totalmente
independiente de ésta, el cual será denominado el lagrangiano de Kaluza-Klein:

SQED =

∫
d5xL5

QED(x, x̄) =

∫
d4x

∫
dx̄L5

QED(x, x̄) ≡
∫
d4xLKK

QED(x). (3.5)

Ahora, bien, es preciso notar que para aplicar este procedimiento a nuestra lagrangiana en cuestión,
será necesario además conocer las paridades de DµΨ y D5Ψ. Obtengamos primero la expansión de
Fourier de un campo de Dirac

Ψ(x, x̄) =
1√
2πR

Ψ̂(0)(x) +

∞∑
n=1

1√
πR

Ψ̂(n)(x) cos
(nx̄
R

)
+

∞∑
n=1

1√
πR

Ψ̃(n)(x) sen
(nx̄
R

)
. (3.6)

Puesto que el álgebra de Cli�ord para un espacio de 5 dimensiones está dada por las γ′s de Dirac
usuales (en 4 dimensiones), podemos expresar a los espinores de Dirac Ψ y Ψ haciendo uso de
campos espinores quirales

Ψ̂(0)(x) = Ψ̂
(0)
L (x) + Ψ̂

(0)
R (x),

Ψ̂(n)(x) = Ψ̂
(n)
L (x) + Ψ̂

(n)
R (x),

Ψ̃(n)(x) = Ψ̃
(n)
L (x) + Ψ̃

(n)
R (x), (3.7)
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de manera que

Ψ(x, x̄) =
1√
2πR

(
Ψ̂

(0)
L (x) + Ψ̂

(0)
R (x)

)
+

∞∑
n=1

1√
πR

(
Ψ̂

(n)
L (x) + Ψ̂

(n)
R (x)

)
cos
(nx̄
R

)
+

∞∑
n=1

1√
πR

(
Ψ̃

(n)
L (x) + Ψ̃

(n)
R (x)

)
sen
(nx̄
R

)
. (3.8)

Bajo la transformación de paridad de la dimensión extra x̄ −→ −x̄, un espinor 5-dimensional
Ψ(x̄, x) esta dado por

Ψ(x, x̄) −→ Ψ′(x, x̄′) = γ5Ψ(x,−x̄), (3.9)

donde γ5 es la matriz gamma 5 de Driac, dada por γ5 = iγ0γ1γ2γ3. Entonces

Ψ(x, x̄) −→ Ψ′(x, x̄′) = γ5Ψ(x,−x̄)

=
1√
2πR

γ5Ψ̂
(0)
L (x) +

∞∑
n=1

1√
πR

γ5Ψ̂
(n)
L (x) cos

(
−nx̄
R

)
+

∞∑
n=1

1√
πR

γ5Ψ̃
(n)
L (x) sen

(
−nx̄
R

)

+
1√
2πR

γ5Ψ̂
(0)
R (x) +

∞∑
n=1

1√
πR

γ5Ψ̂
(n)
R (x) cos

(
−nx̄
R

)
+

∞∑
n=1

1√
πR

γ5Ψ̃
(n)
R (x) sen

(
−nx̄
R

)

= −

(
1√
2πR

Ψ̂
(0)
L (x) +

∞∑
n=1

1√
πR

Ψ̂
(n)
L (x) cos

(nx̄
R

)
+

∞∑
n=1

1√
πR

Ψ̃
(n)
R (x) sen

(nx̄
R

))

+
1√
2πR

Ψ̂
(0)
R (x) +

∞∑
n=1

1√
πR

Ψ̂
(n)
R (x) cos

(nx̄
R

)
+

∞∑
n=1

1√
πR

Ψ̃
(n)
L (x) sen

(nx̄
R

)
. (3.10)

De la ecuación anterior podemos notar que se presentan dos casos interesantes. El primero de ellos,
si condicionamos que Ψ̂

(0)
L = 0; Ψ̂

(n)
L = 0; Ψ̃

(n)
R = 0, sucederá qué

Ψ(x, x̄) =
1√
2πR

Ψ̂
(0)
R (x) +

∞∑
n=1

1√
πR

Ψ̂
(n)
R (x) cos

(nx̄
R

)
+

∞∑
n=1

1√
πR

Ψ̃
(n)
L (x) sen

(nx̄
R

)
. (3.11)

En este caso, el campo Ψ(x, x̄), al transformarse bajo paridad de la dimensión extra obtendremos
que Ψ(x, x̄) −→ Ψ′(x, x̄) = +Ψ(x, x̄). Es decir que Ψ(x, x̄) es par bajo paridad.

El segundo caso esta dado por las condiciones Ψ̂
(0)
R = 0; Ψ̂

(n)
R = 0; Ψ̃

(n)
L = 0, con lo cual el

campo Ψ(x, x̄) se reduce a

Ψ(x, x̄) =
1√
2πR

Ψ̂
(0)
L (x) +

∞∑
n=1

1√
πR

Ψ̂
(n)
L (x) cos

(nx̄
R

)
+

∞∑
n=1

1√
πR

Ψ̃
(n)
R (x) sen

(nx̄
R

)
, (3.12)

En este caso, el campo Ψ(x, x̄), al transformarse bajo paridad de la dimensión extra obtendremos
que Ψ(x, x̄) −→ Ψ′(x, x̄) = −Ψ(x, x̄). Es decir que Ψ(x, x̄) es impar bajo paridad

Veamos que ocurre ahora con DµΨ(x, x̄).Tomemos pues DµΨ(x, x̄) e implementemos una trans-
formación de paridad:

DµΨ(x, x̄) −→(DµΨ(x, x̄))′

= D′µΨ′(x, x̄)

= ∂µΨ′(x, x̄′) + ie5A
′
µ(x, x̄′)Ψ′(x, x̄′)

=
∂

∂xµ
γ5Ψ(x,−x̄) + ie5Aµ(x,−x̄)γ5Ψ(x,−x̄). (3.13)
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Siguiendo un procedimiento análogo al caso en el que solo transformamos Ψ(x, x̄) llegamos al
siguiente resultado

DµΨ(x, x̄) −→ (DµΨ(x, x̄))′

=
1√
2πR

∂µΨ̂
(0)
R +

∞∑
n=1

1√
πR

∂µΨ̂
(n)
R cos

(nx̄
R

)
+

∞∑
n=1

1√
πR

∂µΨ̃
(n)
L sin

(nx̄
R

)
+ ie5Aµ

(
1√
2πR

Ψ̂
(0)
R +

∞∑
n=1

1√
πR

Ψ̂
(n)
R cos

(nx̄
R

)
+

∞∑
n=1

1√
πR

Ψ̃
(n)
L sen

(nx̄
R

))

−

[
1√
2πR

∂µΨ̂
(0)
L +

∞∑
n=1

1√
πR

∂µΨ̂
(n)
L cos

(nx̄
R

)
+

∞∑
n=1

1√
πR

∂µΨ̃
(n)
R sin

(nx̄
R

)
+ ie5Aµ

(
1√
2πR

Ψ̂
(0)
L +

∞∑
n=1

1√
πR

Ψ̂
(n)
L cos

(nx̄
R

)
+

∞∑
n=1

1√
πR

Ψ̃
(n)
R sen

(nx̄
R

))]
,

(3.14)

donde nuevamente podemos identi�car dos casos interesantes. Si Ψ̂
(0)
L = 0; Ψ̂

(n)
L = 0; Ψ̃

(n)
R = 0,

tendremos que

DµΨ(x, x̄) =
1√
2πR

∂µΨ̂
(0)
R +

∞∑
n=1

1√
πR

∂µΨ̂
(n)
R cos

(nx̄
R

)
+

∞∑
n=1

1√
πR

∂µΨ̃
(n)
L sin

(nx̄
R

)
+ ie5Aµ

(
1√
2πR

Ψ̂
(0)
R +

∞∑
n=1

1√
πR

Ψ̂
(n)
R cos

(nx̄
R

)
+

∞∑
n=1

1√
πR

Ψ̃
(n)
L sen

(nx̄
R

))
. (3.15)

En este caso, DµΨ(x, x̄), al transformarse bajo paridad de la dimensión extra tendremos que
DµΨ(x, x̄) −→ (DµΨ(x, x̄))

′
= +DµΨ(x, x̄). Es decir que DµΨ(x, x̄) es par bajo paridad.

Si Ψ̂
(0)
R = 0; Ψ̂

(n)
R = 0; Ψ̃

(n)
L = 0, tendremos que

DµΨ(x, x̄) =
1√
2πR

∂µΨ̂
(0)
L +

∞∑
n=1

1√
πR

∂µΨ̂
(n)
L cos

(nx̄
R

)
+

∞∑
n=1

1√
πR

∂µΨ̃
(n)
R sin

(nx̄
R

)
+ ie5Aµ

(
1√
2πR

Ψ̂
(0)
L +

∞∑
n=1

1√
πR

Ψ̂
(n)
L cos

(nx̄
R

)
+

∞∑
n=1

1√
πR

Ψ̃
(n)
R sen

(nx̄
R

))
. (3.16)

En este caso, DµΨ(x, x̄), al transformarse bajo paridad de la dimensión extra tendremos que
DµΨ(x, x̄) −→ (DµΨ(x, x̄))

′
= −DµΨ(x, x̄). Es decir que DµΨ(x, x̄) es impar bajo paridad.

Finalmente veamos que ocurre al someter a una transformación de paridad a D5Ψ(x, x̄):

D5Ψ(x, x̄) −→(D5Ψ(x, x̄))′

= D′5Ψ′(x, x̄)

= ∂5Ψ′(x, x̄′) + ie5A
′
5(x, x̄′)Ψ′(x, x̄′)

=
∂

∂x5
γ5Ψ(x,−x̄) + ie5A5(x,−x̄)γ5Ψ(x,−x̄). (3.17)
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De manera análoga al caso anterior y considerando a demás que A5(x, x̄) = −A5(x, x̄) llegamos a

D5Ψ(x, x̄) −→ (D5Ψ(x, x̄))′

=
1√
2πR

∂5Ψ̂
(0)
L +

∞∑
n=1

1√
πR

∂5Ψ̂
(n)
L cos

(nx̄
R

)
+

∞∑
n=1

1√
πR

∂5Ψ̃
(n)
R sin

(nx̄
R

)
+ ie5A5

(
1√
2πR

Ψ̂
(0)
L +

∞∑
n=1

1√
πR

Ψ̂
(n)
L cos

(nx̄
R

)
+

∞∑
n=1

1√
πR

Ψ̃
(n)
R sen

(nx̄
R

))

−

[
1√
2πR

∂5Ψ̂
(0)
R +

∞∑
n=1

1√
πR

∂5Ψ̂
(n)
R cos

(nx̄
R

)
+

∞∑
n=1

1√
πR

∂5Ψ̃
(n)
L sin

(nx̄
R

)
+ ie5A5

(
1√
2πR

Ψ̂
(0)
R +

∞∑
n=1

1√
πR

Ψ̂
(n)
R cos

(nx̄
R

)
+

∞∑
n=1

1√
πR

Ψ̃
(n)
L sen

(nx̄
R

))]
, (3.18)

donde una vez más es posible identi�car dos casos. Si Ψ̂
(0)
R = 0; Ψ̂

(n)
R = 0; Ψ̃

(n)
L = 0, tendremos que

D5Ψ(x, x̄) =
1√
2πR

∂5Ψ̂
(0)
L +

∞∑
n=1

1√
πR

∂5Ψ̂
(n)
L cos

(nx̄
R

)
+

∞∑
n=1

1√
πR

∂5Ψ̃
(n)
R sin

(nx̄
R

)
+ ie5A5

(
1√
2πR

Ψ̂
(0)
L +

∞∑
n=1

1√
πR

Ψ̂
(n)
L cos

(nx̄
R

)
+

∞∑
n=1

1√
πR

Ψ̃
(n)
R sen

(nx̄
R

))
. (3.19)

En este caso, D5Ψ(x, x̄), al transformarse bajo paridad de la dimensión extra tendremos que
D5Ψ(x, x̄) −→ (D5Ψ(x, x̄))

′
= +D5Ψ(x, x̄). Es decir que D5Ψ(x, x̄) es par bajo paridad.

Si Ψ̂
(0)
L = 0; Ψ̂

(n)
L = 0; Ψ̃

(n)
R = 0, tendremos que

D5Ψ(x, x̄) =
1√
2πR

∂5Ψ̂
(0)
R +

∞∑
n=1

1√
πR

∂5Ψ̂
(n)
R cos

(nx̄
R

)
+

∞∑
n=1

1√
πR

∂5Ψ̃
(n)
L sin

(nx̄
R

)
+ ie5A5

(
1√
2πR

Ψ̂
(0)
R +

∞∑
n=1

1√
πR

Ψ̂
(n)
R cos

(nx̄
R

)
+

∞∑
n=1

1√
πR

Ψ̃
(n)
L sen

(nx̄
R

))
. (3.20)

En este caso, D5Ψ(x, x̄), al transformarse bajo paridad de la dimensión extra tendremos que
D5Ψ(x, x̄) −→ (D5Ψ(x, x̄))

′
= −D5Ψ(x, x̄). Es decir que D5Ψ(x, x̄) es impar bajo paridad.

Una vez conocidas las paridades de nuestros objetos es necesario encontrar sus expresiones
como expansiones de Kaluza-Klein. Expresemos pues a DµΨ y D5Ψ como series de Fourier:

DµΨ =
1√
2πR

ˆ(DµΨ)
(0)

+
1√
πR

∞∑
n=1

ˆ(DµΨ)
(n)

cos
(nx̄
R

)
+

1√
πR

∞∑
n=1

˜(DµΨ)
(n)

sin
(nx̄
R

)
, (3.21)

y,

D5Ψ =
1√
2πR

ˆ(D5Ψ)
(0)

+
1√
πR

∞∑
n=1

ˆ(D5Ψ)
(n)

cos
(nx̄
R

)
+

1√
πR

∞∑
n=1

˜(D5Ψ)
(n)

sin
(nx̄
R

)
. (3.22)

Ahora encontremos como se expresan los coe�cientes en términos de Ψ y A. Para esto, supondrémos
que nuestro campo espinorial Ψ es par respecto a la transformación de paridad, esto es, Ψ̂

(0)
L = 0;

Ψ̂
(n)
L = 0; Ψ̃

(n)
R = 0. De esta forma tendremos

∂µΨ(x, x̄) =
1√
2πR

∂µΨ̂
(0)
R +

1√
πR

∞∑
n=1

∂µΨ̂
(n)
R cos

(nx̄
R

)
+

∞∑
n=1

∂µΨ̃
(n)
L sin

(nx̄
R

)
, (3.23)

21



CAPÍTULO 3. DIMENSIONES EXTRAS, TEORÍA DE KALUZA-KLEIN E
INTEGRACIÓN DE MODOS PESADOS

3.3. INTEGRACIÓN DE LA DIMENSIÓN EXTRA

y,

Aµ(x, x̄)Ψ(x, x̄) =

(
1√
2πR

A(0)
µ +

∞∑
n=1

1√
πR

A
(n)
5 cos

(nx̄
R

))

×

(
1√
2πR

Ψ̂
(0)
R +

∞∑
k=1

1√
πR

Ψ̂
(k)
R cos

(
kx̄

R

) ∞∑
k=1

1√
πR

Ψ̃
(k)
L sen

(
kx̄

R

))

=
1

2πR
A(0)
µ Ψ̂

(0)
R +

1√
2πR

∞∑
k=1

A(0)
µ Ψ̂

(k)
R cos

(
kx̄

R

)

+
1√
2πR

∞∑
k=1

A(0)
µ Ψ̃

(k)
L sin

(
kx̄

R

)
+

1√
2πR

∞∑
n=1

A(n)
µ Ψ̂

(0)
R cos

(nx̄
R

)
+

1

πR

∞∑
n=1

∞∑
k=1

A(n)
µ Ψ̂

(k)
R cos

(nx̄
R

)
cos

(
kx̄

R

)

+
1

πR

∞∑
n=1

∞∑
k=1

A(n)
µ Ψ̃

(k)
L cos

(nx̄
R

)
sin

(
kx̄

R

)
. (3.24)

3.3. Integración de la dimensión extra

Procedamos a encontrar a la expresión (3.24) como una serie de Fourier:

AµΨ =
1√
2πR

ˆ(AµΨ)
(0)

+
1√
πR

∞∑
n=1

ˆ(AµΨ)
(n)

cos
(nx̄
R

)
+

1√
πR

∞∑
n=1

˜(AµΨ)
(n)

sin
(nx̄
R

)
, (3.25)

donde los coe�cientes son

ˆ(AµΨ)
(0)

=
1

πR

∫ 2πR

0

dx̄AµΨ,

ˆ(AµΨ)
(n)

=
1

πR

∫ 2πR

0

dx̄AµΨ cos
(nx̄
R

)
,

˜(AµΨ)
(n)

=
1

πR

∫ 2πR

0

dx̄AµΨ sin
(nx̄
R

)
. (3.26)

Realizando las integrales encontreamos que

ˆ(AµΨ)
(0)

=
1

πR

[
A(0)
µ Ψ̂

(0)
R +

∞∑
n=1

A(n)
µ Ψ̂

(n)
R

]
, (3.27)

ˆ(AµΨ)
(n)

=
1

πR

[
1√
2
A(0)
µ Ψ̂

(n)
R +A(n)

µ Ψ̂
(0)
R +

∞∑
n=1

A(k+n)
µ Ψ̂

(n)
R

+

∞∑
n=1

A(n)
µ Ψ̂

(k+n)
R +

∞∑
n=1

∞∑
k=1

A(n)
µ Ψ̂

(n)
R δl,n+k

]
, (3.28)
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y,

˜(AµΨ)
(n)

=
1

πR

[
1√
2
A(0)µΨ̃

(n)
L +

∞∑
n=1

A(k+n)
µ Ψ̃

(n)
L

+

∞∑
n=1

A(n)
µ Ψ̃

(k+n)
L −

∞∑
n=1

∞∑
k=1

A(n)
µ Ψ̃

(k)
L δl,k+n

]
. (3.29)

Sustituyendo estas expresiones en la ecuación (3.25) obtenemos

AµΨ =
1

2πR

[
A(0)
µ Ψ̂

(0)
R +

∞∑
n=1

A(n)
µ Ψ̂

(n)
R

]

+
1√
2πR

∞∑
n=1

[
A(0)
µ Ψ̂

(n)
R +A(n)

µ Ψ̂
(0)
R

]
cos
(nx̄
R

)
+

1

πR

∞∑
n=1

∞∑
k=1

[
A(k+n)
µ Ψ̂

(k)
R +A(n)

µ Ψ̂
(k+n)
R

]
cos
(nx̄
R

)
+

1

πR

∞∑
n=1

∞∑
k=1

A(n)
µ Ψ̂

(k)
R cos

(
(n+ k)x̄

R

)

+
1√
2πR

∞∑
n=1

[
A(0)
µ Ψ̃

(n)
L

]
sin
(nx̄
R

)
+

1

πR

∞∑
n=1

∞∑
k=1

[
A(k+n)
µ Ψ̃

(k)
L +A(n)

µ Ψ̃
(k+n)
L

]
sin
(nx̄
R

)
− 1

πR

∞∑
n=1

∞∑
k=1

A(n)
µ Ψ̃

(k)
L sin

(
(n+ k)x̄

R

)
. (3.30)

Una vez obtenida la expresión, podemos expresar a las derivadas covariante del espinor de Dirac
respecto a las coordenadas ordinarias, DµΨ, como series de Kaluza-Klein:

DµΨ =
1√
2πR

[
∂µΨ̂

(0)
R + ie4A

(0)
µ Ψ̂

(0)
R + ie4

∑
n

A(n)
µ Ψ̂

(n)
R

]

+
1√
πR

[(∑
n

∂µΨ̂
(n)
R +

∑
n

ie4A
(0)
µ Ψ̂

(n)
R +

∑
n

ie4A
(n)
µ Ψ̂

(0)
R

+i
√

2e4

∑
n

∑
k

A(k+n)
µ Ψ̂

(k)
R + i

√
2e4

∑
n

∑
k

A(n)
µ Ψ̂

(n+k)
R

)
cos
(nx̄
R

)
+i
√

2e4

∑
n

∑
k

A(n)
µ Ψ̂

(k)
R cos

(
(n+ k)x̄

R

)]

+
1√
πR

[(∑
n

∂µΨ̃
(n)
L +

∑
n

ie4A
(0)
µ Ψ̃

(n)
L

+i
√

2e4

∑
n

∑
k

A(k+n)
µ Ψ̃

(k)
L + i

√
2e4

∑
n

∑
k

A(n)
µ Ψ̃

(k+n)
L

)
sin
(nx̄
R

)
−i
√

2e4

∑
n

∑
k

A(n)
µ Ψ̃

(k)
L sin

(
(k + n)x̄

R

)]
, (3.31)

23



CAPÍTULO 3. DIMENSIONES EXTRAS, TEORÍA DE KALUZA-KLEIN E
INTEGRACIÓN DE MODOS PESADOS

3.3. INTEGRACIÓN DE LA DIMENSIÓN EXTRA

donde e4 es la constante de acoplamiento de la teoría electrodinámica en 4 dimensiones, donde se
propone que e4 = e5√

2πR
se cumple.

Busquemos ahora como debe de expesarse D5Ψ como expansiones de Kaluza-Klein, de manera
análoga a como se hizo con DµΨ encontramos

∂5Ψ(x, x̄) = − 1√
πR

∞∑
n=1

Ψ̂
(n)
R

n

R
sin
(nx̄
R

)
+

1√
πR

∞∑
n=1

Ψ̃
(n)
L

n

R
cos
(nx̄
R

)
, (3.32)

y,

A5(x, x̄)Ψ(x, x̄) =

( ∞∑
n=1

1√
πR

A
(n)
5 sin

(nx̄
R

))

×

(
1√
2πR

Ψ̂
(0)
R +

∞∑
k=1

1√
πR

Ψ̂
(k)
R cos

(
kx̄

R

) ∞∑
k=1

1√
πR

Ψ̃
(k)
L sen

(
kx̄

R

))

=
1√
2πR

∞∑
n=1

A
(n)
5 Ψ̂

(0)
R sin

(nx̄
R

)
+

1

πR

∞∑
n=1

∞∑
k=1

A
(n)
5 Ψ̂

(k)
R cos

(
kx̄

R

)
sin
(nx̄
R

)
+

1

πR

∞∑
n=1

∞∑
k=1

A
(n)
5 Ψ̃

(k)
L sin

(
kx̄

R

)
sin
(nx̄
R

)
. (3.33)

Procedamos a encontrar a la expresión (3.33) como una serie de Fourier:

AµΨ =
1√
2πR

ˆ(A5Ψ)
(0)

+
1√
πR

∞∑
n=1

ˆ(A5Ψ)
(n)

cos
(nx̄
R

)
+

1√
πR

∞∑
n=1

˜(A5Ψ)
(n)

sin
(nx̄
R

)
, (3.34)

donde los coe�cientes son

ˆ(A5Ψ)
(0)

=
1

πR

∫ 2πR

0

dx̄A5Ψ,

ˆ(A5Ψ)
(n)

=
1

πR

∫ 2πR

0

dx̄A5Ψ cos
(nx̄
R

)
,

˜(A5Ψ)
(n)

=
1

πR

∫ 2πR

0

dx̄A5Ψ sin
(nx̄
R

)
. (3.35)

Realizando las integrales encontreamos que

ˆ(A5Ψ)
(0)

=
1

πR

∞∑
n=1

A
(n)
5 Ψ̃

(k)
L , (3.36)

ˆ(A5Ψ)
(n)

=
1

πR

[ ∞∑
n=1

A
(k+n)
5 Ψ̃

(k)
L

∞∑
n=1

+A
(n)
5 Ψ̃

(k+n)
L +

∞∑
n=1

∞∑
k=1

A
(n)
5 Ψ̃

(k)
L δl,k+n

]
, (3.37)
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y,

˜(A5Ψ)
(n)

=
1√
2πR

[
A

(n)
5 Ψ̂

(0)
R +

∞∑
n=1

A
(k+n)
5 Ψ̂

(k)
R

+

∞∑
n=1

A
(n)
5 Ψ̂

(k+n)
R +

∞∑
n=1

∞∑
k=1

A
(n)
5 Ψ̂

(k)
R δl,k+n

]
. (3.38)

Sustituyendo las expresiones anteriores en la ecuación (3.34) se obtiene

A5(x, x̄)Ψ(x, x̄) =
1

2πR

∞∑
n=1

A
(n)
5 Ψ̃

(n)
L

+
1

πR

∞∑
n=1

∞∑
k=1

[
A

(k+n)
5 Ψ̃

(k)
L +A

(n)
5 Ψ̃

(k+n)
L

]
cos
(nx̄
R

)
+

1

πR

∞∑
n=1

∞∑
k=1

A
(n)
5 Ψ̃

(k)
L cos

(
(n+ k)x̄

R

)

+
1√
2πR

∞∑
n=1

A
(n)
5 Ψ̂

(0)
R sin

(nx̄
R

)
+

1

πR

∞∑
n=1

∞∑
k=1

[
A

(n)
5 Ψ̂

(k+n)
R +A

(k+n)
5 Ψ̂

(k)
R

]
sin
(nx̄
R

)
− 1

πR

∞∑
n=1

∞∑
k=1

A
(n)
5 Ψ̂

(k)
R sin

(
(k + n)x̄

R

)
. (3.39)

Una vez obtenida la expresión, podemos expresar a las derivadas covariante del espinor de Dirac
respecto a las coordenadas ordinarias, D5Ψ, como series de Kaluza-Klein:

D5Ψ =
1√
2πR

[∑
n

ie4A
(n)
5 Ψ̃

(n)
L

]

+
1√
πR

[∑
n

(
Ψ̃

(n)
L

n

R
+ i
√

2e4

∑
n

∑
k

A
(k+n)
5 Ψ̃

(k)
L

+i
√

2e4

∑
n

∑
k

A
(k)
5 Ψ̃

(k+n)
L

)
cos
(nx̄
R

)
+ i
√

2e4

∑
n

∑
k

A
(n)
5 Ψ̃k

L cos

(
(k + n)x̄

R

)]

+
1√
πR

[(
−
∑
n

Ψ̂
(n)
R

n

R
+
∑
n

ie4A
(n)
5 Ψ̂

(0)
R

+i
√

2e4

∑
n

∑
k

A
(n)
5 Ψ̂

(k+n)
R + i

√
2e4

∑
n

∑
k

A
(k+n)
5 Ψ̂

(k)
R

)
sin
(nx̄
R

)
−i
√

2e4

∑
n

∑
k

A
(n)
5 Ψ̂

(k)
R sin

(
(k + n)x̄

R

)]
. (3.40)

Ahora contamos con los elementos necesarios para escribir los dos primeros términos de la ecuación
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(3.1) como expansiones de Kaluza-Klein:∫ 2πR

0

dx
(
ΨiγµDµΨ−Ψγ5D5Ψ

)
= Ψ̂

(0)

R (iγµ(∂µ + ie4A
(0)
µ ))Ψ

(0)
R

+
∑
n

Ψ̂
(n)

R (iγµ(∂µ + ie4A
(0)
µ ))Ψ̂

(n)
R

+
∑
n

Ψ̃
(n)

L (iγµ(∂µ + ie4A
(0)
µ ))Ψ̃

(n)
L

+
∑
n

Ψ̂
(0)

R iγµi
√

2e4A
(n)
µ Ψ̂

(n)
R

+
∑
n

Ψ̂
(n)

R iγµi
√

2e4A
(n)
µ Ψ̂

(0)
R

−
∑
n

Ψ̂
(0)

R γ5i
√

2e4A
(n)
5 Ψ̃

(n)
L

−
∑
n

Ψ̃
(n)

L γ5ie4A
(n)
5 Ψ̂

(0)
R

+
∑
n

n

R
Ψ̂

(n)

R Ψ̃
(n)
L +

∑
n

n

R
Ψ̃

(n)

L Ψ̂
(n)
R + O

= Ψ̂
(0)

R i /DΨ̂
(0)
R

+
∑
n

[
Ψ̂

(n)

R + Ψ̃
(n)

L

]
iγµ∂µ

[
Ψ̂

(n)
R + Ψ̃

(n)
L

]
+
∑
n

ˆ̄Ψ
(n)
R iγµie4A

(0)
µ Ψ̂

(n)
R

+
∑
n

Ψ̃
(n)

L iγµie4A
(0)
µ Ψ̃

(n)
L

+
∑
n

ˆ̄Ψ
(0)
R iγµi

√
2e4A

(n)
µ Ψ̂

(n)
R

+
∑
n

ˆ̄Ψ
(n)
R iγµi

√
2e4A

(n)
µ Ψ̂

(0)
R

−
∑
n

Ψ̂
(0)

R γ5i
√

2e4A
(n)
5 Ψ̃

(n)
L

−
∑
n

Ψ̃
(n)

L γ5ie4A
(n)
5 Ψ̂

(0)
R

+
∑
n

n

R

[
Ψ̂

(n)

R + Ψ̃
(n)

L

] [
Ψ̂

(n)
R + Ψ̃

(n)
L

]
+ O, (3.41)

donde O representa los términos dependientes únicamente de modos excitados.

Sin embargo, los términos anteriores sólo consideran un espinor Ψ par. De modo que se consi-
derará que nuestra Lagrangiana es descrita también por un espinor χ impar ante la transformación
x̄ −→ −x̄ de modo que se propone la siguiente lagrangiana de Dirac en 5 dimensiones[40]:

L5
D = Ψ(x, x̄)iΓM∂MΨ(x, x̄)+χ(x, x̄)iΓM∂Mχ(x, x̄)−m

[
Ψ(x, x̄)χ(x, x̄) + χ(x, x̄)Ψ(x, x̄)

]
. (3.42)
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Dado que el segundo término de la lagrangiana, dependiente de χ es similar al primer término,
podemos utilizar un procedimiento análogo, tomando a consideración que el espinor χ es impar a
diferencia del espinor Ψ que es par, y llegar a que la lagrangiana de Kaluza-Klein derivada de la
lagrangiana anterior es de la forma

L4
KK =

[
Ψ̂

(0)

R + χ̂
(0)

L

](
iγµ

(
∂µ + ie4A

(0)
µ

)) [
Ψ̂

(0)
R + χ̂

(0)
L

]
+
∑
n

[
Ψ̂

(n)

R + Ψ̃
(n)

L

]
iγµ∂µ

[
Ψ̂

(n)
R + Ψ̃

(n)
L

]
+
∑
n

[
χ̂

(n)

R + χ̃
(n)
L

]
iγµ∂µ

[
χ̂

(n)
R + χ̃

(n)
L

]
+
∑
n

ˆ̄Ψ
(n)
R iγµie4A

(0)
µ Ψ̂

(n)
R +

∑
n

Ψ̃
(n)

L iγµie4A
(0)
µ Ψ̃

(n)
L

+
∑
n

ˆ̄χ
(n)
L iγµie4A

(0)
µ χ̂

(n)
L +

∑
n

χ̃
(n)
R iγµie4A

(0)
µ χ̃

(n)
R

+
∑
n

ˆ̄Ψ
(0)
R iγµi

√
2e4A

(n)
µ Ψ̂

(n)
R +

∑
n

ˆ̄Ψ
(n)
R iγµi

√
2e4A

(n)
µ Ψ̂

(0)
R

+
∑
n

ˆ̄χ
(0)
L iγµi

√
2e4A

(n)
µ χ̂

(n)
L +

∑
n

ˆ̄χ
(n)
L iγµi

√
2e4A

(n)
µ χ̂

(0)
L

−
∑
n

Ψ̂
(0)

R γ5i
√

2e4A
(n)
5 Ψ̃

(n)
L −

∑
n

Ψ̃
(n)

L γ5ie4A
(n)
5 Ψ̂

(0)
R

−
∑
n

χ̂
(0)

L γ5i
√

2e4A
(n)
5 χ̃

(n)
R −

∑
n

χ̃
(n)
R γ5ie4A

(n)
5 χ̂

(0)
L

+
∑
n

n

R

[
Ψ̂

(n)

R + Ψ̃
(n)

L

] [
Ψ̂

(n)
R + Ψ̃

(n)
L

]
+
∑
n

n

R

[
χ̂

(n)

L + χ̃
(n)
R

] [
χ̂

(n)
L + χ̃

(n)
R

]
+ O

−m
(

Ψ̂
(0)

R + χ̂
(0)

L

)(
Ψ̂

(0)
R + χ̂

(0)
L

)
−m

∑
n

(
Ψ̂

(n)

R + Ψ̃
(n)

L

)(
χ̂

(n)
R + χ̃

(n)
L

)
−m

∑
n

(
χ̂

(n)

R + χ̃
(n)
L

)(
Ψ̂

(n)
R + Ψ̃

(n)
L

)
. (3.43)

Con el propósito de escribir la ecuación anterior de una forma más compacta de�nimos lo siguiente:

f (0) = Ψ̂
(0)
R + χ̂

(0)
L , (3.44)

ξ(n) =

(
Ψ̃

(n)
L + Ψ̂

(n)
R

χ̂
(n)
L + χ̃

(n)
R

)
=

(
Ψ(n)

χ(n)

)
⇒ ξ

(n)
=
(

Ψ
(n)

χ(n)

)
, (3.45)

mn =
n

R
. (3.46)
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De modo que

L4
KK = f

(0)
(
iγµ

(
∂µ + e4A

(0)
µ

))
f (0) +

∑
n

ξ
(n)
iγµ∂µξ

(n) +
∑
n

ξ
(n)
iγµie4A

(0)
µ ξ(n)

+
∑
n

f
(0)
iγµi
√

2e4A
(n)
µ

(
Ψ̂

(n)
R + χ̂

(n)
L

)
+
∑
n

(
Ψ̂

(n)

R + χ̂
(n)

L

)
iγµ
√

2e4A
(n)
µ f (0)

−
∑
n

f
(0)
i
√

2e4A
(n)
5

(
χ̃

(n)
R − Ψ̃

(n)
L

)
−
∑
n

(
χ̃

(n)
R − Ψ̃

(n)

L

)
ie4A

(n)
5 f (0) + O

−mf (0)
f (0) −m

∑
n

[
Ψ

(n)
χ(n) + χ(n)Ψ(n)

]
+
∑
n

mnΨ
(n)

Ψ(n) −
∑
n

mnχ
(n)χ(n)

= f
(0)

(iγµDµ −m)f (0) +
∑
n

[
ξ

(n)
(iγµDµ) ξ(n)

+ f
(0)
(
iγµi
√

2e4A
(n)
µ

)(
Ψ̂

(n)
R + χ̂

(n)
L

)
+

(
Ψ̂

(n)

R + χ̂
(n)

L

)(
iγµi
√

2e4A
(n)
µ

)
f (0)

+f
(0)
(
i
√

2e4A
(n)
5

)(
Ψ̃

(n)
L − χ̃(n)

R

)
+

(
Ψ̃

(n)

L − χ̃(n)
R

)(
ie4A

(n)
5

)
f (0) + O

−ξ(n)
Mnξ

(n)
]
, (3.47)

donde Mn =

(
−mn m
m mn

)
. Dado que Mn es una matriz hermitiana es diagonalizable. De modo

que al diagonalizar la matriz obtenemos que

P ᵀnMnPn = λnσ
3, (3.48)

donde λn =
√
m2 +m2

n, es la masa asociada a las torres de Kaluza-Klein, σ3 es la matriz de Pauli
sigma-3, y donde

Pn =

(
cos θn − sin θn
sin θn cos θn

)
(3.49)
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Con lo anterior en mente notemos que la ecuación (3.47) se puede escribir como

L4
KK = f

(0)
(iγµDµ −m) f (0) +

∑
n

[
ξ

(n)
PnP

ᵀ
n (iγµDµ)P ᵀnPnξ

(n)

+f
(0)
(
iγµi
√

2e4A
(n)
µ

)(
Ψ̂

(n)
R + χ̂

(n)
L

)
+

(
Ψ̂

(n)

R + χ̂
(n)

L

)(
iγµi
√

2e4A
(n)
µ

)
f (0)

+ f
(0)
(
i
√

2e4A
(n)
5

)(
Ψ̃

(n)
L − χ̃(n)

R

)
+

(
Ψ̃

(n)

L − χ̃(n)
R

)(
ie4A

(n)
5

)
f (0) + O

−ξ(n)
PnP

ᵀ
nMnPnP

ᵀ
n ξ

(n)
]

= f
(0)

(iγµDµ −m) f (0) +
∑
n

[(
P ᵀn ξ

(n)
)ᵀ
γ0 (iγµDµ)P ᵀn ξ

(n)

+f
(0)
(
iγµi
√

2e4A
(n)
µ

)(
Ψ̂

(n)
R + χ̂

(n)
L

)
+

(
Ψ̂

(n)

R + χ̂
(n)

L

)(
iγµi
√

2e4A
(n)
µ

)
f (0)

+ f
(0)
(
i
√

2e4A
(n)
5

)(
Ψ̃

(n)
L − χ̃(n)

R

)
+

(
Ψ̃

(n)

L − χ̃(n)
R

)(
ie4A

(n)
5

)
f (0) + O

−
(
P ᵀn ξ

(n)
)ᵀ
γ0λnσ

3P ᵀn ξ
(n)
]
.

(3.50)

Conviene de�nir ahora:

f (n) = P ᵀn ξ
(n) =

(
f

(n)
1

f
(n)
2

)
=

(
Ψ(n) cos θn + χ(n) sin θn
−Ψ(n) sin θn + χ(n) cos θn

)
⇒ f

(n)
=
(
P ᵀn ξ

(n)
)ᵀ
γ0. (3.51)

Haciendo uso de la de�nición anterior la lagrangiana toma la forma

L4
KK = f

(0)
(iγµDµ −m) f (0) +

∑
n

[
f

(n)

1 (iγµDµ − λn) f
(n)
1 + f

(n)

2 (iγµDµ + λn) f
(n)
2

+ f
(0)
(
iγµi
√

2e4A
(n)
µ

)(
Ψ̂

(n)
R + χ̂

(n)
L

)
+

(
Ψ̂

(n)

R + χ̂
(n)

L

)(
iγµi
√

2e4A
(n)
µ

)
f (0)

+f
(0)
(
i
√

2e4A
(n)
5

)(
Ψ̃

(n)
L − χ̃(n)

R

)
+

(
Ψ̃

(n)

L − χ̃(n)
R

)(
ie4A

(n)
5

)
f (0)

]
+ O. (3.52)

Dado que el signo del término de masa en el tercer término de la ecuación anterior se muestra
incorrecto de acuerdo a la teoría de Dirac, es necesario rede�nir al campo f (n)

2 mediante el reemplazo

f
(n)
2 = γ5f

(n)′

2 (3.53)

y denotando al campo f (n)′

2 simplemrnte como f (n)
2 para reducir notación (esto es f (n)′

2 −→ f
(n)
2 )
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la ecuación (3.52) pasa a verse como

L4
KK = f

(0)
(iγµDµ −m) f (0) +

∑
n

[
f

(n)

1 (iγµDµ − λn) f
(n)
1 + f

(n)

2 (iγµDµ − λn) f
(n)
2

+ f
(0)
(
iγµi
√

2e4A
(n)
µ

)(
Ψ̂

(n)
R + χ̂

(n)
L

)
+

(
Ψ̂

(n)

R + χ̂
(n)

L

)(
iγµi
√

2e4A
(n)
µ

)
f (0)

+f
(0)
(
i
√

2e4A
(n)
5

)(
Ψ̃

(n)
L − χ̃(n)

R

)
+

(
Ψ̃

(n)

L − χ̃(n)
R

)(
ie4A

(n)
5

)
f (0)

]
+ O

= f
(0)

(iγµDµ −m) f (0) +
∑
n

[
f

(n)
(iγµDµ − λn) f (n)+

+ f
(0)
(
iγµi
√

2e4A
(n)
µ

)(
Ψ̂

(n)
R + χ̂

(n)
L

)
+

(
Ψ̂

(n)

R + χ̂
(n)

L

)(
iγµi
√

2e4A
(n)
µ

)
f (0)

+f
(0)
(
i
√

2e4A
(n)
5

)(
Ψ̃

(n)
L − χ̃(n)

R

)
+

(
Ψ̃

(n)

L − χ̃(n)
R

)(
ie4A

(n)
5

)
f (0)+

]
O. (3.54)

donde el símbolo del término de masa se encuentra corregido y corresponde con la teoría de Dirac.

3.4. Integración de modos pesados

Dado que solamente buscamos encontrar las contribuciones a la lagrangiana de�nidas por el
modo cero de Kaluza-Klein, tomaremos únicamente los siguientes términos de la ecuación (3.52)
para desarrollar una lagrangiana de Euler-Heisenberg

L = f
(0)

(iγµDµ −m) f (0) +
∑
n

[
f

(n)
(iγµDµ − λn) f (n)

]
=
∑
n

[
f

(n)

1 iγµ∂µf
(n)
1 + f

(n)

1 iγµie4A
(0)
µ f

(n)
1 − λnf

(n)

1 f
(n)
1

+ f
(n)

2 iγµ∂µf
(n)
2 + f

(n)

2 iγµie4A
(0)
µ f

(n)
2 − λnf

(n)

2 f
(n)
2

]
. (3.55)

De esta manera, la acción efectiva se de�nirá como sigue

eiΓeff [Aµ] =

∫ [
df

(n)

1

] [
df

(n)
1

] [
df

(n)

2

] [
df

(n)
2

]
e
i
∫
dxL

(
Aµ,f0,f(0)f

(n)
1 f

(n)
1 ,f

(n)
2 ,f

(n)
2

)

= eif
(0)

(iγµDµ−m)f(0)

∫ [
df

(n)

1

] [
df

(n)
1

]
ei
∫
dx
∑
f

(n)
1 (i /D−λn)f

(n)
1

×
∫ [

df
(n)

2

] [
df

(n)
2

]
ei
∫
dx
∑
f

(n)
2 (i /D−λn)f

(n)
2

= ef
(0)

(iγµDµ−m)f(0)
∞∏
n=1

det
[(
i /Dx − λn

)
δxy
]−1

det
[(
i /Dz − λn

)
δzw
]−1

. (3.56)
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Entonces

Γeff = f
(0)

(iγµDµ −m) f (0) − i log

{ ∞∏
n=1

[
det
[(
i/∂x − e4 /A

(0) − λn
)
δxy

]−1

×det
[(
i/∂z − e4 /A

(0) − λn
)
δzw

]−1
]}

= f
(0)

(iγµDµ −m) f (0) +
∑
n

{
−i log

[
det
[(
i/∂x − e4 /A

(0) − λn
)
δxy
]−1
]

−i log

[
det
[(
i/∂z − e4 /A

(0) − λn
)
δzw

]−1
]}

= f
(0)

(iγµDµ −m) f (0)

− i
∑
n

[
tr log

(
i/∂ − e4 /A

(0) − λn
)

+ tr log
(
i/∂ − e4 /A

(0) − λn
)]

= f
(0)

(iγµDµ −m) f (0)

+
∑
n

{
−2i tr log

(
i/∂ − λn

)
+ 2i tr log

[
1 + e4 /A

(0) (
i/∂ − λn

)−1
]}

. (3.57)

Notemos que la ecuación (3.57) es muy similar a la ecuación (2.5), dado que deseamos obener una
Lagrangiana efectiva de Euler-Heisenberg a partir de esta expresión; por argumentos análogos a
los utilizados anteriormente en la ecuación (2.5), nos enfocamos en la última serie de términos.
Esto es:

2i tr log
[
1 + e4 /A

(0) (
i/∂ − λn

)−1
]

=
∑
k

{
2i
∑
n

(−e4)k

k
tr
[
(i/∂ − λn)−1 /A

(0)
]k}

. (3.58)

Utilizando el mismo procedimiento que se utilizó en el capiítulo 2 de la presente tesis llegamos a
que la acción efectiva de nuestra teoría es

Γeff [A(0)] = f
(0)

(iγµDµ −m) f (0) +
2e2

4

3(4π)2
4
∫
dxFµνF

µν

−
∑
n

2e2
4

15(4π)2λ2
n

∫
dxFµν�F

µν +O
(
p2

λ2
n

)2

. (3.59)

La constante de estructura �na α es adimensional y en unidades naturales esta dada por α = e2

4π
y tiene un valor aproximado α ≈ 1

137.035999 . De modo que, la Lagrangiana efectiva descrita en
términos de α es

Γeff [A(0)] = f
(0)

(iγµDµ −m) f (0) − 3

2

α

4π
4
∫
dxFµνF

µν

−
∑
n

1

λ2
n

2

15

α

4π

∫
dxFµν�F

µν +O
(
p2

λ2
n

)2

. (3.60)

Analicemos ahora el factor
∑
n

1
λ2
n
en el segundo término de la ecuación anterior, el cual es

de�nido por ∑
n

1

λ2
n

=
∑
n

1

m2 + n2

R2

. (3.61)
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Bajo el supuesto de que el radio del orbifold, en el cual se encuenra compacti�cada nuestra dimen-
sión extra, es muy pequeño, la cantidad n

R será muy grande, y por tanto podremos despreciar al
término m2 de el denominador de la expresión (3.59), de este modo∑

n

1

λ2
n

≈ R2
∑
n

1

n2
= R2ζ(2). (3.62)

donde ζ(2) es la función zeta de Riemann evaluada en 2. Aproximando, �nalmente, nuestra La-
grangiana e�ectiva a

Γeff [A(0)] = f
(0)

(iγµDµ −m) f (0) − 3

2

α

4π
4
∫
dxFµνF

µν

−R2ζ(2)
2

15

α

4π

∫
dxFµν�F

µν +O
(
p2

λ2
n

)2

. (3.63)

De esta manera, se llega a una lagrangiana en la cual; los efectos extradimensionales, que en
un principio se encontraban descritos como una serie in�nita de términos de modos excitados,
se encuentran ahora descritos por un sólo término con un valor especi�co dependiente de los
modos cero y la escala de compacti�cación de nuestra dimensión extra. Dicho resultado es el que
se pretendía encontrar en el planteamiento de esta tésis, donde el coe�ciente de este término es
αW2

(R−1)2 = −R2ζ(2) 2
15

α
4π .
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Conclusiones

En esta tesis se investigó una teoría de Kaluza-Klein a partir de una teoría electrodinámica
extradimensional de 5 dimensiones espaciotemporales caracterizada por la lagrangiana

L5
QED = Ψ(x, x̄)(iΓMDM −m)Ψ(x, x̄)− 1

4
FMN (x, x̄)FMN (x, x̄),

para lo cual, fue necesario describir las paridades de los campos fermiónicos y de norma implicados
ΨN y AN a partir de las condiciones de paridad y periocidad impuestas por la compacti�cación
de la quinta dimensión en un orbifold S1/Z2 con radio de compacti�cación R. Posteriormente se
expresó la lagrangiana como una serie de términos de Kaluza-Klein, y mediante la integración de
los modos excitados se llegó a la lagrangiana de Kaluza-Klein

L4
KK = f

(0)
(iγµDµ −m) f (0) +

∑
n

[
f

(n)
(iγµDµ − λn) f (n)

+ f
(0)
(
iγµi
√

2e4A
(0)
µ

)(
Ψ̂

(n)
R + χ̂

(n)
L

)
+

(
Ψ̂

(n)

R + χ̂
(n)

L

)(
iγµi
√

2e4A
(0)
µ

)
f (0)

+f
(0)
(
i
√

2e4A
(n)
5

)(
Ψ̃

(n)
L − χ̃(n)

R

)
+

(
Ψ̃

(n)

L − χ̃(n)
R

)(
ie4A

(n)
5

)
f (0) +4

]
.

De ésta, se tomaron sólamente los términos de la forma f
(0)

(iγµDµ −m) f (0) +∑
n f

(n)
(iγµDµ − λn) f (n) y mediante el método presentado en el libro E�ective Lagrangians for

the Standard Model [6], se llegó a una lagrangiana efectiva de Euler-Heisenberg

Γeff [A(0)] = f
(0)

(iγµDµ −m) f (0) − 3

2

α

4π
4
∫
dxFµνF

µν

−R2ζ(2)
2

15

α

4π

∫
dxFµν�F

µν +O
(
p2

λ2
n

)2

,

donde el segundo término representa las contribuciones extradimensionales al término lagrangiano
no renormalizable

αW 2

(R−1)2
F (0)
µν ∂

2F (0)µν =
αW 2

(R−1)2
F (0)
µν ∂

α∂αF
(0)µν ,

de donde puede notarse que la escala energética de nuestra teoría efectiva es el inverso del radio
de compacti�cación de nuestra dimensión extra Λ = R−1, ya que dichas contribuciones son de-
pendientes de este parámetro. Se encontró además que en este caso en particular que el valor de
la constante αW 2 = ζ(2) 2

15
α
4π . A continuación se muestra una grá�ca en donde podemos ver el

comportamiento del coe�ciente del término de las contribuciones extradimensionales.
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Figura 3.1: coe�ciente del término de las contribuciones extradimensionales en función de la escala
de compacti�cación

En la anterior �gura puede verse cómo la contribución extradimensional a la lagrangiana
decrece de manera exponencial a medida que la variable R−1 se acerca a energías más altas.

La realización de esta tesis signi�có para mí un primer acercamiento al área de estudio de
lagrangianas efectivas y teorías de dimensiones extras, de modo que se ésta se desarrollo con un
enfoque más operacional, sin profundizar directamente en algunos enfoques teóricos de la materia.
De modo que sería interesante poder adentrarme más en estos temas de investigación, a razón de
poder comprender la materia con una mayor profundidad. De igual manera, resultaría también
interesante indagar en las cuestiones fenomenológicas de la teoría, así como encontrar las contribu-
ciones a la lagrangiana efectiva de otros términos que no fueron tomados en cuenta en este trabajo
de investigación.
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Apéndice A

Integrales Gaussianas

De manera general conocemos que∫ ∞
−∞

dx e−ax
2

=

√
π

a
, (A.1)

para a > 0 esto signi�ca que ∫ ∞
−∞

dx e−
a
2 x

2

=

√
2π

a
. (A.2)

De modo que si existen a1, ..., an, n números reales mayores a cero: aj > 0 para todo j = 1, ..., n,
e producto de n integrales Gaussinas para cada aj se expresa como∫

dnx exp

−1

2

n∑
j=1

ajx
2
j

 =
(2π)

n
2√∏n

j=1 aj
, (A.3)

Donde dnx = dx1 · · · dxn. Ahora, si se propone una matriz A diagonal de tamaño n×n de entradas
Ajk = δj,kak podemos expresar la ecuación (A.2) de la siguiente forma:∫

dnx exp

{
−1

2
XᵀAX

}
=

(2π)
n
2√

det {A}
, (A.4)

donde X es una matriz columna de entradas Xj = xj . La Ecuación (1.7) cuenta con un factor
similar a la ecuación (A.4). En éste caso se trata con campos y la matriz A no es exactamente
diagonal, sino diagonalizable. Sin embargo, gracias a esta propiedad es posible llegar de la ecuación
(1.7) a la (1.11) por medio de un procedimiento análogo al visto al principio de este apéndice.

Tomemos la expresión

−1

2

(
Φh − Φh

)T
A
(
Φh − Φh

)
(A.5)

donde A está de�nida como

Axy =
∂2S

∂Φh (x) ∂Φh (y)

∣∣∣∣
Φh=Φh

, (A.6)

Dado que A es una matriz simétrica de valores reales es diagonalizable, esto es

D = OAOᵀ, (A.7)

donde D es una matriz diagonal y O es elegida una matriz ortogonal, de modo que OOᵀ = 1.
Entonces podemos escribir la ecuación (A.5) como

−1

2

(
Φh − Φh

)ᵀ
(OᵀO)A(x, y)(OᵀO)

(
Φh − Φh

)
= −1

2

[
O
(
Φh − Φh

)]ᵀ
D
[
O
(
Φh − Φh

)]
. (A.8)
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Si proponemos el cambio de variable Φ′h(z) = Ozx
(
Φh − Φh

)
(x) cuyo jacobiano es +1 (Esta

expresión puede verse simplemente como una rotación en el espacio euclidio), la ecuación (A.8)
puede verse como

−1

2

[
O
(
Φh − Φh

)]ᵀ
D
[
O
(
Φh − Φh

)]
=

∫
dz dw

{
1

2
Φ′h(z)δ(z − w)DzwΦ′h(w)

}
=

∫
dz

{
−1

2
Φ′h(z)DzΦ

′
h(z)

}
= −1

2
(Φ′h)ᵀDΦ′h. (A.9)

Una vez obtenido este resultado, haciendo uso de la ecuación (A.4) se llega a∫
dΦ(x) exp

{
−1

2

(
Φh − Φh

)T
A
(
Φh − Φh

)}
=

∫
dΦ(x) exp

{
−1

2
(Φ′h)ᵀDΦ′h

}
=

(2π)
n
2

√
detD

. (A.10)

Por lo que se concluye que∫
DΦ(x) exp

{
−1

2

(
Φh − Φh

)T
A
(
Φh − Φh

)}
= (det {A})− 1

2 , (A.11)

donde se utilizó el hecho de que det {D} = det {A}. Nótese que la matriz A podría haberse de�nido
como en la ecuación (1.6) y se llegaría a la misma conclusión.
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