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Capitulo 1: Introduccién

El esquema de control proporcional integral derivativo PID es un algoritmo lineal, basico y estdndar
en automatizacion, el cual sigue vigente su estructura matematica y aplicaciones. El algoritmo de
control PID lineal es un esquema sencillo y simple, que surge para mejorar el desempeno en estado
estacionario del esquema de control PD [1]; actualmente el PID se utiliza en sistemas con dindmica
lineal (invariantes y variantes en el tiempo) y también en algunos sistemas con comportamiento
dindmico no lineal.

El esquema de control PID, atin sigue siendo materia de investigacién cientifica, ya que repre-
senta temas abiertos de interés para la comunidad cientifica (por ejempo, desarrollar bases tedricas
para extender su estructura matemaética hacia nuevas familias de esquemas con estructura PID no
lineal). El comportamiento del esquema PID lineal en sistemas dindmicos no lineales no ha sido
competitivo, este ha sido el caso en robots manipuladores donde la efectividad y desempelo del
simple PID ha sido superado por nuevas estructuras mé&s robustas y con mejores presentaciones
para control de robots manipuladores|3, 4, 10, 11, 15, 16].

Un tema importante del esquema PID en materia de investigacién es sobre estabilidad; por
ejemplo, en robdtica el PID asegura solo comportamiento asintéticamente estable en forma local,
es decir, que depende de las condiciones iniciales o que el set-point (referencia deseada constante
en el tiempo) esté suficientemente cercana del punto de partida. Actualmente representa un prob-
lema abierto demostrar analiticamente que el punto de equilibrio de la ecuacién en lazo cerrado
conformada por la dindmica no lineal del robot manipulador y la estructura de control PID lineal
tiene un comportamiento asintéticamente estable en forma global (es decir, existencia y unicidad
del punto de equilibrio, valida para cualquier condicién inicial dentro del atractor) [3, 4, 11, 12, 17].

Debido a que el esquema PID lineal no asegura un comportamiento asintético estable en forma
global en control de robots manipuladores, en la comunidad cientifica se han propuesto diversas
estructuras tipo PID no lineal, podemos citar a los siguientes trabajos: un regulador semiglobal
estable de la forma PI?D fue propuesto en [2]; un esquema de control PD modificado con accién
de control integral no lineal fue desarrollada en [3]; estudio sobre el comportamiento en control de
robots manipuladores fue analizado en [4]; las perturbaciones externas representan problemas de
deterioro y bajo desempeno para un esquema PID, anélisis sobre robustez y condiciones especificas
para mejorar el rendimiento del esquema de control es presentado en [5]. El esquema de control
PD con extensiones de saturacién natural y compensacion deseada de gravedad para la regulacion
global fue analizada en [7].

Desarrollo y anédlisis de un esquema PID saturado no lineal fue presentado en [8] donde se de-
muestra estabilidad asintética semiglobal. En el trabajo [9] se presenta un esquema de control PID
no lineal estable en forma global, el cual incorpora funciones de saturacién, diseiado con funciones
de energia potencial quasi-naturales. La referencia [10] direcciona el problema de un regulador PID
no lineal con caracteristicas asintéticas en forma global (usando la teoria de estabilidad de Lya-
punov) sujeto a restricciones de saturacién en el torque aplicado. Funciones de saturacién natural
incluyen los tres términos de un esquema de control PID no lineal, demostraciéon de estabilidad
asintotica global usando la teorfa de Lyapunov es desarrollado en [12]. Un esquema de control PID
saturado con doble integrador es analizado en [13], particularmente el an4lisis se enfoca en pertur-
baciones acotadas y demuestra que las regiones de control no saturadas permanecen invariantes.



Un esquema de control PID no lineal en [14] con estabilizacién global para robots manipuladores
es desarrollado con entradas de control acotadas. En el trabajo [15] un control de posicién con
estructura PID no lineal para robots manipuladores es desarrollado y la estabilidad asintética
global es denotada a través de la teorfa de Lyapunov. Un marco tedrico para desarrollar esquemas
de control saturados adaptables para robots manipuladores es presentado en [16].

Los anteriores trabajos son solo algunas de las principales referencias que se han presentado en
los 1ltimos anos sobre el desarrollo y diseno de nuevas estructuras de control PID no lineales. Por
lo que, la presente tesis tiene como temédtica de investigacién la propuesta de una nueva estructura
matematica para el esquema de control PID no lineal, con la finalidad de generar una contribucién
importante en el ambito de control automaético, tambien se presentan experimentos con robots
manipuladores de transmisién directa donde se demuestra la mejora en el desempeno del algoritmo
de control propuesto.

Objetivos

El presente trabajo de investigacion se enfoca en el diseno de reguladores tipo PID no lineal para
el control de posicién de robots manipuladores.

Objetivo general

e Disenar un regulador PID no lineal utilizando la teoria de estabilidad de Lyapunov aplicado
a robots manipuladores.

Objetivos particulares

e Revisién de los principales trabajos desarrollados para esquema de control PID no lineal.
e Simulacién en MATLAB y evaluacion experimental del algoritmo propuesto.

e Demostracién de estabilidad en el sentido de Lyapunov del punto de equilibrio de la ecuacién
en lazo cerrado formada por la dindmica de la planta y la estructura de control PID no lineal

Como parte del desarrollo de este trabajo, se ha seleccionado a un robot de dos grados de
libertad que por medio de simulacién se verifique el desempeno del algoritmo de control propuesto.



Capitulo 2:
Dinamica de robots manipuladores

2.1 Introduccién

Obtener el modelo dindmico de un robot es el paso inicial para cualquier desarrollo que se desee
llevar a cabo ya que a partir de esto, se obtendrd un modelo matematico que describe el compor-
tamiento del robot en cuestién. A lo largo de este capitulo se explicardn temas de vital importancia
en el andlisis del modelo dindmico, cada uno de los pasos y procedimientos a seguir deben realizarse
en el orden que se mostrard ya que cada resultado dependera de lo obtenido en pasos anteriores.
Como complemento a la teoria mostrada, se obtendra el modelo dindmico que describe el com-
portamiento de tres tipos de robots que se han tomado como objetos de estudio para explicar de
mejor manera los desarrollos realizados. Los tres robots de apoyo son, un péndulo (1 gdl), un
robot cartesiano de tres grados de libertad y finalmente el robot antropomoérfico de dos grados de
libertad, sobre este robot se centra el objetivo de esta tesis.

En primera instancia serd necesario obtener la cinemética directa de cada sistema, para lo cual se
utilizard la metodologia Denavit-Hartemberg, posteriormente se obtendrd la cinematica diferencial
y a su vez, el jacobiano del robot para obtener los puntos que presentan singularidades en cada uno
de ellos, después de obtener los modelos antes mencionados, se procedera a obtener los modelos de
energia de cada robot, esto es, su energia cinética y potencial, con lo cual serd posible obtener el
lagrangiano de cada uno de los sistemas y con esto, desarrollar las ecuaciones de Euler-Lagrange,
una vez obtenidas dichas ecuaciones, se podrd escribir el modelo dindmico de cada robot, asi como
sus principales ecuaciones. Antes de entrar a los andlisis antes mencionados, se mostraran las
caracteristicas fisicas de cada uno de los robots manipuladores a estudiar.

2.2 Cinematica directa

La cinemadtica es la parte de la fisica que aborda el problema de anélisis y descripcién del movimiento
de sistemas mecédnicos sin tomar en cuenta las fuerzas que lo producen. Esta rama de la fisica es
de suma importancia en la robética ya que es el inicio del andlisis de un robot.

La cinemética directa, es una funcién vectorial que relaciona las coordenadas articulares q €
R" con la coordenadas cartesianas [r,y,2]T € R? del robot fz : R — R™, as{ mismo, como la
orientacién [¢,6,1]7 € R? de la herramienta colocada en el extremo final, tomando en cuenta las
propiedades geométricas del sistema mecdnico del robot.

La cinématica directa de un robot estd dada por el siguiente mapeo vectorial fr : R — R™ tal
que:



= falli; @) 21)
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donde, [ r Yy z ]T representa la posicion cartesiana; [ o 0 Y ]T es la orientacién de la her-
ramienta de trabajo, n indica el nimero de grados de libertad y también representa la dimension
del vector de coordenadas articulares q; m es la dimensién conjunta de las coordenadas cartesianas
y la orientacion de la herramienta de trabajo. Generalmente m = 6.

2.2.1 Metodologia Denavit-Hartenberg (DH)

Una de las herramientas con mayor utilidad en el andlisis de la cinematica directa de un robot es la
convencién Denavit-Hartenberg, esté procedimiento toma importancia cuando el numero de grados
de libertad del robot se incrementa, ya que para sistemas con pocos grados de libertad, se puede
obtener la cinemética directa de forma analitica mediante trigonometria, sin embargo, para sistemas
mads complejos, este procedimiento se vuelve complicado y es ahi donde resulta més factible utilizar
la convencién Denavit-Hartenberg, el modelo cinemético obenido mediante DH estara representado
con transformaciones homogéneas.

El desarrollo DH, consiste en generar una tabla con los pardmetros que conforman al robot, por
cada articulacion i-ésima, estos son:

o /; Longitud del eslabén 7, se mide con respecto al eje x;_1

o Angulo formado entre el eje z;_1 y el eje z;

® d; Indica un movimiento lineal, en el caso de tratarse de una articulacién rotaciénal este
pardmetro se sustituye por el espesor del servomotor maés el grosor de la barra metélica
representado por [3;; ambos se miden con respecto a 2;_i.

e 0; Para movimientos rotacionales, indica el éngulo de giro de un eslabén respecto a otro,

en este caso, va asociado con el espesor del motor denotado por /3, y de la placa de aluminio.
f; gira con respecto al eje z;_1.

Después de obtener todos los pardmetros del robot, se procede a obtener matrices de transfor-
macién homogénea para cada uno de los eslabones, esta matriz, serd el resultado de multiplicar
cuatro transformaciones bdsicas, expresadas por la convencién Denavit-Hartenberg:



Hi_, = Hg,_ (0:)Hr,_ (d;B;)Hry,_ (Ii)Hry,_ () (2:2)

CQS((gi)) - sir(léé’)i) co?(oz)i) sin(@(lé) jln(c(vz) ) ll, CQS((gi))

; sin(f;)  cos(0;) cos(a;)  —cos(#;)sin(cy;) 1;sin(6;

Hiv= 0 sin(ay;) cos(a;) di; B, (2:3)
0 0 0 1

Una vez obtenidas las transformaciones homogéneas de cada eslabén, la transformacién homogénea
de todo el robot estard dada por el producto de las transformaciones obtenidas para cada eslabén.

H} = HYH? .H'IH" | (2.4)

2.3 Cinematica diferencial

La cinematica diferencial es la derivada con respecto al tiempo de la cinematica directa, dicho de
forma matemaédtica, esto es:

X
d ; d
z v
G-l o] =gt (2.5)
0
K3

Otra forma de expresar la cinemaética diferencial es:

d o)
EfR(q) = f;;q) q.

En donde el término wan(q) corresponde al jacobiano del robot, también conocido como jacobiano

andlitico, entonces, se puede reescribir la ecuacién (2.6) como:

—frla)=J(a@)q (2.7)

Siendo, el jacobiao del robot como:

J((I) — afé?,q(Q) c R6*7
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La matriz jacobiano contiene las componentes de la velocidad cartesiana y angular;

J(q) = { jw((?z)) ] (2.8)

2y | =Ju(a)d

o J,(q) € R¥*" relaciona la velocidad angular w € R" con la velocidad articular ¢ € R? :

)
(G

El jacobiano del robot es una herramienta de suma importancia ya que sirve para caracterizar
un robot manipulador, encontrar singularidades, analizar redundancias entre otras cosas, por lo
que resulta indispensable para el anélisis y diseno de algoritmos de control.

2.4 Ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange

Obtener las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange constituye una parte importante en el
andlisis del modelo dindmico de un robot manipulador y representa la mejor metodologia para
determinar dicho modelo. La deduccién de estas ecuaciones se lleva a cabo a partir de un proced-
imiento establecido en cuatro pasos que a continuacién se describe tomando en cuenta tinicamente
la posicién cartesiana (sin la orientacién del extremo final);

e Paso 1: Obtener la cinemética directa de cada uno de los eslabones con respecto al centro
de masa, tomando en cuenta para el i—ésimo eslabén las longitudes y angulos anteriores, esto
es:

T
vi | =Frl Lzt e, Gio1, @) (2.9)

Zi

e Paso 2: Calcular la cinem4tica diferencial del ¢:—ésimo eslabdn:

d | "
dt 2

11



e La rapidez lineal del centro de masa de cada eslabén se calcula a partir de la siguiente
expresion:

lvil|* = vj vi = & + 97 + 27 (2.11)

7

e Paso 3: Obtener las expresiones de energia cinética K(q, ) y potencial U(q) y el lagrangiano
del robot.

La energia cinética K(g, ¢) es la superposicién del movimiento de traslacién y de rotacion,
esto es:

. 1 1
Ki(q, q) = §mz’viTvi + §Ii

> c}k] (2.12)

donde m; es la masa del i-ésimo eslabén, Z; es el momento de inercia del i—ésimo rotor.

e En el caso de la energia potencial U(q), para campos conservativos, esta no posee una forma
especifica, dependera de la geometria del robot en cuestién. Sin embargo, la forma general
de la energia potencial estd dada por:

Ui(q) = migleihi(q) (2.13)

e donde ¢ es la constante de aceleracién gravitacional, [.; es el centro de masa del i-ésimo
eslabon, h;(q) es una funcién que depende de la variable articular e indica la altura del eslabén
para obtener una diferencia de potencial, con respecto al origen del sistema de referencia del
robot.

Obtener el lagrangiano del robot, este tiene una estructura definida y esta dado por la siguiente
expresion:

12



e Paso 4: Aplicar las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange evaluando las derivadas
parciales de la ecuacién (2.15) e incluir el modelo de friccién f ((f ., §)-

+ Bq+ F.signo(q) + F.[1 — |signo(q)|] (2.15)

d [ac(«{, Q)} _ 0L(q, )

TTu dq dq

donde:

® q=[q,q,...qg,)7 € R" representa el vector de posiciones articulares o coordenadas general-
izadas.

® ¢=[G1,G2, - ¢u]t € R™ es el vector de velocidades articulares.

o 7 =[r1,T2,...., 7]l € R" es el vector de pares aplicados donde el i-ésimo par 7; se encuentra
asociado con la i-ésima coordenada generalizada g;.

f+(fe, @) € R" es el vector de fuerzas o pares de friccién que depende de la velocidad articular
q y de la friccién estdtica f ..

e B € R™" es una matriz diagonal definida positiva con los coeficientes de friccién viscosa.

F. € R™" es una matriz diagonal definida positiva con los coeficientes de la friccion de
Coulomb.

e F, € R"™" es una matriz diagonal definida positiva con los coeficientes de friccién estética.

2.5 Modelo dinamico de un robot manipulador

El modelo dindmico de un robot manipulador de n grados de libertad que estd formado por eslabones
rigidos conectados mediante articulaciones libres de elasticidad en cadena cinemdtica abierta estd
dado por la siguiente expresién:

T=M(q)§+C(q,9)4d+9(q)+Bq+f(q.f.) (2.16)
Donde,

e g € R” es el vector de coordenadas generalizadas o posiciones articulares.
e g € R" es el vector de velocidades articulares.

e g € R" es el vector de aceleraciones articulares.

13



M(q) € R™™™ es la matriz de inercia, la cual es simétrica y definida positiva, M(q) > 0.

e C(q,q) € R"™™ es la matriz de fuerzas centripetas y de Coriolis, y satisface:

Clg.4)q = M(q) 4— 8% Eqﬁwqm} (2.17)

g(q) € R" es el vector de fuerzas o pares gravitacionales obtenido como el gradiente de la
energia potencial, debido a un campo conservativo, es decir:

9(q) = 9 (2.18)

f f(q, f.) € R" es el vector de pares de friccién que incluye la friccién viscosa, de Coulomb y
estdtica de cada articulacién del robot.

2.6 Propiedades del modelo dinamico

El modelo dindmico de un robot manipulador es aquella ecuacién que describe el comportamiento
dindmico del mismo, esta resulta en una expresiéon compleja e interesante en si misma dado que
contiene varias propiedades. En esta tesis se abordardn aquellas cuya utilidad es para propdsitos
de control y andlisis de estabilidad mediante el método directo de Lyapunov, dichas propiedades se
clasifican como:

e Propiedades de la matriz de inercia M(q).
e Propiedades de la matriz de Coriolis y fuerzas centrifugas C(4q, q).

e Propiedades del vector de pares gravitacionales g(q).

2.6.1 Propiedades de la matriz de inercia

La matriz de incercia M(q) € R™ ™ es una matriz simétrica y definida positiva M(q) > 0 que
tinicamente depende de la variable articular g (posicién articular). La inversa M ~'(q) existe y
también es definida positiva M~!(q) > 0.

Propiedad 2.1 Existe un niimero real positivo « tal que:

M(q) = al Vg€ R" (2.19)

donde [ representa la matriz identidad de dimensién n X n.

14



Propiedad 2.2 Para robots que solo tienen articulaciones de revolucién existe una constante
£ > 0 tal que

IM(q)|| < Ava{M(q)} <5 Vge R" (2.20)

la constante 3 se calcula de la siguiente forma:

B> (ff;rmi,m) (2.21)

donde m; j(q) es el elemento en el i — ésimo renglén y j — ésima columna de la matriz de inercia

M(q).

Propiedad 2.3 Ademds existe un niimero k), > 0 tal que:

M () yl| < kyllyl]  Va,y € R (2.22)
Propiedad 2.4 Para todos los vectores q, ¢, y € R” existe un escalar « tal que satisface:
Clg,z) y =Clg,y)z

Propiedad 2.5 Para robots que tienen exclusivamente articulaciones rotacionales, existe un niimero
ke > 0 tal que:

1C(g; @) yl| < kell|l|yl| (2.24)

Propiedad 2.6 Para toda g, ¢, y € R", existe un nimero k.o > 0 tal que:

1C(2, z)w — C(y, v)w|| < kallz — vf|[|w]| + kellz — yl[||wl]]|2]] (2.25)

Para cualquier vector v, ¢, vy, z, w € R"
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Propiedad 2.7 La matriz C(q, q), se relaciona con la matriz de inercia M (q) mediante la
propiedad de antisimetria:

1 )
sa" V(@) —2C(q.9)] @ = 0 Vg, 4, @ € R” (2.26)

donde, M(q) — 2C(q, q) resulta una matriz antisimétrica.

Propiedad 2.8 La derivada de la matriz de inercia %M (q) se relaciona con la matriz de fuerzas
centripetas y de Coriolis de la siguiente forma:

M(q)=C(g,4)+Clq, q)" (2.27)

2.6.2 Propiedades del vector de pares gravitacionales

El vector de fuerzas o pares gravitacionales de orden n x 1 depende solo de la posicién articular g
debido a un campo conservativo y estd correlacionado con el vector de velocidad angular ¢ por:

/ " g(a(®)" a)dt = Ula(T)) - U(g(0)¥t > 0 (2.28)

Propiedad 2.9 Para robots con articulaciones rotacionales, existe un nimero k, tal que:

/0 g(q)T d(t)ydt > k, (2.20)

Propiedad 2.10 De igual forma, existe una k; > 0 que cumple con:

lg(z) —g(y)|| < kgllz—y|| Ve, ye R (2.30)

Propiedad 2.11 Siendo que se cumple:

o e {52)

16



Propiedad 2.12 Se calcula mediante la su derivada parcial:

9:(q)

k, > n | max |Z—=
= ( dq;

1,59

) (2.32)

Propiedad 2.13 Por tltimo, existe una constante &k~ tal que:

lg(q)l| <k V¥ g€ R™ (2.33)

2.7 Ejemplos

Se han seleccionado 3 casos de estudio para desarrollar sus respectivos modelos dindmicos, dichos
robots son: péndulo, robot cartesiano de 3 gdl y robot antropomoérfico de 2 gdl por lo que, a
continuacion se explicardn las caracteristicas fisicas de cada uno de los ellos asi como el desarrollo
y andlisis del modelo dindmico de cada uno.

2.7.1 Péndulo

El péndulo es un sistema mecdnico de un grado de libertad, consta tinicamente de un eslabén rigido
de aluminio 6061 con longitud [; acoplado de forma mecédnica a un servomotor de transmision
directa, como se muestra en la figura 2.1; dicho péndulo estd sometido a la accién de la gravedad,
su movimiento es rotacional y se encuentra dentro de un plano vertical xy — yo.

Yo

X0

q:=0

Figura 2.1:Posicién de casa del péndulo.
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La figura 2.1 muestra la posicién de casa cuando ¢; = 0, sirve como referencia para desarrollar
el andlisis cinemdtico. Los pardmetros del péndulo, asi como su notacién se muestran en la tabla
2.1.

Tabla 2.1: Pardmetros que integran el péndulo.

Eslabén Parametro Notacién
Masa m
Longitud [
1 Inercia Z,

Centro de masa
Posicién articular
Aceleracion debida a la gravedad

o~
Q
S

(=

Q

Cinematica directa Para inicar el andlisis de la cinemaética del péndulo se deben definir los
sistemas de referencia fijo Xo(xg, yo, 20) €l sistema de referencia mévil 3 (z1,y1, 21); el origen del
sistema de referencia Y (o, yo, z0) se coloca en el estator de la articulacién del péndulo, como se
muestra en la figura 2.2 el eje zy se alinea con eje rotacional del servomotor el cual es perpendicular
al plano zy — o, en cuanto al sistema de referencia mévil 3 (x1, 41, 21) se coloca en el extremo final
del eslabén el cual se mueve de manera conjunta con el péndulo. Los sistemas de referencia ¥, y
Y1 son determinados por la regla de la mano derecha.

}TD 9

.B/'

Zo

Z1

Figura 2.2: Asignacién de sistemas de referencia para el péndulo.
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Los pardmetros que se utilizan en la convencién Denavit-Hartenberg I;, d;, 0;, a;; para i = 1,
son:

e La longitud del eslabén [; estd dada por [y

e Como el sistema sélo tiene un movimiento rotacional, por lo que no se considera a d;, en
su lugar se incluye el espesor del servomotor mas el espesor del eslabén, lo anterior queda
representado con (3,

e O, es el angulo alrededor del eje z; que formara la orientacion entre el eje xy y x; cuando el
péndulo salga de la posicion de casa, esto es q;

e Debido a que el péndulo se moverd tinicamente sobre el plano z¢— o, el d&ngulo formado entre
los ejes zg y 21 siempre sera cero por lo que oy = 0, es decir, zg || 2.

A partir del andlisis anterior, y de acuerdo a la posicién de casa establecida en la figura 2.2, la
tabla DH queda de la siguiente forma:

Eslabén | | || d | 0
1 L{0]B|:

Tabla 2.2: Pardmetros DH del péndulo.

Para la metodologia Denavit-Hartenberg usando la ecuacién (2.2) con los pardmetros DH del
péndulo se tiene:

Hy = Hg,(q1)Hr, (81)Hry, (1) Hry, (0)

cos(q1) —sin(qy)cos(0)  sin(gy)sin(0) Iy cos(qr)

| sin(q1) cos(q1)cos(0) —cos(qr)sin(0) Iy sin(gq)
N 0 sin(0) cos(0) B4 (2.34)
0 0 0 1

Matriz de tranformacién homogénea.

En la matriz de transformacién homogénea, se incluye la matriz de rotacién R}(q,) y el vector
de traslacién, que representa la cinemética directa, es decir;

cos(q1) —sin(q;) 0O Zo I cos(qu)
Ry(qy) = | sin(q) cos(q) O |; frla)=| vo | = | lsin(q) (2.35)
0 0 1 20 oh
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Cinematica diferencial Para obtener la cinemética diferencial de este sistema, se procede a
calcular la derivada temporal de la cinemética directa, de la siguiente forma:

LGRS el S w2l B

Al estar hablando de un sistema escalar, este no posee una matriz jacobiana, sin embargo se puede
obtener la siguiente representacién a partir de la cinematica diferencial:

v = { ~hsin(q) 0 } { Q@ } (2.37)

0 Iy cos(q1) ¢1

De esta forma, se puede interpretar que la ecuacién (2.37) funciona como "jacobiano" y a partir de
esto, notar que existen singularidades en el robot cuando ¢ = 0, £n7 y cuando ¢; = +n7, esto se
aprecia con mds claridad a partir del determinante del jacobiano, el cual es:

det[J(q1)] = —I3sin(qy) cos(q1) (2.38)

asi,
e Si la posicién articular ¢; = £nm, sin(q;) serd cero, lo que hard una singularidad.

e Si la posicién articular q; = £n7, cos(q;) serd cero, lo que hard igualmente una singularidad.

Ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange Aplicar las funciones de energia de Euler-
Lagrange, consta de cuatro pasos; la obtencién del modelo de cinemética directa respecto al centro
de masa, el modelo de cinemética diferencial, las funciones de energia (cinética y potencial) con
lo anterior, el lagrangiano, y el ltimo paso, utilizar las ecuaciones de movimiento a partir del
lagrangiano.

Paso 1: Lo primero por hacer es describir la cinematica directa de este robot con respecto al
centro de masa ., por lo que se toma retoma f »(q;) de la ecuacién (2.35) y se expresa respecto al
centro de masa [, :

To lecos(q1)
frla)=1| v | =| lsin(a) (2.39)
20 51

Paso 2: Del mismo modo, se retoma la ecuacién (2.36) que incluye el vector de velocidad de
traslacion del péndulo.

o i (240
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Es importante notar que la rapidez v'v = ||v||> = I2¢?

Paso 3: Ahora las funciones de energia (cinética y potencial) del péndulo para que de esta
forma, se pueda obtener la representacién del lagrangiano.

La energia cinética del péndulo incluye la componente de traslacién y rotacién, estd dada por:

. 1 1.

dado que v* = v'v. Este resultado se muestra en el paso 2, en la ecuacién (2.40), al sustituir se
obtiene:

) 1 . 1. 1 .
lﬂ%®=§m&ﬁ+#mﬂ=§Wﬁ+bhf (2.42)

Para el caso de la energia potencial, tiene la siguiente forma:

U(q) = mgh (2.43)
donde h = hy — hg = —l.cos(q1) — (=l.) = l.(1 — cos(q1)) (ver figura 2.3).

Y

Figura 2.3: Funcién de diferencia de energia potencial para el péndulo

De esta forma:
U(q) = mgl.[1 — cos(q1)] (2.44)
Se procede a obtener el lagrangiano el cual se define de la siguiente forma:

L(q,q) =K(q,q) —U(q) (2.45)

21



Sustituyendo las funciones de energia del péndulo en el lagrangiano:

) 1 )
L(qy, q,) == [ml2+ 1] 47 — mgl.[1 — cos(q1)] (2.46)

|

Paso 4: Para obtener las ecuaciones de movimineto de Euler-Lagrange se realizan derivadas
parciales del lagrangiano respecto a (q1,G1)

d {aﬁ(fh,(h)] _ aﬁ(Qlan)/+ff(q7fe) (2.47)

e dt ¢y Iq1

Al evaluar las expresiones que conforman la ecuacién anterior para el caso del péndulo, se tiene:

{8[3(9%,(11)} _ [ml? +Ir]41 (248)
oq
d [0L(q, 1) ] | 5 -
it [ og, |~ b+ Ll 240
0K d) sin(q) (2.50)
oq

Modelo dinamico del péndulo A partir de las ecuaciones obtenidas en el paso cuatro se puede
escribir el modelo dindmico del péndulo incluyendo el fenémeno de friccién f(fe,q) de la siguiente
forma:

T = [mi? + L]§ + mgl.sin(q1) + bg + f.signo(gi) + f.[1 — |signo(g1)|] (2.51)

i, = [mi? + I,] por lo tanto:

T = iyG1 + mylesin(q1) + bgy + fesigno(gy) + fe[1 — [signo(qy)|] (2.52)

El modelo dindmico puede ser expresado como una ecuacién diferencial ordinaria (ode) de la
siguiente forma:

d [Ch QI

it | @ ] - [ i[T —mgl.sin(q) — bg1 — fesigno(qgy) — fe[i — signo(qy)]] (2.53)

dt
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2.7.2 Robot cartesiano de 3 gdl

El robot cartesiano de 3 gdl estd constituido por tres articulaciones lineales. El nombre de robot
cartesiano se da a partir de la forma de programarlo, con base en coordenadas cartesianas. Cada
una de las articulaciones serd capaz de ejecutar un movimento en cada uno de los ejes de un sistema
de coordenadas cartesianas es decir [z, ¥, 2]T.

Z0

Z1

Figura 2.4: Robot cartesiano de 3 gdl.

Los pardmetros del robot cartesiano de 3 gdl asi como su notacién se muestran en la tabla 2.3.

Articulacién Pardmetro Notacién
1 Masa de la primera articulacién my
2 Masa de la segunda articulacién mo
3 Masa de la tercera articulacién ms
Aceleracion debida a la gravedad g

Tabla 2.3: Pardmetros que integran al robot cartesiano de 3 gdl.

Cinemadtica directa Como se mencioné anteriormente, el robot cartesiano tiene tinicamente
movimientos lineales, por lo que su anélisis es un poco diferente respecto al del péndulo pero
partiendo de los mismos principios. Para iniciar, se asignan los sistemas de referencia ¥;(x;, y;, ;).
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Figura 2.5: Ana&lisis de los sistemas de referencia del robot cartesiano de 3 gdl.
e El sistema de referencia ¥q(xg, yo, 20) se coloca con el eje zy paralelo al movimiento que medird
dy como se muestra en la figura 2.4.

e Para el sistema de referencia ¥ (z1,y1, 21) se debe realizar una rotacién de —% alrededor de
xo para que de este modo, el eje zy quede paralelo al movimiento que medira a la variable d,.

e Existe una rotacién auxiliar alrededor del eje 21 con un dngulo de —7 para obtener X como
se muestra en la figura 2.5.

e Por tltimo,se obtiene el sistema de referencia Yo(x, ¥z, 22) donde el eje zy serd paralelo al
movimiento que generard ds

Ahora que ya se han fijado los sistemas de referencia, es momento de obtener los pardametros de
la tabla DH (lz, (678 di, 97,)

e Dado que es un sistema constituido completamente por movimientos lineales, los pardmetros
en 6; al igual que /; son cero

e En cuanto a d; se encontrardn dy, ds, d3 los cuales corresponden al movimiento lineal de cada
articulacién del robot.

e Para «; se presentan dos rotaciones de —7, la primera de zp — z; y la segunda de 23, — 22
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Dado lo anterior, la tabla de pardmetros DH queda de la siguiente forma.

Eslabén lz (67 dz 02
TEEIEA
2 [0 -Z|d |2
3 0O 0 |ds| O

Tabla 2.4: Pardametros DH del robot cartesiano de 3 gdl.

Ya que se ha obtenido la tabla DH del robot cartesiano se deducen las matrices de transformacién
homogénea, de rotacién y traslacién que describen la cinemadtica directa de este robot.
Retomando la ecuacion (2), escrita con los pardmetros DH del robot cartesiano de 3 gdl se tiene:

Para H; :
7r
H(} = HRZO(O)HTZO (dl)HTXO (O)HRXO(_§) (254)
cos(0) —sin(0)cos(—75) sin(0)sin(—75) 11 cos(0)
HY — sin(0) COS(Q) Cos7r(—§) — cos(0) 812(—5) [1 sin(0) (2.55)
0 sin(—7%) cos(—7%) ds
0 0 0 1
Al realizar las operaciones indicadas en H; se tiene:
1 0 0 0
o oo 10
Hy = 0 -1 0 d (2.56)
0 0 0 1
Para H? :
7r
Hy = Hg,,(—5)Hry, (d2) Hry, (0)Hpy (=3) (2.57)
cos(—%) —sin(—=F)cos(—F) sin(—5)sin(—=5) [ljcos(—7%)
H? = sin(—%) cos(—g) coﬂs(—%) —cos(—3) s;n(—%) Iy sin(—7%) (2.58)
0 sin(—7%) cos(—7%) d;
0 0 0 1
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Al realizar las operaciones indicadas en H} se tiene:

0 0 1 0
, | -1 0 00
HY = 0 -1 0 d (2.59)
0 0 0 1
Para H3 :
Hg) = HRzz (O)HTZO <d3)HTX2 (O)HRX2 (O) (260)
cos(0) —sin(0)cos(0)  sin(0)sin(0) {4 cos(0)
3 | sin(0) cos(0)cos(0) —cos(0)sin(0) I;sin(0)
Hy = 0 sin(0) cos(0) ds (2.61)
0 0 0 1
100 O
., o010 0
H; = 00 1 ds (2.62)
0 00 1

Finalmente, la cinemética del robot cartesiano del robot cartesiano de 3 gdl estd dada por la
matriz de transformacién homogénea Hj :

H} = HyHH3 (2.63)
0 0 1 ds
5 |0 =1 0 dy
Hy=17 o o d, (2.64)
0 0 0 1
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Y la cinemsética directa f 5(d):

i d3
frd)=| v | =] d (2.65)
20 d1

Cinematica diferencial Para obtener la cinemética diferencial del robot cartesiano se procede
a calcular la derivada temporal de la cinemética directa, es decir.

o= f (@) (2.66)

v=— | dy (2.67)

Para obtener el Jacobiano del robot cartesiano se evalia la siguiente expresién

Of r(d)
d) = 2.

J(d) o (2.69)

1 00
Jd)=1010 (2.70)

0 01

el determinante del jacobiano

det[J(d)] =1 (2.71)
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Ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange Una vez mds se deben aplicar los 4 pasos
empleados para obtener estos resultados.

Paso 1: Se escribe el modelo de cinemdtica directa de cada articulacién

T 0

mo | =10 (2.72)
- Zl - - dl -
C ] F 0]

Y2 | = | d2 (2.73)
L Zz - L 0 -
T Cdy T

ys | =1 0 (2.74)
L 23 - - 0 -

Paso 2: A partir del modelo de cinemética diferencial que se dedujo anteriormente, se obtienen

las expresiones de rapidez de cada articulacién, las cuales estdn dadas por v} v,

vi=| 0 | = vfv =]l = d% (2.75)

Vo = d2 — U;UQ = ||U2||2 = d% (276)

vs=| 0 | — vlvg = ||vs||> = d2 (2.77)
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Paso 3: Se obtiene el modelo de energia, el cual consta de la energfa cinética K(d, d) y la
energfa potencial U(d)

La energia cinética estd dada por la siguiente expresion:

K(d,d) = 2[m1 4+ ma + malof vy + 3[ma + mslvg va + Fmavl vs
1 o 1 o 1 o
= —[my + mg + ms|d] + §[m2 + mgs|d; + §m3d3 (2.78)

2

Por otro lado, la energfa potencial tiene la siguiente forma:

Z/{(d) = [ml + mo + m3]9d1 (279)

A partir de las expresiones de energia cinética y potencial obtenidos en los pasos anteriores, se
procede a escribir el Lagrangiano de este robot. El lagrangiano tiene la siguiente forma:

L(d,d) = K(d, d) — U(d) (2.80)

Escribendo en la expresiéon anterior las ecuaciones de energia se tiene:

. 1 . 1 . 1 .
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Paso 4: Es necesario obtener las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange a partir de la
expresion obtenida para el Lagrangiano £(d, d) para llegar a la siguiente estructura:

L 4 |0L(d.d)| | 0L(d d) (2.82)
dt| od dd
; my + meo + ms 0 0 dy
[M] = 0 ma +mz 0 ds (2.83)
od 0 0 ms || dy
N | my+ mo +mg3 0 0 Jl
% M = 0 my+mz 0 ds (2.84)
od | 0 0 ms || d
i d ; mi + meo + ms
N EECT . 0 g (2.85)
| dd 0

Modelo dindamico del robot cartesiano de 3 gdl Ahora que se conocen las ecuaciones de
movimiento de Euler-Lagrange, se puede escribir el modelo dindmico del robot cartesiano de 3 gdl,
incluyendo el fenémeno de friccién como se muestra en la ecuacién (2.86).

T1 [ mi+me+my 0 0 dy my -+ mg + mg by 0 07 [d
T2 = 0 Mo + M3 0 d.g + 0 g+ 0 bg 0 dg
T3 L 0 0 ms CZg 0 0 0 bg d3
[ fa 0 0 signo(d) Ja 0 0 [1 — |signo(dy)|]
+1 0 fo O signo(da) | + | 0 feo O [1 — |signo(ds)|] (2.86)
| 0 0 fes signo(ds) 0 0 Jfes [1 — |signo(ds)]]

El modelo dindmico puede ser expresado como una ecuacién diferencial ordinaria (ode) de la
siguiente forma:

d
4741 a3+ g i signofd) 1 [signo(dy)]
dt|d] | M1t|r—g 0 +B | dy | —F.| signo(dy) | — F. | [1—|signo(ds)]]
0 ds signo(ds) [1 — |signo(ds)|]
(2.87)
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2.7.3 Robot antropomérfico de 2 gdl

Este robot estd constituido por dos eslabones, el primer eslabén rigido metélico de longitud [y
estard acoplado a la base mediante un servomotor, mientras que el segundo eslabén, con las mismas
caracterfsticas pero de longitud [ estara acoplado por medio de un servomotor al eslabén 1, ambos
eslabones se encuentran sometidos al efecto de la gravedad y su movimiento se encuentra dentro
de un plano vertical x¢y — 1o para el eslabén 1 y 1 — y; para el eslabén 2, como se muestra en la

figura 2.6.

Los pardmetros del robot de 2gdl asf como su notacién se muestran en la tabla 2.5.

Figura 2.6: Robot antropomoérfico de 2 gdl.

Eslabon Significado Notacién
Masa del eslabén 1 mq
1 Longitud del eslabén 1 Iy
Inercia del eslabén 1 I
Hombro Centro de masa del eslabén 1 I
Posicién articular del eslabén 1 1
Masa del eslabén 2 Mo
2 Longitud del eslabén 2 lo
Inercia del eslabén 2 15
Codo Centro de masa del eslabén 2 leo
Posicién articular del eslabén 2 G2
Aceleracion debida a la gravedad g

Tabla 2.5: Pardmetros que integran al robot antropomoérfico de 2 gdl.
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Cinematica directa El primer paso es asignar los sistemas de referencia para el robot de dos
grados de libertad, el sistema de referencia ¥q(zg, Yo, 20) se colocara en el hombro del robot, aline-
ando el eje zy con el eje de giro del servomotor y cuyo origen se encuentra en el estator del motor,
el sistema de referencia ¥ (x1, 41, 21), estard colocado en la articulacién del codo del robot, de igual
forma que en el sistema de referencia Yo (zo, Yo, 20), €l eje 2o quedara alineado con el eje de giro del
segundo servomotor, por tltimo, el sistema de referencia Yo (o, y2, 22), se coloca al final del eslabén
dos, en el lugar de la herramienta de trabajo, con la misma orientacién que los dos sistemas de
referencia anteriores.

A continuacién, se muestra al robot antropomérfico de dos grados de libertad en la posicién de
casa con los sistemas de referencia asignados.

Yo

Figura 2.7: Asignacién de los sistema de referencia del robot antropomérfico de 2 gdl

Ahora se procede a obtener los pardametros de la tabla DH para continuar con el andlisis del
modelo de cinemdtica directa.

e Los pardmetros /; son las longitudes de los eslabones, por lo tanto, en la tabla deberd colocarse
[y v Iy, respectivamente.

e Como este robot se mueve en el plano vertical xq — 3y los dngulos o formados entre los ejes
20 — 21 Y 21 — %9 siempre serdn paralelos, es decir, a3 = as =0

e Al no tener desplazamiento lineal, las articulaciones son rotacionales, entonces, los pardmet-
ros d; seran remplazados con 3, y (5 los cuales corresponden al grosor de la barra més el
servomotor de cada eslabén.

e Los angulos de rotacién 6;, estédn definidos por ¢, y g2, respectivamente.
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Por lo tanto, la tabla DH queda de la siguiente manera:

Eslabén lz (67 dl 92
1 | 0|8 |¢
2 la | 0| By @

Tabla 2.6: Pardmetros DH del robot antropomérfico de 2gdl.

En la figura 2.8 se observa al robot de 2 gdl fuera de la posicién de casa, por lo cual se logra
apreciar de mejor forma el movimiento de dicho robot asi como los pardmetros DH.

Figura 2.8: Robot antropomérfico de 2 gdl en el IV cuadrante

Ahora que ya se tiene la tabla DH es posible obtener las matrices de transformacién homogénea
que describen la cinemética del robot, como se trata de dos eslabones, la matriz de transformacion
homogénea estard dada por el siguiente producto

H2 = HU

Dado el hecho anterior, es necesario obtener primero las matrices de transformacién homogénea
Hg y H? para obtener Hj.

Entonces, retomando la ecuacién (2.2) escrita con los pardmetros DH de cada uno de los es-
labones se tiene

Para H; :

Hy = Hp,y(q1)Hr,, (81)Hry, (1) Hry, (0) (2.88)
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1| sin(q1)  cos(q1) cos — cos(gy) sin 1 sin(q
Hy = 0 sin(0) cos(0) B (2.89)
0 0 0 1

Realizando las operciones indicadas, se obtiene la siguiente matriz de transformacién homogénea
1.
Hy -

cos(g1) —sin(q1) 0 Iicos(q)
Hi = sin(()ql) COSSQI) ?llSiﬁnl(QI) (2.90)
0 0 0 1
Para H?:
H} = Hpg,, (q2)Hr, (By)Hry, (I2) Hry, (0) (2.91)
cos(qz) —sin(gz) cos(0)  sin(gz) sin(0) I3 cos(gz)
H2 = sin((]qg) cos(sqiiz(([:)(;s(O) —coi(oq;)os)in(O) ZQSiEQ(qg) (2.92)
0 0 0 1

Realizando las operciones indicadas, se obtiene la siguiente matriz de transformacién homogénea
H? .
1 .

cos(q2) —sin(ga) 0 lzcos(ga)

5 | sin(gz) cos(qz) 0 Iysin(ge)
H? = 0 0 M 5, (2.93)
0 0 0 1

Por lo tanto, la matriz de transformacién homogénea HZ

H} = HyH; (2.94)

cos(q1) —sin(q1) 0 1y cos(q) cos(qz) —sin(gz) 0 Iycos(qq)
o | sin(qr) cos(qr) O Iysin(qr) sin(gz) cos(q2) 0 Ilysin(ge)
Ho=1 "% 0o 1 B 0 0o 1 B (2.95)
0 0 0 1 0 0 0 1
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Al realizar el producto de ambas matrices, se obtiene el resultado siguiente

cos(qi +q2) —sin(qi +¢q2) 0 Iycos(qr) + lacos(qr + q2)
72— sin(gp +q2)  cos(q1 +q2) 0 Ilysin(q1) + lasin(gr + ¢2)
2=

0 0 1 By + By (2:96)
0 0 0 1

Dado que el modelo cinemédtico no es inico, depende de la posicién de casa, esta representacion
de la cinemaética del robot manipulador corresponde a la posicién de casa en el primer cuadrante,
como que se desea analizar teniendo la posicién de casa en el cuarto cuadrante, es necesario realizar
una rotacién de —3 por lo cual se deben multiplicar las matrices de transformaciéon homogénea H}
y H} por una matriz de rotacién R.(—3%) es decir:

0 100 cos(q1) —sin(q1) 0 [ycos(q)
1 T -1 000 sin(q1) cos(q1) 0 Iysin(q)
Hoy- = B30 Ho = | o g 1 0 0 1 B
0 001 0 0 0 1
sing; cosq; 0 Iysing
1 | —cosqi sing; 0 —licosq
Hp,,— 0 0 1 3, (2.97)
0 0 0 1
0 100 cos(qz) —sin(q) 0 [lycos(ge)
9 7 -1 000 sin(ga) cos(q2) 0 Ilysin(ge)
- =Ra=5)Hi =1 o g 1 0 0 1 By
0 001 0 0 0 1
singg cosqy 0 lysings
9 | —cosqa sings 0 —lycosqo
i, =1 0o 1 (2.98)
0 0 0 1

Ahora que se tienen las matrices de transformacién homogénea con la rotacién necesaria, es
necesario realizar el producto de ellas para obtener el modelo cinemaético del robot manipulador
tomando la posicién de casa sobre el eje y—

sin(gr + ¢2)  cos(gr+¢q2) 0 lising + lysin(gr + ¢2)

> o o | —cos(q1 +¢2) sin(g1+¢q2) 0 —licos(qr) — lacos(qr + ¢2)
Hlyo* - HOyofﬂlylf - 0 0 1 /81 + BQ (2.99)
0 0 0 1
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De este modo se tiene el modelo cinemaético del robot tomando la posicién de casa en el cuarto
cuadrante. Asi mismo, la cinemética directa del robot manipulador de 2gdl para cada uno de los
eslabones, estas se muestran en las ecuaciones (2.100) y (2.101):

1 l1sin(qq)
U1 = —ll COS(ql) (2100)
21 51
T Iy sin(q1) + losin (g1 + q2)
y2 | = | —licos(q1) —lacos (g1 + q2) (2.101)
22 B1+ By

Ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange Los pardmetros del robot antropomérfico de

dos grados de libertad asi como su notacién para cada uno de los eslabones se muestran en la tabla
2.5.

Eslabon Significado Notacién
Masa del eslabén 1 mq
1 Longitud del eslabén 1 [y
Inercia del eslabén 1 I
Hombro Centro de masa del eslabén 1 I
Posicién articular del eslabén 1 0
Masa del eslabén 2 Mo
2 Longitud del eslabén 2 lo
Inercia del eslabén 2 15
Codo Centro de masa del eslabén 2 leo
Posicién articular del eslabén 2 G2
Aceleracion debida a la gravedad g

Tabla 2.5: Pardmetros que integran al robot antropomérfico de 2 gdl.

Paso 2
Para obtener la cinemaética diferencial de este sistema, se procede a calcular la derivada temporal
del modelo de cinemética directa obtenido para cada eslabén.

1 lycos(quy | .
= | - = ) 2.102
vt { Y } [ l sm(q1) } h ( 0 )

vy — [ i ] B [ licos(qr) + lacos(qr + q2)  l2cos(qr + ¢o) ] { Q1 ] (2.103)

vo | | lisin(q) + lasin(qr + q2)  lesin(qr + ¢2) o
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Cuadrado de la rapidez del eslabén 1

[|v1[* = v vy (2.104)
|v1||* = [ leycos(q1)qr lersin(qr)gy } Ler C98<Q1)q1 (2.105)
le1 sin(q1) G
||v1]]? = 131 cos?(q1)d1 + lil sin?(q1)g1 = 13 [COSQ(ql) + sinQ(ql)] G (2.106)

Por identidades trigonométricas cos?(q;) + sin®(q;) = 1 entonces:

lvu]* = 12,47 (2.107)

Cc

Cuadrado de la rapidez del eslabén 2

||va||* = v2 v, (2.108)

|[va]]* = [[l1 cos(q1)+le2 cos(qi-+ga)]d1-+He2 cos(q1+g2) o) > +[[11 sin(gr)+e2 sin(g1+¢2)] G142 sin(g1+¢2) 4a]”

(2.109)

Desarrollando los cuadrados y posteriormente reduciendo las expresiones mediante identidades
trigonométricas se obtiene lo siguiente:

[val|* = [IF + 12, + 2l1le2 cos(qa)]d; + 155 + 2[lilea cos(g2) + 15]G14o (2.110)
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Paso 3: Ahora que ya se tiene la cinematica diferencial y con esta, el cuadrado de la rapidez
de cada eslaboén es posible obtener las funciones de energfa cinética y potencial de este robot
Retomando la ecuacién (2.12) la cual define la energia cinética (g, q):

) 1 1
Ki(q;, @) = §miv¢T’Uz‘ + 517;

Xn:qk] (2.111)

La energia cinética K(q, ¢) del robot manipulador de dos grados de libertad, estd dada por la
siguiente expresion:

L1 1., 1 1. .
K(q,q) = 5m1v?v1 + §Iqu + §m2v§v2 + 5Dl + Go)? (2.112)

Sustiruyendo v v y vl v, con los valores obtenidos en el paso dos y desarrollando la expresion,
se tiene:

L1 .
K(q,q) = 5 [mal?) + Ty + Ty + malf + molZy + 2mslyles cos(ga)] 47

1 . ..
—1—5[12 + mal%)da + [maliles cos(qa) + mal?, + To)dide (2.113)

Por otro lado, la energia potencial U(q) para ambos eslabones estd dada por:
U(q) = magla[l — cos(q1)] + mag[[li + lea] — [l cos(qr) + le2 cos(q1 + g2)]] (2.114)

De este modo, el Lagrangiano £(q, ¢) del robot antropomérfico de dos grados de libertad es:

L(q,q) =K(q,q) —U(q) (2.115)

. 1 i 1 )
L(q,q) = Q[mllgl + I + I 4+ moli + malZ, + 2malyles cos(g2)] 47 + 5[ 5 + mal’)ds

+malileg cos(qz) +mal?, + Toldige — migle[1 — cos(qr)] — mag[[ly + lea] + [I1 cos(qr) + ez cos(q1 + ¢2)]]
(2.116)
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Paso 4:Para obtener las ecuaciones de movimineto de Euler-Lagrange se realizan derivadas
parciales del Lagrangiano respecto a (g, q)

d [0L(q,q)] 0L(q,q)

= — — F{(q 2.11
T1 dt | e | s + 1(‘1) ( 7)
_d [0L(q,q)] OL(q,q) .
Ty = @t | op | 902 + F5(q) (2.118)

Al evaluar las expresiones que conforman la ecuacién anterior para el caso del robot de dos
grados de libertad, se tienen las ecucaciones de movimiento de Euler-Lagrange:

0L(q, q ) )
% = [mllzl + Iy + Ty + mol? + m2132 + 2milyleo cos(q2)]d1 + [maliles cos(qa) + mzlf2 + L5 Go
(2.119)
d [0L(q, q
pr [%} = [myl% + Ty + Ty +mald +mal?, +2malyley cos(qa)] Gy + [maliles cos(qa) +mal?, + T da
1
—2m2l1l02 SiH<QQ)q'1q'2 — mglllcg SID(QQ)QS (2120)
0L(q, ¢ ) ) .
~PELD  pygisin(ar) + maglssnfa) + Lasins + ) (2.121)
1
0L(q, q ) .
# = [m2l1lcg COS(QQ) + mgng + Iz](h + [Ig + mzng]QQ (2122)
2
d [0L(q, q . . ) .
T [%} = [maliles cos(qa) + malZy + Do)y + (Lo + malZ)do — malileasin(ge)dedy  (2.123)
2
0L(q, q ) ) ) .. .
—# = Malilea sin(qa)g; + maliles sin(ga)gige + magles sin(qr + ¢o) (2.124)
2
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Modelo dinamico del robot antropomérfico de 2 gdl Aplicando las ecuaciones de movimiento
de Euler-Lagrange que se obtuvieron en el paso cuatro se escriben los pares aplicados al robot de
2gdl incluyendo el fenémeno de friccion.

Para el eslabén 1 (71):

71 = [mal? + Ty + o + mald + mal?, + 2maliles cos(q)|d1 + [malile cos(qa) + mal2, + Lo o

—2mslyle2 sin(q2)g1Ga — malile sin(ga)ds + migle sin(qr) + maglly sin(qr) + lea sin(q1 + ¢2)]

+b1G1 + fasigno(qr) + [1 — |signo(dr)|]sat(T1; f1) (2.125)

Para el eslabén 2 (73):

To = [Malile c08(q2) + mal% + L) + [Zo + mal?)Gamaliles sin(qe) g3 + magles sin(qr + g2)

+bodo + feasigno(ge) + [1 — |signo(g2)|]sat(Te; f2) (2.126)

El modelo dindmico de un robot de n gdl es:

T=M(q)g+C(q,q)q+ g(q) + B4+ F.signo(q) + [1 — |signo(q)|]sat(T; f.) (2.127)
Por lo que el modelo dindmico del robot de 2 gdl se puede escribir de forma matricial como sigue:

Cr ][ malZ 4 meld + mal?, 4 2maliles cos(q2) + i+ Tn malZ + maliles cos(g2) + Io ¢ "
T2 | MalZy + malile cos(gz) + I molly + I G2

[ 2malilosin(ga)ge  —malile sin(qa)do G g leymy sin(qy) + maly sin(qr) + maleo sin(gr + ¢2) 1
| malile sin(g2) G 0 2 leoma sin(q1 + g2)

{ big1 + fasigno(dgr) + [1 — [signo(¢y)|]sat(T1; Ji) }
bg(jg + fCQSigIIO(QQ) -+ [1 — |sign0(q'2)|]sat(7'2; fg)
(2.128)

El modelo dindmico puede ser expresado como una ecuacién diferencial ordinaria (ode) de la
siguiente forma:

d gl _ q
i8] =L canasi- e R0 oy ] 21
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Capitulo 3: Esquema de control integral

3.1 Introduccion

A lo largo de este capitulo se abordardn temds maés especificos relacionados con la propuesta y
andlisis del algoritmo de control PID no lineal, en términos generales, se desarrollard una estructura
de control PID que esté compuesta por funciones trigonométricas hiperbélicas como lo son sinh(9)
o cosh(f). Para dar sustento cientifico tedrico a este algoritmo de control, es necesario evaluar la
estabilidad del punto de equilibrio de la ecuacién en lazo cerrado mediante la teoria de estabilidad
de Lyapunov, para lo cual es conveniente conocer lo que establece dicha teorfa, asf mismo, al
tratarse de una propuesta de un control PID, resulta importante conocer las caracteristicas de
dicha estructura, asi como la herramienta empleada para evaluar el desempeno de los algoritmos de
control PD, PID lineal y PID hiperbdlico, una vez que los puntos anteriores han sido cubiertos serd
posible llevar a cabo el andlisis correspondiente de estabilidad en el sentido de Lyapunov, mediante
la propuesta de una funcién estricta de Lyapunov para obtener los resultados de este anilisis.

3.2 Teoria de estabilidad de Lyapunov

En esta seccion se revisard la teorfa de estabilidada de Lyapunov, esta herramienta serd usada
para analizar las propiedades de estabilidad del punto de equilibrio de la ecuacién de lazo cerrado
(sistema dindmico) formado por el modelo dindmico del robot manipulador y la estructura del
algoritmo de control.

3.2.1 Definiciones basicas

Considere un sistema dindmico el cual satisface:

z=Ff(x,t) x(ty) =20 xecR" (3.1)

se asumird que f(x,t) cumple con la condicién 3.1, continua con respecto a x, uniforme en ¢ y
continua en .

Un punto * € R" es un punto de equilibrio de (3.1) si f(x*,t) = 0, se dice que un punto de
equilibrio es localmente estable si todas las soluciones que inician cerca de £* permanecen cerca de

este punto para todo tiempo, £* es localmente asintéticamente estable si * es localmente estable
y ademds todas las soluciones que inician cerca de x* tienden hacia * como t — oo.

Definicién 3.1 Punto de equilibrio
Un vector constante * € R" es un estado de equilibrio o punto de equilibrio del sistema
dindmico ¢ = f () si se cumple:

& = f(z) = 0, V>0 (3.2)

42



si la condicién inicial £(0) € R™ cumple con ser un punto de equilibrio del sistema entonces este
satisface:

o x(t)=a* V>0,
e &(t)=0  Vi/>0.

Normalmente se elige el origen del espacio de estados R" : (z = 0 € R™) como un punto de
equilibrio del sistema descrito por la ecuacién (3.1). De no ser asi, es posible realizar un cambio
de coordenadas adecuado para demostrar que cualquier punto de equilibrio puede colocarse en el
origen del espacio de estados R".

Es posible que la ecuacién diferencial que describe al sistema tenga m&s de un punto de equilibrio,
dependiento del sistema puede tratarse incluso de un numero infinito de ellos y més atin, puede
no existir ningtin punto de equilibrio. A continuacién se explican los diferentes tipos de sistemas
dindmicos y asi mismo los tres casos mencionados anteriormente.

Sistemas dinamicos lineales
Para este tipo de sistemas, se pueden dar dos tipos de posibilidades para la existencia del punto
de equilibrio.

T = Ax
e J un tnico punto de equilibrio si a # 0 y A~! 3, respectivamente.

e 3 un nimero infinito de puntos de equilibrio si @ = 0 y A~! %, respectivamente. Todos los
puntos de equilibrio forman un continuo, es decir, estdn pegados unos con respecto a otros
puntos de equilibrio.

Sistemas dinamicos no lineales
En este tipo de sistemas, existen mas posibilidades para la existencia del punto de equilibrio.

e Unico punto de equilibrio: & = 3, z = 0.

e Nimero infinito de puntos de equilibrio: & = sin(z), * = #nm, pero a diferencia de un
sistema lineal, los puntos de equilibrio estdan separados por vecindades de radio 7

e Numero finito de puntos de equilibrio: & = z(z — 1), 2 =0, x = 1.

e No tiene puntos de equilibrio: # = €”, en este caso, no procede el anédlisis de estabilidad en el
sentido de Lyapunov.
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Definicién 3.2  FEstabilidad en el sentido de Lyapunov (punto de equilibrio estable)
El punto de equilibrio * = 0 de (3.1) es estable en el sentido de Lyapunov en t = ty si para
cualquier € > 0 existe un 6(tg, €) > 0 tal que:

l2(to) =0l <& — [|&(t)—0|| <e, V> to. (3.3)

La estabilidad de Lyapunov no requiere que las trayectorias empezando cerca del origen tiendan
al origen asintéticamente.

Definicién 3.3 FEstabilidad asintdtica y estabilidad asintdtica global

Un punto de equilibrio * = 0 de (3.1) es asintéticamente estable en ¢t = ¢, si
1.- * = 0 es estable

2.- * = 0 es localmente atractivo; existe un §(¢p) tal que

[z(to) =0l <8 — lim a(t) =0 (3.4)

Se dice que un punto de equilibrio * es globalmente estable si este es estable para todas las
condiciones iniciales &y € R", es decir:

2t <6 — lma(t) =0 Va(t) €R" (3.5)

Definicién 3.4 Inestabilidad

Se dice que un punto de equilibrio es inestable si éste no es estable. Sin embargo, para asegurar
lo anterior se debe estar seguro de que es posible negar la definicién de estabilidad para asegurar
inestabilidad es decir que existe al menor un ¢ > 0 para el que no es posible encontrar un § > 0
que cumpla lo siguiente:

llz(t)) = 0| <d — ||z(t) —0]| <e, Vt>t. (3.6)
Definicién 3.5 FEstabilidad exponencial, rango de convergencia
El punto de equilibrio * = 0 es un punto de equilibrio exponencialmente estable de (3.1) si

existen constantes m,a > 0y € > 0 tales que:

lz@)l] < me [z (t)]] (3.7)

para todo ||z(to)|| < €yt > t. La constante « es llamada rango de convergencia.
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3.2.2 El método directo de Lyapunov

También llamado segundo método de Lyapunov, permite determinar la estabilidad del sistema sin
resolver la ecuacion diferencial (3.1). Este método es una generalizaciéon de la idea de que si hay
una medicién de energfa en el sistema entonces se puede estudiar el rango de cambio de energfa del
sistema para asegurar estabilidad. Es necesario definir qué significa una medicién de energia, se
tiene una B, que es una circunferencia de tamano e alrededor del origen, B, = {x € R" : ||z|| < €}.

Definicién 3.6 Funciones definidas positivas en forma local
Una funcién continua V' : R" x R, — R es una funcién definida en forma local si para algiin
€ > 0 continua y estrictamente creciente funcién o : Ry — R,

V(0,t) =0 y V(x,t)>a(lz|) VeeB, Vt>0 (3.8)

Definicién 3.7 Funciones definidas positivas
Una funcién continua V' : R" x R, — R es una funcién definida positiva si satisface las condi-
ciones de la definicién anterior y adicionalmente a(p) — oo como p — 0.

Definicién 3.8 Funciones decrecientes
Una funcién continua V' : R” xR, — R es decreciente para algin € > 0 continua y estrictamente
funcién decreciente §: R, — R,

Viz,t) > B(||z]]) VYzeB, Yt>0 (3.9)

Definicién 3.9 Funcion candidata de Lyapunov

Una funcién candidata de Lyapunov V' : R" xR, — R para el punto de equilibrio * € R", debe
ser una funcién definida positiva y con derivadas parciales continuas. Expresado matemé&ticamente
esto es:

o V(x,t); Funcién definida positiva.
° 8V6(§’t) ; Funcién continua y diferenciable con respecto a z.
° av{(;,t) ; Funcién continua y diferenciable con respecto a t.

Definicién 3.10 Derivada de una funcion candidata de Lyapunov
~ Sea una funcién candidata de Lyapunov V(z,t), la derivada de dicha funcién denotada por
V(x,t) estd dada por:

oV (z,t) N oV (z, t)"

Vie,t) = —5; P

f(z.1) (3.10)
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Definicién 3.11  Funcion de Lyapunov
Una funcién candidata de Lyapunov V (x,t) resulta en una funcién de Lyapunov si su derivada
satisface lo siguiente:

Ve, t) <0 V>0 (3.11)

Una vez desarrollado el método directo de Lyapunov se pueden obtener dos resultados:

e si se tiene una funcién V(z,t) definida positiva en forma local y V(z,t) < 0, entonces se
concluye estabilidad del punto de equilibrio.

e si se tiene una funcién V(z,t) definida positiva en forma local y V(z,t) < 0, entonces se
concluye estabilidad asintética del punto de equilibrio.

Por tltimo, si la propuesta de una funcién definida positiva V (z,t) > 0 resulta en V(z,t) > 0,
no se puede concluir nada sobre la estabilidad del punto de equilibrio. En dicho caso, significa que
la funcién candidata de Lyapunov estd mal propuesta y se debe mejorar la estructura matemaética.

3.3 Norma L

La notacién asociada a la norma L es L? (léase ele — pe — ene).
De manera general, el espacio £P para 1 < p < oo es definido como el conjunto de funciones
continuas f : [0, 00| — R" tal que,

= ([ Hf(t)!lpdt); < oo (3.12)

donde, L2[f] representa la norma £ de la funcién f, el subindice p en LF se refiere al tipo de
norma p usado para definir el espacio, mientras que el mimero n indica la dimensién de f. Al tipo
de espacio definido por L2 V p € [1, 00|, se le denomina espacio lineal normado.

e La utilidad de la norma L se ubica en aplicaciones de estabilidad de sistemas dindmicos

i =f(z)
e También, para obtener cotas en variables de estado.

e Esuna herramienta fundamental para evaluar el desempeno de algoritmos de control de robots
manipuladores.
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3.3.1 Propiedades de la norma L(f)

La norma L?[f] satistace las siguientes propiedades:

e La norma L2[f] de la funcién f es cero <= la funcién f = 0 € R".
e La norma L2[f] de la funcién f es positiva, si la funcién f es diferente de cero.

e La norma LP[f] satisface la desigualdad del tridngulo:

Lolf1+ o SHLLf+ L[] Vf faeR” (3.13)

El espacio L7 consiste del conjunto de todas las funciones f : R, — R" tales que sus normas
euclidianas sean acotadas, es decir,

L] = supi=ol[f (D)|] < o0

donde sup indica el supremo o la cota superior mas pequena.
Por notacién, L, sirve para representar el espacio L (n =1).
El espacio L} es el conjunto de todas las funciones continuas f : R, — R" tal que:

@U%=¢Amﬁﬁﬁﬁwh=¢AmW@mwﬁ<w- (3.14)

entonces la integral del cuadrado de la norma euclidiana es medible y estd acotada superior-
mente.

La norma Ly[f] es ampliamente empleada para evaluar el desempeno de algoritmos de control
de robots manipuladores. La interpretaciéon de la norma Ls[f] y el desempeno del esquema de
control a evaluar es inversamente proporcional al desempeno.

Por notacién, L, denota el espacio £3 (n = 1).

Considérese una funcién f : R, — R". Supdngase que la funcion f satisface las siguientes
hipétesis:

o f.f €Ly,

o« f el

entonces lim; ., f(t) — 0 € R".
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3.4 Esquema de control PID

Con el objetivo de mejorar el desempeno del controlador proporcional derivativo PD en forma global
se anade un componente integral a dicho control, con la finalidad de llevar a cero el error de posicién
en estado estacionario. Bajo lo mencionado anteriormente, surge el controlador Proporcional-
Integral-Derivativo (PID) en el control de robots manipuladores.

Dicho esquema de control PID se expresa de la siguiente manera:

t
T:Kpa—m+m/ d(0) do + g(q) (3.15)
0

donde, K,, K,, K; € R"™™" son las ganancias proporcional, derivativa e integral respectivamente
y cumplen con ser matrices simétricas, definidas positivas.

Durante este capitulo se estudiara el sistema de control formado por el control PID y un robot
manipulador cuyo modelo dindmico se mostré en el capitulo anterior, retomando las ecuacioones
mostradas en dicho capitulo, el modelo dindmico de un robot manipulador de n gdl esta dado por
la ecuacion (2.16).

M(q)g+C(q,9)¢+Bq+g(qg) =T (2.16)

A partir de una posicién deseada g, constante, se realizard una sintonfa en el controlador PID
la cual debe cumplir con lim; .., g(t) = 0 siempre y cuando las condiciones iniciales del error de
posicién (q(0)) y la velocidad (g(0)) sean suficientemente pequefios, es decir, deberd demostrarse
estabilidad asintética en forma local del origen.

Debido a la accién integral del controlador PID, aparece una nueva variable de estado, que serd
denotada por ¢, y la derivada temporal de esta variable de estado es ( = q.
Dado lo anterior, la ley de control PID se puede expresar mediante las dos ecuaciones siguientes:

T=K,q+ K,q+ K,{ + g(q)

(=g (3.17)

Aligualar la ley de control de la ecuacién (3.15) con el modelo dindmico del robot (ecuacién(2.16))
se obtiene la ecuacién en lazo cerrado

M(q)Gg+C(q,q) ¢+ Bg+g(q) = K, + K,q+ K¢

(=g

Expresando lo anterior en forma vectorial se obtiene:

q
—g (3.18)

di i - 3 . .
M(q)'K,§— K,i+ K, {— C(q,4)q¢— Bg

|
ISTISTRT
Il
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Los puntos de equlibrio de la ecuacién en lazo cerrado tienen la forma [¢© ¢ §']"

[T 0" 077, donde:

¢ =K '[C(4a, 44)4a — 9(qa)]

donde § € R™ es un vector de forma que ¢* = K; '
de lazo cerrado es un punto de equilibrio.

En el supuesto caso de que la posicién articular deseada sea una funcién arbitraria del tiempo y
no tienda hacia un vector constante, la ecuacién en lazo cerrado no tiene ningiin punto de equilibrio,
por lo que el andlisis de estabilidad en el sentido de Lyapunov no puede proceder. A partir de lo
anterior, es posible decir que una condicién necesaria para la existencia y unicidad del punto de
equilibrio es que la posicién deseada ¢,(t) sea constante, de ahi que el punto de equilibrio seré:

K'L'_lg(qd)
0 € R* (3.19)
0

K,q, particularmente, el origen de la ecuacién

QK Oy
Il

3.4.1 Funcién candidata de Lyapunov

Para el estudio de estabilidad del origen del espacio de estados, se realiza la propuesta de la siguiente
funcién candidata de Lyapunov:

JJw] [ik o 0 w
V(&? (27 ’LU) = 5 q 0 aKv _aM(Q) q
q 0 —aM(qg) M(q) q

+54 K, — aKi]quU(qd— q) —U(qy) +q g(q,) (3.20)

donde, U(q) es la energia potencial del robot y « la constante utilizada en el cambio de variable
la cual ademds, debe elegirse de modo que cumpla con:

Amin{ M FAmin { K } Atar{ 5 }

> > (3.21)
)‘?\ﬁzz{M} )\min{Kp} - k!]

Es necesario comprobar que la funcién propuesta sea una funcién definida positiva al menos
localmente.

Tomando el siguiente término de la funcién candidata de Lyapunov

1_, 1

54 Ky — ~Ki]g+U(g,— ) —Ulgs) + 7 9(q,) (3.22)

la funcién anterior cumplird con ser definida positiva globalmente en g siempre y cuando:

1
/\min{Kp — EKZ} > k'g (323)
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asi mismo, se cumple lo siguiente:

1
)\min{Kp} — _)\Max{Kz} > kig (324)
o
Dado lo anterior, se puede afirmar que la funcién candidata de Lyapunov cumple:
[w] [ EE 0 0 w
Vaawz>g|a| |0 ok o) || (325)
q 0 —aM(q) M(q) q

y haciendo uso de las desigualdades que se muestran a continuacion:

1 1 - - ~
EwTKiw Z a)\min{Ki}||wH27 aqTqu Z a)\min{Kv}HQ‘P?

¢ M(@)q > Ain{M}HdI>, —aq" M(q)g >~ AM}|G || [14]], (3.26)

se obtiene la siguiente cota minima para la funcién candidata de Lyapunov:

- o Tl 7T B {0 0 0 ]
Vigqw=2 | [l 0 weld Ay ||l | @)
I4]| 0 —AMar{M} S Amin{M} 14|

con lo anterior se prueba que V(q, ¢, w) es definida positiva en forma global y radialmente
desacotada puesto que o debe cumplir la condicién de la ecuacién (3.21).

3.4.2 Derivada temporal de la funcién candidata de Lyapunov

Mediante operaciones algebrdicas, usando la propiedad de antisimetria y la igualdad M (q) =
C(q,q) + C(q, ¢)", la derivada temporal de la funcién candidata de Lyapunov se puede expre-
sar de la siguiente manera:

V(g ¢ w)=—4"[K, —aM(@)]qd - q" ok, - K|§ —aq" C(q,9)" ¢ — aq"[g(gs) — 9(q)] (3.28)

Ahora es necesario demostrar que existe una bola D de radio n > 0 alrededor del origen del
espacio de estado:

w
D=<¢q,qg,w €R": q (3.29)
q
en donde V (g, ¢, w) < 0.
Dado lo anterior, la condicién impuesta sobre « resulta:
)\min M )\min Kv )\min Ky} —k
O i (K i () Kl o 530

AMax{Ki}
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Teniendo en cuenta que ke, > 0y que Ao {M} > Anin{ M} la expresién anterior resulta:

1 /\min{Kv}P\min{Kp} - kg] :|
— — Ataa{M}| >0 3.31
o e v e} .
Ahora conviene hacer el centro del radio n de la bola D :
1 /\min{Kv}[)\min{Kp} - kg] :|
- — AMaadA M 3.32
1 kCl |: )\Maaz{Kz} M { } ( )

El radio 7 serd mayor a medida que Apin{K,} y Amin{ K, } sean mayores, y se verd afectada de
forma contraria si Apse.{K;} es menor.

Es momento de demostrar que V(q, ¢, w) < 0 dentro del espacio D, para esta regién se tiene
que

gl <n (3.33)

A partir de la ecuacién (3.31) se tiene que:

1 )\min{K’U}[)‘min{KP} — kg]

71| < — Aazt M 3.34
lal < - ey ar{ M} (334
lo que después de ciertas manipulaciones se llega a:
)\min Kv A ax Kz

/\Max{M} + kC1HqH )‘min{Kp} - kg

lo cual resulta vdlido dentro de D, por lo que dadas las condiciones de «, siempre podra selec-
cionarse de forma que se cumpla lo siguiente:

Amin{Kv} AMax{Kz}
—>a> (3.36)
Ataa{ M} + ke, || 4] Amin{Kp} — kg

con lo que se concluye que V(§, ¢, w) < 0 en la regién D.

3.4.3 Estabilidad asintética

El teorema de LaSalle asegura estabilidad asinténica global pero ya que V(Q, g, w) es semidefinida
negativa localmente, el teorema no puede utilizarse directamente. Pero, si dentro del enunciado
del teorema se cambia la afirmacién y en vez de ser "para todo & € R™" se escribe "para & € R"
suficientemente pequeno", se puede asegurar estabiulidad asintética local. Dicho lo anterior, el
conjunto € es:

Q=<{z=| @ | eR":V(§ ¢ w) =0 (3.37)

.
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Si es resulta que § = 0y ¢(t) = 0 para todo ¢t > 0, la solucién x(t) pertenecerd a €2, por
consecuencia también se debe cumplir que ¢(t) = 0 para todo ¢ > 0. Si lo anterior se cumple para
la ecuacién en lazo cerrado del sistema, entonces se concluye que si x(t) €  para todo t > 0,
entonces:

w(t) =0 (3.38)

0= T M(g) " K1) (3.39)

Por lo tanto, [w(0)T g(0)" ¢(0)7] = 0 € R3" es la tnica condicién inicial en  para la cual
x(t) € Q para todo t > 0, y asi finalmente se concluye que el origen de la ecuacién en lazo cerrado
es un punto de equilibrio asintéticamente estable en forma local.

3.4.4 Procedimiento de sintonia

Gracias al anilisis de estabilidad realizado, es posible obtener un procedimiento para la sintonfa
del controlador PID, dicho procedimiento resulta en términos de los valores propios delas matrices
de ganancia:

AMaz{Ki} 2 )\min{Ki} <0 (340)
Mtael Ky} = A K} < K, (3.41)

/\Maac{Ki} . A?\/laz{M}
)‘min{Kp} - kg )‘min{M}
)\min{Kv} )\Maa:{Kz}
- > >
Avtac{ M} + ke, || 4] Amin{ K} — kg

AMax{Kv} Z )\min{Kv} < (342)

3.4.5 Andlisis del punto de equilibrio

Para iniciar con el andlisis del esquema de control PID lineal, se debe tener la ecuacién en lazo
cerrado, dicha ecuacién se obtiene de igualar el modelo dindmico del robot manipulador de n gdl
(ecuacién 2.16) y el esquema de control (ecuacion 3.43)

T=M(q)§+C(q, 494+ Bq+g(q) (2.16)

t
= K,§+ K / d(o)do — Ko + g(q) (3.43)
0

Al igualar las ecuaciones 2.16 y 3.43 se obtiene la siguiente expresion:

K+ K [ ' §(o)do — Kog+ 9(9) = M(a)d+Clg, )+ Bd+ g(a) (3.44)
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donde.

e K,, K,, K; son matrices diagonales, definidas positivas las cuales corresponden a las ganancias
proporcional, derivativa e integral, respectivamente.

° fgq(a)da:p—m:q

El término de par gravitacional se eliminard matemdticamente de la ecuacién 3.44, de este
modo, al reescribir considerando lo anterior y escribiendo la integral con p, se obtiene la siguiente
expresion:

t
Kﬁ+Ka/d@MU—KM—Jﬂ®d+CWAM+Bé (3.45)
0

Es posible expresar la ecuacién en lazo cerrado en su forma matricial, esto después de realizar
las debidad operaciones a la ecuacién anterior, posteriormente, la ecuacién en lazo cerrado en forma
matricial se escribe de la siguiente manera:

d ? - -4 ) ) N
Tlal= M(q) ' [K,g+ Kip— K,g— Bg—C(q,§)q| (3.46)
Kip

Ahora que se obtuvo la ecuacién en lazo cerrado es posible continuar con el andlisis de la
existencia y unicidad del punto de equilibrio como sigue:
i)—q=1qg=0<¢=0

0 € R", I € R™" es la matriz identidad.

it)M(q)~! [K,G+ Kip — K,qg— Bq—C(q, )4

o K, K,, K; son matrices diagonales, definidas positivas las cuales corresponden a las ganancias
proporcional, derivativa e integral, respectivamente.

e B € R™" es una matriz diagonal definida positiva con los coeficientes de friccién viscosa.

Puesto que ¢ =0 = K, < ¢=10
Bg=0< G=0

C(q,0) =0 e R™™"
C(q.0)dl;0=0 € R"

=p=[4o)do=0cG=0=p=0
iii) Kip=0 < §=0
.. El punto de equilibrio [g, g, p]” = [0,0,0]” € R* existe y en tinico.
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3.4.6 Propuesta de la funcién estricta de Lyapunov

La funcién estricta de Lyapunov, resulta de una suma de términos cuadraticos de por combinaciones
entre las variables de estado g, ¢ y p, la cual se puede ordenar de la siguiente manera:

. 1, . ep"™M(@)g L. .. 1, 1., . d M(@)q 1.5, -
v — S M(q)g— 2P T G o Kp T M (q)d - St K
(4, d.p) 54 (9)q T 1Ipl] +54 Kpd+5p Kip+54 (@) I +54 Kpq

1 2~TM ~ 2 TM g 1
16q M(q9)q «p (q)q+_pTKip (3.47)

2 (L+lglh* (1 +1lgl)? 2

Para probar que la funcién de Lyapunov sea definida positiva se obtienen las condiciones sobre
€o; Esta constante que aparece en la funcién debe tomar valores dentro de cierto intervalo (0, ),

0<e <7y (3.48)
donde, v € R, y ademas:
%ax 60
Y= o > — >0 (3.49)
M Ll
)\m?ux
KL D 5y (3.50)
g LT ell
R < (3.51)

- - >
Mg Ll

Para continuar con la demostracién de estabilidad serd necesario manipular la derivada de la
funcién candidata de Lyapunov (3.47) lo cual se hard retomando las siguientes propiedades del
modelo dindmico, las cuales se presentraron en el capitulo 2.

Propiedad 2.7 La matriz C(q, q), se relaciona con la matriz de inercia M (q) mediante la
propiedad de antisimetria:

1 .
§~’BT M(q) —2C(q,q)| =0 Vq,¢,z e R" (2.26)

donde, M(q) — 2C(q, q) resulta una matriz antisimétrica.
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Propiedad 2.8 La derivada de la matriz de inercia %M (q) se relaciona con la matriz de fuerzas
centripetas y de Coriolis de la siguiente forma:

M(q)=C(g,4)+C(q,¢)"

Ahora la derivada con respecto al tiempo de la funcién candidata de Lyapunov (3.47).

e~ ) w L1o.po- oeptM(Q)G epTM(q)q epTM(q)q pTppTM(q)g
V(q, g, p) _ qTM(q)q+—qTM(q) _ opP ( ) - opP ( ) . 0P ( ) oP” PP ( )2
2 1+ {lpl| 1+ lpll L+1lell - llell(t+lell)

.y W Lo @ @ M(9)§ | «0dM(9)d"  «d M(q)g
+p"Kip+ ¢ M(q)§+ 54" M(q)g— = 9)¢ | «eMlg od Mla)

2 1+]|4l] 1+ 4]l 1+ ]|
8347 M(9)q K- «d M(q)q  €qd" M(9)d €d 43" M(q)g
111+ [|g]])? PO+ lal? 20+ 1alh? llall(+ [lalh?

& M(@)qd  gp"M(9)q  <p"M(9)d  «d' 4o M(q)q
2 2

(L+llalh? = @+lan*  @+han?  [ala+al?

+p'Kip (3.52)

Con la finalidad de reducir términos de la ecuacion (3.52), se sustituye el valor de la aceleracién
articular ¢ la cual se encuentra en la ecuacién en lazo cerrado formada por el modelo dindmico
del robot y el esquema de control, al mismo tiempo se hace uso de la propiedad de antisimetria
(propiedad 2.7) y la propiedad 2.8, esto tendra como resultado simplificar considerablemente la

ecuacién (3.52) hasta llegar a escribir V(§, @, p) como se muestra a continuacién en la ecuacién
(3.53):

V . o~ _ .TKi o .TKU._ .TB._ €0 TK~_ €o TKz’ €0 TKU.
(¢.4,p)=q¢ Kip— q¢ K,.qg— q Bq —1+||p||p »q —1+||p||p p+—1+||p||p q
L0 rpg € «p' M(q)q  &p"app" M(q)q

P Bqg— ———p"C"(q,4)q -
L+ |lpll L+]lpll e P 1ol (1 +[l4l])?

~T ~ ~T ~T 3 ~T .

K K; K, B

4 q-Tsz_ qTqu_ q-TB- . €oq fq . €0q ~p €0q ~'q €0q ~q
L+lgll  1+]all  1+]lgll 1+]lall
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@@ M@, Qi i M@d & §ad" M@ EdM(9)d
1+ 14l L+ gll  Tal a+nanr @+ an?

67 [C(g9+C"(q,dld & 747 M(@q pM(q)q
2 (1+lq[])? lall (1+ql])? (1+1lq[])?

Ep"M(q)q  L,p"[C(q,4) +C"(q,d)]d €3 ap"M(q)q
3

(1+apz (1+14ll)? TG g TP R (3.53)

A partir de la funcién simplificada gracias a las propiedades del modelo dindmico, se obtienen
cotas superiores e inferiores de los términos que integran la ecuacién (3.54):

max min

e o~ min min|| s €0 K; 2
V(4,q,p) < Aecllall? = MBI + = llallllell — = lell
. b 1+|| | 1+ el
€o ?ax €o max 0)\M ) 2 max
+ ol + — 2B pll[]d]] + 4l D 11pllllgl] + 2l 4l
L+ {|pll 1+ 1lpll 1+ |pl| 1+ lpll (1+1lall)?
) oz Oy AR MR
— Aol = A5G = e llall? + =gl el + —I14ll/4l|
e o 1+1|ql| 1+1|ql| 1+ 1|4]|
max max 2 max
€0\ g 2y 2 2
+ 2Bl + el + 2 gl + el
1+1|ql| 1+|| q|| 1+|| 1+1qll (1+|| ||)
2 max 2 2 max 2)\max
M(aq) oK 24 0" M(q) ~112
+—||(I||||Q||+—|| 12+ D gl gl + ——2 |||
(L+ql])? 2(1+|[ql])? (L+[lql])? (1+14l)?
Dy Gk o SN
ol + ~——=malldll” + sIpllllgl| + g (3.54)
(1+1lq ||)2 (1+|| ||) (1+|| ql[)?
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Posteriormente se agrupa cada término dependiendo de la combinacién de variables a la que
pertenecen quedando expresada de la siguiente forma:

«

A\
I ™~

2\ max
V(4,q.p) < — [%?f‘ +2A5" -2 ] 11"+

oK. Mg Mg ke
L+lpll  L+1lall  a+qp* (+Illalh?

e
max €o max EOAIEaX EO)\EB&(I E%)\IJI\ZBE);) G(Q)AM(Q) G%KC .
+||P|| +llell — 1+llpll - X +1lol)* @ +lpel))*  (1+]lall)
B v w
/_/% 7 - 2 ~N 7\ -~
60)\?111 9 E())\I'Hll’l )\mln 2 2 OA%aX e )\max
— | lell” = gl + | 7o + 20 + g | ellilall+
1+ |pll 1+ /4] 1+|!QI| +lloll T T 1+ 1l
{2
L+[lpll @ +]plh? " 1+Hq\| L+llgl ~ (A+Ilgl))*  (1+1g)?* (A +H H)
(3.55)
Asi mismo, es posible expresar la ecuacién 3.65 de la siguiente forma:
. 9T .
, q a 3 su |4
V(g,a.p) < —| 4 A K (3.56)
P h qw P p
N————
)

Al asegurar que €p se mantiene dentro de los intevalos establecidos, se demuestra la estabilidad
asintética global ya que la matriz © serd definida positiva.
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3.5 Esquema de control PID hiperbdélico

Para iniciar el andlisis del esquema de control PID hiperbdlico es necesario tener la ecuacion en lazo
cerrado la cual se obtiene al igualar el modelo dindmico del robot manipulador de n gdl (ecuacién
2.16) y el esquema de control (ecuacién 3.57).

T=M(q)§+C(q,4)q¢+ Bq+g(q) (2.16)
B sinh(a.q) " sinh(ag(o)) sinh(aq)
L R v S A R

Al igualar las ecuaciones 2.16 y 3.58 se obtiene la siguiente expresion:

sinh(aq) /t sinh(aq(0)) sinh(aq)
T=Npr———— = i = do—K,———
1 + cosh(aq) o 14 cosh(ag(o)) 1 + cosh(agq)

(3.58)
donde,

e K,, K,, K; son matrices diagonales, definidas positivas las cuales corresponden a las ganancias
proporcional, derivativa e integral, respectivamente.
° f sinh( aq(a dO’ o -
0 1+cosh(ag(o p p - q

El término de par gravitacional se eliminara matematlcamente de la ecuacién 3.56, de este modo,

sinh(ag(c))
al reescribir considerando lo anterior y sustituyendo 0 Treosh(ag(0)) do por p se obtiene la siguiente
expresion:

sinh(aq)
o— K —"1Y _ M + + Bg .
+ Kip — K, 1+ cosh(aq) (9)d+ C(q,q)q q (3.59)

sinh(aq)
"1+ cosh(aq)

Es posible expresar la ecuacién en lazo cerrado en su forma matricial, esto después de realizar
las debidas operaciones a la ecuacién anterior, posteriormente, la ecuacién en lazo cerrado en forma
matricial se escribe de la siguiente manera:

d q M -1\ K sinh(aq) K _;1{ sinh(aq) Bé C N
A (q) PTFoosh(ag) T 1YiP — BoTicosmag — P4~ (g,9)4 (3.60)
Jo) K. sinh(aq)
? 14-cosh(aq)

o8

+9(q) = M(q)§+C(q, 9)G+Bd+g(q)



3.5.1 Analisis del punto de equilibrio
i)—¢q=—-1¢g=0 < ¢=0

0 € R", I € R™" es la matriz identidad.

.. — inh(agq inh(aqg 3 o\ o
i) M(q)™ [KpH—(h(‘qu) + Kip — K e — Bg — Clq, q)q]

e K,, K,, K; € R"" son matrices diagonales, definidas positivas las cuales corresponden a las
ganancias proporcional, derivativa e integral, respectivamente.

e B € R™" es una matriz diagonal definida positiva con los coeficientes de friccién viscosa.

sinh(aq)

Puesto que d =0 = K, 1+-cosh(aq)

=0« q¢=0
BG=0<¢=0

C(q,0) =0 e R™™"

C(q,0)q|l4—0 =0 € R"

sinh(aq) _
Ky Treoshiaq) T P =0

KK, sinh(ag)

=P = 1+cosh(aq) :0<:>q:0:>p:0

sinh(ag) ~
ZZZ) KZHTh(ZA’]’)_O@q_O

.. El punto de equilibrio [§, g, p]” = [0,0,0]” € R*" existe y es tnico.

3.5.2 Propuesta de la funcién estricta de Lyapunov

La funcién estricta de Lyapunov, resulta de una suma de términos cuadréaticos de por combinaciones
entre las variables de estado q, ¢ y p, la cual se puede ordenar de la siguiente manera:

1

V(4.d.p) = 34" M(9)q+ /in(cosh(ag) + 1~ In(2)' £,/In(cosh(ag) + 1~ n(2)

cwp'M(q)g  ¢p'M(gp 1.g

@i M(9)q @@ M@ i M@
2

M(q)q

1+ |pl| (1 +1lpll)? 1+ |q]| (1+1lql) 1+ |q]|
&p"M(gp 1 o ap'M(gp &qd M(q)q
BRI + =p Kip — 7 D) (361)
(T+1lgl))? 2 (1 +lpll) (1 +1lqll)

Para continuar con la demostracién de estabilidad serd necesario manipular la derivada de la
funcién candidata de Lyapunov (3.61) lo cual se hard retomando las siguientes propiedades del
modelo dindmico, las cuales se presentraron en el capitulo 2.
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Propiedad 2.7 La matriz C(q, q), se relaciona con la matriz de inercia M (q) mediante la
propiedad de antisimetria:

1 .
émT M<q) - 2C(Q7 q) z =0 v q, (L z € R" (226)

donde, M(q) — 2C(q, §) resulta una matriz antisimétrica.

Propiedad 2.8 La derivada de la matriz de inercia %M (q) se relaciona con la matriz de fuerzas
centripetas y de Coriolis de la siguiente forma:

M(q)=C(q.9)+Clq.q)" (2.27)
Ahora la derivada con respecto al tiempo de la funcién candidata de Lyapunov (3.61).

q"Kpsinh(aq)  ep’ M(q)qg
1 + cosh(aq) L+ ||p||

e ) R B )
V(¢.4.p) = q M(q) G+ §qTM(q)q—

Cap"M(qQ)q  cp"M(q)g  p"M(qp | p"M(q)p | cop”pp"M(q)q
L+ |pl 1+ |[pl| (L+1lpl)? @ +llelD*  [lpll(L+lpl])?

. o Lo @@ M(q)q  «d M(@)d  e«d M(q)d
+ gM(q) G+ =¢" M(q) ¢+ lA s .
2 1+|qll 1+ gl 1+q|

&P pp" M(q)p
el (1 + [[pl])?

~ o o N ~ N ~T 2° ~ ~ o T ~ N
C@d 4@ M(9)d  ©d" M(9)d 93 M(@)d G qqd M(9)q , «g M(g)p
2 3

lal(t+Nah? — +lah> ~ @+ah® gl +1aD

1+lq] 1+ lql gl +1lglh* (1 +1lgl)* (1 +]qll

K e p"M(q)p &p"M(q)p  €p"p p"M(gp
L+ 1lpl)*  @+llel)?  llellX+]lpl)?

d" M(9)qd «d M(q)d €3 ¢q M(q)q

(L+[lglh* (@ +llalh*  lall(X+]lql])?

@ M(qQ)p €d M(@p | 0@ 4@ M(qp ep'M(q)p ep'M(q)p
)2

c0d o' M(q)p
q]|(1 + [q]])?

(3.62)

Con la finalidad de reducir términos de la ecuacion (3.62), se sustituye el valor de la aceleracion
articular ¢ la cual se encuentra en la ecuacién en lazo cerrado formada por el modelo dindmico
del robot y el esquema de control, al mismo tiempo se hace uso de la propiedad de antisimetria
(propiedad 2.7) y la propiedad 2.8, esto tendra como resultado simplificar considerablemente la
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ecuacion (3.62) hasta llegar a escribir V(q, g, p) como se muestra a continuacién en la ecuacién

(3.63):

T . . T o T ~T o\ o
S . q K,sinh(aq) .r,. ep M(q)q cp C'(q,q)4q
V(4,4,p)=q"Kip— (@) _ grpg 0P M@)d  ep C(a.9)
1 + cosh(aq) L+ |pll L+ [pl]
_ cp'Kysinh(ag)  ep'Kip cop’ K, sinh(aq) c«p'Bq  «p'Clq,q)q
(L+[lpl)(1 +cosh(agq) 1+ |lpll ~ (1+|pl])(1+cosh(ag)) 1+ |pll L+ [pl|

2{ sinh(a q) r M(q)p | «p'[C(q,4)+C"(q,9)]d  c«p' pp"M(q)q  cp" pp" M(q)p
(

_ +

1+ cosh(aq)] (1+||pl])? (1+lpl])? lpll(L+1plD)?  llpll(L+[Ipl])?
K sinh(ad .Kv inh . .TM . G sinh(ad
qK,psin (04‘?) L gkp - Eesin (04?) "By (@q __ cgK,sinh(ag)
1+ cosh(aq) 1 + cosh(aq) 1+[gll (1 +][gl)(1+ cosh(aq))

_ _€qKip ©dBq | «0q C(q,9)q _ «d' [C(q,9) +C"(q,9)]q _ «d 44 M(q)q
(L+lgll) ~ 1+Ilall 1+l 1+ |l4ll 1al/(1 +[]al])?

_&d M(q)q E%dT[C(q,Q)+CT(q,d)]d+e%ide6TM(q)i1' @@ M(q)p g M(q)p
(1+1l4ql])? (1+[ql])? al|(1 + [|ql[)? 1+ ||ql| 1+ /4|

@' [Cle.9)+C(a,d)lp  «d 43" M(a)p _p"™M(@)p _ cop”[C(a.4) +C (g, d)lp

1+ 1|q]| lall(1+[lql})* (1 +]lql])? (1+[ql])?
«d o' M(a)p P K p— P M(@)p p"[C(q,.9) +C"(a. @lp  cop"pp' M(q)p
lal|(1+[lq[])® T (L lel))? (1+1lpl])? pll(1 + [pl])?

4" M(9)d _q'[C(a.9) +C"(q.9))d  d 43 M(9)d
(1+1lql)? (1+1lql)? lal[(1+ [|ql])?

A partir de la funcién simplificada gracias a las propiedades del modelo dindmico, se obtienen
cotas superiores e inferiores de los términos que integran la ecuacién (3.64):

(3.63)

min

max min 0AM( HqH ||p||
W g - e L

V(q,d,p) <

ek |lgl el comAkValldlllel e Ak, Vo lldlllel | «Xs™ 14l el
L+ lpll [+ [lell] 1+ lpll L+ lpll 1+ lpll
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oKl el | oni@vrldllel  gr.[dllel <N 4l el it lloll”
L+ lpll (1+1lpl)? (1 +1pl))? (1+pl))? (1+ ||p||)

ARVl + A Gl ol = v ARl + A 4l

max min ~(12 max || ~ ~
oMt 141" o AV lldl® el co g™ gl lall | coKellgl”

1+HqH 1+ /4]l 1+ /4]l 1+ /4]l 1+ /4]l

Caokcllglllal e I’ @X lalllal | ek al® | eXNiiy lal lldl
1+ lq] (1 +1qll)? (1+ 1l (1+1gll)? (1 +1qll)?

eoiitg il loll— eori At AR VAl eoke gl lloll | €Nty 14l el
1+ lq] 1+ /4]l 1+ /4]l (1+1lqll)?

A Vrlldlllel ek lpll® | ey 14l 1ol
(1 +l4l)? (Ll (1 + 1all)?

+71 (AR Valdl el

Mgk Velldlllel @K |pl* | e v llalllell et 4l 11g]
( )? (1+1lpl)? (1 +1lpl)? (1+1lqll)?

K. ||gl* | Mg 14l 114l
(1 + llql)? (1+1lql)?

(3.64)

posteriormente se agrupa cada término dependiendo de la combinacién de variables a la que
pertenecen quedando expresada de la siguiente forma:

NI ey ]H -
L+llal  (1+lal)

[_6071)‘%:1 n e K, 60%/\mln mm\/_] || ||

V(g gp) <-— [27@%1“ Vn+ 2\5" —

4 S
1+ 4l L+ qll 1+ 4l

0 I]\I;[a(}';) _ GOKC + — G%KC 2)\5‘}?‘; H H
Ltflgl (t+lalh>  (+lel)> A +Illpl)?
€N ek, Zeﬁ)ﬂa{’;) 2¢2 A (q)

— AR/ — — — + =
Ve L+flal  t+llgll  (+1al)*  (1+lal)?

] 4]l 1lqll
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[2Amax 20\l | RSV AR G, 20Mii ]an Il
1+ |pll 1+ lpll L+lpll  a+pl)?  1+14ll
A el Nt MRy N R

+'Y1\/_(

L+llgl 1+l T+ le*  T+lel (1+14ll)?

2\ min min 2 max \max

60>‘M(q)/\K- M(q ))‘K

FAR)? — >t 4l [l el (3.65)
o (L+1pl)? (1 + llol)?

Asf mismo, es posible expresar la ecuacién 3.65 de la siguiente forma:

, q o 10 %u q
V(g.a.p) < —| @ 0 g q (3.66)
P o sw B P
—_—
S
donde,
o = _2 )\min \/ﬁ_’_ 2)\min . 60/\M(q) _ 60)‘5\7(2) ]
“T1AK, BT THgl (4l
b [ OEVE | g om i RV
4] 14l T+ 14
_ [0l ek __cKe AWZ)]
B=|1al — aranz T T aren? T arel?

)\max max

Ampax K, M) | 260NN (a)
Q )\mln €0 B _ €0 c q q
AR, Vi T 1+qul+(1+llq\|) IRCEHIE

_ 2)\max 20\ (a) 4 60’71/\%"\/5_'_ oA 4 K. 4 20\ N ()
+Hpl] el el e T 14l
e | R ke g (2N oM
= | THIEr ~ 1+el T o2 — 1170l (1+/alh?

)\mm )\mivn )\ AT
O R ﬂ Il el

Al asegurar que €, se mantiene dentro de los intevalos establecidos, se demuestra la estabilidad
asintética global ya que la matriz © sera definida positiva.
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Capitulo 4: Resultados experimentales

4.1 Introduccién

Con la finalidad de respaldar los desarrollos tedricos llevados a cabo a lo largo de la presente tesis
se realizaron pruebas experimentales de los algoritmos de control: PD, PID, PID hiperbdlico; sobre
una plataforma experimental disenada y construida en la Benemeérita Universidad Auténoma de
Puebla, la cual consiste en un robot antropomorfico de 3 gdl (figura 4.1) equipado con servomotores
de transmisién directa, tarjetas y software que permiten al robot realizar movimientos sobre un
espacio tridimensional y de esta forma lograr realizar aplicaciones de automatizacién y pruebas de
diversos esquemas de control. En cuanto a las caracteristicas fisicas de este sistema, los eslabones
estdn fabricados con aluminio 6061 con una longitud de 0.45 m. Tiene una computadora Pentium
con tarjetas FPGA s y 3 DAC’s de 12 bits, los servoamplificadores admiten una entrada de 10v.
La caracteristicas y modelos de los servomotores se muestran en la tabla 4.1

El objetivo del experimento es mover el extremo final del manipulador desde una posicién
inical hacia una posicién final deseada g; € R®la cual deberd ser constante en el tiempo. Dichas
posiciones deseadas serdn las mismas para las pruebas realizadas con los tres algoritmos de control,
estas serdn [qg1, qaz, qa3]’ = [45°,45°,90°]7, las cuales representan las posiciones finales de la base,
del hombro y del codo respectivamente. Para la realizaciéon de estos experimentos se ajustaron
las posiciones y velocidades iniciales iguales a cero, esto es: [q1(0), ¢2(0), ¢3(0)]7 = [0°,0°,0°] Ty
[41(0), ¢2(0), G3(0)]* = [0,0,0]" grados/seg. Finalmente y con el propésito de medir el rendimiento
de cada uno de los algoritmos de control se utilizard la norma L5, mientras més pequena sea dicho
valor, menor serd el error de posicién lo que equivale a un mejor desempeno.

Figura 4.1: Plataforma experimental robot antopomérfico de 3gdl

| Eslabén | Modelo | Torque (Nm) | Encoder (p/rev) |

Base DM1050A 15 1024000
Hombro | DM1150A 50 1024000
Codo DM1015B 4 655360

Tabla 4.1: Caracteristicas de los servomotores de la plataforma experimental.
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En la fase experimental, los algoritmos evaluados son los siguientes:

e PD: 1=K,q— K,4d+ g(q)
e PID:7=K, g+ K, [, §dt — K,qg+ g(q)
o PID hiperbdlico: T =K, Smelo i [, [ omed _ f¢, smed 4 g(q)

donde,

o K, K, K, € R3*® son las ganancias proporcional, integral y derivativa, respectivamente;
matricces diagonales definidas positivas.

g € R**! es el vector de error de posicién: § = q, — q

o g, € R**! es el vector de referencias deseadas.

g € R**! es el vector de velocidades articulares.

9(q) € R**! es el vector de pares gravitacionales aplicados a los eslabones del robot.

e o € R es una constante positiva.
Del mismo modo, se seleccionaron las ganancias para los tres algoritmos de control cumpliendo

con las condiciones de las ecuaciones 4.1,4.2 y 4.3, estas ganancias y las constantes que forman
parte de los algoritmos de control se muestran en la tabla 4.2:

/\Maa:{Ki} Z )\min{Ki} >0 (41)
)‘Ma:c{Kp} = )‘min{Kp} <Ky (4.2)

)\Max{Ki} . A?Wax{M}
)‘min{Kp} - kg )‘min{M}

)\Max{Kv} 2 )‘min{Kv} < (43)

’ Constantes \ G. Proporcionales \ G. Derivativas \ G. Integrativas ‘

a=1.05m | ky,= 15 ko= 0.76ky, | ki,= 0.02k,,
Ky, — 50 ko= 04Ky, | kiy— 0.02k,,
Fpy= 4 Kos= 0.31ky, | ki,= 0.02k,,

Tabla 4.2: Ganancias y constantes seleccionadas para las pruebas de los algoritmos de control.
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Las puebas se realizaron mediante un programa desarrollado en lenguaje C, con el cual es posible
obtener un muestreo de los valores de las variables durante el tiempo de experimentacion el cual
fue de 10 segundos, mientras que el tiempo de muestreo fue de h = 0.0025s, las variables que se
monitorearon fueron las siguientes:

e Error de posicién q
e Velocidades articulares ¢

e Pares aplicados 7;; para i = 1,2, 3.

Cabe mencionar que debido a que las pruebas experimentales fueron realizadas sobre un robot
manipulador de 3 gdl, cada una de las variables mencionadas tendra tres componentes, las cuales
corresponden los respectivos eslabones del robot, y a su vez serdn etiquetadas dependiento la
relacion articular que presentan, con la finalidad de asociar [. a su respectivo eslabén.

4.2 Algoritmo de control PD

En primer lugar, se presentan los resultados obtenidos con el algoritmo de control PD, las variables
medidas y graficadas para este caso son: error de posicién q, velocidad articular ¢ y torque aplicado
T, cada una para los tres eslabones del robot. En la figura 4.2 se presenta la gréafica de error de
posicién y posteriormente, la explicacién de la misma.

Error de posicion de los eslabones con el control PD

1u-j|
Base
=~ an | Hombro
s Codo
=]
=
S 60T
(=]
W
2
@ 40
=
<
w20
0 I ! :
0 2 4 ] B 10

Tiempo (s)

Figura 4.2: Gréfica de error de posicién con el contol PD.

Los errores de posicién experimentales de la figura 4.2 muestran un transitorio suave sin oscila-
ciones, ni sobreimpulsos o picos en su etapa transitoria, entra en estado estacionario ¢; = 1.8s; 2.8s
para ¢o; 4s para qs.
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En la tabla 4.2 se presentan los tiempos de asentamiento antes mencionados.

’ Eslabén ‘ Ta_PD ‘

Base 1.8s
Hombro | 2.8s
Codo 4s

Tabla 4.2: Tiempo de asentamiento de los eslabones con el control PD.

El tiempo de asentamiento promedio con el control PD es de 2.86s lo cual no representa un
valor elevado.

Asi mismo, se presenta un error en estado estacionario el cual puede atribuirse a que no se
consideré el fenémeno de friccién estdtica por lo que es normal que este error no sea cero, sin
embargo el valor que se tiene es sumamente pequeno, lo que permite considerarlo despreciable. Los
valores de error de posicién q,, pp que toman los eslabones cuando ya estdn en estado estacionario
son §1(4) = 0.24623, Go(5) = —0.00441, G3(5) = 0.12757 por lo que la norma euclidiana del vector
se escribe de la siguiente forma:

1y ppll = v/(0.24623)2 + (—0.00441)% + (0.12757)2 = 0.277 35°

En la tabla 4.3 se presentan los errores en estado estacionario de cada eslabén.

Eslabon | 4,5 pp

Base 0.24623°
Hombro | —0.00441°
Codo 0.1277°

Tabla 4.3: Error en estado estacionario de los eslabones con el control PD.

Las ganancias del K, y K, del control PD fueron seleccionadas a modo de mantener a los
servomotores operando en su zona lineal con el objetivo de no saturar los torques, de la tabla 4.1
sabemos que los pares maximos del robot son 15Nm, 50Nm y 4Nm en la base, hombro y codo
respectivamente, de esta manera, el primer resultado importante que se puede interpretar a partir
de la figura 4.3 es que ninguno de los servomotores sobrepasa el limite permisible del par aplicado
al eslabén correspondiente.
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Par aplicado a los eslabones con el control PD
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Figura 4.3: Gréfica de par aplicado con el control PD.

La gréfica de torque representa la accién de control derivativa, esto debido a que después de
alcanzar la velocidad méaxima es necesario que se lleve a cabo la accién derivativa de freno mecdnico
con la finalidad de evitar los sobreimpulsos en la posicién articular, esto se logra al aplicar torque
en la direccién opuesta a la del inicio. Una vez que se llevé a cabo la accién de frenado, el par
aplicado se estabiliza en valores diferentes de cero, en el caso del hombro y el codo, mientras que
para la base es cero, especificamente en los valores siguientes 7,5 pp = [0,12.5301, 0.7267]" Nm
esto se debe a que el par gravitacional actiia sobre estos dos eslabones y el algoritmo de control
estd disenado para compensar esta accién, en la base no se encuentra esta compensacién ya que
dicho eslabén estd anclado al suelo y es este ltimo el que compensa este fenémeno. La norma del
vector Tss pp es ||Ts pp|| = 12.551.

Las graficas de velocidad son faciles de entender una vez que se ha explicado la forma que toma
la respuesta del par aplicado, ahora es posible darse cuenta que el primer pico de par existe debido
a que se desea alcanzar una velocidad méxima, la cual se puede observar en la figura 4.4 dicha
velocidad se alcanza en menos de un segundo para todos los eslabones cuando estdn sometidos a
la accién del algoritmo de control PD, después de este pico, como consecuencia del freno efectuado
que llevan a cabo lo servomotores la velocidad empieza a disminuir hasta que llega a cero en todos
los eslabones. En el capitulo 2, cuando se hablé del modelo dindmico se mencioné que la parte
derivativa de un algoritmo de control, en este caso PD, es la que determina como se realizard este
frenado, o dismunucién de velocidad con el objetivo de llegar a la posicién deseada sin que exista
presencia de sobreimpulsos.
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Velocidad de los eslabones con el control PD
100 | - - - -
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Figura 4.4: Grafica de velocidad con el control PD.

Las velocidades maximas que alcanzan los eslabones bajo la accién del control PD ¢, pp =
40.9139, 72.4418,93.9251]" grados las cuales fueron alcanzadasen t;, ., = [0.4925,0.175,0.19]"s.

4.3 Algoritmo de control PID lineal

Ahora que se han presentado los resultados que corresponen a los experimentos realizados con
el algoritmo de control PD es tiempo de presentar los resultados experimentales del algoritmo de
control PID lineal, en lo que respecta a las variables medidas para este caso se presentan las mismas
tres que en con el PD (error de posicién, velocidad articular y par aplicado). A continuacién se
muestran las graficas de error de posicién asi como la explicacion.

Error de posicion de los eslabones con el control PID
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{ — Base
= oo | Hombro
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Figura 4.5: Gréfica de error de posicién con el control PID.
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El transitorio no presenta sobre impulsos, no hay picos y entra sin rizos al regimén transitorio,
la evolucién del error de posicion para el PID lineal tiende asintéticamente hacia cero al igual que
en el control PD, del mismo modo, su respuesta es suave el tiempo de asentamiento de cada eslabén
se presenta a continuacién en la tabla 4.4.

’ Eslabén ‘ TaﬁPID ‘

Base 3.0s
Hombro | 1.9s
Codo 1.4s

Tabla 4.4: Tiempo de asentamiento de los eslabones con el control PID lineal.

El tiempo de asentamiento promedio con el control PID lineal es de 2.26s siendo este un valor
promedio menor que para el caso del PD. A los 4 segundos termina el régimen transitorio e inicia
el estado estacionario y dado que en este esquema de control tampoco se consideré el fenémeno de
friccién estdtica, se presenta error de posiciéon en estado estacionario, los valores de este error se
muestran a continuacién en la tabla 4.5.

’ Eslabén ‘ dss pID
Base 0.1111

Hombro | —0.1135
Codo 0.5913

Tabla 4.5: Error en estado estacionario de los eslabones con el control PID lineal.

A partir de los datos experimentales que se obtuvieron para este algoritmo es posible obtener los
valores de error de posicién en los tiempos anteriores, y de este modo, obtener la norma euclidiana
del vector de error en estado estacionario ||q.s prpll

1@ss pipll = V@ (42 + §,(4)2 + Gs(4)?

1dss pipll = \/(0.1111)2 + (—0.0374)2 + (—0.006)2 = 0.117 38

Del mismo modo que para el control PD, las ganancias del algoritmo de control (K, K, K;) se
seleccionaron para que los servomotores actuaran sobre su zona lineal a fin de evitar saturacién en
los mismos, y en la figura 4.6 se puede observar que ninguno de los pares aplicados supera los limites
establecidos (15Nm, 50Nm y 4Nm, respectivamente). Al mantener los servomotores actiando en
su zona lineal, lejos de la saturacién se prevee que estos comiencen a incorporar vibraciones al
sistema, lo cual resulta perjudicial tanto para la mecanica del sistema como para el desempeno de
los algoritmos ya que esas vibraciones pueden provocar oscilaciones no deseadas en las posiciones
de los eslabones, es por ello que fue de suma importancia mantener a los servomotores en una zona
de accién adecuada.
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Par aplicado a los eslabones con el control PID
30 | ) L]
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Figura 4.6: Gréfica de par aplicado con el control PID.

También existe presencia de sobreimpusos en las grificas, los cuales se deben a la accién de
frenado que se debe realizar para evitar los sobreimpulsos en la posicién del robot. Por tltimo, el
par aplicado en estado estacionario en cada uno de los eslabones estd dado por el vector 745 prp =
0,12.5341, 0.7245]" Nm mientras que la norma de este vector es |75 prp|| = 12.563

La gréficas correspondientes a la velocidad articular de los eslabones cuando estdn bajo el efecto
del control PID lineal se muestran a continuacion en la figura 4.7. Del mimso modo que en el control
PD, se presentan respuestas simulares, alcanzando velocidades méximas en menos de un segundo
y decreciendo hasta ser cero dado que se ha llegado a la posicién final y al mantener los eslabones
en dicha posicién, la velocidad se vuelve cero.

Velocidad de los eslabones con el control PID
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Figura 4.7: Gréfica de velocidad con el control PID.
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El vector de velocidades méximas con el control PID lineal es gy, prp = [41.9243, 71.1862, 166.272]"
grados /segundo, las cuales se alcanzaron en t; . = [0.5,0.1875,0.205]" segundos.

4.4 Algoritmo de control PID hiperbélico

Por 1ltimo, se presentan los resultados experimentales obtenidos para el algoritmo de control PID
hiperbdlico, el cual fue el objeto de estudio de esta tesis, como se mencioné en la presentancion
de resultados del esquema PID lineal, las variables medidas que se presentardn en este apartado
son: error de posicion, velocidad articular y par aplicado. Del mismo modo que para los esque-
mas anteriores, se iniciara la presentacién de resultados con el error de posicién (figura 4.8) y su
explicacién.

Error de posicion de los eslabones con el control PID hiperboélico
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Figura 4.8: Gréfica de error de posicién con el control PID Hiperbdlico.

El primer resultado que resalta una ventaja de este algoritmo, es que el PID hiperbdlico es el
que presenta menor tiempo transitorio debido a la estructura exponencial de la hipérbola, para el
error de posicion con el PID hiperbdlico se vuelve a presentar una tendencia asintética a cero, el
transitorio es suave y se mantiene en regimén estacionario sin rizos, sin embargo, a pesar de que la
respuesta que se tiene es suave, esta presenta pequenos sobreimpulsos, los valores correspondientes
al sobreimpulso de cada eslabén se presentan a continuacién en la tabla 4.6.

’ Eslabén \ %M, prpm ‘
Base 2.97%
Hombro | 2.93%
Codo 2.46%

Tabla 4.6: Porcentaje de sobreimpulso de los eslabones.
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Los porcentajes de sobreimpulso que se presentan en la respuesta del error de posicién son
realmente pequenos por lo que no afectan de manera significativa al desempeno del robot y aunado
a esto iltimo, los eslabones presentan un tiempo de asentamiento menor con este algoritmo de
control respecto a los dos anteriores, los valores se muestran a continuacién en la tabla 4.7.

’ Eslabén ‘ TaﬁP]DH ‘

Base 1.89s
Hombro | 1.79s
Codo 1.29s

Tabla 4.7: Tiempo de asentamiento de los eslabones con el control PID hiperbdlico.

El tiempo de asentamiento promedio con el control PID hiperbdlico es de 1.65s siendo el valor
mads bajo de los tres obtenidos. Este resultado compensa la presencia de los pequenos sobreimpulsos,
ya que ademds de tratarse de porcentajes muy pequenos que se pueden considerar despreciables,
el tiempo que tardan los eslabones en llegar a la posicién deseada es mucho menor que en los
algoritmos anteriores. Por tltimo, de igual forma que en los algoritmos PD y PID lineal, se omitié
el fenémeno de friccién, por lo que también existe la presencia de error en estado estacionario, el
cual se muestra en la tabla 4.8 para cada eslabon.

Eslabén qssfPIDH

Base —0.117
Hombro | —0.055
Codo —0.020

Tabla 4.8: Error en estado estacionario de los eslabones con el control PID hiperbdlico.

Expresando como vector el error en estado estacionario se tiene: q,; p;py = [—0.117, —0.055, —0.020)"
grados. Asf mismo, la norma de dicho vector es: ||q,; prpy|| = 0.13082 grados.

En cuanto a los resultados obtenidos respecto al par aplicado con el algoritmo de control PID
hiperbdlico se presenta la figura 4.9, la cual contiene las graficas de esta variable en cada uno de los
eslabones que conforman el robot, los resultados obtenidos no son muy diferentes en comparacién
con lo obtenido para los algoritmos de control anteriores, la evoluciéon del par aplicado tiene la
misma forma, la selecciéon de ganancias evita que los servomotores caigan en estado de saturacion.
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Par aplicado a los eslabones con el control PID hiperbélico

Base
Hombro
Codo

40 r

30 |
20 [!

10 [~

Par aplicado (Nm)

0 2 4 6 8 10
Tiempo (s)

Figura 4.9: Grafica de par aplicado con el control PID Hiperbdlico.

Asi mismo, con la intencién de compensar la accién de la gravedad, los pares aplicados en
el hombro y el codo son diferentes de cero, dichos valores son muy cercanos a lo que se mostré
para los esquemas de control lineales, el vector de par en estado estacionario es Ty prpy =
[0,12.5331,0.7251]" Nm y su norma es igual a ||7ss prpm|| = 12.554, si bien los valores obtenidos
no son iguales, la diferencia que existe entre ellos es demasiado pequena, al punto de poder consid-
erarlos como iguales, dado que el efecto que tienen sobre el sistema es minimo.

Las velocidades articulares de los elabones mientras se usé el algoritmo de control PID hiper-
bélico se muestran en las graficas de la figura 4.10. El primer resultado evidentemente observable es
que las velocidades toman formas simulares a las de los primeros algoritmos de control, sin embargo
en este caso resalta la presencia de velocidades mucho mas grandes que en los anteriores, el vector
de velocidades maximas §,,.. ppy = |78.5666,149.719,274.698]7 grados/segundo, es por mucho
mayor que los obtenidos con los algoritmos de control anteriores.
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Velocidad de los eslabones con el control PID hiperbélico
300 - . . .
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250 1 Hombro

i, Codo
200
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-50 : :
0 2 4 6 8 10
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Figura 4.10: Gréfica de velocidad con el control PID Hiperbdlico.

Al presentar las graficas de error de posicién se pudo observar que el error existente tanto en el
transitorio como en estado estable era minimo, incluso menor que en los otros dos casos, aunado
a esto, la velocidad con la que se llega a la posicién deseada es mayor, como se pudo observar con
los tiempos de asentamiento, este resultado es destacable ya que al llegar a la posiciéon deseada en
menor tiempo sin presentar errores de posicién debidos a sobreimpulsos de porcentaje considerable
se estd hablando de un buen desempeno del algoritmo dado que la velocidad de movimiento es
utilizada por la accién de control derivativa como un efecto de amortiguamiento no lineal, sabiendo

que dicha accién derivativa estd dada por Kvﬁ%}%q)'

4.5 Evaluacién de desempeno con norma Ls[G(t)]

Después de presentar los resultados obtenidos en las pruebas experimentales se puede notar que los
tres algoritmos de control poseen un buen desempeno ya que en todos los casos se llego a la posicion
deseada con respuestas transitorias aceptables, sin embargo es necesario aplicar una evaluacién de
desempeno mds exhaustiva con la finalidad de obtener un dato cuantitativo que determine de
manera absoluta cual de los algoritmos probados es el que presenté un mejor desempeno en los
experimentos realizados. Esta evaluacion se lleva a cabo obteniendo un valor escalar que resulta de
evaluar la norma £[q(t)] la cual es una medicién numérica del vector de error de posicién y estd
dada por la ecuacion (4.2).

Lol = \/ 7| Naopas (1.2

donde, T' € R, es el tiempo experimental, el cual fue de 7" = 10s para las pruebas realizadas.
Al tratarse de un valor escalar que depende de la medicién del error en el tiempo de prueba, el valor
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mads pequeno representa un mejor desempeno en el algoritmo de control, la figura 4.11 contiene la
grifica que compara los valores obtenidos para cada uno de los algoritmos.

Grados, L,q(t)

1

Controlador

FD FID PID
Lingal Lineal Hiparbolico

Figura 4.11: Norma L, de los algoritmos de control.

Los valores para L2[q(t)] de cada algoritmo de control fueron Ly[qpp(t)] = 23.1213, Lo[@p;p(t)] =
19.7275 y Lo[@p;py (t)] = 19.6973 siendo este iltimo el menor de los valores obtenidos, lo que indica
que el algoritmo que presenta mejor desempeno de los tres es el PID hiperbdlico. La diferencia
entre el PD y los PID s es notoria, ya que normalizando el escalar obtenido para el PD como el
100% del indice de desempeno, los PID “s estdn alrededor de 15% abajo de este valor, sin embargo,
en la comparacién entre el PID lineal y el PID hiperbdlico, la diferencia es pequena, apenas de
unas décimas, no obstante se habla de un mejor desempeno en el PID hiperbdlico ya que para esta
evaluacién se utilizaron solo 10 segundos de tiempo de experimentacion, a medida que este tiempo
aumenta, la diferencia entre estos indices serd mas notoria ya que la norma £[q(t)] estd en funcién
del error acumulado en el tiempo de prueba por lo que mientras mayor sea el este tiempo, el error
acumulado serd mayor y a su vez, aumenta la diferencia que existe entre los indices de desempeno
de estos algoritmos.

El mejor desempeno que presenta el algoritmo de control PID hiperbdlico se atribuye a la
estructura no lineal que lo conforma, como se sabe, los robots son sistemas con dindmica no lineal
y tratar de lograr un mejor desempeno con estructuras de control lineal como lo son el PD y el PID
resulta un trabajo un tanto imposible ya que por las caracteristicas del sistema, una estructura no
lineal siempre serd la que presente un mejor desempeno, como fue en el caso del PID hiperbdlico
que se propuso.
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Conclusiones

A lo largo de esta tesis, se present6 la propuesta de un nuevo algoritmo de control PID hiperbdlico
como solucién al problema de control de posicién en robots manipuladores, ademads se realizé la
comparacion de desempeno entre dicha estructura y los algorftmos de control PD y PID, ambos
lineales la cual en principio se pensé para realizarse en un robot antropomoérfico de 2 gdl, pero
teniendo en mente enriquecer los resultados de esta tesis, se realizé sobre un robot antropomorfico
de 3 gdl. El resultado de esta comparacién fue el que se esperaba ya que se encontré que el algoritmo
PID hiperbdlico tiene mejor desempenio respecto a los otros dos, esto debido a la estructura no
lineal que presenta. La propuesta se fortalece y respalda matemédticamente gracias al desarrollo
de la demostracién de estabilidad asintética en el sentido de Lyapunov, para lograr lo anterior, se
propuso una funcién estricta de Lyapunov con la cual se plantearon las condiciones necesarias para
asegurar dicha estabilidad en forma global, este desarrollo se obtuvo tanto para el PID lineal y
el PID hiperbdlico lo cual toma relevancia ya que anteriormente estas afirmaciones solo se habfan
respaldado mediante desarrollos experimentales, sin embargo, no existia demostraciéon matemaética
de ello hasta ahora, por lo que se puede decir que estos son los resultados m&s importantes de la
tesis. Respecto a la sintonfa de las gananacias, estas fueron seleccionadas mediante un conjunto de
inecuaciones que obligan a las matrices de ganancia a permanecer en un estado de no saturacion
de los servomotores del robot. Finalmente los resultados de la fase experimental arrojan que este
nuevo algoritmo de control es una opciéon sumamente viable para ser utilizada en aplicaciones de
control de posicién tanto para fines de investigacién como industriales. En esta ocasién se presenté
esta estructura de control como una sola, sin embargo este diseno y analisis puede ser extendido
hacia una familia de controladores PID hiperbdlicos, con el objetivo de estudiar més a fondo este
algoritmo a medida que cambian los pardmetros que lo integran con el objetivo de mejorar su
comportamiento en lazo cerrado.
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