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Resumen

En el desarrollo de esta tesis, se estudia la interaccion de dispersion al colisionar elasticamente
un electrén con un sistema de cinco moléculas de agua, pues dada la abundancia de este elemento
en el cuerpo humano y la capacidad de formar puentes de hidrégeno, en un principio es de vital
interés para entender los efectos de radiacion en tejidos biologicos. La radiacién ionizante directa
con electrones interactia con el agua, generando radicales libres que danan las células cancerosas
(radiolisis). Sin embargo, como un primer caso para estudiar la ionizaciéon del agua, consideramos
una dispersion elastica entre un electrén y un claster de agua.

La seccion eficaz diferencial (SED) permite conocer informacion crucial sobre la probabilidad
de que ocurra una interacciéon de dispersién entre una particula incidente con otra. En este caso,
estudiamos la interaccion de un electréon con un clister de cinco moléculas de agua. Aunque con
anterioridad se ha analizado esta dispersién electron-agua utilizando métodos experimentales y
tedricos con gran rigurosidad, el modelo a continuacién presenta al sistema de una manera mas
factible sin considerar la estructura electronica de los atomos y moléculas. En un principio, se
propone el hamiltoniano del sistema como la suma de cuatro osciladores armoénicos los cuales se
consideran entre el oxigeno y el hidrogeno al que se une por puente de hidrégeno. Como aproxima-
cioén, se considera a los hidrégenos como protones y al oxigeno con carga equivalente a la de dos
electrones, por lo que el potencial considerado para que suceda dicha dispersién es un potencial
coulombiano que experimenta el electréon con cada atomo de la molécula.

En teoria de dispersion se utiliza la primera aproximacion de Bohr para definir la SED, en
donde las integrales se simplifican gracias a la geometria de las moléculas y las distancias de
interaccion del potencial consideradas, obteniendo asi una expresion mateméatica en términos de
la energia de incidencia del electréon y el d4ngulo de dispersion de la particula. De igual manera,
se hizo un analisis analogo para una colision positron-agua con el fin de observar si existe alguna
diferencia en cuanto al potencial coulombiano en la expresion final. Para una mejor visualizacion
de la relacion encontrada, se realizaron gréaficos de la SED con respecto a la energia de incidencia
para diferentes dngulos y la SED con respecto a los dngulos de dispersion, variando la energia de
incidencia.

PALABRAS CLAVE: Seccion eficaz diferencial, dispersion elastica, molécula de agua, puen-
tes de hidrégeno.
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Capitulo 1

Introduccion

El agua es una sustancia fundamental para la vida, presente tanto en los organismos vivos
como en los ecosistemas. Ademaés, es el componente méas abundante en el planeta Tierra. La
presencia cotidiana de este elemento en el dia a dia nos impide reflexionar sobre su naturaleza e
importancia para la vida.

En el ano 640 a.C. el filosofo Tales de Mileto propuso que el agua era el principio de todas
las cosas, marcando el inicio de las explicaciones no mitologicas del universo.[1]. Desde la escuela
filosofica de Aristoteles (384-322 a.C.) hasta el ultimo tercio del siglo XVIII, el agua se considero
uno de los cuatro elementos fundamentales. En 1766, Cavendish identificé un gas al que llamo “aire
inflamable”. Pues al quemar este gas en presencia de aire, observo la formacién de agua. En 1774,
Joseph Priestley descubrioé un gas al que llamo “aire desflogisticado”, conocido actualmente como
oxigeno, demostrando que este gas era esencial para la combustion y la respiracion. En 1783, Antoi-
ne Lavoisier dio al “aire inflamable” de Cavendish el nombre por el que hoy conocemos: hidrégeno
que significa en griego "generador de agua"[2]. En este mismo ano, Cavendish y Lavoisier reali-
zaron experimentos, de manera independiente, que demostraron que el agua no era un elemento
indivisible, sino un compuesto formado por hidrégeno y oxigeno. Finalmente, en 1804, los cienti-
ficos Louis Gay-Lussac y Alexander von Humboldt establecieron la formula quimica del agua, H2O.

A lo largo de los afios, el agua ha sido objeto de estudio en diversas disciplinas cientificas,
desde la quimica y la fisica, hasta la ingenieria, geografia y, en especial, la medicina nuclear.
Adentrandonos en la fisica médica, el estudio de este elemento es importante en areas como la
imagenologia y la radioterapia, dado que el agua constituye un gran porcentaje significativo en los
tejidos biolégicos del cuerpo humano. Para hablar de radioterapia, debemos introducir primero el
concepto de radiacién.

La radiacion es la propagaciéon y emision de energia a través del espacio o un medio en
forma de ondas electromagnéticas o particulas subatémicas. Dependiendo de su naturaleza, las
podemos clasificar en radiacién ionizante y no ionizante. La radiacién ionizante, tiene suficiente
energia para alterar la materia, liberando electrones de los 4tomos y moléculas; dentro de este
tipo podemos encontrar los rayos X, gamma, particulas alfa (nucleos de helio) y particulas beta
(electrones). Por otra parte, la radiacién no ionizante, no tiene suficiente energia para ionizar
atomos, como ondas de radio, luz visible o el infrarrojo. Estas interacciones podemos asociarlas
a nivel clasico como un proceso en el que dos o mas particulas interacttan, intercambiando o
no energia y momento, es decir, choque de particulas. Estas colisiones pueden ser elésticas o
inelasticas. En una colisién eléstica, la energia cinética total del sistema y momento lineal se
conserva; esto significa que no hay pérdida de energia en forma de calor, deformacion, ionizacion
o excitacion interna de las particulas involucradas. En una colisién inelastica, parte de la energia
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cinética se transforma en otras formas de energia, ionizando el sistema. Hay que resaltar que en
la fisica médica se utilizan ambos tipos de radiacién; sin embargo, hablaremos a continuacion un
poco de radiacion ionizante.

Descubrimientos clave sentaron las bases para el uso de la radiaciéon en la medicina: los
rayos X (Wilhelm Conrad Roentgen 1895), la radiactividad (Henri Becquerel 1896) y, poco
después, el aislamiento del polonio y el radio, por Marie y Pierre Curie en 1898, quienes
demostraron una emision de radiacion atn mas intensa que el uranio [3]. Ya entre 1896 y
1900, se tienen registros de las primeras aplicaciones terapéuticas. Poco después del hallazgo
de los rayos X, los médicos comenzaron a explorar su uso para tratar enfermedades de la piel
y tumores superficiales, lo que eventualmente dio origen a lo que hoy conocemos como radioterapia.

La radioterapia es un tratamiento médico que utiliza radiacién ionizante para dafar el ADN
celular, con el objetivo de eliminar células cancerosas que se encuentran en los tejidos biolégicos,
impidiendo su crecimiento y reproduccién. Este tipo de terapia se aplica en el tratamiento de
diversos tipos de cancer y, en algunos casos, en enfermedades no malignas. La interaccion de la
radiacion ionizante puede ocurrir de dos formas: de manera directa en donde se ven involucradas
particulas cargadas como el electrén y el positron; y de manera indirecta donde interacttian
particulas neutras como el neutrén y el foton. Sin embargo, se ha encontrado que la mayoria
de las radiaciones ionizantes directamente son adecuadas para su uso en radioterapia de haz
externo de electrones [3], ya que estos interacttian con los 4tomos absorbentes principalmente a
través de interacciones de Coulomb con electrones orbitales atémicos que experimentan pérdida
de colision (ionizacion). Durante el proceso de ionizacién directa, estas particulas interacttan
con el ADN, causando roturas en las cadenas, o bien, ionizando las moléculas de agua en los
tejidos, produciendo radicales libres. Este tltimo mecanismo es de particular interés para nuestra
investigacion, ya que nuestro enfoque de investigacion se centra en el estudio de la molécula de
agua, especificamente cinco de ellas.

Por otro lado, la radidlisis del agua es la descomposiciéon de las moléculas de agua (H20) al
ser expuestas a radiacion ionizante. Este fenomeno genera radicales libres, definidos como atomos
o moléculas altamente reactivas que tienen uno o mas electrones no apareados en su capa externa
[4]. Estos radicales son los encargados de generar roturas en las cadenas del ADN, eliminando
las células cancerosas. Ademas, desempenian un papel fundamental en la dosimetria (calculo de la
dosis de radiacion) siendo un factor clave en los modelos de planificacién de tratamientos en la
distribucion de la dosis en los tejidos [5].

En el proceso de radiolisis del agua en la radioterapia por haces de electrones, nos enfocamos en
un mecanismo fisico que permite estudiar las interacciones elasticas e inelésticas, la dispersion. Es-
te andlisis nos ayuda a determinar si ocurren excitaciones electrénicas, vibracionales o rotacionales.

La dispersion es un concepto ampliamente utilizado en diversas ramas de la fisica. Se trata
de un proceso que describe cémo particulas subatémicas, dtomos, moléculas e incluso ondas se
desvian de sus trayectorias originales debido a interacciones quimicas o fisicas, las cuales estan
influenciadas por fuerzas externas. Este fenémeno no solo es relevante en el d&mbito teérico-
experimental, sino que también se manifiesta en situaciones de la vida cotidiana. Por ejemplo, los
rayos del sol se dispersan al atravesar la atmosfera terrestre, lo que explica el caracteristico azul del
cielo. Asimismo, la dispersion es fundamental en contextos menos comunes, como en los acelerado-
res de particulas, donde se analiza como las particulas cambian su trayectoria al interactuar entre si.

Dentro de este formalismo podemos calcular una cantidad que desempena un papel crucial en
la fisica de dispersion: la seccion eficaz diferencial.La seccion eficaz diferencial (SED) propor-
ciona informacién crucial sobre la probabilidad de que ocurra una interaccion especifica entre una
particula incidente y un objetivo como un atomo, un nticleo o un sistema. Esta magnitud describe
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como se distribuyen las particulas expulsadas en términos del angulo y energia tras la interaccion
con el objetivo [6].

Retomando lo previamente mencionado, es posible determinar la seccién eficaz diferencial
de un electrén con una molécula de agua o con clasters de ella. Es decir, podemos calcular la
probabilidad de que ocurra una interaccion electrén-agua desde el enfoque de una colision elastica.
Pues para estudiar la ionizacion de la molécula de agua que da lugar a la radidlisis del agua, un
primer paso es estudiar su interaccién a través de una dispersion eléstica, es decir, sin cambio ni
transferencia de energia.

1.1. Antecedentes

Los primeros estudios de dispersion elastica de electrones con moléculas poliatomicas como el
metano (CHA4), el agua (H30) y el sulfuro de hidrogeno (H3S) se llevaron a cabo en la década
de 1960-1970, empleando un método tedrico basado en ecuaciones diferenciales y aproximaciones
de Hartree-Fock [7], un método que permite calcular las funciones de onda de los estados
ligados de la molécula de agua y que sigue vigente en la actualidad para este campo de estudio.
Posteriormente, se llevaron a cabo investigaciones experimentales para determinar la seccion
eficaz diferencial de la molécula de agua en estado gaseoso, utilizando dos rangos de energia:
primero para bajas energias que van desde los 4 eV hasta los 200 eV [8] seguidamente, para
altas energias en el rango de 100 eV hasta 1000 eV [9]. Para ello, se emple6 el método de haz
cruzado, una técnica para estudiar interacciones con moléculas en estado gaseoso, debido a su
capacidad para controlar la densidad y distribucién del gas objetivo. Mas adelante, nuevamente
se realizaron experimentos con el agua en estado gaseoso con el fin de comparar estos resultados
con un modelo teérico utilizando el método multicanal de Schwinger, el cual proporciona un
marco tedrico més preciso para problemas de dispersiéon en la mecénica cuantica, asi como la
inclusion de efectos de polarizacion de la molécula, calculando no solo la seccion eficaz diferencial,
sino también la seccion eficaz integral y la seccidon eficaz de transferencia de momentos para
un mejor analisis de los resultados [10] . En trabajos mas recientes, se ha estudiado la disper-
sion de particulas en la molécula de agua, clusters y agregados de ella por medio de modelos
tedricos y computacionales, especialmente en energias por debajo de 10 eV donde los efectos cuan-
ticos son dominantes [11]. Incluyendo el método Dirac-Hartree-Fock que abarca efectos relativistas.

En este trabajo nos enfocaremos en estudiar una interaccion elastica entre un electrén con un
sistema de cinco moléculas de agua, pues gracias a su estructura molecular, la molécula de agua
puede enlazarse con 4 moléculas mas. Utilizando un modelo teérico basado en la aproximaciéon de
Born y la solucién de la ecuacién de Schrodinger, considerando solamente el potencial coulombiano
que experimenta la particula incidente con cada &tomo de la molécula de agua, es decir, con el
oxigeno y ambos hidrogenos, los cuales se consideran protones para mejor aproximaciéon. Al ser
un choque elastico, nuestro sistema (las cinco moléculas de agua) permanecera en su estado base
antes y después de la dispersion. Calcularemos y analizaremos la seccion eficaz diferencial variando
la energia de incidencia y angulos de dispersién de la particula. Considerando al electrén y al
positrén como particulas incidentes e ignorando los efectos relativistas que pueden ocurrir durante
el proceso.







Capitulo 2

Marco teoérico

En este capitulo se presenta la base conceptual necesaria para comprender el desarrollo del
trabajo de investigacion.

2.1. Molécua de agua

2.1.1. Estructura molécular

A lo largo de los siglos XVIII y XIX, hallazgos cientificos establecieron los fundamentos para
la comprension de la estructura molecular del agua que hoy conocemos. Sin embargo, fue en 1804
cuando Louis Gay-Lussac y Alexander von Humboldt determinaron la proporcién exacta para
generar una molécula de agua, pues descubrieron que dos volimenes de hidrégeno reaccionan
con un volumen de oxigeno, siendo asi la formula quimica del agua H2O. Actualmente, gracias a
las técnicas de espectroscopia y difraccion, se ha conseguido un conocimiento mas detallado de
la estructura de esta molécula, permitiendo determinar con precision la distancia y el angulo de
separacion entre cada atomo, los cuales profundizaremos a continuacion.
En la molécula de agua, dos atomos de hidrégeno estdn unidos al atomo de oxigeno por medio
de un enlace covalente; debido a su configuracion electronica, comparten pares de electrones para
alcanzar el nivel de energia mas estable. No obstante, més alla del enlace covalente, podemos
indagar como sucede esta interaccion y la razon de la estructura geométrica en forma de "V",
estudiando primero a cada d&tomo de manera individual.

El atomo de hidrégeno, estudiado a gran detalle en mecénica cuantica, esta conformado por un
protéon y un neutrén en su nucleo, con un electréon orbitando a su alrededor. El orbital en el que se
encuentra su electron es de nivel 1 y tipo S. Mientras que el oxigeno tiene 8 electrones orbitando a
su alrededor, de los cuales 2 se encuentran en 1s, 2 en 2s y 4 en 2p en su capa mas externa, segin
la configuracion electronica (figura 2.1).
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Figura 2.1: a) Atomo de hidrégeno y su configuracion electrénica, b) Atomo de oxigeno y su
configuraciéon electrénica

Los tltimos electrones del oxigeno en los orbitales 2p, y 2p. se dicen estar desapareados, los
cuales se complementan con los electrones de los hidrégenos para llenar su nivel de energia en la
molécula de agua. A pesar de ello, la estructura peculiar de la molécula en forma de "V"se debe a
la hibridacién de orbitales. Los orbitales hibridos son combinaciones matemaéaticas de los orbitales
atomicos puros [12]. Dado que el 4tomo de oxigeno tiene 6 electrones en el segundo nivel de energfa,
se combina el orbital 2s con los tres orbitales 2p, para crear cuatro nuevos orbitales, denominados
orbitales hibridos sp3, los cuales se distribuyen en una geometria tetraédrica alrededor del niicleo
del oxigeno.

Dos de estos orbitales hibridos sp® contienen pares de electrones no enlazantes, mientras que

los otros dos orbitales, con solo un electrén, participan en la formacién de los enlaces covalentes
O — H, solapandose con los orbitales 1s de los dos atomos de hidrogeno, formando asi la molécula
de agua. Hay que notar que los angulos de la forma tetrahédrica que se generan por los 4 orbitales
hibridos del oxigeno son cercanos a 109,5°; sin embargo, la presencia de los pares electrénicos no
enlazantes ocupa més espacio en los orbitales enlazados, generando una repulsiéon adicional sobre
los enlaces O — H, reduciendo el &ngulo hasta 104,5° entre los hidrogenos y formando una distancia
de enlace de 96pm entre el oxigeno y el hidrogeno, dada su distribucién electronica [13]. Aunque
esta distancia puede variar muy insignificativamente dependiendo del estado en el que se encuentre
[14].
Debido a esta estructura, la molécula de agua se le conoce como una molécula dipolar permanente
(dos polos, uno en el oxigeno y el otro en los hidrogenos). A causa de la pérdida de electrones de
los hidrogenos, éstos se cargan positivamente, obteniendo una carga d+ [15]. En cambio, el oxigeno
se carga negativamente por ser mas electronegativo que el hidrégeno, es decir, tiene la tendencia
de atraer electrones hacia si [12] obteniendo una carga d— (fig 2.2).
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Figura 2.2: estructura de la molécula de agua

El momento dipolar (1) para una sola molécula de agua es 1,855D y es obtenido dependiendo
de la carga y distancia de separacion de los centros de carga positiva y negativa, expresado en
debyes (D). Esta propiedad facilita la participacion en las interacciones con otras moléculas o iones
polares, permitiendo que ocurran muchas reacciones en soluciones acuosas.

2.1.2. Puentes de hidrégeno

Hemos analizado hasta ahora la estructura de la molécula de agua de forma individual; sin
embargo, el agua puede encontrarse en tres estados fisicos: solido, liquido y gaseoso; y no como
una molécula aislada, sino formando un conjunto de ellas.

La polaridad de la molécula le permite interactuar con otras moléculas, por medio de una
fuerza intermolecular. Esta fuerza ocurre cuando un hidrogeno cargado parcialmente positivo
0+ que ya estd unido covalentemente a un atomo, en este caso un oxigeno, es atraido por
otro atomo electronegativo; puede ser otro oxigeno e inclusive un atomo de flior o nitrégeno.
Denominando a esta fuerza de atraccion entre moléculas como enlace por puente de hidrégeno.

Una molécula de agua puede llegar a realizar 4 puentes de hidrégeno con otras moléculas de
agua, que a su vez estas pueden enlazarse con otras 4 moléculas, como se ve en la figura 2.3
donde las lineas punteadas representan los puentes de hidrogeno y las lineas continuas los enlaces
covalentes O-H. Es por esta razén que en nuestro modelo, se estudia la interacciéon de dispersion
con 5 moléculas de agua.

Figura 2.3: Una molécula de agua puede tener 4 enlaces por puentes de hidrégeno

Las distancias entre los puentes de hidrégeno en las moléculas de agua no son completamente
constantes, sino que varian dependiendo de las condiciones fisicas y quimicas, como la presion y
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la temperatura, pues para bajas temperaturas, las distancias son simétricas y organizadas, dando
explicacion a la estructura cristalina del hielo, mientras que a temperaturas altas, en estado liquido,
se cortan y forman continuamente, y en estado gaseoso, se debilitan completamente, presentdndose
de manera individual.

Los enlaces por puente de hidrégeno existen ampliamente en la naturaleza, y no solo son
dados para unir varias moléculas de agua. Particularmente, nos interesa su interacciéon con otras
moléculas en estado liquido, ya que es en esta fase donde actiia como componente estructural de
macromoléculas importantes dentro del ADN, como la doble hélice o la unién entre diferentes
grupos, como proteinas y polisacaridos, entre otros [16].

2.2. Teoria de dispersiéon

A lo largo de los anos, la humanidad ha buscado comprender la composicién fundamental de

la materia. Esta exploracién ha trascendido el conocimiento a nivel atémico inicial, amplidndose
gracias a los avances obtenidos mediante experimentos de dispersiéon. Desde el experimento
pionero de Rutherford, que reveld que los dtomos concentran masa y carga eléctrica en el niicleo
(1911), hasta investigaciones mas recientes donde se ha descubierto que méas alla de los neutrones
y protones existen particulas ain mas pequenas, denominadas quarks, que constituyen los bloques
fundamentales de estas particulas subatomicas(1968).
La dispersion es un fenomeno fisico que describe como particulas (subatémicas, atomos o
moléculas) se desvian de sus trayectorias originales debido a interacciones quimicas o fisicas,
influenciadas por fuerzas externas como el flujo del medio, la gravedad, la difusion térmica
(movimiento browniano) o campos electromagnéticos. Este concepto es esencial en diversos
campos, en ingenieria para la fabricaciéon de concreto forzado con nanomateriales, mejorando sus
propiedades estructurales [17]; la deteccion de sustancias mediante interrogacion neutrénica en la
seguridad; mediciéon de humedad en suelos y granos en la agricultura [18]; crucial en tratamientos
como la hadronterapia para la curaciéon del cancer en la medicina [19], entre otros.

En todos estos procesos de dispersion, la particula o particulas interactuantes pueden experi-
mentar transferencia o no de energia interna entre las particulas, las cuales se pueden clasificar
como dispersion elastica e inelastica.

2.2.1. Dispersion elastica
Este proceso ocurre cuando no hay transferencia de energia interna entre las particulas

involucradas, aunque la direccion de las particulas puede cambiar.

Algunos ejemplos de este tipo de dispersion ocurren en mecanismos de interaccion de radiaciéon
electromagnética con la materia, como lo es la dispersion de neutrones y la dispersién coherente.

Dispersiéon por neutrones

Cuando un neutrén libre incide sobre un ntucleo, puede ser dispersado sin que el ntcleo se excite
a un estado de mayor energia. Este caso es considerado una dispersion elastica, ya que la energia
cinética total del neutréon y el ntcleo permanece constante antes y después de la interaccion.

Dispersion coherente

La dispersién coherente, también conocida como dispersion clasica o dispersion de Rayleigh,
ocurre cuando una onda electromagnética induce la oscilaciéon de un electréon, que a su vez reirra-
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diara la energia a la misma frecuencia y longitud de onda que la radiacion incidente (Fig 2.4).
Como no hay transferencia de energia en el medio, el tnico efecto es la dispersion del fotéon en
angulos pequenos.

/0\.
o T

\\E:Z/)

Atom

Figura 2.4: Diagrama que ilustra el proceso de dispersiéon coherente. El foton dispersado tiene la
misma longitud de onda que el foton incidente. No se transfiere energia [20]

2.2.2. Dispersion inelastica

Este fendmeno ocurre cuando parte de la energia cinética del sistema se transforma en otra
energia, como excitacion interna, vibraciéon o calor. Algunos ejemplos de estas interacciones son el
efecto fotoeléctrico, dispersion de Compton y produccion de pares.

Efecto fotoeléctrico

El efecto fotoeléctrico es un fenémeno en el que un fotén es absorbido por un atomo y, como
resultado, transfiere toda su energia a un electréon orbital, que es expulsado (Fig 2.5). Esto deja
al a&tomo en un estado excitado con una vacante en su capa electréonica. La vacante puede ser
llenada por un electrén orbital externo con la emisién de un rayo X caracteristico o bien existe la
posibilidad de emision de electrones Auger.

Characteristic
X-rays Auger
electrons

hv(photon)

e (photoelectron)

Figura 2.5: Tlustracion del efecto fotoeléctrico [20]
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Efecto Compton

En este proceso, un fotén de alta energia interactiia con un electrén atémico como si fuera
un electréon “libre” ya que su energia de enlace es despreciable en comparacion con la del foton
incidente. Durante la interaccion, el electron absorbe parte de la energia del fotéon y es emitido en
un angulo 6 (Fig. 2.6), mientras que el foton con menor energia se dispersa en un angulo ¢.

€ (Compton electron)

“Free” electron

hyy(incident photon)
————————— *

o ° )
N
°
° ./ <.> \. @ hV/(scattered photon)
®

\ \'\ /'/ /
.\: s

Figura 2.6: Tlustracion del efecto Compton [20]

Producccion de pares

Si la energia del foton es superior a 1,02 MeV, el fotén puede interactuar con la materia a través
del mecanismo de produccion de pares. En este proceso (Fig 2.7), el foton interactia fuertemente
con el campo electromagnético de un nucleo atémico y renuncia a toda su energia en el proceso
de creaciéon de un par formado por un electrén y un positron. Debido a que la energia de masa en
reposo del electrén es de 0,51 MeV, se requiere una energia minima de 1,02 MeV para crear el par
de electrones.

® € (electron)
RN

hv>1.02 Mev
Photon

é (positron)

Figura 2.7: Ilustracion del proceso de producciéon de pares [20]

2.3. Formalismo clasico

En mecéanica clasica, Goldstein presenta la dispersiéon de particulas como un problema de
fuerzas centrales. Sin embargo, a escala atomica, los efectos cuanticos pueden hacer que las
predicciones clésicas sean inexactas, aunque muchas de ellas siguen siendo buenas aproximaciones.
Dado que ambos enfoques describen el fenémeno de dispersion de manera similar, discutiremos y
analizaremos ambos formalismos.

El problema de dispersién estudia la interaccién de una particula con un centro de fuerza fijo.
A medida que la particula se acerca al centro de fuerza, ésta se desviara de la trayectoria original,
resultando en una trayectoria hiperbolica (Fig. 2.8). Denominamos parametro de impacto b a la

10



Marco tedrico
2.4 Seccion eficaz diferencial

distancia perpendicular entre la trayectoria inicial de la particula y el eje z, que pasa por el centro
de dispersion. Por otro lado, el d4ngulo de dispersion, € representa la desviacion angular entre la
trayectoria inicial y final de la particula tras la interaccion. Dada la energia inicial E, el parametro
de impacto b y las fuerzas de interaccién entre el centro de dispersion y la particula, podemos
calcular el dngulo de dispersion 6.

Trayectory ———

Figura 2.8: Dispersion clasica

2.4. Seccion eficaz diferencial

Durante el proceso de dispersion, ya sea elastica o inelastica, podemos conocer qué tan
probable es que ocurra esta interaccion gracias a una expresion de suma importancia, la secciéon

eficaz diferencial (SED).

La particula incidente a través de un area infinitesimal (do) se dispersa dentro de un &ngulo
solido (dQY) (Fig. 2.9 ). Aqui do representa el area de un rectangulo, con lados bd¢ y db, mientras
que el angulo so6lido df) se define como la razén entre un area proyectada sobre la superficie de
esfera unitaria cuyos lados son Rsinfld¢ y Rdf y el cuadrado de su radio. Su unidad de medida es
el estereorradian (sr).

11
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Rsinfd¢ RdO

Figura 2.9: Dispersiéon en un angulo sélido

Siendo entonces el diferencial de area

do = (bdg)(db), (2.1)
y el angulo sélido
Rdf)(Rsinfd .
Q= w = sinfdodo, (2.2)
Dividiendo 2.1 entre 2.2, obtenemos la seccién eficaz diferencial definida por:
do b |db
dQ ~ sind ‘d& (23)

En realidad, cuando se realizan experimentos de dispersiéon, no se hace incidir una sola parti-
cula, sino un conjunto de ellas a través de un haz incidente. Este haz se caracteriza especificando
su intensidad Ji,. (también denominada densidad de flujo), la cual representa el ntimero de
particulas que atraviesan una determinada area por unidad de tiempo.

De este modo, la seccién eficaz diferencial puede definirse como la cantidad de particulas dis-
persadas dentro de un elemento de dngulo solido df2 en la direccion (6, ¢) por unidad de tiempo y
por unidad de flujo incidente:

do(6,¢) _ 1 dN(6,9)
aQ  Jipe dQ @4

Este formalismo no seré de gran utilidad para nuestro sistema, puesto que estamos hablando
a escalas atémicas; sin embargo, es importante analizarlo para poder comprender a nivel clésico
como surge el angulo solido y asi llevarlo al formalismo cuantico por medio de la densidad de flujo.

2.5. Formalismo cuantico

Para la dispersion cuantica, debemos tratar las cosas un poco diferentes. A nivel atémico, las
particulas no colisionan de una forma literal, sino que experimentan interacciones electromagnéti-
cas. En la mecénica cuantica, la funcién de onda es aquella que describe todo el estado en el que
se encuentre nuestro sistema. Por ello, se considera el caso de una dispersion elastica entre dos
particulas no relativistas sin espin de masas my y ms.

12
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Durante el proceso de dispersion, las particulas interactiian entre si independientemente del
tiempo. Podemos describir el sistema de dos particulas con estados estacionarios

U(ri,rs,t) = ¢(r},r§)eiiETt/ﬁ, (2.5)

donde E7r es la energia total y ¢(77, r3) es una solucion de la ecuacion de Schrodinger independiente
del tiempo:

—h =, Rt Lo Lo
Vi— 5= V3+V(ri,73) | ¥(ri,r3) = Er(ri,r3). (2.6)

2maq 1 2mo

V(r1,73) es el potencial que representa la interaccion entre ambas particulas. En este caso, la
interaccion entre my y mo depende solamente de la distancia relativa r = |7 — 73], es decir

V(ri,72) = V(r), y podemos reescribir la ecuacion (2.6) en el marco de referencia del centro de

masa con solamente una particula yu = ﬂfi@ que se mueve en el potencial V(r) :

- V2(r) + V()i (r) = Ey(r). (2.7)

El problema de dispersion entre dos particulas se reduce a resolver la ecuaciéon 2.7 cuya solucién
asintotica permite determinar la seccion eficaz diferencial en el marco del centro de masa (CM).
Estas soluciones permiten calcular la probabilidad de que una particula se disperse en un angulo
solido dq en una direccién especifica (6, ¢) [21].

En este formalismo, queremos tratar a las particulas incidentes como un paquete de ondas
debido a la dualidad onda-particula, el cual debe ser espacialmente grande para que la propagacion
durante la interacciéon no sea despreciable. Por lo tanto, representamos a la particula incidente como
una onda plana que viaja a lo largo del eje z.

¢inc(r) = Aei OIF' (28)
Donde k‘_é es el vector de onda inicial con

2 _ 2pnE

kO hg ’ (29)

y A es un factor de normalizacion. Después de la dispersion, la funcion de onda consta de una
parte no dispersada que se propaga en la direcciéon de avance como una onda plana y una parte
dispersada que se propaga a lo largo de alguna direccién (6, ¢) como una onda esférica; su amplitud
depende de la direccion (6, ¢) a lo largo de la cual se detecta y, por lo tanto,

ei?

Buclr) = AL(0,0)—, (2.10)
donde f(0,¢) se denomina amplitud de dispersion, k es el vector de onda asociado con la
particula dispersada, y 6 es el angulo entre kg y k& como se muestra en la figura 2.10.a.

13
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waves scattered in d/() along the direction (6, )

scattered wave
dA = r2%dn

(outgoing)
—_ —_ ‘ a —_— Z
—_—
Incident Unscattered
Target
wave wave
a) b)

Figura 2.10: a) Angulo entre los vectores de onda incidente y disperso ko y k. b) Ondas incidentes
y dispersas: la onda incidente es una onda plana, @i,.(r) = Ae?*o" y la onda dispersa, ¢,.(r) =

Af(0,¢)¢< es una onda saliente.

r )

Después de que se ha producido la dispersion (Figura 2.10.b), la onda total consiste en una
superposicion de la onda plana incidente (2.8) y la onda dispersa (2.10):

- ik
\I](Fj = ¢1nc(7zp) + %e(ﬂ ~A 6ik0.?+ f(gv ¢)‘| ’ (211)

r

donde A es un factor de normalizacion que se calculara a continuacion en la siguiente seccién junto
con f(0,¢) y do/dQ) para mostrar que la seccion eficaz diferencial viene dada en términos de la
amplitud de dispersion.

2.5.1. Amplitud de dispersiéon

La amplitud de dispersion f(0, ¢) juega un papel central en la teoria de la dispersion, ya que
determina la seccion eficaz diferencial [21]. Para ver esto, introduzcamos primero las densidades de
flujo incidente y disperso.

- ih o .
Jinc = 27(¢incv¢mc - ¢mcv¢inc)a (2-12)
0
— ih S I
Jsc = ﬁ(¢scv¢sc - ¢SCV¢SC)7 (2-13)

sustituyendo 2.8 en 2.12 y 2.10 en 2.13 y tomando las magnitudes de las expresiones obtenidas,
tenemos que

Jire = |A\2—hk0, (2.14)
o’
y
» nk
e = |AP—=]|f(0, ®)|?. 2.1
Jse = | \Wzlf( ,9)l (2.15)
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Ahora bien, recordando que el nimero dN A(f, ¢) de las particulas dispersas en un elemento de
angulo solido d en la direccion (6, ¢) pasan a través de un elemento de superficie dA = r2dS por
unidad de tiempo, el cual esta dado por:

dN (0, ¢) = Joer?dS. (2.16)
Cuando combinamos 2.15 con 2.16:
dN 9 hk
= g2 =A2E 2 2.1
T = e = AP 10,0 (2.17)

y ahora sustituyendo en 2.17 y 2.12 en 2.4

do 1 dN _k

_ ey v 2

Dado que el factor de normalizacién A no contribuye a la seccion transversal diferencial, lo toma-
remos igual a uno. Para la dispersién eléstica, kg es igual a k; por lo tanto, la ecuacién 2.18 se
reduce a
do
— = |f(0, ). 2.19
e =110.0)] (219)
Por lo tanto, el problema de determinar la seccién eficaz diferencial do/d) se reduce al de
obtener la amplitud de dispersion f(6, ¢) .
Para encontrar la amplitud de dispersion f(6, ¢) debemos obtener la seccion eficaz diferencial
en el marco del centro de masa a partir de una forma asintética de la solucién de la ecuacion de
Schrédinger 2.7 que puede ser escrita de la siguiente manera:

(V2 + K)(7) = V(70 (220)

La solucién general a esta ecuaciéon consiste en la suma de dos componentes: una solucién
general a la ecuacion homogénea (que no es nada mas que una onda plana incidente) y una solucion
particular a 2.20, la cual se puede expresar en términos de la funcion de Green:

.
/

2 ~ -
U(T) = Gine(7) + h—g /G(F— YV (r ) (r)d>3r’. (2.21)
Al resolver la funcion de Green, la amplitud de dispersion es:

F0,¢) = — L /e‘i’;‘ﬁV(ﬁ)\IJ(ﬁ)d3r’:—M2 (®|V]T) . (2.22)

- 27h? 2mh?
donde ¢(7) es una onda plana, ¢(7) = eikT y k es el vector de onda dispersada; la integraciéon con
respecto a la variable r’ se extiende al espacio.

Y la seccién eficaz diferencial estd dada por:

2 2

_ M ’
T 4m2ps ’@‘V'm

do 2 7oA 2
= =fOr = /e—“” V)W) d*’ | (2.23)

Vemos que la amplitud de dispersién s6lo depende de 6 y no de ¢, pues existe cierta simetria
cilindrica.
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2.6. La primera aproximacién de Born

La primera aproximacién de Born consiste en aproximar la funciéon de onda dispersa por una
onda plana, considerando que el potencial es lo suficientemente débil.

Reescribiendo la amplitud de dispersién y la seccién eficaz diferencial en la primera aproxima-
cioén, se obtiene la siguiente relaciéon:

2

do w2 T
a0 1£(0)) = Py /e T (P d3r'| (2.24)
donde o
q= ko — ki, (2.25)

v hq es el momento transferido.
Siendo para una dispersion elastica |ko| = |k|:

- o 6
q=|ko—k|l= \/kg + k2 — 2kok cos 0 = 2ksin(§).
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Capitulo 3

Marco metodolégico

3.1. La molécula de agua como oscilador armoénico

Coémo siguiente paso, abordaremos a la molécula de agua como un oscilador armonico, pues
necesitamos estudiar su comportamiento vibratorio, asimilandolo a la hamiltoniana de este modelo.

La molécula de agua es considerada una molécula poliatomica, pues esta conformada por 3
atomos, por lo que posee 9 grados de libertad: 3 de traslaciéon, 3 de rotacién y 3 vibracionales.
Para analizar a profundidad la hamiltoniana de una molécula poliatémica, existen modelos méas
sofisticados y detallados que consideran la teoria de grupos para la simetria de la molécula y la
estructura electronica de estas. Sin embargo, para fines practicos, los modos de vibracion son los
que nos permitiran considerar a la molécula de agua como un oscilador armoénico. Pues en la
molécula se pueden identificar los siguientes tipos de vibraciones fundamentales (figura 3.1) :

» Estiramiento simétrico O-H: Los dos enlaces OH se alargan y acortan simultaneamente.
= Estiramiento asimétrico O-H: Un enlace OH se alarga mientras el otro se acorta.

= Flexion H-O-H: Los hidrégenos se mueven haca dentro y fuera de la molécula, alterando
el angulo HOH.

Figura 3.1: a) Estiramiento simétrico O-H, b) Estiramiento asimétrico O-H y ¢) Flexion H-O-H
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Siendo la Hamiltoniana del oscilador armonico unidimensional:

1
2 2.2
— +—mwr 3.1
5 VT3 ; (3.1)

la cual seré suficiente para estudiar nuestro sistema, considerando la distancia de los puentes
de hidrégeno como una variable adaptable a cualquier estado en el que se encuentre la molécula
de agua, dados los estiramientos que puedan ocurrir durante las vibraciones.

b=

3.2. Hamiltoniano del sistema

Coémo primer paso, encontraremos la funcién de onda, la cual puede obtenerse por medio del
enfoque de la solucion directa del Hamiltoniano de Schréodinger.

HY = EV. (3.2)

Donde H es el operador Hamiltoniano, ¥ la ecuacion de onda y E la energia del sistema.

Se considera un sistema de cinco moléculas de agua, como se muestra en la figura 3.2, fijjando

un oxigeno en el origen (O7) de nuestro sistema de referencia. En este arreglo, las moléculas estan
conectadas por puentes de hidrogeno y se encuentran en su estado fundamental.
Como aproximacién, las moléculas se consideran como dos protones alrededor del oxigeno en lugar
del atomo de hidrogeno, donde se considera la carga del proton como la carga total del dtomo de
hidrogeno (Q, = +¢€) y el oxigeno con carga negativa Qo = —2e, recordando que la molécula de
agua es considerada una molécula dipolar.

Figura 3.2: Diagrama del sistema

El Hamiltoniano total del sistema se expresa como la suma de los hamiltonianos entre el oxigeno
central y el protén con el que se enlaza por puente de hidrogeno:

H= ﬁOQypl,l + Hos,P1,2 + ﬁol7P4,2 + H017P5,1' (33)

Cada proton vibra respecto al oxigeno de manera independiente a los demés protones y con la
misma frecuencia de oscilacion, por tanto, cada expresion se escribe como un oscilador armoénico
independiente:
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X 72 1 5 o,
H = — 2MP1 IVPI 1 + §Mplylw ’I"l 2MP1,2 VPI 5
1 h?
+ =Mp, ,w?rs — 2
P D) VS
+1M 22 I \%- +1M 22 (3.4)
~ip, ;W Ty — 1 Ps, ,WT .
27 2 8 oMp, P T 2 v

Donde Mp, ; es la masa de cada protén por estar posicionado el oxigeno en el origen.
Con:

71: Distancia de interaccion del proton P; ; al oxigeno O,

75: Distancia de interaccién del protén Pj o al oxigeno Os,

73: Distancia de interaccién del protén Py o al oxigeno Oy,

74: Distancia de interaccién del protén Ps ; al oxigeno Oy,

Resolviendo cada una de estas Hamiltonianas por el método de separaciéon de variables:

Hy Wy (r1,01,¢1) = E1W1(r1, 01, 01), (3.5)
HoWy(ra, 02, p2) = EaWs(ra, 02, 2), (3.6)
H3W3(rs, 05, 03) = E3W3(rs, 03, ¢3), (3.7)
HyUy(ry,04,p4) = E4Uy(rg,04,04). (3.8)

Entonces:

K2 1
[— My V%l,l +§MP1,1W2T%]‘I’1(T1,91’<P1) = E1V(r1,01,01), (3.9)
1,1
h2 2 1 2.2
[— SNy VP, +§MP1,QW T3] Wa(ra, 02, 02) = E2Ws(ra, 02, 02), (3.10)
1,2
n 2 1 2 2
[~ S VP +§MP4,2W 73] W3 (rs, 03, 03) = E3W3(r3, 03, ¢3), (3.11)
4,2
ﬁ2 2 1 2.2
[ SMp . Ve +oMpy w0 i Wa(ra, 04, 04) = EqVa(ra, 04, 04). (3.12)
5,1

Cuya solucién de cada una de las ecuaciones se divide en una solucién radial: R, ;(r;), que
corresponde a los polinomios de Hermite y una solucién angular: Y; ,,(6;,¢;), donde esta
dltima son los armoénicos esféricos y [, n y m son los nimeros cuanticos.

En términos generales, podemos escribir cada una de las ecuaciones como:

Vo 1m (75,05, 05) = Rui(ry) Ym0, ¢;5). (3.13)

Y las soluciones completas del sistema seran el producto de las soluciones individuales. Siendo
la eigenfuncion del sistema:

Vo 1m (11,01, 01572, 02, 02573, 03, 03574, 04, 04)
= Ry 1(11)Y1,m (01, 91) R 1(12)Y1,m (02, ¢2)
Ry 1(13)Y1,m (03, 03) R i (14)Yi,m (04, 04).  (3.14)
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3.3. Colisién de un electron

En esta seccion, calcularemos la expresion de la SED para una colision eléstica entre un electréon
y un sistema de cinco moléculas de agua. Partimos de la eigenfunciéon del sistema ya obtenida en
la ecuacion (3.14), y utilizamos el formalismo de la mecanica cuantica para describir la interaccion
entre el electrén incidente y las moléculas de agua.

3.3.1. Definicién de la masa reducida y la secciéon eficaz diferencial

Definimos la masa reducida p del sistema como:

donde m,, es la masa del protén de la molécula al ser més masiva que m,, la masa del electron
incidente, podemos aproximar la masa reducida a so6lo la masa del electron m.. La SED 3—5 se
expresa en términos de la amplitud de dispersion f(8):

do . -
= HO) =]~ 5 (V) (315)

Aqui, ¥ y ¥y son los estados final e inicial del sistema, respectivamente, y V es el potencial de
interaccion.

3.3.2. Estados inicial y final del sistema

Asumimos que el sistema de moléculas de agua es lo suficientemente masivo como para perma-
necer en su estado base después de la dispersion. Los estados inicial y final del sistema (electron
incidente més las moléculas de agua) estan dados por una funcién de onda plana, respectivamente :

U, (12, ko, 1) = g Wo,0,0(r"), (3.16)
Up(re, k1) = R, 0,0(r"). (3.17)

Donde ei*or y ¢*7 son las funciones de onda del electron incidente antes y después de la
dispersion y Uy ,0(r’) es la funcién de onda del estado base de las moléculas de agua.
Estado base del oscilador armoénico:

V0,0,0(7i, 0, 0:) = Ro,0(r:)Y0,0(0:, :) (3.18)
Con:
2 Mw. s —Mwr?
Roo(r;) = 1™ 2R 3.19
0,0( ) \/ﬁ( i ) ( )
1
Y0,0(9i7 (pi) = (320)

3.3.3. Potencial de interaccién

Analizando el potencial coulombiano presente, el electron experimenta una fuerza atractiva con

ambos protones:

e2

e — do

20



Marco metodologico
3.3 Colision de un electron

y de repulsiéon con el oxigeno:
2¢?

Te

(3.22)

Suponiendo que el oxigeno esté en el origen y la posicion del electron incidente y los protones
estan dados por: 77 y dy respectivamente, siendo |d,| ~ 96pm .

La ecuacion general del potencial de interacciéon esta dada por

L 2 2 962
Vi) =——" - % 4= (3.23)
|7“e — dol |’I“e — d0| Te
3.3.4. Amplitud de dispersion del sistema
La amplitud de dispersion f(6) se calcula de la siguiente manera, dada la ecuacion 2.24:
2 2 2
M 3, i@ [ 73,0 W € € 2e W

f(0) =— /dreeqe/dr )| — -— — — + v r’ 3.24
0) =51 Sool") | =S = e [ Wonol) (829

Donde:
¢ es el momento transferido por el electron a la molécula (ecuacion 2.25).

Reescribiendo la ecuaciéon 3.24 con la funcién de onda del sistema (ecuacion 3.14) tenemos:

= 1(0) =~ [@rc™ [ @l vy 054,01, 04i 75, O e, 8, 574, 8 0)
e2 e? 2e2
— -+
‘Te — dol |7’e — d0| Te

Wo,0,0(77, 01, @175, 05,05, 5,05, 01, 04, ). (3.25)

Distribuyendo:

= f(0) = " /d37"e eidre [/d3r’1d3r§d3rgd3ri \Ifg,o’o(r’l,9’1,@’1;7"’2,9’2,90’2;ré,ﬁ&apg;d,%,@ﬁl)

2mh?
2¢? U P R L R LR R
T 070,0(7“17 1, P13 T2, V9, Vo373, U3, P33Ty, 4a§04)
|Te_d0‘
3.0 33,0 33,7 33,1 \Jr* ot 1.l
*/d rid red ryd ry ‘1’0,0,0(7"17 1, %1372, 2#»0277"3793;803,7"4;947@4)

2¢?

(&

Wo,0,0(77, 01, @157, 09, 05515, 03, 05575, 0, 04) |- (3.26)

Vemos que las tltimas integrales estan con respecto a d3r!, d3r), d3r, d3r', v la funcion —2¢
1 29 39 4 y | d I
Te—ag
2

y no dependen de las coordenadas de las moléculas de agua, (1’),lo que permite factorizar esas

fun(nones fuera de la integral sobre Wy ¢ o(74, 0, ©}).
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) ) 2e?
3.0 33..1 33,/ 3
/d Tld T2d TSd \IIOOO(Tlvola501’7‘%9279023T370379037T4794a(p4>| d |
— o
!l 1.0l ;0 3 3 ol i /
Wo,0,0(r1, 01, 91373, 05, 05,75 = /d dr4\IIOOO(r1,91,¢1,r2, by Py T, 05, 05517, 04, ©)
0

\11070’0(7”/179/1’@/1;7'/2,05790/2")”&7 (327)

2¢?
3.0 3.0 33,0 33,0 \qy* I Lo o gl ol A
/d ridryd ryd 7“4\1'070’0(7“1,91,gol,r2,92,<p2,r3,93,@3,r4,94,<p4)—

€

Il .l
Uo0,0(r1,07, 0175, 2790277"3 =

2
3.0 33,0 33,0 33,/ \Jy* VA, VAR ANRNY A2V RSN AN S,V AN AN A2 V AN |
/d rid ryd ryd 7“4‘1’(),0,()(7“17911@1’7"2a 9, P2, 75, 03, 03574, 0, ©4)

e

\IIO,O,O<T1179/1a§0/1;r/2a0/2790/2’7':/3' (328)

= f(0,¢) = ug/d?’ree’”{ /d3 rhd®rid®ry Uy o o (1], 01, @15, 05, b, 1%, 05, ohs 1, 0, o))
27Th |7~6de‘

. ’ /
‘I/O,O,O(Tp 917 9017 7”27 05, 502» T3
2¢?

! 93,0 33,0 33, \qy* ! pl A,
rld T2d T3d T4\IJO,O,O(T176D<)013T2’ 27@2,7'3,93,(,03,7"4,94,(,04)

\1’0,0,0(7“/1»917@/157”/27 ,2»90/277“3]'
(3.29)

Las integrales sobre las coordenadas espaciales, r; se simplifican gracias a la propiedad de
ortonormalidad de estos estados, siendo la integral:

/dgrl‘l’ao,o(ﬁ)‘I’O,O’O(ﬁ) =1L

Por lo tanto, la amplitud de dispersion se reduce a:

62/“ 3 o 1 T |
_ iq-Te _ 3, oG Te
= f(0) 73 [/d Te€ ) /d Te€ | (3.30)

3.3.5. Resolucion de integrales

La segunda integral de la expresion (3.30) se resuelve realizando un cambio de coordenadas:

1,(77-1, [e'e) ™ 27 4
/e dr, = / Te dre/ eldre cos e gin g, d9€/ doe = —;T (3.31)
Te 0 0 0 q

Siendo la amplitud
it 4
wh2 V = do " qzl (332

La primera integral se resuelve de manera anéloga a la anterior, utilizando un cambio de
variable y la propiedad de las funciones exponenciales:
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iq-re iq- |7 —do
e““_) _ elal7 _.O‘e“l' 3
‘re—dO‘ |7e — do
“1 re “1“"‘& d?)‘ Lo N 7"1 ‘Tc*dO‘ id » 4
/ Y = € _ _ ezq-dgdB,,,e — elq'do d Te=e¢€ e'a do%' (333)
|7"e — do |’I"e — d0| |’I“€ — d0| q
Reduciendo la amplitud de dispersiéon de la siguiente manera:
2
e“n (e dr 4w 4e%u
= 10)= = (ezq - q2> e (e _ 1) (3.34)

3.3.6. Mobdulo de la amplitud de dispersion del sistema

Calculando ahora el médulo de la amplitud de dispersion del sistema:

2

4e?
FO)F = |5z (70 =1)] (3.35)
= |fO)? = 1252464 (7% — 1) (e — 1), (3.36)
2.4 N
FO)F = S (1 - cos(d o)) (3.37)
Con q = 2ksen(g) y k? = th

2,4 .

FOP = 22 (1~ cos(q - o) (3.35)

hA2ksen(5)]*

ZT('Iz = f(O))2 = QEQ:EI‘W) {1 — cos (2 (WHTE) (m(i)) (do cos g))] . (3.39)

2
siendo 6 el angulo de dispersion del electron, « el angulo de separacion entre cada protéon en la
molécula de agua y F la energia de incidencia del electron.

3.4. Colisiéon de un positron

Si hacemos colisionar un positréon con el sistema, ignorando los efectos relativistas, el positron

experimenta una fuerza de repulsion de Coulomb con los protones ( ) y de atraccion (_362)

2
|72 —do
con el oxigeno.

Siendo la amplitud de dispersion:

; U o 2 2 9 2 .
o)=L /dSree’q'Te/dSr’\Ifooo< ')[ LA ]%m . (3.40)

2mh? o —do| e —do|  Te

Resolviendo analogamente al caso de un electrén,

62/14 R | N 1
f ) = /d37ﬂeezq.7‘€7 B /dgrEelq.Tﬁi—’ ) 3.41
(9) mh? Te 7o — dy| ( )

= f(0) = [ /|r Lq_r;()' ] ; (3.42)
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e?u (4w AT 4e?p o
= — _— = iq-do = = — iq-do
= f(0) s <q2 e q2) g (1 e ) , (3.43)
4e?p N
2 _ _ ig-dg
£ (0)] g (1 e ) (3.44)

Vemos que el resultado de la amplitud de dispersion para el positréon es el mismo que para el

electrén. ) ,
‘(1 - e’iff‘do)‘ - ‘(eiq‘do - 1)‘ . (3.45)

Por la propiedad de los numeros complejos, la secciéon eficaz diferencial sera la misma que al hacer
colisionar un electrén que un positron.

;% P —— {1 — cos (2 (\/?) (sin(Z)) (do cos ;‘))] . (3.46)

- 2E?sin’(9)
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Capitulo 4

Resultados y analisis

Para mejor interpretacion en este capitulo, se desarrolld un co6digo que modela la interaccion
particula-molécula basado en la expresion obtenida para simular la SED en funcion de la energia
de incidencia y el angulo de dispersion de la particula. Este codigo permite graficar la SED en
relacién con ambos parametros, facilitando su anélisis y visualizacion.

De acuerdo con la ecuacion 3.46, la seccién eficaz diferencial depende solamente de la energia de
incidencia y del angulo de dispersiéon de la particula. Pues la integral que describe la amplitud de
dispersion se simplifica al no contemplar las distancias entre los puentes de hidrogeno que conectan
una molécula de agua con otra.

Segun hallazgos previos, se ha estudiado la dispersion elastica electron-agua de forma teoérica
para energias desde 2.14 ¢V hasta 6 eV [22]| y experimental para energias menores de 100 eV [10].
Dado que hay registros del célculo de la SED para tres clusters de agua con energias hasta de 10
MeV donde se consideran los efectos relativistas [11], se propone estudiar la interaccion hasta 500
eV, pues no se consideran estos efectos en nuestro estudio.

4.1. Grafico de SED con respecto al angulo de dispersiéon

En esta seccion se grafica la SED con respecto al dngulo de dispersion variando de 0° a 360°
para energias bajas, de 1 a 80 eV, pues este es el rango de energia reportado en investigaciones
anteriores [23].
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Resultados y analisis
4.1 Grafico de SED con respecto al angulo de dispersion

Seccién Eficaz Diferencial vs Angulos de dispersién
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Figura 4.1: Seccién eficaz diferencial con respecto al angulo de la particula dispersada para energias
hasta 80 e€V. Los datos del eje y se presentan en escala logaritmica.

En la figura 4.1 se observa que la SED presenta una forma simétrica en torno a los 180°, pues
tiene maximos en angulos pequenios (de 0° a 10°) y grandes (360°), con minimos en la region
central, entre 120° y 180°. Esto quiere decir que hay menos particulas dispersadas hacia atras y
mas particulas dispersadas hacia adelante.

Esta tendencia general coincide cualitativamente con los datos experimentales [10] en los que
se representan curvas de SED para energias bajas de 1 a 30 eV. Aunque para energias mayores de
30 eV, el modelo predice una caida mas acentuada de la SED, lo cual no se ve tan pronunciado en
investigaciones teoricas que trabajan con energfas hasta 50 €V [24]. Para ambos casos, la magnitud
de la SED en estos rangos de energias oscila con un maximo en (~ 1072'm?/Sr) y minimo de
(~ 10723m?2/Sr), mientras que, en el modelo propuesto, se observan maximos de (~ 10~3'm?2/Sr)
y minimos de (~ 1074'm?/Sr), es decir, existe una diferencia de hasta 13 6rdenes de magnitud
por debajo de los valores presentados en la literatura.

Analizando ahora la SED para altas energias a partir de 90 eV hasta 500 eV, el comportamiento
de la SED empieza a oscilar a partir de 110 €V y se observan patrones de interferencia ( figura 4.2).
De igual manera, notamos que conforme la energia aumenta, los patrones de interferencia son mas
notorios.
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4.2 Grafico de SED con respecto a la energia de incidencia

Seccién Eficaz Diferencial vs Angulos de dispersién
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Figura 4.2: Seccién eficaz diferencial con respecto al angulo de la particula dispersada para altas
energias hasta 500 eV.

4.2. Grafico de SED con respecto a la energia de incidencia

Graficando ahora la SED con respecto a la energia de incidencia de la particula, con energias
hasta 100 eV, podemos ver que casi un gran nimero de ellas se dispersa a 0° y la SED es alta. Por
otro lado, se puede ver que hay més particulas que interacttian en angulos pequenos, de 0° hasta
45° (figura 4.3).

Seccién Eficaz Diferencial vs Energia de incidencia (100 V)
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Figura 4.3: Seccion eficaz diferencial con respecto a energia de la particula incidente para bajas
energias hasta 100 eV.

Para altas energias hasta 500 eV, se empieza a ver un comportamiento oscilatorio a partir de
angulos de 60°, 90° y 180°. Cada uno contiene puntos minimos de SED con distintos rangos de
energia.
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4.2 Grafico de SED con respecto a la energia de incidencia

Seccién Eficaz Diferencial vs Energia de incidencia (500 V)
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Figura 4.4: Seccion eficaz diferencial con respecto a energia de la particula incidente para bajas

energias hasta 500 eV.

Graficando nuevamente, altas grandes energias, de 10 MeV, se observan patrones de interferencia
més pronunciados, incluso para dngulos de dispersion bajos de 20°.

Seccién Eficaz Diferencial vs Energia de incidencia (10 MeV)

10735 4

10732 4

10741 4

1074+ 4

10747 4

Seccion Eficaz Diferencial {m?/fsr)

10730 4

10733 4

=

2000

1000 £000 8000 10000
Energia (eV)

Figura 4.5: Seccién eficaz diferencial con respecto a energia de la particula incidente para altas

energias hasta 20 MeV.
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Capitulo 5

Conclusiones y discusion

En este estudio calculamos la seccion eficaz diferencial al colisionar un electréon Y un positron
con un sistema de cinco moléculas de agua, considerando que cada molécula puede formar hasta
cuatro enlaces por puente de hidrégeno. El modelo parte definiendo el estado del sistema con la
ecuacion de Schrodinger como la superposicion de cuatro osciladores armonicos, bajo un potencial
interaccion coulombiano entre la particula incidente (positron o electron) y los atomos que confor-
man la molécula. Para una mejor aproximacion, se consider6 a los hidrogenos como protones y al
oxigeno con una carga equivalente a dos electrones. Al ser una dispersion elastica, consideramos al
sistema lo suficientemente masivo, permaneciendo en su estado base antes y después de la interac-
cion. Los estados inicial y final del sistema se definieron en funciéon de una onda plana y se calculo
la amplitud de dispersion, de la cual se deriva la SED. Al estar la funcion de onda en términos
de las distancias de los puentes de hidrégeno y el potencial de interacciéon en términos de la dis-
tancia electron-oxigeno y positron-oxigeno, las integrales se simplifican utilizando la propiedad de
ortogonalidad de la funcién de onda. Reduciendo la expresion como si fuera para una sola molécula.

Podemos observar que la primera representaciéon matemaética se deriva del modelo de Ruther-
ford, el cual describe como una carga dispersa a otra por medio de una interacciéon coulombiana. A
mayor energia, menor dispersion y gran parte de las particulas se dispersan en dngulos pequenos.
En cambio, la segunda expresion representa un efecto oscilatorio; tener una funcién coseno dentro
de la expresion introduce un efecto de interferencia, lo que significa que la dispersiéon no es unifor-
me. Cuanto mayor sea la energia o el angulo, mas osciladores habra; estos patrones son visibles en
energias a partir de 110 eV y angulos mayores de 60° para energias de hasta 500 eV, ya que a mayo-
res energias, se presenta la mecanica cuantica relativista, la cual no fue considerada en este estudio.

La relacion encontrada para calcular la SED en la colision elastica de un electréon con un
sistema de cinco moléculas de agua es la misma que al hacer colisionar un positréon, debido a la
equivalencia en las amplitudes de dispersion, lo que implica que ambos procesos siguen la misma
relacién matematica. Aunque en la actualidad no existen radioterapias que utilicen directamente
positrones para el tratamiento del cancer. Esta expresion depende de la geometria de las moléculas
de agua, determinada por el dngulo de separaciéon entre los 4tomos de hidrogeno, la energia de
incidencia y el d&ngulo dispersado de la particula.

Al comparar las magnitudes de las SED del modelo propuesto con los que existen en la literatu-
ra, se observan diferencias de hasta 13 6rdenes de magnitud por debajo de los valores reportados.
Esta diferencia sugiere incluir interacciones adicionales que permitan describir con mayor preci-
sién el sistema fisico. No obstante, la distribucién angular concuerda con los resultados previos,
presentando méximos en angulos pequenos (0° - 10°) y grandes (360°) y un minimo en regiones
intermedias (entre 120° y 180°) como se muestra en la figura 4.1.
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Conclusiones y discusion
5.1 Perspectivas

5.1. Perspectivas

Para futuros trabajos, se podria reescribir el potencial de Coulomb explicitamente entre las
distancias de interaccién con cada molécula del sistema y considerar osciladores armoénicos acopla-
dos para una mayor precision del modelo. Adicionalmente, en una dispersion real, para procesos
no elasticos, podria haber excitaciones vibracionales o rotacionales en las moléculas o inclusive un
rompimiento de la estructura inicial que da origen a la radiolisis del agua, por lo que se tendria en
consideracion modificar la funcién de onda final del sistema.
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Apéndice A
Funciones de Green

En este apartado se presenta el uso de la funciéon de Green para resolver la ecuacién de Schro-
dinger en el problema de dispersion. La funcion de Green G(7—r ) satisface la ecuacioén diferencial:

(V2 + EH)G(F—17) = §(F — 1) (A1)

la solucion general para la funcién de onda U(7) se expresa en términos de la funcion de Green
como:

— —

U(7) = Pine(F) + — /GF V()8 () d> ! (A.2)
donde:

= &,,.(7) es la onda incidente
s G(7—17) es la funcion de Green del operador diferencial en la ecuacion de Schrodinger

L] V(r_; ) es el potencial responsable de la dispersion

La funcién de Green se obtiene resolviendo su ecuacién en el espacio de Fourier. Se parte de la
representacion:

G — ) = ﬁ/e’w G (A.3)

Al sustituir en la ecuacion diferencial, se obtiene que su transformada de Fourier es:

~ 1

G(q) = R_—g (A.4)
lo que permite escribir la funcién de Green en el espacio real como una integral en el espacio de
momentos.

Para resolver la integral, se usan coordenadas esféricas y se realiza un cambio de variable
x = cos 6. Tras integrar sobre los dngulos, la funciéon de Green toma la forma:

G(F—17) = / ger! Z' (A.5)
47r21|7“—r’| @ —k

Esta integral se resuelve cerrando el contorno en el plano complejo. Los polos estan en ¢ = +k, y
dependiendo del contorno elegido, se obtiene:

o eikli—1|
Gi(Fr—r)y= ——= (A.6)

Art|7 — o]
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Funciones de Green

Esta solucion representa una onda esférica saliente desde 7. Entonces, la funcién de onda total se
expresa como: )
U eik\Ffrﬂ
2mh? |7 — 7|

— —
/!

V(r)w (") d>r’ (A.7)

() = B(F) -
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