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Introduccion

Un esquema de comparticién de secretos perfecto con estructura de acceso I' es un método
que un distribuidor puede usar para repartir fragmentos de un secreto en privado a cada
elemento de un conjunto de participantes P de manera que un subconjunto de P puede
conocer el secreto si y sélo si el subconjunto pertenece a [. Los elementos de [ se llaman
conjuntos autorizados y si todo elemento de P pertenece a un conjunto autorizado minimal
decimos que la estructura de acceso es conexa y que el esquema es conexo. Los esquemas
ideales son aquellos en los cuales el conjunto de fragmentos para cada participante coincide
con el conjunto de secretos. Una estructura de acceso ' es ideal si existe un esquema de
comparticion de secretos ideal con estructura de acceso I'. Las estructuras de acceso ideales
son interesantes porque tienen los esquemas de comparticién de secretos mas eficientes [2].

La caracterizacidn exacta de las estructuras de acceso ideales es un problema abierto
desde hace ya algun tiempo, y para resolver este problema han entrado en juego conceptos
de combinatoria y teori{a de la informacién. El resultado mds importante con miras hacia la
anhelada caracterizacién fue dado por Brickell y Davenport [8], quienes probaron que una
condicidn necesaria para que una estructura de acceso conexa sea ideal es que sea inducida
por un matroide. Brickell y Davenport también presentaron una condicidn suficiente para que
una estructura de acceso conexa sea ideal: st una estructura de acceso conexa es inducida por
un matroide representable sobre un campo finito, entonces es ideal [8]. Desafortunadamente,
la condicién necesaria no es suficiente pues hay ejemplos de estructuras de acceso inducidas
por matroides que no son ideales, como es el caso de las estructuras de acceso inducidas por
el matroide de Vamos [2”] el cual no es representable sobre ningtin campo, y la condicién
suficiente no es necesaria ya que existen estructuras de acceso ideales cuyo matroide apro-
piado no es representable sobre ningtin campo [24] Por esta razén hablamos de la existencia
de una casi-caracterizacidn de estructuras de acceso ideales conexas mediante matroides. ELl
estudio de esta casi-caracterizacion y de sus implicaciones es el objetivo principal de este
trabajo.

En el Capltulo 1 presentamos los conceptos basicos de la teoria de matroides: conjuntos
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independientes, bases, circuitos y rango, y las definiciones del concepto de matroide que sur-
gen para cada uno de dichos conceptos. Definimos los conceptos de isomorfismo de matroides
y de matroide representable, explicamos la construccién de la representacién geométrica de
un matroide y establecemos algunos resultados que nos permiten discernir aquellos diagra-
mas que representan un matroide de aquellos que no. Estos criterios nos permiten definir
algunos matroides importantes simplemente mostrando su representacion geométrica. As( ex-
ponemos los matroides de Fano, Vamos, Pappus y non-Pappus y comentamos algunas de sus
caracter(sticas y propiedades. También en este capitulo definimos los matroides transversa-
les y estudiamos una subclase de estos: los matroides de caminos reticulares. Presentamos
algunos de los principales resultados acerca de este tipo de matroides y mediante dos con-
traejemplos exhibimos que dos afirmaciones acerca de matroides de caminos reticulares de
[5] no se verifican, lo cual tendrd repercusiones posteriores.

En el Capitulo 2 exponemos las definiciones fundamentales de la teor(a de esquemas de
comparticion de secretos desde un punto de vista algebraico: abordamos conceptos tales como
estructura de acceso, conjuntos autorizados, esquema de distribucién y esquema de comparti-
cion de secretos. Para estos ultimos se definen la condiciones de reqularidad, privacidad débil
y fuerte, y las nociones de esquemas perfectos, ideales y conexos. La parte mas importante
de este capltulo es el andlisis a profundidad de [8], que es la piedra angular de la teor(a de
caracterizacion de estructuras de acceso ideales conexas mediante matroides.

En el Capttulo 3 construimos estructuras de acceso a partir de matroides, nos enfocamos
en la estructura creada a partir del matroide de Vamos, que no es representable sobre ningin
campo, y probamos que esta estructura no es ideal, con lo cual queda probado que la condicidn
necesaria para que una estructura conexa sea ideal no es suficiente. También estudiamos a
los cddigos casi afines y la manera en la cual podemos definir un matroide a partir de ellos.
Vemos que el matroide de non-Pappus, que no es representable sobre ningiin campo, estd
asociado a un cddigo casi afin que corresponde a un esquema de comparticién de secretos
ideal, con lo cual verificamos que la condicidn suficiente para que una estructura de acceso
conexa sea ideal no es necesaria.

Finalmente, en el Capitulo 4 hablamos sobre dos tipos de estructuras de acceso: las
estructuras de acceso universalmente ideales y las estructuras de acceso jerdrquicas. En el
primer caso veremos que la casi-caracterizacion previamente mencionada se convierte, de
hecho, en una caracterizacién. En el segundo caso comentaremos algunos de los resultados
presentados por Mo [20] acerca de estructuras de acceso jerdrquicas ideales, que por los
resultados que no se verifican de [5] no necesariamente son correctos.

A lo largo de este documento encontraremos algunas proposiciones cuyo encabezado
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aparece subrayado. Esto indica que el autor citado unicamente enuncié el resultado, pero
no presentd su demostracion o la presenté de manera incompleta y para cumplir con los
objetivos de este trabajo nosotros elaboramos o completamos la prueba. Si presentamos
alguna proposicién junto con su demostracién sin citar algin autor significa que tanto el

enunciado de la proposicién como su demostracién fueron elaborados por nosotros.



Capitulo 1

Matroides

En este cap(tulo presentamos teorla basica de matroides que nos sera util en el desarrollo
de este trabajo. Sugerimos al lector consultar especialmente [10] ya que en dicho trabajo
se hace un andlisis minucioso de la mayoria de los conceptos y teoremas mencionados a
continuacidn, por esta razdén, se enuncian sin demostracidn. También recomendamos consultar
[14] [21] y [28] para un estudio més profundo de esta drea de las matematicas.

Establecemos la siguiente notacidn. Sean P un conjunto, A C P y x € P. Denotaremos
al conjunto potencia de P con P(P), y en lo sucesivo, cuando no exista riesgo de confusion,
escribiremos las operaciones con un conjunto unitario prescindiendo de las llaves. Por ejemplo,

con A\ x denotaremos al conjunto A\ {x}, y AU {x} lo escribiremos como AU x.

1.1.  Conceptos basicos

1.1.1.  Conjuntos independientes

El concepto de matroide abstrae la nocidn de independencia que surge en diversas areas
de las matematicas, tales como la independencia lineal de dlgebra lineal o la independencia
en teorla de gréficas. Una de las principales cualidades de la teor(a de matroides es que
podemos dar diferentes definiciones equivalentes del concepto de matroide. La definicién que

emplearemos mds a menudo serd la Definicién 1.1.

Definicion 1.1 ([14, Definicién 2.1)). Un matroide M es un par ordenado (E, Z), donde E es
un conjunto finito e Z es una familia de subconjuntos de £ que satisface las siguientes tres

condiciones:

(1) T + 0.
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(I2) St1eZyJCI entonces J €T.
(13) St /,J €T y|J| <|l], entonces existe un elemento x € /\ J tal que JUx € T.

En este caso decimos que E es el conjunto subyacente de M y que M es un matroide sobre
E. A los elementos de Z los llamamos conjuntos independientes de M y a los subconjuntos de
E que no pertenecen a Z los llamamos conjuntos dependientes. Nos referimos a los elementos

de E como puntos del matroide.

En lo sucesivo, en cualquiera de las definiciones alternativas que presentemos, asumiremos
que los conceptos que permanecen sin cambios reciben el mismo nombre, tales como matroide
sobre un conjunto E y conjunto subyacente de un matroide.

Existe una definicidn muy similar a la Definicién 1.1, que parece decir esencialmente lo
mismo, pero que en la prdctica simplifica los cdlculos. Esta definicién proviene del siguiente

teorema.

Teorema 1.2 ([14, Proposicidn 2.3]). Sean E un conjunto finito e T una familia de subconjuntos

de E. El par M = (E,Z) es un matroide si y sdlo si satisface las siguientes tres condiciones:
(1) 9§ T
(J2) Sil €Ty Cl entonces | €T.

(13) Sil,] €T son tales que |l| = |J|+1, entonces existe un elemento x € I\ J que cumple
que JUx €T,

1.1.2. Bases

Una manera eficiente de conocer los conjuntos independientes de un matroide es listando
los conjuntos independientes maximales, ya que por (I2) todos sus subconjuntos son inde-
pendientes y dado que estamos trabajando con conjuntos finitos, todo conjunto independiente
estd contenido en un conjunto independiente maximal. De ah( la importancia de definir el

sigutente concepto.

Definicion 1.3 ([14, Definicién 2.4)). Sea M = (E,Z) un matroide. Un subconjunto B C E
es una base del matroide M si B es un conjunto independiente maximal. Denotaremos a la
familia de bases de M por .

En el Teorema 1.4 resumimos algunas de las propiedades que cumple la familia de bases
de un matroide y explicamos cémo podemos construir un matroide a partir de una familia de

conjuntos que cumple con las caracter(sticas para ser una familia de bases.
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Teorema 1.4 ([14, Ejercicio 2.14], [10, Lema 2.1, Teoremas 2.2-2.5]). La familia de bases B de

un matroide M verifica las siquientes propiedades:
(B1) B + 0.

(B2) Si By, B, € B y By C By, entonces By = B».
(B2") Si By, B, € B, entonces |B,| = |B,|.

(B3) Si By,B, € By x € By \ By, entonces existe un elemento y € B, \ By tal que
(By\x)Uy € B.

Ahora, sean E un conjunto finito y B una familia de subconjuntos de E que satisface las

propiedades de alguno de los siguientes incisos:
1. (B1), (B2) y (B3); o
n. (B1), (B2*) y (B3).

Si definimos el conjunto
I={ICE|3BeB:ICB},

entonces M = (E,T) es un matroide que tiene a B como su coleccidn de bases.

El Teorema 1.4 justifica el establecimiento de la siguiente definicién alternativa de ma-

troide.

Definicion 1.5 (Por bases). Un matroide M es un par ordenado (£, B) donde E es un conjunto
finito y B es una familia de subconjuntos de E que satisface las propiedades (B1), (B2) y
(B3). Los elementos de B se llaman bases de M.

1.1.3. Circuitos

A continuacién introducimos un nuevo término que, en cierto sentido, es el concepto dual

de base. Nos referimos a aquellos conjuntos que son dependientes minimales.

Definicion 1.6 (|14, Definicion 2.9)). Sea M = (E,Z) un matroide. Un subconjunto C de E se
llama circuito st es un conjunto dependiente minimal, es decir, st es dependiente pero todos
sus subconjuntos propios son independientes. Denotamos con C el conjunto de circuitos de
M. En simbolos:

C={CCE|CgTITyVICC: T}
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Es importante enfatizar que, a diferencia de las bases, los circuitos de un matroide pueden
tener diferente cardinalidad entre ellos. Ademads, st M = (E,Z) es un matroide en el cual
T = P(E), entonces C = @, a diferencia de su familia de bases B, que siempre contiene al

menos un elemento.

Teorema 1.7 (|10, Teoremas 2.6, 2.7)). La coleccion de circuitos C de un matroide M verifica

las siguientes propiedades:
(C1) @ &C.
(C2) Si G4 y G, son elementos de C y Cy C G, entonces Cy = (.

(C3) Si Gy y G, son elementos distintos de C y x € C; N C,, entonces existe un elemento C5
de C tal que G5 C (G U G) \ x.

Ahora, sean E un conjunto y C una familia de subconjuntos de E que satisface (C1), (C2) y
(C3). Si definimos
I={ICE|VCeCCTI}

entonces M = (E,Z) es un matroide que tiene a C como su coleccion de circuitos.
El Teorema 1.7 nos permite establecer otra definicién de matroide.

Definicion 1.8 (Por circuitos). Un matroide M es un par ordenado (E,C), donde E es un
conjunto finito y C es un subconjunto de P(E) que verifica las condiciones (C1), (C2) y (C3).

Los elementos de C se llaman circuitos de M.

La condicion (C3) sefala que st tenemos dos circuitos distintos y un elemento en su
interseccion, siempre podemos hallar un circuito contenido en la unién de los primeros dos
circuitos quitdndole el elemento en comidn. ELl Teorema 1.9 nos aporta un resultado mas

potente que denotaremos por (C3%).
Teorema 1.9 ([28, Teorema 1.9.2]). Sea M un matroide con familia de circuitos C.

(C3%) Si G4 y G son dos circuitos de M distintos y x € G N G, entonces para todo
y e (G\G)U(G\ G) existe un circuito C, tal que y € C, C (G U &) \ x.

Demostracion.

Supongamos que (C3%) no se verifica. Sean C; y G, dos circuitos distintos, x € GG N G, y
y e (G\G)U(G\ G) tal que ningun circuito C satisface que y € C C (G U G) \ x, y
tal que |Gy U G| es minimal. Supongamos que y € G\ G, (el caso en el que y € G\ G
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se desarrolla de manera andloga). Por (C3) existe un circuito GG C (G U G) \ x, pero por
hipétesis y & C3. St GG N (G \ Gy) =, entonces G5 C G\ x € (, lo cual no puede ocurrir
ya que C; es un conjunto dependiente minimal, asi que G5 N (G \ G) #+ @ y podemos elegir
ze€ GN(G\ G), en particular z € G, N Gs. Ademas, x € G\ G, por lo que G, y G son
circuitos distintos, y como (3 C GG U G y G, € G U G, tenemos que G, U GG C GG U G, y
dado que y € GG U G, pero y & G U G, entonces G, U G5 € G U G,. Por la minimalidad
de |G U G| existe un circuito G4 tal que x € G4 C (G, U G3) \ z. Ahora consideremos los
circuitos Gy G, x € GN G, y & G UG, lueqo, y & G, ast que y € G\ G, de donde
Ci # G4 Ademds, dado que z € GG y z & G U G, tenemos que

CGUGCGUGUG) =(CGUGIUGC(GUGIUGUG)=CGUG

entonces C;UCy € G UG, Empleando nuevamente la minimalidad de |G U G|, existe G5 € C
tal que y € GG C (GG U Gy) \ x, y como G UG © G UG, G5 es un circuito de M tal que

y € G C(GUG)\ x, pero esto contradice lo supuesto. Entonces la conclusién del teorema

debe ser verdadera. OJ

Sea M un matroide sobre un conjunto £ y sean x, y y z tres puntos distintos de E.
Supongamos que existe un circuito que contiene a x y a y, y uno que contiene a y y a z.
Demostraremos que existe un circuito que contiene a los elementos x y z. Primero vamos a
definir la restriccion de un matroide. Posteriormente, dado que realizaremos la prueba por
induccidn, vamos a probar el caso base, para lo cual necesitamos conocer todos los matroides
que pueden construirse con 3 elementos.

Consideremos un matroide M = (E,Z) y T un subconjunto de E. Estamos interesa-
dos en lo que sucede cuando restringimos el estudio de M a T, es decir, a los conjuntos
independientes de M que ademds son subconjuntos de T. Para ello definimos la familia
IM|;) ={l C T :1 & T} Podemos verificar facilmente que el par (7,Z(M|;)) es un
matroide, lo llamamos la restriccién de M a T, y lo denotamos por M| .

Las propiedades que se enuncian en el siguiente teorema son consecuencia inmediata de

la definicidn de restriccion de un matroide.

Teorema 1.10 ([21)). Sean M = (E,Z) un matroide y T C E. En el matroide M|; se
verifican las siquientes propiedades:

1. X es un conjunto dependiente en M| si y sélo si X C T y X es dependiente en M.
1. Los circuitos de M| son los circuitos de M que estdn contenidos en T.

Ahora, sea E = {x, y, z}. Podemos verificar que las siguientes familias de subconjuntos

de E son las Unicas que satisfacen las propiedades (I1), (I12) e (I3). Escribimos también sus
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respectivas familias de circuitos:

Ty = {0}, G = {{x} {y} {2}}
T, = {0. {x}}. G = {{y} {z}}
Ty = {0.{y}}. G = {{x} {z}}
Ty = {0, {z}} Co = {{x}. {y}}
Is = {0.{x}. {y}}. G = {{z}. {x. y}}
To = {0 {x}. {z}}. G = {{y} {x.2}}
I ={0.{y}. {z}} G = {{x}. {y. z}}
Ts = {0 {x}. {u} {x. y}} G = {{7}}
To = {0 {x}. {7} {x. 7}} Co = {{y}}
Tro = {0, {y} {2} {y. 2}} Cro = {{x}}
T = {0, {3 Ayt Az} G = {xyh {x 2h {y, 23
Tio = {0, {3 gt Azh Do yh I 2 Co = {{y, 24
Ty = {0, Ixb Ayt Az} {x uh y. 24 s = {{x 2}
Ty = {0, Ixb Ayt Az} {x. 2b {y, 73} G = {{x gt
Tis = {0, Ixb Ay Azb {x b fx2h {y, 21 Gs = {{x g, 2}
Lo = {0, Ixb AAyb Azb {x b I 2b {y 2h xoy, 23} G = 0 (1.1)
Entonces existen 16 matroides sobre el conjunto £ de cardinalidad 3. As( que, st M = (E,C)
es un matroide tal que existe un circuito C,, que contiene a {x, y} y existe un circuito G, ,

que contiene a {y, z}, entonces necesariamente C = Cy; 0 C = Cy5, y en ambos casos existe

un circuito C,, tal que {x, z} C C,..

Teorema 1.11 ([28, Teorema 5.1.2]). Sea M = (E,Z) un matroide y sean x, y, z € E distintos.
Si existe un circuito C,, tal que x,y € C,,, y un circuito C,, tal que y,z € C,,, entonces

existe un circuito C, , que verifica que x,z € C, ,.

Demostracion.

Realizaremos esta demostracién por induccién sobre |E|, con |E| > 3. St |E| = 3, entonces
por lo mostrado anteriormente la conclusidn del teorema se verifica. Supongamos que existe
n € N, n > 3 tal que el resultado se verifica para todos los matroides sobre conjuntos de
cardinalidad mayor o igual a 3 y menor o igual a n. Sea M = (E,Z) un matroide tal que
|E| = n+1,ysean x, y y z puntos distintos de £. Supongamos que existen dos circuitos C

y G, tales que x,y € G,y yy,z € Cy,. St G, = C,,, entonces tomando C,, = C,, se
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verifica la conclusién del teorema. Supongamos ahora que C,, # C,, y que £ #+ C,, U, ..
Seau e EN\(Gy,UCGC,,)ysea T = E\u. T es un subconjunto de E de cardinalidad
n que contiene a los conjuntos {x,y,z}, C., y C,,. Por hipétesis de induccién existe un
circuito C,, de M|, tal que x,z € C,,, mas aln, C,, es un circuito de M y verifica la
conclusidn del teorema. Ahora supongamos que £ = C,, U C,,. St x € (,,, entonces basta
tomar C, , = C,,, mientras que si z € C,,, conviene establecer C, , = C,,. Supongamos que
xe Gy \G,yze (C,\Cy Como C, #+ Gy, por el Teorema 1.9, existen dos circuitos
C. y G, tales que
xe G, C(CyUG)\y

(1.2)
zZ & Cz g (Cx,y U Cy,Z) \ g

St G N (G, \ Cy) = 0, entonces C, C G,y \ y, de donde C, € G, lo cual no puede ocurrir
ya que por ser C,, un circuito, todos sus subconjuntos propios son independientes, entonces
G N (G, \ Cy) #+ 0. Supongamos que C,,\ G, € C, entonces C, UG, , € C,,UC,, = E,
por lo que |G, U Gy ,| < |Gy UGy ,| = |E|. Tenemos que x € C,, z € C,, y G,NCy, #+ 0,
asl que existe u € E tal que x,u € G,y u,z € G, con |C, U C,,| < |E|. Por hipétesis de
induccidn, existe un circuito C de M]CXUCW al que pertenecen x y z, en particular C es un
circuito de M que cumple con la conclusién del teorema. St suponemos que C,,\ C,, € C,
empleando un razonamiento analogo al anterior también obtenemos que existe un circuito C
de M al que pertenecen x y z. Ahora supongamos que C, ,\ C,, C C,y G, ,\ G, C C,. Por
(12), GUC, C (CyUC,,)\y=E\y.Puesto que C,N(C,,\Cy) # 0,y G, \Cy CC,
entonces C, N C, = , as( que existe v € E \ y tal que x,v € C, y v,z € C,, luego, por
la hipdtesis de induccidn existe un circuito C de M|E\y tal que x,z € C, mds aun C es un
circuito de M que verifica la conclusién del teorema. Por lo tanto, el resultado es valido para

cualquier matroide de cardinalidad n > 3. [

En el desarrollo de este texto, frecuentemente necesitaremos la propiedad de que dados
dos puntos cualesquiera de un matroide podemos encontrar un circuito al que pertenecen
ambos puntos. De la lista en (1.1), vemos que esto no siempre es as(. Por ejemplo, el matroide
con familia de conjuntos independientes Z7 no contiene circuitos de cardinalidad mayor o
igual a 2. En cambio, el matroide correspondiente a la familia Zy1 y el correspondiente a Z;5

st tienen esta propiedad. Este tipo de matroides se definen a continuacién.

Definicion 1.12 ([14, Definicién 3.42]). Sea M un matroide. St dados dos puntos distintos

de M existe un circuito que los contiene, diremos que M es conexo.
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1.1.4. Rango

Definicion 1.13 ([14, Definicién 2.12]). Sean M = (E,Z) un matroide y A C E. El rango de
A es la mayor de las cardinalidades de los conjuntos independientes que estan contenidos

en Ay se denota por rank(A), es decir,
rank(A) = méx{|/| : 1 €T e | C A}.
El valor rank(E) se llama el rango del matroide M y se denota por rank(M).

Nos referimos a la funcién rango de un matroide a la inducida por el propio concepto, es

decir, a la funcidn de valor entero no negativo definida de la siguiente forma:
rank: P(E) - NU {0}
A rank(A) = méx{|/|: 1 €T e | C A}

Teorema 1.14 (|10, Teoremas 2.8-2.12)). Sea M = (E,T) un matroide. La funcidn rango rank

de M satistace las siguientes propiedades para cualesquiera A, B C E:
(r1) 0 < rank(A) < |A].

(r1*) rank(d) = 0.

(rZ2) Si A C B, entonces rank(A) < rank(B).

(r2*) Para todo x € E se tiene que rank(A) < rank(A U x) < rank(A) + 1.
(r3) rank(A U B) + rank(A N B) < rank(A) 4 rank(B).

(r3*) Para cualesquiera x,y € E \ A, si rank(A U x) = rank(A) = rank(A U y), entonces
rank(AU {x, y}) = rank(A).

Ahora, sean E un conjunto finito y rank una funcién de valor entero con dominio P(E) que

satisface las propiedades de alguno de los siguientes incisos:
1. (r1), (r2) y (r3); o

1 (r1%), (r2) y (r3%).

Definamos la familia
T ={lCE/|rank(l) =]/}

Entonces M = (E,Z) es un matroide que tiene a rank como su funcién rango.

Gracias al Teorema 1.14, podemos establecer una definicién més del concepto de matroide.
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Definicion 1.15 (Por funcién rango). Un matroide M es un par ordenado (£, rank) donde £
es un conjunto finito y rank es una funcidn de valor entero con dominio P(E) que cumple las

propiedades (r1), (r2) y (r3). La funcidn rank se conoce como la funcion rango de M.

A continuacidn mostramos dos ejemplos muy sencillos de matroides, pero conflamos que
ayuden a tener una mejor comprensidon de los conceptos que se han abordado hasta el

momento.

Ejemplo 1.16. Este es uno de los ejemplos que motivaron la definicién de matroide. Sean
V' un espacio vectorial sobre un campo F y E un subconjunto finito de V. Definimos 7
como la coleccién de subconjuntos de £ que son linealmente independientes sobre F. EL par
M = (E,T) es un matroide y lo llamamos matroide vector. Una base de M es un conjunto
de vectores de E linealmente independiente maximal, es decir, una base para el generado de
E. St el generado de E es igual al espacio vectorial V, entonces una base para M es una
base para V. Los circuitos de M son conjuntos de vectores linealmente dependientes, cuyos
subconjuntos propios son todos linealmente independientes. El rango de un conjunto A C £

es el mayor numero de vectores linealmente independientes que pertenecen a A.

Ejemplo 1.17. Sean n y k enteros no negativos tales que kK < n. Sea E un conjunto de
cardinalidad n. Tomemos Z como la familia de todos los subconjuntos de E que tienen
cardinalidad menor o igual a k. M = (E,Z) es un matroide y lo llamamos el matroide
uniforme de rango k sobre un conjunto de n elementos y lo denotamos por U ,. En este caso,
la familia de bases B es la coleccién de todos los subconjuntos de E de cardinalidad &, y la
familia de circuitos C es la coleccidn de subconjuntos de E de cardinalidad k+1. Sea A C E:
st |A] < k, entonces A € Z, por lo que rank(A) = |A|; st |A| > k, entonces A contiene a un
subconjunto de cardinalidad k, por lo que rank(A) = k. En resumen, rank(A) = min{k, |A|}.

Para finalizar este apartado presentamos un par de resultados sencillos pero muy utiles.
El resultado que se presenta a continuacién lo emplearemos con frecuencia a lo largo del
texto, ya que nos da una caracterizacion de los circuitos de un matroide a partir de una

propiedad de su funcién rango.

Teorema 1.18 (21, Proposicién 1.35(iit))). Sea M = (E,C) un matroide. X C E es un circuito
de M si y sdlo si X #+ @ y para todo x € X, rank(X \ x) = | X| — 1 = rank(X).

Demostracion.

St X es un circuito de M, entonces X # @ y todos sus subconjuntos propios son conjuntos
independientes, en particular para todo x € X, X\ x € Z, por lo que rank(X \ x) = | X'\ x| =
|X| — 1. Ademés, rank(X) = | X| — 1, ya que los subconjuntos independientes de X de mayor
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cardinalidad son justamente los conjuntos de la forma X \ x, con x € X. Por lo tanto,
rank(X \ x) = |X| — 1 = rank(X). Ahora, sea X C E no vaclo tal que para todo x € X,
rank(X \ x) = |X| — 1 = rank(X), entonces el conjunto X es dependiente, pues su rango no
coincide con su cardinalidad, mientras que para todo x € X el conjunto X\ x es independiente,
de aqul que todos los subconjuntos propios de X son independientes, por lo tanto, X es un
circuito de M. ]

El siguiente teorema afirma que si el rango de un conjunto B cambia cuando le agregamos
el elemento x y A es un subconjunto de B, entonces el rango de A también cambia cuando

le agregamos el elemento x.

Teorema 1.19 (14, Ejercicio 24(a))). Sea M un matroide sobre E y sean A,BC E yx € E
tales que A C B y rank(B U x) = rank(B) + 1. Entonces rank(A U x) = rank(A) + 1.

Demostracion.

Dado que rank(B U x) = rank(B) + 1 sabemos que x & B y por consiguiente, x &
A Como AUXx)UB = BUxy (AUx)N B = A por la propiedad (r3) tenemos que
rank(BUx)+rank(A) < rank(AUx)+rank(B), y puesto que rank(BUx) = rank(B5)+1, obtenemos
que rank(B) + 1 + rank(A) < rank(A U x) + rank(B), de donde rank(A U x) > rank(A) + 1, y
por (r2*) sabemos que rank(AU x) < rank(A) 4+ 1, por lo tanto, rank(AU x) = rank(A) +1. [

1.2. Isomorfismos de matroides

Cuando estudiamos funciones entre dos matroides, cobran especial importancia aquellas
que preservan la independencia de los subconjuntos. Por ello establecemos la siguiente

definicidn.

Definicion 1.20 ([21]). Sean My = (Ey,Z4) y M, = (E,,Z) matroides. Una funcién ¢ :
Ey — E, es un isomorfismo de matroides st es una funcién biyectiva y si para todo X C £,
el conjunto ¢(X) es independiente en M, si y sélo st X es independiente en M. Si existe
un isomorfismo de matroides entre My y M, decimos que My y M, son isomorfos y lo
denotamos por M = M.,

Un resultado muy conocido en teor(a de matroides que nos permite establecer una co-
nexién con muchas otras dreas es que a partir de una matriz con entradas en un campo
podemos construir un matroide. La manera en la que esto se logra se especifica en el si-

guiente teorema. Con [n| denotaremos al conjunto de los naturales menores o iguales a n, es
decir, [n]={1,2, ..., n}t.
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Teorema 1.21 ([10, Teorema 2.13]). Sea G una matriz de tamanio k x n sobre un campo
F, cuyas columnas estdn etiquetadas por los elementos del conjunto E = [n] (en orden
ascendente), y sea Z¢ la familia de subconjuntos | de E¢ para los cuales el multiconjunto
de columnas con etiquetas en | es linealmente independiente en el espacio vectorial F*.

Entonces (E¢,Z¢) es un matroide.

Definicion 1.22 ([21])). El matroide que se obtiene como en el Teorema 1.271 a partir de una

matriz G se denota por M[G] y se llama el matroide vector de G.

A continuacidn mostramos un ejemplo de construccién de un matroide vector a partir de
una matriz, analizando la dependencia lineal entre sus vectores columna; mencionamos la

lista de sus bases y circuitos, y especificamos su rango.

Ejemplo 1.23 ([21, Ejemplo 1.1.2]). Definimos la matriz G de la siguiente forma:

1.2 3 4 5
100 11
G =
[ 0100 1 ]
sobre el campo de los nimeros reales. Si tomamos £ e Zg como en el Teorema 1.21, enton-
ces Eq = {1,2,3,4,5} e I = {0, {1}, {2}, {4}, {5}, {1, 2}, {1,5},{2.4}.{2,5} {4.5}}
La familia de bases de M[G]es B = {{1,2},{1,5}, {2, 4},{2,5}, {4,5}}; la familia de con-
juntos dependientes de este matroide es {{3},{1,3} {1,4},{2 3} {3,4} {3.5}} U {X C
E: |X| > 3} y su familia de circuitos es {{3}, {1,4},{1,2,5}, {2, 4,5}}. Notemos que M|[G]

es un matroide de rango 2.

Mads adelante se apreciard la importancia de aquellos matroides que pueden verse como
el matroide vector de una matriz con entradas en un campo mediante un isomorfismo. Este

es el tipo de matroide que definimos a continuacién.

Definicion 1.24 ([21]). Sea M un matroide. Decimos que M es representable sobre el campo
[F si existe una matriz G con entradas en F tal que M es isomorfo al matroide M[G]. G
se llama representacion para M sobre F o F—representacién para M. Un matroide es

representable si tiene una representacidn sobre algiin campo.

Claramente un matroide vector es un matroide representable. Por esta razén, un matroide

vector también recibe el nombre de matroide representable.
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1.3. Representacion geométrica de un matroide

Definicion 1.25 ([21]). Sea M un matroide sobre un conjunto £. St e € E es tal que el
conjunto unitario {e} es un circuito de M, decimos que e es un bucle de M. St f y g son
elementos de E tales que {f, g} es un circuito, decimos que f y g son paralelos en M. Una
clase paralela de M es un subconjunto maximal X de E tal que cualesquiera dos elementos
distintos de X son paralelos y ningun elemento de X es un bucle. Una clase paralela es
trivial si contiene un Unico elemento. St M no tiene bucles y no contiene clases paralelas

no triviales se llama matroide simple.

En muchas ocasiones es Util representar un matroide mediante un diagrama, como en el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.26 (|21, Ejemplo 15.4]). Consideremos el matroide vector M|G] de rango 2 del
Ejemplo 1.23. El diagrama de la Figura 1.1 representa al matroide M|G] st consideramos que
la nube indicada con el ndmero 3 corresponde al bucle 3, que los puntos 1y 4 corresponden
al circuito {1, 4} y que los circuitos {1,2,5} y {2, 4,5} se representan con una recta con 3

puntos.

1 2
< &)
4

Figura 1.1: Diagrama del matroide M[G]| del Ejemplo 1.23.

De manera general, podemos representar cualquier matroide M de rango menor o igual

a 4 mediante un diagrama de puntos, l{neas y planos, cumpliendo con las siguientes reglas:

= El diagrama se elabora en R™™M)=1 es decir, si M es de rango 4 el diagrama se

elabora en el espacio; st es de rango 3, en el plano; si es de rango 2, en una recta.
= |as l{neas y los planos pueden ser curvos.
= Joda linea contiene al menos dos puntos.

= Representamos un bucle con una figura cerrada como en la Figura 1.1, donde el bucle
3 se representd con una nube. Un conjunto unitario independiente se representa por

un punto.

= Sirank(M) > 2, los elementos paralelos de M se representan con dos puntos que se

colocan en la misma posicién o con un punto que tiene dos etiquetas distintas. Mas
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aun, si X es una clase paralela de M, representamos a X con un unico punto que tiene
como etiquetas a todos los elementos de X. Un conjunto independiente de cardinalidad
2 se representa con dos puntos en distinta posicién que pueden estar o no unidos por

una recta.

= Sirank(M) > 3, un circuito de cardinalidad 3 se representa mediante tres puntos en
una misma linea. Un conjunto independiente de cardinalidad 3 se representa con tres

puntos que no pertenecen a una misma linea.

= Sirank(M) = 4, los circuitos de cardinalidad 4 se representan con 4 puntos coplanares.

(a) (b) (c) (d)

Figura 1.2: Elementos no permitidos en la representacidn geométrica de un matroide.

= E£n general, el diagrama debe ser lo mas simple posible. No es (til dibujar una linea que
pase por un Unico punto, o dos lineas o planos que pasen por los mismos puntos. En la
Figura 1.2 se muestran elementos de diagramas de matroides que pueden presentarse
de manera mds simple. Por ejemplo, en la Figura 1.2(c) no tiene sentido dibujar la linea
que une dos de los tres puntos, es suficiente dibujar los tres puntos separados y la
linea a la que pertenecen los 3 puntos. Una forma simplificada de estos elementos se

muestra en la Figura 1.3.

(a) (b) (c) (d)
Figura 1.3: Simplificacién de los diagramas de la Figura 1.2.
A veces para simplificar el diagrama ciertas lineas y planos se mencionan en lugar de

dibujarse, y otras veces ciertas l(neas con menos de tres puntos se dibujan para tener

una visualizacién mas clara del diagrama.
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Al diagrama que se construye a partir de un matroide siguiendo las reglas anteriores
lo llamamos la representacion geométrica del matroide M. Esta representacion es de gran
utilidad ya que nos permite estudiar el matroide M de una manera mds simple. De hecho,
muchos matroides se dan a conocer por su representacidn geométrica. En sentido estricto
deber{amos llamarla una representacidn geométrica porque podemos tener diferentes repre-
sentaciones geométricas para un matroide, pero por simplicidad nos referiremos a ella como
st fuera Unica.

Hemos visto que para todo matroide de rango a lo mds 4 podemos construir su representa-
clon geométrica. Ahora nos preguntamos si cualquier diagrama de puntos, lineas y planos es
la representacion geométrica de un matroide. Podemos reducir este anélisis a los matroides
simples, pues ahora ya sabemos cémo representar bucles y clases paralelas. En el siguiente
teorema, establecemos condiciones necesarias y suficientes para asequrar que un diagrama

de puntos y lineas en el plano representa un matroide.

Teorema 1.27 ([21])). Un diagrama con un ndmero finito de puntos y lineas (posiblemente
curvas) en el plano es la representacidn geométrica de un matroide simple de rango menor

o0 iqual a 3 si y sdlo si verifica las siguientes condiciones:
1. No existen conjuntos de puntos en la misma posicion.
1. Toda linea contiene al menos dos puntos.
1. Todo par de lineas distintas se intersectan en a lo mds un punto.

Demostracion.

Supongamos que un diagrama con un numero finito de puntos y lineas en el plano es
la representacién geométrica de un matroide simple, entonces claramente se verifican las
condiciones 1 y 1l. Supongamos que existe un par de lineas distintas [; y [, que se intersectan
en dos puntos distintos, digamos a y b. Como (4 y [, son lineas distintas, entonces existen dos
puntos distintos entre s{ ¢ y d tales que ¢ incide con [y, d incide con [,y ¢, d & {a, b}, como

en la Figura 1.4. Entonces los conjuntos {a, b} y {b, ¢, d} son independientes. Lueqgo, por

I d

I

Figura 1.4: Dos lineas distintas con dos puntos de interseccién.

la propiedad (I3) existe x € {b, ¢, d} \ {a, b} = {c, d} tal que {a, b} U x es independiente,
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pero {a, b, c} y {a, b, d} son conjuntos de puntos colineales, entonces ambos son circuitos, lo
cual contradice (I3). Por lo tanto, 111 se verifica. Ahora, supongamos que tenemos un diagrama
con un ndmero finito de puntos y lineas en el plano que verifica las propiedades 1, 11 y 1.
Denotemos el conjunto de puntos con E. Sea T la familia formada por los subconjuntos de
E de cardinalidad menor o igual a 2 y los conjuntos de tres puntos de £ que no pertenecen
a una misma linea. Veamos que el par M = (E,Z) es un matroide empleando el Teorema
1.2. Por construccién, la propiedad (J1) se verifica. Sean | € Z y J € I. Dado que |/| < 3,
tenemos que |J| < 2, por lo que J € Z, as( que se cumple (J2). Ahora, sean /,J € T tales
que |/ = [J| + 1. St |J] <1y x es cualquier elemento de /\ J, entonces |/ U x| < 2, por lo
que JU x € Z. Supongamos que existen dos conjuntos / = {a,b} e | = {c, d, e} tales que
ningtn x € I\ J satisface que J U x € Z, entonces para todo x € [\ J los puntos a, b y x
pertenecen a una misma l(nea. Sean (4 la linea incidente con a, b y ¢; [, la linea que pasa
por a, b y d; 5 la linea que contiene a a, b y e. Por 1 las lineas 4, [, y (5 no pueden ser
distintas entre si, ya que se intersectan en los puntos a y b, luego, {4, [, y (5 son iguales,
de donde los puntos ¢, d y e pertenecen a una misma linea, lo cual contradice que | € 7.
As( que, para todo par de conjuntos /,/ € Z tales que |/| =2 y |I] = 3 existe x € [\ J tal
que JUx € Z, y por lo tanto, (J3) se verifica. Concluimos que M = (E,Z) es un matroide de

rango menor o igual a 3, y dado que no tiene bucles ni clases paralelas, M es simple. [J

En la demostracion del Teorema 1.27 vimos cdmo construir la familia de conjuntos in-
dependientes Z de un matroide simple M a partir de su representacién geométrica en el
plano. Las modificaciones que debemos considerar para la representacidn geométrica de un

matroide no-simple son las siguientes:
I. Todo elemento en una nube (o alguna figura cerrada) representa un bucle.
Il. Dos puntos colocados en la misma posicidn representan dos puntos paralelos.
li. Los conjuntos que contengan un bucle o un par de puntos paralelos son dependientes.

El siguiente teorema presenta condiciones necesarias y suficientes para que un diagrama
con puntos, lineas y planos en el espacio sea la representacién geométrica de un matroide

simple.

Teorema 1.28 ([19, p. 18|[21]). Un diagrama con un ndmero finito de puntos, lineas y planos
en el espacio es la representacion geométrica de un matroide simple de rango menor o igual

a 4 si y sdlo si se verifican las siguientes condiciones:

1. No existen conjuntos de puntos en la misma posicion.
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1. Toda linea contiene al menos dos puntos.
1. Todo plano contiene al menos tres puntos que no pertenecen a la misma linea.

1v. Si existen dos planos distintos que se intersectan en mds de dos puntos, se intersectan

en una linea.

v. Si dos lineas distintas se intersectan lo hacen en a lo mds un punto y pertenecen a un

mismo plano.

vi. Si una recta no pertenece a un plano, la recta intersecta a dicho plano en a lo mds un

punto.

A partir de un diagrama de puntos, lineas y planos en el espacio que verifica las hipdte-
sis del Teorema 1.28 podemos determinar los conjuntos independientes del matroide simple
correspondiente considerando los conjuntos independientes dados por la demostracion del
Teorema 1.27 agregando que un conjunto de 4 puntos es independiente si y sdlo si los 4
puntos no pertenecen a un mismo plano. Para un matroide no-simple sequimos las mis-
mas indicaciones adicionales que se establecieron para una representacién geométrica en el
plano. En el Ejemplo 1.29 seguimos estas reglas para conocer los conjuntos dependientes e

independientes de un matroide a partir de su representacién geométrica en el espacio.

f e

°
a b c

Figura 1.5: Representacién geométrica de un matroide de rango 4.

Ejemplo 1.29 ([14, Ejemplo 1.11]). Consideremos el diagrama de puntos, lineas y planos de
la Figura 1.5. Podemos comprobar sin dificultad que este diagrama verifica las hipdtesis
del Teorema 1.28, por lo tanto, la Figura 1.5 es la representacidn geométrica de un matroi-
de simple M sobre el conjunto £ = {a,b,c,d, e f,g} en el cual todos los conjuntos de
cardinalidad menor o igual a 3 son independientes excepto {a, b, ¢} y los conjuntos depen-
dientes de cardinalidad 4 son {a, b,c,d}, {a, b,c, e}, {a,b,c f} {a, b c g} {a, b, d g}
{a,b,e,f} {a,c,d g}, {a c e f}, {b c,d g} {b c e f}, {d e f g} yde estos conjuntos

dependientes, aquellos que no contengan al circuito {a, b, ¢} son, ademds, circuitos.
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Es importante sefalar que aunque la representacidn geométrica de un matroide muestra
algunos circuitos, estos no necesariamente son los Unicos circuitos del matroide. Pueden
existir circuitos de mayor cardinalidad que no se aprecian en la representacidn, como es el
caso del matroide de Vamos, que se estudiard en la Seccion 1.4.2. El rango de este matroide
es 4, por lo que su representacién geométrica requiere de tres dimensiones y en ella se
aprecian los circuitos de cardinalidad 4, pero no son los Unicos: en (1.4) se presenta una lista
completa de sus circuitos de cardinalidad 5.

Los Teoremas 1.27 y 1.28 son herramientas muy utiles para construir matroides empleando
Unicamente puntos, lineas y planos; ademads, nos permiten decidir si una figura de este tipo
representa a un matroide sin tener que verificar alguin conjunto de propiedades dado en la

Seccidn 1.1. Particularmente en la Seccidn 1.4 se podrd apreciar el valor de estos resultados.

1.4. Algunos matroides importantes

1.4.1. Matroide de Fano

Figura 1.6: Matroide de Fano F.

El diagrama de la figura 1.6 verifica las condiciones del Teorema 1.27, as( que es la
representacion geométrica de un matroide simple sobre el conjunto £ = {a,b,c,d, e, f,g}.
A este matroide lo llamamos el matroide o plano de Fano y lo denotamos por F;. Los con-
juntos independientes de F7 son todos los conjuntos de cardinalidad menor o igual a 3 a
excepcidn de los conjuntos de 3 puntos colineales de la Figura 1.6, es decir, los 7 conjun-
tos {a,b,e}, {a, ¢, f} {a d g}, {b c g} {b d f} {c d e} y{e f g} Los circuitos de
F7 son los conjuntos dependientes de cardinalidad tres junto con los conjuntos {a, b, ¢, d},
{a.b,f, g} {a,c e g}, {a d e f} {b c e f} {b d e g} {c d f, g} Todos los subcon-
juntos de E de cardinalidad mayor o igual a 4 son dependientes. Notemos que F; es conexo.

La representacion geométrica del matroide de Fano consta de lineas rectas a excepcion de
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la linea que une los puntos e, f y g. Nos preguntamos si existe otra representacion de F;
en la cual todas las l{neas sean rectas. En la representacion geométrica de f; de la Figura
1.6 toda linea que une dos de sus puntos contiene un tercer punto y esta propiedad debe
conservarse en cualquier otra representacion. Sin embargo, se demuestra que si tenemos un
conjunto £ de n > 2 puntos en el plano tales que toda linea recta que une dos puntos de
E contiene otro punto de £, entonces todos los puntos de £ son colineales ([14] p. 37). Asl
que la manera en la que evitamos que todos los puntos pertenezcan a una misma recta es
dibujando una de las l(neas del diagrama de manera curva.

La siguiente proposicidn nos habla acerca de la representabilidad del matroide de Fano.

Proposicion 1.30 ([14, Proposicién 6.16]). El plano de Fano F; es representable sobre un

campo F si y solo si la caracteristica de F es 2.

1.4.2. Matroide de Vamos

Figura 1.7: Matroide de Vamos V.

Consideremos el diagrama de la Figura 1.7, donde las regiones sombreadas representan
planos (aunque visualmente as( lo parezca, los puntos 1, 2, 7 y 8 no son coplanares). Por
el Teorema 1.28, existe un matroide sobre el conjunto £ = [8] cuya familia de bases B estd

formada por todos los subconjuntos de £ de cardinalidad 4, excepto los siguientes 5 conjuntos:
{1,2,3,4},{1,2,5,6},{3,4,5,6},{3,4,7,8},{5,6,7,8}. (1.3)

Denotamos por V al matroide (E,B) y lo llamamos matroide de Vamos. Fue nombrado en
honor al matemético hingaro Peter Vamos quien lo presentd en el articulo no publicado [2/]

como el primer ejemplo de un matroide de rango 4 sobre un conjunto de 8 elementos que
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no es representable sobre ningin campo. Frecuentemente la representacién geométrica del
matroide de Vamos se da mediante un cubo con una cara transversal y por esta razén también
se le conoce como el cubo de Vamos.

Los circuitos de V son los 5 conjuntos de (1.3) junto con los siguientes conjuntos de
cardinalidad 5:

{1,2,3,5,7},{1,2,3,5,8},{1,2,3,6,7},{1,2,3,6,8}, {1,2,3,7,8},{1,2,4,5,7},
{1,2,4,5,8},{1,2,4,6,7},{1,2,4,6,8},{1,2,4,7,8},{1,2,5,7,8},{1,2,6,7,8},
{1,3,4,5,7},{1,3,4,5,8},{1,3,4,6,7},{1,3,4.6,8}, {1,3,5,6,7},{1,3,5,6, 8},
{1,3,5,7,8},{1,3,6,7,8},{1,4,5,6,7},{1,4,5,6,8},{1,4,5,7,8},{1,4,6,7,8},
{2,3,4,5,7},12,3,4,5,8},{2,3,4,6,7},{2,3,4,6,8},{2,3,5,6,7},{2,3.5,6, 8},
{2,3,5,7,8},{2,3,6,7,8},{2,4,5,6,7},{2,4,5,6,8},{2,4,5,7,8},{2,4,6,7,8}.

(1.4)

V es un matroide conexo. Se demuestra que todos los matroides que tienen menos de ocho
elementos son representables [21, Proposicién 6.4.10]. Por lo tanto, el matroide de Vamos
es uno de los matroides conocidos mas pequefios que no son representables sobre ningdn

campo.

1.4.3. Matroides de Pappus

Si x y y son dos puntos distintos del plano, denotamos con Xy a la recta que determinan
los puntos x y y. Sea {a, b, c,d, e, f} un conjunto de puntos distintos en el plano, tales que
a, b, ¢ son incidentes en la recta ab, y d, e, f son incidentes en la recta de, donde ab y
de son rectas distintas. Sea g el punto de interseccion de las rectas @e y bd, h el punto
de interseccion de af y cd, e i el punto de interseccién de bf y ce. EL Teorema de Pappus
establece que los puntos g, h, e i son colineales, como puede apreciarse en la Figura 1.8,
y fue establecido por Pappus de Alejandria (290-350 d. C.). Por el Teorema 1.27 podemos
afirmar que la Figura 1.8 es la representacidn geométrica de un matroide simple M, de
rango 3 con conjunto subyacente £ = {a,b,c,d,e, f, g, h, i} y circuitos de cardinalidad 3
los conjuntos de tres puntos colineales. A M lo llamamos el matroide de Pappus.

Ahora consideremos un diagrama con conjunto de puntos £ y con las mismas rectas que
en la Figura 1.8, excepto la recta que une a los puntos g, h e i, como el de la Figura 1.9.
Por el Teorema 1.27, dicho diagrama es la representacién geométrica de un matroide que
denotamos por M, y lo llamamos matroide de non-Pappus.

El Teorema de Pappus muestra que el matroide M es R-representable [15], y el matroide

M no lo es. De hecho, M no es representable sobre ningtin campo.
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Figura 1.8: Matroide de Pappus.

aq b c

d e
Figura 1.9: Matroide de non-Pappus.

Teorema 1.31 ([14, Teorema 6.21)). El matroide de non-Pappus no es representable sobre

ningdn campo.

Finalizamos esta seccidén con el planteamiento de un teorema cuya importancia se vera
mas adelante. Este teorema establece que si M es un matroide conexo y e es cualquier punto
de M, entonces para conocer los circuitos de M es suficiente listar a aquellos circuitos que
contienen a e, ya que con clertas operactones conjuntistas entre estos circuitos generaremos

a los circuitos restantes.

Teorema 1.32 (28, Teorema 5.4.1)). Sean M = (E, C) un matroide conexo y e € E. Denotemos

con Ce a la familia de circuitos de M que contienen al punto e. Para C;, G, € C, definimos
J(C,G)=[{CeC:CCCUG)
De(Cy, G) = (G U G)\ L(G, G).

(1.5)

Entonces todos los circuitos de M que no contienen al punto e son los conjuntos minimales
de la forma D.(Cy, G), con Gy, G, € Ce, G # G

Ejemplo 1.33. Sea M el matroide del Ejemplo 1.29, el cual podemos verificar facilmente que
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es conexo. Definimos:
Ci={abe f}, G={ace f}, G={b,c e f}, Co={d e f g}
Cs={a, b d g}, Go={a,c d g}, GG={b,c,d g}, CGg=1{a, b, c}
Entonces C. = { Gy, G, G5, G4}. Tenemos lo siguiente:
Je(Cr,G) = {CeC:CC{ab,ceft}=( |G C cg}_{e f};
De(Cy, G) ={a,b,c,e f}\{e f} ={a b, c} =
Je(C,C) = {C€C:CC{a bdelf, g}}—ﬁ{Q,Q}:{e,f};
De(Gy, Cy) ={a,b,d, e, f,gt\{e f} ={a b,d g} = C.
Je(G, C) = ({CeC:CC{ac.def g}t = G Ci} = {e f};
Do(G,, Gy) ={a,c.d, e f,g}\{e f} ={a,c d g} = GC.
Je(G, G)=({CeC:CC{bcdefglt=( |G G} ={ef}
De(Gs, Gy) = {b,c,d,e,f, gt \{e f} =1{b,c,d g} = .

Hemos verificado que, en efecto, a partir de operaciones conjuntistas entre los circuitos de M
que contienen a e podemos obtener los circuitos que no contienen al punto e. Omitimos algu-
nos calculos que repetian alguno de los resultados ya obtenidos. Por ejemplo, D.(Cy, G5) = Gs.
De lo anterior podemos concluir que no existe una Unica manera de construir a los circuitos

que no contienen al punto e.

Ejemplo 1.34. Consideremos el matroide de Fano ;. Definimos:
Ci={abe}, G={a,cf}, G={ad g} C={a b cd}, G=1{ab,f g}
Co={a,ce g} G=1{adeft}, G={cde}, G={bd f} Co={e f g}
Ciy=1{b,c,g}, Go={b,c,e f}, CGis={b. d e g}, CGs={c d,f g}

A continuacidn enlistamos los conjuntos que podemos formar mediante (1.5) con los elementos
de la familia C, = {G : i € [7]}. Omitimos aquellos célculos que generan algtn elemento

que ya se habla obtenido a partir de otros conjuntos.
Jo(G.G) = CeC:CC{ab,ceft}=({{ab e} {acf}={a};
Do(Cy, &) ={a,b,c,e f}\{a} ={b,c,e f} =Cp
Jo(C1,G) = [ {C€C:CC{a b degtt=({{a b e} {a dg}}={a}
Dy(Cr, G5) = {a,b,d e g} \{a} = {b.d e g} = C3
Jo(G1, C) = [ {CeC:CC{ab,c.de}}=({{a,b e} . {a b c d}} ={a b}
Do(Cy, Cy) ={a,b,c,d, e} \{a,b} ={c d e} =G
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J(C,G)=({C€C:CCHabef gt} =({{a b e} {abf g}}
= {a, b},
Dy(Gy, G) ={a,b,e, f,g}\{a, b} ={e f g} = Cpo
Jo(Ci, Go) = [ {C €C: CC{ab,ce.g}} =( {{a.b. e}, {a,c.e g}}
= {a, e}
Do(Ci, G) = {a,b,c,e g} \{a, e} = {b.c. g} = G
Jo(G.G) = CeC:CC{ab,def}=(){{a b e} {adef}}
= {a,e};
Do(Cy, G)={a,b,d, e f}\{a e} ={b d f} =
JolCo G) =€ €Co: CCHac,d f gt} =({{a.c.f} {a d g}}
= {a};
Dy(G, G) ={a,c,d, f,g}\{a} ={c,d.f g} = Cy
Jo(Cy, G) = [ {C €C: CC{a,b,c,df g}}
= ({a.c.f} {a,d.g}.{a, b,c,d} {a,b.f,g}} = {a},
Do(Cy, G5) ={a,b,c,d, f, g} \{a} ={b, c.d,f g}
Jo(Ci, Go) = [ {C €Co: C C{a,b,c,d, e, g}}
= ({{a.b,e}. {a.d. g} {a,b,c.d}. {a,c e g}} = {a};
Do(Cy, Co) = {a,b,c,d, e, g} \{a} ={b,c,d e g}
Jo(Ci, G) = {CeC:CC{a,bcdef}}
—({{a.b.e}. {a.c.f}{a,b,c.d} {a,d, e f}} = {a};
Do(Cy, GGy ={a,b,c,d, e, f}\{a} ={b,c.d e f}
Jo(Gs, Go) = [ {C €Co: C C{a,b,cef, g}}
= ({a.b.e} {o,c.f} {a,b.f. g} {0, c e g}} = {a}:
Do(Gs, G) ={a,b,ce f, gt \{a} ={b,c e f g}
Jo(Gs, G) = [ {C €C: CC{a,b,d e f g}}
= ﬂ{{a, b,e},{a,d g}, {a, b, f, g}, {a,d e f}} ={a};
Do(G5, G) ={a,b,d e, f, g} \{a} ={b.d e, T g}
Jo(Go, G) = [ {C €C: CC{a,c.d e f g}}

22
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= ({{a.c.f}.{a.d g} {a,c.e.q}, {a,d e }} = {a}
Dy(Cs, GG) ={a,c.d, e, f,g}\{a} ={c d e f g}

Como podemos apreciar, hemos obtenido todos los circuitos que no contienen al punto a
partiendo de los circuitos de C,, pero también hemos obtenido conjuntos adicionales, todos
ellos de cardinalidad 5, que no son minimales, pues contienen un circuito de cardinalidad
3, ast que no los tomamos en cuenta, ya que el Teorema 1.32 nos dice que sdélo debemos

considerar los conjuntos minimales de la forma D,(C, C'), con C,C" € C,, C + C".

1.5. Matroides de caminos reticulares

La teor(a de matroides fue creada en la década de los treinta del siglo XX, pero el interés
en ella aumentd de forma significativa en 1965 cuando Edmonds y Fulkerson [12] probaron
un importante teorema que relaciona la teorla de transversales con la teor{a de matroides
[28] Especificamente demostraron que la familia de transversales parciales de una familia
finita de conjuntos es la familia de conjuntos independientes de un matroide. Un matroide
creado de esta forma se llama matroide transversal.

Los matroides de caminos reticulares fueron introducidos por Bonin, de Mier y Noy en [0}
como un tipo de matroides transversales. En esta seccidn revisamos los conceptos y resultados
que involucran esta clase de matroides y que nos seran Utiles en el Capitulo 4. El contenido
expuesto esta basado principalmente en [5] y [0]. Recomendamos al lector consultar estas

fuentes para un estudio mas profundo de los matroides de caminos reticulares.

1.5.1. Matroides transversales

Definicion 1.35 ([0]). Sean E un conjunto finito y A = {A; C E : i € [m]} un multiconjunto
de subconjuntos de E. Una transversal de A es un subconjunto {xi, ..., xn} C E tal que
para todo i € [m], x; € A; y todos los elementos de este subconjunto son distintos. Decimos

que X C E es una transversal parcial de A st X es una transversal de {A; : i € K}, con
K C[m]

En otras palabras, un subconjunto X C E es una transversal de A si tiene cardinalidad
m y cada uno de sus elementos es un representante de exactamente uno de los conjuntos de
A, es decir, lo que necesitamos para formar una transversal de A es un conjunto X C E tal

que podemos establecer una funcidn biyectiva entre X y A. Una transversal de A también
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recibe el nombre de sistema de distintos representantes para A. Notemos que la Definicion
1.35 no pide que los conjuntos de la familia A sean disjuntos entre s(, entonces pueden existir

elementos que pertenecen a mas de un conjunto de A.

Ejemplo 1.36. Sea £ = [6], y sean A; = {1,3,4,6}, A, = {1,2,3,6}, A; = {4,5,6},
A = {A1, Ay, As}. EL conjunto {1,2,4} es una transversal de A, ya que 1 € A, 2 € A, y
4 € As. Notemos que, aunque 1 € A; N A, al momento de formar la transversal asignamos
al elemento 1 un dnico conjunto para representar. EL conjunto {3,4} no es una transversal

de A, pues su cardinalidad es menor que 3, pero s{ es una transversal parcial de A, ya que
3eAy4eAs

Podrlamos pensar que cualquier familia de subconjuntos de un conjunto tiene una trans-

versal, pero esto no es as{, como podemos ver en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.37. Sea £ = {1,2}. Definimos los conjuntos A; = {1}, A, = {2} y A3 = {1,2}
y sea A = {Ay, A,, As}. Rapidamente podemos verificar que ningin subconjunto de E puede
ser una transversal de A, pues el Unico representante de Ay es 1, el Unico representante de
A, es 2 y necesitarlamos de un elemento adicional que represente a As. Sin embargo, no
podemos elegir un representante de As distinto del representante de A, y del representante

de A, por lo que no podemos completar una transversal de A.

Un problema fundamental en la teor(a de transversales fue encontrar condiciones para que
una familia de conjuntos tenga una transversal. Este problema fue resuelto por Philip Hall
en 1935. En lo sucesivo frecuentemente denotaremos a la familia A = {A; C E : i € [m]}
como A = (A, ..., An) o A = (A : i €[m]), como se aprecia en el enunciado del siguiente

teorema.

Teorema 1.38 (|26, Teorema 7.1.1)). La familia finita de subconjuntos (A; : i € [m]) tiene una

transversal si y sélo si para todo K C [m],
‘U(Ak ke K)( > K.

La familia del Ejemplo 1.37 no cumple con la condicién necesaria del Teorema 1.38,
pues |[U(Ac - k € 3)] = [{1.2}] = 2 < 3 = |[3]|. Por lo tanto, no podemos encontrar
una transversal de la familia \A, como ya hablamos concluido anteriormente. Sin embargo, s(
podemos encontrar transversales parciales de esta familia.

Otra forma de ver transversales parciales es mediante emparejamientos en una grafica
bipartita. Para ello asociaremos una gréfica bipartita a cada familia de conjuntos de la

manera descrita en [21], la cual explicamos a continuacién. St A es una familia (A, .. ., An)
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de subconjuntos de un conjunto £, entonces la grdfica bipartita AA] asociada con A tiene
conjunto de vértices £ U[m] y su conjunto de aristas es {{u,j} :u € E,j € [mlyu € A},
es decir, una arista en A[A] estd formada por un punto de £ y uno de los subindices de los
conjuntos a los cuales pertenece dicho punto. Un emparejamiento en una grafica G es un
conjunto de aristas en la grafica tal que ningun par de aristas tiene un punto final en comun.
St X C E es una transversal parcial de A, entonces existe K C [m]tal que X = {x : k € K},
donde para cada k € K, xx € Ai, y todos los elementos de X son distintos. Entonces existe
un conjunto de aristas de la grafica bipartita asociada AlA] que tienen un punto final en
Xy que forman un emparejamiento en ALA], pues cada punto de X tiene asociado uno y
solo un conjunto de la familia A, y ademds, no existen dos elementos de X que representen
simultdneamente al mismo conjunto. Ahora, st un conjunto de aristas de la grafica bipartita
asociada AlA] que tienen un punto final en X forman un emparejamiento en A[A], entonces
existe una funcién biyectiva entre los puntos de X y una subfamilia de A. Con esto hemos
demostrado que un subconjunto X de E es una transversal parcial de A si y sélo si existe

un emparejamiento en AlA] donde cada arista tiene un punto final en X.

Ejemplo 1.39. Sean £ = {v; : i € [10]}, A1 = {v,v3, vio}, Ao = {v2, 5}, A3 = {v1, 3, v},
Ay = {va, 6, o}, As = {vi,v7, s}, As = {v2, vo, vio}. Para la familia A = {A; : ( € [6]}
su grafica bipartita asociada AlA] es la que se muestra en la Figura 1.10. Los conjuntos

{{V1, 1}, {Vg, 3}, {V5, 2}, {V(), 4}, {Vg, 5}, {Vm, 6}} y {{Vz, Z}, {V4, 4}, {Vg, 6}} son ejemplos de
emparejamientos de AlA]

U1
)
U3
V4@

v 93

U@
D4
Uy

Vg @—
Ug
V10

Figura 1.10: Gréfica bipartita A[A].
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A continuacién presentamos uno de los teoremas mds importantes de este capitulo. Como
ya lo mencionamos anteriormente, la familia de transversales parciales de un multiconjunto
de subconjuntos de un conjunto £ es la familia de conjuntos independientes de un matroide
sobre E. Para su demostracion requerimos de dos resultados conocidos en teor(a de graficas,

los cuales se enuncian a continuacion.

Lema 1.40 (21, Ejercicio)). Sea G una grdfica. Si todo vértice de G tiene grado a lo mds 2,

entonces G es una unidn disjunta de caminos simples y ciclos.

Lema 1.41 ([11, Proposicion 1.6.1)). Una grdfica es bipartita si y sélo si no contiene ciclos

impares.

Recordemos que una componente conexa de una grafica G es una subgrafica inducida de

G en la que cualesquiera dos vértices estdn conectados mediante un camino.

Teorema 1.42 (28, Teorema 7.3.1)). Sean E un conjunto finito y A = (A1, ..., Ay) una familia
de subconjuntos de E. Sea T la familia de transversales parciales de A. Entonces T es la

familia de conjuntos independientes de un matroide M sobre E.

Demostracion.

Sea 7 la familia de transversales parciales de \A. Tenemos que:

(1) EL conjunto vaclo @ es una transversal de la subfamilia vacla de A, asi que @ € Z, y
por lo tanto, Z #+ (.

(I2) Sean / € Z yJ C I, entonces / es una transversal parcial de A, es decir, existe K C [m)]
tal que / es una transversal de {A; : i € K}, luego, / es de la forma [ = {x; : i € K}.
Como J C /, entonces existe K C K tal que / = {x; : i € K'}, de aqu{ que J es una
transversal de la familia de conjuntos {A; : j € K'}, y por lo tanto, es una transversal
parcial de A, luego / € T.

(I3) Ilustraremos el desarrollo de la prueba de este inciso tomando como ejemplo el con-
junto £ y la familia A de subconjuntos de £, definidos en el Ejemplo 1.39. Sean
I,] € T tales que |J| < |l|, entonces | y J son transversales parciales de A, es de-
cir, existen subconjuntos Ki, K; C [m] tales que |Ki| < |K3|, J es una transversal
de {A; : j € Ki} e | es una transversal de {A; : j € K;}. Por ejemplo, si esta-
blecemos J = {v;,v3, 5, v, w} entonces J puede considerarse como transversal de
varias subfamilias de A, pero en este caso consideraremos a / como una transversal
de {A; 1 j€B]}yaquevy € A, s € A, 3 € A3, € Ay y v, € As, asl que
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(2 1
Uy 1 Uy 1
U3 U3
2 2
Uy vy
Us 3 Us 3
e Vg
4 4
v, v,
'08 5 -08 5
'09 ,09
6 6
V10 V10
a) Emparejamiento U en la gréfica G. b) Emparejamiento W en la gréfica G.
pare| g pare| g

Figura 1.11: Emparejamientos en la gréfica G.

en este caso Ky = [5]. Por otro lado, st | = {w,v3, 5, v, v7, u} entonces | es una
transversal de {A; : j € [6]} ya que vs € A;, s € Ay vy € Az, s € Ag vy € As
y vo € As, por lo que K, = [6] Denotemos con G a la grafica ALA] En G existen
dos emparejamientos U y W que aparean J con Kj e | con K5, respectivamente. En el
ejemplo, U = {{wv1,1},{w, 2}, {v3,3}, {w, 4}, {v7,5}} se muestra en la Figura 1.11a,
mientras que W = {{v3,1}, {w, 2}, {v7, 3}, {w, 4} {v1, 5}, {w, 6}} se presenta en la
Figura 1.11b.

Sea H la subgréfica de G inducida por las aristas del conjunto (U\ W)U (W \ V).
Notemos que U\ W y W\ U no comparten aristas, pero s{ pueden compartir vértices.
Tenemos que |U| = |Ki|, |W] = |K| y |Ky| < |KS|, y como [U\ W]+ |[UN W| =
Ul = |Ki| < |K| = |[W] = W\ U]+ |[Un W|, entonces |U\ W| < |[W\ U|.
Coloreemos las aristas del conjunto U\ W de color rojo, las aristas del conjunto W\ U
de color azul y las aristas de U N W de color verde, asl que hay mas aristas azules
que rojas. En nuestro ejemplo, U\ W = {{vy,1},{v3,3} {w, 4} {w,5}}, W\ U =
{{ws, 1}, {v7, 3} {w. 4}, {v1. 5}, {w, 6}} y UN W = {{vs, 2}}, los cuales se muestran
en la Figura 1.12.

Como U y W son emparejamientos, entonces cada uno de los vértices de cada una
de las subgréficas inducidas G[U] y G[W] tiene grado 1, y lo mismo ocurre en las
subgréficas inducidas G[U \ W]y GIW \ U] de manera que los vértices de H tienen
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U1

U3

92
U5 @ 3
0

U7

Ug

Figura 1.12: Conjuntos de aristas U\ W, W\ U y UN W de la gréfica G.

grado 1 o 2, dependiendo de si pertenecen Unicamente a uno de los conjuntos U\ W
o W\ U o a ambos. Por el Lema 1.40, toda componente conexa de H es un camino
simple o un ciclo, y como H es bipartito, por el Lema 1.41 todo ciclo de H es par. En la
Figura 1.13 se muestran las dos componentes conexas de la grafica H, las cuales son

un ciclo par de longitud 6 y un camino simple de longitud 3.

U1

U3 Ys

U9
U7

5

Figura 1.13: Componentes conexas de la grdfica H.

En cada ciclo y en cada camino par de H, cada arista roja va sequida por una arista azul
y viceversa, pues si existiera un par de aristas consecutivas del mismo color, entonces
estas aristas se intersectar(an en un punto, lo cual contradice que formen parte de

un emparejamiento, as( que cada ciclo y cada camino par tiene el mismo numero de
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aristas rojas que azules. Recordemos que existen mas aristas azules que rojas, y esto
solo puede ocurrir si existe al menos un camino simple impar P en H, cuyas primera y
ultima arista sean azules, y como P tiene un nimero impar de aristas, entonces tiene
un ndmero par de vértices, digamos uy, ..., uy, donde st uy € E, entonces uy € [m],
y st uy € [m], entonces uy € E. Supongamos que uq € E, como es el caso del camino

simple P de la Figura 1.14. El caso en el que uy € [m] es analogo. Como la primera

Uy

Uy

Uz
Uy

Figura 1.14: Camino simple en H.

arista de P es azul, entonces u4 incide con una arista azul, es decir, u1 es uno de los
vértices del emparejamiento W, entonces uq es uno de los representantes en /. Ademads,
como uyq es el primer vértice del camino, sdélo forma parte de una arista, que es de
color azul, por lo que no puede formar parte de una arista roja, es decir, uy no es uno
de los elementos de J, en conclusién, uy € 1\ J. Como uy € E y H es una grafica
bipartita entonces {u,, us, ..., ux} C [m]y dado que los vértices {us, us, ..., ux-_1}
forman parte de una arista azul y una arista roja, entonces cada uno de estos vértices
pertenece a la intersecccion JN /. Ahora intercambiemos de color (nicamente las aristas
de P, las aristas de G \ P permanecen del mismo color que al comienzo, como en la
Figura 1.15. En el camino simple P el nimero de aristas azules era uno mads que el
nimero de aristas rojas, as( que en el camino P recoloreado el nimero de aristas rojas
es uno mas que el nimero de aristas azules, mds aun, en toda la gréfica recoloreada
(', hay una arista roja mads que en la grafica original G. De hecho, todo vértice en
JUuy es el extremo de un arista roja o verde. Mas aln, este conjunto de aristas rojas y

verdes forman un emparejamiento. Por lo tanto, /U uq es una transversal parcial de A.
Por lo tanto, Z es la familia de conjuntos independientes de un matroide M sobre E. [

Definicion 1.43 ([5]). EL matroide M construido como en el Teorema 1.42 se llama matroi-

de transversal y a A = (Ay,..., A,) le llamamos una presentacion de M. La funcion de
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51

Uy 1
U3

2
Uy
U5 @ 3
43

4
07
Ug 5

Ug
D10

Figura 1.15: Gréfica recoloreada G’

incidencia de A estd dada por:
n:P(E) — P(m])
X {i: XNA #0}.

1.5.2. Matroides de caminos reticulares

Los matroides de caminos reticulares fueron introducidos por Bonin, de Mier y Noy en [6].
Son un tipo de matroides transversales para los cuales tenemos resultados muy especificos,
entre ellos, condiciones necesarias y suficientes para determinar sus bases y sus circuitos.
Durante este apartado estudiaremos las nociones basicas y propiedades acerca de los ma-
troides de caminos reticulares. Uno de los resultados principales que presentaremos es una
refutacidon a un corolario presentado en [5], el cual fue empleado en uno de los principales
resultados de [20].

Denotaremos con Z= al conjunto de enteros no negativos.

Definicion 1.44 ([20]). Un camino reticular Norte-Este de longitud n es una sucesién de
puntos vo, vy, ..., v, € (Z>)* tales que cada diferencia consecutiva v; — v;_; pertenece al
conjunto {(0,1),(1,0)}. Llamamos a (0,1) paso al norte y lo denotamos por N; a (1,0) lo
llamamos paso al este y lo denotamos por E. A los puntos vy y v, los llamamos punto inicial

y punto final del camino reticular, respectivamente.

Todos los caminos reticulares que se mencionan en este trabajo son caminos reticulares
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Norte-Este cuyo punto inicial es el punto (0,0). St el punto final de un camino reticular S
es el punto (m, r), decimos que S es un camino hacia (m, r). Aunque no lo mencionemos de
manera explicita, supondremos que (m, r) es el punto final de los caminos reticulares que se
aborden.

De manera geométrica representaremos a (Z=)?> como una reticula y a sus elementos los
identificaremos con los puntos de interseccion que se forman en la ret{cula. Mostraremos un
camino reticular hacia un punto (m, r) como una trayectoria que comienza en el punto (0, 0),
recorre Unicamente los puntos de la sucesidn que constituyen el camino reticular y finaliza
en el punto (m, r). Como herramienta auxiliar escribiremos el nimero correspondiente a cada
uno de los pasos que conforman dicho camino.

Una forma compacta de describir un camino reticular es mediante una lista ordenada de
los pasos al norte y los pasos al este que involucra dicho camino, as( que representaremos los
caminos reticulares como palabras sobre el alfabeto {£, N}, tal como muestra el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 1.45. Consideremos el camino reticular Sy hacia el punto (6,5) definido como la
siguiente sucesion de puntos: (0,0), (1,0), (1,1), (2, 1), (3,1), (3,2), (3,3), (4,3), (4,4), (5,4),
(6,4), (6,5). Como podemos apreciar, no es practico dar la lista de los elementos de la sucesion
de puntos. EL camino S; puede describirse de forma abreviada como S; = ENE?N?*ENE?N
y lo representamos grdficamente de color lila en la Figura 1.16. También en la Figura 1.16
estdn representados los caminos reticulares S, = N?E*N?E3NE, S3 = E°N° y Sy = N°E°

en colores verde, negro y azul, respectivamente.

54 6 7 8 9 10 11 (6, 5)
5 11
9 10
4 8 10
Sy 7
3 6 9
2 5 8
3 4
1 2 7
—
(0,0)==F 2 3 4 5 6 53

Figura 1.16: Caminos reticulares hacia (6, 5).

Sea (m, r) un punto en (Z>)* y sean W y Q dos caminos reticulares hacia (m, r) de tal

forma que W nunca esté sobre Q. Denotamos con P(W, Q) al conjunto de todos los caminos
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reticulares hacia (m, r) que no estdn sobre Q ni debajo de W. A los caminos W y Q los
llamamos camino limite inferior y camino limite superior de P(W, Q), respectivamente. En lo
sucesivo supondremos que W y Q son dos caminos reticulares hacia el punto (m, r) con las
caracter(sticas mencionadas en este parrafo.

Para todo i € [r] definimos el conjunto
N; = {j € [m+r]: el paso j es el i—ésimo paso al norte de un camino reticular en P(W, Q)}.
Para aclarar la definicién de los conjuntos N; veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.46. Consideremos los caminos reticulares Q = N?E> y W = E3N? hacia (3, 2)

mostrados en la Figura 1.17.

Q3 4 5 (3,2

1 4

1 2 3 W

Figura 1.17: Caminos reticulares hacia (3, 2).

Podemos verificar que P(W, Q) = {E*NEN, E*N*E, E3N?, EN?E?, ENE’N, ENENE,
N?E3, NENE?, NE*NE, NE3N}.

Por definicion, Ny = {j € [5] : el paso j es el primer paso al norte de un camino reticular
en P(W, Q)}. Para el camino reticular E2NEN primero damos dos pasos al este y el primer
paso al norte se da en el tercer paso, asi que 3 € Ny; en el camino reticular NE2NE damos
el primer paso al norte en el primer paso, luego 1 € Nji; para el camino reticular £3N?
primero damos 3 pasos al este y en el cuarto paso damos el primer paso al norte, de manera
que 4 € Nj; en el camino reticular EN?E? comenzamos con un paso al este y continuamos
con un paso al norte, por lo que 2 € N;. Analizando de esta manera cada uno de los caminos
reticulares restantes de P(W, Q) vemos que que Ny = {1, 2,3, 4}.

Ahora, por definicién, N, = {j € [5] : el paso j es el sequndo paso al norte de un camino
reticular en P(W, Q)}. Notemos que en el camino reticular E2NEN comenzamos con dos
pasos al este, continuamos con el primer paso al norte sequido por un paso al este, y
finalmente en el quinto paso damos el sequndo paso al norte, entonces 5 € N,; en el camino
reticular E2N?E los primeros dos pasos son pasos al este y el tercer y cuarto pasos son
pasos al norte, por lo que el segundo paso al norte lo damos en el cuarto paso y 4 € Ny;
para el camino reticular EN?E? el primer paso corresponde a un paso al este y el sequndo y

tercer pasos son pasos al norte, entonces 3 € Ns; en el camino reticular N?E> los primeros
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dos pasos son pasos al norte, ast que 2 € N,. Continuando con este andlisis con los caminos
reticulares restantes de P(W, Q) vemos que N, = {2, 3,4,5}.

Introducimos la siguiente notacién: si i y j son enteros tales que i < j, entonces con [i, /|
denotamos al conjunto {i, i+ 1,...,/} y nos referimos a él como el intervalo de enteros con
extremo inferior i y extremo superior |.

Notemos que N, ..., N, es una sucesién de intervalos contenidos en [m + r], y que la
sucesidn de extremos inferiores as( como la sucesidn de extremos superiores son sucesiones
estrictamente crecientes. También observemos que una manera mas sencilla de definir el
intervalo N; es como el intervalo [g;, w;|, donde ¢g; es dénde ocurre el i-ésimo paso al norte
de Q y w; es dénde ocurre el i-ésimo paso al norte de W.

Para cada punto (m, r) y para cada par de caminos reticulares limite W y Q tenemos una
familia de conjuntos (N, ..., N;) y para formar un matroide transversal Unicamente necesi-
tamos una familia de subconjuntos de un conjunto dado. Entonces tiene sentido presentar la

siguiente definicion.

Definicion 1.47 ([20]). Al matroide transversal con conjunto subyacente [m + r] que tiene a
(N, N;) como su presentaciéon lo denotamos por M[W, O], a (N, ..., N;) la llamamos
presentacion estdndar de M[W, Q] y al par (W, Q) lo llamamos la presentacién de caminos
reticulares de MW, Q|

Decimos que un matroide M es de caminos reticulares si existen dos caminos reticulares
Wy O hacia el punto (m, r) tales que M es isomorfo a M[W, Q] Si fiamos W = E"N",

entonces el matroide de caminos reticulares se llama matroide anidado.

Ejemplo 1.48. En la figura 1.18 mostramos la presentacidn de caminos reticulares del ma-
troide M[W, Q] donde Q = N?E’N*E* y W = E?NE*N?EN, cuya presentacién estandar
es ([1,4],[2,7],[5,8],[6,10]).

Un conjunto independiente en un matroide de caminos reticulares M[W, Q] con pre-

sentacidn estandar (N, ..., N,) es una transversal parcial de (N, ..., N;), y una base de
M[W, Q] es una transversal de (N, ..., N;), es decir, un sistema de distintos representantes
de (N, ..., N,).

A cualquier subconjunto X de [m + r] le podemos asociar un camino reticular en (Z=)?,

tal como se establece en la siguiente definicion.

Definicion 1.49 ([0, Definicion 3.2]). Sea X un subconjunto del conjunto subyacente [m + r]

del matroide de caminos reticulares M[W, Q. EL camino reticular asociado a X, denotado



CAPITULO 1. MATROIDES 34

7 8 9 10 W
6 10
9
5 8
Q 3 4
2 7
5 6
1 4
1 2 3

Figura 1.18: Presentacién de caminos reticulares de un matroide.

por P(X), es la palabra sys,.. .5, sobre el alfabeto {£, N}, donde

N, stieX;
S =
E, en otro caso.
Es decir, para formar el camino reticular P(X) escribimos de forma concatenada los nime-
ros del T @ m+ r y reemplazamos cada uno de los nimeros por N o por £, dependiendo de

st dicho ndmero pertenece o no a X.

Ejemplo 1.50. Sean (m,r) = (6,4), W = E’NE’N’EN y Q = N?E*N?E*. Definimos los
conjuntos X = {2,8,9,10}, Y = {3,5,6,8} y Z = [6] Por definicidn, el camino reticular
asociado a X es P(X) = ENE®N? (Figura 1.19a), el camino reticular asociado a Y es
P(Y) = E2NEN?ENE? (Figura 1.19b) y el camino reticular asociado a Z es P(Z) = N°E?
(Figura 1.19¢).

En el Ejemplo 1.50 vemos que el camino reticular asociado a un conjunto X puede estar
o no dentro de la regién delimitada por los caminos reticulares limite W y O, es mas, puede
que el camino P(X) incluso tenga punto final distinto a (m, r). Sélo los subconjuntos X de
cardinalidad r generan caminos reticulares que terminan en (m, r), ya que tendran r pasos
al norte y los restantes m pasos corresponderan a pasos al este.

El siguiente teorema presenta una condicidon necesaria y suficiente para identificar una
base de un matroide de caminos reticulares M de manera geométrica: un subconjunto X de
cardinalidad r es una base de M st y sélo st al trazar su camino reticular asociado P(X),

éste queda entre Wy Q.

Teorema 1.51 ([0, Teorema 3.3]). Sea M[W, Q] un matroide de caminos reticulares. Un sub-

conjunto B de [m+r| tal que |B| = r es una base de M[W, Q] si y sdlo si el camino reticular
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7 8 9 10 W 7 8 9 10 W
6 10 6 8 10
FY)_7
9 9
5 8 9 5 6 8
Q232 Q3 | 4
2 A 7 8 2 A 5 7
: 7 (X)
5 6 7 5 6
1 2 4 1 3 4
— A ——
1 2 3 1 2 3
(a) Camino reticular P(X). (b) Camino reticular P(Y).
P(2) 7 8 9 10
6
5
Ql 7 8 9 10 _lw
4 6 10
9
3 5 8
3 4
2 7
5 6
1 4
1 2 3

(c) Camino reticular P(2).

Figura 1.19: Caminos reticulares asociados a distintos conjuntos.

asociado P(B) pertenece a la regidn delimitada por W y Q, es decir, nunca estd por encima

de Q y nunca estd por debajo de W.

Demostracion.
SeaB={by,..., b.}, con by < -+ < b,. Supongamos que B es una base de M[W, Q], es
decir, que B es una transversal de (N, ..., N;). Queremos demostrar que el camino reticular

asociado P(B) pertenece a la regién delimitada por W'y Q. Por definicién, el camino reticular
asociado P(B) es aquél en el cual para todo i € [r], el paso b; es un paso al norte y para
todo x € [m + r]\ B, el paso x es un paso al este. Para que P(B) sea un camino reticular
entre W y Q debe ocurrir que cada uno de sus pasos al norte es un elemento de N, es
decir, que para todo i € [r], b; € N;, 0 equivalentemente, que para todo i € [r], g; < b; < w;.
Supongamos que existe i € [r]tal que b; < g, y que para todo j < i se cumple que b; € N,,
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as( que i es el primer sub(ndice para el cual b; & N,. Para cualesquiera s, t € [r] tales que
s < t tenemos que g, < g, entonces para todo j > i se verifica que b; < q; < g, luego
bi & N;, pero como B es una transversal de (Nj, ..., N;), existe jo < i tal que b; € N,
pero como jo < i e i es el primer subindice para el cual b; &€ N;, sabemos que b, € Nj,
y dado que B es una base de MW, Q], no podemos tener dos representantes del mismo
conjunto N, as( que esto no puede ocurrir. St ahora suponemos que existe i € [r] tal que
b; > w;, siguiendo un razonamiento similar al anterior obtendriamos que existe j > i tal
que N, tiene dos representantes en B, lo cual tampoco puede ocurrir. Por lo tanto, para todo
( €]r], gi < b; < w, es decir, b; € N,, de donde P(X) € P(W, Q). Ahora supongamos que el
camino reticular asociado P(B) pertenece a la regién delimitada por W'y Q. Los elementos de
B son precisamente los pasos al norte del camino reticular P(B), entonces para cada i € [r]
tenemos que g; < b; < w,, es decir, b; € N,, as( que B es una transversal de (N, ..., N,),
luego B es una base de M[W, Q]. O

En el siguiente ejemplo veremos que los matroides de caminos reticulares no son tan ex-

trafios como pudieran parecernos, pues un ejemplo de ellos es un matroide que ya conocemos.

Ejemplo 1.52 ([0]). Consideremos los caminos reticulares W = E™N"y Q = N"E™, como los
caminos limite de la Figura 1.17. En este caso tenemos que Ny = [1, m+1], N, = [2, m+2], .. .,
N, = [r, m+ r|. Notemos que en este ejemplo todos los conjuntos N; son de la forma [i, m + (]
y tienen cardinalidad m + 1. Como en este caso todos los caminos reticulares pertenecen
a la regidn delimitada por W y Q, entonces por el Teorema 1571 todos los subconjuntos
de [m + r] de cardinalidad r son bases de M[W, Q] as( que el matroide MW, Q] tiene

(m+r

! ) bases. Con esto hemos demostrado que el matroide uniforme U, 4, es un matroide de

caminos reticulares.
Por lo tanto, los matroides de caminos reticulares incluyen a los matroides uniformes.

Ejemplo 1.53. Consideremos el matroide de caminos reticulares M[W, Q], donde W y Q
son los caminos reticulares limite definidos en el Ejemplo 150, (m,r) = (6,4) y sea Y =
{3,5,6,8}. EL conjunto Y tiene cardinalidad 4 que es igual a r y de la Figura 1.19b vemos
que el camino reticular asociado P(Y) pertenece a la regién delimitada por W y O, entonces
por el Teorema 1.51 sabemos que el conjunto Y es una base de M[W, Q]. Otras bases de
este matroide son {2,4,6,7}, {1,2,5,6} y {4,7,8,10}, como podemos apreciar en la Figura
1.20.

El siguiente es un resultado extraldo del enunciado del Teorema 1.51 y de su demostracién,

pero dada su importancia lo enunciamos en el siguiente corolario.
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Figura 1.20: Caminos reticulares asociados a bases.

Corolario 1.54 (5, Lema 2.3)). Supongamos que {by, b, . .., b,} es una base de un matroide
de caminos reticulares MW, Q|, con by < b, < --- < b,. Entonces para todo i € [r], b; € N..

Por el Corolario 1.54 si un conjunto B de r elementos ordenados de menor a mayor es una
base, entonces este mismo orden debe respetarse para los conjuntos que estan representando;
ast, el primer elemento de B debe representar al primer conjunto Nj, el sequndo elemento de
B debe ser representante del sequndo conjunto N, etcétera. El siguiente corolario presenta
un resultado mas general pues afirma que para aquellos conjuntos independientes cuya
cardinalidad coincide con la cardinalidad de su incidencia una conclusién andloga a la del

Corolario 1.54 se verifica.

Corolario 1.55 ([, Corolario 2.4)). Sea M[W, Q] un matroide de caminos reticulares y sea
I un conjunto independiente de M[W, Q| con |I| = k = |n(/)|. Sea | = {a, ..., ag}, con
ar < - < ag ysean(l) = {i, ... ik} con iy < -+ < ip. Entonces para todo | € [k],
a; € Ny,

Demostracion.
Tomando B una base cualquiera de M[W, Q] y empleando de manera repetida la pro-
piedad (I3) podemos extender / a una base B’ de M[W, Q], digamos

bm1+---+mk+1r b/m+---+mk+2: ce br},

donde los elementos de B’ estdn escritos de menor a mayor y para todo j € [K], b(E:1 a1 =
a;. El conjunto B’ tiene cardinalidad r porque es una base. Los elementos b, que escribimos

adicionales a los elementos b(Z/ = a; indican que al extender / a la base B’ puede
t

-1 me)+1
ser necesario agregar elementos menores o mayores a los que ya tenlamos en /, o incluso

elementos intermedios entre ellos. Como B’ es base, por el Corolario 1.54 tenemos que para
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todo s € [r], by € N, asl que en particular para todo j & [k],

0= bt et € N (16)

e g me)+1

de aqu( que {my + 1, my +my+1,..., my+ -+ me + 1} C n(l), y puesto que [{my +
T, m +m+1,..., my + 4+ mg + 1} = k = |n(/)|, tenemos que n(/) = {m; +1, m +

my +1,..., my + - 4+ mg + 1}, y dado que los elementos de n(/) y los elementos de
{my+ 1 my+my+1,.., mqy + -+ mg + 1} estan escritos de menor a mayor, concluimos
que (3 1y m)+1 =1, ypor (16), a; € N,. O

El siguiente lema nos permite conocer la cardinalidad de la incidencia de un circuito de

un matroide transversal a partir de su rango.

Lema 1.56 (|5, Lema 3.8)). Sea n la funcién de incidencia de una presentacién de un matroide

transversal M. Si C es un circuito de rango k de M, entonces |n(C)| = k, y para todo x € C,
[n(C\x)| =k

A continuacién mostramos un criterio que permite determinar st un conjunto es o no un
circuito de un matroide de caminos reticulares, y también constituye una serie de pasos para

construir circuitos en dicho matroide.

Teorema 1.57 (|5, Teorema 3.9]). Sea M[W, Q] un matroide de caminos reticulares sobre el
conjunto [m + r| con presentacién estdndar (N, . . ., N;). Sea C ={cp, 1, ..., c} Clm+r],
concy < ¢ < - < ¢, yseanC)={qu, ..., is}, con iy < --- < is. Entonces C es un
circuito de MW, Q| si y sdlo si

() s =k
() co €N,
() ¢ €N, =N,y

(IV) para todo 0 < j <k, ¢; € N, NN,

i+
Ademds, si C es un circuito, entonces para todo 1 < h < k, ipyq =i + 1.

Demostracion.

Supongamos que C es un circuito. Por el Teorema 1.18, tenemos que rank(C) = |C|—1 =
k, luego, por el Lema 156, s = |n(C)| = k, as{ que s = k, con lo cual tenemos que se
verifica la condicién (I). Ademds, como C es un circuito y ¢ € C, entonces C \ ¢y es un
conjunto independiente y por el Lema 1.56 tenemos que |n(C \ )| = k = |n(C)|, y dado que
n(C\ o) € n(C), concluimos que n(C\co) = n(C) = {iy, ..., is}. Por el Corolario 1.55, tenemos
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que para todo j € [k], ¢; € N, en particular hemos obtenido que ¢, € N; = N, es decir,
que (Ill) se verifica. Puesto que ¢, € C, entonces C\ ¢, también es un conjunto independiente
y empleando un argumento similar al anterior obtenemos que n(C\ ¢x) = n(C) = {iy, ..., is}.

EL Corolario 1.55 nos permite afirmar que para todo j € [0,k — 1] ¢; € N, ,,, en particular,

o
co € N;,, de manera que (Il) se verifica. También hemos obtenido que para todo j € [k — 1],
c; € Ny NN,
supongamos que existen i; € n(C) y h € [r]\ n(C) tales que i; < h < ij41. Por (V) sabemos
que ¢; € Ny NN

intervalos /N; es una sucesidn estritamente creciente, y lo mismo ocurre para la sucesion

i, por lo cual (IV) es cierta. Hemos demostrado que se verifican (I)-(IV). Ahora

;.- Recordemos que la sucesion (qq, .. ., q,) de extremos inferiores de los
(wy, ..., w,) de extremos superiores de los intervalos N;. As(, como h < i;.q, tenemos que
gn < qi,,, y como (; < h, entonces w;, < wy. Ahora, dado que ¢; € N;, se verifica que
+17

¢; < wy, y dado que ¢; € N, se verifica que q;,, < ¢;. Por consiguiente tenemos la

siguiente cadena de desigualdades:
Gh < Gijyq <¢< wi, < W,

de donde g, < ¢; < wy, asl que ¢; € N, por lo que h € n(C), lo cual contradice la eleccién
de h. Por lo tanto, para todo h € [k — 1) ipy1 = ip + 1.

Ahora supongamos que C es un subconjunto de [m+r] que verifica (I)-(IV). Como el conjunto
C tiene un elemento mds que el conjunto n(C), entonces C es un conjunto dependiente. Por
las condiciones (IIl) y (IV) tenemos que ¢1 € N;;, c2 € Ny, ..., cke1 € Ny, Yy ¢ SIVIN
decir, el conjunto C \ ¢o es una transversal de (N, N;,), ast que C\ ¢y es un conjunto

independiente de M[W, QJ. De forma anéloga, por (Il) y (IV) tenemos que ¢cg € N, c1 € N,

oo G2 € Ny y e € N, asl que C\ ¢ es una transversal de (N, .. ., N;,), luego C\ ¢,
es un conjunto independiente de M[W, Q] Sea i € [1,k — 1]. Por (ll), (Ill) y (IV) sabemos
que co € Ny, c1 €Ny, ..., ciei €N, cipr € Nigq, 42 € Niga, ..., ¢k € N,,, por lo que

C \ ¢ es una transversal de (N Ni.), y por lo tanto, es un conjunto independiente de

(v
MW, Ql. As(, para todo i € [0, k], C\ ¢; es un conjunto independiente, por lo cual todos los
subconjuntos propios de C son independientes. En conclusidn, C es un conjunto dependiente

cuyos subconjuntos propios son todos independientes, es decir, C es un circuito. [

En el siguiente ejemplo comprobaremos la utilidad del Teorema 1.57 para identificar

circuitos en un matroide.

Ejemplo 1.58. Consideremos el matroide de caminos reticulares M[W, Q] definido en el
Ejemplo 1.48, donde Ny =[1,4], N, =[2,7], N5 = 15,8 y N4 =[6,10] y cuya presentacion
de caminos reticulares se muestra en la Figura 1.18. Sea ¢; = {1,2,5, 8, 10}. Tenemos que

n(Cy) = [4] ast que Gy tiene un elemento mds que su incidencia; 1 € Ny, 2 € Ny N N5,
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5 NbnN N3, 8 NsNNyy 10 € Ny. Por el Teorema 1.57 sabemos que C; es un circuito de
MW, Q] Sea G, = {5,6,8,9}. Tenemos que n(C,) = {2,3,4}, ast que |G| = [n(G)| + T;
5N, 06 N,NN; 8e NsNNyy9 e Ny, luego, por el Teorema 1.57 concluimos que G,
es un circuito de MW, QJ. St tomamos X = {1,8,9}, entonces n(X) = {1, 3, 4}, por lo que
|X| = [n(X)], asl que no se verifica la propiedad (), y por lo tanto, X no es un circuito de

MW, Q]

A continuacién definimos un concepto que nos permite describir de manera alternativa un

camino reticular.

Definicion 1.59 ([0]). Sea S un camino reticular. Decimos que S tiene una esquina NE en
h si el paso h de S es un paso al norte y el paso h + 1 es un paso al este. Si el paso h de

S es un paso al este y el paso h + 1 es un paso al norte decimos que S tiene una esquina
EN en h.

Ejemplo 1.60. Consideremos la presentacidn de caminos reticulares de la Figura 1.18. En
este caso Q tiene sus esquinas NE en 2 y 6, y su Unica esquina EN en 4. Por su parte W

tiene sus esquinas NE en 4 y 8 y sus esquinas EN en 3,6 y 9.

Sean iy y 1, dos particiones de un conjunto P. Decimos que 511 es mds fina que 7 (y
que i, es mds gruesa que ;) st 1y puede obtenerse de i, dividiendo algunas de sus partes
en piezas mas pequenas. EL (nfimo de dos particiones, denotado por A 71, es la particion
mas gruesa que es mas fina que ambas particiones.

Sea M[W, Q] un matroide de caminos reticulares. Supongamos que las esquinas EN de
Q ocurren en los pasos iy, ..., ip, con iy < -+ < ip, y que las esquinas NE de W ocurren
en ji,..., Ji, con j; < -+ < jr. Con el conjunto de esquinas EN de Q podemos formar una

particién del conjunto [m + r] con h + 1 partes, a saber,
7T1={[1,[1],[i1+1,[2] ..... [ih+1,m+r]}.

Por otro lado, con el conjunto de esquinas NE de W obtenemos otra particién del conjunto

[m + r] con k + 1 partes, concretamente,

o =1 L+ 1)L+ 1 m o

Llamamos a la particion m A, la particion ordenada natural de [m + r] en M. La parte que
contiene a 1 se llama la cabeza de la particién y la parte que contiene a m + r se llama la

cola de la particion.



CAPITULO 1. MATROIDES 4

1.5.3.  Un corolario de Bonin y de Mier que no se verifica

En [5] se enuncia el siguiente resultado:

Corolario (3.13 en [5]). Sea C = {cp, ¢4, . . ., ¢k} un circuito de MW, Q] tal que
o< << Stx €[m+r]\C y existe un subconjunto Z C C tal que ZUx

es un circuito de M[W, Q], entonces Z es un segmento inicial {¢o, ¢y, ..., ¢t o

un segmento final {c;, ¢j1, ..., ¢} de C.

Bonin y de Mier afirman en [5] que este resultado puede demostrarse a partir del Lema

1.56 y del siguiente corolario del Teorema 1.57:

Corolario A. Sea C = {cp, ¢4, . . ., ¢k} un circuito de MW, Q] tal que ¢p < ¢4 <
-+ < ¢k St X un subconjunto propio de C que no es segmento inicial ni segmento
final de C entonces [n(X)| > |X]|.

Nosotros afirmamos que ambos corolarios son falsos y a continuacién presentamos dos

matroides de caminos reticulares en los cuales no se verifican ambos resultados.

Contraejemplo 1. Sean W = E''N° y Q = NE’NE*NE?NE?NE?. La presentacién del
matroide anidado M[W, Q] se muestra en la Figura 121, y su presentacién estdndar es
(N1, N, N3, Ny, Ns), donde Ny = 1,11, N, = [4,12], N3 = [7,13], Ny = [10,14] y N5 =
[13,15]) Sea C = {10,11,12,13,14,15}. Tenemos que n(C) = [5] as( que C tiene un elemento
mds que su incidencia; ademas, 10 € Ny, 11 € Ni NN, 12 € No N N5, 13 € N3 NN,
14 € Nyn N5 y 15 € Ns. Por el Teorema 1.57 sabemos que C es un circuito de M[W, Q.
El conjunto Z = {10,12,13,14,15} € C no es segmento inicial ni segmento final de C.
Tenemos que n(Z) = [5], ast que |Z| =5 = |n(Z)], por lo que el Corolario A no se verifica.
Sea X = ZU {1} = {1,10,12,13,14,15}. Notemos que 1 € [15]\ C, |X| = 6, n(X) = [5],
1eN,10e NiNN, 12€ NoN N3, 13 € NsNNy, 14 € NgnN'Ns, 15 € Ns. Por el Teorema
157 sabemos que X = Z U x es un circuito. En conclusién, Z es un subconjunto propio de C
tal que Z U {1} es un circuito, con 1 € [15]\ C, y sin embargo, Z no es un segmento inicial

nt un segmento final de C. Por lo tanto, no se verifica la conclusién del Corolario 3.13.

Contraejemplo 2. Sean Q = NENE>NE’NE? y W = E*NE’NE*N?. En la Figura 122
mostramos la presentacion del matroide M[W, Q] En este caso tenemos que Ny = [1,5]
N, =1[3,8], N5 =[7,11], Ny =[10,12]. Sea C = {1,4,7,9}. Tenemos que n(C) = {1,2,3},
por lo que |C| =[nO)]+1;,1 e N, 4 e NyNN,, 7€ NonN N3y 9 e N5 Por el Teorema

157, C es un circuito. Sea Z = {1,7,9} C C. Z no es un segmento inicial ni un segmento
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Figura 1.21: Presentacion de un matroide de caminos reticulares que no verifica el Corolario
3.13.
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Figura 1.22: Presentacién de un matroide de caminos reticulares que no verifica el Corolario
3.13.

final de C. Dado que [n(Z)] = [{1,2,3}| = 3 = |Z], el Corolario A no se verifica. Ahora,
st X = ZU{3} = {1,3,7,9} entonces |[X| =4 = [{1,2,3}}+1 = nX)|+1.1€ N,
3eNNN, 7€ N, NN5y9 e N5 Por el Teorema 1.57, el conjunto X = Z U {3} es un
circuito de M[W, Q] pero Z no es un segmento inicial ni un segmento final de C, por lo cual

el Corolario 3.13 es falso.



Capitulo 2

Esquemas de comparticion de secretos y

matroides

2.1. Introduccion

Para introducir el tema de esquemas de comparticidn de secretos exponemos un ejemplo
tipico que se presenta en [25] Supongamos que un banco tiene una béveda que necesita ser
abierta cada d{a. El banco cuenta con tres empleados, pero no confla a ninguno de ellos la
combinacidn que da acceso a la bdveda. Buscamos un método para repartir informacidn de
la combinacién de manera que sélo si se retinen al menos dos empleados del banco y juntan
su informacién pueden conocer la combinacién de acceso, pero si sélo un empleado intenta
abrir la béveda, no lo consiga.

De manera general, consideremos una entidad py, que puede ser una organizacién, una
empresa, un grupo o una sola persona, que tiene un secreto k, y un grupo P ajeno a la
entidad. Esta entidad quiere otorgar informacién parcial del secreto a cada elemento de P de
manera que Unicamente ciertos subconjuntos de P puedan conocer el secreto k. Los distintos
métodos que podemos emplear para resolver este problema son los esquemas de comparticidn

de secretos. Para adentrarnos en este tema, damos la siguiente definicion.

Definicion 2.1 ([2]). Sean P un conjunto finito y ' € P(P). I es una familia mondtona
creciente st para todo A € [ y para todo B € P(P) tal que A C B, se tiene que B € [,
es decir, st [ es una familia cerrada bajo superconjuntos. Una estructura de acceso sobre P
es una familia mondtona creciente no vacla [ de subconjuntos de P. A los elementos de [
los llamamos conjuntos autorizados y a los elementos de P(P)\ I los llamamos conjuntos no

autorizados.

43
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Sea [ una estructura de acceso. Dado que [ es una familia mondtona creciente, una
manera efectiva de proporcionar a todos sus elementos, es mediante la familia de conjuntos
autorizados minimales, la cual denotamos por [ ¢ y a sus elementos se les llama bases de I'.
En este texto no emplearemos la palabra base para no causar confusién con el concepto de

base de un matroide.

Ejemplo 2.2. Sean P ={a,b,c,d,e,f} yI ={{a, b}, {b,c} {c, d} {d e}, {e f} {f a}.
{a,b,c}, {a, b,d}, {a b, e} {a, bt} {a,c d}, {a,c f} {a,d e} {a,d f} {a,e f}
{b,c,d}, {b,c e}, {bc f}, {b,d e} {b e f} {c d e} {c df} {ce f} {def}
{a.b,c,d}, {a,b,c e}, {a,b,c f}, {a, b d e}, {a b d f}, {a b e f} {a,c d e}
{a,c,d,f}, {a. c e f}, {a de t}, {bcde}, {bcdft} {bcef} {bderf}
{c.d e f}, {a b d e} {ab,cd t}, {ab,ce t} {ab,det} {acderf}
{b,c,d et} {a,b,c d e f}}. Como podemos ver, en este caso resulta muy tedioso propor-
clonar la lista completa de los conjuntos autorizados de [. Podemos verificar que la familia de
conjuntos autorizados minimales de [ es g = {{a, b}, {b, c} {c, d},{d, e}, {e, f} {f a}},

la cual es una manera mds practica de describir a la familia .

En la siguiente definicion veremos que siempre es posible construir una estructura de

acceso a partir de una familia de conjuntos arbitraria no vacla.

Definicion 2.3 ([9)). Sea P un conjunto y A una familia de subconjuntos de P no vacla.

Definimos y denotamos la cerradura de A como
c(A)={ACP|IBe A:BCA}L

Sea Ae cl(A)y C C Ptal que AC C. Como A € cl(A), entonces existe B € A tal que
B C AC C, es decir, BC C, de donde C & cl(A), asl que cl(A) es una familia mondtona
creciente no vacla de subconjuntos, por consiguiente cl(A) es la estructura de acceso mas

pequeia que contiene a A.

Ejemplo 2.4. Sea A = {{a, b}, {b,c}, {c,d}, {d, e}, {e f}}. Por el Ejemplo 2.2 sabemos
que cl(A) =T.

Sean pg una entidad, P un conjunto finito tal que po & P y [ C P(P) una estructura de
acceso. Un esquema de comparticién de secretos con estructura de acceso [ es un método
que po puede usar para repartir informacién del secreto k en privado a cada elemento de
P de manera que un subconjunto de P puede conocer el secreto si y sélo si el subconjunto
pertenece a [. A po lo llamamos el distribuidor y los elementos del conjunto P son los

participantes. El fragmento de un participante es la informacién que recibié por parte del
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distribuidor. Nos referimos a [ como la estructura de acceso del esquema de comparticion
de secretos.

Los esquemas de comparticion de secretos se emplean normalmente cuando hay falta
de confianza en una sola persona o cuando la responsabilidad de una sola persona debe
delegarse a un grupo durante la ausencia de dicha persona [13] La comparticion de secretos
también puede verse como una posesidn colectiva de un secreto por un conjunto de personas
que tienen fragmentos de él [13].

Decimos que el esquema de comparticidn de secretos es perfecto respecto a [ si se

verifican las siguientes condiciones [9]:

(P1) St los participantes de un subconjunto autorizado A retinen sus fragmentos, entonces

los participantes de A pueden determinar el valor de k.

(P2) St los participantes de un subconjunto no autorizado A retinen sus fragmentos, entonces
ellos no pueden obtener ninguna informacién sobre el valor de k, incluso con un ndimero

infinito de recursos computacionales.

Un esquema de comparticion de secretos es ideal si es perfecto y, ademds, el conjunto de
fragmentos coincide con el conjunto de secretos.

Brickell y Davenport [8] presentan una casi-caracterizacién de esquemas de comparticion
de secretos ideales mediante matroides representables conexos. La informacidn expuesta en
este cap(tulo se basa principalmente en [8] y en [2]

Como primer paso daremos definiciones mds precisas, matemdticamente hablando, de los

conceptos que ya introdujimos al inicio de este apartado.

2.2. Esquemas de comparticion de secretos

Definicion 2.5. Sean P = {p4, ..., p,} un conjunto de participantes y py € P un participante
especial al que llamaremos distribuidor. Sean KC un conjunto de secretos y S un conjunto de
fragmentos que el distribuidor py puede repartir a cada uno de los participantes del conjunto
P. Un esquema de distribucidn con conjunto de secretos K y conjunto de fragmentos S es

una matriz M con las siguientes caracter(sticas:

I. tiene n 4+ 1 columnas que se identifican con los n + 1 elementos de {pg, p1,..., pn}

(en el mismo orden);

Il. las entradas de la columna pgy pertenecen a K y las entradas de las columnas corres-

pondientes a los elementos de P se toman de S;
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Il no existen filas repetidas y cada elemento de K aparece al menos una vez en la columna

Po.

Iv. para cada k € K existe una distribucién de probabilidad [l sobre las filas en las que

aparece k en la columna correspondiente a po.

Denotaremos el conjunto de vectores fila de M con F. Nos referiremos a la primera
columna como la columna del distribuidor. Aunque no se mencione explicitamente, de ahora
en adelante entenderemos que pg & P denota al distribuidor.

Sea M un esquema de distribucion. Denotamos con M(r, p) a la entrada de la fila r y la

columna p de la matriz M. Definimos
s(p) =A{M(r.p) - r € F},

es decir, s(p) es el conjunto de entradas de la columna p y s(py) = K. St r es una fila tal que
M(r, po) = ko decimos que r corresponde al valor secreto ky. Sea A C P U py. Escribimos
M(r, A) para referirnos a la fila r de M restringida a las columnas indexadas por A y lo
llamamos el vector de fragmentos para A correspondiente a la fila r o simplemente vector de
fragmentos para A si no es necesario indicar la fila de la que se obtuvo.

El inciso v de la Definicién 2.5 permite que exista cualquier distribucién de probabilidad
entre las filas que corresponden al mismo valor secreto. Sin embargo, nosotros trabajaremos
sélo con esquemas en los cuales para cada k € IC, 'y es la distribucién uniforme. Cuando el
distribuidor quiere repartir un secreto a € s(po), elige una fila r de la matriz correspondiente
al valor secreto « usando la distribucién uniforme sobre todas las filas correspondientes al
mismo valor secreto ¢, y otorgando a cada p € P la entrada M(r, p) como fragmento. La
matriz M es de conocimiento publico, pero la eleccion de r del distribuidor es privada.

Consideremos un conjunto de participantes A C P. Cada participante a € A recibié
del distribuidor un fragmento, que denotaremos por a,. St los participantes de A retinen su
informacidn, ellos sabrdn que el distribuidor eligié una fila r en la que, para cada a € A
M(r,a) = a,. Sin embargo, un esquema de distribucién aun no nos permite garantizar que
en efecto los conjuntos seleccionados pueden conocer el secreto y que los conjuntos restantes

no tienen acceso a él. Para ello necesitamos pedirle algunas condiciones mas.

Definicion 2.6. Sean P un conjunto de participantes, po € P el distribuidor, [ una estructura
de acceso sobre P y M un esquema de distribucidn con conjunto de secretos K y conjunto de
fragmentos S. Decimos que M es un esquema de comparticion de secretos débilmente perfecto

que materializa la estructura de acceso | si se verifican las siguientes dos condiciones:
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I. Regularidad. SUA € [ se cumple que:
Vr, i e F :Mr, A = M(r', A) = M(r, po) = M(r’, po). (2.1)

Il. Privacidad débil. Para todo B & [ se verifica lo siguiente:

Vre FYae K3re F:M(',B)=M(r,B) A M(r', po) = a. (2.2)

St M es un esquema de comparticion de secretos que materializa la estructura de acceso
[ sobre P, en ocasiones simplemente diremos que M es un esquema con estructura de acceso
[y conjunto de participantes P. Un participante que no pertenece a ningun elemento de [ lo
llamamos innecesario o redundante. Decimos que un esquema de comparticion de secretos es
conexo y que su estructura de acceso es conexa si ningun participante p € P es innecesario,
es decir, si todo participante p € P pertenece a algin elemento de [.

La condicidn de reqularidad de la Definicién 2.6 es la formalizacidn de la propiedad (P1)
que mencionamos en el apartado 2.1: st los elementos de un conjunto autorizado A retdinen sus
fragmentos, puede que encuentren varias filas que generan los mismos vectores de fragmentos
para A, pero todas ellas corresponden al mismo valor secreto, as( que existe certidumbre de
cudl es el valor del secreto que tiene el distribuidor.

El requisito de privacidad débil de la Definicién 2.6 corresponde a la propiedad (P2) e
indica que st los miembros de un conjunto no autorizado B retinen sus fragmentos, entonces
para toda fila r y para cada posible valor del secreto o existird al menos una fila r’' que
genere el mismo vector de fragmentos para B que la fila r y tal que la fila r’ corresponda al
valor secreto @, lo cual implica que un conjunto no autorizado no conoce el valor secreto y
tampoco puede descartar ningun valor de KC como el valor que repartid po.

Existe otra propiedad que exige mas que la condicion de privacidad débil. Diremos que
M es un esquema de comparticién de secretos que verifica la condicidn de privacidad fuerte

0 que es fuertemente perfecto si verifica (P1) y la siguiente propiedad:

P2y St B ¢ [ yf:B — S es cualquier funcion, entonces existe un entero no negativo
A(f, B) tal que

M, B) = |{r e F: {(b.M(r,b): b € B} = {(b, f(b)) : b € B} y M(r, po) = k}|

independiente del valor de k.

Consideremos un conjunto no autorizado B, f una funcién que asigna a cada miembro de
B un fragmento de S y k € K. St el esquema de comparticién de secretos es fuertemente
perfecto, para la funcién f el nimero de filas que asignan a los elementos de B los mismos

valores que f y que al participante especial pg le asignan el valor k, es el mismo para todos
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los elementos de IC, a diferencia del caso de los esquemas débilmente perfectos, en los cuales
sabemos que todos los elementos de K son posibles, pero el nimero de filas que coinciden
en AU pp no necesaritamente es el mismo para cada cada valor posible de k.

Observemos que la clase de los esquemas débilmente perfectos contiene a la clase de
los esquemas fuertemente perfectos. As( que los resultados que se establecen para esquemas
débilmente perfectos también son validos para esquemas fuertemente perfectos. En el Ejemplo

2.7 probaremos que la condicién de débilmente perfecto no implica la de fuertemente perfecto.

Ejemplo 2.7 (|9, Ejemplo 1.1]). Sea P = {a, b}. La matriz M es un esquema de comparticion
de secretos con estructura de acceso [ = {{a, b}}, conjunto de secretos K = {0,1} y

conjunto de fragmentos S = {0, 1, 2}:

po a b
Ao 0 1]
100 2
1011
o 020
=11 00
sl 110
Sl 2 2
sl 12 1

El conjunto {a} no es autorizado. Supongamos que el fragmento que recibié a por parte de
po es 0. Las filas que corresponden a este fragmento son ry, 2, rs; en las primeras dos el
valor del secreto es O y en r5 es 1, as{ que a no puede determinar cudl es el valor secreto
que repartid pg. Sin embargo, cuando b comparte su fragmento es posible conocer el secreto;
st b recibié como fragmento 1 o 2, entonces el valor secreto es 0 y st b tiene como fragmento
a 0, entonces el valor secreto es 1. Podemos continuar este andlisis y concluir que M es

débilmente perfecto. Ademas, tenemos que
{re F:(aMr,a)) = (a,0) y M(r, po) = 0} = [{r, 2} = 2,
{r € F: (a,M(r, a)) = (a,0) y M(r, po) = 1} = [{rs}| = 1.
Como los valores anteriores no coinciden entonces M no es un esquema fuertemente perfecto.

Ejemplo 2.8 (9, Ejemplo 3.1)). Sean P = {a, b, c,d,e, f},T o ={{a, b}, {b,c} {c d} {d. e}
{e.f}, {f,a}}, T =cl(lp), K={0,1} yS ={0,1,2}. La siguiente matriz M es un esquema
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de comparticion de secretos con estructura de acceso [ .

po a b ¢ d e f
o001 12 2]
Ll 0002211
sl 0112200
10110022
sl 0220011

o o 0221100
sl1 011220
sl 1022110
sl 1122001
wl 11002 21
ml 1200112
w1 21100 2

Hemos indicado que {a, b} es un conjunto autorizado. Observamos que las parejas de filas
{r,r}, {rs. ra} y {rs re} otorgan los mismos fragmentos a a y a b y, en efecto, cada
una de dichas parejas coinciden en el valor de po. Por otro lado, el conjunto {a, c} es un
conjunto no autorizado. Si denotamos con s, y s, los fragmentos correspondientes a a y
a ¢, respectivamente, entonces para cada vector de fragmentos (s,,s.) existe exactamente
una fila r tal que M(r,{a, c}) = (Sq,Sc) y M(r, po) = 0 y exactamente una fila t donde

M(t, {a,c}) = ) y M(t, po) = 1. Asl que, empleando la notacién de la propiedad (P2™),

tenemos que
Af {a, c}) = [{re F:{(a, M(r, ). (c, M(r, )} = {(a, f(a)). (c. f(c)} y M(r, po) = Kk},

y A(f,{a,c}) = 1, independientemente del valor de k, si existe un vector de fragmentos
(S, Sc) en M tal que (f(a), f(c)) = (Sq, Sc) (como es el caso de la funcién f(a) =0, f(c) = 1),
y A(f, {a, c}) = 0 en caso contrario (como ocurre para la funcién f(a) = 0, f(c) = 0), y puede
comprobarse que lo mismo ocurre para todos los conjuntos no autorizados. Concluimos que

M es un esquema de comparticién de secretos fuertemente perfecto.

En lo sucesivo cuando hagamos referencia a un esquema perfecto estaremos hablando de
un esquema débilmente perfecto.
Las primeras construcciones de esquemas perfectos fueron dadas por Blakley [4] y Shamir

[23] En el siguiente ejemplo comentaremos brevemente el esquema de Shamir.

Ejemplo 2.9 ([, Ejemplo 2.4]). Sean P = {p1,..., pn} y ty n dos ndmeros naturales tales
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que t < n. Definimos la estructura de acceso
Fin={AC P |A >t}

Elegimos un nimero primo g > n y definimos un esquema de comparticidon de secretos con
conjunto de secretos I, como sigue. Para repartir un secreto k € Iy, el distribuidor elige
de manera aleatoria, empleando la distribucidon uniforme, un polinomio Q de grado menor o
tqual a t — 1 sobre [, tal que Q(0) = k. El distribuidor otorga a cada participante p; € P
el fragmento Q(i). St los elementos de un conjunto autorizado A relinen sus fragmentos,
entonces tendran un ndmero mayor o igual a ¢ puntos distintos del polinomio Q de grado
t — 1,y por el Teorema de Interpolacion de Lagrange para campos finitos los elementos de
A pueden determinar Q y calcular k = Q(0). St B es un conjunto no autorizado, entonces
los elementos de B tendrian un nimero de fragmentos menor a ¢, as{ que para todo k € I,
existe el mismo nimero de polinomios que pasan por los fragmentos de los participantes de
B y el punto (0, k). Por lo tanto, B no tiene informacién sobre el secreto. Dado que para cada
k € F, existen ¢'~' polinomios de grado a lo mds t — 1 sobre F, con término independiente
k = Q(0), entonces en este esquema, para cada k € FF, existen g'~" filas correspondientes
al valor secreto k. Por lo tanto, la matriz M tiene g' filas, y cada una de estas filas es de la

forma

La estructura de acceso [, del Ejemplo 2.9 se llama (t, n)-estructura de acceso umbral
o estructura de acceso umbral t de n.

Ito, Saito y Nishizeki [16] fueron los primeros en trabajar con esquemas de comparticion
de secretos con estructuras de acceso mas generales, no solamente las umbrales. Demostraron
que para toda familia mondtona creciente [ existe un esquema de comparticién de secretos
perfecto con estructura de acceso [ . Esta prueba es, ademds, constructiva. Benaloh y Leichter
[3] describieron una manera mds eficiente de materializar estructuras de acceso. El problema
con estas dos construcciones es que la mayoria de los esquemas generados requieren frag-
mentos de tamafo exponencial y, como veremos mas adelante, queremos obtener esquemas
para los cuales los fragmentos tengan el menor tamano posible. Por ello estamos interesados
en la construccién de esquemas mediante otros métodos de manera que se optimice el tamaio
de los fragmentos.

Para finalizar este apartado, introducimos algunos términos mas, y principalmente esta-
blecemos el significado de diversos simbolos que nos facilitardn expresar ciertos conceptos
en las secciones posteriores.

Consideremos un esquema de comparticion de secretos M con estructura de acceso [y
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conjunto de participantes P. La Definicién 2.10 es muy similar a la condicidn de privacidad
débil, pero ndtese que para esta definiciéon el conjunto A puede o no ser autorizado y el punto
b, que en la condicién de privacidad débil unicamente podia ser igual a pg, en la Definicién

2.10 puede ser cualquier participante que no pertenece a A.

Definicion 2.10 ([8]). Sea A C PUpg y b € (P\ A)U po. Decimos que A no tiene informacidn

sobre b, lo cual denotamos por A 4 b, si
Vre FYaeS3re F: M A =M, A A M(r',b) = a. (2.3)

En otro caso decimos que A tiene alguna informacion sobre b, y lo denotamos por A — b.

Entonces A — b si

Jre FIa e SVte F:Mr, A =Mt A = Mt b) + a.

En (23), st b = po el conjunto de fragmentos S lo interpretamos como el conjunto de

secretos IC.

Definicion 2.11 ([8]). Sea A C PUpoy b € P U py. Decimos que A conoce a b, lo cual
denotamos por A = b, si

Vr, i€ F i M(r, A) = M(r', A) = M(r, b) = M(r’, b),

es decir, st a todas las filas que generan el mismo vector de fragmentos para A les corresponde

el mismo valor para b. St A no conoce a b escribimos A += b.

Por la Definicién 2.11, podemos describir la estructura de acceso de M como
={ACP: A= po},

y por la Definicién 2.10 podemos interpretar un esquema perfecto como aquél en el que para
todo A C P, A — pg implica que A = py, es decir, st un conjunto sabe algo acerca del
secreto k entonces sabe el valor de k.

Generalizamos la nocidn de conocer a un participante a la de conocer a un conjunto de

participantes como explicamos a continuacién.

Definicion 2.12. Sean A, B C P U py. Decimos que A conoce a B si y sélo si
Vr,r' e F :M(r,A) = M(r', A) = M(r, B) = M(r', B),
lo cual denotamos por A = B.

El Lema 2.13 es un resultado inmediato de la Definicién 2.12. Nos dice que la propiedad

de conocer a un conjunto es transitiva.
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Lema 2.13. Sean A, B,C C PUpy. SiA= B y B = C, entonces A= C.

Demostracion.
Sean r,r" € F tales que M(r, A) = M(r’, A). Como A = B, entonces M(r, B) = M(r’, B)
y dado que B = C tenemos que M(r, C) = M(r’, C). Concluimos que A = C. O]

2.3. Esquemas de comparticion de secretos ideales

Karnin, Greene y Hellman [1/] demostraron que en un esquema de comparticidon de se-
cretos M la cardinalidad del conjunto de fragmentos es mayor o igual que la cardinalidad
del conjunto de secretos. En la practica, la situacidon “ideal” se presenta cuando el tamafo
de los fragmentos es el mas pequefio posible, ya que eso significa que el distribuidor no
ha tenido que repartir una gran cantidad de informacion a los participantes. EL primero en
introducir el concepto de estructura de acceso ideal fue Brickell en [/]. Nosotros presentamos

a continuacidn una definicidn alternativa.

Definicion 2.14 ([2]). Sea M un esquema de comparticidon de secretos perfecto con conjunto
de participantes P, conjunto de secretos K y conjunto de fragmentos S. Decimos que M es
(deal si para todo p € P, s(p) = S = K. Una estructura de acceso [ es k-ideal si existe
un esquema de comparticidn de secretos ideal que materializa dicha estructura con conjunto
de secretos K de cardinalidad k. Una estructura de acceso es ideal si es k-ideal para algun
k> 2.

Sea M un esquema de comparticién de secretos ideal con conjunto de secretos y frag-
mentos K. Con frecuencia diremos simplemente que M es un esquema ideal. Dado que M es
en particular un esquema de distribucidn ya sablamos que cada elemento de K aparece al
menos una vez en la columna correspondiente al distribuidor pg, y por la condicién de ideal
ahora sabemos también que cada elemento de K aparece al menos una vez en cada columna
de la matriz M.

Definicion 2.15. Sea M un esquema de comparticion de secretos ideal con conjunto de
participantes P y A C P. Decimos que A es un conjunto redundante si existe y € A tal que

A\ y = y. Denotaremos a la familia de conjuntos redundantes respecto a M por R(M).

La palabra redundante fue elegida ad hoc, ya que podemos decir que en un conjunto
redundante existen participantes superfluos, pues los elementos restantes pueden conocer
el fragmento que el distribuidor pg les habia repartido a cada uno de ellos. En este punto
empezamos a notar cierta relacidn de dependencia en los conjuntos, lo cual es crucial para

establecer la conexidn con matroides.
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2.4. Esquemas de comparticion de secretos ideales conexos

Consideremos un esquema de comparticién de secretos conexo ideal M con conjunto de
participantes P y conjunto de secretos y fragmentos S. Sean g = |S| y A C P U py. Sea ~4

la relacion definida en F por
r~ar & M, A =M A).

Claramente ~,4 es una relacién de equivalencia, y por lo tanto, induce una particién sobre

F. Sea A un conjunto completo de representantes respecto de ~4. Definimos el conjunto
s(A) = {M(r,A): r e A},
es decir, s(A) es el conjunto de vectores de fragmentos para A. Definimos
#A = |s(A)].

#A es el numero de clases de equivalencia en F/ ~4 y el niumero de vectores de fragmentos

distintos para A. Notemos que para todo A C P U py siempre se verifica que
#A < g (2.4)

Ademds, st A C B, entonces #A < #B, ya que pueden existir filas que sean iguales al
restringirlas a los participantes de A, pero que sean distintas en alguna de las columnas
correspondientes a los participantes de B\ A. Es importante tener presentes estas observa-
clones ya que las emplearemos frecuentemente en las demostraciones de los resultados del
presente capltulo.

El siguiente lema nos dice que st un conjunto A conoce a un participante p, entonces el
numero de vectores de fragmentos para AU p no cambia respecto al numero de vectores de
fragmentos para A, y que, mas aun, el rec(proco también se verifica: si el nimero de vectores
de fragmentos para un conjunto AU p es igual que el nimero de vectores de fragmentos para

A, entonces el conjunto A conoce a p.

Lema 2.16 ([, Lema 1]). Sea M un esquema de comparticion de secretos ideal conexo M
con conjunto de participantes P. Sea A C PUpy yp € PUpy Si A= p, entonces
#(AU p) = #A, y reciprocamente, si #(A U p) = #A, entonces A = p.

Demostracion.

Sea ¢ : s(A) — s(AU p) definida por ¢p(M(r,A)) = M(r,AU p). La funcion ¢ esta
bien definida ya que, aunque pueden existir varias filas que restringidas a los elementos de
A sean iguales, al considerarlas como elementos de s(A) estamos fijando un representante
de cada clase de equivalencia. Sean r, t € A tales que ¢p(M(r, A)) = ¢(M(t, A)), entonces
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M(r,AU p) = M(t,AU p), en particular M(r, A) = M(t, A). Por lo tanto, ¢ es una funcién
inyectiva. Ahora, sea M(t, AU p) € s(AU p). Puede que t & A, pero existe r € A tal que
[t]., = [r]~,, o equivalentemente, M(t, A) = M(r, A). Como A = p, entonces M(t,p) =
M(r, p), en resumen, M(t, AUp) = M(r, AUp) = ¢(M(r, A)), y por lo tanto, ¢ es sobreyectiva.
Concluimos que ¢ es una biyeccion y por lo tanto, |s(A)| = |s(AUp)|, es decir, #A = #(AUp).

Ahora supongamos que A = p, entonces existen dos filas r, t tales que [r]., = [t]-, y
que M(r, p) = M(t, p), entonces #(A U p) > #A. Por lo tanto, si #(A U p) = #A, entonces
A= p. [

El Lema 2.17 aseqgura que st A no es un conjunto autorizado pero AU p s( lo es, entonces

el conjunto A U pgy conoce al participante p.

Lema 2.17 ([5, Lema 2)). Sea M un esquema de comparticion de secretos ideal conexo M
con conjunto de participantes P y conjunto de secretos y fragmentos S. Sea AC P yp € P.
SiA+= poy AUp = po, entonces AU pg = p.

Demostracion.
M es un esquema de comparticién de secretos ideal, en particular, M es perfecto, as( que,

st A = pg, entonces A 4 py, es decir, que

Vre FVYaeS3dte F M, A =Mt A N M(t, po) = a. (25)
Dado que AU p = po, entonces

VroteF :M(r,AUp) = M(t,AU p) = M(r, po) = M(t, po). (2.6)
Para demostrar que AU py = p es necesario verificar que

Vot e F :M(r,AU pg) = M(t, AU po) = M(r, p) = M(t, p).
As( pues, sean t;, t, € F tales que M(t;, AU pg) = M(t,, AU pg). Definimos

S'={aecS|IreF ., =[t]-, N M(r,p) = a}. (2.7)

~A
St definimos ap = M(t, p), entonces claramente oy € S*, por lo que §* + 0. Sea ¢ : S* - S
definida por ¢(a) = M(r, po), donde r es una de las filas que existen por (2.7). Veamos que ¢
estd bien definida. Sea o € §*. Por (2.7) existe al menos una fila r tal que M(r, A) = M(t;, A)
y M(r, p) = a. Supongamos que existe otra fila t tal que M(t, A) = M(t;, A) y M(t, p) = «,
entonces M(r, AUp) = M(t, AUp), luego, por (2.6), M(t, po) = M(r, po). Asl que la imagen de
a bajo ¢ esta bien definida. Sea y € S. Por (2.5) existe una fila r tal que M(r, A) = M(t;, A)
y M(r, po) = y. Sea a = M(r, p). Claramente y = ¢(a). Concluimos que ¢ es sobreyectiva,
de donde |S| < |S*|, y dado que por definicion §* C S, concluimos que §* = S. Como
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¢ es una funcidn sobreyectiva de un conjunto finito en él mismo, sabemos que ¢ también
es inyectiva. Ahora, como t; y t, son tales que M(t;,A U pg) = M(t;, A U py) entonces
M(t1, A) = M(t,, A) y M(ty, po) = M(t,, po). Notemos que M(ty, p), M(t,, p) € S, y dado que
¢ es inyectiva tenemos que M(t;, p) = M(t2, p), ya que estas ultimas son las preimagenes
bajo ¢ de M(t1, po) y M(t2, po), respectivamente. De aqul que AU pg = p. U

Sea M un esquema de comparticion de secretos ideal conexo con conjunto de participantes
Py conjunto de secretos y fragmentos S, y sean g = |S|, A C P U py. Hasta el momento no
hemos establecido alguin resultado que nos permita hallar el nimero #A, pero nos ocuparemos
de ello a continuacidn: veremos que #A siempre es una potencia de g. La demostracién de
este resultado es extensa, as( que la realizaremos por casos dependiendo de la naturaleza
del conjunto. Durante esta seccién también se hard mds evidente la importancia y utilidad

que tiene la condicién de ideal de nuestro esquema de comparticién de secretos M.

Lema 2.18 ([3, Lema 3]). Sea M un esquema de comparticion de secretos ideal conexo con
conjunto de participantes P y conjunto de secretos y fragmentos S y sea g = |S|. Sea A C P
ype P.SiA+= pyoyAUp = py, entonces #(A U p) = q(#A).

Demostracion.

Sea r una fila de M. Como A = po y M es perfecto, entonces A + po, de manera
que para dicha fila r y para todo a € S, existe una fila r, tal que M(ry, A) = M(r, A) y
M(rq, po) = a. Para B € S existe una fila rg tal que M(rg, A) = M(r, A) y M(rg, po) = B.
St M(rq, p) = M(rg, p), entonces M(ry, AU p) = M(rg, AU p), y dado que AU p = py esto
tmplica que M(rq, po) = M(rg, po). es decir, a = B. Tenemos, pues, que siempre que tomamos
valores distintos para a, 8 € S, obtenemos distintos fragmentos para el participante p en las
filas r, y rg. Concluimos que para toda fila r y para todo a € S existe una fila r, tal que
M(rq, A) = M(r, A) y M(rq, p) = a, y dado que |S| = g, entonces #(A U p) = q(#A). O

Antertormente mencionamos que para cualquier conjunto A se verifica la desigualdad
#A < g El siguiente lema afirma que si A es un conjunto autorizado minimal, entonces la

igualdad se verifica.

Lema 2.19 (|3, Lema 4]). Sea M un esquema de comparticion de secretos ideal conexo con
conjunto de participantes P y conjunto de secretos y fragmentos S y sea q = |S|. SiA € Iy,

entonces #A = g\,

Demostracion.
Sea A= {x1...,x} € Supongamos que existe un multiconjunto A = {a, ..., o} C

S tal que ninguna fila r verifica que M(r,x;) = a;, para cada i € [k] Sea j € [k — 1]
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el mayor entero tal que existe un subconjunto {x", . ., xW} C A, existe un multiconjunto
{falV, ., a’} C A y existe una fila r tal que M(r, {xV, .., XN} = (oM, ., a). Co-
mo M es ideal, todos los elementos de S aparecen en la columna de x!V, por lo que, en
efecto, j > 1. Sean x € A\ {xV, .. xU} y a € A\ {dV, .., a'}. Sea t € F tal que
Mt {x1, XU}y = M(r, {x0, ., xW}). St M(t, x) = a, t serla una fila que restringida al
conjunto {x!V, ..., xU, x} de j+1 elementos es igual a una (j+1)-ada de elementos de A, pero
j es el mayor entero que verifica esto. Asi que M(t, x) # a, de aqul que {xV, .., XU} — x.
Por lo tanto, A\ x — po, y como M es perfecto, tenemos que A\ x = po, lo cual con-
tradice que A € [o. Entonces para cualquier arreglo (o, ..., ay) € S* que consideremos
podemos encontrar una fila r de M tal que M(r, A) = (o, . . ., ax), de donde obtenemos que
#A = g~ = gl O

En el siguiente resultado veremos que st un conjunto A no es autorizado, entonces no se
verificard la igualdad de la conclusion del Lema 2.19, sin embargo, si se verifica que #A es

una potencia de q.

Lema 2.20 (|3, Lema 5]). Sea M un esquema de comparticion de secretos ideal conexo con
conjunto de participantes P y conjunto de secretos y fragmentos S y sea q = |S|. Si A es un

subconjunto de P no vacio tal que A = py, entonces #A = q", para algin n € N.

Demostracidn.

Supongamos que existe algtn conjunto no autorizado no vaclo que no satisface la con-
clusién del lema, entonces podemos elegir un conjunto A tal que A = po y #A no es una
potencia de g y que es minimal en este sentido. Sea k = |A| y sea @ € A. Como M es conexo,
existe C, € [ tal que a € C,, y dado que C, = (C,NA)U(C, \ A) C AU (C, \ A), entonces
AU (C, \ A) contiene un conjunto autorizado, luego AU (G, \ A) = po. Ademds, puesto que
a € C,NA, tenemos que C,\ A € C, y como C, es un conjunto autorizado minimal entonces
Co \A #+= po. Sea BC C,\ AC P\ A minimal tal que AUB = pg y para todo b € B,
(AUB)\ b = po. Como B C C,\Ay C,\ A #= po, entonces B 4= py. Si #(AUB) = ¢l"V8|,
dado que Ay B son disjuntos, esto obliga a que #A = g/, lo cual contradice lo supuesto, y
como sabemos que #(A U B) < q/"VBl, entonces debe ocurrir que #(A U B) < ¢qV8!.

Demostraremos a continuacién que, para todo a € A, #(A\ a) = ¢/~". Sea n € N tal
que

q" < #A< g"". (2.8)

Sea a € A Como A es un conjunto no autorizado tal que #A no es una potencia de ¢
y es minimal con esta propiedad, entonces si B es un subconjunto propio de A, #B es

una potencia de g. En particular, para todo a € A #(A \ a) es una potencia de g. Si
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#(A\ @) < g" entonces #(A\ a) < "', de donde #A < ", lo cual no ocurre, entonces
#(A\ a) > q", y como q" < #(A\ a) < #A < g"t', concluimos que #(A\ a) = ¢". Sabemos
que ¢" = #(A\ a) < g™ = g~ entonces n < k — 1. Dado que para todo subconjunto
propio B de A, #B es una potencia de g, si suponemos que n < k — 1, entonces existe
j € lk—2] yexisten ay, ..., aj, a1 € Atales que #({aq, ..., a;}) =#({ar, ..., aj, a}),
asl que #(A\ aj41) = #A, pero eso contradice la minimalidad de A. Asl que, n = k —1, es
decir, para cada a € A

#(A\a) = ¢ =g, (2.9)

Veamos que para todo a € A #(AU B\ a) = g8~ Sea B = {b;
el Lema 218, para todo i € [l], #(AU B) = q(#(A U B\ b;)), asl que, para cada j € [l],
#((A\a)u{by, ..., bi}) = q#(A\a)U{by, ..., b;_1})). Esto muestra que, para todo a € A,
AUB\ a — a (dado que #(AU B) < q/"“8l), por lo que AU B\ a — pg y, en consecuencia,

AUB\ a = po, (2.10)

de aqul que
AUB & Ty. (2.11)

Ahora veamos que #(AUB) = g"VBI=1 Sea C € I; tal que B C C C AUB (este conjunto
C existe ya que AUB = pgy B C AUB). StANC = {, entonces C = B, lo cual contradice
que B #= py, entonces AN C # @ y podemos elegir a € AN C. Como C € [y, ocurre que
C\a #= po, y por (210), AUB\ a = py. SUA C C, entonces AUB C C, y por la eleccion
de C tenemos que AU B = C, pero esto no puede ocurrir ya que por (2.11), AUB & [y
C €T Ast que AZ C y por lo tanto, A\ C =+ @, digamos A\ C = {a"V, ..., a'™}. Como
C CAUC, entonces AU C € I\ [y, de manera que existe j € {0,1,..., m — 1} tal que
C\au{dV, ., aV} = poy C\aU{a", . . ., a¥, a1} = py. Por el Lema 217,
C\au{a", ., a¥, po} = aV". (2.12)
Sean r y t dos filas de M tales que M(r, AU B\ aU*") = M(t, AU B\ aU*™Y), entonces en
particular, M(r, C\ a U {a'V, ., a}) = M(t,C\au{a?, . ., a}) y ademads, por (2.10)
AU B\ a'*" = p,, luego tenemos que M(r, p) = MI(t, po), en resumen, M(r,C \ a U
{a™, ., a¥, po}) =M(t,C\aU {d", . ., a¥, po}), y por (2.12), M(r, a¥*1) = M(t, aU*").
Con esto hemos verificado que (AU B)\ aU/* = aU*V asi que empleando el Lema 2.16 y
la iqualdad #(AU B\ aU™) = g/"VBI=" recién probada, tenemos que
#(AUB) = #(AU B\ aU*") = g8, (2.13)

Por (2.9) tenemos que, para todo a € A ¢I=" = #(A\ a) < #A y por (2.13) se verifica
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que #(AU B) = ¢8I~ ast que existe j € [l — 1], tal que #(AU {by, ..., b, bj1}) <
q#AU by, ..., b;})). Ast que AU {by, ..., b;} — b1, y, por lo tanto, AU B\ bj11 — po,
de donde AU B\ bj41 = po, pero esto contradice la minimalidad de B. Concluimos que si
A & [, entonces existe n € N tal que #A = g". O]

Hasta ahora hemos probado que si A es un conjunto autorizado minimal o st A es un
conjunto no autorizado, entonces en efecto #A es una potencia de g. Para incluir a todos los
conjuntos en un resultado general resta probar esta afirmacién para los conjuntos autorizados

que no son minimales. De esto nos ocupamos en el siguiente lema.

Lema 2.21 ([8, Lema 6]). Sea M un esquema de comparticion de secretos ideal conexo con
conjunto de participantes P y conjunto de secretos y fragmentos S y sea g = |S|. SiA C PUpg
es tal que A = po, entonces existe n € N tal que #A = q".

Demostracidn.

Supongamos que existe alglin subconjunto de P U py que no satisface la conclusién del
lema. Sea A un conjunto autorizado con la propiedad de que #A no es una potencia de g y
A es minimal con esta propiedad. Sea B C Atal que B€gyseab e B.SLA\ b= py,
entonces existe C C A\ b tal que C € . Dado que B\ b #+= poy B = (B\ b)Ub = py,
por el Lema 217 sabemos que (B \ b) U py = b. Sean r y t dos filas de M tales que
M(r, C U (B\ b)) = M(t, C U (B\ b)), en particular, M(r, C) = M(t, C) y como C = py,
ocurre que M(r, po) = M(t, po), de aqui que M(r, (B\ b) U po) = M(t, (B \ b) U po) y ya que
(B\ b)Upy = b, tenemos que M(r, b) = M(t, b), as( que C U (B\ b) = b y dado que
CU(B\ b) C A\ b, entonces A\ b = b, por lo que #A = #(A\ b), lo cual contradice la
minimalidad de A. Entonces A\ b #= po y por el Lema 220 #(A\ b) es una potencia de g,
ademds, dado que A = py, por el Lema 2.18 tenemos que #A = g#(A\ b), de modo que #A
es una potencia de g, lo cual es una contradiccion. Entonces st A es un conjunto autorizado,

#A es una potencia de g. ]

Podemos resumir las conclusiones obtenidas en los Lemas 2.19, 220 y 2.21 en el siguiente

teorema.

Teorema 2.22 (|8, Proposicién 1]). Sea M un esquema de comparticion de secretos ideal
conexo con conjunto de participantes Py conjunto de secretos y fragmentos S y sea g = |S).

Para todo A C P U py, #A es una potencia de q.

Por definicién, en un esquema perfecto st un conjunto A tiene alguna informacién acerca

del distribuidor pg entonces conoce a pg. El siguiente teorema afirma que lo mismo ocurre si
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po es reemplazado por cualquier participante b y su demostracidn se basa fuertemente en el
Teorema 2.22.

Teorema 2.23 ([8, Teorema 3)). Sea M un esquema de comparticion de secretos ideal conexo
con conjunto de participantes Py conjunto de secretos y fragmentos S y sea q = |S|. Si

AC PUpoybe PUpy son tales que A — b, entonces A= b.

Demostracion.

Sea A un conjunto completo de representantes respecto de la relacidon ~4 y p € P U py.
Tenemos que #(A U p) = q(#A) si y sdlo si para cada r € A y para cada a € S, existe
una fila t tal que [t]., =[r]-, y M(t, p) = a. Como en este caso A — b, entonces existe una
fila r y existe B € S tal que para toda fila ¢, st M(r, A) = M(t, A), entonces M(t, b) + B,
ast que en este caso #(A U b) < q(#A). Por el Teorema 222, existen n,m € N tales que
#A = q" y #AU D) = g", y dado que A C AU b tenemos que n < m. Por lo anterior,
q" = #(AUb) < q(#A) = q-q" = ¢"t", de donde m < n+1, en resumen, n < m < n+1, de
donde m = n, y por lo tanto, #(AU b) = #A, y por el Lema 2.16 concluimos que A = b. [J

Para finalizar esta serie de resultados de conteo que nos permiten conocer el nimero
#A para un conjunto A, hallaremos este nimero para un conjunto que no contiene conjuntos

redundantes.

Lema 2.24. Sea M un esquema de comparticion de secretos ideal conexo con conjunto de
participantes Py conjunto de secretos y fragmentos S y sea g = |S|. Si A C P U pg es tal
que para todo B C A y para todo a € B, (B\ a) 4+ a, entonces #A = g\l

Demostracion.

Sea A= {a,..., ar}t. Como M es ideal tenemos que s(ai) = S, entonces #{a1} = g.
Dado que {ay, a2} \ a2 #+ a>, entonces por el Teorema 2.23 tenemos que {ay, a2} \ az + ay,
lo cual implica que para toda fila r y para todo a € S existe una fila t tal que M(r, a1) =
M(t, ay) y M(t, a2) = a, de aqul que #{aq, a;} = g* Se verifica que {ay, a2, a3}\ a3 = a3,
entonces por el Teorema 2.23 y siguiendo un razonamiento similar al anterior obtenemos que
#{a4, a3, a3} = ¢°. Continuando de esta forma obtenemos que #A = #{a1, .. ., agt =q* =
gh!. O



CAPITULO 2. ESQUEMAS DE COMPARTICION DE SECRETOS Y MATROIDES 60

2.5. Una casi-caracterizacion de esquemas ideales conexos

mediante matroides

Con los resultados establecidos en las secciones anteriores estamos listos para construir

un matroide a partir de un esquema de comparticién de secretos ideal conexo.

Teorema 2.25 ([8, Teorema 1]). Sea M un esquema de comparticion de secretos ideal conexo
con conjunto de participantes P y conjunto de secretos y fragmentos S. Entonces la familia
de conjuntos redundantes respecto a M, R(M), es la familia de conjuntos dependientes de

un matroide M sobre P U py.

Demostracion.

Sea g = |S| ysea p: P(PUpy — NU{0} una funcién definida de la siguiente
forma: p(@) = 0 y para todo A C P U po no vaclo, p(A) = log, (#A). Por el Teorema 2.22, p
es una funcién de valor entero no negativa que satisface la propiedad (r1%). Probaremos a
continuacion que p satisface las propiedades (r2*) y (r3"). Para AC PUpoy p € P U pg se
verifica que #A < #(AU p) < q(#A), de donde, log, (#A) < log, (#(AU p)) < log,(q(#A)) =
log, (#A) + 1, ast que, p(A) < p(AU p) < p(A) + 1, entonces se cumple (r2%). Ahora, sean
X,y € (PUpo)\A tales que p(A) = p(AUx) = p(AUY), es decir, log, (#A) = log, (#(AUx)) =
log, (#(AU y)), o, equivalentemente, #A = #(AU x) = #(AU y). Por el Lema 216, A = x y
A = y, de aqul que AUx = y y nuevamente por el Lema 2.16 tenemos que #(AU{x, y}) =
#(A U x) = #A en resumen, #(AU {x, y}) = #A, y, por lo tanto, p(AU {x, y}) = p(A), con
lo cual demostramos que se verifica (r3%). Entonces por el Teorema 1.14 existe un matroide
M sobre P U py que tiene a p como su funcién rango, es decir, rank = p, y cuyos conjuntos
independientes son los conjuntos A C P U py tales que rank(A) = |A|. Por la propiedad (r1)
sabemos que para todo A C P U py, 0 < rank(A) < |A|, entonces A C P U py es dependiente
en M st y sélo si rank(A) < |A], es decir, st y sélo si log,(#A) < |A|, o equivalentemente,
#A < g/ Por el Lema 224, si #A < g/l entonces A contiene algln conjunto redundante,
digamos B. As( que existe @ € B tal que B\ @ = a, mds ain, A\ @ = a, de donde
A € R(M). Ahora, st A € R(M), entonces existe a € A tal que A\ @ = a, por el Lema 2.16
se cumple que #A = #(A\ @), y como #(A\ a) < ¢\, obtenemos que #A < gll. Asi que
un conjunto A es dependiente si y sélo si A es un conjunto redundante. Hemos verificado que
R(M) es la familia de conjuntos dependientes del matroide M. O

Al matroide M = (P U py, rank) que obtenemos por el Teorema 2.25 a partir del esquema

de comparticién de secretos ideal conexo M lo llamamos el matroide apropiado para el
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esquema M, y decimos que el esquema M es inducido por el matroide M, y si [ es la
estructura de acceso del esquema M, también decimos que ' es inducida por el matroide M.

Elsiguiente resultado plantea la manera en la cual podemos conocer el niimero de vectores
de fragmentos para un conjunto A C P U py dado su valor bajo la funcién rango del matroide
apropiado M. Su demostracidn es inmediata a partir de la definicidon de la funcidn rango de
M, pero lo enuncitamos como corolario ya que lo mencionaremos a menudo a lo largo del

texto.

Corolario 2.26 ([, Lema 2.17]). Sea M un esquema de comparticion de secretos ideal conexo
con conjunto de participantes Py conjunto de secretos y fragmentos S, con q = |S|. Sea

M = (P U po, rank) su matroide apropiado conexo. Entonces para todo A C P U py,

HA = qrank(A)A

Por el Teorema 2.25 sabemos que los conjuntos dependientes del matroide apropiado M
son los conjuntos redundantes del esquema M, as( que todo conjunto dependiente tiene un
elemento superfluo, aunque no necesariamente sabemos cudl elemento es. Para el caso de
los circuitos esta propiedad es mas fuerte. EL Corolario 2.2/ establece que ningtn elemento
de un circuito es imprescindible, en el sentido de que podemos eliminar cualquier elemento
del circuito y los elementos restantes pueden conocer el fragmento otorgado al participante

eliminado.

Corolario 2.27. Sea M un esquema de comparticion de secretos ideal conexo con conjunto
de participantes P, conjunto de secretos y fragmentos S, con q = |S|, y sea M = (P U py,C)

su matroide apropiado. Si C € C, entonces para todo x € C se verifica que C \ x = x.

Demostracidn.

Como C es un circuito, por el Teorema 1.18 se cumple que rank(C) = |C| — 1 y para
cada x € C tenemos que rank(C \ x) = |C| — 1. Por el Corolario 2.26 se verifica que
#C = q™™MO) = gl y #(C\ x) = g™ = gl€=T por lo que #C = #(C \ x), y por el
Lema 2.16 concluimos que C\ x = x. U

Gracias al Corolario 2.27 podemos dar una versién mds completa del Teorema 2.25: resulta

que el matroide apropiado del Teorema 2.25 tiene, ademas, la propiedad de ser conexo.

Teorema 2.28 ([8, Teorema 1]). Sea M un esquema de comparticidn de secretos ideal conexo
con conjunto de participantes P y conjunto de secretos y fragmentos S. Entonces la familia
de conjuntos redundantes respecto a M, R(M), es la familia de conjuntos dependientes de

un matroide conexo M sobre P U py.
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Demostracidn.

Sélo falta demostrar que M es conexo. Como M es conexo, para cada p € P existe un
conjunto A, € g tal que p € A, asl que A, = po, de modo que A, U py es un conjunto
dependiente y por lo tanto contiene a un circuito, digamos B,. St pg & B,, entonces B, C A,
y por ser B, un conjunto dependiente, es decir, un conjunto redundante, existe a € B, C A,
tal que B, \ @ = a, més aln, A, \ @ = a, entonces A, \ @ = po, lo cual contradice
que A, € . Entonces py € B,, y por el Corolario 2.27 sabemos que B, \ po = po, de
donde B, \ po € . Claramente B, \ po € A, y si suponemos que B, \ po € A, entonces
A, tendr(a como subconjunto propio al conjunto autorizado B, \ po, lo cual contradice que
A, es un conjunto autorizado minimal, entonces ocurre que B, \ po = A,, 0 equivalentemente
B, = A, Upo, y como p € A,, concluimos que B, es un circuito al que pertenecen p y po.
Por lo tanto, para todo p &€ P existe un circuito de M que contiene a p y po. Sean x y y
dos puntos distintos de P U pg: si x o y son iguales a py, por lo anterior, existe un circuito
al que pertenecen x y y; st x y y son elementos de P, entonces existen dos circuitos C, p,
y Cyp, tales que x, po € Cipy Yy y, po € Gy p,, luego, por el Teorema 1.11 existe un circuito
C.y tal que x,y € C,,, de donde M es un matroide conexo, con lo cual queda demostrado

el teorema. O

En este momento nos preguntamos si podemos formular el rec{proco del Teorema 2.28, es
decir, st podemos afirmar que a partir de un matroide conexo podemos construir un esquema
de comparticién de secretos ideal conexo. La respuesta es que s, parcialmente. Necesita-
mos agregar la condicidn de que el matroide sea representable sobre un campo finito para
garantizar el resultado anhelado. Ademas, haremos uso del siguiente resultado de algebra

lineal.

Teorema 2.29 ([8)). Sean V' un espacio vectorial A C V y v € V. El vector v es una
combinacién lineal de los vectores en A si y sélo si todo vector u € V que satisface que
para todo a € A u-a = 0 también satistace que u - v = 0, donde - representa el producto

escalar en V.

Teorema 2.30 (|8, Teorema 2]). Sea M = (E,Z) un matroide conexo representable sobre un
campo finito F, y sea vy € E. Entonces existe un esquema de comparticion de secretos ideal
conexo M tal que S =F, pg = vy, P = E\ vy y R(M) es la familia de conjuntos dependientes
de M.

Demostracion.
Sean n = |E| y k = rank(M). Como M es representable sobre el campo finito T,

entonces existe una matriz G con entradas en F tal que M = M([G] donde G es una matriz
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con columnas etiquetadas por los elementos de [n] y de rango k. Sin pérdida de generalidad
supongamos que G tiene k filas y sea ¢ : £ — [n] el isomorfismo entre M y M|G]. Por
ejemplo, por [14, Ejemplo 1.10] sabemos que una F,-representacién para el matroide de Fano

F7 que tiene rango 3 es la siguiente matriz:

- O O w
_ A N
O = v,
_ O - o
L @ IR N

12
10
Gr, = 0 1
00
y en este caso el isomorfismo ¢ estd dado por ¢(a) =1, ¢(b) =2, ..., ¢(g) = 7. Definimos
un esquema de comparticion de secretos M en el que P = E\ v, po = w, S = F, y el
conjunto de etiquetas de las filas de M es F*. Para cada fila etiquetada con z € F* y para

cada p € P U py, definimos
M(z,p) =z [¢(p)] (2.14)

donde [¢(p)]' es el vector columna con etiqueta ¢(p) traspuesto y - indica el producto punto.
Para el matroide de Fano fijemos pg = @, en este caso tomaremos S = IF,, el conjunto de las
etiquetas del esquema M, es T3 y siguiendo la definicién de las entradas de la matriz M,

dada por (2.14), tenemos que

po=a b c d e f g

000 [ (0,0,0)-(1,0,0) (0,0,0)-(0,1,0) (0,0,0)-(0,1,1) |

0on | (0,0,1)-(1,0,0) (0,0,1)-(0,1,0) (0,0,1)-(0,1,1)

010 | (0,1,0)-(1,0,0) (0,1,0)-(0,1,0) (0,1,0)-(0,1,1)

v = O] ©.01)(1,0.0) (0,1.1)-(0,1,0 (0,1,1)-(0,1,1)
" oo | (1,0,0)-(1,0,0) (1,0,0)-(0,1,0) (1,0,0) (0,1, 1)
aon | (1,0,1)-(1,0,0) (1,0,1)-(0,1,0) (1,0,1)-(0,1,1)

a0 | (1,1,0)-(1,0,0) (1,1,0)-(0,1,0) (1,1,0)- (0,1, 1)

ain | (1,1,1)-(1,0,0) (1,1,1)-(0,1,0) (1,1,1)-(0,1,1)
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pp=a b ¢ d e f g
oo 0 00000 O]
(0,0,1) O 011011
(0,1,0) O 101101

o) 0O 110110
oo 1 001110
(1,0,1) 1T 0101 01
(1,1,0) T 100 0 11
(1,1,1) T 111000

Veamos que M es perfecto. StA C P = E \ v es tal que A = py, entonces existen
dos filas con etiquetas 7,z € F¥ tales que M(z, A) = M(z, A) y M(z1, po) #+ M(z2, po),

entonces por (2.14) esto es equivalente a

1 [Plpo)l' # 22 [¢(po)] y Va € Az 2y [¢la)] = 2, - [¢(a)]"- (2.15)
Sea z € F*. Por (2.15), para todo a € A y para todo a € F tenemos que

(2 +azi — az) - [¢(a)] = 2 [p(a)] + azi - [p(a)] — az; - [$(a)]
z-[pla)]' + alz1 - [pla)] — 2 [$(a)]] = z - [$(a)]

Sea B € F. Por (215), z1 - [¢(po)|' — 22 - [¢(po)]" #+ 0O, as( que podemos definir a =
B—z-[¢(po)]
21+ [9(po)]' — 2 - [$(po)]

azy - [p(po)]' — azz - [¢(po)] = B — 7 - [p(po)]',

(2.16)

- € F, por lo que

o equivalentemente
B=(z+ az — az) [d(po)]. (2.17)

Sea 7 = z + az — az. La igualdad (2.16) la podemos reescribir como que para todo
a €A 7 [pa)] =z [¢(a)l, es decir, que para todo a € A M(Z, a) = M(z, a), entonces
M(Z', A) = M(z, A) y por (2.17), M(Z', po) = 2’ - [d(po)]' = B, asl que, por definicién, A 4 po.
Por lo tanto, M es perfecto.

Para demostrar que M es ideal, sea v € E ysea [¢(V)] = (v, ..., vk). Como M es conexo,
dados cualesquiera dos puntos del matroide x y y, existe un circuito C, , tal que x,y € C, .
Por ser un conjunto dependiente, todos los subconjuntos propios de C,, son independientes,
en particular, todos los subconjuntos singulares de C,, son independientes. Entonces {v}

es un conjunto independiente, por lo que [p(v)]' + (O, ..., 0), asl que existe i € [k] tal que
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v; #+ 0. Para cada a € I definimos

t

donde p; = 0sij € [k]\iyp = ay ' entonces a = z, - [¢p(v)]' = M(z,, v). As( que, para
cada participante v € E y para cada a € F existe una fila z, de M tal que M(z,,v) = ¢,
asl que F C s(v), y como la otra desiqualdad siempre se cumple concluimos que s(v) = F.
Por consiguiente, M es ideal.

A continuacidn probaremos que R(M) es la familia de conjuntos dependientes de M. Sea
ACP.
A € R(M) & A es un conjunto redundante de M
e dbeA:A\b=b
S V2,20 € FX M(z1, A\ b) = M(z,, A\ b) = M(z;, b) = M(z,, b)
S V21,20 € FX: siVa € A\ b, M(z, a) = M(z,, a), entonces M(z;, b) = M(z,, b)
S V21,20 €FX: siVa € A\ b,z - [p(a)] = 2o - [$(a)]', entonces z; - [p(b)]' = z, - [$(b)]
& Vz1,22 €EFY 2 siVa € A\ b, (z1 — 22) - [¢(a)]' = 0, entonces (z; — z2) - [¢(b)] =0
S VYu e FY: siVae A\ b, u-[¢(a)] =0, entonces u - [¢(b)] =0
& [p(b)]' es una combinacién lineal de los vectores en {[¢(a)] : @ € A\ b} (Teorema 2.29)
& EL conjunto {[¢(a)] : a € A\ b} U {[¢(b)]'} es linealmente dependiente
& EL conjunto {[¢(a)] : a € A} es linealmente dependiente
& EL conjunto A es dependiente en M (la funcién ¢ preserva la independencia)
En resumen A es un conjunto redundante en M si y sélo st A es un conjunto dependiente en
M, es decir, la familia R(M) es la familia de conjuntos dependientes de M.

Para probar que M es conexo sea p € P. Como M es un matroide conexo entonces para
los puntos p, pg € V existe un circuito C, ,, de M tal que p, pg € C, . Por el Corolario 2.27
tenemos que C,, \ po = po, de donde C, ,, \ po es un conjunto autorizado al que pertenece
p y si suponemos que C, .\ po no es minimal, entonces existe un conjunto autorizado minimal
Atal que A C G, \ po, ast que A = pg, de donde AUpy C G, ,, es un conjunto redundante
de M, o equivalentemente, AU pg es un conjunto dependiente contenido en C, ,,, y dado que
Cp.p, €5 Un circuito, debe ocurrir que AU pg = G, p,, de donde G, ,, \ po = A es un conjunto

autorizado minimal al que pertenece p. Concluimos que M es un esquema de comparticion

de secretos conexo. [

De la demostracién de conexidad en los Teoremas 2.28 y 2.30 concluimos que st cons-

trutmos un matroide conexo M a partir de un esquema de comparticidn de secretos ideal
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conexo M, o si construimos un esquema de comparticion de secretos ideal conexo M a partir
de un matroide conexo representable sobre un campo finito, M, en ambos casos la relacién
entre los conjuntos autorizados minimales de la estructura de acceso [ de M y los circuitos

del matroide M es la siguiente:
Aelysiysolosti AUpg €C, (2.18)

es decir, A es un conjunto autorizado minimal si y sélo st AU pg es un circuito de M. Las
estructuras de acceso que se definen de esta forma se estudian con un poco mds de detalle
en el Capltulo 3.

En este punto queremos comentar que Brickell y Davenport establecieron el Teorema
2.30 para un matroide M representable sobre un campo cercano derecho R (right nearfield),
el cual es una estructura algebraica que satisface todos los axiomas de campo excepto,
posiblemente, la ley distributiva por la izquierda (cf. [24]). Sin embargo, Simonis y Ashikhmin
[24] demostraron que la prueba dada por Brickell y Davenport es errénea ya que en un punto
de su prueba emplearon una propiedad que no necesariamente se verifica si en la estructura
algebraica no se cumple la propiedad distributiva por la izquierda. Por esta razdn nosotros
enunciamos este teorema considerando matroides representables sobre campos finitos, en los
cuales s{ se verifica el resultado.

A la conjuncién de los Teoremas 2.28 y 2.30 es a lo que nos referimos con una casi-
caracterizacion de esquemas de comparticion de secretos ideales mediante matroides conexos.
El Teorema 2.28 afirma que una condicidn necesaria para que un esquema conexo sea ideal
es que sea inducido por un matroide conexo, mientras que el Teorema 2.30 nos dice que
una condicidn suficiente para que un esquema conexo sea ideal es que sea inducido por
un matroide conexo representable sobre un campo finito. Es natural que en este momento
surja la pregunta de si la casi-caracterizacion puede ser una caracterizacidn, es decir, si la
condicidon necesaria es suficiente o si la condicion suficiente es necesaria. En el Capitulo 3

nos ocuparemos principalmente de dar respuesta a cada una de estas cuestiones.



Capitulo 3
Estructuras de acceso y matroides

En el Capltulo 2 abordamos el tema de estructuras de acceso teniendo como referencia
a los esquemas de comparticidon de secretos. Sin embargo, el estudio de algunas estructuras
de acceso puede realizarse de manera independiente, como lo haremos en la Seccién 3.1 con
las estructuras de acceso definidas como en (2.18), lo cual nos permite conocer mejor sus
propiedades.

Brickell y Davenport [3] demostraron que si una estructura de acceso es ideal enton-
ces es inducida por un matroide (Teorema 2.28). As( que una condicién necesaria para que
una estructura de acceso sea ideal es que sea inducida por un matroide. Sin embargo, es-
ta condicién no es suficiente, pues existen estructuras de acceso no ideales inducidas por
matroides. EL primero en dar un ejemplo de esta situacién fue Seymour [22]: demostré que
ninguna de las estructuras de acceso inducidas por el matroide de Vamos es ideal. También
vimos en el Capitulo 2 que una condicién suficiente para que una estructura de acceso sea
ideal es que sea inducida por un matroide representable sobre un campo finito (Teorema
2.30), y nos preguntamos si esta condicién es necesaria, es decir, que st un estructura de
acceso es ideal entonces su matroide apropiado es representable sobre algin campo finito.
La respuesta es no. Como veremos mas adelante, una estructura de acceso inducida por el
matroide de non-Pappus es ideal y sin embargo, por el Teorema 1.31, el matroide de Pappus

no es representable sobre ningun campo. En este capitulo estudiaremos estas afirmaciones.

67
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3.1. Estructuras de acceso inducidas por matroides

Definicion 3.1 ([18)). Sean M = (E,C) un matroide y pg € E. El puerto del matroide M en
el punto py es la familia de subconjuntos de P = E \ py denotada y definida por

MPOI{AQPZAUPQEC}.

Entonces los elementos del puerto del matroide M, son los conjuntos independientes
de M que no contienen a pg, pero que al agregarles py se convierten en circuitos de M.
Sea M = (E,rank) un matroide y py € E. Definimos sobre el conjunto P = E \ py la
siguiente familia:
[po(M) = {A C P :rank(AU po) = rank(A)}. (3.1)

Veamos que [,(M) es una familia mondtona creciente. Basta probar que si A € [',,(M),
entonces todo B C P tal que A C B y |B] = |A + 1 verifica que B € [, (M). Sea
A € T (M), entonces rank(A U pg) = rank(A). Consideremos B C P tal que A C B y sea
x € P tal que B = AU x. Por (r2%) tenemos que rank(B) = rank(A) o rank(B) = rank(A) + 1.
St rank(B) = rank(A), entonces rank(A U x) = rank(B) = rank(A) = rank(A U pg), y por (r3%)
tenemos que rank(A U {x, po}) = rank(A), es decir, rank(B U {po}) = rank(A) = rank(B). St
rank(B) = rank(A) +1, por (r2*) tenemos que rank(BU pg) = rank(AUx U pg) = rank((AU po)U
x) < rank(AU pg) + 1 = rank(A) + 1 = rank(B), es decir, rank(B U po) < rank(B), y por (r2%)
ocurre que rank(B) < rank(B U pg), por lo cual rank(B U pg) = rank(B). Como en cualquier
caso obtenemos que rank(B U pg) = rank(B), concluimos que B € [, (M), entonces [, (M)
es una familia monétona creciente y, por lo tanto, es una estructura de acceso. Ahora tiene

sentido presentar la siguiente definicién.

Definicion 3.2 ([2, 18]). Sea M = (E, rank) un matroide y pg € E. La estructura de acceso
inducida por M con respecto a py es la estructura de acceso sobre P = E \ p, denotada y
definida por

[y (M) = {A C P :rank(AU pg) = rank(A)}.

A po lo pensamos como el distribuidor de un esquema que tiene a [, (M) como su estructura
de acceso. Decimos que una estructura de acceso [ es inducida por M si se obtiene fijando
algiin elemento de M como el distribuidor, y en este caso decimos que M es un matroide

apropiado para [ .

Aunque pareciera que los conceptos que acabamos de definir son muy ajenos a los que
trabajamos en los cap(tulos anteriores, esto no es as(. El siguiente ejemplo nos muestra que

una estructura de acceso umbral puede construirse a partir de un matroide uniforme.
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Ejemplo 3.3 ([, Ejemplo 2.20]). Sea M el matroide uniforme Uy ,.1 sobre el conjunto £, pg €
E y P = EN\ po. Porel Ejemplo 1.17 sabemos que para todo A C P, rank(A) = mi{n{k, |A|}
y rank(A U po) = min{k, |[AU po|} = min{k, |A| + 1}, as( que,
[ (M) = {AC P :rank(AU po) = rank(A)}
= {AC P:min{k, |Al + 1} = min{k, |A]}}.

Sea A C P tal que min{k, |A| + 1} = min{k, |A|}. No puede ocurrir que min{k, |A| +1} =
|A| + 1, pues como min{k, |A| + 1} = min{k, |A|}, tendriamos que min{k, |A|} = |A| + 1, lo
cual es falso. St suponemos que mi{n{k, |A|} = |A|, dado que min{k, |A| + 1} = min{k, |A|}
tenemos que min{k, |A| + 1} = |A|, por lo que debe ocurrir que k = |A|. Finalmente, si
min{k, |Al + 1} = k = min{k,|A|} obtenemos que |A| > k. Concluimos que |A] > k.
Ahora, st A C P es tal que |A| > k, entonces min{k,|A| + 1} = k = min{k, |Al}, por lo
que A € [,,(M). En resumen, hemos demostrado que [, (M) = {A C P : |A] > k}, o
equivalentemente, [, (M) es la estructura de acceso umbral [, ,. Por lo tanto, el matroide

uniforme Uy 41 es el matroide apropiado para la estructura de acceso umbral [, y [y, es

inducida por el matroide uniforme Uy ;1.

El siguiente teorema muestra una importante relacion entre las familias de conjuntos que
acabamos de definir: la familia de conjuntos autorizados minimales de la estructura de acceso

[ (M) es el puerto del matroide M en el punto po.

Teorema 3.4 ([18)). Sean M = (E, rank) un matroide, py € E y P = E \ po. Se cumple que
min[ , (M) = M,,,

donde min[ , (M) denota la familia de conjuntos autorizados minimales de I, (M).

Demostracion.

Sea A C P tal que AU py € C. Por el Teorema 1.18 tenemos que rank(AU pg) = rank(A),
de aqul que A € I',(M). Sea B C A, entonces BU pyg & AU po, y dado que AU pg es
un circuito, entonces B y B U pg son conjuntos independientes, por lo que rank(B U py) =
|BUpo| = |Bl+1 =rank(B) +1, ast que B & I, (M). Por lo tanto, A € min [, (M). Ahora,
sea A C P un conjunto autorizado minimal de [, (M). Dado que A € [, (M), entonces
rank(A U po) = rank(A) < |A| < |A U po|, de aqul que AU py es un conjunto dependiente.
St A es dependiente, entonces existe un subconjunto propio independiente B C A tal que
rank(A) = rank(B) = |B|, por lo que rank(B U pg) < rank(A U pg) = rank(A) = rank(B), y
dado que por (r2%), rank(B) < rank(B U po), concluimos que rank(B U pg) = rank(B), por lo
tanto, B € I',,(M), lo cual contradice que A es un conjunto autorizado minimal. Entonces A

es un conjunto independiente, y como A U py es dependiente entonces contiene un circuito
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C. St pg & C, entonces C C A lo cual es falso ya que A es independiente, ast que pg € C,
entonces existe un subconjunto B C A tal que C = BU pg y por el Teorema 1.18, tenemos
que rank(B U pg) = rank(B), por lo que B € [,(M), y como A es un conjunto autorizado
minimal de [, (M), concluimos que A = B, y por lo tanto, AU pg es un circuito de M. As(
que min T, (M) = M,,. O

Por (2.18) sabemos que las estructuras de acceso de los esquemas de comparticién de
secretos de los Teoremas 2.28 y 2.30 son estructuras de acceso inducidas por un matroide
respecto a un participante especial py.

Por el Teorema 3.4, la estructura de acceso [ , (M) puede ser descrita de manera alter-

nativa a (3.1) de la siguiente forma:
(M) ={ACP|3CEC:poe CAC\poC A}

Por un abuso de lenguaje a las estructuras de acceso de la forma I, (M) se les llama
también puertos de matroide. En este texto no las llamaremos de esta forma ya que conside-
ramos que puede causar confusion: el puerto del matroide M, sélo es la familia de conjuntos
autorizados minimales de la estructura de acceso [ (M), por lo que los conjuntos M, y
[, (M) no necesariamente son iguales.

Ahora nos cuestionamos si existen ejemplos de estructuras de acceso diferentes que se
obtienen a partir del mismo matroide pero fijando un punto distinto. El siguiente ejemplo nos

dice que justamente este es el caso para el matroide de Vamos.

Ejemplo 3.5 ([, Definicidn 4.2]). Existen dos estructuras de acceso no isomorfas inducidas por
el matroide de Vamos V; una de ellas se obtiene al establecer 1, 2, 7 u 8 como el distribuidor,
y la otra se obtiene al elegir a 3, 4, 5 0 6 como el distribuidor. Estudiemos la estructura
Vg = [ g(V), que se obtiene fijando a 8 como el distribuidor. En esta estructura de acceso un
conjunto de participantes es un conjunto autorizado minimal si este conjunto junto con 8 es
un circuito en V. A continuacidn mencionamos algunos ejemplos de conjuntos autorizados y

de conjuntos no autorizados en V.

I. Los conjuntos {3,4,7}, {5,6,7}, {1,2,4,5}, {1,4,5,6} y {2,4,6,7} son conjuntos
autorizados minimales, ya que al agregarles el elemento 8 obtenemos los circuitos
{3,4,7,8}, {5,6,7,8}, {1,2,4,5,8}, {1,4,5,6,8} y {2,4,6,7,8}, respectivamente. El
conjunto {1,3,4,6,7} es autorizado, ya que contiene al conjunto {1,3,4,6} que al
agregarle el elemento 8 se convierte en un circuito, pero no es minimal ya que dicha

contencién es propia.



CAPITULO 3. ESTRUCTURAS DE ACCESO Y MATROIDES /1

Il. Los circuitos en el matroide de Vamos V tienen cardinalidad mayor o iqual a 4, as(
que los conjuntos autorizados en Vg tienen cardinalidad mayor o igual a 3, de manera
que los conjuntos de cardinalidad 1 o 2 no son autorizados. Los conjuntos {1,2,3},
{4,5,6} y {1,2,5}, no son autorizados, pues al agregar el elemento 8 a cada uno
de estos conjuntos obtenemos los conjuntos {1,2,3,8}, {4,5,6,8} y {1,2,5,8}, los
cuales no contienen ningtn circuito. EL conjunto {1, 2,3, 4} no es autorizado ya que el
nico circuito que contiene el conjunto {1,2,3,4,8} es {1,2,3,4}, pero este circuito

no contiene a 8. Algo similar ocurre para los conjuntos {1,2,5,6} y {3,4,5,6}.

En la Definicion 3.2 hablamos de un matroide apropiado para una estructura de acceso,
en caso de existir, pero hasta el momento no podemos garantizar que este matroide sea
Unico. Veremos a continuacion que esto es as( cuando la estructura de acceso es conexa. Para
probar este resultado emplearemos el siguiente lema, que nos dice que hablar de estructuras
de acceso conexas es equivalente a hablar de matroides apropiados conexos, en caso de que

estos existan.

Lema 3.6 ([)). Sea P un conjunto finito y sea I una estructura de acceso sobre P que
tiene un matroide apropiado M. " es una estructura de acceso conexa si y solo si M es un

matroide conexo.

Demostracion.

Sea M = (E,C) un matroide apropiado para [ y po € E talque £ = PUpgy [ =1, (M).
Supongamos que [ es conexa, entonces para todo p € P existe A, € min[, (M) = M, tal
que p € A,. Entonces para todo p € P existe un circuito que lo contiene, a saber, A,Upg € C.
Sea C,

oo = Ap U po, entonces p, pog € G, 5. Sean x y y dos puntos distintos de £. St x = py,

entonces x,y € Cyp, Y st y = po, entonces x,y € C,. Supongamos que x # py F y.
Entonces x, po € Cip, Y Y, po € Cyp,. luego, por el Teorema 1.11 existe un circuito €, tal
que x,y € C,, de donde concluimos que M es un matroide conexo. Supongamos ahora
que M es conexo, entonces para todo x € P existe un circuito C,p, tal que x, pg € G,
entonces Cy p, \ po € M, = min[ , (M), por lo que [" es conexa. O

Teorema 3.7 ([)). Sea P un conjunto finito y sea I una estructura de acceso sobre P, conexa.

Si existe un matroide apropiado para I, éste es tnico.

Demostracion.
Sea M = (E,C) un matroide apropiado para [, entonces existe pg € E tal que £ = PUpg
yl =1,(M) SeaC,, la familia de circuitos de C que contiene a py. Los elementos de

C,, son los elementos del puerto de matroide M, agregandoles el elemento po, as( que
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por el Teorema 3.4, los elementos de C,, estan determinados por los conjuntos autorizados
minimales de [. Dado que [ es conexa, por el Lema 3.6 el matroide M es conexo, as( que por
el Teorema 1.32, los circuitos de M que no contienen a po, es decir, los elementos de C\ C,,,
son construidos por aquellos que s( lo contienen, en otras palabras, estdn determinados por
el puerto de matroide M, luego, por el Teorema 3.4, los elementos de C\CpO se obtienen
a partir de los conjuntos autorizados minimales de ['. En resumen, todos los circuitos de M
estdn determinados de manera Unica por los conjuntos autorizados minimales de [. Por lo

tanto, M es Unico. O]

As( que las nociones de estructura de acceso inducida por un matroide y matroide apro-
piado para una estructura de acceso definidos en esta seccién y las definidas en el Capitulo
2 son las mismas ya que el matroide a partir del cual se definen es Unico, sélo que en esta

seccion hemos abordado una manera diferente de definir la estructura de acceso.

3.2. Estructura de acceso no ideal inducida por un matroide

El objetivo de esta seccién es mostrar que la condicién necesaria dada por Brickell y
Davenport (Teorema 2.28) no es suficiente, es decir, que existe una estructura de acceso
conexa que tiene un matroide apropiado, pero que no es ideal. Presentaremos una estructura
con estas caracteristicas que fue dada por Seymour [2”]. Para comenzar, enlistamos en la
Definicién 3.8 los conceptos de teorla de graficas que requerimos para desarrollar dicha

prueba.
Definicion 3.8 ([2]). Sea G una gréfica y X C V(Q).

= Decimos que X es un conjunto estable st ningun par de elementos de X estad conectado

por una arista.
= Un tridngulo de G es un ciclo de longitud 3.

= Sean k > 1y Vj, V5, V5 tres conjuntos de vértices, cada uno de cardinalidad k y
disjuntos dos a dos. Denotamos con Ky« a la grafica con conjunto de vértices V4 U
Vo U V3 donde todo vértice de V; es adyacente a todo vértice de V/, para i, j € [3], i # j.

Llamamos a Ky« grdfica completa tripartita.

= Un camino simple inducido es una sucesién de vértices distintos de G tal que cada par
de vértices consecutivos en la sucesion estdn conectados por una arista en G y cada

par de vértices no consecutivos no estdn conectados por ninguna arista en G.
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A los conjuntos estables de G también se les llama independientes, pero no empleare-
mos esta denominacidn para evitar confusiones con el concepto de conjunto independiente

proveniente de la teorla de matroides.

Lema 3.9 (22, Lema 2.1)). Sean G una grdfica y {V4, Vs, V5} una particién de V(G), donde
cada V; es estable y de cardinalidad k?, con k € N. Supongamos que para i,j € [3] i # |,
todo vértice en V; tiene a lo mds k vecinos en V. Supongamos también que G tiene un
nimero mayor o iqual a k* tridngulos. Entonces cada componente conexa de G es isomorfa

a Kk,k,k-

Demostracion.

Para comprender mejor la prueba, explicaremos algunos puntos empleando la gréfica Go
de la Figura 3.1, la cual cumple con las hipétesis del lema para k = 2. En Gy, cada vértice
en V; tiene exactamente dos vecinos en V;, con i,j € [3], i # j, y G tiene exactamente k*

tridngulos, que son los siguientes:
(a,e,i,a), (a,e k,a), (a, i h a), (a k h a), (bt jb) (b f Lb) (b j g, b) (b glb),
(c,e i,c), (c.e k,c), (c.i,h,c), (c.k h ), (df, jd), (df Ld),(dg,jd),I(dgld).

Vs

Figura 3.1: Grafica Go, con k = 2.

Para cada v € V(G) y para cada i € [3] definimos
di(v) = [N(v) N V],

donde N(v) denota el conjunto de vértices adyacentes a v. Queremos hallar una cota superior

para el nimero de tridngulos que tiene G. Dado que {V4, V5, V5} es una particién de V(G)
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y que cada uno de estos conjuntos es estable, st T es un tridngulo, tenemos que, para todo
(€3] |TNV]=1,es decir, T tiene un vértice en cada uno de los conjuntos V;. EL nimero
maximo de tridngulos en G ocurre cuando cada vecino en V5, de un elemento v eV} también

es vecino de cada vecino de v

en V5. Por ejemplo, en Gg los vértices e € V, e i € V3 son
vecinos de a y, dado que e es vecino de i, entonces (a, e, i, a) es un tridngulo. St denotamos
con A al nimero de tridngulos de G, hemos obtenido entonces que
A< dov)ds(v)
veV
Sea v € V4. Por hipétesis, v tiene a lo mas k vecinos en V;, (i = 2, 3), entonces d(v)ds(v) <

k?, ademds, |V;| = k% y como G tiene un nimero mayor o igual a k* tridnqulos, tenemos lo

siguiente:
KH<ASY dWds(v) <Y K=KV =K,
veV, veV,
de donde ) ., da(v)ds(v) = )_ .y, k?, y como para todo v € V4, da(v) < k y d3(v) < K,

ocurre que dy(v) = ds(v) = k. Tomando ahora v € V, podemos probar de manera analoga
que di(v) = ds(v) = k y si v € V5, entonces d(v) = da(v) = k. En resumen, st i € [3] y
v e V(G)\ Vi entonces

di(v) = k. (3.2)

Ademds, hemos obtenido que ) 2(v)ds(v) no sélo es una cota superior para el nimero

ve \/1

de tridngulos en G, sino que, de hecho, A=) d>(v)ds(v), y anteriormente hablamos

veV,
analizado lo que debe suceder para obtener el nimero maximo de tridnqgulos en G, as( que
cada vecino en V5 de un elemento v!" € V; también es vecino de cada vecino de v!") en V4. La
eleccidn de V; fue indistinta, ast que la misma conclusién obtenemos para los elementos de

V5> y V3, lo cual podemos resumir de la s'Lgu'Lente manera: si tenemos tres vértices v{1, v2 G

LV
tales que vl € V; y tales que algun vl es adyacente a los otros dos vértices, entonces los
tres vértices forman un tridngulo. Dicho de otra manera, en G la relacion de “ser vecino de”
es transttiva.

Ahora, supongamos que existe P un camino simple inducido de G que intersecta a los
tres conjuntos V4, V5 y \/3 Entonces podemos encontrar un vértice vV) € V(P) NV, que es
adyacente a un vértice v € V(P)NV, y a un vértice vI¥ € V(P)N V4, donde los conjuntos V;,
Vi y Vi son distintos dos a dos, de manera que (v v(f) \/(k)) es un camino simple inducido. Por
la conclusién del pdrrafo anterior tenemos que vl y vI¥) son adyacentes, lo cual contradice
que (v, vV v8) es un camino simple inducido. As( que todo camino simple inducido de G
no vaclo intersecta exactamente a dos conjuntos V..

Supongamos que existe P un camino simple inducido con 3 0 mas aristas y sean vq, v, v3
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y v4 los primeros cuatro vértices de P. Sabemos que P intersecta exactamente a dos de los
conjuntos V;. Sin pérdida de generalidad supongamos que vi,v3 € Vi y vy, v4 € V5. Por (3.2)
tenemos que ds(v2) = k > 1, entonces podemos elegir un vecino de v, en V3, digamos u.
Como v; y v3 son vecinos de v, y v, es vecino de u, entonces por la transitividad de esta
relacion, tenemos que u es vecino de v; y v3. Como v4 es adyacente a v3 y v3 es adyacente
a u, nuevamente por la transitividad de esta relacién tenemos que u es adyacente a vy, asl
que u € V3 es adyacente a v; € V4 y a vy € V5, luego, por transitividad tenemos que v
es vecino de vy, lo cual contradice que P es un camino simple inducido. Por lo tanto, todo
camino simple inducido de G tiene a lo mas dos aristas.

Sean u € V; y v € V, dos elementos de la misma componente conexa de G, entonces
existe un camino que los conecta. Sea P(u, v) el camino mas corto en G entre u y v, entonces
P(u, v) es un camino simple inducido. Como P(u, v) intersecta a dos conjuntos de la particidn,
estos conjuntos deben ser V; y V;, ast que V(P(u, v)) € V;UV, y por la conclusién del parrafo
anterior, |E(P(u, v))| < 2. St |E(P(u, v))| = 2, entonces existe un vértice w € V; U V] tal que
P(u,v) = (u,w,v). St w € V,, entonces existe una arista entre los vértices u,w € V,, lo
cual contradice que V; es estable; si w € V), existe una arista entre los vértices w,v € V|,
lo cual contradice que V; es estable. Por consiguiente, |E(P(u,v))| = 1, de donde v y v
son adyacentes. Luego, si C es una componente conexa de G, entonces para todo i, j € [3]
[ # Jj, todo vértice de V(C) N V; es adyacente a todo vértice de V(C) N V;. Por lo anterior, si
v e V(C)NV, todo vértice de V(C)NV, i # j, es adyacente a v, de manera que V(C)NV; C
N(v) N V;. Por definicién de componente conexa, todos los vecinos de v pertenecen a la misma
componente conexa C, de manera que N(v)NV; C V(C)NV;, entonces N(v)NV; = V(C)NV,
de donde |V(C)N V| = [N(v) N V;| = d,(v) = k. As{, para todo j € [3] |V(C)N V|| = k. En
resumen, la componente conexa C es tal que V(C) = (V(C)N Vi) U (V(C)N VL) U (V(C)N V3),
estos conjuntos son de cardinalidad k, disjuntos dos a dos y cada vértice de V(C) NV, es
adyacente a cada vértice de V(C) NV}, con i # j. Concluimos que C es isomorfa a Ky i .
Podemos verificar que en (g la conclusion del teorema es vdlida, como debia ocurrir: la
grafica Go es la unién de las componentes conexas C; y C,, que son isomorfas a K5, como

puede apreciarse en la Figura 3.2. [

El Lema 3.9 es crucial para la demostracién de la afirmacién de Seymour [22], la cual

enunciamos Yy probamos a continuacién.

Teorema 3.10 ([22, Teorema 2.2]). Si [ es una estructura de acceso inducida por el matroide

de Vamos V entonces [ no es ideal.
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Figura 3.2: Componentes conexas de la grafica .

Demostracion.

Sea [ una estructura de acceso inducida por el matroide de Vamos V. Por la Seccidn
1.4.2 sabemos que V es un matroide conexo, luego, por el Lema 3.6 la estructura de acceso [
es conexa. Supongamos que [ es ideal y sea M = (M(r,j) : r € F,j € [8]) un esquema de
comparticion de secretos que materializa la estructura de acceso [, con conjunto de secretos
(y fragmentos) S y g = |S|. Recordemos que F denota el conjunto de vectores fila de M.
Entonces M es un esquema de comparticién de secretos ideal conexo. Para cada i € [4],

definimos el siguiente conjunto:
\/,' = {(/(1,/(2, l) . /(1,/(2 < S}

Cada uno de los conjuntos V; es de cardinalidad g°. Por la definicién de la tercera coordenada
de los elementos de V;, tenemos que los conjuntos V4, V5, V5, V4 son disjuntos dos a dos. Sea
G la gréfica tal que V(G) = Uie[4] Vi, en la cual (ky, ky, i) es adyacente a (kq, k3, j) st i # j y
st existe r € F tal que

M(r, 2i — 1) = ki, M(r,2i) = ko, M(r,2j — 1) = k|, M(r,2)) = K., (3.3)

es decir, st existe una fila r tal que los valores ki, ky, ki y k) se encuentran en dicha fila en
las columnas correspondientes a los participantes 2i — 1, 2i, 2j — 1y 2j, respectivamente, o

escrito de manera compacta, (3.3) es equivalente a lo siguiente:
M(r,{2i —1,2i,2j —1,2j}) = (ki, ko, k1, K3).
As(, para cada r € F son mutuamente adyacentes las siguientes ternas:
(M(r, 1), M(r,2),1), (M(r,3), M(r,4),2), (M(r,5), M(r,6),3), (M(r,7), M(r,8),4). (3.4)

Esto lo podemos visualizar de manera mas clara en la Figura 3.3. Para simplificar la notacién

escribimos M(r, j) = a,;. Una elipse representa el vértice cuyas dos primeras coordenadas



CAPITULO 3. ESTRUCTURAS DE ACCESO Y MATROIDES 77

corresponden a la pareja ordenada que delimita dicha elipse, y cuya tercera coordenada es
el ndmero correspondiente al color de la elipse, el cual se indica en la parte inferior de la
Figura 3.3. Las lineas que unen las elipses representan las aristas de G que unen a los
vértices correspondientes. Como podemos apreciar, los vértices pertenecientes a la misma fila

son adyacentes dos a dos y no existen aristas que conecten dos vértices de distinta fila.

Figura 3.3: Representacién de la gréfica G sobre el esquema M.

Los conjuntos de la forma {2i —1,2i,2j — 1,2/}, con i,j € [4] e i # j son {1,2,3,4},
{1,2,5,6}, {1,2,7,8}, {5,6,7,8}, {3,4,5,6} y {3,4,7,8}, de los cuales todos son circuitos
de V a excepcién del conjunto {1,2,7,8} (ver (1.3)), que corresponde a la eleccién del
conjunto {i, j} = {1,4}. Entonces, para todo i,j € [4], con i + j, {i,j} # {1, 4}, el conjunto
{20 —1,2i,2j — 1,2/} es un circuito de V. Sean i,j € [4], con i # j, {i,j} # {1,4}, sea
(ki, k2, i) un vértice de Vi y sean (k{, k3, j) y (k{', k5, j) dos vecinos distintos de (ki, k2, i) en
V;. Entonces existen dos filas r y t de M tales que

roA20—=1,20,2)—1,2j}) = (ki, ko, ki, K5),
M(t, {21—1 20,2 — 1,2/} = (ky, ko, k', K5),
y st suponemos que k; = k7, tenemos que
r{20—1,20,2) —1,2j}) = (ki, ko, ki, K5), 35
M(t, {21—1 20,2j—1,2j}) = (ki ko, K], K2). '

Dado que M es un esquema de comparticion de secretos ideal conexo y que {2i—1,2i,2j —
1,2/} es un circuito de V, por el Corolario 2.27 cualesquiera 3 elementos de {2i—1,2i,2j —
1,2/} conocen al participante restante, por lo que {2i —1,2i,2j — 1} = 2j, y por (3.5),
ki = k3, lo cual no puede ocurrir ya que (ki, k5, j) # (k7. k¥, j). Entonces k{ # ki, es decir,
(ki, k2, i) puede tener a lo mas un vecino en V; cuya primera coordenada sea k € S, para
cada k € S. De aqu( que, para todo i,j € [4] con i # j y {i,j} # {1,4}, cada vértice en V,
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tiene un nimero menor o igual que g vecinos en V;.
Sea X C V(G). Por (3.4) para cada r € F los vértices

(M(r, 1), M(r, 2),1), (M(r,3), M(r,4),2) y (M(r,5), M(r, 6), 3)

forman un tridngulo en G\ V4. Como el conjunto {1,2,3,4,5, 6} tiene rango 4 (contiene a la

base {1,2,3,5}), por el Corolario 2.26 tenemos que
#{/I , 2’ 3’ 4’ 5, 6} _ qrank({1,2,3,4,5,6}) _ q4’ (36)

asl que existen g' vectores de fragmentos diferentes correspondientes a los participantes
del conjunto {1,2,3,4,5,6}, por lo que G\ V4 tiene g" tridngulos. Siguiendo el mismo
razonamiento obtenemos que G\ V4 tiene g* tridngulos. Las gréficas G\ V4 y G\ V4 satisfacen
las hipdtesis del Lema 3.9, asl que cada componente conexa de G\ V; y cada componente
conexa de G\ V4 es isomorfa a K; 4 4. Por lo tanto, existe una particion {X; : j € [q]} de V(G)
tal que para todo j € [g], X; N (V4 UV, U V3) es el conjunto de vértices de una componente
de G\ V4 y X;N(V2U V53U V4 es el conjunto de vértices de una componente de G\ Vi y
para todo r € [4] |[X; N V| = q.

Sear € Fy (M(r,1),M(r,2),1) € Vi. Como {X; : j € [g]} es una particiéon de V(G),
existe j € [q] tal que (M(r, 1), M(r, 2),1) € X;. Como el vértice (M(r, 3), M(r, 4),2) es adya-
cente al vértice (M(r, 1), M(r,2),1) en G\ V4, entonces (M(r, 3), M(r, 4),2) € Xj. Asimismo,
como (M(r,7), M(r,8),4) es adyacente al vértice (M(r,3),M(r,4),2) en G\ V4, tenemos
que (M(r,7), M(r,8),4) € X,. Por lo tanto, todo vecino de (M(r, 1), M(r,2),1) en el conjun-
to de vértices V; también es elemento de X;, y dado que |X; N V4| = g, concluimos que
(M(r, 1), M(r,2),1) tiene a lo mas g vecinos en V4. Como los conjuntos V; y V4 son estables,
|Vi| = g* y cada elemento de V; tiene a lo més g vecinos en V4, entonces el nimero méximo
de aristas de G\ (Vo> U V5) es ¢°, por lo tanto, #{1,2,7,8} < g°. Pero por el Corolario 226
tenemos que #{1,2,7,8} = g™ {1278} = 4% lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, I

no es ideal. O]

Notemos que la demostracion del Teorema 3.10 es una prueba general en la cual no
importa respecto a qué punto del matroide de Vamos V construyamos la estructura de acceso,
as( que ninguna de las estructuras de acceso inducidas por el matroide de Vamos es ideal.
Concluimos que la condicién necesaria dada por Brickell y Davenport (Teorema 2.28) no es

suficiente.
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3.3. Estructura de acceso ideal inducida por un matroide no

representable

Brickell y Davenport presentaron en [8] una condicién suficiente para que una estructura
de acceso sea ideal: si una estructura de acceso es creada a partir de un matroide M
representable sobre un campo finito I, entonces es ideal (Teorema 2.30). Sin embargo, en
general no es cierto que st una estructura de acceso creada a partir de un matroide M
es ideal, entonces M es representable sobre algin campo finito, lo cual fue demostrado
por Simonis y Ashikhmin en [24] y el estudio de este resultado es el objetivo principal de
esta seccion. Como resultado adicional mostramos una interesante conexién entre cédigos,
matroides y esquemas de comparticidn de secretos. El contenido de esta seccién se basa en

[24] y sugerimos al lector consultar esta referencia para profundizar en este tema.

3.3.1. Cddigos casi afines

Sea F un conjunto finito de cardinalidad g > 2, y sea X C [n] no vacio. Denotemos con F*
al conjunto de todas las funciones con dominio X y codominio F. En muchas ocasiones sera
conveniente hacer la siguiente identificacién: st X C [n], X = {x, ..., xe}ocon xg < - < xy
y f € FX af lo denotamos como la k-ada (f(xy), ..., f(x¢)).

Un cédigo g-ario de longitud n sobre F es un subconjunto no vacio de FI". Para X C [n]
no vac(o, definimos la funcién

px  FI— X

foOLX

donde 1y es la funcién inclusién de X en [n]. Si € C FI"l es un cédigo g-ario de longitud n
denotamos con €y al conjunto px(€). Notemos que px(€) es un conjunto de funciones de X
en F, que también puede verse como un conjunto de |X|-adas. Al conjunto €x lo llamamos

la proyeccién de € en FX.

Definicién 3.11 ([24, Definicién 1]). Un cédigo € C FI" es casi afin si para todo X C [n] no
vaclo se verifica que
log,(|€x]) € N. (3.7)

Dicho de otra forma, un cédigo € C F"l es casi afin si para todo X C [n], |€x| es una
potencia de g. Aunque esta Ultima interpretacion es mas facil de comprender, adoptamos la

Definicién 3.11 ya que nos permitird establecer la relacién de cédigos afines con matroides.
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Ejemplo 3.12 ([24, Ejemplo 1]). Un conjunto afin € es la traslacién de un subespacio lineal

V C ]FZ por un vector xp € IFZ, es decir,
={x+v:iveV}L

Sean F = F, y € un conjunto af(n obtenido a partir del subespacio vectorial V. St iden-
tificamos a F" con F!", entonces podemos ver a € como un cédigo g-ario de longitud n.
Claramente para todo X C [n], la funcidn px es una transformacién lineal sobre V, as( que
px(V) es un espacio vectorial sobre £, por lo que |€x| = |px(V)| = g™ Px) Ast que se

satisface la condicién establecida en (3.7) y por lo tanto, € es un cédigo casi afin sobre F.

Sea F un espacio vectorial de dimensién m sobre un campo finito Iy, entonces |F| = q",
y sea € un subespacio lineal del espacio vectorial de dimensién nm, F". Supongamos que €
es un cddigo casi afin de longitud n sobre F. Como € es un subespacio vectorial, entonces
para todo X C [n], €y es un espacio vectorial sobre Fq g por ser un codigo casi af(n sobre F,
donde |F| = q", existe k € NU {0} tal que |€x| = K, de donde concluimos que €y es
un espacio vectorial sobre [F, de dimension mk. Ahora, st suponemos que para todo X C [n],
la dimensién del espacio vectorial €x sobre F, es un multiplo de m, entonces dado X C [n]
existe k € NU {0} tal que |€x] = g*™ = (¢™)*, y, por lo tanto, € es un cddigo casi af(n. En
conclusién, € es un cédigo casi afin de longitud n sobre F si y sdlo si para todo X C [n], la
dimensién del espacio vectorial €x es un multiplo de m. A los cédigos sobre F construidos

de esta forma los llamamos multilineales.

Ejemplo 3.13 (24, Ejemplo 2)). Sea F = (F3)? y sea £ = {v; : i € [6]}, donde v; es uno de

los vectores fila de la matriz A definida a continuacién:

1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 (1,00 (1,00 (0,00 (1,0) (0,0) (1,0) (1,0) (1,0) (0,0) |
» | (0,1) (0,1) (0,00 (0,1) (0,0) (0,1) (0,1) (0,1) (0,0)
L | (000 (0.0 (0,0) (1,0} (1,0} 2.1) (0.7) (1,0} (1,0
w | (0,0) (0,0) (0,00 (0,2) (0,1) (2,0) (1,2) (0,2) (0,1)
s | (0,00 (1,0) (1,00 (0,1) (0,0) (0,1) (0,0) (1,1) (1,0)
w | (0,0) (0.1) (0.1) (2,1) (0,00 (2,1) (0,0) (1,0) (0,7)

Podemos verificar inmediatamente que el conjunto £ es linealmente independiente. Sea € el

subespacio lineal de F°, definido por
¢ = gen(E).

Entonces £ es una base para € y dim(€) = 6. Sea X C [9] Para encontrar el cédigo €x

tomamos cada uno de los vectores v;, i € [6], y conservamos Unicamente las coordenadas
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correspondientes a las etiquetas de X: los vectores resultantes, px(v;), con i € [6] son los
generadores de €. Para conocer la dimension de €x calculamos el rango de la matriz
cuyas filas son los vectores px(v;). Asl verificamos que para un conjunto X de cardinalidad 1,
dim(€x) = 2, y para un conjunto X de cardinalidad 2, dim(€x) = 4. Ademds, €x es un cddigo
de dimensién 6 para todos los conjuntos X de cardinalidad 3, a excepcidn de los 8 conjuntos
{1,2,3}, {1,5,7}, {1,6,8}, {2,4,7}, {2,6,9}, {3.4,8}, {3,5,9} y {4,5,6}, para los cuales
se cumple que dim(€x) = 4. Finalmente, st X es tal que |X| > 4, entonces dim(€x) = 6. Por
lo tanto, para todo X C [9] se verifica que dim(€x) es un mdltiplo de 2 y 2 es la dimensién

de F sobre F5. Concluimos que € es un cédigo casi afin de longitud 9 sobre F.

3.3.2. El matroide de un cédigo casi afin

Sea € C FI"l un cédigo casi afin. Definimos la funcién
r:P(n)) - NU {0}

0 si X =
Ny JOstX =0

log,(|€x]), st X # 0
Siguiendo un razonamiento analogo al que empleamos en la primera parte de la demostracion
del Teorema 2.25, podemos verificar inmediatamente que r es la funcién rango de un matroide
sobre [n], al cual denotamos por M(€) y llamamos matroide del cédigo casi afin €. Entonces
los conjuntos independientes no vaclos de M(€) son los subconjuntos / C [n] tales que
log,(|€)) = |/, o equivalentemente, |€| = gl Una base B de M(€) es un subconjunto
de [n] que satisface que r(B) = r([n]), es decir, |€g| = |€|. Un circuito C de M(&) es un
subconjunto de [n] que, para todo x € C, verifica que r(C) = r(C\ x) = |C| — 1, por lo que
€| = €| = ¢/=" Un bucle de M(€) es un elemento i € [n] tal que {i} € C, es decir,
tal que |Cy| = ¢° =1, lo cual indica que todos los elementos de € asignan el mismo valor

al.

Ejemplo 3.14. Consideremos el cédigo casi afin € del Ejemplo 3.13 y sea g = |F| = 9. Los
subconjuntos X de [9] de cardinalidad 1 verifican que |€x| = 3 = g = ¢'*|, mientras que
los de cardinalidad 2 satisfacen que |€x| = 3* = ¢> = ¢!*|, as{ que los subconjuntos de
[9] de cardinalidad 1 y 2 son independientes. Sea X C [9] de cardinalidad 3 tal que X no
es uno de los conjuntos {1,2,3}, {1,5,7}, {1,6,8}, {2,4,7}, {2,6,9}, {3,4,8}, {3,5,9} y
{4,5,6}. Entonces |€x| = 3° = ¢° = g/l y por lo tanto, es independiente. Ahora, si X es
uno de los anteriores 8 conjuntos, X satisface que |€x| = 3* = |F|?> = |F|X=, por lo que X

es un circuito. Finalmente, si |X| > 4, entonces |€x| = 3° = |F|? < |F|*], por lo que X es
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un conjunto dependiente. Concluimos que el matroide del cddigo casi afin € es el matroide

de non-Pappus de la Figura 3.4.

1 2 3
4 5 6

Figura 3.4: Matroide de non-Pappus correspondiente al cddigo casi afin del Ejemplo 3.14.

Definicion 3.15. Sea M un matroide. Decimos que M es casi afinamente representable si

existe un cédigo cast afin € tal que M = M(C).

Por el Ejemplo 3.14, el matroide de non-Pappus es casi afinamente representable. Por el
Teorema 1.31, el matroide de non-Pappus no es representable sobre ningun campo. Por lo
tanto, la condicién de representabilidad casi afin es mads débil que la condicién de represen-
tabilidad.

Sea ¢ C FIOMU yn cdigo casi afin tal que su matroide M(€) no tiene bucles. Claramente
¢ es un esquema de comparticion de secretos ideal conexo para la estructura de acceso
[o(M(C)). Entonces st € es el esquema de comparticidn de secretos ideal del Ejemplo 3.14,
la estructura de acceso [ o(M(Z)) es ideal y es inducida por el matroide de non-Pappus que
no es representable sobre ningliin campo (Teorema 1.31). Esto demuestra que la condicién

suficiente dada por Brickell y Davenport (Teorema 2.30) no es necesaria.



Capitulo 4

Dos ejemplos de estructuras de acceso

ideales

Por los Capltulos 2 y 3 tenemos una casi-caracterizacion de estructuras de acceso ideales
conexas. Demostramos que una estructura ideal es inducida por un matroide conexo (Teore-
ma 2.28), la cual es una condicidn necesaria pero no suficiente y también probamos que un
matroide conexo representable sobre un campo finito induce una estructura de acceso ideal
conexa (Teorema 2.30), que es una condicidn suficiente pero no necesaria. En este cap(tulo
veremos un par de ejemplos en los cuales las estructuras de acceso tienen alguna propiedad
muy especifica. EL primer ejemplo que analizaremos serd el de estructuras de acceso uni-
versalmente ideales, para las cuales la casi-caracterizacidn de hecho es una caracterizacion.
El sequndo ejemplo es sobre estructuras de acceso jerdrquicas ideales. En [20] el autor pre-
senta una caracterizacién de estructuras de acceso jerdrquicas ideales mediante matroides
de caminos reticulares. Sin embargo, no estamos sequros de que este resultado en efecto se
cumpla, ya que se basa en gran medida en los resultados erréneos que presentamos en la

Seccion 1.5.3. Esto lo comentaremos en la Seccion 4.2.

41. Estructuras de acceso universalmente ideales

Por definicién, una estructura de acceso [ es m-ideal si existe un esquema de comparticién
de secretos ideal que materializa la estructura [ con conjunto de secretos K de cardinalidad
m. Por ejemplo, consideremos P = [n], m = |K| y t un entero menor o igual a n. La estructura
de acceso umbral t de n es m-ideal st m > n[1], perosim < ny2 <t <n—1, entonces la
estructura de acceso umbral t de n no es m-ideal [1/]. Esto lleva a preguntarnos si existen

estructuras de acceso para las cuales podemos encontrar un esquema de comparticién de

83
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secretos ideal con conjunto de secretos de cardinalidad m, para cualquier entero positivo m,
y la respuesta es afirmativa. Estas estructuras reciben el nombre de estructuras de acceso
universalmente ideales y son comodas para trabajar porque son eficientes sin importar el
dominio de secretos [1].

Verificar que una estructura de acceso es universalmente ideal pareciera en principio
una tarea imposible, o al menos complicada. Sin embargo, Beimel y Chor [1] presentaron
una caracterizacidn de este tipo de estructuras de acceso mediante matroides representables.
Como veremos mds adelante, una estructura de acceso conexa es universalmente ideal si
y sélo si tiene un matroide apropiado que es [F,-representable y Fs-representable. Esta
caracterizacion se basa en la casi-caracterizacién de estructuras ideales conexas a través de
matroides dada por Brickell y Davenport [3], que estudiamos en el Capitulo 2 y un resultado
muy interesante que afirma que un matroide es representable sobre cualquier campo si y
sélo st es representable sobre I, y sobre 5 [20]

En esta seccion realizamos un estudio de algunos de los resultados presentados en [1]

para facilitar la comprensién al lector que no esta familiarizado en esta area.

4.1.1. Esquemas lineales

Sea M un esquema de comparticion de secretos con conjunto de participantes P. Sean
AC PUpyyp e P tales que A= p. Por definicidn, si r y t son dos filas de M tales que
M(r, A) = M(t, A) entonces M(r, p) = M(t, p), asl que podemos definir la funcién

fap : s(A) = s(p)
M(r, A) — M(r, p).
A esta funcidn la llamamos funcion de reconstruccion de p a partir de A. En esta seccidn

estamos interesados en un tipo de funciones de reconstruccion que es muy cémodo para

trabajar y que definimos a continuacion.

Definicion 4.1 ([1, Definicion 3.6]). Sea g la potencia de un primo y M un esquema de
comparticion de secretos g-ideal con conjunto de participantes P y conjunto de secretos y
fragmentos IF,. Decimos que M es lineal si para todo A C PUpg y para todo p € (PUpg)\ A
tal que A = p existen constantes {a,}q,ca, N0 todas iguales a cero, y o en F, tales que
para toda r € F,

M(r,p)=a+) aM(r,a).

aEA

As( que en un esquema lineal todas las funciones de reconstruccién son lineales. Por el

Teorema 2.30 sabemos que si una estructura de acceso conexa [ tiene un matroide apropiado
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que es representable sobre F,, entonces [ es g-ideal. El esquema que se construye en la
prueba de dicho teorema es un esquema g-ideal lineal [1] En el siguiente teorema veremos
que para esquemas lineales se verifica el rec(proco de esta afirmacién, es decir, que si [ es la
estructura de acceso conexa de un esquema de comparticién de secretos ideal lineal entonces
el matroide asociado a [ es representable. Antes de probar dicho resultado establecemos la
siguiente notacién. Sea M un esquema de comparticion de secretos con conjunto de parti-
cipantes P y sea p € P. Si r es una fila correspondiente al valor secreto s escribiremos
M.(r, p) para denotar al fragmento de p correspondiente a la fila r donde el valor secreto

correspondiente es s.

Teorema 4.2 ([1, Lema 3.7)). Sean I" una estructura de acceso conexa sobre el conjunto P y
M un esquema de comparticion de secretos g-ideal lineal que tiene a [ como su estructura

de acceso. Entonces I tiene un matroide apropiado que es representable sobre IF,.

Demostracion.

Como M es un esquema g-ideal, por el Teorema 2.28 existe un matroide M apropiado
para [. Empleando M construiremos un isomorfismo de matroides ¢ del conjunto de puntos
del matroide en un espacio vectorial sobre IF,. Para simplificar la notacién vamos a suponer
que el conjunto de participantes del esquema es P = [n] y el distribuidor del esquema lo
denotaremos con 0. Entonces el conjunto subyacente de M es E = [0, n|. Para cada s € F,
denotemos con r**) el nimero de filas de M correspondientes al valor secreto s. Definimos la
funcion

¢ F — Frxrlxx o=

q
q—2 -1

p (Mo(1,p) o Molr®, p) o Mo (T Y, p), o Mg r“),p)),

i=0 i

Q

Il
o

es decir, el vector ¢4(p) describe de manera ordenada todos los fragmentos correspondientes
al participante p en el esquema M. Sea A = {aq, ..., aja} € PUpg un conjunto dependiente
de M. Por el Teorema 2.28 esto equivale a que A es un conjunto redundante en M, y por lo
tanto, existe a € A tal que A\ @ = a. Dado que M es un esquema lineal existen constantes

{a,}pcara, no todas iguales a cero, y o en [Fy tal que para toda fila r € F se verifica que

M(r,a) = =0+ )  aM(r,p),

pEA\a
ast que si definimos a, = —1 obtenemos la igualdad
o=> aMir,p), (4.1)

peEA



CAPITULO 4. DOS EJEMPLOS DE ESTRUCTURAS DE ACCESO IDEALES 86

por lo que
> _adilp)
pEA
q—2 q—]
— aa1(/\/lo(1 ar), o Mol an), o MUY 0 a), M (Y 01))
i=0 i=0
q—2 g—1
+aaz(/\/lo(1 @), Mo(r, @), M (T Y a), M (Y az))
i=0 i=0
P
q—2 g—1
+aaw(/wo(1 a) o Mol ap), - M1+ S g, M (Y aw))
i=0 i=0
q—2
= (Z a,My(1,a), ..., Zaa/\/lo(r<0),a) ..... Zaa/\/lq,1(1 —I—Zr(‘) a),...,
pEA pEA pEA i=0
qg—1
> oMy o)
pEA i=0
=(o,..., ag,..., a,.. ., o) (Ecuacidén (4.1)),
asl que
> adilp) =0 (42
peA
donde 0 denota el vector con todas las entradas iguales a o en F;(O)”“)X”‘”(q%). Hemos

obtenido una combinacién lineal de las imdgenes bajo ¢1 de los elementos del conjunto

dependiente A igualada con un mdltiplo de 1 en F;(O)X’“)X”‘XF(H).

Sea Y = gen(1, $1(0), ¢1(1), . . ., pi(n)) < Fxre oy sea t = dim(Y) — 1. Sea ¢ :
Y — IF;, una transformacién lineal con ker(¢,) = gen(1). St X C Y el conjunto {(x) : x € X}
es linealmente dependiente st y sélo si existen escalares {a, : x € X} no todos iguales a
cero tales que ) . av¢2(x) = 0, o equivalentemente dado que ¢, es una transformacién

lineal, () _,ox axx) = 0, es decir, siempre y cuando )  _, ayx € ker(¢), en resumen,

{¢2(x) : x € X} es linealmente dependiente & existen escalares {a, : x € X} no todos

iguales a cero tales que Z ax € gen(1).
xeX

(43)
Notemos que Im ¢1 = {¢1(0), ¢1(1), ..., ¢1(n)} C Y, por lo que la funcién ¢, 0 ¢ : £ — T
estd bien definida. Sea A C E. Por (4.3) tenemos que (¢, 0 ¢1)(A) es linealmente dependiente

en ! si y sélo si existen escalares {a, : a € A} no todos iguales a cero y un escalar 0 en
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Iy tales que } 4 an¢i(a) = 0 y por (4.2) esto es equivalente a que A es dependiente en
M, es decir, A es dependiente en M si y sélo si (¢, o ¢1)(A) es linealmente dependiente en
IF;. Por lo tanto, ¢ = ¢o0¢ : E — Im(¢pr0 ) < Fg es una funcién biyectiva entre matroides
que preserva la dependencia. As( que el matroide apropiado para [, M, es representable
sobre TF{. O

4.1.2. Una caracterizacion de estructuras de acceso 2-ideales y 3-ideales

mediante matroides representables

Definicion 4.3 ([1, Definicién 3.8)). Sean S un conjunto, t € Ny f : 8" — S un fun-
cion. Decimos que f es sensible por componentes si para todo i € [t] y para cualesquiera

S1,...,5i-1,54, 51, Sit1, ..., S € S tales que s}  s; se verifica que
/
f(51:~~~rsi—1rs[lsl+1l~-~lsf) % f(s1r~~~15[—1r5115[+11~-~rS[)'

Por lo tanto, una funcidn es sensible por componentes si y sélo si todo cambio en el valor
de una variable en el argumento cambia el valor de f en dicho argumento.

En el siguiente lema veremos que las funciones de reconstruccién en un esquema ideal
conexo son funciones sensibles por componentes, lo cual tiene sentido, pues si tenemos un
vector de fragmentos para un conjunto A que conoce a un participante p y st cambiamos el

fragmento de un participante de A deberla cambiar también el fragmento del participante b.

Lema 4.4 ([, Lema 3.9]). Sea M un esquema q-ideal conexo con conjunto de participantes
Py conjunto de secretos y fragmentos S = F,, y seanp € PUpo y A C PU py un conjunto
tal que A = p, con p & A, y tal que A es minimal en este sentido. Si fy, : s(A) — s(p)
es la funcion de reconstruccién del fragmento de p a partir de A entonces f es sensible por

componentes.

Demostracion.

Por simplicidad y sin pérdida de generalidad supongamos que A = [t]. St A es un conjunto
redundante existe un elemento @ € A tal que A\ ¢ = a, de aqul que A\ @ = p, pero
esto contradice la minimalidad de A. Entonces A no es redundante, as( que por el Lema 2.24
sabemos que #A = ¢/, o equivalentemente, s(A) = IFL,A‘ = S Supongamos que f no es
sensible por componentes, entonces existen j € Ay xq, ..., Xj 10 Xjy Xp Xty oo xy € S, con
Xj #+ x]’-, y s, € S tales que (x1,..., X1, X, X1, ..., Xt) U (x1,...,x,,1,xj/-,xj+1, ..., X;) son

dos vectores de fragmentos para A y

f, o X Xy X1, o Xe) = Sp = f(x1,.‘.,x/-_1,x;,xj-+1,...,xt),
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as( que existen r, r’" € F dos filas tales que
L M(r,A\j) = (x1, ..., Xj—1, Xjs1, - - -, xe) = M(r', A\ j) y M(r,j) = x; # xi = M(r', j),

Il. como f4,, es la funcidn de reconstruccién del participante p a partir de los participantes
de A, entonces la imagen bajo f4, de un vector de fragmentos de A correspondiente a la

fila r es el fragmento que se le otorgd a p en la fila r, ast que M(r, p) = s, = M(r’, p).

Tenemos que el conjunto A\ j con el vector de fragmentos (x1, . . ., Xi—1, Xj+1, - - Xt) reconstruye
el mismo valor del fragmento de p para dos valores diferentes del fragmento de j. De aqul
tenemos que A\ j — p, y como M es ideal, por el Teorema 2.23 concluimos que A\ j = p,

lo cual contradice la minimalidad de A. Por lo tanto, f4, es sensible por componentes. [

Veremos a continuacién que las funciones sensibles por componentes sobre F, y sobre
F5 son lineales. Recordemos que el peso de un vector v & IFZ, es el nimero de entradas en
v distintas de cero y la distancia de Hamming entre dos vectores u y v de Fy es el nimero

de entradas en las que difieren u y v.

Lema 4.5 ([1, Lema 3.10)). Sea f : F, — F, una funcién sensible por componentes. Entonces
f es una funcién lineal con coeficientes no nulos sobre F,. Es decir, existe o € T, tal que

para todo (xy, ..., x;) € T,

Demostracidn.

Supongamos que (0, ..., 0) = 0y sea (x,..., x;) € T, de peso k. Podemos definir
una sucesion de elementos en ', que comience en (0, ..., 0) y termine en (xq, ..., X¢), tenga
longitud kK + 1 y los elementos sucesivos tengan entre si distancia de Hamming iqgual a 1.
Por ejemplo, para el vector (11,15, ..., Te, Ok, ..o, 0¢) una sucesién de elementos en F} que

cumple con estas caracter(sticas es la siguiente:

As( que f es una funcién sensible por componentes que toma valores en [F, y dos elementos
consecutivos de la sucesion de vectores en Fy difieren Unicamente en una entrada. Como
o, ..., 0) = 0O, entonces f en el sequndo elemento de la sucesidn toma el valor de 1, en
el tercer elemento el valor de 0, y as( sucesivamente. De manera general, f en el i-ésimo
elemento de la sucesidn toma el valor 14 (mdd 2). Como el vector (x, . . ., x;) es el (k+1)-

ésimo elemento de la sucesidn, entonces

t t
flxi, ..., x) =T+ (k+1) (méd 2) =k (méd2)=> xi =0+ x.
i=1

i=1



CAPITULO 4. DOS EJEMPLOS DE ESTRUCTURAS DE ACCESO IDEALES 89

St ahora suponemos que f(0,...,0) = 1, siguiendo un razonamiento analogo al anterior

tenemos que
t t
fla,..ox)=(k+1) m6d2) =T+ x=1+) x.
i=1 i=1

En cualquier caso tenemos que, en efecto, f es una funcién lineal sobre Fb. [

Diremos que una estructura de acceso es binaria-ideal si es 2-ideal y que es ternaria-
ideal si es 3-ideal. El Lema 4.5 es util para dar una caracterizacién exacta de las estructuras

de acceso ideales-binarias conexas mediante matroides [F,-representables.

Corolario 4.6 (|1, Corolario 3.11]). Una estructura de acceso I es binaria-ideal conexa si y

sdlo si existe un matroide M representable sobre ¥, apropiado para I .

Demostracion.

Supongamos que [ es una estructura de acceso binaria-ideal conexa y sea M un esquema
que materializa la estructura de acceso [. Por el Lema 4.4 la funcién de reconstruccidn de un
participante p a partir de un conjunto A tal que A= p y A es minimal en este sentido es
una funcion fy : ]F‘ZA‘ — [F, sensible por componentes. Por el Lema 4.5 toda funcién sensible
por componentes sobre [, es lineal. Por lo tanto, toda funcidon de reconstruccion es lineal
sobre I, y por definicidn, M es un esquema lineal. Por el Teorema 4.2, [ tiene un matroide

apropiado representable sobre [F,. El otro sentido estd garantizado por el Teorema 2.30. [J

Ahora deseamos caracterizar las estructuras de acceso ternarias-ideales conexas mediante
matroides [F5-representables, pero la demostracion de este resultado no es tan inmediata como
en el caso de las estructuras binarias-ideales. Necesitamos dos afirmaciones adicionales que

enunciamos a continuacidn como lemas.

Lema 4.7 ([1]). Sif :F; — F, es una funcidn, entonces f puede expresarse como un polinomio
multivariable con coeficientes en ¥, en el cual cada monomio de f contiene variables cuyas

potencias son menores o iguales a g — 1.
Lema 4.8 ([1]). Los polinomios de grado 1 sobre F5 son las permutaciones de 5.

Demostracion.

En IF5 ocurre que si a, b € F3, con a #+ 0, entonces ay +b = az+ b st y sélo si y = z,
por lo que todo polinomio p(x) = ax + b sobre F3 es una funcién inyectiva de F5 en 5,
de donde p(x) es una funcién biyectiva, es decir, una permutacién de Fs. Dado que @ puede

tomar 2 valores y b puede tomar 3 valores, entonces existen 6 polinomios de grado 1 sobre
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[F5. Por otro lado, existen 3! = 6 permutaciones de [F5. Entonces los polinomios de grado 1

sobre [F5 son las permutaciones de 5. O
Lema 4.9 ([1, Lema 3.12]). Sea f : F, — F5 una funcién sensible por componentes. Entonces
f es una funcion lineal con coeficientes en IF3 no nulos, es decir, existen 0 € F3, oy, ..., o €

5\ {0} tales que para todo (x1, .. ., xt) € F,

Demostracion.

Por el Lema 4.7 la funcién f es un polinomio en el que cada monomio es el producto
de variables con potencias menores o iguales a 2. Supongamos que existe una variable de
grado 2, y sin pérdida de generalidad supongamos que dicha variable es x;. Entonces f puede

escribirse como

Fixi, o x) = xipilxa, . x) +xapalxa, - x) + p3lxa, . xe),

donde p1, p2 y p3 son polinomios y p1 no es idénticamente cero, por lo que existen valores

para xz, ..., x¢, digamos ay, . . ., a; € F3, tales que pq(az, ..., a:) #+ 0, as( que
f(x1,az, ..., ay) = ax12 + bxy + ¢,
donde @ = p(ay, . . ., a) +0,b=psay, ..., ay)yc=psla, ..., ag), ast que f(xq, az, ..., at)

es un polinomio de grado 2 en la variable x;. Dado que f es una funcién sensible por compo-
nentes, st fijamos el valor de ciertas variables y mantenemos f como funcién de las variables
restantes, entonces f es una funcidon sensible por componentes respecto a las variables res-
tantes. Por consiguiente, f como funcion de x; es una funcidn sensible por componentes, lo
cual es equivalente en este caso a que f como funcién de x; es una funcién inyectiva, y
como el dominio y el codominio de dicha funcién es Fs, entonces f(x1, az, ..., ag) es una
funcién biyectiva, o equivalentemente, una permutacién. Por el Lema 4.8, f(xy, a2, ..., ag) es
un polinomio de grado 1, pero ya tenlamos que f es un polinomio de grado 2, as( que hemos
obtenido una contradiccién. Por lo tanto, f no contiene ninguna variable de grado 2, as( que
sus monomios son multilineales.

Supongamos que f tiene un monomio con 2 o mas variables. Sea r(xy, ..., x;) un monomio
que tiene al menos dos variables y que tiene longitud minima. Sin pérdida de generalidad
supongamos que estas variables son xy, x2, . . ., x;. Fijando las variables x3 = --- =x, =1y

Xpe1 =+ =X =0, tenemos que

fixi, x,1,..., 1,0,..., 0) = axixo + bxy + cxo + d,
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para algunos a, b, ¢, d € 5, con a # 0. Si ahora fijamos x, = —g tenemos que
f(x1, —9,1, . 1,0,...,0) = ax1(—9)+bx1+c(—é)+d = —bX1+bX1—E+d = —E—Fd,
a a a a a

que es una funcidn constante, y por lo tanto, no es sensible respecto a la primera componente,
lo cual contradice que f es sensible por componentes. Por lo tanto, f no contiene variables de
grado mayor o igual a 2 ni monomios con 2 o mas variables, tampoco puede ser un polinomio

constante porque es sensible por componentes. Entonces f es un polinomio lineal, es decir,

t
fxi,....xy) = O—f—ZO([X[.
i=1

Ahora, st suponemos que existe una constante oy = 0, entonces estableciendo x; = 0 para
todo i € [t]\ {k}, tenemos que

f(01l'"r0k7113k10/<+11"'r0t) =0 = f(01l'"10k71118/,<r0k+1l"'r0t)1

lo cual contradice que f es sensible respecto a la componente k-ésima. Por lo tanto, para
todo i € [t], a; # 0. O

Gracias al Lema 4.9 establecemos el siguiente resultado.

Corolario 4.10 (|1, Corolario 3.13]). Una estructura de acceso I es ternaria-ideal conexa si

y sdlo si existe un matroide apropiado para I representable sobre F5.

Demostracion.

Anédloga a la demostracion del Corolario 4.6. ]

4.1.3. Una caracterizacion de estructuras de acceso universalmente idea-

les mediante matroides representables

En la Seccién 4.1.2 establecimos que una estructura de acceso conexa es g-ideal si y
solo si existe un matroide apropiado para dicha estructura que es representable sobre [,
cuando g es igual a 2 o 3. Claramente una condicién necesaria para que una estructura de
acceso sea universalmente ideal es que sea 2-ideal y 3-ideal. En esta seccidn ocuparemos la
caracterizacion dada en la Seccién 4.1.2 para demostrar que esta condicidn necesaria también
es suficiente.

Comenzamos citando un resultado muy fuerte acerca de matroides representables, el cual
afirma que si deseamos establecer que un matroide es representable sobre cualquier campo

basta con verificar que dicho matroide es [F,-representable y Fs-representable.
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Proposicion 4.11 (26, Teorema 9.2.9)). Un matroide M es representable sobre cualquier

campo si y sélo si M es representable sobre ¥, y sobre 5.

Con el siguiente corolario nos acercamos a nuestro objetivo: establecemos que es suficiente
saber que una estructura de acceso conexa es 2-ideal y 3-ideal para asequrar que es g-ideal,

para g potencia de un primo.

Corolario 4.12 ([1, Corolario 3.15]). Sea I" una estructura de acceso conexa binaria-ideal y

ternaria-ideal. Para cada entero q tal que q es potencia de un primo, I es g-ideal.

Demostracion.

Dado que [ es binaria-ideal conexa, por el Corolario 4.6 la estructura [ tiene un matroide
aproptado M que es representable sobre I, y como [ es ternaria-ideal conexa, por el
Corolario 4.10 la estructura [ tiene un matroide apropiado M’ que es representable sobre F5.
Como [ es conexa, por el Teorema 3.7 su matroide apropiado es Unico, por lo que M = M’y
por lo tanto, M es representable sobre I, y sobre F3. Por la Proposicién 4.11 concluimos que
M es representable sobre cualquier campo, en particular es representable sobre cualquier
campo finito. Por el Teorema 2.30 concluimos que [ es ideal sobre cualquier campo finito, es

decir, [ es g-ideal para todo g potencia de un primo. O]

Para poder establecer la conclusién del Corolario 4.12 para cualquier entero positivo m

haremos uso del Teorema Chino del Residuo que recordamos a continuacidn.

Proposicion 4.13 (Teorema Chino del Residuo). Sean a; € Z y n; € N tales que (n;, ny) = 1,

coni,j, k €[r] j# k. Entonces el sistema lineal de congruencias
x = ay (mdd ny)

x = a; (méd ny)

x =a, (mdd n,)

tiene solucion tnica modulo N = nqny ... n,.

Corolario 4.14 ([1, Corolario 3.16]). Si [ es una estructura de acceso conexa binaria-ideal y

ternaria-ideal, entonces para todo entero positivo m la estructura de acceso [ es m-ideal.

Demostracion.

Sea § un conjunto de secretos de tamafio m, con

i 402

m = pp5 .. p,
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donde los p; son primos distintos. Dado un secreto s € S, usamos el esquema p;’—ldeal para
repartir

s (mod p)

para todo 1 < j < t, de manera independiente. Todo conjunto A € [ puede reconstruir
s (mdd p}/), y por el Teorema Chino del Residuo, A puede reconstruir el secreto s. Dado
que para todo j, s (mdd p}’) se comparte de manera independiente, entonces todo conjunto

A & [ no obtiene informacién parcial del secreto. ]

Empleando los Corolarios 4.6, 4.10 y 4.14 podemos caracterizar las estructuras de acceso

universalmente ideales mediante matroides representables de la siguiente forma.

Teorema 4.15 ([1, Teorema 3.1)). Sea [ una estructura de acceso conexa. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:
1. [ es universalmente ideal.
1. I es binaria-ideal y ternaria-ideal.
n. I tiene un matroide apropiado que es representable sobre F, y 5.

Podriamos preguntarnos si estamos dando informacidn innecesaria. Tal vez ser(a suficiente
establecer que una estructura de acceso es 2-ideal o 3-ideal (donde la o es una disyuncion
exclusiva) para afirmar que dicha estructura de acceso es universalmente ideal. Como es
de esperarse, esto no es asl. Los siguientes ejemplos demuestran que la condicién de ser
una estructura de acceso conexa Unicamente binaria-ideal o ternaria-ideal no basta para ser
universalmente ideales. Primero presentamos una proposicidn acerca de la representabilidad

del matroide uniforme.

Proposicion 4.16 (21, Teorema 6.5.2]). Sea F un campo y n > 2. El matroide U, es F-

representable si y sélo si |[F| > n—1.

Ejemplo 4.17 ([1, Ejemplo 4.1]). Sea I la estructura de acceso (2, 3)-umbral. Por el Ejemplo
3.3 el matroide apropiado para [ es el matroide uniforme U, 4, el cual por la Proposiciéon 4.16
no es representable sobre IF,. Por el Corolario 4.6, I no es binaria-ideal. Sin embargo, por la
Proposicién 4.16 el matroide U, 4 sl es representable sobre [F5, ast que por el Corolario 4.10
la estructura [ s( es ternaria-ideal. De hecho, el esquema 3-ideal M es el que se muestra a

contitnuacion:
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o 1 2 3
[0 00 0]
01 11
0222
101 2
M= |1120
1201
2 0 2 1
210 2
(2210 |

Ejemplo 4.18 ([1, Ejemplo 4.3)). Sea P = [6] y consideremos la estructura de acceso A sobre

P definida por la familia de conjuntos autorizados minimales siguientes:
Ao ={{1,4}.{2,5}.{3.6},{1,2,6},{1,3,5},{2,3,4},{4,5,6}}.

Por lo visto en la Seccion 1.4.1 tenemos que A es el puerto del matroide de Fano 7 en el

1

2 7 5
Figura 4.1: Matroide de Fano F.

punto 7 que se muestra en la Figura 4.1, por lo que el matroide apropiado para A es 7, que

por la Proposicién 1.30 es representable Unicamente sobre campos de caracter(stica 2. Por lo
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tanto, A es 2-ideal pero no 3-ideal. El esquema 2-ideal M correspondiente es el siguiente:

o 1 2 3 4 5 6
(000000 0]
0011011
0101101
o o1t ro1o
1700011 1
17011100
11701010
17171000 1

4.2. Estructuras de acceso jerarquicas ideales

Como pudimos apreciar en el Ejemplo 2.9, en un esquema de comparticién de secretos
umbral todos los participantes tienen la misma importancia y desempefan la misma funcién.
Por ello los esquemas umbrales son adecuados para aquellos grupos en los cuales a cada
participante se le asigna el mismo grado de confianza [13]. Sin embargo, la mayor(a de las
organizaciones tienen una estructura compleja donde la confianza asignada a un participante
estd directamente relacionada a su posicién en la estructura. Asl que ahora estamos intere-
sados en esquemas de comparticién de secretos (y sus estructuras de acceso) en los cuales la
confianza no esta distribuida de manera uniforme sobre el conjunto de todos los participantes.

Comenzamos con una definicion que nos permite clasificar al conjunto de participantes

de una estructura de acceso.

Definicion 4.19 (20, Definicién 2)). Sea I" una estructura de acceso sobre P ysean p, g € P.
Decimos que p es jerdrquicamente superior a q, y lo denotamos por g < p, si para todo
AC P\{p, g}, AUp €T siempre que AU g & I'. Decimos que los participantes p y g son
jerdrquicamente equivalentes si p < gy g X p y lo denotamos por p ~ g. Decimos que p es

jerdrquicamente estrictamente superior a q, y lo denotamos por g < p, st ¢ < p, pero p £ q.

Claramente la relacidn < es reflexiva y transitiva, es decir, es un preorden sobre P,
mientras que la relacién ~ es una relacidn de equivalencia. Notemos que la relacién < puede
definirse sobre cualquier estructura de acceso, sin embargo, nosotros estamos interesados en
aquellas estructuras de acceso donde esta relacidn tiene una propiedad adicional. Recordemos

que un preorden total es una relacion binaria reflexiva, transitiva y total.

Definicion 4.20 ([0, Definicién 5]). Sea [ una estructura de acceso sobre P. Si la relacion

< es un preorden total decimos que la estructura de acceso [ es jerdrquica.
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Definicion 4.21 ([20, Definicidn 5]). Sea [ una estructura de acceso sobre un conjunto P.
Decimos que [ es m-partita st P puede dividirse en m partes de tal manera que los elementos
en la misma parte son jerarquicamente equivalentes, y es estrictamente m-partita st los

elementos de distintas partes no son jerdrquicamente equivalentes.

Dado que podemos definir la relaciéon ~ sobre cualquier estructura de acceso, entonces
toda estructura de acceso es m-partita. Las estructuras de acceso mas interesantes son las
estrictamente m-partitas, pues en ellas todos los participantes pueden clasificarse en niveles
de jerarquia, como vemos a continuacidn.

Sea [ una estructura de acceso jerdrquica sobre un conjunto de participantes P. Como ~
es una relacion de equivalencia sobre P, el conjunto de participantes P puede dividirse en
m diferentes clases de equivalencia P, ..., P, para algin m € N, de tal manera que [ es

una estructura de acceso estrictamente m-partita y

ID:OID[,
i=1

donde para todo i, j € [m] con i < j, y para cualesquiera p € P; y g € P; se verifica que
g < p. Es decir, los participantes en el primer nivel son estrictamente superiores a los del
segundo nivel; los participantes en el sequndo nivel son superiores a los del tercer nivel, y
asl sucesivamente.

En la siguiente definicion presentamos dos tipos de estructuras de acceso jerdrquicas muy

tmportantes.

Definicion 4.22 (|20, Definicion 6]). Sea P un conjunto de participantes con particién (P, . . .,
Pn), y sea ky < ko < -+ < kj una sucesion de enteros positivos. Sea k = (ki, ko, ..., kp).
Definimos una estructura de acceso jerdrquica disyuntiva, y la denotamos por ['5(P, k), como

la siguiente familia de conjuntos:

I’H(P,k)z{XgP:Hie[m]:|XﬂUP,-|2/<[}.

j=1
Definimos una estructura de acceso jerdrquica conjuntiva, y la denotamos por [ (P, k),

como la siguiente familia de conjuntos:
Cy(P k) ={X CP:Vieml: Xl P>k}
j=1

A continuacién presentamos un par de ejemplos de estructuras de acceso jerarquicas

disyuntivas.
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Ejemplo 4.23 ([13]). Consideremos como ejemplo un banco en el cual las transacciones mo-
netarias pueden ser autenticadas por dos vicepresidentes o por tres cajeros Seniors. En este
caso existen dos niveles de jerarquia. ELl primer nivel consiste de los dos vicepresidentes,
My = {p1, p2}. El sequndo nivel estd formado por los tres cajeros Seniors I, = {p3, p4, ps}.
Para recuperar el secreto es necesario que los dos participantes del primer nivel o los tres
participantes del sequndo nivel o tres participantes de ambos niveles retinan sus fragmentos,

es decir, en este caso ky =2 y k, = 3.

Ejemplo 4.24. Consideremos una empresa que estd formada por su director general, el con-
junto de 4 directores P4, el conjunto de 6 gerentes P, el conjunto de 15 supervisores P y
el conjunto de 100 empleados P;. Sea k = (3,4, 10, 80). Algunos conjuntos autorizados de
la estructura de acceso jerdrquica disyuntiva [ 3(P, k) son los formados por: 2 directores y 2

gerentes; 1 director, 2 gerentes y 7 supervisores; 9 supervisores y 71 empleados.

Las estructuras de acceso jerdrquicas disyuntivas y las estructuras de acceso jerarquicas

conjuntivas son ideales [/].

4.2.1. Una caracterizacion de estructuras de acceso jerdrquicas ideales

mediante matroides de caminos reticulares

Songbao Mo [20] presenta una caracterizacion de estructuras de acceso jerdrquicas ideales
mediante matroides de caminos reticulares. El resultado mds importante que Songbao Mo

presenta es el siguiente teorema.

Teorema 4.25 ([20, Teorema 16)). Una estructura de acceso I es una estructura de acceso
jerdrquica ideal si y sdlo si [ = I (M) para algin matroide de caminos reticulares M,

donde p pertenece a la cabeza o a la cola de la particién natural ordenada de M.

Mads aln, presenta una caracterizacion de las estructuras de acceso jerdrquicas disyuntivas

y conjuntivas mediante matroides de caminos reticulares anidados.

Corolario 4.26 (|20, Corolario 19)). Una estructura de acceso I es jerdrquica disyuntiva si y
solo si existe un matroide anidado M sobre un conjunto de n elementos tales que [ = [ ,(M)

y p pertenece a la cabeza de la particion.

Corolario 4.27 (|20, Corolario 20)). Una estructura de acceso I es jerdrquica conjuntiva si
y sélo si existe un matroide M sobre un conjunto de n elementos tal que [ =T ,(M) yp

pertenece a la cola de la particién.



CAPITULO 4. DOS EJEMPLOS DE ESTRUCTURAS DE ACCESO IDEALES 98

Estas caracterizaciones son muy bellas. El problema con estos resultados es que se
demuestran a partir de una larga serie de proposiciones cuya demostracién depende en gran
medida del Corolario 3.13 de [5] que mencionamos en la Seccién 1.5.3 y que demostramos que
no es vdlido mediante contraejemplo. Entonces es necesario replantear la demostracion del
Teorema 4.25 y de los Corolarios 4.26 y 4.27, o bien, presentar un ejemplo de una estructura

de acceso donde el resultado no sea cierto. Esto queda pendiente para un trabajo posterior.



Conclusiones

En este trabajo realizamos un estudio de la relacion entre matroides y estructuras de
acceso ideales conexas. Al consultar varios de los artlculos que estudian esta relaciéon nos
parecid que mucha de la informacidn existente en este sentido se encuentra muy dispersa,
por lo cual quisimos reunir en un mismo documento la informacidn que consideramos mas
relevante, con el objetivo de que le resulte de ayuda a quien esté interesado en adentrarse
en esta linea de investigacion. A lo largo de este trabajo mostramos conceptos y resultados
destacados de la teorla de matroides y presentamos algunos matroides importantes, entre
ellos los matroides de Fano, Vamos, Pappus y non-Pappus, as( como los matroides de cami-
nos reticulares. Presentamos un andlisis detallado de la casi-caracterizacién de estructuras
de acceso ideales conexas mediante matroides dada por Brickell y Davenport [8] y analiza-
mos por qué de manera general esta casi-caracterizacién no es una caracterizacién completa.
Estudiamos esquemas de comparticidn de secretos y estructuras de acceso tanto de manera
conjunta como aislada y exhibimos varios ejemplos de esquemas de comparticién de secre-
tos conexos ideales y no ideales, asl{ como varias estructuras de acceso creadas a partir de
matroides. Como un caso particular de estructuras de acceso ideales estudiamos las estruc-
turas de acceso conexas universalmente ideales, para las cuales existe una caracterizacion
mediante matroides que son F,-representables y Fs-representables.

En [20], Songbao Mo presenté una caracterizacion de estructuras de acceso jerarquicas
tdeales mediante matroides de caminos reticulares. Este resultado se basa en una serie de
resultados dados por Bonin y de Mier [5]. Sin embargo, nos percatamos de que existe un
error en la demostracidn de dos corolarios presentados en [5] a partir del cual se garantiza la
veracidad de varias afirmaciones posteriores, entre ellos la caracterizacion de Mo. Como un
trabajo a futuro nos planteamos estudiar si existe una forma alternativa de demostrar estos
resultados o si, al igual que ocurrié con dichos corolarios, es posible encontrar matroides de
caminos reticulares donde tales afirmaciones sean falsas. También queda pendiente el estudio
de otras familias de estructuras de acceso conexas ideales en las cuales se puedan obtener

resultados mas especificos empleando el resultado de Brickell y Davenport.
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—

J e e

conjunto potencia del conjunto P

matroide

conjunto subyacente de un matroide

familia de conjuntos independientes de un matroide
base de un matroide

familia de bases de un matroide

circuito de un matroide

familia de circuitos de un matroide

restriccion del matroide M al subconjunto T

rango del conjunto A

matroide uniforme de rango k sobre un conjunto de n elementos
los matroides M7 y M, son isomorfos

conjunto de enteros positivos menores o iguales a n
matroide vector de una matriz G

matroide de Fano

matroide de Vamos

gréfica bipartita asociada con la familia A
presentacién de un matroide transversal

funcion de incidencia de una familia de conjuntos A
paso al norte

paso al este

A0 O W W N N = = = =

W W NN —m
O O O Ul &0 N — O O ©o

30

conjunto de caminos reticulares en la regién delimitada por W y Q 31

conjunto de i-ésimos pasos al norte

32

conjunto de enteros mayores o iguales a { y menores o iguales a j 33

paso donde ocurre el i-ésimo paso al norte de Q
paso donde ocurre el i-ésimo paso al norte de W

matroide de caminos reticulares
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conjunto B 51
familia de conjuntos redundantes de un esquema de compaticidon de
secretos 52
conjunto de vectores de fragmentos para el conjunto A 53
nuimero de vectores de fragmentos para el conjunto A 53
puerto del matroide M en el punto pg 68
estructura de acceso inducida por el matroide M con respecto al punto
Po 68
grafica completa tripartita 72
conjunto de funciones con dominio X y codominio F 79
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proyeccién del cédigo € en FX 79
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inducida por un matroide, 61, 68
jerdrquica, 96
conjuntiva, 96
disyuntiva, 96
ternaria-ideal, 89
umbral, 50
universalmente ideal, 84

familia mondtona creciente, 43
fragmento, 44
funcion

de incidencia, 30

de reconstruccion, 84

rango, 8
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sensible por componentes, 87 cabeza de, 40
cola, 40

réfica bipartita asociada con una familia de
9 P natural ordenada, 40

juntos, 24
conjuntos, participante, 44

matroide innecesario, 47
de un cédigo casi afin, 81 jerdquicamente equivalente, 95
apropiado, 60, 68 jerdrquicamente superior, 95
casi afinamente representable, 81 redundante, 47
conexo, 7/ paso al este, 30
conjunto subyacente de, 2 paso al norte, 30
de caminos reticulares, 33 plano
presentacién estandar de, 33 de Fano, 17/
anidado, 33 privacidad
presentaciéon de, 33 débil, 47
de Fano, 17 fuerte, 47
de non-Pappus, 20 rango, 8, 9
de Pappus, 19
de Vamos, 18 secreto, 43
definicion sistema de distintos representantes, 23

por bases, 3

reuitos. 4 tener informacidn sobre un participante, 51
por circuitos,

) ) ) transversal, 23
por conjuntos independientes, 1

por funcién rango, 9 parcial, 23
tsomorfismo de, 10 vector de fragmentos, 46
puerto de, 67
punto de, 2
representable, 11
representacion geométrica de, 14
restriccion, 5
simple, 12
transversal, 30
presentacion de, 30
uniforme, 9

vector, 9, 11

particion



	Introducción
	Matroides
	Conceptos básicos
	Conjuntos independientes
	Bases
	Circuitos
	Rango

	Isomorfismos de matroides
	Representación geométrica de un matroide
	Algunos matroides importantes
	Matroide de Fano
	Matroide de Vamos
	Matroides de Pappus

	Matroides de caminos reticulares
	Matroides transversales
	Matroides de caminos reticulares
	Un corolario de Bonin y de Mier que no se verifica


	Esquemas de compartición de secretos y matroides
	Introducción
	Esquemas de compartición de secretos
	Esquemas de compartición de secretos ideales
	Esquemas de compartición de secretos ideales conexos
	Una casi-caracterización de esquemas ideales conexos mediante matroides

	Estructuras de acceso y matroides
	Estructuras de acceso inducidas por matroides
	Estructura de acceso no ideal inducida por un matroide
	Estructura de acceso ideal inducida por un matroide no representable
	Códigos casi afines
	El matroide de un código casi afín


	Dos ejemplos de estructuras de acceso ideales
	Estructuras de acceso universalmente ideales
	Esquemas lineales
	Una caracterización de estructuras de acceso 2-ideales y 3-ideales mediante matroides representables
	Una caracterización de estructuras de acceso universalmente ideales mediante matroides representables

	Estructuras de acceso jerárquicas ideales
	Una caracterización de estructuras de acceso jerárquicas ideales mediante matroides de caminos reticulares


	Conclusiones
	Notación
	Referencias bibliográficas
	Índice Alfabético

