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Introducción

Un esquema de compartición de secretos perfecto con estructura de acceso Γ es un métodoque un distribuidor puede usar para repartir fragmentos de un secreto en privado a cadaelemento de un conjunto de participantes P de manera que un subconjunto de P puedeconocer el secreto si y sólo si el subconjunto pertenece a Γ. Los elementos de Γ se llamanconjuntos autorizados y si todo elemento de P pertenece a un conjunto autorizado minimaldecimos que la estructura de acceso es conexa y que el esquema es conexo. Los esquemasideales son aquellos en los cuales el conjunto de fragmentos para cada participante coincidecon el conjunto de secretos. Una estructura de acceso Γ es ideal si existe un esquema decompartición de secretos ideal con estructura de acceso Γ. Las estructuras de acceso idealesson interesantes porque tienen los esquemas de compartición de secretos más eficientes [2].La caracterización exacta de las estructuras de acceso ideales es un problema abiertodesde hace ya algún tiempo, y para resolver este problema han entrado en juego conceptosde combinatoria y teoŕıa de la información. El resultado más importante con miras hacia laanhelada caracterización fue dado por Brickell y Davenport [8], quienes probaron que unacondición necesaria para que una estructura de acceso conexa sea ideal es que sea inducidapor un matroide. Brickell y Davenport también presentaron una condición suficiente para queuna estructura de acceso conexa sea ideal: si una estructura de acceso conexa es inducida porun matroide representable sobre un campo finito, entonces es ideal [8]. Desafortunadamente,la condición necesaria no es suficiente pues hay ejemplos de estructuras de acceso inducidaspor matroides que no son ideales, como es el caso de las estructuras de acceso inducidas porel matroide de Vamos [22], el cual no es representable sobre ningún campo, y la condiciónsuficiente no es necesaria ya que existen estructuras de acceso ideales cuyo matroide apro-piado no es representable sobre ningún campo [24]. Por esta razón hablamos de la existenciade una casi-caracterización de estructuras de acceso ideales conexas mediante matroides. Elestudio de esta casi-caracterización y de sus implicaciones es el objetivo principal de estetrabajo.En el Caṕıtulo 1 presentamos los conceptos básicos de la teoŕıa de matroides: conjuntos
x



INTRODUCCIÓN xi
independientes, bases, circuitos y rango, y las definiciones del concepto de matroide que sur-gen para cada uno de dichos conceptos. Definimos los conceptos de isomorfismo de matroidesy de matroide representable, explicamos la construcción de la representación geométrica deun matroide y establecemos algunos resultados que nos permiten discernir aquellos diagra-mas que representan un matroide de aquellos que no. Estos criterios nos permiten definiralgunos matroides importantes simplemente mostrando su representación geométrica. Aśı ex-ponemos los matroides de Fano, Vamos, Pappus y non-Pappus y comentamos algunas de suscaracteŕısticas y propiedades. También en este caṕıtulo definimos los matroides transversa-les y estudiamos una subclase de estos: los matroides de caminos reticulares. Presentamosalgunos de los principales resultados acerca de este tipo de matroides y mediante dos con-traejemplos exhibimos que dos afirmaciones acerca de matroides de caminos reticulares de[5] no se verifican, lo cual tendrá repercusiones posteriores.En el Caṕıtulo 2 exponemos las definiciones fundamentales de la teoŕıa de esquemas decompartición de secretos desde un punto de vista algebraico: abordamos conceptos tales comoestructura de acceso, conjuntos autorizados, esquema de distribución y esquema de comparti-ción de secretos. Para estos últimos se definen la condiciones de regularidad, privacidad débily fuerte, y las nociones de esquemas perfectos, ideales y conexos. La parte más importantede este caṕıtulo es el análisis a profundidad de [8], que es la piedra angular de la teoŕıa decaracterización de estructuras de acceso ideales conexas mediante matroides.En el Caṕıtulo 3 construimos estructuras de acceso a partir de matroides, nos enfocamosen la estructura creada a partir del matroide de Vamos, que no es representable sobre ningúncampo, y probamos que esta estructura no es ideal, con lo cual queda probado que la condiciónnecesaria para que una estructura conexa sea ideal no es suficiente. También estudiamos alos códigos casi afines y la manera en la cual podemos definir un matroide a partir de ellos.Vemos que el matroide de non-Pappus, que no es representable sobre ningún campo, estáasociado a un código casi af́ın que corresponde a un esquema de compartición de secretosideal, con lo cual verificamos que la condición suficiente para que una estructura de accesoconexa sea ideal no es necesaria.Finalmente, en el Caṕıtulo 4 hablamos sobre dos tipos de estructuras de acceso: lasestructuras de acceso universalmente ideales y las estructuras de acceso jerárquicas. En elprimer caso veremos que la casi-caracterización previamente mencionada se convierte, dehecho, en una caracterización. En el segundo caso comentaremos algunos de los resultadospresentados por Mo [20] acerca de estructuras de acceso jerárquicas ideales, que por losresultados que no se verifican de [5] no necesariamente son correctos.A lo largo de este documento encontraremos algunas proposiciones cuyo encabezado
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aparece subrayado. Esto indica que el autor citado únicamente enunció el resultado, perono presentó su demostración o la presentó de manera incompleta y para cumplir con losobjetivos de este trabajo nosotros elaboramos o completamos la prueba. Si presentamosalguna proposición junto con su demostración sin citar algún autor significa que tanto elenunciado de la proposición como su demostración fueron elaborados por nosotros.



Caṕıtulo 1

Matroides

En este caṕıtulo presentamos teoŕıa básica de matroides que nos será útil en el desarrollode este trabajo. Sugerimos al lector consultar especialmente [10], ya que en dicho trabajose hace un análisis minucioso de la mayoŕıa de los conceptos y teoremas mencionados acontinuación, por esta razón, se enuncian sin demostración. También recomendamos consultar[14], [21] y [28] para un estudio más profundo de esta área de las matemáticas.Establecemos la siguiente notación. Sean P un conjunto, A ⊆ P y x ∈ P . Denotaremosal conjunto potencia de P con P(P), y en lo sucesivo, cuando no exista riesgo de confusión,escribiremos las operaciones con un conjunto unitario prescindiendo de las llaves. Por ejemplo,con A \ x denotaremos al conjunto A \ {x}, y A ∪ {x} lo escribiremos como A ∪ x .
1.1. Conceptos básicos

1.1.1. Conjuntos independientes

El concepto de matroide abstrae la noción de independencia que surge en diversas áreasde las matemáticas, tales como la independencia lineal de álgebra lineal o la independenciaen teoŕıa de gráficas. Una de las principales cualidades de la teoŕıa de matroides es quepodemos dar diferentes definiciones equivalentes del concepto de matroide. La definición queemplearemos más a menudo será la Definición 1.1.
Definición 1.1 ([14, Definición 2.1]). Un matroide M es un par ordenado (E , I), donde E esun conjunto finito e I es una familia de subconjuntos de E que satisface las siguientes trescondiciones:
(I1) I ≠ ∅.

1



CAPÍTULO 1. MATROIDES 2
(I2) Si I ∈ I y J ⊆ I , entonces J ∈ I .
(I3) Si I, J ∈ I y |J| < |I|, entonces existe un elemento x ∈ I \ J tal que J ∪ x ∈ I .

En este caso decimos que E es el conjunto subyacente de M y que M es un matroide sobre
E . A los elementos de I los llamamos conjuntos independientes de M y a los subconjuntos de
E que no pertenecen a I los llamamos conjuntos dependientes. Nos referimos a los elementosde E como puntos del matroide.

En lo sucesivo, en cualquiera de las definiciones alternativas que presentemos, asumiremosque los conceptos que permanecen sin cambios reciben el mismo nombre, tales como matroide
sobre un conjunto E y conjunto subyacente de un matroide.Existe una definición muy similar a la Definición 1.1, que parece decir esencialmente lomismo, pero que en la práctica simplifica los cálculos. Esta definición proviene del siguienteteorema.
Teorema 1.2 ([14, Proposición 2.3]). Sean E un conjunto finito e I una familia de subconjuntos
de E. El par M = (E, I) es un matroide si y sólo si satisface las siguientes tres condiciones:

(J1) ∅ ∈ I.

(J2) Si I ∈ I y J ⊆ I, entonces J ∈ I.

(J3) Si I, J ∈ I son tales que |I| = |J|+1, entonces existe un elemento x ∈ I \ J que cumple
que J ∪ x ∈ I.

1.1.2. Bases

Una manera eficiente de conocer los conjuntos independientes de un matroide es listandolos conjuntos independientes maximales, ya que por (I2) todos sus subconjuntos son inde-pendientes y dado que estamos trabajando con conjuntos finitos, todo conjunto independienteestá contenido en un conjunto independiente maximal. De ah́ı la importancia de definir elsiguiente concepto.
Definición 1.3 ([14, Definición 2.4]). Sea M = (E, I) un matroide. Un subconjunto B ⊆ Ees una base del matroide M si B es un conjunto independiente maximal. Denotaremos a lafamilia de bases de M por B .

En el Teorema 1.4 resumimos algunas de las propiedades que cumple la familia de basesde un matroide y explicamos cómo podemos construir un matroide a partir de una familia deconjuntos que cumple con las caracteŕısticas para ser una familia de bases.



CAPÍTULO 1. MATROIDES 3
Teorema 1.4 ([14, Ejercicio 2.14], [10, Lema 2.1, Teoremas 2.2-2.5]). La familia de bases B de
un matroide M verifica las siguientes propiedades:

(B1) B ≠ ∅.

(B2) Si B1, B2 ∈ B y B1 ⊆ B2, entonces B1 = B2.
(B2*) Si B1, B2 ∈ B , entonces |B1| = |B2|.
(B3) Si B1, B2 ∈ B y x ∈ B1 \ B2, entonces existe un elemento y ∈ B2 \ B1 tal que(B1 \ x) ∪ y ∈ B .

Ahora, sean E un conjunto finito y B una familia de subconjuntos de E que satisface las
propiedades de alguno de los siguientes incisos:

i. (B1), (B2) y (B3); o

ii. (B1), (B2*) y (B3).

Si definimos el conjunto
I = {I ⊆ E | ∃B ∈ B : I ⊆ B},

entonces M = (E, I) es un matroide que tiene a B como su colección de bases.

El Teorema 1.4 justifica el establecimiento de la siguiente definición alternativa de ma-troide.
Definición 1.5 (Por bases). Un matroide M es un par ordenado (E, B ) donde E es un conjuntofinito y B es una familia de subconjuntos de E que satisface las propiedades (B1), (B2) y(B3). Los elementos de B se llaman bases de M.
1.1.3. Circuitos

A continuación introducimos un nuevo término que, en cierto sentido, es el concepto dualde base. Nos referimos a aquellos conjuntos que son dependientes minimales.
Definición 1.6 ([14, Definición 2.9]). Sea M = (E, I) un matroide. Un subconjunto C de E sellama circuito si es un conjunto dependiente minimal, es decir, si es dependiente pero todossus subconjuntos propios son independientes. Denotamos con C el conjunto de circuitos de
M. En śımbolos:

C = {C ⊆ E | C /∈ I y ∀I ⊊ C : I ∈ I}.
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Es importante enfatizar que, a diferencia de las bases, los circuitos de un matroide puedentener diferente cardinalidad entre ellos. Además, si M = (E, I) es un matroide en el cual

I = P(E ), entonces C = ∅, a diferencia de su familia de bases B , que siempre contiene almenos un elemento.
Teorema 1.7 ([10, Teoremas 2.6, 2.7]). La colección de circuitos C de un matroide M verifica
las siguientes propiedades:

(C1) ∅ /∈ C.

(C2) Si C1 y C2 son elementos de C y C1 ⊆ C2, entonces C1 = C2.
(C3) Si C1 y C2 son elementos distintos de C y x ∈ C1 ∩ C2, entonces existe un elemento C3

de C tal que C3 ⊆ (C1 ∪ C2) \ x.

Ahora, sean E un conjunto y C una familia de subconjuntos de E que satisface (C1), (C2) y
(C3). Si definimos

I = {I ⊆ E | ∀C ∈ C, C ̸⊆ I},

entonces M = (E, I) es un matroide que tiene a C como su colección de circuitos.

El Teorema 1.7 nos permite establecer otra definición de matroide.
Definición 1.8 (Por circuitos). Un matroide M es un par ordenado (E, C), donde E es unconjunto finito y C es un subconjunto de P(E ) que verifica las condiciones (C1), (C2) y (C3).Los elementos de C se llaman circuitos de M.

La condición (C3) señala que si tenemos dos circuitos distintos y un elemento en suintersección, siempre podemos hallar un circuito contenido en la unión de los primeros doscircuitos quitándole el elemento en común. El Teorema 1.9 nos aporta un resultado máspotente que denotaremos por (C3*).
Teorema 1.9 ([28, Teorema 1.9.2]). Sea M un matroide con familia de circuitos C.

(C3*) Si C1 y C2 son dos circuitos de M distintos y x ∈ C1 ∩ C2, entonces para todo
y ∈ (C1 \ C2) ∪ (C2 \ C1) existe un circuito Cy tal que y ∈ Cy ⊆ (C1 ∪ C2) \ x.

Demostración.Supongamos que (C3*) no se verifica. Sean C1 y C2 dos circuitos distintos, x ∈ C1 ∩ C2 y
y ∈ (C1 \ C2) ∪ (C2 \ C1) tal que ningún circuito C satisface que y ∈ C ⊆ (C1 ∪ C2) \ x , ytal que |C1 ∪ C2| es minimal. Supongamos que y ∈ C1 \ C2 (el caso en el que y ∈ C2 \ C1
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se desarrolla de manera análoga). Por (C3) existe un circuito C3 ⊆ (C1 ∪ C2) \ x , pero porhipótesis y /∈ C3. Si C3 ∩ (C2 \ C1) = ∅, entonces C3 ⊆ C1 \ x ⊊ C1, lo cual no puede ocurrirya que C1 es un conjunto dependiente minimal, aśı que C3 ∩ (C2 \ C1) ̸= ∅ y podemos elegir
z ∈ C3 ∩ (C2 \ C1), en particular z ∈ C2 ∩ C3. Además, x ∈ C2 \ C3, por lo que C2 y C3 soncircuitos distintos, y como C3 ⊆ C1 ∪ C2 y C2 ⊆ C1 ∪ C2, tenemos que C2 ∪ C3 ⊆ C1 ∪ C2, ydado que y ∈ C1 ∪ C2 pero y /∈ C2 ∪ C3, entonces C2 ∪ C3 ⊊ C1 ∪ C2. Por la minimalidadde |C1 ∪ C2| existe un circuito C4 tal que x ∈ C4 ⊆ (C2 ∪ C3) \ z . Ahora consideremos loscircuitos C1 y C4; x ∈ C1 ∩ C4, y /∈ C2 ∪ C3, luego, y /∈ C4, aśı que y ∈ C1 \ C4, de donde
C1 ̸= C4. Además, dado que z ∈ C3 y z /∈ C1 ∪ C4, tenemos que

C1 ∪ C4 ⊊ C1 ∪ (C2 ∪ C3) = (C1 ∪ C2) ∪ C3 ⊆ (C1 ∪ C2) ∪ (C1 ∪ C2) = C1 ∪ C2entonces C1∪C4 ⊊ C1∪C2. Empleando nuevamente la minimalidad de |C1∪C2|, existe C5 ∈ Ctal que y ∈ C5 ⊆ (C1 ∪ C4) \ x , y como C1 ∪ C4 ⊊ C1 ∪ C2, C5 es un circuito de M tal que
y ∈ C5 ⊆ (C1 ∪ C2) \ x , pero esto contradice lo supuesto. Entonces la conclusión del teoremadebe ser verdadera.

Sea M un matroide sobre un conjunto E y sean x , y y z tres puntos distintos de E .Supongamos que existe un circuito que contiene a x y a y, y uno que contiene a y y a z .Demostraremos que existe un circuito que contiene a los elementos x y z . Primero vamos adefinir la restricción de un matroide. Posteriormente, dado que realizaremos la prueba porinducción, vamos a probar el caso base, para lo cual necesitamos conocer todos los matroidesque pueden construirse con 3 elementos.Consideremos un matroide M = (E, I) y T un subconjunto de E . Estamos interesa-dos en lo que sucede cuando restringimos el estudio de M a T , es decir, a los conjuntosindependientes de M que además son subconjuntos de T . Para ello definimos la familia
I(M|T ) = {I ⊆ T : I ∈ I}. Podemos verificar fácilmente que el par (T , I(M|T )) es unmatroide, lo llamamos la restricción de M a T , y lo denotamos por M|T .Las propiedades que se enuncian en el siguiente teorema son consecuencia inmediata dela definición de restricción de un matroide.
Teorema 1.10 ([21]). Sean M = (E, I) un matroide y T ⊆ E. En el matroide M|T se
verifican las siguientes propiedades:

i. X es un conjunto dependiente en M|T si y sólo si X ⊆ T y X es dependiente en M.

ii. Los circuitos de M|T son los circuitos de M que están contenidos en T .

Ahora, sea E = {x, y, z}. Podemos verificar que las siguientes familias de subconjuntosde E son las únicas que satisfacen las propiedades (I1), (I2) e (I3). Escribimos también sus
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respectivas familias de circuitos:

I1 = {∅}, C1 = {{x}, {y}, {z}}
I2 = {∅, {x}}, C2 = {{y}, {z}}
I3 = {∅, {y}}, C3 = {{x}, {z}}
I4 = {∅, {z}}, C4 = {{x}, {y}}

I5 = {∅, {x}, {y}}, C5 = {{z}, {x, y}}
I6 = {∅, {x}, {z}}, C6 = {{y}, {x, z}}
I7 = {∅, {y}, {z}}, C7 = {{x}, {y, z}}
I8 = {∅, {x}, {y}, {x, y}}, C8 = {{z}}
I9 = {∅, {x}, {z}, {x, z}}, C9 = {{y}}

I10 = {∅, {y}, {z}, {y, z}}, C10 = {{x}}
I11 = {∅, {x}, {y}, {z}}, C11 = {{x, y}, {x, z}, {y, z}}
I12 = {∅, {x}, {y}, {z}, {x, y}, {x, z}}, C12 = {{y, z}}
I13 = {∅, {x}, {y}, {z}, {x, y}, {y, z}}, C13 = {{x, z}}
I14 = {∅, {x}, {y}, {z}, {x, z}, {y, z}}, C14 = {{x, y}}

I15 = {∅, {x}, {y}, {z}, {x, y}, {x, z}, {y, z}}, C15 = {{x, y, z}}
I16 = {∅, {x}, {y}, {z}, {x, y}, {x, z}, {y, z}, {x, y, z}}, C16 = ∅ (1.1)

Entonces existen 16 matroides sobre el conjunto E de cardinalidad 3. Aśı que, si M = (E, C)es un matroide tal que existe un circuito Cx,y que contiene a {x, y} y existe un circuito Cy,zque contiene a {y, z}, entonces necesariamente C = C11 o C = C15, y en ambos casos existeun circuito Cx,z tal que {x, z} ⊆ Cx,z .
Teorema 1.11 ([28, Teorema 5.1.2]). Sea M = (E, I) un matroide y sean x, y, z ∈ E distintos.
Si existe un circuito Cx,y tal que x, y ∈ Cx,y, y un circuito Cy,z tal que y, z ∈ Cy,z , entonces
existe un circuito Cx,z que verifica que x, z ∈ Cx,z .

Demostración.Realizaremos esta demostración por inducción sobre |E|, con |E| ≥ 3. Si |E| = 3, entoncespor lo mostrado anteriormente la conclusión del teorema se verifica. Supongamos que existe
n ∈ N, n ≥ 3 tal que el resultado se verifica para todos los matroides sobre conjuntos decardinalidad mayor o igual a 3 y menor o igual a n. Sea M = (E, I) un matroide tal que
|E| = n+1, y sean x , y y z puntos distintos de E . Supongamos que existen dos circuitos Cx,yy Cy,z tales que x, y ∈ Cx,y y y, z ∈ Cy,z . Si Cx,y = Cy,z , entonces tomando Cx,z = Cx,y se
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verifica la conclusión del teorema. Supongamos ahora que Cx,y ̸= Cy,z y que E ̸= Cx,y ∪ Cy,z .Sea u ∈ E \ (Cx,y ∪ Cy,z) y sea T = E \ u. T es un subconjunto de E de cardinalidad
n que contiene a los conjuntos {x, y, z}, Cx,y y Cy,z . Por hipótesis de inducción existe uncircuito Cx,z de M|T tal que x, z ∈ Cx,z , más aún, Cx,z es un circuito de M y verifica laconclusión del teorema. Ahora supongamos que E = Cx,y ∪ Cy,z . Si x ∈ Cy,z , entonces bastatomar Cx,z = Cy,z , mientras que si z ∈ Cx,y, conviene establecer Cx,z = Cx,y. Supongamos que
x ∈ Cx,y \ Cy,z y z ∈ Cy,z \ Cx,y. Como Cx,y ̸= Cy,z , por el Teorema 1.9, existen dos circuitos
Cx y Cz tales que

x ∈ Cx ⊆ (Cx,y ∪ Cy,z) \ y
z ∈ Cz ⊆ (Cx,y ∪ Cy,z) \ y

(1.2)
Si Cx ∩ (Cy,z \ Cx,y) = ∅, entonces Cx ⊆ Cx,y \ y, de donde Cx ⊊ Cx,y, lo cual no puede ocurrirya que por ser Cx,y un circuito, todos sus subconjuntos propios son independientes, entonces
Cx ∩ (Cy,z \ Cx,y) ̸= ∅. Supongamos que Cx,y \ Cy,z ̸⊆ Cx , entonces Cx ∪ Cy,z ⊊ Cx,y ∪ Cy,z = E ,por lo que |Cx ∪ Cy,z| < |Cx,y ∪ Cy,z| = |E|. Tenemos que x ∈ Cx , z ∈ Cy,z y Cx ∩ Cy,z ̸= ∅,aśı que existe u ∈ E tal que x, u ∈ Cx y u, z ∈ Cy,z , con |Cx ∪ Cy,z| < |E|. Por hipótesis deinducción, existe un circuito C de M|Cx∪Cy,z

al que pertenecen x y z , en particular C es uncircuito de M que cumple con la conclusión del teorema. Si suponemos que Cy,z \ Cx,y ̸⊆ Cz ,empleando un razonamiento análogo al anterior también obtenemos que existe un circuito Cde M al que pertenecen x y z . Ahora supongamos que Cx,y \Cy,z ⊆ Cx y Cy,z \Cx,y ⊆ Cz . Por(1.2), Cx ∪ Cz ⊆ (Cx,y ∪ Cy,z) \ y = E \ y. Puesto que Cx ∩ (Cy,z \ Cx,y) ̸= ∅, y Cy,z \ Cx,y ⊆ Cz ,entonces Cx ∩ Cz ̸= ∅, aśı que existe v ∈ E \ y tal que x, v ∈ Cx y v, z ∈ Cz , luego, porla hipótesis de inducción existe un circuito C de M|E\y tal que x, z ∈ C , más aún C es uncircuito de M que verifica la conclusión del teorema. Por lo tanto, el resultado es válido paracualquier matroide de cardinalidad n ≥ 3.
En el desarrollo de este texto, frecuentemente necesitaremos la propiedad de que dadosdos puntos cualesquiera de un matroide podemos encontrar un circuito al que pertenecenambos puntos. De la lista en (1.1), vemos que esto no siempre es aśı. Por ejemplo, el matroidecon familia de conjuntos independientes I1 no contiene circuitos de cardinalidad mayor oigual a 2. En cambio, el matroide correspondiente a la familia I11 y el correspondiente a I15śı tienen esta propiedad. Este tipo de matroides se definen a continuación.

Definición 1.12 ([14, Definición 3.42]). Sea M un matroide. Si dados dos puntos distintosde M existe un circuito que los contiene, diremos que M es conexo.
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1.1.4. Rango

Definición 1.13 ([14, Definición 2.12]). Sean M = (E, I) un matroide y A ⊆ E . El rango de
A es la mayor de las cardinalidades de los conjuntos independientes que están contenidosen A y se denota por rank(A), es decir,

rank(A) = máx{|I| : I ∈ I e I ⊆ A}.

El valor rank(E ) se llama el rango del matroide M y se denota por rank(M).
Nos referimos a la función rango de un matroide a la inducida por el propio concepto, esdecir, a la función de valor entero no negativo definida de la siguiente forma:rank : P(E ) → N ∪ {0}

A 7→ rank(A) = máx{|I| : I ∈ I e I ⊆ A}.

Teorema 1.14 ([10, Teoremas 2.8-2.12]). Sea M = (E, I) un matroide. La función rango rank
de M satisface las siguientes propiedades para cualesquiera A, B ⊆ E:

(r1) 0 ≤ rank(A) ≤ |A|.

(r1*) rank(∅) = 0.

(r2) Si A ⊆ B, entonces rank(A) ≤ rank(B).
(r2*) Para todo x ∈ E se tiene que rank(A) ≤ rank(A ∪ x) ≤ rank(A) + 1.

(r3) rank(A ∪ B) + rank(A ∩ B) ≤ rank(A) + rank(B).
(r3*) Para cualesquiera x, y ∈ E \ A, si rank(A ∪ x) = rank(A) = rank(A ∪ y), entoncesrank(A ∪ {x, y}) = rank(A).
Ahora, sean E un conjunto finito y rank una función de valor entero con dominio P(E ) que
satisface las propiedades de alguno de los siguientes incisos:

i. (r1), (r2) y (r3); o

ii. (r1*), (r2*) y (r3*).

Definamos la familia
I = {I ⊆ E | rank(I) = |I|}.

Entonces M = (E, I) es un matroide que tiene a rank como su función rango.

Gracias al Teorema 1.14, podemos establecer una definición más del concepto de matroide.
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Definición 1.15 (Por función rango). Un matroide M es un par ordenado (E, rank) donde Ees un conjunto finito y rank es una función de valor entero con dominio P(E ) que cumple laspropiedades (r1), (r2) y (r3). La función rank se conoce como la función rango de M.

A continuación mostramos dos ejemplos muy sencillos de matroides, pero confiamos queayuden a tener una mejor comprensión de los conceptos que se han abordado hasta elmomento.
Ejemplo 1.16. Este es uno de los ejemplos que motivaron la definición de matroide. Sean
V un espacio vectorial sobre un campo F y E un subconjunto finito de V . Definimos Icomo la colección de subconjuntos de E que son linealmente independientes sobre F. El par
M = (E, I) es un matroide y lo llamamos matroide vector. Una base de M es un conjuntode vectores de E linealmente independiente maximal, es decir, una base para el generado de
E . Si el generado de E es igual al espacio vectorial V , entonces una base para M es unabase para V . Los circuitos de M son conjuntos de vectores linealmente dependientes, cuyossubconjuntos propios son todos linealmente independientes. El rango de un conjunto A ⊆ Ees el mayor número de vectores linealmente independientes que pertenecen a A.
Ejemplo 1.17. Sean n y k enteros no negativos tales que k ≤ n. Sea E un conjunto decardinalidad n. Tomemos I como la familia de todos los subconjuntos de E que tienencardinalidad menor o igual a k . M = (E, I) es un matroide y lo llamamos el matroide
uniforme de rango k sobre un conjunto de n elementos y lo denotamos por Uk,n. En este caso,la familia de bases B es la colección de todos los subconjuntos de E de cardinalidad k , y lafamilia de circuitos C es la colección de subconjuntos de E de cardinalidad k +1. Sea A ⊆ E :si |A| ≤ k , entonces A ∈ I , por lo que rank(A) = |A|; si |A| > k , entonces A contiene a unsubconjunto de cardinalidad k , por lo que rank(A) = k . En resumen, rank(A) = mı́n{k, |A|}.

Para finalizar este apartado presentamos un par de resultados sencillos pero muy útiles.El resultado que se presenta a continuación lo emplearemos con frecuencia a lo largo deltexto, ya que nos da una caracterización de los circuitos de un matroide a partir de unapropiedad de su función rango.
Teorema 1.18 ([21, Proposición 1.3.5(iii)]). Sea M = (E, C) un matroide. X ⊆ E es un circuito
de M si y sólo si X ̸= ∅ y para todo x ∈ X, rank(X \ x) = |X | − 1 = rank(X ).
Demostración.Si X es un circuito de M, entonces X ̸= ∅ y todos sus subconjuntos propios son conjuntosindependientes, en particular para todo x ∈ X , X \ x ∈ I , por lo que rank(X \ x) = |X \ x| =
|X | − 1. Además, rank(X ) = |X | − 1, ya que los subconjuntos independientes de X de mayor
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cardinalidad son justamente los conjuntos de la forma X \ x , con x ∈ X . Por lo tanto,rank(X \ x) = |X | − 1 = rank(X ). Ahora, sea X ⊆ E no vaćıo tal que para todo x ∈ X ,rank(X \ x) = |X | − 1 = rank(X ), entonces el conjunto X es dependiente, pues su rango nocoincide con su cardinalidad, mientras que para todo x ∈ X el conjunto X \x es independiente,de aqúı que todos los subconjuntos propios de X son independientes, por lo tanto, X es uncircuito de M.

El siguiente teorema afirma que si el rango de un conjunto B cambia cuando le agregamosel elemento x y A es un subconjunto de B, entonces el rango de A también cambia cuandole agregamos el elemento x .
Teorema 1.19 ([14, Ejercicio 24(a)]). Sea M un matroide sobre E y sean A, B ⊆ E y x ∈ E
tales que A ⊆ B y rank(B ∪ x) = rank(B) + 1. Entonces rank(A ∪ x) = rank(A) + 1.

Demostración.Dado que rank(B ∪ x) = rank(B) + 1 sabemos que x /∈ B y por consiguiente, x /∈
A. Como (A ∪ x) ∪ B = B ∪ x y (A ∪ x) ∩ B = A, por la propiedad (r3) tenemos querank(B∪x)+rank(A) ≤ rank(A∪x)+rank(B), y puesto que rank(B∪x) = rank(B)+1, obtenemosque rank(B) + 1 + rank(A) ≤ rank(A ∪ x) + rank(B), de donde rank(A ∪ x) ≥ rank(A) + 1, ypor (r2*) sabemos que rank(A ∪ x) ≤ rank(A) + 1, por lo tanto, rank(A ∪ x) = rank(A) + 1.
1.2. Isomorfismos de matroides

Cuando estudiamos funciones entre dos matroides, cobran especial importancia aquellasque preservan la independencia de los subconjuntos. Por ello establecemos la siguientedefinición.
Definición 1.20 ([21]). Sean M1 = (E1, I1) y M2 = (E2, I2) matroides. Una función φ :
E1 → E2 es un isomorfismo de matroides si es una función biyectiva y si para todo X ⊆ E1,el conjunto φ(X ) es independiente en M2 si y sólo si X es independiente en M1. Si existeun isomorfismo de matroides entre M1 y M2, decimos que M1 y M2 son isomorfos y lodenotamos por M1 ∼= M2.

Un resultado muy conocido en teoŕıa de matroides que nos permite establecer una co-nexión con muchas otras áreas es que a partir de una matriz con entradas en un campopodemos construir un matroide. La manera en la que esto se logra se especifica en el si-guiente teorema. Con [n] denotaremos al conjunto de los naturales menores o iguales a n, esdecir, [n] = {1, 2, . . . , n}.
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Teorema 1.21 ([10, Teorema 2.13]). Sea G una matriz de tamaño k × n sobre un campo
F, cuyas columnas están etiquetadas por los elementos del conjunto EG = [n] (en orden
ascendente), y sea IG la familia de subconjuntos I de EG para los cuales el multiconjunto
de columnas con etiquetas en I es linealmente independiente en el espacio vectorial Fk .
Entonces (EG, IG) es un matroide.

Definición 1.22 ([21]). El matroide que se obtiene como en el Teorema 1.21 a partir de unamatriz G se denota por M[G] y se llama el matroide vector de G .
A continuación mostramos un ejemplo de construcción de un matroide vector a partir deuna matriz, analizando la dependencia lineal entre sus vectores columna; mencionamos lalista de sus bases y circuitos, y especificamos su rango.

Ejemplo 1.23 ([21, Ejemplo 1.1.2]). Definimos la matriz G de la siguiente forma:
G = [ 1 2 3 4 51 0 0 1 10 1 0 0 1

]
sobre el campo de los números reales. Si tomamos EG e IG como en el Teorema 1.21, enton-ces EG = {1, 2, 3, 4, 5} e IG = {∅, {1}, {2}, {4}, {5}, {1, 2}, {1, 5}, {2, 4}, {2, 5}, {4, 5}}.La familia de bases de M[G] es B = {{1, 2}, {1, 5}, {2, 4}, {2, 5}, {4, 5}}; la familia de con-juntos dependientes de este matroide es {{3}, {1, 3}, {1, 4}, {2, 3}, {3, 4}, {3, 5}} ∪ {X ⊆
E : |X | ≥ 3} y su familia de circuitos es {{3}, {1, 4}, {1, 2, 5}, {2, 4, 5}}. Notemos que M[G]es un matroide de rango 2.

Más adelante se apreciará la importancia de aquellos matroides que pueden verse comoel matroide vector de una matriz con entradas en un campo mediante un isomorfismo. Estees el tipo de matroide que definimos a continuación.
Definición 1.24 ([21]). Sea M un matroide. Decimos que M es representable sobre el campo
F si existe una matriz G con entradas en F tal que M es isomorfo al matroide M[G]. Gse llama representación para M sobre F o F−representación para M. Un matroide es
representable si tiene una representación sobre algún campo.

Claramente un matroide vector es un matroide representable. Por esta razón, un matroidevector también recibe el nombre de matroide representable.
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1.3. Representación geométrica de un matroide

Definición 1.25 ([21]). Sea M un matroide sobre un conjunto E . Si e ∈ E es tal que elconjunto unitario {e} es un circuito de M, decimos que e es un bucle de M. Si f y g sonelementos de E tales que {f , g} es un circuito, decimos que f y g son paralelos en M. Una
clase paralela de M es un subconjunto maximal X de E tal que cualesquiera dos elementosdistintos de X son paralelos y ningún elemento de X es un bucle. Una clase paralela es
trivial si contiene un único elemento. Si M no tiene bucles y no contiene clases paralelasno triviales se llama matroide simple.

En muchas ocasiones es útil representar un matroide mediante un diagrama, como en elsiguiente ejemplo.
Ejemplo 1.26 ([21, Ejemplo 1.5.4]). Consideremos el matroide vector M[G] de rango 2 delEjemplo 1.23. El diagrama de la Figura 1.1 representa al matroide M[G] si consideramos quela nube indicada con el número 3 corresponde al bucle 3, que los puntos 1 y 4 correspondenal circuito {1, 4} y que los circuitos {1, 2, 5} y {2, 4, 5} se representan con una recta con 3puntos.

Figura 1.1: Diagrama del matroide M [G] del Ejemplo 1.23.
De manera general, podemos representar cualquier matroide M de rango menor o iguala 4 mediante un diagrama de puntos, ĺıneas y planos, cumpliendo con las siguientes reglas:

El diagrama se elabora en Rrank(M)−1, es decir, si M es de rango 4 el diagrama seelabora en el espacio; si es de rango 3, en el plano; si es de rango 2, en una recta.
Las ĺıneas y los planos pueden ser curvos.
Toda ĺınea contiene al menos dos puntos.
Representamos un bucle con una figura cerrada como en la Figura 1.1, donde el bucle3 se representó con una nube. Un conjunto unitario independiente se representa porun punto.
Si rank(M) ≥ 2, los elementos paralelos de M se representan con dos puntos que secolocan en la misma posición o con un punto que tiene dos etiquetas distintas. Más
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aún, si X es una clase paralela de M, representamos a X con un único punto que tienecomo etiquetas a todos los elementos de X . Un conjunto independiente de cardinalidad2 se representa con dos puntos en distinta posición que pueden estar o no unidos poruna recta.
Si rank(M) ≥ 3, un circuito de cardinalidad 3 se representa mediante tres puntos enuna misma ĺınea. Un conjunto independiente de cardinalidad 3 se representa con trespuntos que no pertenecen a una misma ĺınea.
Si rank(M) = 4, los circuitos de cardinalidad 4 se representan con 4 puntos coplanares.

Figura 1.2: Elementos no permitidos en la representación geométrica de un matroide.
En general, el diagrama debe ser lo más simple posible. No es útil dibujar una ĺınea quepase por un único punto, o dos ĺıneas o planos que pasen por los mismos puntos. En laFigura 1.2 se muestran elementos de diagramas de matroides que pueden presentarsede manera más simple. Por ejemplo, en la Figura 1.2(c) no tiene sentido dibujar la ĺıneaque une dos de los tres puntos, es suficiente dibujar los tres puntos separados y laĺınea a la que pertenecen los 3 puntos. Una forma simplificada de estos elementos semuestra en la Figura 1.3.

Figura 1.3: Simplificación de los diagramas de la Figura 1.2.
A veces para simplificar el diagrama ciertas ĺıneas y planos se mencionan en lugar dedibujarse, y otras veces ciertas ĺıneas con menos de tres puntos se dibujan para teneruna visualización más clara del diagrama.
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Al diagrama que se construye a partir de un matroide siguiendo las reglas anterioreslo llamamos la representación geométrica del matroide M. Esta representación es de granutilidad ya que nos permite estudiar el matroide M de una manera más simple. De hecho,muchos matroides se dan a conocer por su representación geométrica. En sentido estrictodebeŕıamos llamarla una representación geométrica porque podemos tener diferentes repre-sentaciones geométricas para un matroide, pero por simplicidad nos referiremos a ella comosi fuera única.Hemos visto que para todo matroide de rango a lo más 4 podemos construir su representa-ción geométrica. Ahora nos preguntamos si cualquier diagrama de puntos, ĺıneas y planos esla representación geométrica de un matroide. Podemos reducir este análisis a los matroidessimples, pues ahora ya sabemos cómo representar bucles y clases paralelas. En el siguienteteorema, establecemos condiciones necesarias y suficientes para asegurar que un diagramade puntos y ĺıneas en el plano representa un matroide.

Teorema 1.27 ([21]). Un diagrama con un número finito de puntos y ĺıneas (posiblemente
curvas) en el plano es la representación geométrica de un matroide simple de rango menor
o igual a 3 si y sólo si verifica las siguientes condiciones:

i. No existen conjuntos de puntos en la misma posición.

ii. Toda ĺınea contiene al menos dos puntos.

iii. Todo par de ĺıneas distintas se intersectan en a lo más un punto.

Demostración.Supongamos que un diagrama con un número finito de puntos y ĺıneas en el plano esla representación geométrica de un matroide simple, entonces claramente se verifican lascondiciones i y ii. Supongamos que existe un par de ĺıneas distintas l1 y l2 que se intersectanen dos puntos distintos, digamos a y b. Como l1 y l2 son ĺıneas distintas, entonces existen dospuntos distintos entre śı c y d tales que c incide con l1, d incide con l2, y c, d /∈ {a, b}, comoen la Figura 1.4. Entonces los conjuntos {a, b} y {b, c, d} son independientes. Luego, por

Figura 1.4: Dos ĺıneas distintas con dos puntos de intersección.
la propiedad (I3) existe x ∈ {b, c, d} \ {a, b} = {c, d} tal que {a, b} ∪ x es independiente,
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pero {a, b, c} y {a, b, d} son conjuntos de puntos colineales, entonces ambos son circuitos, locual contradice (I3). Por lo tanto, iii se verifica. Ahora, supongamos que tenemos un diagramacon un número finito de puntos y ĺıneas en el plano que verifica las propiedades i, ii y iii.Denotemos el conjunto de puntos con E . Sea I la familia formada por los subconjuntos de
E de cardinalidad menor o igual a 2 y los conjuntos de tres puntos de E que no pertenecena una misma ĺınea. Veamos que el par M = (E, I) es un matroide empleando el Teorema1.2. Por construcción, la propiedad (J1) se verifica. Sean I ∈ I y J ⊊ I . Dado que |I| ≤ 3,tenemos que |J| ≤ 2, por lo que J ∈ I , aśı que se cumple (J2). Ahora, sean I, J ∈ I talesque |I| = |J| + 1. Si |J| ≤ 1 y x es cualquier elemento de I \ J , entonces |J ∪ x| ≤ 2, por loque J ∪ x ∈ I . Supongamos que existen dos conjuntos J = {a, b} e I = {c, d, e} tales queningún x ∈ I \ J satisface que J ∪ x ∈ I , entonces para todo x ∈ I \ J los puntos a, b y xpertenecen a una misma ĺınea. Sean l1 la ĺınea incidente con a, b y c; l2 la ĺınea que pasapor a, b y d; l3 la ĺınea que contiene a a, b y e. Por iii las ĺıneas l1, l2 y l3 no pueden serdistintas entre śı, ya que se intersectan en los puntos a y b, luego, l1, l2 y l3 son iguales,de donde los puntos c, d y e pertenecen a una misma ĺınea, lo cual contradice que I ∈ I .Aśı que, para todo par de conjuntos I, J ∈ I tales que |J| = 2 y |I| = 3 existe x ∈ I \ J talque J ∪ x ∈ I , y por lo tanto, (J3) se verifica. Concluimos que M = (E, I) es un matroide derango menor o igual a 3, y dado que no tiene bucles ni clases paralelas, M es simple.

En la demostración del Teorema 1.27 vimos cómo construir la familia de conjuntos in-dependientes I de un matroide simple M a partir de su representación geométrica en elplano. Las modificaciones que debemos considerar para la representación geométrica de unmatroide no-simple son las siguientes:
i. Todo elemento en una nube (o alguna figura cerrada) representa un bucle.
ii. Dos puntos colocados en la misma posición representan dos puntos paralelos.
iii. Los conjuntos que contengan un bucle o un par de puntos paralelos son dependientes.
El siguiente teorema presenta condiciones necesarias y suficientes para que un diagramacon puntos, ĺıneas y planos en el espacio sea la representación geométrica de un matroidesimple.

Teorema 1.28 ([19, p. 18],[21]). Un diagrama con un número finito de puntos, ĺıneas y planos
en el espacio es la representación geométrica de un matroide simple de rango menor o igual
a 4 si y sólo si se verifican las siguientes condiciones:

i. No existen conjuntos de puntos en la misma posición.
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ii. Toda ĺınea contiene al menos dos puntos.

iii. Todo plano contiene al menos tres puntos que no pertenecen a la misma ĺınea.

iv. Si existen dos planos distintos que se intersectan en más de dos puntos, se intersectan
en una ĺınea.

v. Si dos ĺıneas distintas se intersectan lo hacen en a lo más un punto y pertenecen a un
mismo plano.

vi. Si una recta no pertenece a un plano, la recta intersecta a dicho plano en a lo más un
punto.

A partir de un diagrama de puntos, ĺıneas y planos en el espacio que verifica las hipóte-sis del Teorema 1.28 podemos determinar los conjuntos independientes del matroide simplecorrespondiente considerando los conjuntos independientes dados por la demostración delTeorema 1.27 agregando que un conjunto de 4 puntos es independiente si y sólo si los 4puntos no pertenecen a un mismo plano. Para un matroide no-simple seguimos las mis-mas indicaciones adicionales que se establecieron para una representación geométrica en elplano. En el Ejemplo 1.29 seguimos estas reglas para conocer los conjuntos dependientes eindependientes de un matroide a partir de su representación geométrica en el espacio.

Figura 1.5: Representación geométrica de un matroide de rango 4.
Ejemplo 1.29 ([14, Ejemplo 1.11]). Consideremos el diagrama de puntos, ĺıneas y planos dela Figura 1.5. Podemos comprobar sin dificultad que este diagrama verifica las hipótesisdel Teorema 1.28, por lo tanto, la Figura 1.5 es la representación geométrica de un matroi-de simple M sobre el conjunto E = {a, b, c, d, e, f , g} en el cual todos los conjuntos decardinalidad menor o igual a 3 son independientes excepto {a, b, c} y los conjuntos depen-dientes de cardinalidad 4 son {a, b, c, d}, {a, b, c, e}, {a, b, c, f}, {a, b, c, g}, {a, b, d, g},
{a, b, e, f}, {a, c, d, g}, {a, c, e, f}, {b, c, d, g}, {b, c, e, f}, {d, e, f , g}, y de estos conjuntosdependientes, aquellos que no contengan al circuito {a, b, c} son, además, circuitos.
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Es importante señalar que aunque la representación geométrica de un matroide muestraalgunos circuitos, estos no necesariamente son los únicos circuitos del matroide. Puedenexistir circuitos de mayor cardinalidad que no se aprecian en la representación, como es elcaso del matroide de Vamos, que se estudiará en la Sección 1.4.2. El rango de este matroidees 4, por lo que su representación geométrica requiere de tres dimensiones y en ella seaprecian los circuitos de cardinalidad 4, pero no son los únicos: en (1.4) se presenta una listacompleta de sus circuitos de cardinalidad 5.Los Teoremas 1.27 y 1.28 son herramientas muy útiles para construir matroides empleandoúnicamente puntos, ĺıneas y planos; además, nos permiten decidir si una figura de este tiporepresenta a un matroide sin tener que verificar algún conjunto de propiedades dado en laSección 1.1. Particularmente en la Sección 1.4 se podrá apreciar el valor de estos resultados.

1.4. Algunos matroides importantes

1.4.1. Matroide de Fano

Figura 1.6: Matroide de Fano F7.
El diagrama de la figura 1.6 verifica las condiciones del Teorema 1.27, aśı que es larepresentación geométrica de un matroide simple sobre el conjunto E = {a, b, c, d, e, f , g}.A este matroide lo llamamos el matroide o plano de Fano y lo denotamos por F7. Los con-juntos independientes de F7 son todos los conjuntos de cardinalidad menor o igual a 3 aexcepción de los conjuntos de 3 puntos colineales de la Figura 1.6, es decir, los 7 conjun-tos {a, b, e}, {a, c, f}, {a, d, g}, {b, c, g}, {b, d, f}, {c, d, e} y {e, f , g}. Los circuitos de

F7 son los conjuntos dependientes de cardinalidad tres junto con los conjuntos {a, b, c, d},
{a, b, f , g}, {a, c, e, g}, {a, d, e, f}, {b, c, e, f}, {b, d, e, g}, {c, d, f , g}. Todos los subcon-juntos de E de cardinalidad mayor o igual a 4 son dependientes. Notemos que F7 es conexo.La representación geométrica del matroide de Fano consta de ĺıneas rectas a excepción de
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la ĺınea que une los puntos e, f y g. Nos preguntamos si existe otra representación de F7en la cual todas las ĺıneas sean rectas. En la representación geométrica de F7 de la Figura1.6 toda ĺınea que une dos de sus puntos contiene un tercer punto y esta propiedad debeconservarse en cualquier otra representación. Sin embargo, se demuestra que si tenemos unconjunto E de n > 2 puntos en el plano tales que toda ĺınea recta que une dos puntos de
E contiene otro punto de E , entonces todos los puntos de E son colineales ([14], p. 37). Aśıque la manera en la que evitamos que todos los puntos pertenezcan a una misma recta esdibujando una de las ĺıneas del diagrama de manera curva.La siguiente proposición nos habla acerca de la representabilidad del matroide de Fano.
Proposición 1.30 ([14, Proposición 6.16]). El plano de Fano F7 es representable sobre un
campo F si y sólo si la caracteŕıstica de F es 2.

1.4.2. Matroide de Vamos

Figura 1.7: Matroide de Vamos V.
Consideremos el diagrama de la Figura 1.7, donde las regiones sombreadas representanplanos (aunque visualmente aśı lo parezca, los puntos 1, 2, 7 y 8 no son coplanares). Porel Teorema 1.28, existe un matroide sobre el conjunto E = [8] cuya familia de bases B estáformada por todos los subconjuntos de E de cardinalidad 4, excepto los siguientes 5 conjuntos:

{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {3, 4, 7, 8}, {5, 6, 7, 8}. (1.3)
Denotamos por V al matroide (E, B ) y lo llamamos matroide de Vamos. Fue nombrado enhonor al matemático húngaro Peter Vámos quien lo presentó en el art́ıculo no publicado [27]como el primer ejemplo de un matroide de rango 4 sobre un conjunto de 8 elementos que
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no es representable sobre ningún campo. Frecuentemente la representación geométrica delmatroide de Vamos se da mediante un cubo con una cara transversal y por esta razón tambiénse le conoce como el cubo de Vamos.Los circuitos de V son los 5 conjuntos de (1.3) junto con los siguientes conjuntos decardinalidad 5:

{1, 2, 3, 5, 7}, {1, 2, 3, 5, 8}, {1, 2, 3, 6, 7}, {1, 2, 3, 6, 8}, {1, 2, 3, 7, 8}, {1, 2, 4, 5, 7},
{1, 2, 4, 5, 8}, {1, 2, 4, 6, 7}, {1, 2, 4, 6, 8}, {1, 2, 4, 7, 8}, {1, 2, 5, 7, 8}, {1, 2, 6, 7, 8},
{1, 3, 4, 5, 7}, {1, 3, 4, 5, 8}, {1, 3, 4, 6, 7}, {1, 3, 4, 6, 8}, {1, 3, 5, 6, 7}, {1, 3, 5, 6, 8},
{1, 3, 5, 7, 8}, {1, 3, 6, 7, 8}, {1, 4, 5, 6, 7}, {1, 4, 5, 6, 8}, {1, 4, 5, 7, 8}, {1, 4, 6, 7, 8},
{2, 3, 4, 5, 7}, {2, 3, 4, 5, 8}, {2, 3, 4, 6, 7}, {2, 3, 4, 6, 8}, {2, 3, 5, 6, 7}, {2, 3, 5, 6, 8},
{2, 3, 5, 7, 8}, {2, 3, 6, 7, 8}, {2, 4, 5, 6, 7}, {2, 4, 5, 6, 8}, {2, 4, 5, 7, 8}, {2, 4, 6, 7, 8}.

(1.4)

V es un matroide conexo. Se demuestra que todos los matroides que tienen menos de ochoelementos son representables [21, Proposición 6.4.10]. Por lo tanto, el matroide de Vamoses uno de los matroides conocidos más pequeños que no son representables sobre ningúncampo.
1.4.3. Matroides de Pappus

Si x y y son dos puntos distintos del plano, denotamos con xy a la recta que determinanlos puntos x y y. Sea {a, b, c, d, e, f} un conjunto de puntos distintos en el plano, tales que
a, b, c son incidentes en la recta ab, y d, e, f son incidentes en la recta de, donde ab y
de son rectas distintas. Sea g el punto de intersección de las rectas ae y bd, h el puntode intersección de af y cd, e i el punto de intersección de bf y ce. El Teorema de Pappusestablece que los puntos g, h, e i son colineales, como puede apreciarse en la Figura 1.8,y fue establecido por Pappus de Alejandŕıa (290-350 d. C.). Por el Teorema 1.27 podemosafirmar que la Figura 1.8 es la representación geométrica de un matroide simple M1 derango 3 con conjunto subyacente E = {a, b, c, d, e, f , g, h, i} y circuitos de cardinalidad 3los conjuntos de tres puntos colineales. A M1 lo llamamos el matroide de Pappus.Ahora consideremos un diagrama con conjunto de puntos E y con las mismas rectas queen la Figura 1.8, excepto la recta que une a los puntos g, h e i, como el de la Figura 1.9.Por el Teorema 1.27, dicho diagrama es la representación geométrica de un matroide quedenotamos por M2 y lo llamamos matroide de non-Pappus.El Teorema de Pappus muestra que el matroide M1 es R-representable [15], y el matroide
M2 no lo es. De hecho, M2 no es representable sobre ningún campo.
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Figura 1.8: Matroide de Pappus.

Figura 1.9: Matroide de non-Pappus.
Teorema 1.31 ([14, Teorema 6.21]). El matroide de non-Pappus no es representable sobre
ningún campo.

Finalizamos esta sección con el planteamiento de un teorema cuya importancia se verámás adelante. Este teorema establece que si M es un matroide conexo y e es cualquier puntode M, entonces para conocer los circuitos de M es suficiente listar a aquellos circuitos quecontienen a e, ya que con ciertas operaciones conjuntistas entre estos circuitos generaremosa los circuitos restantes.
Teorema 1.32 ([28, Teorema 5.4.1]). Sean M = (E, C) un matroide conexo y e ∈ E. Denotemos
con Ce a la familia de circuitos de M que contienen al punto e. Para C1, C2 ∈ Ce definimos

Je(C1, C2) = ⋂
{C ∈ Ce : C ⊆ C1 ∪ C2};

De(C1, C2) = (C1 ∪ C2) \ Je(C1, C2). (1.5)
Entonces todos los circuitos de M que no contienen al punto e son los conjuntos minimales
de la forma De(C1, C2), con C1, C2 ∈ Ce, C1 ̸= C2.
Ejemplo 1.33. Sea M el matroide del Ejemplo 1.29, el cual podemos verificar fácilmente que
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es conexo. Definimos:

C1 = {a, b, e, f}, C2 = {a, c, e, f}, C3 = {b, c, e, f}, C4 = {d, e, f , g}
C5 = {a, b, d, g}, C6 = {a, c, d, g}, C7 = {b, c, d, g}, C8 = {a, b, c}Entonces Ce = {C1, C2, C3, C4}. Tenemos lo siguiente:

Je(C1, C2) = ⋂
{C ∈ Ce : C ⊆ {a, b, c, e, f}} = ⋂

{C1, C2, C3} = {e, f};
De(C1, C2) = {a, b, c, e, f} \ {e, f} = {a, b, c} = C8.

Je(C1, C4) = ⋂
{C ∈ Ce : C ⊆ {a, b, d, e, f , g}} = ⋂

{C1, C4} = {e, f};
De(C1, C4) = {a, b, d, e, f , g} \ {e, f} = {a, b, d, g} = C5.

Je(C2, C4) = ⋂
{C ∈ Ce : C ⊆ {a, c, d, e, f , g}} = ⋂

{C2, C4} = {e, f};
De(C2, C4) = {a, c, d, e, f , g} \ {e, f} = {a, c, d, g} = C6.

Je(C3, C4) = ⋂
{C ∈ Ce : C ⊆ {b, c, d, e, f , g}} = ⋂

{C3, C4} = {e, f};
De(C3, C4) = {b, c, d, e, f , g} \ {e, f} = {b, c, d, g} = C7.Hemos verificado que, en efecto, a partir de operaciones conjuntistas entre los circuitos de Mque contienen a e podemos obtener los circuitos que no contienen al punto e. Omitimos algu-nos cálculos que repet́ıan alguno de los resultados ya obtenidos. Por ejemplo, De(C1, C3) = C8.De lo anterior podemos concluir que no existe una única manera de construir a los circuitosque no contienen al punto e.

Ejemplo 1.34. Consideremos el matroide de Fano F7. Definimos:
C1 = {a, b, e}, C2 = {a, c, f}, C3 = {a, d, g}, C4 = {a, b, c, d}, C5 = {a, b, f , g}
C6 = {a, c, e, g}, C7 = {a, d, e, f}, C8 = {c, d, e}, C9 = {b, d, f}, C10 = {e, f , g}

C11 = {b, c, g}, C12 = {b, c, e, f}, C13 = {b, d, e, g}, C14 = {c, d, f , g}A continuación enlistamos los conjuntos que podemos formar mediante (1.5) con los elementosde la familia Ca = {Ci : i ∈ [7]}. Omitimos aquellos cálculos que generan algún elementoque ya se hab́ıa obtenido a partir de otros conjuntos.
Ja(C1, C2) = ⋂

{C ∈ Ca : C ⊆ {a, b, c, e, f}} = ⋂
{{a, b, e}, {a, c, f}} = {a};

Da(C1, C2) = {a, b, c, e, f} \ {a} = {b, c, e, f} = C12
Ja(C1, C3) = ⋂

{C ∈ Ca : C ⊆ {a, b, d, e, g}} = ⋂
{{a, b, e}, {a, d, g}} = {a};

Da(C1, C3) = {a, b, d, e, g} \ {a} = {b, d, e, g} = C13
Ja(C1, C4) = ⋂

{C ∈ Ca : C ⊆ {a, b, c, d, e}} = ⋂
{{a, b, e}, {a, b, c, d}} = {a, b};

Da(C1, C4) = {a, b, c, d, e} \ {a, b} = {c, d, e} = C8
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Ja(C1, C5) = ⋂

{C ∈ Ca : C ⊆ {a, b, e, f , g}} = ⋂
{{a, b, e}, {a, b, f , g}}= {a, b};

Da(C1, C5) = {a, b, e, f , g} \ {a, b} = {e, f , g} = C10
Ja(C1, C6) = ⋂

{C ∈ Ca : C ⊆ {a, b, c, e, g}} = ⋂
{{a, b, e}, {a, c, e, g}}= {a, e};

Da(C1, C6) = {a, b, c, e, g} \ {a, e} = {b, c, g} = C11
Ja(C1, C7) = ⋂

{C ∈ Ca : C ⊆ {a, b, d, e, f} = ⋂
{{a, b, e}, {a, d, e, f}}= {a, e};

Da(C1, C7) = {a, b, d, e, f} \ {a, e} = {b, d, f} = C9
Ja(C2, C3) = ⋂

{C ∈ Ca : C ⊆ {a, c, d, f , g}} = ⋂
{{a, c, f}, {a, d, g}}= {a};

Da(C2, C3) = {a, c, d, f , g} \ {a} = {c, d, f , g} = C14
Ja(C4, C5) = ⋂

{C ∈ Ca : C ⊆ {a, b, c, d, f , g}}= ⋂
{{a, c, f}, {a, d, g}, {a, b, c, d}, {a, b, f , g}} = {a};

Da(C4, C5) = {a, b, c, d, f , g} \ {a} = {b, c, d, f , g}

Ja(C4, C6) = ⋂
{C ∈ Ca : C ⊆ {a, b, c, d, e, g}}= ⋂
{{a, b, e}, {a, d, g}, {a, b, c, d}, {a, c, e, g}} = {a};

Da(C4, C6) = {a, b, c, d, e, g} \ {a} = {b, c, d, e, g}

Ja(C4, C7) = ⋂
{C ∈ Ca : C ⊆ {a, b, c, d, e, f}}= ⋂
{{a, b, e}, {a, c, f}, {a, b, c, d}, {a, d, e, f}} = {a};

Da(C4, C7) = {a, b, c, d, e, f} \ {a} = {b, c, d, e, f}

Ja(C5, C6) = ⋂
{C ∈ Ca : C ⊆ {a, b, c, e, f , g}}= ⋂
{{a, b, e}, {a, c, f}, {a, b, f , g}, {a, c, e, g}} = {a};

Da(C5, C6) = {a, b, c, e, f , g} \ {a} = {b, c, e, f , g}

Ja(C5, C7) = ⋂
{C ∈ Ca : C ⊆ {a, b, d, e, f , g}}= ⋂
{{a, b, e}, {a, d, g}, {a, b, f , g}, {a, d, e, f}} = {a};

Da(C5, C7) = {a, b, d, e, f , g} \ {a} = {b, d, e, f , g}

Ja(C6, C7) = ⋂
{C ∈ Ca : C ⊆ {a, c, d, e, f , g}}
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= ⋂

{{a, c, f}, {a, d, g}, {a, c, e, g}, {a, d, e, f}} = {a};
Da(C6, C7) = {a, c, d, e, f , g} \ {a} = {c, d, e, f , g}

Como podemos apreciar, hemos obtenido todos los circuitos que no contienen al punto apartiendo de los circuitos de Ca, pero también hemos obtenido conjuntos adicionales, todosellos de cardinalidad 5, que no son minimales, pues contienen un circuito de cardinalidad3, aśı que no los tomamos en cuenta, ya que el Teorema 1.32 nos dice que sólo debemosconsiderar los conjuntos minimales de la forma Da(C, C ′), con C, C ′ ∈ Ca, C ̸= C ′.
1.5. Matroides de caminos reticulares

La teoŕıa de matroides fue creada en la década de los treinta del siglo XX, pero el interésen ella aumentó de forma significativa en 1965 cuando Edmonds y Fulkerson [12] probaronun importante teorema que relaciona la teoŕıa de transversales con la teoŕıa de matroides[28]. Espećıficamente demostraron que la familia de transversales parciales de una familiafinita de conjuntos es la familia de conjuntos independientes de un matroide. Un matroidecreado de esta forma se llama matroide transversal.Los matroides de caminos reticulares fueron introducidos por Bonin, de Mier y Noy en [6],como un tipo de matroides transversales. En esta sección revisamos los conceptos y resultadosque involucran esta clase de matroides y que nos serán útiles en el Caṕıtulo 4. El contenidoexpuesto está basado principalmente en [5] y [6]. Recomendamos al lector consultar estasfuentes para un estudio más profundo de los matroides de caminos reticulares.
1.5.1. Matroides transversales

Definición 1.35 ([6]). Sean E un conjunto finito y A = {Ai ⊆ E : i ∈ [m]} un multiconjuntode subconjuntos de E . Una transversal de A es un subconjunto {x1, . . . , xm} ⊆ E tal quepara todo i ∈ [m], xi ∈ Ai y todos los elementos de este subconjunto son distintos. Decimosque X ⊆ E es una transversal parcial de A si X es una transversal de {Ai : i ∈ K}, con
K ⊆ [m].

En otras palabras, un subconjunto X ⊆ E es una transversal de A si tiene cardinalidad
m y cada uno de sus elementos es un representante de exactamente uno de los conjuntos de
A, es decir, lo que necesitamos para formar una transversal de A es un conjunto X ⊆ E talque podemos establecer una función biyectiva entre X y A. Una transversal de A también
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recibe el nombre de sistema de distintos representantes para A. Notemos que la Definición1.35 no pide que los conjuntos de la familia A sean disjuntos entre śı, entonces pueden existirelementos que pertenecen a más de un conjunto de A.
Ejemplo 1.36. Sea E = [6], y sean A1 = {1, 3, 4, 6}, A2 = {1, 2, 3, 6}, A3 = {4, 5, 6},
A = {A1, A2, A3}. El conjunto {1, 2, 4} es una transversal de A, ya que 1 ∈ A1, 2 ∈ A2 y4 ∈ A3. Notemos que, aunque 1 ∈ A1 ∩ A2, al momento de formar la transversal asignamosal elemento 1 un único conjunto para representar. El conjunto {3, 4} no es una transversalde A, pues su cardinalidad es menor que 3, pero śı es una transversal parcial de A, ya que3 ∈ A1 y 4 ∈ A3.

Podŕıamos pensar que cualquier familia de subconjuntos de un conjunto tiene una trans-versal, pero esto no es aśı, como podemos ver en el siguiente ejemplo.
Ejemplo 1.37. Sea E = {1, 2}. Definimos los conjuntos A1 = {1}, A2 = {2} y A3 = {1, 2}y sea A = {A1, A2, A3}. Rápidamente podemos verificar que ningún subconjunto de E puedeser una transversal de A, pues el único representante de A1 es 1, el único representante de
A2 es 2 y necesitaŕıamos de un elemento adicional que represente a A3. Sin embargo, nopodemos elegir un representante de A3 distinto del representante de A1 y del representantede A2, por lo que no podemos completar una transversal de A.

Un problema fundamental en la teoŕıa de transversales fue encontrar condiciones para queuna familia de conjuntos tenga una transversal. Este problema fue resuelto por Philip Hallen 1935. En lo sucesivo frecuentemente denotaremos a la familia A = {Ai ⊆ E : i ∈ [m]}como A = (A1, . . . , Am) o A = (Ai : i ∈ [m]), como se aprecia en el enunciado del siguienteteorema.
Teorema 1.38 ([28, Teorema 7.1.1]). La familia finita de subconjuntos (Ai : i ∈ [m]) tiene una
transversal si y sólo si para todo K ⊆ [m],∣∣∣ ⋃(Ak : k ∈ K )∣∣∣ ≥ |K |.

La familia del Ejemplo 1.37 no cumple con la condición necesaria del Teorema 1.38,pues ∣∣ ⋃(Ak : k ∈ [3])∣∣ = |{1, 2}| = 2 < 3 = |[3]|. Por lo tanto, no podemos encontraruna transversal de la familia A, como ya hab́ıamos concluido anteriormente. Sin embargo, śıpodemos encontrar transversales parciales de esta familia.Otra forma de ver transversales parciales es mediante emparejamientos en una gráficabipartita. Para ello asociaremos una gráfica bipartita a cada familia de conjuntos de lamanera descrita en [21], la cual explicamos a continuación. Si A es una familia (A1, . . . , Am)
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de subconjuntos de un conjunto E , entonces la gráfica bipartita ∆[A] asociada con A tieneconjunto de vértices E ∪ [m] y su conjunto de aristas es {{u, j} : u ∈ E, j ∈ [m] y u ∈ Aj},es decir, una arista en ∆[A] está formada por un punto de E y uno de los sub́ındices de losconjuntos a los cuales pertenece dicho punto. Un emparejamiento en una gráfica G es unconjunto de aristas en la gráfica tal que ningún par de aristas tiene un punto final en común.Si X ⊆ E es una transversal parcial de A, entonces existe K ⊆ [m] tal que X = {xk : k ∈ K },donde para cada k ∈ K , xk ∈ Ak , y todos los elementos de X son distintos. Entonces existeun conjunto de aristas de la gráfica bipartita asociada ∆[A] que tienen un punto final en
X y que forman un emparejamiento en ∆[A], pues cada punto de X tiene asociado uno ysólo un conjunto de la familia A, y además, no existen dos elementos de X que representensimultáneamente al mismo conjunto. Ahora, si un conjunto de aristas de la gráfica bipartitaasociada ∆[A] que tienen un punto final en X forman un emparejamiento en ∆[A], entoncesexiste una función biyectiva entre los puntos de X y una subfamilia de A. Con esto hemosdemostrado que un subconjunto X de E es una transversal parcial de A si y sólo si existeun emparejamiento en ∆[A] donde cada arista tiene un punto final en X .
Ejemplo 1.39. Sean E = {vi : i ∈ [10]}, A1 = {v1, v3, v10}, A2 = {v2, v5}, A3 = {v1, v3, v7},
A4 = {v4, v6, v9}, A5 = {v1, v7, v8}, A6 = {v2, v9, v10}. Para la familia A = {Ai : i ∈ [6]}su gráfica bipartita asociada ∆[A] es la que se muestra en la Figura 1.10. Los conjuntos
{{v1, 1}, {v3, 3}, {v5, 2}, {v6, 4}, {v8, 5}, {v10, 6}} y {{v2, 2}, {v4, 4}, {v9, 6}} son ejemplos deemparejamientos de ∆[A].

Figura 1.10: Gráfica bipartita ∆[A].
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A continuación presentamos uno de los teoremas más importantes de este caṕıtulo. Comoya lo mencionamos anteriormente, la familia de transversales parciales de un multiconjuntode subconjuntos de un conjunto E es la familia de conjuntos independientes de un matroidesobre E . Para su demostración requerimos de dos resultados conocidos en teoŕıa de gráficas,los cuales se enuncian a continuación.

Lema 1.40 ([21, Ejercicio]). Sea G una gráfica. Si todo vértice de G tiene grado a lo más 2,
entonces G es una unión disjunta de caminos simples y ciclos.

Lema 1.41 ([11, Proposición 1.6.1]). Una gráfica es bipartita si y sólo si no contiene ciclos
impares.

Recordemos que una componente conexa de una gráfica G es una subgráfica inducida de
G en la que cualesquiera dos vértices están conectados mediante un camino.
Teorema 1.42 ([28, Teorema 7.3.1]). Sean E un conjunto finito y A = (A1, . . . , Am) una familia
de subconjuntos de E. Sea I la familia de transversales parciales de A. Entonces I es la
familia de conjuntos independientes de un matroide M sobre E.

Demostración.Sea I la familia de transversales parciales de A. Tenemos que:
(I1) El conjunto vaćıo ∅ es una transversal de la subfamilia vaćıa de A, aśı que ∅ ∈ I , ypor lo tanto, I ≠ ∅.
(I2) Sean I ∈ I y J ⊆ I , entonces I es una transversal parcial de A, es decir, existe K ⊆ [m]tal que I es una transversal de {Ai : i ∈ K }, luego, I es de la forma I = {xi : i ∈ K }.Como J ⊆ I , entonces existe K ′ ⊆ K tal que J = {xi : i ∈ K ′}, de aqúı que J es unatransversal de la familia de conjuntos {Aj : j ∈ K ′}, y por lo tanto, es una transversalparcial de A, luego J ∈ I .
(I3) Ilustraremos el desarrollo de la prueba de este inciso tomando como ejemplo el con-junto E y la familia A de subconjuntos de E , definidos en el Ejemplo 1.39. Sean

I, J ∈ I tales que |J| < |I|, entonces I y J son transversales parciales de A, es de-cir, existen subconjuntos K1, K2 ⊆ [m] tales que |K1| < |K2|, J es una transversalde {Aj : j ∈ K1} e I es una transversal de {Aj : j ∈ K2}. Por ejemplo, si esta-blecemos J = {v1, v3, v5, v7, v9} entonces J puede considerarse como transversal devarias subfamilias de A, pero en este caso consideraremos a J como una transversalde {Aj : j ∈ [5]} ya que v1 ∈ A1, v5 ∈ A2, v3 ∈ A3, v9 ∈ A4 y v7 ∈ A5, aśı que
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(a) Emparejamiento U en la gráfica G . (b) Emparejamiento W en la gráfica G .Figura 1.11: Emparejamientos en la gráfica G .
en este caso K1 = [5]. Por otro lado, si I = {v1, v3, v5, v6, v7, v9} entonces I es unatransversal de {Aj : j ∈ [6]} ya que v3 ∈ A1, v5 ∈ A2, v7 ∈ A3, v6 ∈ A4, v1 ∈ A5y v9 ∈ A6, por lo que K2 = [6]. Denotemos con G a la gráfica ∆[A]. En G existendos emparejamientos U y W que aparean J con K1 e I con K2, respectivamente. En elejemplo, U = {{v1, 1}, {v5, 2}, {v3, 3}, {v9, 4}, {v7, 5}} se muestra en la Figura 1.11a,mientras que W = {{v3, 1}, {v5, 2}, {v7, 3}, {v6, 4}, {v1, 5}, {v9, 6}} se presenta en laFigura 1.11b.Sea H la subgráfica de G inducida por las aristas del conjunto (U \ W ) ∪ (W \ U).Notemos que U \ W y W \ U no comparten aristas, pero śı pueden compartir vértices.Tenemos que |U| = |K1|, |W | = |K2| y |K1| < |K2|, y como |U \ W | + |U ∩ W | =
|U| = |K1| < |K2| = |W | = |W \ U| + |U ∩ W |, entonces |U \ W | < |W \ U|.Coloreemos las aristas del conjunto U \ W de color rojo, las aristas del conjunto W \ Ude color azul y las aristas de U ∩ W de color verde, aśı que hay más aristas azulesque rojas. En nuestro ejemplo, U \ W = {{v1, 1}, {v3, 3}, {v9, 4}, {v7, 5}}, W \ U =
{{v3, 1}, {v7, 3}, {v6, 4}, {v1, 5}, {v9, 6}} y U ∩ W = {{v5, 2}}, los cuales se muestranen la Figura 1.12.Como U y W son emparejamientos, entonces cada uno de los vértices de cada unade las subgráficas inducidas G[U ] y G[W ] tiene grado 1, y lo mismo ocurre en lassubgráficas inducidas G[U \ W ] y G[W \ U ], de manera que los vértices de H tienen
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Figura 1.12: Conjuntos de aristas U \ W , W \ U y U ∩ W de la gráfica G .
grado 1 o 2, dependiendo de si pertenecen únicamente a uno de los conjuntos U \ Wo W \ U o a ambos. Por el Lema 1.40, toda componente conexa de H es un caminosimple o un ciclo, y como H es bipartito, por el Lema 1.41 todo ciclo de H es par. En laFigura 1.13 se muestran las dos componentes conexas de la gráfica H , las cuales sonun ciclo par de longitud 6 y un camino simple de longitud 3.

Figura 1.13: Componentes conexas de la gráfica H .
En cada ciclo y en cada camino par de H , cada arista roja va seguida por una arista azuly viceversa, pues si existiera un par de aristas consecutivas del mismo color, entoncesestas aristas se intersectaŕıan en un punto, lo cual contradice que formen parte deun emparejamiento, aśı que cada ciclo y cada camino par tiene el mismo número de
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aristas rojas que azules. Recordemos que existen más aristas azules que rojas, y estosólo puede ocurrir si existe al menos un camino simple impar P en H , cuyas primera yúltima arista sean azules, y como P tiene un número impar de aristas, entonces tieneun número par de vértices, digamos u1, . . . , u2k , donde si u1 ∈ E , entonces u2k ∈ [m],y si u1 ∈ [m], entonces u2k ∈ E . Supongamos que u1 ∈ E , como es el caso del caminosimple P de la Figura 1.14. El caso en el que u1 ∈ [m] es análogo. Como la primera

Figura 1.14: Camino simple en H .
arista de P es azul, entonces u1 incide con una arista azul, es decir, u1 es uno de losvértices del emparejamiento W , entonces u1 es uno de los representantes en I . Además,como u1 es el primer vértice del camino, sólo forma parte de una arista, que es decolor azul, por lo que no puede formar parte de una arista roja, es decir, u1 no es unode los elementos de J , en conclusión, u1 ∈ I \ J . Como u1 ∈ E y H es una gráficabipartita entonces {u2, u4, . . . , u2k} ⊆ [m] y dado que los vértices {u3, u5, . . . , u2k−1}forman parte de una arista azul y una arista roja, entonces cada uno de estos vérticespertenece a la interseccción J ∩I . Ahora intercambiemos de color únicamente las aristasde P , las aristas de G \ P permanecen del mismo color que al comienzo, como en laFigura 1.15. En el camino simple P el número de aristas azules era uno más que elnúmero de aristas rojas, aśı que en el camino P recoloreado el número de aristas rojases uno más que el número de aristas azules, más aún, en toda la gráfica recoloreada
G′, hay una arista roja más que en la gráfica original G . De hecho, todo vértice en
J ∪ u1 es el extremo de un arista roja o verde. Más aún, este conjunto de aristas rojas yverdes forman un emparejamiento. Por lo tanto, J ∪ u1 es una transversal parcial de A.

Por lo tanto, I es la familia de conjuntos independientes de un matroide M sobre E .
Definición 1.43 ([5]). El matroide M construido como en el Teorema 1.42 se llama matroi-
de transversal y a A = (A1, . . . , Am) le llamamos una presentación de M. La función de
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Figura 1.15: Gráfica recoloreada G′.
incidencia de A está dada por:

η : P(E ) → P([m])
X 7→ {i : X ∩ Ai ̸= ∅}.

1.5.2. Matroides de caminos reticulares

Los matroides de caminos reticulares fueron introducidos por Bonin, de Mier y Noy en [6].Son un tipo de matroides transversales para los cuales tenemos resultados muy espećıficos,entre ellos, condiciones necesarias y suficientes para determinar sus bases y sus circuitos.Durante este apartado estudiaremos las nociones básicas y propiedades acerca de los ma-troides de caminos reticulares. Uno de los resultados principales que presentaremos es unarefutación a un corolario presentado en [5], el cual fue empleado en uno de los principalesresultados de [20].Denotaremos con Z≥ al conjunto de enteros no negativos.
Definición 1.44 ([20]). Un camino reticular Norte-Este de longitud n es una sucesión depuntos v0, v1, . . . , vn ∈ (Z≥)2 tales que cada diferencia consecutiva vi − vi−1 pertenece alconjunto {(0, 1), (1, 0)}. Llamamos a (0, 1) paso al norte y lo denotamos por N; a (1, 0) lollamamos paso al este y lo denotamos por E . A los puntos v0 y vn los llamamos punto inicialy punto final del camino reticular, respectivamente.

Todos los caminos reticulares que se mencionan en este trabajo son caminos reticulares
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Norte-Este cuyo punto inicial es el punto (0, 0). Si el punto final de un camino reticular Ses el punto (m, r), decimos que S es un camino hacia (m, r). Aunque no lo mencionemos demanera expĺıcita, supondremos que (m, r) es el punto final de los caminos reticulares que seaborden.De manera geométrica representaremos a (Z≥)2 como una ret́ıcula y a sus elementos losidentificaremos con los puntos de intersección que se forman en la ret́ıcula. Mostraremos uncamino reticular hacia un punto (m, r) como una trayectoria que comienza en el punto (0, 0),recorre únicamente los puntos de la sucesión que constituyen el camino reticular y finalizaen el punto (m, r). Como herramienta auxiliar escribiremos el número correspondiente a cadauno de los pasos que conforman dicho camino.Una forma compacta de describir un camino reticular es mediante una lista ordenada delos pasos al norte y los pasos al este que involucra dicho camino, aśı que representaremos loscaminos reticulares como palabras sobre el alfabeto {E, N}, tal como muestra el siguienteejemplo.
Ejemplo 1.45. Consideremos el camino reticular S1 hacia el punto (6, 5) definido como lasiguiente sucesión de puntos: (0, 0), (1, 0), (1, 1), (2, 1), (3, 1), (3, 2), (3, 3), (4, 3), (4, 4), (5, 4),(6, 4), (6, 5). Como podemos apreciar, no es práctico dar la lista de los elementos de la sucesiónde puntos. El camino S1 puede describirse de forma abreviada como S1 = ENE2N2ENE2Ny lo representamos gráficamente de color lila en la Figura 1.16. También en la Figura 1.16están representados los caminos reticulares S2 = N2E2N2E3NE , S3 = E6N5 y S4 = N5E6en colores verde, negro y azul, respectivamente.

Figura 1.16: Caminos reticulares hacia (6, 5).
Sea (m, r) un punto en (Z≥)2 y sean W y Q dos caminos reticulares hacia (m, r) de talforma que W nunca esté sobre Q. Denotamos con P(W , Q) al conjunto de todos los caminos
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reticulares hacia (m, r) que no están sobre Q ni debajo de W . A los caminos W y Q losllamamos camino ĺımite inferior y camino ĺımite superior de P(W , Q), respectivamente. En losucesivo supondremos que W y Q son dos caminos reticulares hacia el punto (m, r) con lascaracteŕısticas mencionadas en este párrafo.Para todo i ∈ [r] definimos el conjunto
Ni = {j ∈ [m+r] : el paso j es el i−ésimo paso al norte de un camino reticular en P(W , Q)}.

Para aclarar la definición de los conjuntos Ni veamos el siguiente ejemplo.
Ejemplo 1.46. Consideremos los caminos reticulares Q = N2E3 y W = E3N2 hacia (3, 2)mostrados en la Figura 1.17.

Figura 1.17: Caminos reticulares hacia (3, 2).
Podemos verificar que P(W , Q) = {E2NEN, E2N2E, E3N2, EN2E2, ENE2N, ENENE,

N2E3, NENE2, NE2NE, NE3N}.Por definición, N1 = {j ∈ [5] : el paso j es el primer paso al norte de un camino reticularen P(W , Q)}. Para el camino reticular E2NEN primero damos dos pasos al este y el primerpaso al norte se da en el tercer paso, aśı que 3 ∈ N1; en el camino reticular NE2NE damosel primer paso al norte en el primer paso, luego 1 ∈ N1; para el camino reticular E3N2primero damos 3 pasos al este y en el cuarto paso damos el primer paso al norte, de maneraque 4 ∈ N1; en el camino reticular EN2E2 comenzamos con un paso al este y continuamoscon un paso al norte, por lo que 2 ∈ N1. Analizando de esta manera cada uno de los caminosreticulares restantes de P(W , Q) vemos que que N1 = {1, 2, 3, 4}.Ahora, por definición, N2 = {j ∈ [5] : el paso j es el segundo paso al norte de un caminoreticular en P(W , Q)}. Notemos que en el camino reticular E2NEN comenzamos con dospasos al este, continuamos con el primer paso al norte seguido por un paso al este, yfinalmente en el quinto paso damos el segundo paso al norte, entonces 5 ∈ N2; en el caminoreticular E2N2E los primeros dos pasos son pasos al este y el tercer y cuarto pasos sonpasos al norte, por lo que el segundo paso al norte lo damos en el cuarto paso y 4 ∈ N2;para el camino reticular EN2E2 el primer paso corresponde a un paso al este y el segundo ytercer pasos son pasos al norte, entonces 3 ∈ N2; en el camino reticular N2E3 los primeros
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dos pasos son pasos al norte, aśı que 2 ∈ N2. Continuando con este análisis con los caminosreticulares restantes de P(W , Q) vemos que N2 = {2, 3, 4, 5}.

Introducimos la siguiente notación: si i y j son enteros tales que i < j , entonces con [i, j ]denotamos al conjunto {i, i + 1, . . . , j} y nos referimos a él como el intervalo de enteros con
extremo inferior i y extremo superior j .Notemos que N1, . . . , Nr es una sucesión de intervalos contenidos en [m + r], y que lasucesión de extremos inferiores aśı como la sucesión de extremos superiores son sucesionesestrictamente crecientes. También observemos que una manera más sencilla de definir elintervalo Ni es como el intervalo [qi, wi], donde qi es dónde ocurre el i-ésimo paso al nortede Q y wi es dónde ocurre el i-ésimo paso al norte de W .Para cada punto (m, r) y para cada par de caminos reticulares ĺımite W y Q tenemos unafamilia de conjuntos (N1, . . . , Nr) y para formar un matroide transversal únicamente necesi-tamos una familia de subconjuntos de un conjunto dado. Entonces tiene sentido presentar lasiguiente definición.
Definición 1.47 ([20]). Al matroide transversal con conjunto subyacente [m + r] que tiene a(N1, . . . , Nr) como su presentación lo denotamos por M[W , Q], a (N1, . . . , Nr) la llamamos
presentación estándar de M[W , Q] y al par (W , Q) lo llamamos la presentación de caminos
reticulares de M[W , Q].Decimos que un matroide M es de caminos reticulares si existen dos caminos reticulares
W y Q hacia el punto (m, r) tales que M es isomorfo a M[W , Q]. Si fijamos W = EmNr ,entonces el matroide de caminos reticulares se llama matroide anidado.
Ejemplo 1.48. En la figura 1.18 mostramos la presentación de caminos reticulares del ma-troide M[W , Q], donde Q = N2E2N2E4 y W = E3NE2N2EN , cuya presentación estándares ([1, 4], [2, 7], [5, 8], [6, 10]).

Un conjunto independiente en un matroide de caminos reticulares M[W , Q] con pre-sentación estándar (N1, . . . , Nr) es una transversal parcial de (N1, . . . , Nr), y una base de
M[W , Q] es una transversal de (N1, . . . , Nr), es decir, un sistema de distintos representantesde (N1, . . . , Nr).A cualquier subconjunto X de [m + r] le podemos asociar un camino reticular en (Z≥)2,tal como se establece en la siguiente definición.
Definición 1.49 ([6, Definición 3.2]). Sea X un subconjunto del conjunto subyacente [m + r]del matroide de caminos reticulares M[W , Q]. El camino reticular asociado a X , denotado
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Figura 1.18: Presentación de caminos reticulares de un matroide.
por P(X ), es la palabra s1s2 . . . sm+r sobre el alfabeto {E, N}, donde

si =
N, si i ∈ X ;

E, en otro caso.

Es decir, para formar el camino reticular P(X ) escribimos de forma concatenada los núme-ros del 1 a m + r y reemplazamos cada uno de los números por N o por E , dependiendo desi dicho número pertenece o no a X .
Ejemplo 1.50. Sean (m, r) = (6, 4), W = E3NE2N2EN y Q = N2E2N2E4. Definimos losconjuntos X = {2, 8, 9, 10}, Y = {3, 5, 6, 8} y Z = [6]. Por definición, el camino reticularasociado a X es P(X ) = ENE5N3 (Figura 1.19a), el camino reticular asociado a Y es
P(Y ) = E2NEN2ENE2 (Figura 1.19b) y el camino reticular asociado a Z es P(Z ) = N6E4(Figura 1.19c).

En el Ejemplo 1.50 vemos que el camino reticular asociado a un conjunto X puede estaro no dentro de la región delimitada por los caminos reticulares ĺımite W y Q, es más, puedeque el camino P(X ) incluso tenga punto final distinto a (m, r). Sólo los subconjuntos X decardinalidad r generan caminos reticulares que terminan en (m, r), ya que tendrán r pasosal norte y los restantes m pasos corresponderán a pasos al este.El siguiente teorema presenta una condición necesaria y suficiente para identificar unabase de un matroide de caminos reticulares M de manera geométrica: un subconjunto X decardinalidad r es una base de M si y sólo si al trazar su camino reticular asociado P(X ),éste queda entre W y Q.
Teorema 1.51 ([6, Teorema 3.3]). Sea M[W , Q] un matroide de caminos reticulares. Un sub-
conjunto B de [m+ r] tal que |B| = r es una base de M[W , Q] si y sólo si el camino reticular
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(a) Camino reticular P(X ). (b) Camino reticular P(Y ).

(c) Camino reticular P(Z ).Figura 1.19: Caminos reticulares asociados a distintos conjuntos.
asociado P(B) pertenece a la región delimitada por W y Q, es decir, nunca está por encima
de Q y nunca está por debajo de W .

Demostración.Sea B = {b1, . . . , br}, con b1 < · · · < br . Supongamos que B es una base de M[W , Q], esdecir, que B es una transversal de (N1, . . . , Nr). Queremos demostrar que el camino reticularasociado P(B) pertenece a la región delimitada por W y Q. Por definición, el camino reticularasociado P(B) es aquél en el cual para todo i ∈ [r], el paso bi es un paso al norte y paratodo x ∈ [m + r] \ B, el paso x es un paso al este. Para que P(B) sea un camino reticularentre W y Q debe ocurrir que cada uno de sus pasos al norte es un elemento de Ni, esdecir, que para todo i ∈ [r], bi ∈ Ni, o equivalentemente, que para todo i ∈ [r], qi ≤ bi ≤ wi.Supongamos que existe i ∈ [r] tal que bi < qi, y que para todo j < i se cumple que bj ∈ Nj ,
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aśı que i es el primer sub́ındice para el cual bi /∈ Ni. Para cualesquiera s, t ∈ [r] tales que
s < t tenemos que qs < qt , entonces para todo j > i se verifica que bi < qi < qj , luego
bi /∈ Nj , pero como B es una transversal de (N1, . . . , Nr), existe j0 < i tal que bi ∈ Nj0 ,pero como j0 < i e i es el primer sub́ındice para el cual bi /∈ Ni, sabemos que bj0 ∈ Nj0 ,y dado que B es una base de M[W , Q], no podemos tener dos representantes del mismoconjunto Nj0 , aśı que esto no puede ocurrir. Si ahora suponemos que existe i ∈ [r] tal que
bi > wi, siguiendo un razonamiento similar al anterior obtendŕıamos que existe j > i talque Nj tiene dos representantes en B, lo cual tampoco puede ocurrir. Por lo tanto, para todo
i ∈ [r], qi ≤ bi ≤ wi, es decir, bi ∈ Ni, de donde P(X ) ∈ P(W , Q). Ahora supongamos que elcamino reticular asociado P(B) pertenece a la región delimitada por W y Q. Los elementos de
B son precisamente los pasos al norte del camino reticular P(B), entonces para cada i ∈ [r]tenemos que qi ≤ bi ≤ wi, es decir, bi ∈ Ni, aśı que B es una transversal de (N1, . . . , Nr),luego B es una base de M[W , Q].

En el siguiente ejemplo veremos que los matroides de caminos reticulares no son tan ex-traños como pudieran parecernos, pues un ejemplo de ellos es un matroide que ya conocemos.
Ejemplo 1.52 ([6]). Consideremos los caminos reticulares W = EmNr y Q = NrEm, como loscaminos ĺımite de la Figura 1.17. En este caso tenemos que N1 = [1, m+1], N2 = [2, m+2], . . . ,
Nr = [r, m+ r]. Notemos que en este ejemplo todos los conjuntos Ni son de la forma [i, m+ i]y tienen cardinalidad m + 1. Como en este caso todos los caminos reticulares pertenecena la región delimitada por W y Q, entonces por el Teorema 1.51 todos los subconjuntosde [m + r] de cardinalidad r son bases de M[W , Q], aśı que el matroide M[W , Q] tiene(m+r

r
) bases. Con esto hemos demostrado que el matroide uniforme Ur,m+r es un matroide decaminos reticulares.
Por lo tanto, los matroides de caminos reticulares incluyen a los matroides uniformes.

Ejemplo 1.53. Consideremos el matroide de caminos reticulares M[W , Q], donde W y Qson los caminos reticulares ĺımite definidos en el Ejemplo 1.50, (m, r) = (6, 4) y sea Y =
{3, 5, 6, 8}. El conjunto Y tiene cardinalidad 4 que es igual a r y de la Figura 1.19b vemosque el camino reticular asociado P(Y ) pertenece a la región delimitada por W y Q, entoncespor el Teorema 1.51 sabemos que el conjunto Y es una base de M[W , Q]. Otras bases deeste matroide son {2, 4, 6, 7}, {1, 2, 5, 6} y {4, 7, 8, 10}, como podemos apreciar en la Figura1.20.

El siguiente es un resultado extráıdo del enunciado del Teorema 1.51 y de su demostración,pero dada su importancia lo enunciamos en el siguiente corolario.
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Figura 1.20: Caminos reticulares asociados a bases.
Corolario 1.54 ([5, Lema 2.3]). Supongamos que {b1, b2, . . . , br} es una base de un matroide
de caminos reticulares M[W , Q], con b1 < b2 < · · · < br . Entonces para todo i ∈ [r], bi ∈ Ni.

Por el Corolario 1.54 si un conjunto B de r elementos ordenados de menor a mayor es unabase, entonces este mismo orden debe respetarse para los conjuntos que están representando;aśı, el primer elemento de B debe representar al primer conjunto N1, el segundo elemento de
B debe ser representante del segundo conjunto N2, etcétera. El siguiente corolario presentaun resultado más general pues afirma que para aquellos conjuntos independientes cuyacardinalidad coincide con la cardinalidad de su incidencia una conclusión análoga a la delCorolario 1.54 se verifica.
Corolario 1.55 ([5, Corolario 2.4]). Sea M[W , Q] un matroide de caminos reticulares y sea
I un conjunto independiente de M[W , Q] con |I| = k = |η(I)|. Sea I = {a1, . . . , ak}, con
a1 < · · · < ak , y sea η(I) = {i1, . . . , ik}, con i1 < · · · < ik . Entonces para todo j ∈ [k ],
aj ∈ Nij .

Demostración.Tomando B una base cualquiera de M[W , Q] y empleando de manera repetida la pro-piedad (I3) podemos extender I a una base B′ de M[W , Q], digamos
B′ = {b1, b2, . . . , bm1, bm1+1, bm1+2, . . . , bm1+m2, bm1+m2+1, . . . , bm1+···+mk ,

bm1+···+mk+1, bm1+···+mk+2, . . . , br},donde los elementos de B′ están escritos de menor a mayor y para todo j ∈ [k ], b(∑j
t=1 mt )+1 =

aj . El conjunto B′ tiene cardinalidad r porque es una base. Los elementos bs que escribimosadicionales a los elementos b(∑j
t=1 mt )+1 = aj indican que al extender I a la base B′ puedeser necesario agregar elementos menores o mayores a los que ya teńıamos en I , o inclusoelementos intermedios entre ellos. Como B′ es base, por el Corolario 1.54 tenemos que para
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todo s ∈ [r], bs ∈ Ns, aśı que en particular para todo j ∈ [k ],

aj = b(∑j
t=1 mt )+1 ∈ N(∑j

t=1 mt )+1 (1.6)
de aqúı que {m1 + 1, m1 + m2 + 1, . . . , m1 + · · · + mk + 1} ⊆ η(I), y puesto que |{m1 +1, m1 + m2 + 1, . . . , m1 + · · · + mk + 1}| = k = |η(I)|, tenemos que η(I) = {m1 + 1, m1 +
m2 + 1, . . . , m1 + · · · + mk + 1}, y dado que los elementos de η(I) y los elementos de
{m1 + 1, m1 + m2 + 1, . . . , m1 + · · · + mk + 1} están escritos de menor a mayor, concluimosque (∑j

t=1 mt) + 1 = ij , y por (1.6), aj ∈ Nij .El siguiente lema nos permite conocer la cardinalidad de la incidencia de un circuito deun matroide transversal a partir de su rango.
Lema 1.56 ([5, Lema 3.8]). Sea η la función de incidencia de una presentación de un matroide
transversal M. Si C es un circuito de rango k de M, entonces |η(C )| = k, y para todo x ∈ C,
|η(C \ x)| = k.

A continuación mostramos un criterio que permite determinar si un conjunto es o no uncircuito de un matroide de caminos reticulares, y también constituye una serie de pasos paraconstruir circuitos en dicho matroide.
Teorema 1.57 ([5, Teorema 3.9]). Sea M[W , Q] un matroide de caminos reticulares sobre el
conjunto [m + r] con presentación estándar (N1, . . . , Nr). Sea C = {c0, c1, . . . , ck} ⊆ [m + r],
con c0 < c1 < · · · < ck , y sea η(C ) = {i1, . . . , is}, con i1 < · · · < is. Entonces C es un
circuito de M[W , Q] si y sólo si

(I) s = k,

(II) c0 ∈ Ni1 ,
(III) ck ∈ Nik = Nis , y

(IV) para todo 0 < j < k, cj ∈ Nij ∩ Nij+1 .
Además, si C es un circuito, entonces para todo 1 ≤ h < k, ih+1 = ih + 1.

Demostración.Supongamos que C es un circuito. Por el Teorema 1.18, tenemos que rank(C ) = |C |−1 =
k , luego, por el Lema 1.56, s = |η(C )| = k , aśı que s = k , con lo cual tenemos que severifica la condición (I). Además, como C es un circuito y c0 ∈ C , entonces C \ c0 es unconjunto independiente y por el Lema 1.56 tenemos que |η(C \ c0)| = k = |η(C )|, y dado que
η(C\c0) ⊆ η(C ), concluimos que η(C\c0) = η(C ) = {i1, . . . , is}. Por el Corolario 1.55, tenemos
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que para todo j ∈ [k ], cj ∈ Nij , en particular hemos obtenido que ck ∈ Nik = Nis , es decir,que (III) se verifica. Puesto que ck ∈ C , entonces C \ck también es un conjunto independientey empleando un argumento similar al anterior obtenemos que η(C \ck ) = η(C ) = {i1, . . . , is}.El Corolario 1.55 nos permite afirmar que para todo j ∈ [0, k − 1], cj ∈ Nij+1 , en particular,
c0 ∈ Ni1 , de manera que (II) se verifica. También hemos obtenido que para todo j ∈ [k − 1],
cj ∈ Nij ∩ Nij+1 , por lo cual (IV) es cierta. Hemos demostrado que se verifican (I)-(IV). Ahorasupongamos que existen ij ∈ η(C ) y h ∈ [r] \ η(C ) tales que ij < h < ij+1. Por (IV) sabemosque cj ∈ Nij ∩ Nij+1 . Recordemos que la sucesión (q1, . . . , qr) de extremos inferiores de losintervalos Ni es una sucesión estritamente creciente, y lo mismo ocurre para la sucesión(w1, . . . , wr) de extremos superiores de los intervalos Ni. Aśı, como h < ij+1, tenemos que
qh < qij+1 y como ij < h, entonces wij < wh. Ahora, dado que cj ∈ Nij , se verifica que
cj ≤ wij , y dado que cj ∈ Nij+1 , se verifica que qij+1 ≤ cj . Por consiguiente tenemos lasiguiente cadena de desigualdades:

qh < qij+1 ≤ cj ≤ wij < wh,

de donde qh < cj < wh, aśı que cj ∈ Nh, por lo que h ∈ η(C ), lo cual contradice la elecciónde h. Por lo tanto, para todo h ∈ [k − 1], ih+1 = ih + 1.Ahora supongamos que C es un subconjunto de [m+r] que verifica (I)-(IV). Como el conjunto
C tiene un elemento más que el conjunto η(C ), entonces C es un conjunto dependiente. Porlas condiciones (III) y (IV) tenemos que c1 ∈ Ni1 , c2 ∈ Ni2 , . . . , ck−1 ∈ Nik−1 y ck ∈Nik

, esdecir, el conjunto C \ c0 es una transversal de (Ni1, . . . , Nik ), aśı que C \ c0 es un conjuntoindependiente de M[W , Q]. De forma análoga, por (II) y (IV) tenemos que c0 ∈ Ni1 , c1 ∈ Ni2 ,
. . . , ck−2 ∈ Nik−1 y ck−1 ∈ Nik , aśı que C \ck es una transversal de (Ni1, . . . , Nik ), luego C \ckes un conjunto independiente de M[W , Q]. Sea i ∈ [1, k − 1]. Por (II), (III) y (IV) sabemosque c0 ∈ Ni1 , c1 ∈ Ni2 , . . . , ci−1 ∈ Ni, ci+1 ∈ Ni+1, ci+2 ∈ Ni+2, . . . , ck ∈ Nik , por lo que
C \ ci es una transversal de (Ni1, . . . , Nik ), y por lo tanto, es un conjunto independiente de
M[W , Q]. Aśı, para todo i ∈ [0, k ], C \ ci es un conjunto independiente, por lo cual todos lossubconjuntos propios de C son independientes. En conclusión, C es un conjunto dependientecuyos subconjuntos propios son todos independientes, es decir, C es un circuito.

En el siguiente ejemplo comprobaremos la utilidad del Teorema 1.57 para identificarcircuitos en un matroide.
Ejemplo 1.58. Consideremos el matroide de caminos reticulares M[W , Q] definido en elEjemplo 1.48, donde N1 = [1, 4], N2 = [2, 7], N3 = [5, 8] y N4 = [6, 10] y cuya presentaciónde caminos reticulares se muestra en la Figura 1.18. Sea C1 = {1, 2, 5, 8, 10}. Tenemos que
η(C1) = [4], aśı que C1 tiene un elemento más que su incidencia; 1 ∈ N1, 2 ∈ N1 ∩ N2,
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5 ∈ N2 ∩ N3, 8 ∈ N3 ∩ N4 y 10 ∈ N4. Por el Teorema 1.57 sabemos que C1 es un circuito de
M[W , Q]. Sea C2 = {5, 6, 8, 9}. Tenemos que η(C2) = {2, 3, 4}, aśı que |C2| = |η(C2)| + 1;5 ∈ N2, 6 ∈ N2 ∩ N3, 8 ∈ N3 ∩ N4 y 9 ∈ N4, luego, por el Teorema 1.57 concluimos que C2es un circuito de M[W , Q]. Si tomamos X = {1, 8, 9}, entonces η(X ) = {1, 3, 4}, por lo que
|X | = |η(X )|, aśı que no se verifica la propiedad (I), y por lo tanto, X no es un circuito de
M[W , Q].

A continuación definimos un concepto que nos permite describir de manera alternativa uncamino reticular.
Definición 1.59 ([5]). Sea S un camino reticular. Decimos que S tiene una esquina NE en
h si el paso h de S es un paso al norte y el paso h + 1 es un paso al este. Si el paso h de
S es un paso al este y el paso h + 1 es un paso al norte decimos que S tiene una esquina
EN en h.
Ejemplo 1.60. Consideremos la presentación de caminos reticulares de la Figura 1.18. Eneste caso Q tiene sus esquinas NE en 2 y 6, y su única esquina EN en 4. Por su parte Wtiene sus esquinas NE en 4 y 8 y sus esquinas EN en 3, 6 y 9.

Sean π1 y π2 dos particiones de un conjunto P . Decimos que π1 es más fina que π2 (yque π2 es más gruesa que π1) si π1 puede obtenerse de π2 dividiendo algunas de sus partesen piezas más pequeñas. El ı́nfimo de dos particiones, denotado por π1 ∧ π2, es la particiónmás gruesa que es más fina que ambas particiones.Sea M[W , Q] un matroide de caminos reticulares. Supongamos que las esquinas EN de
Q ocurren en los pasos i1, . . . , ih, con i1 < · · · < ih, y que las esquinas NE de W ocurrenen j1, . . . , jk , con j1 < · · · < jk . Con el conjunto de esquinas EN de Q podemos formar unapartición del conjunto [m + r] con h + 1 partes, a saber,

π1 = {[1, i1], [i1 + 1, i2], . . . , [ih + 1, m + r]}.

Por otro lado, con el conjunto de esquinas NE de W obtenemos otra partición del conjunto[m + r] con k + 1 partes, concretamente,
π2 = {[1, j1], [j1 + 1, j2], . . . , [jk + 1, m + r]}.

Llamamos a la partición π1 ∧ π2 la partición ordenada natural de [m+ r] en M. La parte quecontiene a 1 se llama la cabeza de la partición y la parte que contiene a m + r se llama la
cola de la partición.
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1.5.3. Un corolario de Bonin y de Mier que no se verifica

En [5] se enuncia el siguiente resultado:
Corolario (3.13 en [5]). Sea C = {c0, c1, . . . , ck} un circuito de M[W , Q] tal que
c0 < c1 < · · · < ck . Si x ∈ [m+r]\C y existe un subconjunto Z ⊆ C tal que Z ∪xes un circuito de M[W , Q], entonces Z es un segmento inicial {c0, c1, . . . , ci} oun segmento final {cj , cj+1, . . . , ck} de C .

Bonin y de Mier afirman en [5] que este resultado puede demostrarse a partir del Lema1.56 y del siguiente corolario del Teorema 1.57:
Corolario A. Sea C = {c0, c1, . . . , ck} un circuito de M[W , Q] tal que c0 < c1 <
· · · < ck . Si X un subconjunto propio de C que no es segmento inicial ni segmentofinal de C entonces |η(X )| > |X|.

Nosotros afirmamos que ambos corolarios son falsos y a continuación presentamos dosmatroides de caminos reticulares en los cuales no se verifican ambos resultados.
Contraejemplo 1. Sean W = E10N5 y Q = NE2NE2NE2NE2NE2. La presentación delmatroide anidado M[W , Q] se muestra en la Figura 1.21, y su presentación estándar es(N1, N2, N3, N4, N5), donde N1 = [1, 11], N2 = [4, 12], N3 = [7, 13], N4 = [10, 14] y N5 =[13, 15]. Sea C = {10, 11, 12, 13, 14, 15}. Tenemos que η(C ) = [5], aśı que C tiene un elementomás que su incidencia; además, 10 ∈ N1, 11 ∈ N1 ∩ N2, 12 ∈ N2 ∩ N3, 13 ∈ N3 ∩ N4,14 ∈ N4 ∩ N5 y 15 ∈ N5. Por el Teorema 1.57 sabemos que C es un circuito de M[W , Q].El conjunto Z = {10, 12, 13, 14, 15} ⊊ C no es segmento inicial ni segmento final de C .Tenemos que η(Z ) = [5], aśı que |Z | = 5 = |η(Z )|, por lo que el Corolario A no se verifica.Sea X = Z ∪ {1} = {1, 10, 12, 13, 14, 15}. Notemos que 1 ∈ [15] \ C , |X | = 6, η(X ) = [5],1 ∈ N1, 10 ∈ N1 ∩ N2, 12 ∈ N2 ∩ N3, 13 ∈ N3 ∩ N4, 14 ∈ N4 ∩ N5, 15 ∈ N5. Por el Teorema1.57 sabemos que X = Z ∪ x es un circuito. En conclusión, Z es un subconjunto propio de Ctal que Z ∪ {1} es un circuito, con 1 ∈ [15] \ C , y sin embargo, Z no es un segmento inicialni un segmento final de C . Por lo tanto, no se verifica la conclusión del Corolario 3.13.
Contraejemplo 2. Sean Q = NENE3NE2NE2 y W = E4NE2NE2N2. En la Figura 1.22mostramos la presentación del matroide M[W , Q]. En este caso tenemos que N1 = [1, 5],
N2 = [3, 8], N3 = [7, 11], N4 = [10, 12]. Sea C = {1, 4, 7, 9}. Tenemos que η(C ) = {1, 2, 3},por lo que |C | = |η(C )| + 1; 1 ∈ N1, 4 ∈ N1 ∩ N2, 7 ∈ N2 ∩ N3 y 9 ∈ N3. Por el Teorema1.57, C es un circuito. Sea Z = {1, 7, 9} ⊊ C . Z no es un segmento inicial ni un segmento



CAPÍTULO 1. MATROIDES 42

Figura 1.21: Presentación de un matroide de caminos reticulares que no verifica el Corolario3.13.

Figura 1.22: Presentación de un matroide de caminos reticulares que no verifica el Corolario3.13.
final de C . Dado que |η(Z )| = |{1, 2, 3}| = 3 = |Z |, el Corolario A no se verifica. Ahora,si X = Z ∪ {3} = {1, 3, 7, 9} entonces |X | = 4 = |{1, 2, 3}| + 1 = |η(X )| + 1, 1 ∈ N1,3 ∈ N1 ∩ N2, 7 ∈ N2 ∩ N3 y 9 ∈ N3. Por el Teorema 1.57, el conjunto X = Z ∪ {3} es uncircuito de M[W , Q], pero Z no es un segmento inicial ni un segmento final de C , por lo cualel Corolario 3.13 es falso.



Caṕıtulo 2

Esquemas de compartición de secretos y
matroides

2.1. Introducción

Para introducir el tema de esquemas de compartición de secretos exponemos un ejemplot́ıpico que se presenta en [25]. Supongamos que un banco tiene una bóveda que necesita serabierta cada d́ıa. El banco cuenta con tres empleados, pero no conf́ıa a ninguno de ellos lacombinación que da acceso a la bóveda. Buscamos un método para repartir información dela combinación de manera que sólo si se reúnen al menos dos empleados del banco y juntansu información pueden conocer la combinación de acceso, pero si sólo un empleado intentaabrir la bóveda, no lo consiga.De manera general, consideremos una entidad p0, que puede ser una organización, unaempresa, un grupo o una sola persona, que tiene un secreto k , y un grupo P ajeno a laentidad. Esta entidad quiere otorgar información parcial del secreto a cada elemento de P demanera que únicamente ciertos subconjuntos de P puedan conocer el secreto k . Los distintosmétodos que podemos emplear para resolver este problema son los esquemas de compartición
de secretos. Para adentrarnos en este tema, damos la siguiente definición.
Definición 2.1 ([2]). Sean P un conjunto finito y Γ ⊆ P(P). Γ es una familia monótona
creciente si para todo A ∈ Γ y para todo B ∈ P(P) tal que A ⊆ B, se tiene que B ∈ Γ,es decir, si Γ es una familia cerrada bajo superconjuntos. Una estructura de acceso sobre Pes una familia monótona creciente no vaćıa Γ de subconjuntos de P . A los elementos de Γlos llamamos conjuntos autorizados y a los elementos de P(P) \ Γ los llamamos conjuntos no
autorizados.

43
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Sea Γ una estructura de acceso. Dado que Γ es una familia monótona creciente, unamanera efectiva de proporcionar a todos sus elementos, es mediante la familia de conjuntosautorizados minimales, la cual denotamos por Γ0 y a sus elementos se les llama bases de Γ.En este texto no emplearemos la palabra base para no causar confusión con el concepto debase de un matroide.

Ejemplo 2.2. Sean P = {a, b, c, d, e, f} y Γ = {{a, b}, {b, c}, {c, d}, {d, e}, {e, f}, {f , a},
{a, b, c}, {a, b, d}, {a, b, e}, {a, b, f}, {a, c, d}, {a, c, f}, {a, d, e}, {a, d, f}, {a, e, f},
{b, c, d}, {b, c, e}, {b, c, f}, {b, d, e}, {b, e, f}, {c, d, e}, {c, d, f}, {c, e, f}, {d, e, f},
{a, b, c, d}, {a, b, c, e}, {a, b, c, f}, {a, b, d, e}, {a, b, d, f}, {a, b, e, f}, {a, c, d, e},
{a, c, d, f}, {a, c, e, f}, {a, d, e, f}, {b, c, d, e}, {b, c, d, f}, {b, c, e, f}, {b, d, e, f},
{c, d, e, f}, {a, b, c, d, e}, {a, b, c, d, f}, {a, b, c, e, f}, {a, b, d, e, f}, {a, c, d, e, f},
{b, c, d, e, f}, {a, b, c, d, e, f}}. Como podemos ver, en este caso resulta muy tedioso propor-cionar la lista completa de los conjuntos autorizados de Γ. Podemos verificar que la familia deconjuntos autorizados minimales de Γ es Γ0 = {{a, b}, {b, c}, {c, d}, {d, e}, {e, f}, {f , a}},la cual es una manera más práctica de describir a la familia Γ.

En la siguiente definición veremos que siempre es posible construir una estructura deacceso a partir de una familia de conjuntos arbitraria no vaćıa.
Definición 2.3 ([9]). Sea P un conjunto y A una familia de subconjuntos de P no vaćıa.Definimos y denotamos la cerradura de A como

cl(A) = {A ⊆ P | ∃B ∈ A : B ⊆ A}.

Sea A ∈ cl(A) y C ⊆ P tal que A ⊆ C . Como A ∈ cl(A), entonces existe B ∈ A tal que
B ⊆ A ⊆ C , es decir, B ⊆ C , de donde C ∈ cl(A), aśı que cl(A) es una familia monótonacreciente no vaćıa de subconjuntos, por consiguiente cl(A) es la estructura de acceso máspequeña que contiene a A.
Ejemplo 2.4. Sea A = {{a, b}, {b, c}, {c, d}, {d, e}, {e, f}}. Por el Ejemplo 2.2 sabemosque cl(A) = Γ.

Sean p0 una entidad, P un conjunto finito tal que p0 /∈ P y Γ ⊆ P(P) una estructura deacceso. Un esquema de compartición de secretos con estructura de acceso Γ es un métodoque p0 puede usar para repartir información del secreto k en privado a cada elemento de
P de manera que un subconjunto de P puede conocer el secreto si y sólo si el subconjuntopertenece a Γ. A p0 lo llamamos el distribuidor y los elementos del conjunto P son los
participantes. El fragmento de un participante es la información que recibió por parte del
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distribuidor. Nos referimos a Γ como la estructura de acceso del esquema de comparticiónde secretos.Los esquemas de compartición de secretos se emplean normalmente cuando hay faltade confianza en una sola persona o cuando la responsabilidad de una sola persona debedelegarse a un grupo durante la ausencia de dicha persona [13]. La compartición de secretostambién puede verse como una posesión colectiva de un secreto por un conjunto de personasque tienen fragmentos de él [13].Decimos que el esquema de compartición de secretos es perfecto respecto a Γ si severifican las siguientes condiciones [9]:
(P1) Si los participantes de un subconjunto autorizado A reúnen sus fragmentos, entonceslos participantes de A pueden determinar el valor de k .
(P2) Si los participantes de un subconjunto no autorizado A reúnen sus fragmentos, entoncesellos no pueden obtener ninguna información sobre el valor de k , incluso con un númeroinfinito de recursos computacionales.
Un esquema de compartición de secretos es ideal si es perfecto y, además, el conjunto defragmentos coincide con el conjunto de secretos.Brickell y Davenport [8] presentan una casi-caracterización de esquemas de comparticiónde secretos ideales mediante matroides representables conexos. La información expuesta eneste caṕıtulo se basa principalmente en [8] y en [2].Como primer paso daremos definiciones más precisas, matemáticamente hablando, de losconceptos que ya introdujimos al inicio de este apartado.
2.2. Esquemas de compartición de secretos

Definición 2.5. Sean P = {p1, . . . , pn} un conjunto de participantes y p0 /∈ P un participanteespecial al que llamaremos distribuidor . Sean K un conjunto de secretos y S un conjunto defragmentos que el distribuidor p0 puede repartir a cada uno de los participantes del conjunto
P . Un esquema de distribución con conjunto de secretos K y conjunto de fragmentos S esuna matriz M con las siguientes caracteŕısticas:

i. tiene n + 1 columnas que se identifican con los n + 1 elementos de {p0, p1, . . . , pn}(en el mismo orden);
ii. las entradas de la columna p0 pertenecen a K y las entradas de las columnas corres-pondientes a los elementos de P se toman de S;
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iii. no existen filas repetidas y cada elemento de K aparece al menos una vez en la columna

p0;
iv. para cada k ∈ K existe una distribución de probabilidad Πk sobre las filas en las queaparece k en la columna correspondiente a p0.
Denotaremos el conjunto de vectores fila de M con F . Nos referiremos a la primeracolumna como la columna del distribuidor. Aunque no se mencione expĺıcitamente, de ahoraen adelante entenderemos que p0 /∈ P denota al distribuidor.Sea M un esquema de distribución. Denotamos con M(r, p) a la entrada de la fila r y lacolumna p de la matriz M . Definimos

s(p) = {M(r, p) : r ∈ F},

es decir, s(p) es el conjunto de entradas de la columna p y s(p0) = K. Si r es una fila tal que
M(r, p0) = k0 decimos que r corresponde al valor secreto k0. Sea A ⊆ P ∪ p0. Escribimos
M(r, A) para referirnos a la fila r de M restringida a las columnas indexadas por A y lollamamos el vector de fragmentos para A correspondiente a la fila r o simplemente vector de
fragmentos para A si no es necesario indicar la fila de la que se obtuvo.El inciso iv de la Definición 2.5 permite que exista cualquier distribución de probabilidadentre las filas que corresponden al mismo valor secreto. Sin embargo, nosotros trabajaremossólo con esquemas en los cuales para cada k ∈ K, Πk es la distribución uniforme. Cuando eldistribuidor quiere repartir un secreto α ∈ s(p0), elige una fila r de la matriz correspondienteal valor secreto α usando la distribución uniforme sobre todas las filas correspondientes almismo valor secreto α , y otorgando a cada p ∈ P la entrada M(r, p) como fragmento. Lamatriz M es de conocimiento público, pero la elección de r del distribuidor es privada.Consideremos un conjunto de participantes A ⊆ P . Cada participante a ∈ A recibiódel distribuidor un fragmento, que denotaremos por αa. Si los participantes de A reúnen suinformación, ellos sabrán que el distribuidor eligió una fila r en la que, para cada a ∈ A,
M(r, a) = αa. Sin embargo, un esquema de distribución aún no nos permite garantizar queen efecto los conjuntos seleccionados pueden conocer el secreto y que los conjuntos restantesno tienen acceso a él. Para ello necesitamos pedirle algunas condiciones más.
Definición 2.6. Sean P un conjunto de participantes, p0 /∈ P el distribuidor, Γ una estructurade acceso sobre P y M un esquema de distribución con conjunto de secretos K y conjunto defragmentos S. Decimos que M es un esquema de compartición de secretos débilmente perfecto
que materializa la estructura de acceso Γ si se verifican las siguientes dos condiciones:
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i. Regularidad. Si A ∈ Γ se cumple que:

∀r, r′ ∈ F : M(r, A) = M(r′, A) ⇒ M(r, p0) = M(r′, p0). (2.1)
ii. Privacidad débil. Para todo B /∈ Γ se verifica lo siguiente:

∀r ∈ F ∀α ∈ K ∃r′ ∈ F : M(r′, B) = M(r, B) ∧ M(r′, p0) = α. (2.2)
Si M es un esquema de compartición de secretos que materializa la estructura de accesoΓ sobre P , en ocasiones simplemente diremos que M es un esquema con estructura de accesoΓ y conjunto de participantes P . Un participante que no pertenece a ningún elemento de Γ0 lollamamos innecesario o redundante. Decimos que un esquema de compartición de secretos es

conexo y que su estructura de acceso es conexa si ningún participante p ∈ P es innecesario,es decir, si todo participante p ∈ P pertenece a algún elemento de Γ0.La condición de regularidad de la Definición 2.6 es la formalización de la propiedad (P1)que mencionamos en el apartado 2.1: si los elementos de un conjunto autorizado A reúnen susfragmentos, puede que encuentren varias filas que generan los mismos vectores de fragmentospara A, pero todas ellas corresponden al mismo valor secreto, aśı que existe certidumbre decuál es el valor del secreto que tiene el distribuidor.El requisito de privacidad débil de la Definición 2.6 corresponde a la propiedad (P2) eindica que si los miembros de un conjunto no autorizado B reúnen sus fragmentos, entoncespara toda fila r y para cada posible valor del secreto α existirá al menos una fila r′ quegenere el mismo vector de fragmentos para B que la fila r y tal que la fila r′ corresponda alvalor secreto α , lo cual implica que un conjunto no autorizado no conoce el valor secreto ytampoco puede descartar ningún valor de K como el valor que repartió p0.Existe otra propiedad que exige más que la condición de privacidad débil. Diremos que
M es un esquema de compartición de secretos que verifica la condición de privacidad fuerteo que es fuertemente perfecto si verifica (P1) y la siguiente propiedad:

(P2**) Si B /∈ Γ y f : B → S es cualquier función, entonces existe un entero no negativo
λ(f , B) tal que

λ(f , B) = |{r ∈ F : {(b, M(r, b)) : b ∈ B} = {(b, f (b)) : b ∈ B} y M(r, p0) = k}|

independiente del valor de k .Consideremos un conjunto no autorizado B, f una función que asigna a cada miembro de
B un fragmento de S y k ∈ K. Si el esquema de compartición de secretos es fuertementeperfecto, para la función f el número de filas que asignan a los elementos de B los mismosvalores que f y que al participante especial p0 le asignan el valor k , es el mismo para todos
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los elementos de K, a diferencia del caso de los esquemas débilmente perfectos, en los cualessabemos que todos los elementos de K son posibles, pero el número de filas que coincidenen A ∪ p0 no necesariamente es el mismo para cada cada valor posible de k .Observemos que la clase de los esquemas débilmente perfectos contiene a la clase delos esquemas fuertemente perfectos. Aśı que los resultados que se establecen para esquemasdébilmente perfectos también son válidos para esquemas fuertemente perfectos. En el Ejemplo2.7 probaremos que la condición de débilmente perfecto no implica la de fuertemente perfecto.
Ejemplo 2.7 ([9, Ejemplo 1.1]). Sea P = {a, b}. La matriz M es un esquema de comparticiónde secretos con estructura de acceso Γ = {{a, b}}, conjunto de secretos K = {0, 1} yconjunto de fragmentos S = {0, 1, 2}:

M =



p0 a b

r1 0 0 1
r2 0 0 2
r3 0 1 1
r4 0 2 0
r5 1 0 0
r6 1 1 0
r7 1 2 2
r8 1 2 1


El conjunto {a} no es autorizado. Supongamos que el fragmento que recibió a por parte de
p0 es 0. Las filas que corresponden a este fragmento son r1, r2, r5; en las primeras dos elvalor del secreto es 0 y en r5 es 1, aśı que a no puede determinar cuál es el valor secretoque repartió p0. Sin embargo, cuando b comparte su fragmento es posible conocer el secreto;si b recibió como fragmento 1 o 2, entonces el valor secreto es 0 y si b tiene como fragmentoa 0, entonces el valor secreto es 1. Podemos continuar este análisis y concluir que M esdébilmente perfecto. Además, tenemos que

|{r ∈ F : (a, M(r, a)) = (a, 0) y M(r, p0) = 0}| = |{r1, r2}| = 2,
|{r ∈ F : (a, M(r, a)) = (a, 0) y M(r, p0) = 1}| = |{r5}| = 1.Como los valores anteriores no coinciden entonces M no es un esquema fuertemente perfecto.

Ejemplo 2.8 ([9, Ejemplo 3.1]). Sean P = {a, b, c, d, e, f}, Γ0 = {{a, b}, {b, c}, {c, d}, {d, e},
{e, f}, {f , a}}, Γ = cl(Γ0), K = {0, 1} y S = {0, 1, 2}. La siguiente matriz M es un esquema
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de compartición de secretos con estructura de acceso Γ.

M =



p0 a b c d e f

r1 0 0 0 1 1 2 2
r2 0 0 0 2 2 1 1
r3 0 1 1 2 2 0 0
r4 0 1 1 0 0 2 2
r5 0 2 2 0 0 1 1
r6 0 2 2 1 1 0 0
r7 1 0 1 1 2 2 0
r8 1 0 2 2 1 1 0
r9 1 1 2 2 0 0 1
r10 1 1 0 0 2 2 1
r11 1 2 0 0 1 1 2
r12 1 2 1 1 0 0 2


Hemos indicado que {a, b} es un conjunto autorizado. Observamos que las parejas de filas
{r1, r2}, {r3, r4} y {r5, r6} otorgan los mismos fragmentos a a y a b y, en efecto, cadauna de dichas parejas coinciden en el valor de p0. Por otro lado, el conjunto {a, c} es unconjunto no autorizado. Si denotamos con sa y sc los fragmentos correspondientes a a ya c, respectivamente, entonces para cada vector de fragmentos (sa, sc) existe exactamenteuna fila r tal que M(r, {a, c}) = (sa, sc) y M(r, p0) = 0 y exactamente una fila t donde
M(t, {a, c}) = (sa, sc) y M(t, p0) = 1. Aśı que, empleando la notación de la propiedad (P2**),tenemos que

λ(f , {a, c}) = |{r ∈ F : {(a, M(r, a)), (c, M(r, c))} = {(a, f (a)), (c, f (c))} y M(r, p0) = k}|,

y λ(f , {a, c}) = 1, independientemente del valor de k , si existe un vector de fragmentos(sa, sc) en M tal que (f (a), f (c)) = (sa, sc) (como es el caso de la función f (a) = 0, f (c) = 1),y λ(f , {a, c}) = 0 en caso contrario (como ocurre para la función f (a) = 0, f (c) = 0), y puedecomprobarse que lo mismo ocurre para todos los conjuntos no autorizados. Concluimos que
M es un esquema de compartición de secretos fuertemente perfecto.

En lo sucesivo cuando hagamos referencia a un esquema perfecto estaremos hablando deun esquema débilmente perfecto.Las primeras construcciones de esquemas perfectos fueron dadas por Blakley [4] y Shamir[23]. En el siguiente ejemplo comentaremos brevemente el esquema de Shamir.
Ejemplo 2.9 ([2, Ejemplo 2.4]). Sean P = {p1, . . . , pn} y t y n dos números naturales tales
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que t ≤ n. Definimos la estructura de acceso

Γt,n = {A ⊆ P : |A| ≥ t}.

Elegimos un número primo q > n y definimos un esquema de compartición de secretos conconjunto de secretos Fq como sigue. Para repartir un secreto k ∈ Fq, el distribuidor eligede manera aleatoria, empleando la distribución uniforme, un polinomio Q de grado menor oigual a t − 1 sobre Fq tal que Q(0) = k . El distribuidor otorga a cada participante pi ∈ Pel fragmento Q(i). Si los elementos de un conjunto autorizado A reúnen sus fragmentos,entonces tendrán un número mayor o igual a t puntos distintos del polinomio Q de grado
t − 1, y por el Teorema de Interpolación de Lagrange para campos finitos los elementos de
A pueden determinar Q y calcular k = Q(0). Si B es un conjunto no autorizado, entonceslos elementos de B tendŕıan un número de fragmentos menor a t , aśı que para todo k ∈ Fqexiste el mismo número de polinomios que pasan por los fragmentos de los participantes de
B y el punto (0, k ). Por lo tanto, B no tiene información sobre el secreto. Dado que para cada
k ∈ Fq existen qt−1 polinomios de grado a lo más t − 1 sobre Fq con término independiente
k = Q(0), entonces en este esquema, para cada k ∈ Fq existen qt−1 filas correspondientesal valor secreto k . Por lo tanto, la matriz M tiene qt filas, y cada una de estas filas es de laforma (k, Q(1), Q(2), . . . , Q(n)).

La estructura de acceso Γt,n del Ejemplo 2.9 se llama (t, n)-estructura de acceso umbralo estructura de acceso umbral t de n.Ito, Saito y Nishizeki [16] fueron los primeros en trabajar con esquemas de comparticiónde secretos con estructuras de acceso más generales, no solamente las umbrales. Demostraronque para toda familia monótona creciente Γ existe un esquema de compartición de secretosperfecto con estructura de acceso Γ. Esta prueba es, además, constructiva. Benaloh y Leichter[3] describieron una manera más eficiente de materializar estructuras de acceso. El problemacon estas dos construcciones es que la mayoŕıa de los esquemas generados requieren frag-mentos de tamaño exponencial y, como veremos más adelante, queremos obtener esquemaspara los cuales los fragmentos tengan el menor tamaño posible. Por ello estamos interesadosen la construcción de esquemas mediante otros métodos de manera que se optimice el tamañode los fragmentos.Para finalizar este apartado, introducimos algunos términos más, y principalmente esta-blecemos el significado de diversos śımbolos que nos facilitarán expresar ciertos conceptosen las secciones posteriores.Consideremos un esquema de compartición de secretos M con estructura de acceso Γ y
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conjunto de participantes P . La Definición 2.10 es muy similar a la condición de privacidaddébil, pero nótese que para esta definición el conjunto A puede o no ser autorizado y el punto
b, que en la condición de privacidad débil únicamente pod́ıa ser igual a p0, en la Definición2.10 puede ser cualquier participante que no pertenece a A.
Definición 2.10 ([8]). Sea A ⊆ P ∪p0 y b ∈ (P \A)∪p0. Decimos que A no tiene información
sobre b, lo cual denotamos por A ̸→ b, si

∀r ∈ F ∀α ∈ S ∃r′ ∈ F : M(r′, A) = M(r, A) ∧ M(r′, b) = α. (2.3)
En otro caso decimos que A tiene alguna información sobre b, y lo denotamos por A → b.Entonces A → b si

∃r ∈ F ∃α ∈ S ∀t ∈ F : M(r, A) = M(t, A) ⇒ M(t, b) ̸= α.

En (2.3), si b = p0 el conjunto de fragmentos S lo interpretamos como el conjunto desecretos K.
Definición 2.11 ([8]). Sea A ⊆ P ∪ p0 y b ∈ P ∪ p0. Decimos que A conoce a b, lo cualdenotamos por A =⇒ b, si

∀r, r′ ∈ F : M(r, A) = M(r′, A) ⇒ M(r, b) = M(r′, b),
es decir, si a todas las filas que generan el mismo vector de fragmentos para A les correspondeel mismo valor para b. Si A no conoce a b escribimos A ̸=⇒ b.

Por la Definición 2.11, podemos describir la estructura de acceso de M como
Γ = {A ⊆ P : A =⇒ p0},

y por la Definición 2.10 podemos interpretar un esquema perfecto como aquél en el que paratodo A ⊆ P , A → p0 implica que A =⇒ p0, es decir, si un conjunto sabe algo acerca delsecreto k entonces sabe el valor de k .Generalizamos la noción de conocer a un participante a la de conocer a un conjunto departicipantes como explicamos a continuación.
Definición 2.12. Sean A, B ⊆ P ∪ p0. Decimos que A conoce a B si y sólo si

∀r, r′ ∈ F : M(r, A) = M(r′, A) ⇒ M(r, B) = M(r′, B),
lo cual denotamos por A =⇒ B.

El Lema 2.13 es un resultado inmediato de la Definición 2.12. Nos dice que la propiedadde conocer a un conjunto es transitiva.
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Lema 2.13. Sean A, B, C ⊆ P ∪ p0. Si A =⇒ B y B =⇒ C, entonces A =⇒ C.

Demostración.Sean r, r′ ∈ F tales que M(r, A) = M(r′, A). Como A =⇒ B, entonces M(r, B) = M(r′, B)y dado que B =⇒ C tenemos que M(r, C ) = M(r′, C ). Concluimos que A =⇒ C .
2.3. Esquemas de compartición de secretos ideales

Karnin, Greene y Hellman [17] demostraron que en un esquema de compartición de se-cretos M la cardinalidad del conjunto de fragmentos es mayor o igual que la cardinalidaddel conjunto de secretos. En la práctica, la situación “ideal” se presenta cuando el tamañode los fragmentos es el más pequeño posible, ya que eso significa que el distribuidor noha tenido que repartir una gran cantidad de información a los participantes. El primero enintroducir el concepto de estructura de acceso ideal fue Brickell en [7]. Nosotros presentamosa continuación una definición alternativa.
Definición 2.14 ([2]). Sea M un esquema de compartición de secretos perfecto con conjuntode participantes P , conjunto de secretos K y conjunto de fragmentos S. Decimos que M es
ideal si para todo p ∈ P , s(p) = S = K. Una estructura de acceso Γ es k-ideal si existeun esquema de compartición de secretos ideal que materializa dicha estructura con conjuntode secretos K de cardinalidad k . Una estructura de acceso es ideal si es k-ideal para algún
k ≥ 2.Sea M un esquema de compartición de secretos ideal con conjunto de secretos y frag-mentos K. Con frecuencia diremos simplemente que M es un esquema ideal. Dado que M esen particular un esquema de distribución ya sab́ıamos que cada elemento de K aparece almenos una vez en la columna correspondiente al distribuidor p0, y por la condición de idealahora sabemos también que cada elemento de K aparece al menos una vez en cada columnade la matriz M .
Definición 2.15. Sea M un esquema de compartición de secretos ideal con conjunto departicipantes P y A ⊆ P . Decimos que A es un conjunto redundante si existe y ∈ A tal que
A \ y =⇒ y. Denotaremos a la familia de conjuntos redundantes respecto a M por R(M).La palabra redundante fue elegida ad hoc, ya que podemos decir que en un conjuntoredundante existen participantes superfluos, pues los elementos restantes pueden conocerel fragmento que el distribuidor p0 les hab́ıa repartido a cada uno de ellos. En este puntoempezamos a notar cierta relación de dependencia en los conjuntos, lo cual es crucial paraestablecer la conexión con matroides.
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2.4. Esquemas de compartición de secretos ideales conexos

Consideremos un esquema de compartición de secretos conexo ideal M con conjunto departicipantes P y conjunto de secretos y fragmentos S. Sean q = |S| y A ⊆ P ∪ p0. Sea ∼Ala relación definida en F por
r ∼A r′ ⇔ M(r, A) = M(r′, A).

Claramente ∼A es una relación de equivalencia, y por lo tanto, induce una partición sobre
F . Sea A un conjunto completo de representantes respecto de ∼A. Definimos el conjunto

s(A) = {M(r, A) : r ∈ A},

es decir, s(A) es el conjunto de vectores de fragmentos para A. Definimos
#A = |s(A)|.

#A es el número de clases de equivalencia en F/ ∼A y el número de vectores de fragmentosdistintos para A. Notemos que para todo A ⊆ P ∪ p0 siempre se verifica que
#A ≤ q|A|. (2.4)

Además, si A ⊆ B, entonces #A ≤ #B, ya que pueden existir filas que sean iguales alrestringirlas a los participantes de A, pero que sean distintas en alguna de las columnascorrespondientes a los participantes de B \ A. Es importante tener presentes estas observa-ciones ya que las emplearemos frecuentemente en las demostraciones de los resultados delpresente caṕıtulo.El siguiente lema nos dice que si un conjunto A conoce a un participante p, entonces elnúmero de vectores de fragmentos para A ∪ p no cambia respecto al número de vectores defragmentos para A, y que, más aún, el rećıproco también se verifica: si el número de vectoresde fragmentos para un conjunto A ∪ p es igual que el número de vectores de fragmentos para
A, entonces el conjunto A conoce a p.
Lema 2.16 ([8, Lema 1]). Sea M un esquema de compartición de secretos ideal conexo M
con conjunto de participantes P. Sea A ⊆ P ∪ p0 y p ∈ P ∪ p0. Si A =⇒ p, entonces#(A ∪ p) = #A, y rećıprocamente, si #(A ∪ p) = #A, entonces A =⇒ p.

Demostración.Sea φ : s(A) → s(A ∪ p) definida por φ(M(r, A)) = M(r, A ∪ p). La función φ estábien definida ya que, aunque pueden existir varias filas que restringidas a los elementos de
A sean iguales, al considerarlas como elementos de s(A) estamos fijando un representantede cada clase de equivalencia. Sean r, t ∈ A tales que φ(M(r, A)) = φ(M(t, A)), entonces
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M(r, A ∪ p) = M(t, A ∪ p), en particular M(r, A) = M(t, A). Por lo tanto, φ es una funcióninyectiva. Ahora, sea M(t, A ∪ p) ∈ s(A ∪ p). Puede que t /∈ A, pero existe r ∈ A tal que[t]∼A = [r]∼A , o equivalentemente, M(t, A) = M(r, A). Como A =⇒ p, entonces M(t, p) =
M(r, p), en resumen, M(t, A∪p) = M(r, A∪p) = φ(M(r, A)), y por lo tanto, φ es sobreyectiva.Concluimos que φ es una biyección y por lo tanto, |s(A)| = |s(A∪p)|, es decir, #A = #(A∪p).Ahora supongamos que A ̸=⇒ p, entonces existen dos filas r, t tales que [r]∼A = [t]∼A yque M(r, p) ̸= M(t, p), entonces #(A ∪ p) > #A. Por lo tanto, si #(A ∪ p) = #A, entonces
A =⇒ p.

El Lema 2.17 asegura que si A no es un conjunto autorizado pero A ∪ p śı lo es, entoncesel conjunto A ∪ p0 conoce al participante p.
Lema 2.17 ([8, Lema 2]). Sea M un esquema de compartición de secretos ideal conexo M
con conjunto de participantes P y conjunto de secretos y fragmentos S. Sea A ⊆ P y p ∈ P.
Si A ̸=⇒ p0 y A ∪ p =⇒ p0, entonces A ∪ p0 =⇒ p.

Demostración.
M es un esquema de compartición de secretos ideal, en particular, M es perfecto, aśı que,si A ̸=⇒ p0, entonces A ̸→ p0, es decir, que

∀r ∈ F ∀α ∈ S ∃t ∈ F : M(r, A) = M(t, A) ∧ M(t, p0) = α. (2.5)
Dado que A ∪ p =⇒ p0, entonces

∀r, t ∈ F : M(r, A ∪ p) = M(t, A ∪ p) ⇒ M(r, p0) = M(t, p0). (2.6)
Para demostrar que A ∪ p0 =⇒ p es necesario verificar que

∀r, t ∈ F : M(r, A ∪ p0) = M(t, A ∪ p0) ⇒ M(r, p) = M(t, p).
Aśı pues, sean t1, t2 ∈ F tales que M(t1, A ∪ p0) = M(t2, A ∪ p0). Definimos

S∗ = {α ∈ S | ∃r ∈ F : [r]∼A = [t1]∼A ∧ M(r, p) = α}. (2.7)
Si definimos α0 = M(t1, p), entonces claramente α0 ∈ S∗, por lo que S∗ ̸= ∅. Sea φ : S∗ → Sdefinida por φ(α) = M(r, p0), donde r es una de las filas que existen por (2.7). Veamos que φestá bien definida. Sea α ∈ S∗. Por (2.7) existe al menos una fila r tal que M(r, A) = M(t1, A)y M(r, p) = α . Supongamos que existe otra fila t tal que M(t, A) = M(t1, A) y M(t, p) = α ,entonces M(r, A∪p) = M(t, A∪p), luego, por (2.6), M(t, p0) = M(r, p0). Aśı que la imagen de
α bajo φ está bien definida. Sea γ ∈ S. Por (2.5) existe una fila r tal que M(r, A) = M(t1, A)y M(r, p0) = γ . Sea α = M(r, p). Claramente γ = φ(α). Concluimos que φ es sobreyectiva,de donde |S| ≤ |S∗|, y dado que por definición S∗ ⊆ S, concluimos que S∗ = S. Como
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φ es una función sobreyectiva de un conjunto finito en él mismo, sabemos que φ tambiénes inyectiva. Ahora, como t1 y t2 son tales que M(t1, A ∪ p0) = M(t2, A ∪ p0) entonces
M(t1, A) = M(t2, A) y M(t1, p0) = M(t2, p0). Notemos que M(t1, p), M(t2, p) ∈ S∗, y dado que
φ es inyectiva tenemos que M(t1, p) = M(t2, p), ya que estas últimas son las preimágenesbajo φ de M(t1, p0) y M(t2, p0), respectivamente. De aqúı que A ∪ p0 =⇒ p.

Sea M un esquema de compartición de secretos ideal conexo con conjunto de participantes
P y conjunto de secretos y fragmentos S, y sean q = |S|, A ⊆ P ∪ p0. Hasta el momento nohemos establecido algún resultado que nos permita hallar el número #A, pero nos ocuparemosde ello a continuación: veremos que #A siempre es una potencia de q. La demostración deeste resultado es extensa, aśı que la realizaremos por casos dependiendo de la naturalezadel conjunto. Durante esta sección también se hará más evidente la importancia y utilidadque tiene la condición de ideal de nuestro esquema de compartición de secretos M .
Lema 2.18 ([8, Lema 3]). Sea M un esquema de compartición de secretos ideal conexo con
conjunto de participantes P y conjunto de secretos y fragmentos S y sea q = |S|. Sea A ⊆ P
y p ∈ P. Si A ̸=⇒ p0 y A ∪ p =⇒ p0, entonces #(A ∪ p) = q(#A).
Demostración.Sea r una fila de M . Como A ̸=⇒ p0 y M es perfecto, entonces A ̸→ p0, de maneraque para dicha fila r y para todo α ∈ S, existe una fila rα tal que M(rα , A) = M(r, A) y
M(rα , p0) = α . Para β ∈ S existe una fila rβ tal que M(rβ , A) = M(r, A) y M(rβ , p0) = β .Si M(rα , p) = M(rβ , p), entonces M(rα , A ∪ p) = M(rβ , A ∪ p), y dado que A ∪ p =⇒ p0 estoimplica que M(rα , p0) = M(rβ , p0), es decir, α = β . Tenemos, pues, que siempre que tomamosvalores distintos para α, β ∈ S, obtenemos distintos fragmentos para el participante p en lasfilas rα y rβ . Concluimos que para toda fila r y para todo α ∈ S existe una fila rα tal que
M(rα , A) = M(r, A) y M(rα , p) = α , y dado que |S| = q, entonces #(A ∪ p) = q(#A).

Anteriormente mencionamos que para cualquier conjunto A se verifica la desigualdad#A ≤ q|A|. El siguiente lema afirma que si A es un conjunto autorizado minimal, entonces laigualdad se verifica.
Lema 2.19 ([8, Lema 4]). Sea M un esquema de compartición de secretos ideal conexo con
conjunto de participantes P y conjunto de secretos y fragmentos S y sea q = |S|. Si A ∈ Γ0,
entonces #A = q|A|.

Demostración.Sea A = {x1 . . . , xk} ∈ Γ0. Supongamos que existe un multiconjunto ∆ = {α1, . . . , αk} ⊆
S tal que ninguna fila r verifica que M(r, xi) = αi, para cada i ∈ [k ]. Sea j ∈ [k − 1]
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el mayor entero tal que existe un subconjunto {x (1), . . . , x (j)} ⊆ A, existe un multiconjunto
{α (1), . . . , α (j)} ⊆ ∆ y existe una fila r tal que M(r, {x (1), . . . , x (j)}) = (α (1), . . . , α (j)). Co-mo M es ideal, todos los elementos de S aparecen en la columna de x (1), por lo que, enefecto, j ≥ 1. Sean x ∈ A \ {x (1), . . . x (j)} y α ∈ ∆ \ {α (1), . . . , α (j)}. Sea t ∈ F tal que
M(t, {x (1), . . . , x (j)}) = M(r, {x (1), . . . , x (j)}). Si M(t, x) = α , t seŕıa una fila que restringida alconjunto {x (1), . . . , x (j), x} de j+1 elementos es igual a una (j+1)-ada de elementos de ∆, pero
j es el mayor entero que verifica esto. Aśı que M(t, x) ̸= α , de aqúı que {x (1), . . . , x (j)} → x .Por lo tanto, A \ x → p0, y como M es perfecto, tenemos que A \ x =⇒ p0, lo cual con-tradice que A ∈ Γ0. Entonces para cualquier arreglo (α1, . . . , αk ) ∈ Sk que consideremospodemos encontrar una fila r de M tal que M(r, A) = (α1, . . . , αk ), de donde obtenemos que#A = qk = q|A|.

En el siguiente resultado veremos que si un conjunto A no es autorizado, entonces no severificará la igualdad de la conclusión del Lema 2.19, sin embargo, śı se verifica que #A esuna potencia de q.
Lema 2.20 ([8, Lema 5]). Sea M un esquema de compartición de secretos ideal conexo con
conjunto de participantes P y conjunto de secretos y fragmentos S y sea q = |S|. Si A es un
subconjunto de P no vaćıo tal que A ̸=⇒ p0, entonces #A = qn, para algún n ∈ N.

Demostración.Supongamos que existe algún conjunto no autorizado no vaćıo que no satisface la con-clusión del lema, entonces podemos elegir un conjunto A tal que A ̸=⇒ p0 y #A no es unapotencia de q y que es minimal en este sentido. Sea k = |A| y sea a ∈ A. Como M es conexo,existe Ca ∈ Γ0 tal que a ∈ Ca, y dado que Ca = (Ca ∩ A) ∪ (Ca \ A) ⊆ A ∪ (Ca \ A), entonces
A ∪ (Ca \ A) contiene un conjunto autorizado, luego A ∪ (Ca \ A) =⇒ p0. Además, puesto que
a ∈ Ca ∩ A, tenemos que Ca \ A ⊊ Ca y como Ca es un conjunto autorizado minimal entonces
Ca \ A ̸=⇒ p0. Sea B ⊆ Ca \ A ⊆ P \ A minimal tal que A ∪ B =⇒ p0 y para todo b ∈ B,(A∪B)\b ̸=⇒ p0. Como B ⊆ Ca \A y Ca \A ̸=⇒ p0, entonces B ̸=⇒ p0. Si #(A∪B) = q|A∪B|,dado que A y B son disjuntos, esto obliga a que #A = q|A|, lo cual contradice lo supuesto, ycomo sabemos que #(A ∪ B) ≤ q|A∪B|, entonces debe ocurrir que #(A ∪ B) < q|A∪B|.Demostraremos a continuación que, para todo a ∈ A, #(A \ a) = q|A|−1. Sea n ∈ N talque

qn < #A < qn+1. (2.8)
Sea a ∈ A. Como A es un conjunto no autorizado tal que #A no es una potencia de qy es minimal con esta propiedad, entonces si B es un subconjunto propio de A, #B esuna potencia de q. En particular, para todo a ∈ A, #(A \ a) es una potencia de q. Si



CAPÍTULO 2. ESQUEMAS DE COMPARTICIÓN DE SECRETOS Y MATROIDES 57
#(A \ a) < qn entonces #(A \ a) ≤ qn−1, de donde #A ≤ qn, lo cual no ocurre, entonces#(A \ a) ≥ qn, y como qn ≤ #(A \ a) ≤ #A < qn+1, concluimos que #(A \ a) = qn. Sabemosque qn = #(A \ a) ≤ q|A\a| = qk−1, entonces n ≤ k − 1. Dado que para todo subconjuntopropio B de A, #B es una potencia de q, si suponemos que n < k − 1, entonces existe
j ∈ [k − 2], y existen a1, . . . , aj , aj+1 ∈ A tales que #({a1, . . . , aj}) = #({a1, . . . , aj , aj+1}),aśı que #(A \ aj+1) = #A, pero eso contradice la minimalidad de A. Aśı que, n = k − 1, esdecir, para cada a ∈ A, #(A \ a) = qk−1 = q|A|−1. (2.9)

Veamos que para todo a ∈ A, #(A ∪ B \ a) = q|A∪B|−1. Sea B = {b1, . . . , bl}. Porel Lema 2.18, para todo i ∈ [l], #(A ∪ B) = q(#(A ∪ B \ bi)), aśı que, para cada j ∈ [l],#((A \ a)∪ {b1, . . . , bj}) = q(#((A \ a)∪ {b1, . . . , bj−1})). Esto muestra que, para todo a ∈ A,
A ∪ B \ a → a (dado que #(A ∪ B) < q|A∪B|), por lo que A ∪ B \ a → p0 y, en consecuencia,

A ∪ B \ a =⇒ p0, (2.10)
de aqúı que

A ∪ B /∈ Γ0. (2.11)
Ahora veamos que #(A∪B) = q|A∪B|−1. Sea C ∈ Γ0 tal que B ⊆ C ⊆ A∪B (este conjunto

C existe ya que A∪B =⇒ p0 y B ⊆ A∪B). Si A∩C = ∅, entonces C = B, lo cual contradiceque B ̸=⇒ p0, entonces A ∩ C ̸= ∅ y podemos elegir a ∈ A ∩ C . Como C ∈ Γ0, ocurre que
C \ a ̸=⇒ p0, y por (2.10), A ∪ B \ a =⇒ p0. Si A ⊆ C , entonces A ∪ B ⊆ C , y por la elecciónde C tenemos que A ∪ B = C , pero esto no puede ocurrir ya que por (2.11), A ∪ B /∈ Γ0 y
C ∈ Γ0. Aśı que A ̸⊆ C y por lo tanto, A \ C ̸= ∅, digamos A \ C = {a(1), . . . , a(m)}. Como
C ⊊ A ∪ C , entonces A ∪ C ∈ Γ \ Γ0, de manera que existe j ∈ {0, 1, . . . , m − 1} tal que
C \ a ∪ {a(1), . . . , a(j)} ≠⇒ p0 y C \ a ∪ {a(1), . . . , a(j), a(j+1)} =⇒ p0. Por el Lema 2.17,

C \ a ∪ {a(1), . . . , a(j), p0} =⇒ a(j+1). (2.12)
Sean r y t dos filas de M tales que M(r, A ∪ B \ a(j+1)) = M(t, A ∪ B \ a(j+1)), entonces enparticular, M(r, C \ a ∪ {a(1), . . . , a(j)}) = M(t, C \ a ∪ {a(1), . . . , a(j)}) y además, por (2.10)
A ∪ B \ a(j+1) =⇒ p0, luego tenemos que M(r, p0) = M(t, p0), en resumen, M(r, C \ a ∪
{a(1), . . . , a(j), p0}) = M(t, C \ a ∪ {a(1), . . . , a(j), p0}), y por (2.12), M(r, a(j+1)) = M(t, a(j+1)).Con esto hemos verificado que (A ∪ B) \ a(j+1) =⇒ a(j+1), aśı que empleando el Lema 2.16 yla igualdad #(A ∪ B \ a(j+1)) = q|A∪B|−1 recién probada, tenemos que

#(A ∪ B) = #(A ∪ B \ a(j+1)) = q|A∪B|−1. (2.13)
Por (2.9) tenemos que, para todo a ∈ A, q|A|−1 = #(A \ a) < #A y por (2.13) se verifica
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que #(A ∪ B) = q|A∪B|−1, aśı que existe j ∈ [l − 1], tal que #(A ∪ {b1, . . . , bj , bj+1}) <
q(#(A ∪ {b1, . . . , bj})). Aśı que A ∪ {b1, . . . , bj} → bj+1, y, por lo tanto, A ∪ B \ bj+1 → p0,de donde A ∪ B \ bj+1 =⇒ p0, pero esto contradice la minimalidad de B. Concluimos que si
A /∈ Γ, entonces existe n ∈ N tal que #A = qn.

Hasta ahora hemos probado que si A es un conjunto autorizado minimal o si A es unconjunto no autorizado, entonces en efecto #A es una potencia de q. Para incluir a todos losconjuntos en un resultado general resta probar esta afirmación para los conjuntos autorizadosque no son minimales. De esto nos ocupamos en el siguiente lema.
Lema 2.21 ([8, Lema 6]). Sea M un esquema de compartición de secretos ideal conexo con
conjunto de participantes P y conjunto de secretos y fragmentos S y sea q = |S|. Si A ⊆ P∪p0
es tal que A =⇒ p0, entonces existe n ∈ N tal que #A = qn.

Demostración.Supongamos que existe algún subconjunto de P ∪ p0 que no satisface la conclusión dellema. Sea A un conjunto autorizado con la propiedad de que #A no es una potencia de q y
A es minimal con esta propiedad. Sea B ⊆ A tal que B ∈ Γ0 y sea b ∈ B. Si A \ b =⇒ p0,entonces existe C ⊆ A \ b tal que C ∈ Γ0. Dado que B \ b ̸=⇒ p0 y B = (B \ b) ∪ b =⇒ p0,por el Lema 2.17 sabemos que (B \ b) ∪ p0 =⇒ b. Sean r y t dos filas de M tales que
M(r, C ∪ (B \ b)) = M(t, C ∪ (B \ b)), en particular, M(r, C ) = M(t, C ) y como C =⇒ p0,ocurre que M(r, p0) = M(t, p0), de aqúı que M(r, (B \ b) ∪ p0) = M(t, (B \ b) ∪ p0) y ya que(B \ b) ∪ p0 =⇒ b, tenemos que M(r, b) = M(t, b), aśı que C ∪ (B \ b) =⇒ b y dado que
C ∪ (B \ b) ⊆ A \ b, entonces A \ b =⇒ b, por lo que #A = #(A \ b), lo cual contradice laminimalidad de A. Entonces A \ b ̸=⇒ p0 y por el Lema 2.20 #(A \ b) es una potencia de q,además, dado que A =⇒ p0, por el Lema 2.18 tenemos que #A = q#(A\b), de modo que #Aes una potencia de q, lo cual es una contradicción. Entonces si A es un conjunto autorizado,#A es una potencia de q.

Podemos resumir las conclusiones obtenidas en los Lemas 2.19, 2.20 y 2.21 en el siguienteteorema.
Teorema 2.22 ([8, Proposición 1]). Sea M un esquema de compartición de secretos ideal
conexo con conjunto de participantes P y conjunto de secretos y fragmentos S y sea q = |S|.
Para todo A ⊆ P ∪ p0, #A es una potencia de q.

Por definición, en un esquema perfecto si un conjunto A tiene alguna información acercadel distribuidor p0 entonces conoce a p0. El siguiente teorema afirma que lo mismo ocurre si
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p0 es reemplazado por cualquier participante b y su demostración se basa fuertemente en elTeorema 2.22.
Teorema 2.23 ([8, Teorema 3]). Sea M un esquema de compartición de secretos ideal conexo
con conjunto de participantes P y conjunto de secretos y fragmentos S y sea q = |S|. Si
A ⊆ P ∪ p0 y b ∈ P ∪ p0 son tales que A → b, entonces A =⇒ b.

Demostración.Sea A un conjunto completo de representantes respecto de la relación ∼A y p ∈ P ∪ p0.Tenemos que #(A ∪ p) = q(#A) si y sólo si para cada r ∈ A y para cada α ∈ S, existeuna fila t tal que [t]∼A = [r]∼A y M(t, p) = α . Como en este caso A → b, entonces existe unafila r y existe β ∈ S tal que para toda fila t , si M(r, A) = M(t, A), entonces M(t, b) ̸= β ,aśı que en este caso #(A ∪ b) < q(#A). Por el Teorema 2.22, existen n, m ∈ N tales que#A = qn y #(A ∪ b) = qm, y dado que A ⊆ A ∪ b tenemos que n ≤ m. Por lo anterior,
qm = #(A∪b) < q(#A) = q·qn = qn+1, de donde m < n+1, en resumen, n ≤ m < n+1, dedonde m = n, y por lo tanto, #(A∪b) = #A, y por el Lema 2.16 concluimos que A =⇒ b.

Para finalizar esta serie de resultados de conteo que nos permiten conocer el número#A para un conjunto A, hallaremos este número para un conjunto que no contiene conjuntosredundantes.
Lema 2.24. Sea M un esquema de compartición de secretos ideal conexo con conjunto de
participantes P y conjunto de secretos y fragmentos S y sea q = |S|. Si A ⊆ P ∪ p0 es tal
que para todo B ⊆ A y para todo a ∈ B, (B \ a) ̸=⇒ a, entonces #A = q|A|.

Demostración.Sea A = {a1, . . . , ak}. Como M es ideal tenemos que s(a1) = S, entonces #{a1} = q.Dado que {a1, a2}\a2 ̸=⇒ a2, entonces por el Teorema 2.23 tenemos que {a1, a2}\a2 ̸→ a2,lo cual implica que para toda fila r y para todo α ∈ S existe una fila t tal que M(r, a1) =
M(t, a1) y M(t, a2) = α , de aqúı que #{a1, a2} = q2. Se verifica que {a1, a2, a3}\a3 ̸=⇒ a3,entonces por el Teorema 2.23 y siguiendo un razonamiento similar al anterior obtenemos que#{a1, a2, a3} = q3. Continuando de esta forma obtenemos que #A = #{a1, . . . , ak} = qk =
q|A|.
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2.5. Una casi-caracterización de esquemas ideales conexos

mediante matroides

Con los resultados establecidos en las secciones anteriores estamos listos para construirun matroide a partir de un esquema de compartición de secretos ideal conexo.
Teorema 2.25 ([8, Teorema 1]). Sea M un esquema de compartición de secretos ideal conexo
con conjunto de participantes P y conjunto de secretos y fragmentos S. Entonces la familia
de conjuntos redundantes respecto a M, R(M), es la familia de conjuntos dependientes de
un matroide M sobre P ∪ p0.
Demostración.Sea q = |S| y sea ρ : P(P ∪ p0) → N ∪ {0} una función definida de la siguienteforma: ρ(∅) = 0 y para todo A ⊆ P ∪ p0 no vaćıo, ρ(A) = logq(#A). Por el Teorema 2.22, ρes una función de valor entero no negativa que satisface la propiedad (r1*). Probaremos acontinuación que ρ satisface las propiedades (r2*) y (r3*). Para A ⊆ P ∪ p0 y p ∈ P ∪ p0 severifica que #A ≤ #(A ∪ p) ≤ q(#A), de donde, logq(#A) ≤ logq(#(A ∪ p)) ≤ logq(q(#A)) =logq(#A) + 1, aśı que, ρ(A) ≤ ρ(A ∪ p) ≤ ρ(A) + 1, entonces se cumple (r2*). Ahora, sean
x, y ∈ (P ∪p0)\A tales que ρ(A) = ρ(A∪x) = ρ(A∪y), es decir, logq(#A) = logq(#(A∪x)) =logq(#(A ∪ y)), o, equivalentemente, #A = #(A ∪ x) = #(A ∪ y). Por el Lema 2.16, A =⇒ x y
A =⇒ y, de aqúı que A∪x =⇒ y y nuevamente por el Lema 2.16 tenemos que #(A∪{x, y}) =#(A ∪ x) = #A en resumen, #(A ∪ {x, y}) = #A, y, por lo tanto, ρ(A ∪ {x, y}) = ρ(A), conlo cual demostramos que se verifica (r3*). Entonces por el Teorema 1.14 existe un matroide
M sobre P ∪ p0 que tiene a ρ como su función rango, es decir, rank = ρ, y cuyos conjuntosindependientes son los conjuntos A ⊆ P ∪ p0 tales que rank(A) = |A|. Por la propiedad (r1)sabemos que para todo A ⊆ P ∪ p0, 0 ≤ rank(A) ≤ |A|, entonces A ⊆ P ∪ p0 es dependienteen M si y sólo si rank(A) < |A|, es decir, si y sólo si logq(#A) < |A|, o equivalentemente,#A < q|A|. Por el Lema 2.24, si #A < q|A| entonces A contiene algún conjunto redundante,digamos B. Aśı que existe a ∈ B tal que B \ a =⇒ a, más aún, A \ a =⇒ a, de donde
A ∈ R(M). Ahora, si A ∈ R(M), entonces existe a ∈ A tal que A \ a =⇒ a, por el Lema 2.16se cumple que #A = #(A \ a), y como #(A \ a) ≤ q|A\a|, obtenemos que #A < q|A|. Aśı queun conjunto A es dependiente si y sólo si A es un conjunto redundante. Hemos verificado que
R(M) es la familia de conjuntos dependientes del matroide M.

Al matroide M = (P ∪ p0, rank) que obtenemos por el Teorema 2.25 a partir del esquemade compartición de secretos ideal conexo M lo llamamos el matroide apropiado para el
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esquema M , y decimos que el esquema M es inducido por el matroide M, y si Γ es laestructura de acceso del esquema M , también decimos que Γ es inducida por el matroide M.El siguiente resultado plantea la manera en la cual podemos conocer el número de vectoresde fragmentos para un conjunto A ⊆ P ∪ p0 dado su valor bajo la función rango del matroideapropiado M. Su demostración es inmediata a partir de la definición de la función rango de
M, pero lo enunciamos como corolario ya que lo mencionaremos a menudo a lo largo deltexto.
Corolario 2.26 ([2, Lema 2.17]). Sea M un esquema de compartición de secretos ideal conexo
con conjunto de participantes P y conjunto de secretos y fragmentos S, con q = |S|. Sea
M = (P ∪ p0, rank) su matroide apropiado conexo. Entonces para todo A ⊆ P ∪ p0,#A = qrank(A).

Por el Teorema 2.25 sabemos que los conjuntos dependientes del matroide apropiado Mson los conjuntos redundantes del esquema M , aśı que todo conjunto dependiente tiene unelemento superfluo, aunque no necesariamente sabemos cuál elemento es. Para el caso delos circuitos esta propiedad es más fuerte. El Corolario 2.27 establece que ningún elementode un circuito es imprescindible, en el sentido de que podemos eliminar cualquier elementodel circuito y los elementos restantes pueden conocer el fragmento otorgado al participanteeliminado.
Corolario 2.27. Sea M un esquema de compartición de secretos ideal conexo con conjunto
de participantes P, conjunto de secretos y fragmentos S, con q = |S|, y sea M = (P ∪ p0, C)
su matroide apropiado. Si C ∈ C, entonces para todo x ∈ C se verifica que C \ x =⇒ x.

Demostración.Como C es un circuito, por el Teorema 1.18 se cumple que rank(C ) = |C | − 1 y paracada x ∈ C tenemos que rank(C \ x) = |C | − 1. Por el Corolario 2.26 se verifica que#C = qrank(C ) = q|C |−1 y #(C \ x) = qrank(C\x) = q|C |−1, por lo que #C = #(C \ x), y por elLema 2.16 concluimos que C \ x =⇒ x .
Gracias al Corolario 2.27 podemos dar una versión más completa del Teorema 2.25: resultaque el matroide apropiado del Teorema 2.25 tiene, además, la propiedad de ser conexo.

Teorema 2.28 ([8, Teorema 1]). Sea M un esquema de compartición de secretos ideal conexo
con conjunto de participantes P y conjunto de secretos y fragmentos S. Entonces la familia
de conjuntos redundantes respecto a M, R(M), es la familia de conjuntos dependientes de
un matroide conexo M sobre P ∪ p0.
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Demostración.Sólo falta demostrar que M es conexo. Como M es conexo, para cada p ∈ P existe unconjunto Ap ∈ Γ0 tal que p ∈ Ap, aśı que Ap =⇒ p0, de modo que Ap ∪ p0 es un conjuntodependiente y por lo tanto contiene a un circuito, digamos Bp. Si p0 /∈ Bp, entonces Bp ⊆ Apy por ser Bp un conjunto dependiente, es decir, un conjunto redundante, existe a ∈ Bp ⊆ Aptal que Bp \ a =⇒ a, más aún, Ap \ a =⇒ a, entonces Ap \ a =⇒ p0, lo cual contradiceque Ap ∈ Γ0. Entonces p0 ∈ Bp, y por el Corolario 2.27 sabemos que Bp \ p0 =⇒ p0, dedonde Bp \ p0 ∈ Γ. Claramente Bp \ p0 ⊆ Ap y si suponemos que Bp \ p0 ⊊ Ap entonces
Ap tendŕıa como subconjunto propio al conjunto autorizado Bp \ p0, lo cual contradice que
Ap es un conjunto autorizado minimal, entonces ocurre que Bp \ p0 = Ap, o equivalentemente
Bp = Ap ∪ p0, y como p ∈ Ap, concluimos que Bp es un circuito al que pertenecen p y p0.Por lo tanto, para todo p ∈ P existe un circuito de M que contiene a p y p0. Sean x y ydos puntos distintos de P ∪ p0: si x o y son iguales a p0, por lo anterior, existe un circuitoal que pertenecen x y y; si x y y son elementos de P , entonces existen dos circuitos Cx,p0y Cy,p0 tales que x, p0 ∈ Cx,p0 y y, p0 ∈ Cy,p0 , luego, por el Teorema 1.11 existe un circuito
Cx,y tal que x, y ∈ Cx,y, de donde M es un matroide conexo, con lo cual queda demostradoel teorema.

En este momento nos preguntamos si podemos formular el rećıproco del Teorema 2.28, esdecir, si podemos afirmar que a partir de un matroide conexo podemos construir un esquemade compartición de secretos ideal conexo. La respuesta es que śı, parcialmente. Necesita-mos agregar la condición de que el matroide sea representable sobre un campo finito paragarantizar el resultado anhelado. Además, haremos uso del siguiente resultado de álgebralineal.
Teorema 2.29 ([8]). Sean V un espacio vectorial, A ⊆ V y v ∈ V . El vector v es una
combinación lineal de los vectores en A si y sólo si todo vector u ∈ V que satisface que
para todo a ∈ A, u · a = 0 también satisface que u · v = 0, donde · representa el producto
escalar en V .

Teorema 2.30 ([8, Teorema 2]). Sea M = (E, I) un matroide conexo representable sobre un
campo finito F, y sea v0 ∈ E. Entonces existe un esquema de compartición de secretos ideal
conexo M tal que S = F, p0 = v0, P = E \v0 y R(M) es la familia de conjuntos dependientes
de M.

Demostración.Sean n = |E| y k = rank(M). Como M es representable sobre el campo finito F,entonces existe una matriz G con entradas en F tal que M ∼= M[G], donde G es una matriz
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con columnas etiquetadas por los elementos de [n] y de rango k . Sin pérdida de generalidadsupongamos que G tiene k filas y sea φ : E → [n] el isomorfismo entre M y M[G]. Porejemplo, por [14, Ejemplo 1.10] sabemos que una F2-representación para el matroide de Fano
F7 que tiene rango 3 es la siguiente matriz:

GF7 =


1 2 3 4 5 6 71 0 0 1 1 1 00 1 0 1 1 0 10 0 1 1 0 1 1


y en este caso el isomorfismo φ está dado por φ(a) = 1, φ(b) = 2, . . . , φ(g) = 7. Definimosun esquema de compartición de secretos M en el que P = E \ v0, p0 = v0, S = F, y elconjunto de etiquetas de las filas de M es Fk . Para cada fila etiquetada con z ∈ Fk y paracada p ∈ P ∪ p0, definimos
M(z, p) = z · [φ(p)]t (2.14)

donde [φ(p)]t es el vector columna con etiqueta φ(p) traspuesto y · indica el producto punto.Para el matroide de Fano fijemos p0 = a, en este caso tomaremos S = F2, el conjunto de lasetiquetas del esquema MF7 es F32 y siguiendo la definición de las entradas de la matriz MF7dada por (2.14), tenemos que

MF7 =



p0=a b c d e f g

(0,0,0) (0, 0, 0) · (1, 0, 0) (0, 0, 0) · (0, 1, 0) . . . . . . . . . . . . (0, 0, 0) · (0, 1, 1)
(0,0,1) (0, 0, 1) · (1, 0, 0) (0, 0, 1) · (0, 1, 0) . . . . . . . . . . . . (0, 0, 1) · (0, 1, 1)
(0,1,0) (0, 1, 0) · (1, 0, 0) (0, 1, 0) · (0, 1, 0) . . . . . . . . . . . . (0, 1, 0) · (0, 1, 1)
(0,1,1) (0, 1, 1) · (1, 0, 0) (0, 1, 1) · (0, 1, 0) . . . . . . . . . . . . (0, 1, 1) · (0, 1, 1)
(1,0,0) (1, 0, 0) · (1, 0, 0) (1, 0, 0) · (0, 1, 0) . . . . . . . . . . . . (1, 0, 0) · (0, 1, 1)
(1,0,1) (1, 0, 1) · (1, 0, 0) (1, 0, 1) · (0, 1, 0) . . . . . . . . . . . . (1, 0, 1) · (0, 1, 1)
(1,1,0) (1, 1, 0) · (1, 0, 0) (1, 1, 0) · (0, 1, 0) . . . . . . . . . . . . (1, 1, 0) · (0, 1, 1)
(1,1,1) (1, 1, 1) · (1, 0, 0) (1, 1, 1) · (0, 1, 0) . . . . . . . . . . . . (1, 1, 1) · (0, 1, 1)


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=



p0=a b c d e f g

(0,0,0) 0 0 0 0 0 0 0
(0,0,1) 0 0 1 1 0 1 1
(0,1,0) 0 1 0 1 1 0 1
(0,1,1) 0 1 1 0 1 1 0
(1,0,0) 1 0 0 1 1 1 0
(1,0,1) 1 0 1 0 1 0 1
(1,1,0) 1 1 0 0 0 1 1
(1,1,1) 1 1 1 1 0 0 0


Veamos que M es perfecto. Si A ⊆ P = E \ v0 es tal que A ̸=⇒ p0, entonces existendos filas con etiquetas z1, z2 ∈ Fk tales que M(z1, A) = M(z2, A) y M(z1, p0) ̸= M(z2, p0),entonces por (2.14) esto es equivalente a

z1 · [φ(p0)]t ̸= z2 · [φ(p0)]t y ∀a ∈ A : z1 · [φ(a)]t = z2 · [φ(a)]t. (2.15)
Sea z ∈ Fk . Por (2.15), para todo a ∈ A y para todo α ∈ F tenemos que(z + αz1 − αz2) · [φ(a)]t = z · [φ(a)]t + αz1 · [φ(a)]t − αz2 · [φ(a)]t= z · [φ(a)]t + α [z1 · [φ(a)]t − z2 · [φ(a)]t ] = z · [φ(a)]t (2.16)
Sea β ∈ F. Por (2.15), z1 · [φ(p0)]t − z2 · [φ(p0)]t ̸= 0, aśı que podemos definir α =

β − z · [φ(p0)]t
z1 · [φ(p0)]t − z2 · [φ(p0)]t ∈ F, por lo que

αz1 · [φ(p0)]t − αz2 · [φ(p0)]t = β − z · [φ(p0)]t,o equivalentemente
β = (z + αz1 − αz2) · [φ(p0)]t. (2.17)

Sea z′ = z + αz1 − αz2. La igualdad (2.16) la podemos reescribir como que para todo
a ∈ A, z′ · [φ(a)]t = z · [φ(a)]t , es decir, que para todo a ∈ A, M(z′, a) = M(z, a), entonces
M(z′, A) = M(z, A) y por (2.17), M(z′, p0) = z′ · [φ(p0)]t = β , aśı que, por definición, A ̸→ p0.Por lo tanto, M es perfecto.Para demostrar que M es ideal, sea v ∈ E y sea [φ(v )]t = (v1, . . . , vk ). Como M es conexo,dados cualesquiera dos puntos del matroide x y y, existe un circuito Cx,y tal que x, y ∈ Cx,y.Por ser un conjunto dependiente, todos los subconjuntos propios de Cx,y son independientes,en particular, todos los subconjuntos singulares de Cx,y son independientes. Entonces {v}es un conjunto independiente, por lo que [φ(v )]t ̸= (0, . . . , 0), aśı que existe i ∈ [k ] tal que
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vi ̸= 0. Para cada α ∈ F definimos

zα = (ρ1, . . . , ρk ),donde ρj = 0 si j ∈ [k ] \ i y ρi = αv−1
i , entonces α = zα · [φ(v )]t = M(zα , v ). Aśı que, paracada participante v ∈ E y para cada α ∈ F existe una fila zα de M tal que M(zα , v ) = α ,aśı que F ⊆ s(v ), y como la otra desigualdad siempre se cumple concluimos que s(v ) = F.Por consiguiente, M es ideal.A continuación probaremos que R(M) es la familia de conjuntos dependientes de M. Sea

A ⊆ P .
A ∈ R(M) ⇔ A es un conjunto redundante de M
⇔ ∃b ∈ A : A \ b =⇒ b
⇔ ∀z1, z2 ∈ Fk : M(z1, A \ b) = M(z2, A \ b) =⇒ M(z1, b) = M(z2, b)
⇔ ∀z1, z2 ∈ Fk : si ∀a ∈ A \ b, M(z1, a) = M(z2, a), entonces M(z1, b) = M(z2, b)
⇔ ∀z1, z2 ∈ Fk : si ∀a ∈ A \ b, z1 · [φ(a)]t = z2 · [φ(a)]t, entonces z1 · [φ(b)]t = z2 · [φ(b)]t
⇔ ∀z1, z2 ∈ Fk : si ∀a ∈ A \ b, (z1 − z2) · [φ(a)]t = 0, entonces (z1 − z2) · [φ(b)]t = 0
⇔ ∀u ∈ Fk : si ∀a ∈ A \ b, u · [φ(a)]t = 0, entonces u · [φ(b)]t = 0
⇔ [φ(b)]t es una combinación lineal de los vectores en {[φ(a)]t : a ∈ A \ b} (Teorema 2.29)
⇔ El conjunto {[φ(a)]t : a ∈ A \ b} ∪ {[φ(b)]t} es linealmente dependiente
⇔ El conjunto {[φ(a)]t : a ∈ A} es linealmente dependiente
⇔ El conjunto A es dependiente en M (la función φ preserva la independencia)

En resumen A es un conjunto redundante en M si y sólo si A es un conjunto dependiente en
M, es decir, la familia R(M) es la familia de conjuntos dependientes de M.Para probar que M es conexo sea p ∈ P . Como M es un matroide conexo entonces paralos puntos p, p0 ∈ V existe un circuito Cp,p0 de M tal que p, p0 ∈ Cp,p0 . Por el Corolario 2.27tenemos que Cp,p0 \p0 =⇒ p0, de donde Cp,p0 \p0 es un conjunto autorizado al que pertenece
p y si suponemos que Cp,p0 \p0 no es minimal, entonces existe un conjunto autorizado minimal
A tal que A ⊆ Cp,p0 \p0, aśı que A =⇒ p0, de donde A∪p0 ⊆ Cp,p0 es un conjunto redundantede M , o equivalentemente, A ∪ p0 es un conjunto dependiente contenido en Cp,p0 , y dado que
Cp,p0 es un circuito, debe ocurrir que A ∪ p0 = Cp,p0 , de donde Cp,p0 \ p0 = A es un conjuntoautorizado minimal al que pertenece p. Concluimos que M es un esquema de comparticiónde secretos conexo.

De la demostración de conexidad en los Teoremas 2.28 y 2.30 concluimos que si cons-truimos un matroide conexo M a partir de un esquema de compartición de secretos ideal
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conexo M , o si construimos un esquema de compartición de secretos ideal conexo M a partirde un matroide conexo representable sobre un campo finito, M, en ambos casos la relaciónentre los conjuntos autorizados minimales de la estructura de acceso Γ de M y los circuitosdel matroide M es la siguiente:

A ∈ Γ0 si y sólo si A ∪ p0 ∈ C, (2.18)
es decir, A es un conjunto autorizado minimal si y sólo si A ∪ p0 es un circuito de M. Lasestructuras de acceso que se definen de esta forma se estudian con un poco más de detalleen el Caṕıtulo 3.En este punto queremos comentar que Brickell y Davenport establecieron el Teorema2.30 para un matroide M representable sobre un campo cercano derecho R (right nearfield ),el cual es una estructura algebraica que satisface todos los axiomas de campo excepto,posiblemente, la ley distributiva por la izquierda (cf. [24]). Sin embargo, Simonis y Ashikhmin[24] demostraron que la prueba dada por Brickell y Davenport es errónea ya que en un puntode su prueba emplearon una propiedad que no necesariamente se verifica si en la estructuraalgebraica no se cumple la propiedad distributiva por la izquierda. Por esta razón nosotrosenunciamos este teorema considerando matroides representables sobre campos finitos, en loscuales śı se verifica el resultado.A la conjunción de los Teoremas 2.28 y 2.30 es a lo que nos referimos con una casi-caracterización de esquemas de compartición de secretos ideales mediante matroides conexos.El Teorema 2.28 afirma que una condición necesaria para que un esquema conexo sea ideales que sea inducido por un matroide conexo, mientras que el Teorema 2.30 nos dice queuna condición suficiente para que un esquema conexo sea ideal es que sea inducido porun matroide conexo representable sobre un campo finito. Es natural que en este momentosurja la pregunta de si la casi-caracterización puede ser una caracterización, es decir, si lacondición necesaria es suficiente o si la condición suficiente es necesaria. En el Caṕıtulo 3nos ocuparemos principalmente de dar respuesta a cada una de estas cuestiones.



Caṕıtulo 3

Estructuras de acceso y matroides

En el Caṕıtulo 2 abordamos el tema de estructuras de acceso teniendo como referenciaa los esquemas de compartición de secretos. Sin embargo, el estudio de algunas estructurasde acceso puede realizarse de manera independiente, como lo haremos en la Sección 3.1 conlas estructuras de acceso definidas como en (2.18), lo cual nos permite conocer mejor suspropiedades.Brickell y Davenport [8] demostraron que si una estructura de acceso es ideal enton-ces es inducida por un matroide (Teorema 2.28). Aśı que una condición necesaria para queuna estructura de acceso sea ideal es que sea inducida por un matroide. Sin embargo, es-ta condición no es suficiente, pues existen estructuras de acceso no ideales inducidas pormatroides. El primero en dar un ejemplo de esta situación fue Seymour [22]: demostró queninguna de las estructuras de acceso inducidas por el matroide de Vamos es ideal. Tambiénvimos en el Caṕıtulo 2 que una condición suficiente para que una estructura de acceso seaideal es que sea inducida por un matroide representable sobre un campo finito (Teorema2.30), y nos preguntamos si esta condición es necesaria, es decir, que si un estructura deacceso es ideal entonces su matroide apropiado es representable sobre algún campo finito.La respuesta es no. Como veremos más adelante, una estructura de acceso inducida por elmatroide de non-Pappus es ideal y sin embargo, por el Teorema 1.31, el matroide de Pappusno es representable sobre ningún campo. En este caṕıtulo estudiaremos estas afirmaciones.

67
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3.1. Estructuras de acceso inducidas por matroides

Definición 3.1 ([18]). Sean M = (E, C) un matroide y p0 ∈ E . El puerto del matroide M en
el punto p0 es la familia de subconjuntos de P = E \ p0 denotada y definida por

Mp0 = {A ⊆ P : A ∪ p0 ∈ C}.

Entonces los elementos del puerto del matroide Mp0 son los conjuntos independientesde M que no contienen a p0, pero que al agregarles p0 se convierten en circuitos de M.Sea M = (E, rank) un matroide y p0 ∈ E . Definimos sobre el conjunto P = E \ p0 lasiguiente familia: Γp0(M) = {A ⊆ P : rank(A ∪ p0) = rank(A)}. (3.1)
Veamos que Γp0(M) es una familia monótona creciente. Basta probar que si A ∈ Γp0(M),entonces todo B ⊆ P tal que A ⊆ B y |B| = |A| + 1 verifica que B ∈ Γp0(M). Sea
A ∈ Γp0(M), entonces rank(A ∪ p0) = rank(A). Consideremos B ⊆ P tal que A ⊆ B y sea
x ∈ P tal que B = A ∪ x . Por (r2*) tenemos que rank(B) = rank(A) o rank(B) = rank(A) + 1.Si rank(B) = rank(A), entonces rank(A ∪ x) = rank(B) = rank(A) = rank(A ∪ p0), y por (r3*)tenemos que rank(A ∪ {x, p0}) = rank(A), es decir, rank(B ∪ {p0}) = rank(A) = rank(B). Sirank(B) = rank(A)+1, por (r2*) tenemos que rank(B ∪p0) = rank(A∪x ∪p0) = rank((A∪p0)∪
x) ≤ rank(A ∪ p0) + 1 = rank(A) + 1 = rank(B), es decir, rank(B ∪ p0) ≤ rank(B), y por (r2*)ocurre que rank(B) ≤ rank(B ∪ p0), por lo cual rank(B ∪ p0) = rank(B). Como en cualquiercaso obtenemos que rank(B ∪ p0) = rank(B), concluimos que B ∈ Γp0(M), entonces Γp0(M)es una familia monótona creciente y, por lo tanto, es una estructura de acceso. Ahora tienesentido presentar la siguiente definición.
Definición 3.2 ([2, 18]). Sea M = (E, rank) un matroide y p0 ∈ E . La estructura de acceso
inducida por M con respecto a p0 es la estructura de acceso sobre P = E \ p0 denotada ydefinida por Γp0(M) = {A ⊆ P : rank(A ∪ p0) = rank(A)}.

A p0 lo pensamos como el distribuidor de un esquema que tiene a Γp0(M) como su estructurade acceso. Decimos que una estructura de acceso Γ es inducida por M si se obtiene fijandoalgún elemento de M como el distribuidor, y en este caso decimos que M es un matroide
apropiado para Γ.

Aunque pareciera que los conceptos que acabamos de definir son muy ajenos a los quetrabajamos en los caṕıtulos anteriores, esto no es aśı. El siguiente ejemplo nos muestra queuna estructura de acceso umbral puede construirse a partir de un matroide uniforme.



CAPÍTULO 3. ESTRUCTURAS DE ACCESO Y MATROIDES 69
Ejemplo 3.3 ([2, Ejemplo 2.20]). Sea M el matroide uniforme Uk,n+1 sobre el conjunto E , p0 ∈
E y P = E \ p0. Por el Ejemplo 1.17 sabemos que para todo A ⊆ P , rank(A) = mı́n{k, |A|}y rank(A ∪ p0) = mı́n{k, |A ∪ p0|} = mı́n{k, |A| + 1}, aśı que,Γp0(M) = {A ⊆ P : rank(A ∪ p0) = rank(A)}= {A ⊆ P : mı́n{k, |A| + 1} = mı́n{k, |A|}}.Sea A ⊆ P tal que mı́n{k, |A| + 1} = mı́n{k, |A|}. No puede ocurrir que mı́n{k, |A| + 1} =
|A| + 1, pues como mı́n{k, |A| + 1} = mı́n{k, |A|}, tendŕıamos que mı́n{k, |A|} = |A| + 1, locual es falso. Si suponemos que mı́n{k, |A|} = |A|, dado que mı́n{k, |A| + 1} = mı́n{k, |A|}tenemos que mı́n{k, |A| + 1} = |A|, por lo que debe ocurrir que k = |A|. Finalmente, simı́n{k, |A| + 1} = k = mı́n{k, |A|} obtenemos que |A| ≥ k . Concluimos que |A| ≥ k .Ahora, si A ⊆ P es tal que |A| ≥ k , entonces mı́n{k, |A| + 1} = k = mı́n{k, |A|}, por loque A ∈ Γp0(M). En resumen, hemos demostrado que Γp0(M) = {A ⊆ P : |A| ≥ k}, oequivalentemente, Γp0(M) es la estructura de acceso umbral Γk,n. Por lo tanto, el matroideuniforme Uk,n+1 es el matroide apropiado para la estructura de acceso umbral Γk,n y Γk,n esinducida por el matroide uniforme Uk,n+1.El siguiente teorema muestra una importante relación entre las familias de conjuntos queacabamos de definir: la familia de conjuntos autorizados minimales de la estructura de accesoΓp0(M) es el puerto del matroide M en el punto p0.
Teorema 3.4 ([18]). Sean M = (E, rank) un matroide, p0 ∈ E y P = E \ p0. Se cumple que

mı́n Γp0(M) = Mp0,
donde mı́n Γp0(M) denota la familia de conjuntos autorizados minimales de Γp0(M).
Demostración.Sea A ⊆ P tal que A ∪ p0 ∈ C. Por el Teorema 1.18 tenemos que rank(A ∪ p0) = rank(A),de aqúı que A ∈ Γp0(M). Sea B ⊊ A, entonces B ∪ p0 ⊊ A ∪ p0, y dado que A ∪ p0 esun circuito, entonces B y B ∪ p0 son conjuntos independientes, por lo que rank(B ∪ p0) =
|B ∪ p0| = |B| + 1 = rank(B) + 1, aśı que B /∈ Γp0(M). Por lo tanto, A ∈ mı́n Γp0(M). Ahora,sea A ⊆ P un conjunto autorizado minimal de Γp0(M). Dado que A ∈ Γp0(M), entoncesrank(A ∪ p0) = rank(A) ≤ |A| < |A ∪ p0|, de aqúı que A ∪ p0 es un conjunto dependiente.Si A es dependiente, entonces existe un subconjunto propio independiente B ⊊ A tal querank(A) = rank(B) = |B|, por lo que rank(B ∪ p0) ≤ rank(A ∪ p0) = rank(A) = rank(B), ydado que por (r2*), rank(B) ≤ rank(B ∪ p0), concluimos que rank(B ∪ p0) = rank(B), por lotanto, B ∈ Γp0(M), lo cual contradice que A es un conjunto autorizado minimal. Entonces Aes un conjunto independiente, y como A ∪ p0 es dependiente entonces contiene un circuito
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C . Si p0 /∈ C , entonces C ⊆ A, lo cual es falso ya que A es independiente, aśı que p0 ∈ C ,entonces existe un subconjunto B ⊆ A tal que C = B ∪ p0 y por el Teorema 1.18, tenemosque rank(B ∪ p0) = rank(B), por lo que B ∈ Γp0(M), y como A es un conjunto autorizadominimal de Γp0(M), concluimos que A = B, y por lo tanto, A ∪ p0 es un circuito de M. Aśıque mı́n Γp0(M) = Mp0 .Por (2.18) sabemos que las estructuras de acceso de los esquemas de compartición desecretos de los Teoremas 2.28 y 2.30 son estructuras de acceso inducidas por un matroiderespecto a un participante especial p0.Por el Teorema 3.4, la estructura de acceso Γp0(M) puede ser descrita de manera alter-nativa a (3.1) de la siguiente forma:

Γp0(M) = {A ⊆ P | ∃C ∈ C : p0 ∈ C ∧ C \ p0 ⊆ A}.

Por un abuso de lenguaje a las estructuras de acceso de la forma Γp0(M) se les llamatambién puertos de matroide. En este texto no las llamaremos de esta forma ya que conside-ramos que puede causar confusión: el puerto del matroide Mp0 sólo es la familia de conjuntosautorizados minimales de la estructura de acceso Γp0(M), por lo que los conjuntos Mp0 yΓp0(M) no necesariamente son iguales.Ahora nos cuestionamos si existen ejemplos de estructuras de acceso diferentes que seobtienen a partir del mismo matroide pero fijando un punto distinto. El siguiente ejemplo nosdice que justamente este es el caso para el matroide de Vamos.
Ejemplo 3.5 ([2, Definición 4.2]). Existen dos estructuras de acceso no isomorfas inducidas porel matroide de Vamos V; una de ellas se obtiene al establecer 1, 2, 7 u 8 como el distribuidor,y la otra se obtiene al elegir a 3, 4, 5 o 6 como el distribuidor. Estudiemos la estructura
V8 = Γ8(V), que se obtiene fijando a 8 como el distribuidor. En esta estructura de acceso unconjunto de participantes es un conjunto autorizado minimal si este conjunto junto con 8 esun circuito en V. A continuación mencionamos algunos ejemplos de conjuntos autorizados yde conjuntos no autorizados en V8.

i. Los conjuntos {3, 4, 7}, {5, 6, 7}, {1, 2, 4, 5}, {1, 4, 5, 6} y {2, 4, 6, 7} son conjuntosautorizados minimales, ya que al agregarles el elemento 8 obtenemos los circuitos
{3, 4, 7, 8}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 4, 5, 8}, {1, 4, 5, 6, 8} y {2, 4, 6, 7, 8}, respectivamente. Elconjunto {1, 3, 4, 6, 7} es autorizado, ya que contiene al conjunto {1, 3, 4, 6} que alagregarle el elemento 8 se convierte en un circuito, pero no es minimal ya que dichacontención es propia.
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ii. Los circuitos en el matroide de Vamos V tienen cardinalidad mayor o igual a 4, aśıque los conjuntos autorizados en V8 tienen cardinalidad mayor o igual a 3, de maneraque los conjuntos de cardinalidad 1 o 2 no son autorizados. Los conjuntos {1, 2, 3},

{4, 5, 6} y {1, 2, 5}, no son autorizados, pues al agregar el elemento 8 a cada unode estos conjuntos obtenemos los conjuntos {1, 2, 3, 8}, {4, 5, 6, 8} y {1, 2, 5, 8}, loscuales no contienen ningún circuito. El conjunto {1, 2, 3, 4} no es autorizado ya que elúnico circuito que contiene el conjunto {1, 2, 3, 4, 8} es {1, 2, 3, 4}, pero este circuitono contiene a 8. Algo similar ocurre para los conjuntos {1, 2, 5, 6} y {3, 4, 5, 6}.
En la Definición 3.2 hablamos de un matroide apropiado para una estructura de acceso,en caso de existir, pero hasta el momento no podemos garantizar que este matroide seaúnico. Veremos a continuación que esto es aśı cuando la estructura de acceso es conexa. Paraprobar este resultado emplearemos el siguiente lema, que nos dice que hablar de estructurasde acceso conexas es equivalente a hablar de matroides apropiados conexos, en caso de queestos existan.

Lema 3.6 ([2]). Sea P un conjunto finito y sea Γ una estructura de acceso sobre P que
tiene un matroide apropiado M. Γ es una estructura de acceso conexa si y sólo si M es un
matroide conexo.

Demostración.Sea M = (E, C) un matroide apropiado para Γ y p0 ∈ E tal que E = P∪p0 y Γ = Γp0(M).Supongamos que Γ es conexa, entonces para todo p ∈ P existe Ap ∈ mı́n Γp0(M) = Mp0 talque p ∈ Ap. Entonces para todo p ∈ P existe un circuito que lo contiene, a saber, Ap ∪p0 ∈ C.Sea Cp,p0 = Ap ∪ p0, entonces p, p0 ∈ Cp,p0 . Sean x y y dos puntos distintos de E . Si x = p0,entonces x, y ∈ Cy,p0 y si y = p0, entonces x, y ∈ Cx,p0 . Supongamos que x ̸= p0 ̸= y.Entonces x, p0 ∈ Cx,p0 y y, p0 ∈ Cy,p0 , luego, por el Teorema 1.11 existe un circuito Cx,y talque x, y ∈ Cx,y, de donde concluimos que M es un matroide conexo. Supongamos ahoraque M es conexo, entonces para todo x ∈ P existe un circuito Cx,p0 tal que x, p0 ∈ Cx,p0 ,entonces Cx,p0 \ p0 ∈ Mp0 = mı́n Γp0(M), por lo que Γ es conexa.
Teorema 3.7 ([2]). Sea P un conjunto finito y sea Γ una estructura de acceso sobre P, conexa.
Si existe un matroide apropiado para Γ, éste es único.

Demostración.Sea M = (E, C) un matroide apropiado para Γ, entonces existe p0 ∈ E tal que E = P∪p0y Γ = Γp0(M). Sea Cp0 la familia de circuitos de C que contiene a p0. Los elementos de
Cp0 son los elementos del puerto de matroide Mp0 agregándoles el elemento p0, aśı que
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por el Teorema 3.4, los elementos de Cp0 están determinados por los conjuntos autorizadosminimales de Γ. Dado que Γ es conexa, por el Lema 3.6 el matroide M es conexo, aśı que porel Teorema 1.32, los circuitos de M que no contienen a p0, es decir, los elementos de C \ Cp0 ,son construidos por aquellos que śı lo contienen, en otras palabras, están determinados porel puerto de matroide Mp0 , luego, por el Teorema 3.4, los elementos de C \ Cp0 se obtienena partir de los conjuntos autorizados minimales de Γ. En resumen, todos los circuitos de Mestán determinados de manera única por los conjuntos autorizados minimales de Γ. Por lotanto, M es único.

Aśı que las nociones de estructura de acceso inducida por un matroide y matroide apro-piado para una estructura de acceso definidos en esta sección y las definidas en el Caṕıtulo2 son las mismas ya que el matroide a partir del cual se definen es único, sólo que en estasección hemos abordado una manera diferente de definir la estructura de acceso.
3.2. Estructura de acceso no ideal inducida por un matroide

El objetivo de esta sección es mostrar que la condición necesaria dada por Brickell yDavenport (Teorema 2.28) no es suficiente, es decir, que existe una estructura de accesoconexa que tiene un matroide apropiado, pero que no es ideal. Presentaremos una estructuracon estas caracteŕısticas que fue dada por Seymour [22]. Para comenzar, enlistamos en laDefinición 3.8 los conceptos de teoŕıa de gráficas que requerimos para desarrollar dichaprueba.
Definición 3.8 ([22]). Sea G una gráfica y X ⊆ V (G).

Decimos que X es un conjunto estable si ningún par de elementos de X está conectadopor una arista.
Un triángulo de G es un ciclo de longitud 3.
Sean k ≥ 1 y V1, V2, V3 tres conjuntos de vértices, cada uno de cardinalidad k ydisjuntos dos a dos. Denotamos con Kk,k,k a la gráfica con conjunto de vértices V1 ∪
V2 ∪V3 donde todo vértice de Vi es adyacente a todo vértice de Vj , para i, j ∈ [3], i ̸= j .Llamamos a Kk,k,k gráfica completa tripartita.
Un camino simple inducido es una sucesión de vértices distintos de G tal que cada parde vértices consecutivos en la sucesión están conectados por una arista en G y cadapar de vértices no consecutivos no están conectados por ninguna arista en G .
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A los conjuntos estables de G también se les llama independientes, pero no empleare-mos esta denominación para evitar confusiones con el concepto de conjunto independienteproveniente de la teoŕıa de matroides.

Lema 3.9 ([22, Lema 2.1]). Sean G una gráfica y {V1, V2, V3} una partición de V (G), donde
cada Vi es estable y de cardinalidad k2, con k ∈ N. Supongamos que para i, j ∈ [3], i ̸= j ,
todo vértice en Vi tiene a lo más k vecinos en Vj . Supongamos también que G tiene un
número mayor o igual a k4 triángulos. Entonces cada componente conexa de G es isomorfa
a Kk,k,k .

Demostración.Para comprender mejor la prueba, explicaremos algunos puntos empleando la gráfica G0de la Figura 3.1, la cual cumple con las hipótesis del lema para k = 2. En G0, cada vérticeen Vi tiene exactamente dos vecinos en Vj , con i, j ∈ [3], i ̸= j , y G tiene exactamente k4triángulos, que son los siguientes:(a, e, i, a), (a, e, k, a), (a, i, h, a), (a, k, h, a), (b, f , j, b), (b, f , l, b), (b, j, g, b), (b, g, l, b),(c, e, i, c), (c, e, k, c), (c, i, h, c), (c, k, h, c), (d, f , j, d), (d, f , l, d), (d, g, j, d), (d, g, l, d).

Figura 3.1: Gráfica G0, con k = 2.
Para cada v ∈ V (G) y para cada i ∈ [3] definimos

di(v ) = |N(v ) ∩ Vi|,donde N(v ) denota el conjunto de vértices adyacentes a v . Queremos hallar una cota superiorpara el número de triángulos que tiene G . Dado que {V1, V2, V3} es una partición de V (G)
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y que cada uno de estos conjuntos es estable, si T es un triángulo, tenemos que, para todo
i ∈ [3], |T ∩ Vi| = 1, es decir, T tiene un vértice en cada uno de los conjuntos Vi. El númeromáximo de triángulos en G ocurre cuando cada vecino en V2 de un elemento v (1) ∈ V1 tambiénes vecino de cada vecino de v (1) en V3. Por ejemplo, en G0 los vértices e ∈ V2 e i ∈ V3 sonvecinos de a y, dado que e es vecino de i, entonces (a, e, i, a) es un triángulo. Si denotamoscon ∆ al número de triángulos de G , hemos obtenido entonces que

∆ ≤
∑
v∈V1

d2(v )d3(v ).
Sea v ∈ V1. Por hipótesis, v tiene a lo más k vecinos en Vi, (i = 2, 3), entonces d2(v )d3(v ) ≤
k2, además, |V1| = k2 y como G tiene un número mayor o igual a k4 triángulos, tenemos losiguiente:

k4 ≤ ∆ ≤
∑
v∈V1

d2(v )d3(v ) ≤
∑
v∈V1

k2 = k2|V1| = k4,
de donde ∑

v∈V1 d2(v )d3(v ) = ∑
v∈V1 k2, y como para todo v ∈ V1, d2(v ) ≤ k y d3(v ) ≤ k ,ocurre que d2(v ) = d3(v ) = k . Tomando ahora v ∈ V2 podemos probar de manera análogaque d1(v ) = d3(v ) = k y si v ∈ V3, entonces d1(v ) = d2(v ) = k . En resumen, si i ∈ [3] y

v ∈ V (G) \ Vi, entonces
di(v ) = k. (3.2)

Además, hemos obtenido que ∑
v∈V1 d2(v )d3(v ) no sólo es una cota superior para el númerode triángulos en G , sino que, de hecho, ∆ = ∑

v∈V1 d2(v )d3(v ), y anteriormente hab́ıamosanalizado lo que debe suceder para obtener el número máximo de triángulos en G , aśı quecada vecino en V2 de un elemento v (1) ∈ V1 también es vecino de cada vecino de v (1) en V3. Laelección de V1 fue indistinta, aśı que la misma conclusión obtenemos para los elementos de
V2 y V3, lo cual podemos resumir de la siguiente manera: si tenemos tres vértices v (1), v (2), v (3)tales que v (i) ∈ Vi y tales que algún v (i) es adyacente a los otros dos vértices, entonces lostres vértices forman un triángulo. Dicho de otra manera, en G la relación de “ser vecino de”es transitiva.Ahora, supongamos que existe P un camino simple inducido de G que intersecta a lostres conjuntos V1, V2 y V3. Entonces podemos encontrar un vértice v (j) ∈ V (P) ∩ Vj que esadyacente a un vértice v (i) ∈ V (P)∩Vi y a un vértice v (k ) ∈ V (P)∩Vk , donde los conjuntos Vi,
Vj y Vk son distintos dos a dos, de manera que (v (i), v (j), v (k )) es un camino simple inducido. Porla conclusión del párrafo anterior tenemos que v (i) y v (k ) son adyacentes, lo cual contradiceque (v (i), v (j), v (k )) es un camino simple inducido. Aśı que todo camino simple inducido de Gno vaćıo intersecta exactamente a dos conjuntos Vi.Supongamos que existe P un camino simple inducido con 3 o más aristas y sean v1, v2, v3
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y v4 los primeros cuatro vértices de P . Sabemos que P intersecta exactamente a dos de losconjuntos Vi. Sin pérdida de generalidad supongamos que v1, v3 ∈ V1 y v2, v4 ∈ V2. Por (3.2)tenemos que d3(v2) = k ≥ 1, entonces podemos elegir un vecino de v2 en V3, digamos u.Como v1 y v3 son vecinos de v2 y v2 es vecino de u, entonces por la transitividad de estarelación, tenemos que u es vecino de v1 y v3. Como v4 es adyacente a v3 y v3 es adyacentea u, nuevamente por la transitividad de esta relación tenemos que u es adyacente a v4, aśıque u ∈ V3 es adyacente a v1 ∈ V1 y a v4 ∈ V2, luego, por transitividad tenemos que v1es vecino de v4, lo cual contradice que P es un camino simple inducido. Por lo tanto, todocamino simple inducido de G tiene a lo más dos aristas.Sean u ∈ Vi y v ∈ Vj dos elementos de la misma componente conexa de G , entoncesexiste un camino que los conecta. Sea P(u, v ) el camino más corto en G entre u y v , entonces
P(u, v ) es un camino simple inducido. Como P(u, v ) intersecta a dos conjuntos de la partición,estos conjuntos deben ser Vi y Vj , aśı que V (P(u, v )) ⊆ Vi ∪Vj y por la conclusión del párrafoanterior, |E (P(u, v ))| ≤ 2. Si |E (P(u, v ))| = 2, entonces existe un vértice w ∈ Vi ∪ Vj tal que
P(u, v ) = (u, w, v ). Si w ∈ Vi, entonces existe una arista entre los vértices u, w ∈ Vi, locual contradice que Vi es estable; si w ∈ Vj , existe una arista entre los vértices w, v ∈ Vj ,lo cual contradice que Vj es estable. Por consiguiente, |E (P(u, v ))| = 1, de donde u y vson adyacentes. Luego, si C es una componente conexa de G , entonces para todo i, j ∈ [3],
i ̸= j , todo vértice de V (C ) ∩ Vi es adyacente a todo vértice de V (C ) ∩ Vj . Por lo anterior, si
v ∈ V (C )∩Vi, todo vértice de V (C )∩Vj , i ̸= j , es adyacente a v , de manera que V (C )∩Vj ⊆
N(v )∩Vj . Por definición de componente conexa, todos los vecinos de v pertenecen a la mismacomponente conexa C , de manera que N(v )∩Vj ⊆ V (C )∩Vj , entonces N(v )∩Vj = V (C )∩Vj ,de donde |V (C ) ∩ Vj | = |N(v ) ∩ Vj | = dj (v ) = k . Aśı, para todo j ∈ [3], |V (C ) ∩ Vj | = k . Enresumen, la componente conexa C es tal que V (C ) = (V (C ) ∩ V1) ∪ (V (C ) ∩ V2) ∪ (V (C ) ∩ V3),estos conjuntos son de cardinalidad k , disjuntos dos a dos y cada vértice de V (C ) ∩ Vi esadyacente a cada vértice de V (C ) ∩ Vj , con i ̸= j . Concluimos que C es isomorfa a Kk,k,k .Podemos verificar que en G0 la conclusión del teorema es válida, como deb́ıa ocurrir: lagráfica G0 es la unión de las componentes conexas C1 y C2, que son isomorfas a K2,2,2, comopuede apreciarse en la Figura 3.2.

El Lema 3.9 es crucial para la demostración de la afirmación de Seymour [22], la cualenunciamos y probamos a continuación.
Teorema 3.10 ([22, Teorema 2.2]). Si Γ es una estructura de acceso inducida por el matroide
de Vamos V entonces Γ no es ideal.
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Figura 3.2: Componentes conexas de la gráfica G0.
Demostración.Sea Γ una estructura de acceso inducida por el matroide de Vamos V. Por la Sección1.4.2 sabemos que V es un matroide conexo, luego, por el Lema 3.6 la estructura de acceso Γes conexa. Supongamos que Γ es ideal y sea M = (M(r, j) : r ∈ F, j ∈ [8]) un esquema decompartición de secretos que materializa la estructura de acceso Γ, con conjunto de secretos(y fragmentos) S y q = |S|. Recordemos que F denota el conjunto de vectores fila de M .Entonces M es un esquema de compartición de secretos ideal conexo. Para cada i ∈ [4],definimos el siguiente conjunto:

Vi = {(k1, k2, i) : k1, k2 ∈ S}.

Cada uno de los conjuntos Vi es de cardinalidad q2. Por la definición de la tercera coordenadade los elementos de Vi, tenemos que los conjuntos V1, V2, V3, V4 son disjuntos dos a dos. Sea
G la gráfica tal que V (G) = ⋃

i∈[4] Vi, en la cual (k1, k2, i) es adyacente a (k ′1, k ′2, j) si i ̸= j ysi existe r ∈ F tal que
M(r, 2i − 1) = k1, M(r, 2i) = k2, M(r, 2j − 1) = k ′1, M(r, 2j) = k ′2, (3.3)

es decir, si existe una fila r tal que los valores k1, k2, k ′1 y k ′2 se encuentran en dicha fila enlas columnas correspondientes a los participantes 2i − 1, 2i, 2j − 1 y 2j , respectivamente, oescrito de manera compacta, (3.3) es equivalente a lo siguiente:
M(r, {2i − 1, 2i, 2j − 1, 2j}) = (k1, k2, k ′1, k ′2).Aśı, para cada r ∈ F son mutuamente adyacentes las siguientes ternas:

(M(r, 1), M(r, 2), 1), (M(r, 3), M(r, 4), 2), (M(r, 5), M(r, 6), 3), (M(r, 7), M(r, 8), 4). (3.4)
Esto lo podemos visualizar de manera más clara en la Figura 3.3. Para simplificar la notaciónescribimos M(r, j) = arj . Una elipse representa el vértice cuyas dos primeras coordenadas
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corresponden a la pareja ordenada que delimita dicha elipse, y cuya tercera coordenada esel número correspondiente al color de la elipse, el cual se indica en la parte inferior de laFigura 3.3. Las ĺıneas que unen las elipses representan las aristas de G que unen a losvértices correspondientes. Como podemos apreciar, los vértices pertenecientes a la misma filason adyacentes dos a dos y no existen aristas que conecten dos vértices de distinta fila.

Figura 3.3: Representación de la gráfica G sobre el esquema M .
Los conjuntos de la forma {2i − 1, 2i, 2j − 1, 2j}, con i, j ∈ [4] e i ̸= j son {1, 2, 3, 4},

{1, 2, 5, 6}, {1, 2, 7, 8}, {5, 6, 7, 8}, {3, 4, 5, 6} y {3, 4, 7, 8}, de los cuales todos son circuitosde V a excepción del conjunto {1, 2, 7, 8} (ver (1.3)), que corresponde a la elección delconjunto {i, j} = {1, 4}. Entonces, para todo i, j ∈ [4], con i ̸= j , {i, j} ̸= {1, 4}, el conjunto
{2i − 1, 2i, 2j − 1, 2j} es un circuito de V. Sean i, j ∈ [4], con i ̸= j , {i, j} ≠ {1, 4}, sea(k1, k2, i) un vértice de Vi y sean (k ′1, k ′2, j) y (k ′′1 , k ′′2 , j) dos vecinos distintos de (k1, k2, i) en
Vj . Entonces existen dos filas r y t de M tales que

M(r, {2i − 1, 2i, 2j − 1, 2j}) = (k1, k2, k ′1, k ′2),
M(t, {2i − 1, 2i, 2j − 1, 2j}) = (k1, k2, k ′′1 , k ′′2 ),y si suponemos que k ′1 = k ′′1 , tenemos que
M(r, {2i − 1, 2i, 2j − 1, 2j}) = (k1, k2, k ′1, k ′2),
M(t, {2i − 1, 2i, 2j − 1, 2j}) = (k1, k2, k ′1, k ′′2 ). (3.5)

Dado que M es un esquema de compartición de secretos ideal conexo y que {2i − 1, 2i, 2j −1, 2j} es un circuito de V, por el Corolario 2.27 cualesquiera 3 elementos de {2i − 1, 2i, 2j −1, 2j} conocen al participante restante, por lo que {2i − 1, 2i, 2j − 1} =⇒ 2j , y por (3.5),
k ′2 = k ′′2 , lo cual no puede ocurrir ya que (k ′1, k ′2, j) ̸= (k ′′1 , k ′′2 , j). Entonces k ′1 ̸= k ′′1 , es decir,(k1, k2, i) puede tener a lo más un vecino en Vj cuya primera coordenada sea k ∈ S, paracada k ∈ S. De aqúı que, para todo i, j ∈ [4], con i ̸= j y {i, j} ̸= {1, 4}, cada vértice en Vi
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tiene un número menor o igual que q vecinos en Vj .Sea X ⊆ V (G). Por (3.4) para cada r ∈ F los vértices

(M(r, 1), M(r, 2), 1), (M(r, 3), M(r, 4), 2) y (M(r, 5), M(r, 6), 3)
forman un triángulo en G \ V4. Como el conjunto {1, 2, 3, 4, 5, 6} tiene rango 4 (contiene a labase {1, 2, 3, 5}), por el Corolario 2.26 tenemos que

#{1, 2, 3, 4, 5, 6} = qrank({1,2,3,4,5,6}) = q4, (3.6)
aśı que existen q4 vectores de fragmentos diferentes correspondientes a los participantesdel conjunto {1, 2, 3, 4, 5, 6}, por lo que G \ V4 tiene q4 triángulos. Siguiendo el mismorazonamiento obtenemos que G\V1 tiene q4 triángulos. Las gráficas G\V1 y G\V4 satisfacenlas hipótesis del Lema 3.9, aśı que cada componente conexa de G \ V1 y cada componenteconexa de G \V4 es isomorfa a Kq,q,q. Por lo tanto, existe una partición {Xj : j ∈ [q]} de V (G)tal que para todo j ∈ [q], Xj ∩ (V1 ∪ V2 ∪ V3) es el conjunto de vértices de una componentede G \ V4 y Xj ∩ (V2 ∪ V3 ∪ V4) es el conjunto de vértices de una componente de G \ V1 ypara todo r ∈ [4], |Xj ∩ Vr| = q.Sea r ∈ F y (M(r, 1), M(r, 2), 1) ∈ V1. Como {Xj : j ∈ [q]} es una partición de V (G),existe j ∈ [q] tal que (M(r, 1), M(r, 2), 1) ∈ Xj . Como el vértice (M(r, 3), M(r, 4), 2) es adya-cente al vértice (M(r, 1), M(r, 2), 1) en G \ V4, entonces (M(r, 3), M(r, 4), 2) ∈ Xj . Asimismo,como (M(r, 7), M(r, 8), 4) es adyacente al vértice (M(r, 3), M(r, 4), 2) en G \ V1, tenemosque (M(r, 7), M(r, 8), 4) ∈ Xj . Por lo tanto, todo vecino de (M(r, 1), M(r, 2), 1) en el conjun-to de vértices V4 también es elemento de Xj , y dado que |Xj ∩ V4| = q, concluimos que(M(r, 1), M(r, 2), 1) tiene a lo más q vecinos en V4. Como los conjuntos V1 y V4 son estables,
|V1| = q2 y cada elemento de V1 tiene a lo más q vecinos en V4, entonces el número máximode aristas de G \ (V2 ∪ V3) es q3, por lo tanto, #{1, 2, 7, 8} ≤ q3. Pero por el Corolario 2.26tenemos que #{1, 2, 7, 8} = qrank({1,2,7,8}) = q4, lo cual es una contradicción. Por lo tanto, Γno es ideal.

Notemos que la demostración del Teorema 3.10 es una prueba general en la cual noimporta respecto a qué punto del matroide de Vamos V construyamos la estructura de acceso,aśı que ninguna de las estructuras de acceso inducidas por el matroide de Vamos es ideal.Concluimos que la condición necesaria dada por Brickell y Davenport (Teorema 2.28) no essuficiente.
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3.3. Estructura de acceso ideal inducida por un matroide no

representable

Brickell y Davenport presentaron en [8] una condición suficiente para que una estructurade acceso sea ideal: si una estructura de acceso es creada a partir de un matroide Mrepresentable sobre un campo finito F, entonces es ideal (Teorema 2.30). Sin embargo, engeneral no es cierto que si una estructura de acceso creada a partir de un matroide Mes ideal, entonces M es representable sobre algún campo finito, lo cual fue demostradopor Simonis y Ashikhmin en [24] y el estudio de este resultado es el objetivo principal deesta sección. Como resultado adicional mostramos una interesante conexión entre códigos,matroides y esquemas de compartición de secretos. El contenido de esta sección se basa en[24] y sugerimos al lector consultar esta referencia para profundizar en este tema.
3.3.1. Códigos casi afines

Sea F un conjunto finito de cardinalidad q ≥ 2, y sea X ⊆ [n] no vaćıo. Denotemos con F Xal conjunto de todas las funciones con dominio X y codominio F . En muchas ocasiones seráconveniente hacer la siguiente identificación: si X ⊆ [n], X = {x1, . . . , xk}, con x1 < · · · < xk ,y f ∈ F X , a f lo denotamos como la k-ada (f (x1), . . . , f (xk )).Un código q-ario de longitud n sobre F es un subconjunto no vaćıo de F [n]. Para X ⊆ [n]no vaćıo, definimos la función
ρX : F [n] → F X

f 7→ f ◦ ιXdonde ιX es la función inclusión de X en [n]. Si C ⊆ F [n] es un código q-ario de longitud ndenotamos con CX al conjunto ρX (C). Notemos que ρX (C) es un conjunto de funciones de Xen F , que también puede verse como un conjunto de |X |-adas. Al conjunto CX lo llamamosla proyección de C en F X .
Definición 3.11 ([24, Definición 1]). Un código C ⊆ F [n] es casi af́ın si para todo X ⊆ [n] novaćıo se verifica que logq(|CX |) ∈ N. (3.7)

Dicho de otra forma, un código C ⊆ F [n] es casi af́ın si para todo X ⊆ [n], |CX | es unapotencia de q. Aunque esta última interpretación es más fácil de comprender, adoptamos laDefinición 3.11 ya que nos permitirá establecer la relación de códigos afines con matroides.
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Ejemplo 3.12 ([24, Ejemplo 1]). Un conjunto af́ın C es la traslación de un subespacio lineal
V ⊆ Fn

q por un vector x0 ∈ Fn
q, es decir,

C = {x0 + v : v ∈ V }.

Sean F = Fq y C un conjunto af́ın obtenido a partir del subespacio vectorial V . Si iden-tificamos a F n con F [n], entonces podemos ver a C como un código q-ario de longitud n.Claramente para todo X ⊆ [n], la función ρX es una transformación lineal sobre V , aśı que
ρX (V ) es un espacio vectorial sobre F , por lo que |CX | = |ρX (V )| = qdim(ρX (V )). Aśı que sesatisface la condición establecida en (3.7) y por lo tanto, C es un código casi af́ın sobre F .

Sea F un espacio vectorial de dimensión m sobre un campo finito Fq, entonces |F | = qm,y sea C un subespacio lineal del espacio vectorial de dimensión nm, F n. Supongamos que Ces un código casi af́ın de longitud n sobre F . Como C es un subespacio vectorial, entoncespara todo X ⊆ [n], CX es un espacio vectorial sobre Fq y por ser un código casi af́ın sobre F ,donde |F | = qm, existe k ∈ N ∪ {0} tal que |CX | = (qm)k , de donde concluimos que CX esun espacio vectorial sobre Fq de dimensión mk . Ahora, si suponemos que para todo X ⊆ [n],la dimensión del espacio vectorial CX sobre Fq es un múltiplo de m, entonces dado X ⊆ [n]existe k ∈ N ∪ {0} tal que |CX | = qkm = (qm)k , y, por lo tanto, C es un código casi af́ın. Enconclusión, C es un código casi af́ın de longitud n sobre F si y sólo si para todo X ⊆ [n], ladimensión del espacio vectorial CX es un múltiplo de m. A los códigos sobre F construidosde esta forma los llamamos multilineales.
Ejemplo 3.13 ([24, Ejemplo 2]). Sea F = (F3)2 y sea E = {vi : i ∈ [6]}, donde vi es uno delos vectores fila de la matriz A definida a continuación:

A =


1 2 3 4 5 6 7 8 9
v1 (1, 0) (1, 0) (0, 0) (1, 0) (0, 0) (1, 0) (1, 0) (1, 0) (0, 0)
v2 (0, 1) (0, 1) (0, 0) (0, 1) (0, 0) (0, 1) (0, 1) (0, 1) (0, 0)
v3 (0, 0) (0, 0) (0, 0) (1, 0) (1, 0) (2, 1) (0, 1) (1, 0) (1, 0)
v4 (0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 2) (0, 1) (2, 0) (1, 2) (0, 2) (0, 1)
v5 (0, 0) (1, 0) (1, 0) (0, 1) (0, 0) (0, 1) (0, 0) (1, 1) (1, 0)
v6 (0, 0) (0, 1) (0, 1) (2, 1) (0, 0) (2, 1) (0, 0) (1, 0) (0, 1)


Podemos verificar inmediatamente que el conjunto E es linealmente independiente. Sea C elsubespacio lineal de F 9, definido por

C = gen(E ).
Entonces E es una base para C y dim(C) = 6. Sea X ⊆ [9]. Para encontrar el código CXtomamos cada uno de los vectores vi, i ∈ [6], y conservamos únicamente las coordenadas
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correspondientes a las etiquetas de X : los vectores resultantes, ρX (vi), con i ∈ [6], son losgeneradores de CX . Para conocer la dimensión de CX calculamos el rango de la matrizcuyas filas son los vectores ρX (vi). Aśı verificamos que para un conjunto X de cardinalidad 1,dim(CX ) = 2, y para un conjunto X de cardinalidad 2, dim(CX ) = 4. Además, CX es un códigode dimensión 6 para todos los conjuntos X de cardinalidad 3, a excepción de los 8 conjuntos
{1, 2, 3}, {1, 5, 7}, {1, 6, 8}, {2, 4, 7}, {2, 6, 9}, {3, 4, 8}, {3, 5, 9} y {4, 5, 6}, para los cualesse cumple que dim(CX ) = 4. Finalmente, si X es tal que |X | ≥ 4, entonces dim(CX ) = 6. Porlo tanto, para todo X ⊆ [9] se verifica que dim(CX ) es un múltiplo de 2 y 2 es la dimensiónde F sobre F3. Concluimos que C es un código casi af́ın de longitud 9 sobre F .
3.3.2. El matroide de un código casi af́ın

Sea C ⊆ F [n] un código casi af́ın. Definimos la función
r : P([n]) → N ∪ {0}

X 7→

0, si X = ∅logq(|CX |), si X ̸= ∅
.

Siguiendo un razonamiento análogo al que empleamos en la primera parte de la demostracióndel Teorema 2.25, podemos verificar inmediatamente que r es la función rango de un matroidesobre [n], al cual denotamos por M(C) y llamamos matroide del código casi af́ın C. Entonceslos conjuntos independientes no vaćıos de M(C) son los subconjuntos I ⊆ [n] tales quelogq(|CI |) = |I|, o equivalentemente, |CI | = q|I|. Una base B de M(C) es un subconjuntode [n] que satisface que r(B) = r([n]), es decir, |CB| = |C|. Un circuito C de M(C) es unsubconjunto de [n] que, para todo x ∈ C , verifica que r(C ) = r(C \ x) = |C | − 1, por lo que
|CC | = |CC\x | = q|C |−1. Un bucle de M(C) es un elemento i ∈ [n] tal que {i} ∈ C, es decir,tal que |C{i}| = q0 = 1, lo cual indica que todos los elementos de C asignan el mismo valora i.
Ejemplo 3.14. Consideremos el código casi af́ın C del Ejemplo 3.13 y sea q = |F | = 9. Lossubconjuntos X de [9] de cardinalidad 1 verifican que |CX | = 32 = q = q|X |, mientras quelos de cardinalidad 2 satisfacen que |CX | = 34 = q2 = q|X |, aśı que los subconjuntos de[9] de cardinalidad 1 y 2 son independientes. Sea X ⊆ [9] de cardinalidad 3 tal que X noes uno de los conjuntos {1, 2, 3}, {1, 5, 7}, {1, 6, 8}, {2, 4, 7}, {2, 6, 9}, {3, 4, 8}, {3, 5, 9} y
{4, 5, 6}. Entonces |CX | = 36 = q3 = q|X | y por lo tanto, es independiente. Ahora, si X esuno de los anteriores 8 conjuntos, X satisface que |CX | = 34 = |F |2 = |F ||X |−1, por lo que Xes un circuito. Finalmente, si |X | ≥ 4, entonces |CX | = 36 = |F |3 < |F||X |, por lo que X es
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un conjunto dependiente. Concluimos que el matroide del código casi af́ın C es el matroidede non-Pappus de la Figura 3.4.

Figura 3.4: Matroide de non-Pappus correspondiente al código casi af́ın del Ejemplo 3.14.
Definición 3.15. Sea M un matroide. Decimos que M es casi afinamente representable siexiste un código casi af́ın C tal que M = M(C).

Por el Ejemplo 3.14, el matroide de non-Pappus es casi afinamente representable. Por elTeorema 1.31, el matroide de non-Pappus no es representable sobre ningún campo. Por lotanto, la condición de representabilidad casi af́ın es más débil que la condición de represen-tabilidad.Sea C ⊆ F {0}∪[n] un código casi af́ın tal que su matroide M(C) no tiene bucles. Claramente
C es un esquema de compartición de secretos ideal conexo para la estructura de accesoΓ0(M(C)). Entonces si C es el esquema de compartición de secretos ideal del Ejemplo 3.14,la estructura de acceso Γ0(M(C)) es ideal y es inducida por el matroide de non-Pappus queno es representable sobre ningún campo (Teorema 1.31). Esto demuestra que la condiciónsuficiente dada por Brickell y Davenport (Teorema 2.30) no es necesaria.



Caṕıtulo 4

Dos ejemplos de estructuras de acceso
ideales

Por los Caṕıtulos 2 y 3 tenemos una casi-caracterización de estructuras de acceso idealesconexas. Demostramos que una estructura ideal es inducida por un matroide conexo (Teore-ma 2.28), la cual es una condición necesaria pero no suficiente y también probamos que unmatroide conexo representable sobre un campo finito induce una estructura de acceso idealconexa (Teorema 2.30), que es una condición suficiente pero no necesaria. En este caṕıtuloveremos un par de ejemplos en los cuales las estructuras de acceso tienen alguna propiedadmuy espećıfica. El primer ejemplo que analizaremos será el de estructuras de acceso uni-versalmente ideales, para las cuales la casi-caracterización de hecho es una caracterización.El segundo ejemplo es sobre estructuras de acceso jerárquicas ideales. En [20] el autor pre-senta una caracterización de estructuras de acceso jerárquicas ideales mediante matroidesde caminos reticulares. Sin embargo, no estamos seguros de que este resultado en efecto secumpla, ya que se basa en gran medida en los resultados erróneos que presentamos en laSección 1.5.3. Esto lo comentaremos en la Sección 4.2.
4.1. Estructuras de acceso universalmente ideales

Por definición, una estructura de acceso Γ es m-ideal si existe un esquema de comparticiónde secretos ideal que materializa la estructura Γ con conjunto de secretos K de cardinalidad
m. Por ejemplo, consideremos P = [n], m = |K| y t un entero menor o igual a n. La estructurade acceso umbral t de n es m-ideal si m ≥ n [1], pero si m < n y 2 ≤ t ≤ n − 1, entonces laestructura de acceso umbral t de n no es m-ideal [17]. Esto lleva a preguntarnos si existenestructuras de acceso para las cuales podemos encontrar un esquema de compartición de

83
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secretos ideal con conjunto de secretos de cardinalidad m, para cualquier entero positivo m,y la respuesta es afirmativa. Estas estructuras reciben el nombre de estructuras de acceso
universalmente ideales y son cómodas para trabajar porque son eficientes sin importar eldominio de secretos [1].Verificar que una estructura de acceso es universalmente ideal pareciera en principiouna tarea imposible, o al menos complicada. Sin embargo, Beimel y Chor [1] presentaronuna caracterización de este tipo de estructuras de acceso mediante matroides representables.Como veremos más adelante, una estructura de acceso conexa es universalmente ideal siy sólo si tiene un matroide apropiado que es F2-representable y F3-representable. Estacaracterización se basa en la casi-caracterización de estructuras ideales conexas a través dematroides dada por Brickell y Davenport [8], que estudiamos en el Caṕıtulo 2 y un resultadomuy interesante que afirma que un matroide es representable sobre cualquier campo si ysólo si es representable sobre F2 y sobre F3 [26].En esta sección realizamos un estudio de algunos de los resultados presentados en [1]para facilitar la comprensión al lector que no está familiarizado en esta área.
4.1.1. Esquemas lineales

Sea M un esquema de compartición de secretos con conjunto de participantes P . Sean
A ⊆ P ∪ p0 y p ∈ P tales que A =⇒ p. Por definición, si r y t son dos filas de M tales que
M(r, A) = M(t, A) entonces M(r, p) = M(t, p), aśı que podemos definir la función

fA,p : s(A) → s(p)
M(r, A) 7→ M(r, p).A esta función la llamamos función de reconstrucción de p a partir de A. En esta secciónestamos interesados en un tipo de funciones de reconstrucción que es muy cómodo paratrabajar y que definimos a continuación.

Definición 4.1 ([1, Definición 3.6]). Sea q la potencia de un primo y M un esquema decompartición de secretos q-ideal con conjunto de participantes P y conjunto de secretos yfragmentos Fq. Decimos que M es lineal si para todo A ⊆ P ∪p0 y para todo p ∈ (P ∪p0)\Atal que A =⇒ p existen constantes {αa}a∈A, no todas iguales a cero, y σ en Fq tales quepara toda r ∈ F ,
M(r, p) = σ + ∑

a∈A

αaM(r, a).
Aśı que en un esquema lineal todas las funciones de reconstrucción son lineales. Por elTeorema 2.30 sabemos que si una estructura de acceso conexa Γ tiene un matroide apropiado
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que es representable sobre Fq, entonces Γ es q-ideal. El esquema que se construye en laprueba de dicho teorema es un esquema q-ideal lineal [1]. En el siguiente teorema veremosque para esquemas lineales se verifica el rećıproco de esta afirmación, es decir, que si Γ es laestructura de acceso conexa de un esquema de compartición de secretos ideal lineal entoncesel matroide asociado a Γ es representable. Antes de probar dicho resultado establecemos lasiguiente notación. Sea M un esquema de compartición de secretos con conjunto de parti-cipantes P y sea p ∈ P . Si r es una fila correspondiente al valor secreto s escribiremos
Ms(r, p) para denotar al fragmento de p correspondiente a la fila r donde el valor secretocorrespondiente es s.
Teorema 4.2 ([1, Lema 3.7]). Sean Γ una estructura de acceso conexa sobre el conjunto P y
M un esquema de compartición de secretos q-ideal lineal que tiene a Γ como su estructura
de acceso. Entonces Γ tiene un matroide apropiado que es representable sobre Fq.

Demostración.Como M es un esquema q-ideal, por el Teorema 2.28 existe un matroide M apropiadopara Γ. Empleando M construiremos un isomorfismo de matroides φ del conjunto de puntosdel matroide en un espacio vectorial sobre Fq. Para simplificar la notación vamos a suponerque el conjunto de participantes del esquema es P = [n] y el distribuidor del esquema lodenotaremos con 0. Entonces el conjunto subyacente de M es E = [0, n]. Para cada s ∈ Fqdenotemos con r(s) el número de filas de M correspondientes al valor secreto s. Definimos lafunción
φ1 : E → Fr(0)×r(1)×···×r(q−1)

q

p 7→
(

M0(1, p), . . . , M0(r(0), p), . . . , Mq−1(1 + q−2∑
i=0 r(i), p), . . . , Mq−1(q−1∑

i=0 r(i), p)),

es decir, el vector φ1(p) describe de manera ordenada todos los fragmentos correspondientesal participante p en el esquema M . Sea A = {a1, . . . , a|A|} ⊆ P ∪p0 un conjunto dependientede M. Por el Teorema 2.28 esto equivale a que A es un conjunto redundante en M , y por lotanto, existe a ∈ A tal que A\a =⇒ a. Dado que M es un esquema lineal existen constantes
{αp}p∈A\a, no todas iguales a cero, y σ en Fq tal que para toda fila r ∈ F se verifica que

M(r, a) = −σ + ∑
p∈A\a

αpM(r, p),
aśı que si definimos αa = −1 obtenemos la igualdad

σ = ∑
p∈A

αpM(r, p), (4.1)
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por lo que ∑

p∈A

αpφ1(p)
= αa1

(
M0(1, a1), . . . , M0(r(0), a1), . . . , Mq−1(1 + q−2∑

i=0 r(i), a1), . . . , Mq−1(q−1∑
i=0 r(i), a1))

+αa2
(

M0(1, a2), . . . , M0(r(0), a2), . . . , Mq−1(1 + q−2∑
i=0 r(i), a2), . . . , Mq−1(q−1∑

i=0 r(i), a2))
+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
+αa|A|

(
M0(1, a|A|), . . . , M0(r(0), a|A|), . . . , Mq−1(1 + q−2∑

i=0 r(i), a|A|), . . . , Mq−1(q−1∑
i=0 r(i), a|A|))

= (∑
p∈A

αaM0(1, a), . . . ,
∑
p∈A

αaM0(r(0), a), . . . ,
∑
p∈A

αaMq−1(1 + q−2∑
i=0 r(i), a), . . . ,

∑
p∈A

αaMq−1(q−1∑
i=0 r(i), a|A|))

= (σ, . . . , σ , . . . , σ , . . . , σ ) (Ecuación (4.1)),aśı que ∑
p∈A

αpφ1(p) = σ̄ (4.2)
donde σ̄ denota el vector con todas las entradas iguales a σ en Fr(0)×r(1)×···×r(q−1)

q . Hemosobtenido una combinación lineal de las imágenes bajo φ1 de los elementos del conjuntodependiente A igualada con un múltiplo de 1̄ en Fr(0)×r(1)×···×r(q−1)
q .Sea Y = gen(1̄, φ1(0), φ1(1), . . . , φ1(n)) ≤ Fr(0)×r(1)×···×r(q−1)

q y sea t = dim(Y ) − 1. Sea φ2 :
Y → Ft

q una transformación lineal con ker(φ2) = gen(1̄). Si X ⊆ Y el conjunto {φ2(x) : x ∈ X}es linealmente dependiente si y sólo si existen escalares {αx : x ∈ X} no todos iguales acero tales que ∑
x∈X αxφ2(x) = 0, o equivalentemente dado que φ2 es una transformaciónlineal, φ2(∑x∈X αxx) = 0, es decir, siempre y cuando ∑

x∈X αxx ∈ ker(φ2), en resumen,
{φ2(x) : x ∈ X} es linealmente dependiente ⇔ existen escalares {αx : x ∈ X} no todosiguales a cero tales que ∑

x∈X

αxx ∈ gen(1̄).
(4.3)Notemos que Im φ1 = {φ1(0), φ1(1), . . . , φ1(n)} ⊆ Y , por lo que la función φ2 ◦ φ1 : E → Ft

qestá bien definida. Sea A ⊆ E . Por (4.3) tenemos que (φ2 ◦φ1)(A) es linealmente dependienteen Ft
q si y sólo si existen escalares {αa : a ∈ A} no todos iguales a cero y un escalar δ en
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Ft

q tales que ∑
a∈A αaφ1(a) = δ̄ y por (4.2) esto es equivalente a que A es dependiente en

M, es decir, A es dependiente en M si y sólo si (φ2 ◦ φ1)(A) es linealmente dependiente en
Ft

q. Por lo tanto, φ = φ2 ◦φ1 : E → Im(φ2 ◦φ1) ≤ Ft
q es una función biyectiva entre matroidesque preserva la dependencia. Aśı que el matroide apropiado para Γ, M, es representablesobre Ft

q.
4.1.2. Una caracterización de estructuras de acceso 2-ideales y 3-ideales

mediante matroides representables

Definición 4.3 ([1, Definición 3.8]). Sean S un conjunto, t ∈ N y f : St → S un fun-ción. Decimos que f es sensible por componentes si para todo i ∈ [t] y para cualesquiera
s1, . . . , si−1, si, s′

i, si+1, . . . , st ∈ S tales que s′
i ̸= si se verifica que

f (s1, . . . , si−1, si, si+1, . . . , st) ̸= f (s1, . . . , si−1, s′
i, si+1, . . . , st).

Por lo tanto, una función es sensible por componentes si y sólo si todo cambio en el valorde una variable en el argumento cambia el valor de f en dicho argumento.En el siguiente lema veremos que las funciones de reconstrucción en un esquema idealconexo son funciones sensibles por componentes, lo cual tiene sentido, pues si tenemos unvector de fragmentos para un conjunto A que conoce a un participante p y si cambiamos elfragmento de un participante de A debeŕıa cambiar también el fragmento del participante b.
Lema 4.4 ([1, Lema 3.9]). Sea M un esquema q-ideal conexo con conjunto de participantes
P y conjunto de secretos y fragmentos S = Fq, y sean p ∈ P ∪ p0 y A ⊆ P ∪ p0 un conjunto
tal que A =⇒ p, con p /∈ A, y tal que A es minimal en este sentido. Si fA,p : s(A) → s(p)
es la función de reconstrucción del fragmento de p a partir de A entonces f es sensible por
componentes.

Demostración.Por simplicidad y sin pérdida de generalidad supongamos que A = [t]. Si A es un conjuntoredundante existe un elemento a ∈ A tal que A \ a =⇒ a, de aqúı que A \ a =⇒ p, peroesto contradice la minimalidad de A. Entonces A no es redundante, aśı que por el Lema 2.24sabemos que #A = q|A|, o equivalentemente, s(A) = F|A|
q = S|A|. Supongamos que f no essensible por componentes, entonces existen j ∈ A y x1, . . . , xj−1, xj , x ′

j , xj+1, . . . , xt ∈ S, con
xj ̸= x ′

j , y sp ∈ S tales que (x1, . . . , xj−1, xj , xj+1, . . . , xt) y (x1, . . . , xj−1, x ′
j , xj+1, . . . , xt) sondos vectores de fragmentos para A y

f (x1, . . . , xj−1, xj , xj+1, . . . , xt) = sp = f (x1, . . . , xj−1, x ′
j , xj+1, . . . , xt),
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aśı que existen r, r′ ∈ F dos filas tales quei. M(r, A \ j) = (x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xt) = M(r′, A \ j) y M(r, j) = xj ̸= x ′

j = M(r′, j),
ii. como fA,p es la función de reconstrucción del participante p a partir de los participantesde A, entonces la imagen bajo fA,p de un vector de fragmentos de A correspondiente a lafila r es el fragmento que se le otorgó a p en la fila r , aśı que M(r, p) = sp = M(r′, p).Tenemos que el conjunto A\j con el vector de fragmentos (x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xt) reconstruyeel mismo valor del fragmento de p para dos valores diferentes del fragmento de j . De aqúıtenemos que A \ j → p, y como M es ideal, por el Teorema 2.23 concluimos que A \ j =⇒ p,lo cual contradice la minimalidad de A. Por lo tanto, fA,p es sensible por componentes.
Veremos a continuación que las funciones sensibles por componentes sobre F2 y sobre

F3 son lineales. Recordemos que el peso de un vector v ∈ Ft
q es el número de entradas en

v distintas de cero y la distancia de Hamming entre dos vectores u y v de Fn
q es el númerode entradas en las que difieren u y v .

Lema 4.5 ([1, Lema 3.10]). Sea f : Ft2 → F2 una función sensible por componentes. Entonces
f es una función lineal con coeficientes no nulos sobre F2. Es decir, existe σ ∈ F2 tal que
para todo (x1, . . . , xt) ∈ Ft2,

f (x1, . . . , xt) = σ + t∑
i=1 xi.

Demostración.Supongamos que f (0, . . . , 0) = 0 y sea (x1, . . . , xt) ∈ Ft2 de peso k . Podemos definiruna sucesión de elementos en Ft2 que comience en (0, . . . , 0) y termine en (x1, . . . , xt), tengalongitud k + 1 y los elementos sucesivos tengan entre śı distancia de Hamming igual a 1.Por ejemplo, para el vector (11, 12, . . . , 1k , 0k+1, . . . , 0t) una sucesión de elementos en Ft2 quecumple con estas caracteŕısticas es la siguiente:
(0, 0, . . . , 0), (11, 0, . . . , 0), (11, 12, 0, . . . , 0), . . . , (11, 12, . . . , 1k , 0k+1, . . . , 0t).Aśı que f es una función sensible por componentes que toma valores en F2 y dos elementosconsecutivos de la sucesión de vectores en Fn

q difieren únicamente en una entrada. Como
f (0, . . . , 0) = 0, entonces f en el segundo elemento de la sucesión toma el valor de 1, enel tercer elemento el valor de 0, y aśı sucesivamente. De manera general, f en el i-ésimoelemento de la sucesión toma el valor 1+ i (mód 2). Como el vector (x1, . . . , xt) es el (k +1)-ésimo elemento de la sucesión, entonces

f (x1, . . . , xt) = 1 + (k + 1) (mód 2) = k (mód 2) = t∑
i=1 xi = 0 + t∑

i=1 xi.
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Si ahora suponemos que f (0, . . . , 0) = 1, siguiendo un razonamiento análogo al anteriortenemos que

f (x1, . . . , xt) = (k + 1) (mód 2) = 1 + t∑
i=1 xi = 1 + t∑

i=1 xi.

En cualquier caso tenemos que, en efecto, f es una función lineal sobre Ft2.Diremos que una estructura de acceso es binaria-ideal si es 2-ideal y que es ternaria-
ideal si es 3-ideal. El Lema 4.5 es útil para dar una caracterización exacta de las estructurasde acceso ideales-binarias conexas mediante matroides F2-representables.
Corolario 4.6 ([1, Corolario 3.11]). Una estructura de acceso Γ es binaria-ideal conexa si y
sólo si existe un matroide M representable sobre F2 apropiado para Γ.

Demostración.Supongamos que Γ es una estructura de acceso binaria-ideal conexa y sea M un esquemaque materializa la estructura de acceso Γ. Por el Lema 4.4 la función de reconstrucción de unparticipante p a partir de un conjunto A tal que A =⇒ p y A es minimal en este sentido esuna función fA,p : F|A|2 → F2 sensible por componentes. Por el Lema 4.5 toda función sensiblepor componentes sobre F2 es lineal. Por lo tanto, toda función de reconstrucción es linealsobre F2 y por definición, M es un esquema lineal. Por el Teorema 4.2, Γ tiene un matroideapropiado representable sobre F2. El otro sentido está garantizado por el Teorema 2.30.
Ahora deseamos caracterizar las estructuras de acceso ternarias-ideales conexas mediantematroides F3-representables, pero la demostración de este resultado no es tan inmediata comoen el caso de las estructuras binarias-ideales. Necesitamos dos afirmaciones adicionales queenunciamos a continuación como lemas.

Lema 4.7 ([1]). Si f : Ft
q → Fq es una función, entonces f puede expresarse como un polinomio

multivariable con coeficientes en Fq, en el cual cada monomio de f contiene variables cuyas
potencias son menores o iguales a q − 1.

Lema 4.8 ([1]). Los polinomios de grado 1 sobre F3 son las permutaciones de F3.
Demostración.En F3 ocurre que si a, b ∈ F3, con a ̸= 0, entonces ay + b = az + b si y sólo si y = z ,por lo que todo polinomio p(x) = ax + b sobre F3 es una función inyectiva de F3 en F3,de donde p(x) es una función biyectiva, es decir, una permutación de F3. Dado que a puedetomar 2 valores y b puede tomar 3 valores, entonces existen 6 polinomios de grado 1 sobre
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F3. Por otro lado, existen 3! = 6 permutaciones de F3. Entonces los polinomios de grado 1sobre F3 son las permutaciones de F3.
Lema 4.9 ([1, Lema 3.12]). Sea f : Ft3 → F3 una función sensible por componentes. Entonces
f es una función lineal con coeficientes en F3 no nulos, es decir, existen σ ∈ F3, α1, . . . , αt ∈
F3 \ {0} tales que para todo (x1, . . . , xt) ∈ Ft3,

f (x1, . . . , xt) = σ + t∑
i=1 αixi.

Demostración.Por el Lema 4.7 la función f es un polinomio en el que cada monomio es el productode variables con potencias menores o iguales a 2. Supongamos que existe una variable degrado 2, y sin pérdida de generalidad supongamos que dicha variable es x1. Entonces f puedeescribirse como
f (x1, . . . , xt) = x21p1(x2, . . . , xt) + x1p2(x2, . . . , xt) + p3(x2, . . . , xt),donde p1, p2 y p3 son polinomios y p1 no es idénticamente cero, por lo que existen valorespara x2, . . . , xt , digamos a2, . . . , at ∈ F3, tales que p1(a2, . . . , at) ̸= 0, aśı que

f (x1, a2, . . . , at) = ax21 + bx1 + c,

donde a = p(a2, . . . , at) ̸= 0, b = p2(a2, . . . , at) y c = p3(a2, . . . , at), aśı que f (x1, a2, . . . , at)es un polinomio de grado 2 en la variable x1. Dado que f es una función sensible por compo-nentes, si fijamos el valor de ciertas variables y mantenemos f como función de las variablesrestantes, entonces f es una función sensible por componentes respecto a las variables res-tantes. Por consiguiente, f como función de x1 es una función sensible por componentes, locual es equivalente en este caso a que f como función de x1 es una función inyectiva, ycomo el dominio y el codominio de dicha función es F3, entonces f (x1, a2, . . . , at) es unafunción biyectiva, o equivalentemente, una permutación. Por el Lema 4.8, f (x1, a2, . . . , at) esun polinomio de grado 1, pero ya teńıamos que f es un polinomio de grado 2, aśı que hemosobtenido una contradicción. Por lo tanto, f no contiene ninguna variable de grado 2, aśı quesus monomios son multilineales.Supongamos que f tiene un monomio con 2 o más variables. Sea r(x1, . . . , xt) un monomioque tiene al menos dos variables y que tiene longitud mı́nima. Sin pérdida de generalidadsupongamos que estas variables son x1, x2, . . . , xr . Fijando las variables x3 = · · · = xr = 1 y
xr+1 = · · · = xt = 0, tenemos que

f (x1, x2, 1, . . . , 1, 0, . . . , 0) = ax1x2 + bx1 + cx2 + d,
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para algunos a, b, c, d ∈ F3, con a ̸= 0. Si ahora fijamos x2 = −b

a tenemos que
f (x1, −b

a, 1, . . . , 1, 0, . . . , 0) = ax1(−b
a )+bx1+c(−b

a )+d = −bx1+bx1− bc
a +d = −bc

a +d,

que es una función constante, y por lo tanto, no es sensible respecto a la primera componente,lo cual contradice que f es sensible por componentes. Por lo tanto, f no contiene variables degrado mayor o igual a 2 ni monomios con 2 o más variables, tampoco puede ser un polinomioconstante porque es sensible por componentes. Entonces f es un polinomio lineal, es decir,
f (x1, . . . , xt) = σ + t∑

i=1 αixi.

Ahora, si suponemos que existe una constante αk = 0, entonces estableciendo xi = 0 paratodo i ∈ [t] \ {k}, tenemos que
f (01, . . . , 0k−1, βk , 0k+1, . . . , 0t) = σ = f (01, . . . , 0k−1, β ′

k , 0k+1, . . . , 0t),lo cual contradice que f es sensible respecto a la componente k-ésima. Por lo tanto, paratodo i ∈ [t], αi ̸= 0.
Gracias al Lema 4.9 establecemos el siguiente resultado.

Corolario 4.10 ([1, Corolario 3.13]). Una estructura de acceso Γ es ternaria-ideal conexa si
y sólo si existe un matroide apropiado para Γ representable sobre F3.
Demostración.Análoga a la demostración del Corolario 4.6.
4.1.3. Una caracterización de estructuras de acceso universalmente idea-

les mediante matroides representables

En la Sección 4.1.2 establecimos que una estructura de acceso conexa es q-ideal si ysólo si existe un matroide apropiado para dicha estructura que es representable sobre Fq,cuando q es igual a 2 o 3. Claramente una condición necesaria para que una estructura deacceso sea universalmente ideal es que sea 2-ideal y 3-ideal. En esta sección ocuparemos lacaracterización dada en la Sección 4.1.2 para demostrar que esta condición necesaria tambiénes suficiente.Comenzamos citando un resultado muy fuerte acerca de matroides representables, el cualafirma que si deseamos establecer que un matroide es representable sobre cualquier campobasta con verificar que dicho matroide es F2-representable y F3-representable.
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Proposición 4.11 ([26, Teorema 9.2.9]). Un matroide M es representable sobre cualquier
campo si y sólo si M es representable sobre F2 y sobre F3.

Con el siguiente corolario nos acercamos a nuestro objetivo: establecemos que es suficientesaber que una estructura de acceso conexa es 2-ideal y 3-ideal para asegurar que es q-ideal,para q potencia de un primo.
Corolario 4.12 ([1, Corolario 3.15]). Sea Γ una estructura de acceso conexa binaria-ideal y
ternaria-ideal. Para cada entero q tal que q es potencia de un primo, Γ es q-ideal.

Demostración.Dado que Γ es binaria-ideal conexa, por el Corolario 4.6 la estructura Γ tiene un matroideapropiado M que es representable sobre F2 y como Γ es ternaria-ideal conexa, por elCorolario 4.10 la estructura Γ tiene un matroide apropiado M′ que es representable sobre F3.Como Γ es conexa, por el Teorema 3.7 su matroide apropiado es único, por lo que M = M′ ypor lo tanto, M es representable sobre F2 y sobre F3. Por la Proposición 4.11 concluimos que
M es representable sobre cualquier campo, en particular es representable sobre cualquiercampo finito. Por el Teorema 2.30 concluimos que Γ es ideal sobre cualquier campo finito, esdecir, Γ es q-ideal para todo q potencia de un primo.

Para poder establecer la conclusión del Corolario 4.12 para cualquier entero positivo mharemos uso del Teorema Chino del Residuo que recordamos a continuación.
Proposición 4.13 (Teorema Chino del Residuo). Sean ai ∈ Z y ni ∈ N tales que (nj , nk ) = 1,
con i, j, k ∈ [r], j ̸= k. Entonces el sistema lineal de congruencias

x ≡ a1 (mód n1)
x ≡ a2 (mód n2)
...

x ≡ ar (mód nr)
tiene solución única módulo N = n1n2 . . . nr .

Corolario 4.14 ([1, Corolario 3.16]). Si Γ es una estructura de acceso conexa binaria-ideal y
ternaria-ideal, entonces para todo entero positivo m la estructura de acceso Γ es m-ideal.

Demostración.Sea S un conjunto de secretos de tamaño m, con
m = pi11 pi22 . . . pit

t ,
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donde los pj son primos distintos. Dado un secreto s ∈ S, usamos el esquema pij

j -ideal pararepartir
s (mód pij

j )
para todo 1 ≤ j ≤ t , de manera independiente. Todo conjunto A ∈ Γ puede reconstruir
s (mód pij

j ), y por el Teorema Chino del Residuo, A puede reconstruir el secreto s. Dadoque para todo j , s (mód pij
j ) se comparte de manera independiente, entonces todo conjunto

A /∈ Γ no obtiene información parcial del secreto.
Empleando los Corolarios 4.6, 4.10 y 4.14 podemos caracterizar las estructuras de accesouniversalmente ideales mediante matroides representables de la siguiente forma.

Teorema 4.15 ([1, Teorema 3.1]). Sea Γ una estructura de acceso conexa. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

i. Γ es universalmente ideal.

ii. Γ es binaria-ideal y ternaria-ideal.

iii. Γ tiene un matroide apropiado que es representable sobre F2 y F3.
Podŕıamos preguntarnos si estamos dando información innecesaria. Tal vez seŕıa suficienteestablecer que una estructura de acceso es 2-ideal o 3-ideal (donde la o es una disyunciónexclusiva) para afirmar que dicha estructura de acceso es universalmente ideal. Como esde esperarse, esto no es aśı. Los siguientes ejemplos demuestran que la condición de seruna estructura de acceso conexa únicamente binaria-ideal o ternaria-ideal no basta para seruniversalmente ideales. Primero presentamos una proposición acerca de la representabilidaddel matroide uniforme.

Proposición 4.16 ([21, Teorema 6.5.2]). Sea F un campo y n ≥ 2. El matroide U2,n es F-
representable si y sólo si |F| ≥ n − 1.

Ejemplo 4.17 ([1, Ejemplo 4.1]). Sea Γ la estructura de acceso (2, 3)-umbral. Por el Ejemplo3.3 el matroide apropiado para Γ es el matroide uniforme U2,4, el cual por la Proposición 4.16no es representable sobre F2. Por el Corolario 4.6, Γ no es binaria-ideal. Sin embargo, por laProposición 4.16 el matroide U2,4 śı es representable sobre F3, aśı que por el Corolario 4.10la estructura Γ śı es ternaria-ideal. De hecho, el esquema 3-ideal M es el que se muestra acontinuación:
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M =



0 1 2 30 0 0 00 1 1 10 2 2 21 0 1 21 1 2 01 2 0 12 0 2 12 1 0 22 2 1 0


Ejemplo 4.18 ([1, Ejemplo 4.3]). Sea P = [6] y consideremos la estructura de acceso A sobre
P definida por la familia de conjuntos autorizados minimales siguientes:

A0 = {{1, 4}, {2, 5}, {3, 6}, {1, 2, 6}, {1, 3, 5}, {2, 3, 4}, {4, 5, 6}}.

Por lo visto en la Sección 1.4.1 tenemos que A0 es el puerto del matroide de Fano F7 en el

Figura 4.1: Matroide de Fano F7.
punto 7 que se muestra en la Figura 4.1, por lo que el matroide apropiado para A es F7, quepor la Proposición 1.30 es representable únicamente sobre campos de caracteŕıstica 2. Por lo
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tanto, A es 2-ideal pero no 3-ideal. El esquema 2-ideal M correspondiente es el siguiente:

M =



0 1 2 3 4 5 60 0 0 0 0 0 00 0 1 1 0 1 10 1 0 1 1 0 10 1 1 0 1 1 01 0 0 0 1 1 11 0 1 1 1 0 01 1 0 1 0 1 01 1 1 0 0 0 1


4.2. Estructuras de acceso jerárquicas ideales

Como pudimos apreciar en el Ejemplo 2.9, en un esquema de compartición de secretosumbral todos los participantes tienen la misma importancia y desempeñan la misma función.Por ello los esquemas umbrales son adecuados para aquellos grupos en los cuales a cadaparticipante se le asigna el mismo grado de confianza [13]. Sin embargo, la mayoŕıa de lasorganizaciones tienen una estructura compleja donde la confianza asignada a un participanteestá directamente relacionada a su posición en la estructura. Aśı que ahora estamos intere-sados en esquemas de compartición de secretos (y sus estructuras de acceso) en los cuales laconfianza no está distribuida de manera uniforme sobre el conjunto de todos los participantes.Comenzamos con una definición que nos permite clasificar al conjunto de participantesde una estructura de acceso.
Definición 4.19 ([20, Definición 2]). Sea Γ una estructura de acceso sobre P y sean p, q ∈ P .Decimos que p es jerárquicamente superior a q, y lo denotamos por q ⪯ p, si para todo
A ⊆ P \ {p, q}, A ∪ p ∈ Γ siempre que A ∪ q ∈ Γ. Decimos que los participantes p y q son
jerárquicamente equivalentes si p ⪯ q y q ⪯ p y lo denotamos por p ∼ q. Decimos que p es
jerárquicamente estrictamente superior a q, y lo denotamos por q ≺ p, si q ⪯ p, pero p ̸⪯ q.Claramente la relación ⪯ es reflexiva y transitiva, es decir, es un preorden sobre P ,mientras que la relación ∼ es una relación de equivalencia. Notemos que la relación ⪯ puededefinirse sobre cualquier estructura de acceso, sin embargo, nosotros estamos interesados enaquellas estructuras de acceso donde esta relación tiene una propiedad adicional. Recordemosque un preorden total es una relación binaria reflexiva, transitiva y total.
Definición 4.20 ([20, Definición 5]). Sea Γ una estructura de acceso sobre P . Si la relación
⪯ es un preorden total decimos que la estructura de acceso Γ es jerárquica.



CAPÍTULO 4. DOS EJEMPLOS DE ESTRUCTURAS DE ACCESO IDEALES 96
Definición 4.21 ([20, Definición 5]). Sea Γ una estructura de acceso sobre un conjunto P .Decimos que Γ es m-partita si P puede dividirse en m partes de tal manera que los elementosen la misma parte son jerárquicamente equivalentes, y es estrictamente m-partita si loselementos de distintas partes no son jerárquicamente equivalentes.

Dado que podemos definir la relación ∼ sobre cualquier estructura de acceso, entoncestoda estructura de acceso es m-partita. Las estructuras de acceso más interesantes son lasestrictamente m-partitas, pues en ellas todos los participantes pueden clasificarse en nivelesde jerarqúıa, como vemos a continuación.Sea Γ una estructura de acceso jerárquica sobre un conjunto de participantes P . Como ∼es una relación de equivalencia sobre P , el conjunto de participantes P puede dividirse en
m diferentes clases de equivalencia P1, . . . , Pm, para algún m ∈ N, de tal manera que Γ esuna estructura de acceso estrictamente m-partita y

P = m⋃
i=1 Pi,

donde para todo i, j ∈ [m], con i < j , y para cualesquiera p ∈ Pi y q ∈ Pj se verifica que
q ≺ p. Es decir, los participantes en el primer nivel son estrictamente superiores a los delsegundo nivel; los participantes en el segundo nivel son superiores a los del tercer nivel, yaśı sucesivamente.En la siguiente definición presentamos dos tipos de estructuras de acceso jerárquicas muyimportantes.
Definición 4.22 ([20, Definición 6]). Sea P un conjunto de participantes con partición (P1, . . . ,
Pm), y sea k1 < k2 < · · · < km una sucesión de enteros positivos. Sea k = (k1, k2, . . . , km).Definimos una estructura de acceso jerárquica disyuntiva, y la denotamos por Γ∃(P, k ), comola siguiente familia de conjuntos:

Γ∃(P, k ) = {X ⊆ P : ∃i ∈ [m] : |X ∩
i⋃

j=1 Pj | ≥ ki}.

Definimos una estructura de acceso jerárquica conjuntiva, y la denotamos por Γ∀(P, k ),como la siguiente familia de conjuntos:
Γ∀(P, k ) = {X ⊆ P : ∀i ∈ [m] : |X ∩

i⋃
j=1 Pj | ≥ ki}.

A continuación presentamos un par de ejemplos de estructuras de acceso jerárquicasdisyuntivas.
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Ejemplo 4.23 ([13]). Consideremos como ejemplo un banco en el cual las transacciones mo-netarias pueden ser autenticadas por dos vicepresidentes o por tres cajeros Seniors. En estecaso existen dos niveles de jerarqúıa. El primer nivel consiste de los dos vicepresidentes,Π1 = {p1, p2}. El segundo nivel está formado por los tres cajeros Seniors Π2 = {p3, p4, p5}.Para recuperar el secreto es necesario que los dos participantes del primer nivel o los tresparticipantes del segundo nivel o tres participantes de ambos niveles reúnan sus fragmentos,es decir, en este caso k1 = 2 y k2 = 3.
Ejemplo 4.24. Consideremos una empresa que está formada por su director general, el con-junto de 4 directores P1, el conjunto de 6 gerentes P2, el conjunto de 15 supervisores P3 yel conjunto de 100 empleados P4. Sea k = (3, 4, 10, 80). Algunos conjuntos autorizados dela estructura de acceso jerárquica disyuntiva Γ∃(P, k ) son los formados por: 2 directores y 2gerentes; 1 director, 2 gerentes y 7 supervisores; 9 supervisores y 71 empleados.

Las estructuras de acceso jerárquicas disyuntivas y las estructuras de acceso jerárquicasconjuntivas son ideales [7].
4.2.1. Una caracterización de estructuras de acceso jerárquicas ideales

mediante matroides de caminos reticulares

Songbao Mo [20] presenta una caracterización de estructuras de acceso jerárquicas idealesmediante matroides de caminos reticulares. El resultado más importante que Songbao Mopresenta es el siguiente teorema.
Teorema 4.25 ([20, Teorema 16]). Una estructura de acceso Γ es una estructura de acceso
jerárquica ideal si y sólo si Γ = Γp(M) para algún matroide de caminos reticulares M,
donde p pertenece a la cabeza o a la cola de la partición natural ordenada de M.

Más aún, presenta una caracterización de las estructuras de acceso jerárquicas disyuntivasy conjuntivas mediante matroides de caminos reticulares anidados.
Corolario 4.26 ([20, Corolario 19]). Una estructura de acceso Γ es jerárquica disyuntiva si y
sólo si existe un matroide anidado M sobre un conjunto de n elementos tales que Γ = Γp(M)
y p pertenece a la cabeza de la partición.

Corolario 4.27 ([20, Corolario 20]). Una estructura de acceso Γ es jerárquica conjuntiva si
y sólo si existe un matroide M sobre un conjunto de n elementos tal que Γ = Γp(M) y p
pertenece a la cola de la partición.
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Estas caracterizaciones son muy bellas. El problema con estos resultados es que sedemuestran a partir de una larga serie de proposiciones cuya demostración depende en granmedida del Corolario 3.13 de [5] que mencionamos en la Sección 1.5.3 y que demostramos queno es válido mediante contraejemplo. Entonces es necesario replantear la demostración delTeorema 4.25 y de los Corolarios 4.26 y 4.27, o bien, presentar un ejemplo de una estructurade acceso donde el resultado no sea cierto. Esto queda pendiente para un trabajo posterior.



Conclusiones

En este trabajo realizamos un estudio de la relación entre matroides y estructuras deacceso ideales conexas. Al consultar varios de los art́ıculos que estudian esta relación nospareció que mucha de la información existente en este sentido se encuentra muy dispersa,por lo cual quisimos reunir en un mismo documento la información que consideramos másrelevante, con el objetivo de que le resulte de ayuda a quien esté interesado en adentrarseen esta ĺınea de investigación. A lo largo de este trabajo mostramos conceptos y resultadosdestacados de la teoŕıa de matroides y presentamos algunos matroides importantes, entreellos los matroides de Fano, Vamos, Pappus y non-Pappus, aśı como los matroides de cami-nos reticulares. Presentamos un análisis detallado de la casi-caracterización de estructurasde acceso ideales conexas mediante matroides dada por Brickell y Davenport [8] y analiza-mos por qué de manera general esta casi-caracterización no es una caracterización completa.Estudiamos esquemas de compartición de secretos y estructuras de acceso tanto de maneraconjunta como aislada y exhibimos varios ejemplos de esquemas de compartición de secre-tos conexos ideales y no ideales, aśı como varias estructuras de acceso creadas a partir dematroides. Como un caso particular de estructuras de acceso ideales estudiamos las estruc-turas de acceso conexas universalmente ideales, para las cuales existe una caracterizaciónmediante matroides que son F2-representables y F3-representables.En [20], Songbao Mo presentó una caracterización de estructuras de acceso jerárquicasideales mediante matroides de caminos reticulares. Este resultado se basa en una serie deresultados dados por Bonin y de Mier [5]. Sin embargo, nos percatamos de que existe unerror en la demostración de dos corolarios presentados en [5] a partir del cual se garantiza laveracidad de varias afirmaciones posteriores, entre ellos la caracterización de Mo. Como untrabajo a futuro nos planteamos estudiar si existe una forma alternativa de demostrar estosresultados o si, al igual que ocurrió con dichos corolarios, es posible encontrar matroides decaminos reticulares donde tales afirmaciones sean falsas. También queda pendiente el estudiode otras familias de estructuras de acceso conexas ideales en las cuales se puedan obtenerresultados más espećıficos empleando el resultado de Brickell y Davenport.
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https://doi.org/https://doi.org/10.1007/978-3-662-53622-3
https://doi.org/10.1007/BFb0053748
https://doi.org/10.1109/TIT.1983.1056621
https://doi.org/10.1007/s10623-008-9264-9
https://doi.org/10.2307/2038210
https://doi.org/10.1007/s10623-022-01154-9
https://doi.org/10.1093/acprof:oso/9780198566946.001.0001
https://doi.org/10.1093/acprof:oso/9780198566946.001.0001
https://doi.org/10.1016/0095-8956(92)90007-K
https://doi.org/10.1145/359168.359176
https://doi.org/10.1023/A:1008244215660


REFERENCIAS BIBLIOGRÁFICAS 102
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Notación

P(P) conjunto potencia del conjunto P 1
M matroide 1
E conjunto subyacente de un matroide 1
I familia de conjuntos independientes de un matroide 1
B base de un matroide 2
B familia de bases de un matroide 2
C circuito de un matroide 3
C familia de circuitos de un matroide 3
M|T restricción del matroide M al subconjunto T 5rank(A) rango del conjunto A 8
Uk,n matroide uniforme de rango k sobre un conjunto de n elementos 9
M1 ∼= M2 los matroides M1 y M2 son isomorfos 10[n] conjunto de enteros positivos menores o iguales a n 10
M[G] matroide vector de una matriz G 11
F7 matroide de Fano 17
V matroide de Vamos 18∆[A] gráfica bipartita asociada con la familia A 25
A = (A1, . . . , Am) presentación de un matroide transversal 29
η función de incidencia de una familia de conjuntos A 30
N paso al norte 30
E paso al este 30
P(W , Q) conjunto de caminos reticulares en la región delimitada por W y Q 31
Ni conjunto de i-ésimos pasos al norte 32[i, j ] conjunto de enteros mayores o iguales a i y menores o iguales a j 33
qi paso donde ocurre el i-ésimo paso al norte de Q 33
wi paso donde ocurre el i-ésimo paso al norte de W 33
M[W , Q] matroide de caminos reticulares 33
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Notación 104
P(X ) camino reticular asociado a un conjunto X 34Γ estructura de acceso/familia de conjuntos autorizados 43Γ0 familia de conjuntos autorizados minimales 44cl(A) cerradura de una familia de conjuntos A 44
p0 distribuidor en un esquema de compartición de secretos 44
P conjunto de participantes en un esquema de compartición de secretos44
K conjunto de secretos de un esquema de compartición de secretos 45
S conjunto de fragmentos de un esquema de compartición de secretos 45
F conjunto de vectores fila de una matriz 46
M(r, p) entrada de la fila r y la columna p de la matriz M 46
s(p) conjunto de entradas de la columna p 46
M(r, A) fila r de la matriz M restringida a las columnas indexadas por A 46
M esquema de compartición de secretos 46Γt,n estructura de acceso umbral t de n 50
A ̸→ b el conjunto A no tiene información sobre el participante b 51
A → b el conjunto A tiene alguna información sobre el participante b 51
A =⇒ b el conjunto A conoce el fragmento otorgado al participante b 51
A ̸=⇒ b el conjunto A no conoce el fragmento otorgado al participante b 51
A =⇒ B el conjunto A conoce los fragmentos otorgados a los participantes delconjunto B 51
R(M) familia de conjuntos redundantes de un esquema de compatición desecretos 52
s(A) conjunto de vectores de fragmentos para el conjunto A 53#A número de vectores de fragmentos para el conjunto A 53
Mp0 puerto del matroide M en el punto p0 68Γp0(M) estructura de acceso inducida por el matroide M con respecto al punto

p0 68
Kk,k,k gráfica completa tripartita 72
F X conjunto de funciones con dominio X y codominio F 79
C código q-ario de longitud n 79
CX proyección del código C en F X 79
M(C) matroide del código casi af́ın C 81
Ms(r, p) fragmento otorgado a p en la fila r correspondiente al valor secreto s85



Notación 105
q ⪯ p p es jerárquicamente superior a q 95
p ∼ q p es jerárquicamente equivalente a q 95
q ≺ p p es jerárquicamente estrictamente superior a q 95
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