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Introduccion

El estudio de ecuaciones integrales ha sido fundamental en el
desarrollo de diversas areas de las matematicas. Un logro impor-
tante fue alcanzado cuando Fredholm resolvié la ecuacion inte-
gral que hoy lleva su nombre, empleando una técnica basada en
una estructura que él denominé pseudo-inversa. En la actualidad,
el término «pseudo-inversa» se utiliza como sinénimo de «inversa
generalizada,» un concepto amplio que abarca diversos tipos de
inversas en diferentes contextos algebraicos y analiticos [4]. Estas
inversas no siempre son unicas, por lo que una de las principales
areas de estudio en teoria de inversas generalizadas se centra en las
condiciones que permiten definir una inversa tnica [2]. Entre los
ejemplos mas relevantes de inversas generalizadas se encuentran
la inversa de Moore-Penrose y la inversa de Drazin, cada una con
sus propias propiedades y aplicaciones.

Durante las tultimas dos décadas, se ha ampliado considerable-
mente el estudio de las inversas generalizadas, abarcando matrices
y operadores sobre espacios de Hilbert y Banach, asi como elemen-
tos en semigrupos o algebras de Banach. Entre las contribuciones
recientes, destaca el trabajo de M. P. Drazin, quien introdujo el
concepto de (b, c)-inversa para elementos en semigrupos, con el
objetivo de estudiar propiedades comunes de la inversa de Moore
y su propia inversa previamente mencionada.

Formalmente, dado S un semigrupo y a,b,c,y € S, decimos
que y es la (b, c)-inversa de a si

= y € (bSy) N (ySe),
» yab=>, cay = c.

Estas condiciones aseguran que y actida como una inversa ex-
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terna, y es posible demostrar que, si existe, dicha inversa es tnica,
denotada como a~ () [3].

Esta definicién, puramente algebraica, es aplicable en parti-
cular a operadores lineales acotados en un espacio de Banach los
cuales denotamos como B(X), y todos los elementos involucrados
deben pertenecer a una misma estructura algebraica, en este caso
un semigrupo.

La presente tesis busca extender este concepto ain mas alla,
en el contexto de los operadores lineales acotados definidos en es-
pacios de Banach. Tomando como punto de partida la definicién
de la (b, c)-inversa, consideramos el espacio de operadores aco-
tados entre dos espacios de Banach, B(X,Y’), que no forma un
semigrupo bajo la composicion usual de funciones. En este con-
texto, definimos el concepto de (U, V)-inversa, que generaliza la
(b, ¢)-inversa en el caso de operadores lineales acotados entre es-
pacios de Banach. Estudiamos las propiedades fundamentales de
la (U, V)-inversa y analizamos las posibles perturbaciones que este
concepto puede admitir.

La teoria de perturbaciones, originada por Rayleigh y
Schrodinger, es una rama del andlisis funcional que examina cémo
las propiedades espectrales y otras caracteristicas de los operado-
res cambian bajo perturbaciones. En particular, se considera si un
operador de una clase dada sigue perteneciendo a esa clase tras la
adicién de una perturbacion especifica. Para formalizar esta idea,
se dice que una clase de operadores G es estable bajo una clase H
si, dado g € Gy h € H se tiene que g+ h € G.

Por ejemplo, consideremos los operadores de Fredholm ¢(X)
y los operadores compactos K (X ), donde X es un espacio de Ba-
nach, entonces es conocido que siT € ¢(X) y K € K(X), entonces
T+ K € ¢(X), en este caso la clase ¢(X) es estable bajo la clase
K(X), es decir, los operadores de Fredholm en un espacio de Ba-
nach son estables bajo perturbaciones por operadores compactos.

En esta tesis, todos los resultados desarrollados sobre el con-
cepto de (U, V)-inversa y la (M, N)-Weighted (U, V)-inversa in
B(X, Y )son originales. La estructura de la tesis es la siguiente: en el
Capitulo 1, consideramos la forma matricial de un operador lineal
acotado y establecemos una definiciéon general de inversa genera-
lizada. En el Capitulo 2, definimos la (U, V')-inversa, obtenemos
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equivalencias mediante proyecciones, y caracterizamos su estabili-
dad bajo ciertas clases de operadores. El Capitulo 3 introduce el
orden de Mitsch para caracterizar la (U, V')-inversa en términos de
méximos y minimos de subconjuntos especiales de B(X,Y). En el
Capitulo 4, exploramos la (M, N)-Weighted (U, V')-inversa como
un caso particular de interés. Finalmente, en el Capitulo 5 abor-
damos el problema de determinar todos los operadores A que son
(U, V)-invertibles, més especificamente, dados U y V, introduci-
mos una relacion de equivalencia para resolver esta cuestién.
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Capitulo 1

Inversas generalizadas
para operadores lineales
acotados definidos en
espacios de Banach

1.1. Forma matricial de un operador

La representaciéon matricial de un operador juega un papel
crucial al traducir problemas abstractos en espacios de Banach a
un contexto mas manejable en términos de dlgebra matricial. Esta
representacion no solo facilita el analisis tedrico de los operadores,
sino que también sirve como puente para implementar soluciones
numéricas en problemas préicticos de diversas areas.

Dados X y Y espacios de Banach sobre C, con B(X,Y") de-
notamos al espacio de operadores lineales acotados de X en Y, si
X =Y escribimos B(X).

Dado T € B(X,Y), denotamos su nicleo y rango como N (T')
y R(T') respectivamente.

En el desarrollo de esta tesis es itil considerar la representacién
matricial de un operador lineal. Si tenemos un espacio vectorial X
como suma directa de subespacios X = X| & Xo, sabemos que
para cada x € X, existen unicos x1 € Xi,79 € X, tales que
x = x1 + z9. Considerando que Y es suma directa de subespacios,
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1.2 Propiedades bdésicas de las inversas generalizadas

digamos Y = Y7 @ Yo, entonces las proyecciones en Y7 y Y5 son
operadores lineales Py,, Py, : Y — Y definidas como Py, (y) =
Y1y Pry(y) = y2, donde y = y1 + y2,y1 € Y1,52 € Y2, estas
proyecciones nos seran de utilidad para representar un operador
lineal en forma de matriz. Cuando un espacio vectorial X es suma
directa de algunos otros 2 subespacios de él, también se dice que
X tiene esa descomposicién.

Teorema 1.1. [7] Sean X,Y espacios vectoriales, donde X yY
tienen descomposiciones X = X190 Xo0,Y =Y16Yoy L : X — Y
un operador lineal. Entonces

Y1

Y5 )’

(e ) (R) -

donde A = Py,L|x,, B= Py,L|x,, C = Py,L|x, y D = Py,L|x,.

1.2. Propiedades basicas de las inversas ge-
neralizadas

En el estudio del andlisis funcional, las inversas generalizadas,
tanto internas como externas, emergen como herramientas fun-
damentales para resolver problemas relacionados con operadores
lineales. Estas inversas permiten extender la nocién de inversa de
un operador mas alla del caso restringido a operadores invertibles,
proporcionando una forma de tratar con operadores no inyectivos,
no sobreyectivos, o incluso aquellos definidos en espacios infinito-
dimensionales como los espacios de Banach.

Existen muchos tipos de inversas generalizadas, las que presen-
tamos a continuacion son las mas generales en el sentido de que si
se define algtin tipo de inversa generalizada, este tipo de inversa
es del tipo de alguna de las siguientes definiciones.

Definicién 1.1. B € B(X,Y) es una inversa generalizada interna
de AeB(Y,X) si
ABA = A.

También existe el concepto de inversa generalizada externa.
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Definicién 1.2. C € B(Y, X) es una inversa generalizada externa
de A si

CAC =C.

También podemos considerar inversas generalizadas que satis-
fagan las condiciones de las definiciones 1.1 y 1.2.

Definicién 1.3. D € B(Y, X) es una inversa generalizada refle-
ziva de A € B(X,Y) si D es una inversa generalizada interna y
externa de A.

En el siguiente Teorema, mencionamos algunas de las propieda-
des bésicas que cumplen las inversas generalizadas antes definidas.

Teorema 1.2. Sea A € B(X,Y), entonces

1. Si A es invertible. entonces A~ es la unica inversa genera-
lizada interna de A.

2. Si B,C € B(Y, X) son inversas generalizadas internas de A,
entonces BAC' es una inversa generalizada reflexiva de A.

3. Si B € B(Y,X) es una inversa generalizada interna ¢ una
inversa generalizada externa de A, entonces AB € B(Y) y
BA € B(X) son proyecciones.

Demostracion. 1. Si ABA = A al ser A invertible se tiene que
AB =1 = BA, por lo que B= A"

2.51 ABA = Ay ACA = A, entonces ABACA = ACA = Ay
BACABAC = BABAC = BAC.

3. Si ABA = A, entonces (AB)? = ABAB = AB.

Si BAB = B, entonces (BA)?> = BABA = BA. O

Fl siguiente Corolario es una consecuencia de las propiedades
enunciadas en el Teorema 1.2, proporciona una caracterizacion
precisa de cuando un operador lineal acotado admite una inversa
interna, expresada en términos de las inversas generalizadas refle-
xivas.

Corolario 1.1. A € B(X,Y) tiene una inversa generalizada re-
flexiva si y solo si A es reqular interno.
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Demostracion. —»] SiA tiene una inversa generalizada reflexiva,
por definicién A es regular interno.
<—] Si A es regular interno, entonces existe B € B(Y, X) tal que

ABA = A,

entonces por el Teorema 1.2 inciso 2. se tiene que BAB es una
inversa generalizada reflexiva de A. O

Existe una relacién especial entre los operadores que poseen
una inversa interna, la cual emerge de manera natural al consi-
derar las proyecciones asociadas. Estas proyecciones no solo per-
miten descomponer el espacio de manera conveniente, sino que
también revelan estructuras intrinsecas que vinculan directamen-
te los nucleos y rangos de dichas proyecciones con el operador en
cuestion.

Teorema 1.3. Si B € B(Y, X) es una inversa generalizada inter-
na de A € B(X,Y), entonces AB, BA son proyecciones y ademds

R(AB) = R(A) y N(BA) = N(A).

Demostracion. Es claro que R(AB) C R(A), como ABA = A se
tiene que R(A) C R(AB), asi R(AB) = R(A). También N(A) C
N(BA) y como ABA = A entonces N(BA) C N(A), entonces
N(BA) = N(A). Notemos que (AB)? = ABAB = ABy (BA)? =
BABA = BA. Por lo tanto, AB y BA son proyecciones. O

El siguiente Teorema establece una caracterizacion fundamen-
tal de un operador A que posee una inversa interna, expresada en
términos de su nicleo y su rango. Esta formulacién no solo propor-
ciona una visién més estructural de la invertibilidad interna, sino
que también permite una comprensién mas clara de cémo la in-
teraccién entre estos subespacios determina la existencia de dicha
inversa.

Teorema 1.4. Sea A € B(X,Y). R(A) y N(A) son cerrados y
complementados en X y Y respectivamente, si y solo si A es re-
gular interno.
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Demostracion. —] Supongamos que X = T & N(A) y ¥V =
R(A) @ S, para algunos subespacios cerrados 7' de X y S de Y.
Consideremos la forma matricial del operador A con respecto a las
descomposiciones de los espacios X y Y, es decir,

An A12> < T > (R(A)>
A= : — ,
<A21 A22 N(A) S
notemos que Az = Alya) : N(A) — R(A) y A = Aly(a) :
N(A) — S, de aqui que

A1pa =0y Ay =0.

También A21 = A’T : T — S como R(Agl) - R(A) ns = {O}
se tiene que Ao; = 0. Por lo tanto, A tiene la siguiente forma

matricial,
=00 () = (7)o

Ademés es facil ver que R(A) = R(A11) y N(A11) = {0}, asi Ay
es invertible. Sea B € B(Y, X), entonces B tiene la siguiente forma

matricial
5= (o m) () = (vw) 02

un calculo directo muestra que B es una inversa generalizada in-
terna de A si y solo si By = Al_ll. Por lo tanto, A tiene inversas
generalizadas internas y todas ellas son de la forma (6.1), donde
Bi1, Bo1 y Bas son operadores lineales acotados arbitrarios defini-
dos en los correspondientes subespacios.
+—] A es regular interno, entonces por el Teorema 1.1 se tiene que
N(A) y R(A) son subespacios cerrados y complementados.

O

La relacién entre las inversas generalizadas y la representacion
matricial de un operador es especialmente relevante: las propieda-
des algebraicas de las inversas generalizadas pueden ser estudia-
das y explotadas con mayor claridad a través de la representacién
matricial, permitiendo conectar conceptos abstractos con métodos
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concretos de resolucién. Este vinculo proporciona un marco uni-
ficado para abordar problemas como la solucién de sistemas de
ecuaciones lineales, la regularizacion de problemas mal planteados
y la optimizacién en espacios funcionales.

Teorema 1.5. [2] Sean A € B(X,Y) es regular interno, T,S
subespacios cerrados de X y Y respectivamente tales que X =
TO&N(A) yY =R(A)® S. Entonces
R(A)
S )

= ) ()

donde Aq1 es invertible. Mds aun, si B es cualquier inversa gene-
ralizada interna de A tal que R(BA) =T y N(AB) = S, entonces

B tiene la siguiente forma matricial
T
(xtn): o

_(An 0), (RA)
B = ( o w)l g )]
donde W € B(S,N(A)) es arbitrario.

Si consideramos F' € B(X,Y) y G € B(Y, X) una inversa in-
terna de F, esto es, FGF = F, sabemos

- (3 )-8~ (). o

donde Fy € B(R(GF), R(F')) es invertible y

Fi' oo R(F) R(GF)
o= (0 w): () = (Nm) 09
donde W € B(N(FG), N(F)) es arbitrario. En el caso que W = 0,
denotamos G como Sf.

El siguiente Teorema establece una conexién fundamental en-
tre el rango de un operador arbitrario y el de otro que posee una
inversa interna, mostrando que su igualdad conlleva una relacién
estructural profunda entre ambos operadores. Este resultado no
solo permite obtener una expresion explicita que los vincula, sino
que también resalta como la propiedad de tener inversa interna
influye en la forma en que los operadores interactian dentro del
espacio en cuestion.




Inversas generalizadas para operadores lineales acotados definidos en

espacios de Banach
1.2 Propiedades bésicas de las inversas generalizadas

Teorema 1.6. Sea F € B(X,Y) regular interno.

1. 8i T € B(X,Y) es tal que R(T') = R(F), entonces T =
FSET.

2. 51T € B(X,Y) es tal que N(T) = N(F), entonces T" =
TSpF.

Demostracion. (1) Sabemos que FSpF = F, entonces FSp €
B(Y) es una proyeccién, como para cada x € X, T'(x) € Y, enton-
ces FSpT(x) = T(x), asi obtenemos el resultado. Andlogamente,
podemos demostrar (2). O

Andlogo al Teorema 1.5, el siguiente Teorema permite obtener
representaciones matriciales de los operadores involucrados, pro-
porcionando una visién maés estructurada de su comportamiento.
A través de estas representaciones, podemos visualizar de manera
clara cémo actuan dichos operadores en ciertos subespacios, lo que
no solo facilita su estudio, sino que también ofrece una compren-
sién mas profunda de su interaccién con la estructura del espacio
en cuestion.

Teorema 1.7. Sea F € B(X,Y) regular interno.

1. SiT € B(X,Y) es tal que R(T) = R(F), entonces
= () () = (i)

2. SiT €B(X,Y) es tal que N(T) = N(F), entonces
r=(m o) (W) = (viven)

(1) Por el Teorema 1.6 (1) sabemos que 7" = F'SgT por las
descomposiciones 1.4, 1.5 y considerando

r= (i 1) (V) — ()

de esto obtenemos que T5; = 0 y Tay = 0, entonces
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Inversas generalizadas para operadores lineales acotados definidos en

espacios de Banach
1.2 Propiedades bdésicas de las inversas generalizadas

. T11 Tlg . R(SFF) R(F)
T‘(O 0>‘<N<F> 7 \W(FSr))
Podemos demostrar en forma similar (2) usando el Teorema 1.6
(2).

Teorema 1.8. Sean F,G € B(X,Y) regulares internos. Entonces

1. R(F) = R(G) si y solo si FB(X) = GB(X).
2. N(F)=N(G) siy solo si B(Y)F =B(Y)G.

Demostracion. (1) —| Por hipétesis y el Teorema 1.6 tenemos
que F = GSgF y G = FSpG, entonces G € FB(X) y F € GB(X).
Por lo tanto, FB(X) = GB(X).

+—] Por hipétesis, existen T1,T> € B(X) tales que FF = GT1 y
G = FT, entonces R(F) = R(G).

(2) —] Por hipétesis y el Teorema 1.6 obtenemos F = FSgG
y G =GSpF asi F € B(Y)G y G € B(Y)F. «—] Por hipétesis
tenemos que F' = T1G y G = T>F para algunos T1,T» € B(Y),
entonces N (F) = N(G). O

La representacién matricial de un operador lineal acotado re-
sulta esencial para comprender su accién en los subespacios donde
estd definido, ya que permite descomponer y analizar su comporta-
miento de manera clara y estructurada. Esta herramienta no solo
facilita la obtencién de resultados, sino que también simplifica con-
siderablemente su demostracién, al traducir problemas abstractos
en términos mas concretos y manejables. Ademas, al explorar las
propiedades del operador desde una perspectiva matricial, se ob-
tienen demostraciones y resultados que serian dificiles de alcanzar
mediante enfoques puramente algebraicos. Como se ha evidencia-
do a lo largo de este capitulo, intentar llevar a cabo algunas de las
demostraciones aqui presentadas sin recurrir a la representacion
matricial implicaria un nivel de dificultad mucho mayor, tanto en
su ejecucion como en su comprensién. Por ello, la representacién
matricial no es solo un recurso técnico, sino un pilar fundamen-
tal en el estudio y desarrollo de la teoria de operadores lineales
acotados.




Capitulo 2

La (U,V)-inversa para
operadores en B(X,Y)

En este capitulo introducimos el concepto de (U, V)-inversa,
este concepto es més general que el de Drazin definido en [3] en el
contexto de operadores lineales acotados, pues como veremos, los
elementos involucrados en la definicidon pueden estar en diferentes
espacios y no solo en una tnica estructura, como en el caso de
Drazin, formalmente tenemos la siguiente:

Definicién 2.1. Sean A € B(X,Y), U € B(Z,X) yV € B(Y, Z).
Decimos que A es (U, V)-invertible si existe B € B(Y, X) tal que

B=UQ@B,B=BWV,U =BAU,V = VAB,
para algunos Q € B(X,Z),W € B(Z,Y).

Si X =Y = Z obtenemnos el caso de la (b, ¢)-inversa de Drazin
(ver [3]), es decir, cuando estamos considerando operadores en el
espacio B(X).

La unicidad de las inversas generalizadas es fundamental por-
que garantiza una solucién consistente y bien definida en proble-
mas donde las matrices o los operadores no son invertibles en el
sentido clasico. Esta propiedad asegura que, independientemente
del método empleado para calcularla, se obtendra el mismo resul-
tado, lo cual es esencial para la reproducibilidad de los cédlculos y
la coherencia matematica. Por esto es importante el siguiente:



La (U, V)-inversa para operadores en B(X,Y)

Teorema 2.1. Sean A € B(X,Y), U € B(Z,X) y V € B(Y, 2).
Si A es (U, V)-invertible, entonces el elemento B € B(Y, X) en la
definicion 2.1 es unico.

Demostracion. Supongamos que Bj, By son tales que
By =U@1B1,B1 = BiW1V,U = BiAU,V = V ABj,

By =UQ9By, By = BoWsoV,U = Bo AU,V = VABs,
para algunos Q1,Q2, Wi, Ws € B(X,Y), de aqui que,

By = BiW,V = BiW1(VABy) = (BiWhV)(AB3y) = B1ABs.
Por otro lado,
By =UQ2By = (B1AU)Q2Bs = B1A(UQ2B3) = B1ABs.
Por lo tanto, B] = Bs. ]

Denotamos este elemento B € B(Y, X) como A~(UY) y se lla-
ma la (U, V)-inversa de A.

Tener ejemplos explicitos de las inversas generalizadas que son
Unicas es de vital importancia, ya que proporcionan una base con-
creta para entender su comportamiento y propiedades, ademas de
servir como referencia para aplicaciones practicas, ademéds que nos
aseguran que en realidad existen elementos que cumplen con la De-
finicién que hemos proporcionado. FEn lo que sigue mostraremos un
ejemplo explicito de un operador (U, V')-invertible.

Ejemplo 2.1. Un operador (U, V')-invertible.
Sea X = R3,Y = R? and Z = R?. Definimos los siguientes
operadores:




La (U, V)-inversa para operadores en B(X,Y)
2.1 Propiedades bésicas de la (U, V)-inversa

1

Tomando, Q = <2

0 1 0 . .
0 0> y W = <0 1> , por cdlculo direc-

3

= O

S = O

1
to se puede ver que A es (U, V)-invertible con A=(UV) = | 0
0

2.1. Propiedades basicas de la (U,V)-
inversa

Como sabemos, las inversas generalizadas, generalizan la no-
cién usual de invertibilidad, la definicién de la (U, V)-inversa es
un concepto que abre muchas posibilidades dentro de la teoria de
inversas generalizadas, ya que generaliza el estudio de las inver-
sas tradicionales al incluir condiciones adicionales definidas por los
operadores U y V.

Investigar y analizar las propiedades que se derivan de esta de-
finicién es crucial, ya que permite identificar estructuras matemati-
cas més generales y comprender cémo estas pueden ser aplicadas
en diversos contextos tedricos y practicos. Ademads, explorar las
consecuencias de esta definiciéon contribuye al desarrollo de nue-
vos teoremas, métodos computacionales mas eficientes y una com-
prensién mas profunda de las interacciones entre los operadores.
Aqui algunas propiedades que se relacionan con este concepto.

Proposicién 2.1. Sean A € B(X,Y) y U € B(Z,X), V €
B(Y,Z). Si A es (U,V)-invertible, entonces

1. Si U es invertible, entonces A es invertible por la izquierda.

2. Si V es invertible por la derecha, entonces A es invertible
por la derecha.

8. Si U yV son invertibles, entonces A es invertible. En este
caso, A—UV) = A-1,

Demostracion. Como A es (U,V)-invertible, entonces B =
A-UV) ¢ B(Y, X) es tal que

B=UQB,B=BWV,U = BAU,V = VAB,

11



La (U, V)-inversa para operadores en B(X,Y)
2.1 Propiedades bésicas de la (U, V)-inversa

para algunos Q,W € B(X,Y).

1. Como U = BAU y al ser U invertible se tiene que BA = I.

2. Como V =V AB y al ser V invertible se tiene que AB = 1.

3. Es una consecuencia de 1. y 2. de este Teorema. O

En general, en la Definicién 2.1 los operadores U € B(Z, X)
y V € B(Y, Z) son arbitrarios, sin embargo, el siguiente Teorema
nos dice que no son tan arbitrarios como pueden parecer.

Teorema 2.2. Sean A € B(X,Y), U € B(Z,X) yV € B(Y, Z).

Si A es (U, V)-invertible, entonces U y V' son requlares internos.

Demostracion. Sabemos que existen Q, W € B(X,Y) tales que
B=UQ@By B=BWYV.

Como U = BAU, entonces (I — BA)U = 0, entonces (I —
UQBA)U =0, de aqui que U—UQBAU = 0, es decir, U-UQU =
0, asi UQU = U. Anélogamente, VWV = V. O

Por el Teorema 2.2 sabemos que los elementos Q, W € B(X,Y)
son inversas internas de U y V respectivamente, en la siguiente
proposicién veremos que no importa que inversa interna de U y V'
utilicemos.

Teorema 2.3. Sean A € B(X,Y), U € B(Z,X)yV €B(Y,Z). Si
A es (U, V)-invertible con B = A~UV) yUQU = U, VWV =V,
entonces B=UQ1B y B= BWV.

Demostracién. Si A es (U, V)-invertible con B = A~(U'V) entonces
se satisfacen las ecuaciones de la Definicion 2.1. Notemos que,
B =UQB = UQ(BWV) = U(QBW)V = UGV, donde G =
QBW, de aqui que UQ1B =UQ1QGV =UGV = By BW;V =
(UGVYWV = UGVW,V = UGV = B, asi B=UQ@By B =
BW4 V. O

El siguiente Teorema establece que, aunque se considere un
mismo operador A, los operadores U y V asociados a este nuevo
concepto de invertibilidad pueden admitir diversas elecciones, que
hacen el operador A invertible en este sentido.

Esto permite una mayor flexibilidad en el analisis de las pro-
piedades de A, ya que las posibles elecciones de U y V amplian
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2.1 Propiedades bésicas de la (U, V)-inversa

el marco tedrico para abordar situaciones donde la invertibilidad
convencional no es aplicable o resulta insuficiente.

Teorema 2.4. Sean A € B(X,Y), U €B(Z,X)yV €B(Y,Z). Si
A es (U, V)-invertible con B = A=UV) _entonces A es (BW, QB)-

invertible, donde Q,W son como en la Definicion 2.1. Mds atin,
B = A—(BW,@B)

Demostracion. Como A es (U, V)-invertible, entonces
B=UQB,B = BWV,U = BAU,V = VAB,

definimos Q' = VA € B(X,Z)y W = AU € B(Z,Y) son tales que
BWQ'B=BWVAB = BAB = B, entonces B = BWQ'B. Tam-
bién BW'QB = BAUQB = BAB = B, entonces B = BW'QB.
Ademas BABW = BW, por otro lado QBAB = (B. Por lo tanto,
A es (BW, @B)-invertible y B = A~ (BW.@B), O

El siguiente Teorema nos indica que, para operadores (U, V)-
invertibles, la multiplicacion por escalares también genera opera-
dores (U, V)-invertibles. Este comportamiento es consistente con
otras estructuras algebraicas, como los espacios vectoriales y los
anillos, donde la cerradura bajo la multiplicacién escalar es una
propiedad fundamental. Resulta relevante destacar este aspecto,
va que refuerza la analogia y la conexién entre la teoria de opera-
dores y otras areas del dlgebra abstracta.

Teorema 2.5. Sean A € B(X,Y), U € B(Z,X) yV € B(Y, 2).
Si A es (U, V)-invertible, entonces para cualquier escalar A # 0,
M es (U, V)-invertible, mds aiin, (A\A)~ (V) = %A_(U’V).

Demostracion. Sea A un escalar, como A es (U, V)-invertible, en-
tonces existe B = A~(U:V) ¢ B(Y, X) tal que satisface las igualda-
des de la Definicién 2.1, para algunos Q € B(X,Z),W € B(Z,Y).
De aqui que,

Lp—volde), i dpwvu= Loy =voais
AT AT DY o AT
Por lo tanto, AA es (U, V)-invertible, ademas (AA)~(:V)

% A-UV) O
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La (U, V)-inversa para operadores en B(X,Y)
2.2 Equivalencias del concepto de (U, V)-inversa

2.2. Equivalencias del concepto de (U,V)-
inversa

En general, en toda la mateméatica una vez definido un con-
cepto se obtienen equivalencias de éste, muchas veces esto permite
obtener resultados y demostraciones de manera mas sencilla, en
esta seccién presentamos algunas equivalencias del concepto de
(U, V)-inversa.

Teorema 2.6. Sean A € B(X,Y), U € B(Z,X) yV € B(Y, 2).
Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

1. A es (U,V)-invertible.

2. Existe B € B(Y,X) inversa externa de A y para cada
T € B(X) tal que TB = 0 se tiene que TU = 0 y exis-
ten Th € B(Z,X), T € B(X,Z) y T3 € B(Y,Z) tales que
B=T\V,V =TyB,B = UTs.

3. Emiste B € B(Y, X)) inversa externa de A y para cada P €
B(X) proyeccion tal que PB = 0 se tiene que PU = 0 y
existen Ty € B(Z,X), T € B(X,Z) y T3 € B(Y, Z) tales que
B=T\V,V =TyB,B = UTs.

Demostracion. (1) — (2) Sabemos que
B=UQB,B=BWV,U = BAU,V = VAB,

para algunos Q € B(X,Z) y W € B(Z,Y) donde B = A=(UV),
Definimos 17 := BW € B(Z,X), Tr := VA € B(X,Z2) y T3 :=
QB € B(Y, Z), entonces

B=T\V,V =T,B,B =UT;.

Si TB = 0, entonces TU = TBAU = 0AU = 0, por lo tanto
TU = 0.

Es evidente que (2) implica (3) es cierto.

(3) — (1) Por hipétesis B = BAB, entonces (I — BA)B =0,
asi (I — BA)U = 0, de esto se obtiene que BAU = U. También
VAB = ThyBAB = ToB = V, entonces V = VAB. Definimos
W = ATy y Q := T3A, asi BWV = BAT\V = BAB = By
UQB = UT3AB = BAB = B. Por lo tanto, B = A~(UV), O
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2.2 Equivalencias del concepto de (U, V)-inversa

Fl siguiente Teorema presenta una estructura similar al ante-
rior en cuanto a su planteamiento y objetivos, aunque difiere en las
condiciones especificas que establece y en los espacios en los cuales
estan definidos los operadores involucrados. Es crucial prestar es-
pecial atencién a estas condiciones, ya que son determinantes para
garantizar la validez de los resultados y su correcta interpretacién
en el contexto de estudio.

Teorema 2.7. Sean A € B(X,Y), U € B(Z,X) yV € B(Y, Z).

Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

1. A es (U,V)-invertible.

2. Eziste B € B(Y, X) inversa externa de A y para cada T €
B(Y) tal que BT = 0 cumple que VT = 0 y existen 11 €
B(Y,Z), To € B(Z,Y) y T3 € B(Z,X) tales que B = UTh,
U =BTy y B=T3V.

3. Ezxiste B € B(Y, X) inversa externa de A y para cada P €
B(Y) proyeccion tal que BP = 0 cumple que VP = 0 y
existen Ty € B(Y, Z), To € B(Z,Y) y T3 € B(Z, X) tales que
B=UT,U=DBT, y B=13V.

Demostracion. (1) — (2) Por hipétesis
B=UQB, B=BWYV, U = BAU, V = VAB,

para algunos Q € B(X,Z) y W € B(Z,Y) donde B = A=(UV),
Definimos T} := QB € B(Y,Z), Ty := AU € B(Z,Y) y T3 :=
BW € B(Z,X), entonces B =UTy, U = BTy y B = T3V, también
siT € B(X) es tal que BT =0, entonces VI' = VABT =V A0 =
0, asi VI =0.

(2) — (3) es evidente.

(3) — (1) Como BAB = B, tenemos B(I—AB) = 0, entonces
V(I-AB) =0, porloqueV = VAB. También BAU = BABT, =
BT, = U, entonces BAU = U. Definimos W := T AT3y Q :=T1 A,
entonces BWV = BTy AT3V = BTyAB = BAB = By UQB =
UT\AB = BAB = B. Por lo tanto, B = A=(U:V), O

El siguiente Teorema guarda una notable similitud con los an-
teriores en términos de su estructura y propdsito, pero introduce
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2.2 Equivalencias del concepto de (U, V)-inversa

una
con

simplificacién importante al sefialar que es suficiente trabajar
ciertas proyecciones especificas en lugar de considerar opera-

dores en general.

Teo

rema 2.8. Sean A € B(X,Y), U € B(Z,X) yV € B(Y, Z).

Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

1

2.

. A es (U, V)-invertible.

Eziste B € B(Y, X) inversa externa de A, para cada T €
B(X) tal que TB = 0 cumple que TU = 0, para cada R €
B(Y) tal que BR = 0 cumple que VR = 0 y existen Ty €
B(Z,X), To € B(Y, Z) tales que B =TV = UTs.

Eziste B € B(Y, X) inversa externa de A, para cada P €
B(X) proyeccion tal que PB = 0 cumple que PU = 0, para
cada R € B(Y) tal que BR = 0 cumple que VR = 0 y ezisten
T €B(Z,X), T, € B(Y, Z) tales que B=T\V =UT5.

. Eziste B € B(Y, X) inversa externa de A, para cada T €
B(X) tal que TB = 0 cumple que TU = 0, para cada P' €
B(Y) proyeccion tal que BP" = 0 cumple que VP = 0 y
existen Ty € B(Z,X), Ty € B(Y,Z) tales que B = T\V =
UTs.

Eziste B € B(Y, X) inversa externa de A, para cada P €
B(X) proyeccion tal que PB = 0 cumple que PU = 0, para
cada P' € B(Y) proyeccion tal que BP' = 0 cumple que
VP =0y eristen T) € B(Z,X), Ty, € B(Y,Z) tales que
B=1T\V =UT,.

Demostracion. (1) — (2) Sabemos que

B=UQB,B=BWV,U = BAU,V = VAB,

para algunos Q € B(X,Z) y W € B(Z,Y) donde B := A=(UV),

Defi
™V
TU
por

nimos T} := BW € B(X) y T> := QB € B(X), entonces B =
= UT,. Si TB = 0, entonces TU = TBAU = 0AU = 0, asi
=0, también si BR = 0, entonces VR =VABR =V A0 =0,
lo tanto, VR = 0.

(2) —> (3) es evidente.
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2.3 Representacién matricial de la (U, V)-inversa

(3) — (4) Sea T € B(X) tal que TB = 0, de BAB = B
obtenemos que (I — BA)B = 0, entonces (I — BA)U = 0, por lo
tanto BAU = U, asi TU = TBAU = 0AU = 0, entonces TU = 0.

(4) — (5) es evidente.

(5) — (1) Como B = BAB, entonces (I — BA)B = 0, asi
(I — BA)U = 0, de esto obtenemos que, BAU = U, también
B(I-AB) =0, asi V(I-AB) =0, entonces VAB = V. Definimos
W:= ATy Q :=TA, entonces BWV = BAT\V = BAB=By
UQB = UT,AB = BAB = B. Por lo tanto, B = A~(UV), O

2.3. Representaciéon matricial de la (U,V)-
inversa

La representacién matricial de la (U, V)-inversa de un opera-
dor lineal acotado en espacios de Banach es fundamental porque
permite analizar las propiedades del operador y calcular su inversa
utilizando herramientas del algebra lineal matricial. Este enfoque
es especialmente valioso en contextos donde los operadores acttian
sobre espacios de dimensién infinita, ya que las matrices ofrecen
un modelo més intuitivo y manejable. Asimismo, el estudio de
otras inversas generalizadas, como la inversa de Moore-Penrose o
la inversa de Drazin, y sus representaciones matriciales, ha sido
ampliamente desarrollado debido a su gran utilidad en diferen-
tes dreas. De este modo, las representaciones matriciales no solo
aportan claridad conceptual, sino que también extienden el alcan-
ce practico de las inversas generalizadas.

Uno de los objetivos en esta tesis es proporcionar una repre-
sentacién matricial para la (U, V)-inversa, para lograr esto sera
necesario tener relaciones entre los ntcleos y rangos con los ope-
radores involucrados.

Teorema 2.9. Sean A € B(X,Y), U € B(Z,X) yV € B(Y, Z).
Si A es (U, V)-invertible con B = A~WV) | entonces

1. B es inversa externa de A.
2. R(B) = R(U) = R(UQ) = R(BA),

3. N(B) = N(V) = N(WV) = N(AB),
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4. R(AU) = R(AB),
5. N(VA) = N(BA).
donde Q € B(X,Z),W € B(Z,Y) son como en la definicion 2.1.

Demostracion. Sabemos que existen ) € B(X,Z2),W € B(Z,Y)
tales que B=UQBy B=BWV.
1. BAB = UQBAUQB = UQUQB = UQB = B.

2. Si w € R(B), entonces w = Bx = UQyx € R(UQ), ahora si
w € R(UQ), entonces w = UQxr = BAUQx € R(B).

Por 1. de este Teorema y el Teorema 1.3 se tiene que
R(B) = R(BA).

Siw € R(U), entonces W = Bx = UQBx € R(U), ahora si
w € R(U), entonces w = Ux = BAUxz € R(B).

3. Si x € N(B), entonces Bx = 0, entonces Vo = VABz = 0,
asi Vo = 0. Ahora si z € N(V), entonces Vo = 0, entonces
Bx = BWVx =0, por lo que Bx = 0.

Siz € N(B) = N(V), entonces Vo = 0, entonces WVz =
0, ahora si x € N(WV), entonces WVz = 0, entonces Bxr =
BWVzx = 0, asi Bx = 0. También por 1. de este Teorema y el
Teorema 1.3 se tiene que N(B) = N(AB).

4. Sea w € R(AU), entonces w = AUx = ABAUz € R(AB).
Si w € R(AB), entonces w = ABx = AUQBxz € R(AU).

5. Sea © € N(VA), entonces VAz = 0, entonces BAx =
BWVAxr = BW(0) = 0, entonces BAz = 0, por lo que
x € N(BA). Sea © € N(BA), entonces BAx = 0, entonces
VAr = VABAxz = VA(0) = 0, entonces VAz = 0, por lo tanto,
x € N(BA). O

Las descomposiciones de un espacio en suma directa son funda-
mentales para obtener representaciones matriciales de un operador
lineal acotado definido en espacios de Banach, ya que proporcionan
una estructura algebraica que permite descomponer el operador en
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La (U, V)-inversa para operadores en B(X,Y)
2.3 Representacién matricial de la (U, V)-inversa

componentes mas simples y manejables. Esta descomposicién faci-
lita expresar el operador como una matriz, capturando de manera
precisa en que espacios actia y entender de mejor forma ciertas
propiedades.

El siguiente Corolario nos dard descomposiciones de los es-
pacios en los que estardn definidos los operadores que vamos a
considerar.

Corolario 2.1. Sean A € B(X,Y), U € B(Z,X) yV € B(Y, Z).
Si A es (U, V)-invertible con B = A=(UV) | entonces

Y = R(AB)® N(B) y X = R(B)® N(BA). (2.1

Demostracion. Por el Teorema 1.3 sabemos que N(B) = N(AB)
y R(B) = R(BA), como AB y BA son proyecciones, se obtiene el
resultado. O

El siguiente Teorema es de suma importancia, ya que nos
proporciona una representacion matricial de un operador (U, V)-
invertible, lo que permite una comprensiéon mas clara y estructura-
da de esta inversa en los subespacios utilizados para descomponer
los espacios donde los operadores estan definidos.

Esta representacién no solo nos muestra de manera precisa la
accién del operador en cada componente de la descomposicién,
sino que también nos ofrece una caracterizacién fundamental de
la (U, V)-invertibilidad.

Dicha caracterizacién serd una herramienta clave en la obten-
cién y demostracién de numerosos resultados subsecuentes, con-
solidando asi el papel central de la representacion matricial en el
estudio de estas inversas.

Teorema 2.10. Sean A € B(X,Y), U € B(Z,X) yV € B(Y, Z).
A es (U, V)-invertible si y solo si

_(Aun 0 ([ RU) R(AU)
(5 ) () = (N0)), e
para algin Ay € B(N(VA),N(V)), A1 es invertible y U,V son
requlares internos. Mds aun,

o= D) (W) = (W) e

es la (U, V)-inversa de A.
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La (U, V)-inversa para operadores en B(X,Y)
2.3 Representacién matricial de la (U, V)-inversa

Demostracion. (—) Supongamos que A es (U, V)-invertible con
B = A~WY) Por el Corolario 7.1 tenemos las siguientes descom-
posiciones

Y = R(AB)® N(B) y X = R(B) @ N(BA).

Maés aun, como BAB = B, B tiene una inversa interna que es A
y por el Teorema 1.5, tenemos
R(B)
Yi )’

o~ 1) ()~

donde Bj; es invertible y
_(Ba' 0\ (RB X
A‘( 0 A22>'< vi ) \wB))
para algin Ags € B(Y1, N(T)). Por el Teorema 2.9 (1) (respecti-
vamente (2)), tenemos R(B) = R(U) (N(B) = N(V)) y eligiendo
X1 = R(AU) y Y7 = N(V A) obtenemos la representacién matri-

cial para A y su (U, V)-inversa. El Teorema 2.2 nos da la regula-
ridad de U y V.

(«—) Supongamos que A € B(X,Y) tiene la representacién
(7.2), donde U y V son regulares internos con @ € B(X,Z7) y
W € B(Z,Y). Usando descomposiciones apropiadas X = R(U) @
N(WVA)y Z=2,8®N(U), Por el Teorema 1.5, tenemos

o= () () — ().

=Y 0.) (iivn) = (o)

Andlogamente,

(5 23— ()




La (U, V)-inversa para operadores en B(X,Y)
2.4 Perturbaciones de la (U, V)-inversa

Sea

entonces

(U 0\ (U" 0\ (A7 0\ _ (A7 0\ _
van= (5 0 (" gn) (0 0)= (0 5)=~
sy = (A O (Vi 0\ (Vi 0\ _ (A 0\ _ o

a 0 0 0 Woo 0 0o/ 0 o)

. Ail 0 Ai;r O U1 O . Upr O .
pav= (" 0 (0 w) (5 0)= (% 0)=v

. Vii. O A1 O Ail 0 . Viin. 0 .
VAB_(O 0)(0 W><0 0)=\o o=V

Por lo tanto, B = A~ (UY), O

2.4. Perturbaciones de la (U, V)-inversa

Otro de los objetivos de ésta tesis es estudiar las clases de ope-
radores admisibles para la clase de operadores (U, V')- invertibles,
en esta seccién se da un Teorema que caracteriza de forma ma-
tricial la clase de operadores bajo la cual podemos perturbar un
operador que es (U, V)-invertible.

Teorema 2.11. Sean A € B(X,Y), U € B(Z,X) y V € B(Y, 2).
Supongamos que A es (U, V')-invertible. Entonces A+ D es (U,V)

invertible st y solo st D = <D11 0 > . ( R(U) )

0 Do N(VA)
<R(AU)

N(V) > y D11 + Aq1 es invertible.
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La (U, V)-inversa para operadores en B(X,Y)
2.4 Perturbaciones de la (U, V)-inversa

Demostracion. —] Como A es (U, V')-invertible se tiene que

=00 ) () = (567),

Consideremos la siguiente representacion matricial de D,
D11 Dyg R(U) > (R(AU)>
D = : — ,
<D21 D22) (N(VA) N(V)
entonces

A+D = (DHDJ;A11 A22D+12D22) : (J\]?((‘Zgl)) - (?\%3) '

Como A+ D es (U, V)-invertible, entonces por el Teorema 2.10
_ (T 0 [ R(U) R(AU)
aeo= (5 m) - (vvm) = (567):
donde Aq1 + D11 es invertible, de aqui que
Ay1 + D11 =T, D12 = 0, Doy = 0, Az + Dag = Tho.
Por lo tanto,
(D 0\ [ R(U) R(AU)
2= (% ) (xon) — (W)

D11 + Aqq es invertible.

+—] Sea
o= 5,): (wivm) = (3

y D11+ A11 es invertible. Como A es (U, V)-invertible se tiene que

o= 2) ()~ (%)
de aquf que,

(D11 + A1 0 ) R(U) R(AU)
A+D = ( 0 Ap+ D22> ' <N(VA) — Ny )
por hipdétesis se tiene que D11+ A1 es invertible, como A es (U, V)-

invertible, por el Teorema 2.2 U,V son regulares, asi por el Teore-
ma 2.10 A+ D es (U, V)-invertible. O
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Capitulo 3

Propiedades extremales
de la (U, V)-inversa

Algunos autores han introducido érdenes parciales en el estu-
dio de estructuras algebraicas y el estudio de los elementos de estas
estructuras, relacionados a los érdenes parciales se tienen concep-
tos como el de elemento maximo y elemento minimo de algin
subconjunto donde se esté definiendo ese orden parcial, en lo que
sigue introducimos 6rdenes parciales en el espacio de operadores
lineales acotados definidos sobre espacios de Banach para carac-
terizar a la (U, V)-inversa en términos de estos érdenes parciales
y de elementos méaximo y minimo de ciertos subconjuntos del es-
pacio de operadores lineales acotados, que al mismo tiempo nos
dardn idea de como se construye la (U, V')-inversa de un operador
cuando esta exista.

3.1. Orden parcial de Mitsch en B(Y, X)

En B(Y, X) definimos una relacion M, como sigue, para cua-
lesquiera T, R € B(Y, X)), TMyR si existen L € B(X) y K € B(Y)
tales que

LT =LR=T=TK = RK.

De la definicién de la relacién M, definida en el espacio de
operadores B(Y, X) al inicio de ésta seccién se puede demostrar el
siguiente:
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Propiedades extremales de la (U, V)-inversa
3.1 Orden parcial de Mitsch en B(Y, X)

Teorema 3.1. M, es un orden parcial en B(Y, X).
Demostracion. Sean T, R € B(Y, X), es suficiente tomar Ix €
B(X) y Iy € B(Y) para comprobar que TM,T. Si TMyR y
RMT, existen L1, Ly € B(X) y K1, K> € B(Y) tales que

LlT:LlR:T:TKlzRKl y

LoR=1LsT=R=RKy =TK>,
entonces

T=LiR=Li(RK2) = (L1R)Ky =TK> = R,

entonces T' = R. También si TMyR y RM,H, existen L1, L €
B(X)y K1, K2 € B(Y) tales que

LlT:LlR:T:TKl :RKl y

LoR=I12H =R=RKy=HKo>,

entonces

T=L1R=11(LsH)= (L1L2)H y
T=1I11T=L(RKy) = L1(L2R)K; = L1 Lo(RKy) = (L1L2)T,
también
T =RK, =(HKy)Ky, = H(KKy) y
T=TK, = (L1R)K1 = L1(RK2)K; = (L1 R)(K2 K1) = T(K3K4),

donde L1 Ly € B(X) y KoKy € B(Y), entonces T MyH, entonces
My, es un orden parcial en B(Y, X). O

Si bien M es un orden parcial en B(Y, X) restringiremos nues-
tro estudio a ciertos conjuntos especiales que nos seran de mayor
utilidad para el estudio de la (U, V)-inversa.

Consideremos los siguientes conjuntos,

Fiy={F eB(Y,X)|FAF = F,F = UQF,F = FWV
para algunos Q € B(X,Z), W € B(Z,Y)}
Ga={GeB(Y,X)|GAG =G,GAU =U y VAG =V}.

Como es de esperarse, M, es un orden parcial restringido a
cada uno de los conjuntos Fl4 v G4, pero mas aun, se pueden
comparar los elementos de estos conjuntos a través del orden My,
tenemos la siguiente:
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Propiedades extremales de la (U, V)-inversa
3.1 Orden parcial de Mitsch en B(Y, X)

Proposicién 3.1. FM G para cada F' € Fy y cada G € Ga.

Demostracion. Sean F € Fq y G € G 4, entonces
FAF =F,F =UQF,F =FWV
para algunos Q € B(X,Z),W € B(Z,Y) y
GAG =G, GAU =U,VAG =V,
entonces
F=FW((VAG)= (FWV)AG = FAG, entonces F = FAG,
también
F=UQF = (GAU)QF = GA(UQF) = GAF, entonces F' = GAF.
De aqui que,
FAF = (FA)(FAG) = (FA)?G = FAG = F = FAF = (GAF)(AF)

= F(AF)?* = G(AF), entonces FM,G.
O

El siguiente Teorema nos proporciona una caracterizaciéon de
la (U, V)-inversa en términos del maximo y minimo de los sub-
conjuntos antes definidos en el orden My, los cuales representan
el maximo y el minimo con respecto al orden parcial introducido
anteriormente. Es importante notar que la construccién de estos
subconjuntos se fundamenta en la consideracién de inversas exter-
nas del operador A, mientras que las dos igualdades adicionales
provienen directamente de la definicién de la (U, V')-inversa en ca-
da caso. De este modo, podemos interpretar este resultado como
una descomposicién estructurada de la definicién, en la que cada
subconjunto recoge de manera natural un conjunto especifico de
condiciones, permitiéndonos analizar la (U, V')-invertibilidad desde
una perspectiva mas organizada.

Teorema 3.2. Sean A € B(X,Y), U € B(Z,X) yV € B(Y, Z).
Entonces B = A=WV & y solo si B=maxF4 = minG4 en el
orden M.
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Propiedades extremales de la (U, V)-inversa
3.1 Orden parcial de Mitsch en B(Y, X)

Demostracion. —] De la Definicién 2.1, tenemos que B € F4 N
G 4, entonces por la Proposiciéon 4.1 sabemos que FMyB para
cada I’ € Fy y BMyG para cada G € G4, asi que B = max Iy =
min G 4.

<—| Por hipétesis tenemos que B = max Fy = min G 4, entonces
B € F4 N Gy, asi la Definicién 2.1 se cumple, por lo tanto B =
A-OY), O

Como hemos visto, las proyecciones son herramientas funda-
mentales en la teoria de operadores lineales acotados, ya que per-
miten descomponer un espacio en subespacios complementarios.
Esto facilita el andlisis de los operadores al reducir problemas a
subespacios mas manejables. Las proyecciones también ayudan a
caracterizar propiedades clave de los operadores, como su rango e
imagen, y son esenciales en la construccién y comprension de di-
versas clases de inversas generalizadas. En este sentido, la siguiente
Proposiciéon nos da propiedades relacionadas con las proyecciones
las cuales nos seran de utilidad en el desarrollo de los resultados
posteriores.

Proposicién 3.2. Sean P,Q € B(X) proyecciones, entonces
1. R(P) C R(Q) siy solo si QP = P.
2. N(P) C N(Q) si y solo si QP = Q.

Demostracion. (1) —] Sea x € X, como Pz = P2z, entonces
Px € R(P), asi Px € R(Q), por lo que QPx = Px, asi QP = P.

+—|Siy € R(P), entonces y = Px = QPzx € R(Q) para algiin = €
X, entonces R(P) C R(Q). En forma similar podemos demostrar
(2). O

Es complicado verificar las condiciones que definen a los con-
juntos F'4 y G 4, es decir, no es tan facil verificar cuando un opera-
dor pertenece a alguno de estos conjuntos, ya que las condiciones
a verificar son complicadas, en los siguientes Teoremas damos una
caracterizacién de éstos conjuntos con condiciones més sencillas.

Teorema 3.3. Sean A € B(X,Y), U € B(Z,X) yV € B(Y, Z2)
tales que UQU =U y VWV =V para algunos Q € B(X,Z),W €
B(Z,Y). Entonces F € Fy si y solo si FAF =F, R(F) CR(U) y
N(V) C N(F).

26



Propiedades extremales de la (U, V)-inversa
3.1 Orden parcial de Mitsch en B(Y, X)

Demostracion. —s] F € Fy entonces FAF = F,F = UQF y
F = FWYV, entonces R(F) C R(U) y N(V) C N(F).

<—] Por hipdtesis, tenemos que R(F) = R(FA) C R(U)
R(UQ), asi por la Proposiciéon 4.1, UQFA = FA, entonces
UQF = UQFAF = FAF = F, también N(V) = N(WV) C

N(AF) = N(F), entonces AFWV = AF asi FWV =
FAFWV = FAF = F, entonces F = UQF y F = FWV, por
lo tanto F' € Fy. ]

Teorema 3.4. Sean A € B(X,Y), U € B(Z,X) yV € B(Y, Z)
tales que UQU = U y VWV =V para algunos Q € B(X,Z), W €
B(Z,Y). Entonces G € G4 si y solo si GAG = G, R(U) C R(G)
y N(G) S N(V).

Demostracion. —] Si G € G4 entonces GAG = G, U = GAU y
V =VAG, asi R(U) C R(G) y N(G) C N(V).

<—] Por hipétesis, se tiene que R(U) = R(UQ) C R(GA) =
R(G) and N(G) = N(AG) C N(WV) = N(V), entonces por la
Proposicion 4.1 tenemos que GAUQ = UQ y WVAG = WV,
entonces GAU = GAUQU =UQU =U y VAG = VWV AG =
VWV =V, entonces U = GAU y V = VAG, por lo que G €
Ga. OJ

Los teoremas y resultados presentados previamente han sido
fundamentales para establecer una base sélida que conduce, de
forma natural y elegante, al Teorema principal de esta seccién.
Cada resultado ha permitido construir las herramientas necesarias
y ha brindado una comprensién maéas profunda del concepto de
(U, V)-inversa, revelando conexiones esenciales que, de otro modo,
serian dificiles de discernir. Asi, el Teorema principal se desprende
de manera fluida, evidenciando cémo estos elementos previos se
entrelazan para culminar en el siguiente:

Corolario 3.1. Sean A € B(X,Y), U € B(Z,X) yV € B(Y, Z2)
tales que UQU = U y VWV =V para algunos Q € B(X, 2),

W e B(Z,Y). Los siguientes enunciados son equivalentes:
1. B=A0V)

2. B=maxFy =minG4 en el orden M,.
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Propiedades extremales de la (U, V)-inversa
3.2 Ordenes parciales relacionados al orden de Mitsch

8. Be FanGy
4. BAB=B,R(B)=R(U),N(V) = N(B)

_ 4@
5. B=A% vy

Por el Corolario 3.1 y el Teorema 4.1 para encontrar A~(V)

tenemos que buscar entre todas las inversas externas F' de A aque-
llas tales que R(F') C R(U), N(V) C N(F). Nos detenemos cuan-
do encontramos un elemento B € F4 tal que BAB = B, R(B) =
R(U),N(V) = N(B), en este caso B = A~(UV). Con esta idea
en mente definimos E4 := {F € B(Y,X)|FAF = F} y para
Fy, Fy € E4, decimos que Fy <1 F} siy solo si R(Fy) C R(F1) y
N(Fy) C N(Fp).

3.2. Ordenes parciales relacionados al or-
den de Mitsch

Los érdenes parciales que se introducen a continuacién guar-
dan una estrecha similitud con los previamente definidos y, de ma-
nera andloga, permiten una construccién equivalente de la (U, V)-
inversa previamente propuesta. En uno de estos 6rdenes, se observa
un ensanchamiento del rango y una reduccién del nicleo del opera-
dor, mientras que en el otro ocurre el fenémeno opuesto: el rango se
reduce y el nicleo se amplia. Esta dualidad proporciona una pers-
pectiva enriquecedora para el estudio de la (U, V')-invertibilidad.

Proposicién 3.3. (E4, <;) es un conjunto parcialmente ordena-

do.

Demostracion. Sea Fy, F1 € Ea, es claro que Fy <i Fy, asi
<p es reflexivo. Si Fy <4 Fy y Fi <y Fpy, entonces R(Fy) C
R(Fy),N(F1) € N(Fo) y R(F1) © R(Fo),N(Fp) € N(F1), en-
tonces R(FOA) - R(FlA),N(AFl) - N(AFO) y R(FlA) -
R(FyA), N(AFy) C N(AF) entonces por la Proposicién 4.1 obte-
nemos que

NAFGA = FyAy AF1 AFy = AF entonces

F() = (FoA)FQ = FlAF()AFO = FlAFO y
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Propiedades extremales de la (U, V)-inversa
3.2 Ordenes parciales relacionados al orden de Mitsch

F1 = Fl(AFl) = FlAFlAFO = FlAFO an FO = Fl,
también es claro que <; es transitiva. O

Es importante notar que M, es un orden parcial en Ey4, asi
podemos considerar los conjuntos parcialmente ordenados (E4, <;
) v (Ea, M), podemos tratar de encontrar max F4 y/o min G4
en (E4, <1), pero esto no sera necesario.

Teorema 3.5. Sean Fy, I € Eu, entonces FoMgFy si y solo si
Fy <4 F1.

Demostracion. —] Si FyMgFy, entonces existen L € B(X) y
K € B(Y) tales que

LFy=LF =Fy=FK=FNK

entonces N (F1) C N(Fy) y R(Fo) € R(F1), entonces Fy <1 F7.
«—] Si Fy <1 F1 entonces R(Fp) € R(F1) y N(F1) € N(Fp), asi
R(Fy) € R(F1) = R(F1A) y N(AFy) C N(AF}) entonces por la
Proposicion 4.1 obtenemos que

FlAFg == FO y AFQAF1 = AFO

Definimos K := AFy € B(Y) y L := FypA € B(X) entonces
FO = FlK = F()K y FO = LF(), también LF1 = FQAFl =
(FlAF(_))AFl = Fl(AFQAFl) = FlAFO = Fo, entonces LF1 = Fo,
por lo tanto Fy M F1. O

Andlogamente, podemos definir otro orden parcial relacionado
a M, que nos dard otra forma de construir la (U, V')— inversa. Para
Fy, Fy € Ey4, decimos que Fy >n Fj siy solo si N(Fy) € N(Fy)
con R(F1) C R(Fp).

Proposicién 3.4. (E4, >xn) es un conjunto parcialmente ordena-
do.

La demostracién es andloga a la Proposicién 3.3, con este nue-
vo orden parcial, tenemos alternativas para obtener la (U,V)—
inversa, primero algunos resultados.

Proposicion 3.5. G >N F para cada F € Fa y cada G € G 4.
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Propiedades extremales de la (U,V)-inversa
3.2 Ordenes parciales relacionados al orden de Mitsch

Demostracion. Sean F € Fq y G € G4, por la Proposicion 3.3
sabemos que FM G, es equivalente a F' <p G, asi R(F) C R(G)
y N(G) C N(F), por lo tanto G >x F. O

Teorema 3.6. Sean A € B(X,Y), U € B(Z,X) yV € B(Y, 2).
Entonces B = A~UV) g y solo si B = maxG4 = minF4 en el
orden parcial > .
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Capitulo 4

Operadores

(U, V)-invertibles por la
derecha y por la
izquierda

En una estructura algebraica, cuando se puede definir la in-
vertibilidad de un elemento tanto por la derecha como por la iz-
quierda, suele ocurrir que la combinaciéon de ambas condiciones
implica que dicho elemento es invertible en un sentido mas com-
pleto. Este concepto se extiende naturalmente a la teoria de in-
versas generalizadas, donde la idea de invertibilidad bilateral se
adapta para estudiar casos en los que no necesariamente se cuenta
con una inversa Unica o convencional. En este contexto, se han
desarrollado definiciones de invertibilidad derecha e invertibilidad
izquierda para elementos, con el objetivo de que, al cumplirse am-
bas condiciones de forma simultdnea, se recupere una nocién de
invertibilidad mas general y ttil en el andlisis algebraico.

En el caso de que existe un operador S € B(Y, X) tal que
TS =1y y ST = Ix, donde Ix (Iy) denotan el operador identidad
en X (Y), es tinico y llamamos a S la inversa de 7. Cuando solo
una de estas condiciones se cumple, en el primer caso decimos
que T es invertible por la derecha (invertible por la izquierda)
y S es una inversa izquierda (derecha), en ambos casos S no es
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Operadores (U, V)-invertibles por la derecha y por la izquierda
4.1 Propiedades bdsicas de los operadores (U, V)-invertibles por la derecha y por la
izquierda

necesariamente unico y esto motiva el estudio de inversas derechas
e izquierdas.

En esta direccién, Drazin da una definicién para (b, ¢)-inversas
izquierdas (derechas) (ver [4]), a partir de estas ideas damos la
siguiente definicién.

Definicién 4.1. Sean A € B(X,Y), U € B(Z,X) yV € B(Y, Z).

1. Decimos que A es left (U, V)-invertible si existe Ty €
B(Z,X) tal que U = TYVAU. En este caso, B := TV €
B(Y, X) es una left (U, V)-inversa de A.

2. Decimos que A es right (U,V)-invertible si existe To €
B(Y,Z) tal que V.= VAUT,. En este caso, B := UT, €
B(Y, X) es una right (U,V)-inversa de A.

La formulacién de la (U, V)-invertibilidad por la derecha y por
la izquierda resulta ser la maéas adecuada, ya que como veremos
més adelante, permite descomponer la (U, V)-invertibilidad total
en dos condiciones complementarias que, al cumplirse simultdnea-
mente, garantizan de manera rigurosa que un operador sea (U, V)-
invertible.

Este enfoque no solo aporta claridad conceptual al separar las
contribuciones individuales de U y V' en términos de las propieda-
des del operador, sino que también facilita su andlisis en escenarios
donde estas condiciones pueden verificarse de manera independien-
te.

4.1. Propiedades basicas de los operadores
(U, V)-invertibles por la derecha y por
la izquierda

La formulacién de la (U, V)-invertibilidad por la derecha y por
la izquierda no solo es la méas adecuada, sino que también ofrece
una herramienta conceptual poderosa al permitir el andlisis inde-
pendiente de cada una de estas propiedades.

Este enfoque facilita la deduccion y exploracion de caracteristi-
cas especificas asociadas a la (U, V)-invertibilidad por la derecha o
por la izquierda, proporcionando un entendimiento mas profundo
de su comportamiento.
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izquierda

Como es conocido, aun en el concepto de invertibilidad usual
por la izquierda y derecha para funciones, no necesariamente tene-
mos unicidad, pero podemos obtener propiedades cuando existe.

Teorema 4.1. Sean A € B(X,Y), U e B(Z,X) yV € B(Y,2).

1. Si A esleft (U, V)-invertible, entonces existe B € B(Y, X) tal
que U = BAU y BWV = BAB, para algin W € B(Z,Y).

2. Si A es right (U, V)-invertible, entonces existe B € B(Y, X)
tal que V.=V AB y UQB = BAB para algin Q € B(X, Z).

Demostracion. 1. Como A es left (U, V)-invertible, tenemos
que U = TYVAU para algin T} € B(Z,X), definimos
B =TV € B(Y, X), entonces

BAU =T1VAU = U entonces BAU =U
y definimos W := AT} € B(Z,Y), entonces
BWV = BA(T\V) = BAB.
2. Como A es right (U, V)-invertible, sabemos que V' = VAUT,
para algin T € B(Y, Z), definimos B := UT, € B(Y, X) y

es tal que VAB = VAUT, = V y definimos @ := T2A €
B(X, Z) es tal que

UQB = (UT»)AB = BAB.
O

Como podemos ver en el Teorema 4.1, para operadores left
(right) (U, V')-invertibles con una left (right) (U, V')-inversa B, no
es necesariamente una inversa externa, es decir, no necesariamente

BAB = B.
Teorema 4.2. Sean A€ B(X,Y), UeB(Z,X) yV € B(Y, 2).

1. Si BAU = U y B = BWYV, para algunos B € B(Y,X),
W € B(Z,Y) entonces A es left (U, V)-invertible.

2. SiVAB =V y B =UQB para algunos B € B(Y,X), Q €
B(X, Z), entonces A es right (U, V')-invertible.
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Demostracion. 1. Como
U= BAU = (BW)(VAU) = T\V AU,

donde T3 = BW € B(Z,X), entonces A es left (U,V)-
invertible. En este caso T1V = BWV = B es una left (U, V)-
inversa de A.

2. Como V = VAB = VAU(QB) = VAUT,, donde Ty =
QB € B(Y, Z), entonces A es right (U, V)-invertible y UT, =
UQB = B es una right (U, V)-inversa de A.

O

Para obtener representaciones matriciales de operadores linea-
les acotados y en particular de inversas generalizadas, es impor-
tante conocer relaciones entre nucleos y rangos, en este sentido te-
nemos las siguientes Proposiciones cuyas demostraciones son una
rutina.

Teorema 4.3. Sean A € B(X,Y), U € B(Z,X) yV € B(Y, Z).
Si A es left (U, V)-invertible, entonces

1. N(U) = N(AU) = N(V AU)

2. R({U) € R(BA) C R(B) C R(T), donde B = T\V €
B(Y, X) es una left (U, V)-inversa y T1 es como en la Defi-
nicion 4.1.

3. Si ademds B = BWYV, para algin W € B(Z,Y) entonces
N(V)CNWV)C N(B).

Teorema 4.4. Sean A € B(X,Y), U € B(Z,X) yV € B(Y, Z).
Si A es right (U, V)-invertible, entonces

1. R(V) = R(VA) = R(VAU)

2. N(Tx) € N(B) C N(AB) C N(V), donde B = UTy €
B(Y, X) es una right (U,V)-inversa y T> es como en la De-
finicion 4.1.

3. Si ademas B = UQB, para algin Q € B(X,Z) entonces
N(B) € N(QB) € N(B).
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4.1 Propiedades bdsicas de los operadores (U, V)-invertibles por la derecha y por la
izquierda

Las definiciones cuidadosamente formuladas de invertibilidad
por la izquierda y por la derecha, tal como las hemos introducido,
no solo permiten un analisis detallado de la estructura de los ele-
mentos dentro de nuestra teoria, sino que también aseguran que,
al cumplirse ambas condiciones simultaneamente, obtenemos una
equivalencia con el concepto de invertibilidad que estamos estu-
diando. Esta equivalencia garantiza que las condiciones laterales
no son simplemente propiedades independientes, sino que juntas
forman una caracterizacién completa de la invertibilidad en nues-
tro contexto. Esto refuerza la robustez de nuestra definicién al
mostrar que estos conceptos laterales, correctamente definidos, lle-
van de forma natural al concepto global de invertibilidad buscado.

Teorema 4.5. Sean A € B(X,Y), U e B(Z,X)yV €B(Y,Z). A
es (U, V)-invertible si y solo si A es left y right (U, V')-invertible.

Demostracion. —] Si B = A~(UV) las ecuaciones (7.1) se cum-
plen, definimos T := BW € B(Z, X), entonces

U = BAU = (BW)VAU =T\ VAU
y si definimos T := QB € B(Y, Z),
V=VAB=VAU(QB) =V AUT,.

«—]SiU =T\ VAU yV = VAUT, para algunos T € B(Z, X)
y Ty € B(Y, Z) entonces

V =VAUT, = VAT, (VAUT,) = VA(T,V).

También TV = (T1V AU)T, = UT;, entonces definimos B :=
T1V = UTs, entonces U = BAU, V =VABy

B =UT, = (UTL,AU)T2 = U(Ty A)UT, = U(T,A)B,

B=T\V =Ty (VAT\V) = (T.V)(AT,)V = B(AT})V.

Por lo tanto, B = A~(UV), O
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4.2. Left y right operadores Drazin inverti-
bles

En el estudio de operadores lineales acotados, los conceptos de
left Drazin invertible y right Drazin invertible han surgido como
herramientas clave para analizar la estructura de operadores que
no poseen una inversa clasica en sentido completo. Estos operado-
res, definidos por condiciones especificas de invertibilidad parcial,
permiten extender el analisis a casos donde solo se cumplen pro-
piedades de invertibilidad lateral (izquierda o derecha).

En esta seccién, estudiaremos cémo estos operadores se rela-
cionan con el concepto de (U, V')-inversa, una generalizacién que
captura una forma ain mas flexible de invertibilidad en el contexto
de espacios de Banach. Veremos que las condiciones de left y right
Drazin invertibilidad ofrecen una base conceptual para entender y
construir la (U, V)-inversa, proporcionando nuevas perspectivas y
resultados en la teoria de operadores acotados.

Recordemos los siguientes conceptos, sea A € B(X), decimos
que A tiene ascenso finito si existe k € NU {0} tal que N(A4%)) =
N(A*+1) en este caso el minimo k que satisface esta condicién se
llama el ascenso de A y denotamos esto como p := p(A). Si no
existe tal k, definimos p(A) = co. Decimos que A tiene descenso
finito si existe £ € NU {0} tal que R(A*) = R(A**1), en este caso
el minimo k que satisface esta condicion se llama el descenso de
A y lo denotamos como ¢ = ¢(A). Si no existe tal k, definimos
q(A) = 0.

El ascenso y descenso de A € B(X) esta relacionado con ope-
radores left y right Drazin invertibles.

Definicién 4.2. 1. Un operador A € B(X) se llama left Dra-
zin invertible si p := p(A) < oo y el subespacio R(A)+ N (AP)
es topolégicamente complementado en X,

2. A € B(X) se llama right Drazin invertible si g := q(A) < 0o
y el subespacio N(A) N R(A?) es topoldgicamente comple-
mentado en X.

Para este tipo de operadores tenemos el siguiente resultado, en
esencia este Teorema nos dice que un operador left y right Drazin
invertible tiene una descomposicién de Kato.
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Una descomposicion de Kato para un operador lineal acotado
T en un espacio de Banach X se refiere a una particular separacién
del espacio en subespacios que permite un analisis detallado de las
propiedades de T'. En términos generales, un operador 7' tiene una
descomposicién de Kato si existe una descomposicion de X en dos
subespacios cerrados X = X; & X, tales que: T restringido a X; es
un operador con rango cerrado. T restringido a X es un operador
quasi-nilpotente, es decir, un operador cuyo radio espectral es cero.

Este tipo de descomposicién es 1til porque permite descompo-
ner T' en partes con comportamientos distintos, donde una parte
tiene un control estructural claro (rango cerrado) y la otra se des-
vanece bajo iteraciones sucesivas (quasi-nilpotencia). Las descom-
posiciones de Kato son importantes en el estudio de resolventes de
operadores, en la teoria espectral y en aplicaciones de la teoria de
perturbaciones, donde permiten descomponer problemas comple-
jos en componentes mas manejables.

Teorema 4.6. [9]
Sea A € B(X). Entonces

1. A es left Drazin invertible si y solo si existen subespacios
cerrados A-invariantes M y N de X tales que X = M N
y A=Ay @ Ay, donde Ay es left invertible y An es nil-
potente.

2. A es right Drazin invertible si y solo si existen subespacios
cerrados A-invariantes M y N de X tales que X = M@ N
y A = Ay @D An, donde Ay es right invertible y Ay es
nilpotente.

Con el Teorema 4.6 podemos considerar un operador left Dra-

zin invertible y un right Drazin invertible como una (U,V)— in-
versa.

Teorema 4.7. Sea A € B(X).

1. Si A € B(X) es left Drazin invertible, entonces A es left
(U, U)-invertible, donde U es la proyeccion acotada sobre M
a lo largo de N, M y N son como en el Teorema 4.6.

2. Si A € B(X) es right Drazin invertible, entonces A es right
(V,V)-invertible, donde V es la proyeccion acotada sobre N
a lo largo de M, M y N son como en el Teorema 4.6.
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Demostracion. (1) Supongamos que A es left (U, V)-invertible, en-
tonces existen subespacios cerrados A-invariantes M y N de X ta-
lesque X =ME@P Ny A= Ay P Ay, donde Ay es left invertible
y An es nilpotente, entonces existe L € B(M) tal que LAy = I,
de aqui obtenemos que

Ay 0 M M
A_< 0 AN)'<N)_><N>'

Consideremos

I 0 M M B
U= (0 0) - (N) — (N) la proyeccién sobre M a lo largo de NV,
Definimos,

L 0 M M o
I = (0 T> : <N> - <N> , donde T' € B(N) es arbitrario

de estas representaciones matriciales es facil ver que U = T1V AU
asi A es left (U, U)-invertible y

L 0 M M '
B = <0 0) : <N> — <N> es una left (U,U)-inversa de A.

(2) Como A es right (U, V)-invertible, entonces existen subes-
pacios cerrados A-invariantes M y N de X tales que X = M N
y A=Ay @ An, donde A)y es right invertible y A es nilpotente,
entonces existe R € B(M) tal que AyyR = I, de aqui obtenemos

T e ) m-m

Consideremos

0 0 M M B
V= (0 [) : <N> — <N> la proyeccién sobre N a lo largo de M.

Definimos,
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T 0\ (M M o
= (0 R> : <N> — (N) , donde T" € B(M) es arbitrario

de estas representaciones matriciales es facil ver que V =V AUT,
entonces A es left (V,V)-invertible y

0 0\ (M M _ .
B <0 R) : <N> — (N) es una right (V, V)-inversa de A.

O]
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Capitulo 5

Clasificacion de
elementos

(U, V)-invertibles

5.1. Una relacion de equivalencia en
B(X,Y)~ (V)

Alrededor de la (U, V')-inversa pueden surgir diversas pregun-
tas, una de ellas es dados U y V como en la Definicién 2.1, como
hallamos a todos los operadores A que tengan la misma (U,V)-
inversa, en principio esto puede ser una pregunta nada facil, pero
es posible responderla usando relaciones de equivalencia.

Definicién 5.1. Sean A € B(X,Y) un elemento (U, V')-invertible
y F e B(X,Y), definimos la siguiente relacion,

A~ F si AA™OY) = pA=UV) 4 A=(UV) g = p=(UV) R,
Observacién 5.1. Notemos que si A ~ F, entonces
Af(U’V)FAf(va) — Af(U»V), ya que Af(va)FAf(U?V) e
A—UV) AA-OV) = p-UV)

En la definicién 5.1 de la relaciéon anterior, consideramos un
operador (U, V')-invertible junto con otro operador que, en princi-
pio, podria ser cualquier operador lineal acotado. Sin embargo, el
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5.1 Una relacién de equivalencia en B(X, Y)*(U’V)

siguiente resultado establece que este ltimo debe ser necesaria-
mente (U, V)-invertible, lo que revela una propiedad estructural
significativa de esta relacién.

Ademsds, la demostracién de este teorema pone de manifies-
to la importancia de la representacion matricial de un operador
(U, V)-invertible, cuya estructura facilita y clarifica el andlisis de
la invertibilidad en este contexto. Atin més sorprendente es el he-
cho de que estos operadores comparten la misma (U, V')-inversa.

Teorema 5.1. Sean A € B(X,Y) un elemento (U, V')-invertible
y FeB(X,Y). Si A~ F, entonces F es (U,V)-invertible. Mds
ain, A~OV) = p=(UV),

Demostracion. Si A ~ F, entonces AA~WUY) = FA=-(UV)
AUV A = A-(UV)E Por el Teorema 2.10, sabemos que

_(Au 0 ([ RU) R(AU)
4= ( 0 A22> ' (N(VA) A
para algin Asy € B(N(VA),N(V)), A1 es invertible. También,

o= (5 8) (4) — ()

Fi1 Fio R(U) ) <R(AU)>
F = : —
<F21 F22> (N(VA) N(V)
la representaciéon matricial de F.
Con estas representaciones y de que AA-WUY) — pA-(UY)

obtenemos que,
I 0\ (FuAg 0
0 0) \FnAg 0
Asi, FnAil =1y FglAil = (. También, de A=(U:V)A =
A-UVIF se obtiene que

I 0\ _ (AP AlFi

0 0) 0 0 ’
de esto tenemos que, A1_11F11 =1y A1_11F12 =0, por lo que Fy; =
Aq1, F1o =0y Fy; = 0. Por lo tanto, la representacién matricial

de F' es
(0 m): () = ()
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entonces por el Teorema 2.10 se tiene que F' es (U, V)-invertible y

Notemos que con el Teorema 5.1 al relacionar un elemento
(U, V)-invertible con otro operador bajo la relaciéon ~, lo que
obtenemos es una relacién en el conjunto de elementos (U,V)-
invertibles, con B(X, Y)*(U’V) denotemos al conjunto de elementos
(U, V)-invertibles.

Veamos que la relacién ~ definida en la Definicién 5.1 es una
relacién de equivalencia en B(X,Y)~ (V).

Teorema 5.2. La relacion ~ de la Definicion 5.1 es una relacion
de equivalencia.

Demostracion. Es claro que A ~ A, también si A ~ F, tenemos
que AA~WOY) = pA-WUV) v A=UV) 4 = A-UV)F como tam-
bién sabemos que A~(UV) = F=WUV) ge tiene que FF~UV) =
AF~WOV) v p=UV) g = F~UVIE as{ F ~ A. Tambiénsi A ~ F y
F ~ G, se tiene que AA~UV) = FA-UV) A-UV) g4 = 4-UV) R
y FE-WUV) = gp-W0V) p-UV)p = p~UV)G, como A~ (UV) =
F-WOV) v p=OV) = G=W0V) entonces A=—UV) = g-UV)
asi AA~WUV) = GA-WOV) A-WUV) 4 = A-UV)@G. Por lo tanto,
A~G. O

Dado que hemos establecido que la relacién anterior define
una equivalencia en B(X,Y)~ (V) procederemos a caracterizar
las condiciones bajo las cuales dos elementos de este conjunto estan
relacionados. Algunas de estas condiciones presentan una formu-
lacién particularmente sencilla, pues se reducen a la comparacién
de los nicleos y rangos de ciertos operadores asociados.

Teorema 5.3. Sean A € B(X,Y) elemento (U,V)-invertible y
F € B(X,Y). Son equivalentes:

1. A~ F

2. A~UVIpA-UV) — A=WUV)  N(A=UV) 4) € N(A- OV F)
y R(AA-WV)) € R(FA-(UV)),

3. AUV pA-UV) = A=UV) N(A-UV)4) € N(A-GY)F)
y R(FA=WUV)) € R(AA-(UV)),
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4. A=UVIpA-UY) = g=UV) N(A-UVIF) € N(A~UV) Q)
y R(FA-WV)) C R(AA-UV)),

5 N(A-UVF)  C  N@AWVI4) y RAA-UV)  C
R(FA=WUV)),

Demostracion. Veamos que 1. y 2. son equivalentes.

1. — 2.] Si A ~ F, entonces por la observacién 5.1 se tiene que
A-OUVIpA-UV) = A=UV) ¢ por definicién de ~, se tiene que
N(A~WV) ) € N(A-CVIF) y RAA-GV)) C R(FA-OV)),

2. +— 1] Se tiene que N(A=UV)IA) = R(I — A~UV)A) C
N(A-UVIF) entonces A~UVIF(I — A=WUV)4) = 0, asi

AU - A=UV)pA-UVIA = 0, por lo que A~ OV p —
A~WUV)4 = 0, entonces A~UVIF = A-(UV)A También co-
mo R(AA=UV)) € R(FA-WV)) = N(I — FA=(UY)) enton-
ces (I — FA~WUVNAA-WUV) = 0, de aqui que, AA-WUV) —
FA-OV)AA-OV) = AA-UOV) _ pA-UV) = 0, asi AA~UV) =
FA=WUV) por lo tanto, A ~ F. Andlogamente se demuestra que
1. y 3. son equivalentes y 1. y 4. son equivalentes, ahora veamos
que 1. y 5. son equivalentes.

1. — 5] Si A ~ F, por la definicién de la relacién se tiene que
NA-UE)C N(A-UYV)IA) y R(AA~UV)) C R(FA-UV)),

5 ¢— 1] Como NAWVIF) = RUI — A~ WUVIF) C
N(A-WUY)A), entonces A~UVIA(T — A-UVIF) = 0, asf
AUV 4 = A=UVIAA-UVIE = 0, de aqui que, A~UV)A —
A~UVIE = 0, por lo tanto, A~ WV)A = A-WUVIE Tam-
bién, R(AA-WV)) C R(FA=WUV)) = N(I — FA=UVY)) de
aqui que (I — FA*(U’V))AA*(U’V) = 0, por lo que AA-UV) _
FA=UV)A4A-OV) = 0, asi AA~OV) — pA-UV) = 0, de aqui
que, AA=WUV) = FA-UV) asi A~ F. O

5.2. Representacion matricial de 2 elemen-
tos relacionados en B(X,Y) (V)

Si bien es cierto que el Teorema 5.1 nos asegura que si A ~ F,
entonces A~ (V) = p~UV) gip embargo de esto no se deduce que
las representaciones matriciales de A~(V) y F~(UV) gean iguales,
esto se debe a que en estas representaciones las descomposiciones
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de los espacios donde estdn definidas estas inversas en principio
son distintas, veamos que este no es el caso.

Teorema 5.4. Sean A € B(X,Y) un elemento (U, V)-invertible y
FeB(X,Y). Si A~ F, entonces

1. N(VA) = N(VF)
2. R(AU) = R(FU).

Demostracion. 1. Como A ~ F, sabemos que F es (U,V)-
invertible y ademds A~(UV) = F~(UV) asi por el Teorema
2.9, se tiene que N(VA) = N(A-UVIA) = NA-UVIF) =
N(F-UVIF) = N(VF), por lo que, N(VA) = N(VF).

2. Analogamente como en 1. de este Teorema y usando el Teore-
ma 2.9, se tiene que R(AU) = R(AA-WUV)) = R(FA-WUV)) =
R(FF~-WUV)) = R(FU). O

Como consecuencia inmediata del Teorema 5.4, obtenemos el
siguiente Corolario, el cual establece que las representaciones ma-
triciales de dos elementos relacionados son idénticas. Este resul-
tado confirma de manera rigurosa lo anticipado al inicio de esta
seccion y refuerza la relevancia de la representacién matricial en
el estudio de la (U, V')-invertibilidad.

Corolario 5.1. Sean A € B(X,Y) un elemento (U, V)-invertible
y F eB(X,Y). Si A~ F, entonces la representacion matricial de
A-OV) y F=UV) ¢5 lq misma.

El siguiente Corolario se desprende naturalmente del Teorema
5.1 y nos proporciona una caracterizacién adicional para deter-
minar cudndo dos elementos estan relacionados bajo la relacién
previamente definida. Este resultado amplia nuestra comprensién
de la estructura de los operadores (U, V')-invertibles, una vez maés,
se resalta la utilidad de la representacion matricial en su estudio.

La capacidad de expresar estas relaciones en términos matri-
ciales no solo facilita la obtencién de resultados, sino que también
ofrece una perspectiva mas clara y accesible sobre la interaccién
entre los operadores involucrados.

45



Clasificacién de elementos (U, V)-invertibles
5.2 Representacién matricial de 2 elementos relacionados en B(X, Y)’(U’V)

Corolario 5.2. Sean A € B(X,Y) un elemento (U, V')-invertible
y F € B(X,Y). Entonces A~ F si y solo si

= (0 m)- (ivm) = (W),
donde Ay es invertible y Fay € B(N(VA), N(V)).

Demostracion. —»] La demostracién de esta implicacién ya se
hizo dentro del Teorema 5.1.

+—| Supongamos que

_(Au 0\ ([ RU) R(AU)
F= ( 0 ng) ' (N(VA) — Ny )
donde Ai; es invertible es como en el Teorema 2.10, de las re-
presentaciones matriciales de A, A=(UV) y F es ficil obtener

AA-OV) = pA-WUY) v A=OV)A = A-UVIF de 1o que se con-
cluye que A ~ F. O

Cuando se trabaja con relaciones de equivalencia, es natural
considerar el conjunto cociente

B(X,Y)" V) /= {[A]|A € B(X,Y)~ (")}

el cual sabemos es una particién en clases de equivalencia de
B(X,Y)~ (") inducidas por la relacién ~ .

En este contexto, los Teoremas y resultados desarrollados hasta
el momento nos permiten caracterizar dichas clases de manera maés
sencilla y estructurada, proporcionando una visiéon més clara de
la particién del conjunto de elementos (U, V')-invertibles.

Teorema 5.5. Sea A € B(X,Y)~(UY). Entonces
[A] = {F € B(X, y)—(U,V)|A—(U,V) _ F—(U,V)}'

Demostracion. C] Sea F' € [A], entonces F' ~ A, por el Teorema
5.1 se tiene que A~UV) = F=(UV) hor lo tanto se cumple esta
contencién.

D] Si Fe{FeB(X,Y)A " UY) = p=UV)1 entonces A~(UV) =
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F~(UV) v ademas por el Corolario 5.1, tienen la misma represen-
tacion matricial

o= (51, (44) ~ ()

y con esto podemos escribir que

_(An 0\ [ RU) R(AU)
r= (0 ) (von) — (Vo)
donde Aj; es invertible y Fhe € B(N(V A), N(V)), entonces por el

Corolario 5.2 se tiene que A ~ F y asi F' € [A]. Por lo tanto, se
cumple el resultado. O

Hasta ahora hemos hablado de la relacion de equivalencia ~
y de las clases de equivalencia bajo esta relacién, pero falta ver
que esta relacién da un espacio cociente no trivial para que tenga
sentido la relacién, es decir, debemos hallar al menos 2 elementos
que no estén relacionados bajo ~ .

1 00 200
Ejemplo: SiA=|0 0 0] yF=1{0 5 0], entonces no
0 0 1 000
1 00 3 00
es diffcil ver que A=UV) = [0 1 0| y F~WUY) = (O % 0],
0 00 0 0 0
2 00 1 00
asit AAUVIF = [0 5 0| yAWVA=10 0 0),de aqui
000 000
3 00
que A » F. También F~UV)A = [0 0 0| y F-WVIF
0 00
100
0 1 0], porloqueF ~ A.
000
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Capitulo 6

Variaciones del concepto
de (U,V)-inversa

La Definicién 2.1 involucra operadores lineales acotados en-
tre tres espacios de Banach X, Y y Z. Con algunos cambios en
las demostraciones presentadas en los capitulos anteriores, pode-
mos considerar la situacién mds general cuando U € B(Z;,X) y
V € B(Y, Z2). Mds atn, es posible considerar variaciones de la
Definicion 2.1 que son independientes entre ellas.

Definicién 6.1. Sean A € B(X,Y) y U,V € B(Y, X). Decimos
que A es (U, V)-invertible si existe B € B(Y, X) tal que

B=UQB,B=BWV,U = BAU,V = VAB,
para algunos Q,W € B(X,Y).

Observaciéon 6.1. Para cada A € B(X,Y), existen U,V €
B(Y,X) tales que A es (U,V)-invertible. Mds ain, se sabe que
para 0 # A € B(X,Y), existe un operador no nulo C' € B(Y, X)
tal que CAC = C'. En este caso, C = A~(CO),

Definicién 6.2. Sea A € B(X,Y), U € B(X) y V € B(Y). Deci-
mos que A es (U, V)-invertible si existe B € B(Y, X) tal que

B=UQB,B=BWV,U = BAU,V = VAB,

para algunos Q € B(X) y W € B(Y).
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En el caso de la (U, V)-invertibilidad de la Definicién 6.1 o
Definicién 6.2, con pequenos cambios en los enunciados y demos-
traciones, podemos obtener resultados andlogos a los presentados
en el capitulo 2. Por esta razoén, las demostraciones de los siguien-
tes resultados se omite.

Teorema 6.1. Sea A € B(X)Y) y UV € B(Y,X)
(respectivamente U € B(X) y V € B(Y)). Entonces los siguientes
enunciados son equivalentes:

1. A es (U,V)-invertible.

2. Existe B € B(Y, X) inversa externa de A y para cada T €
B(X) tal que TB = 0 se cumple que TU = 0 y existen
T, T» € B(X) y T3 € B(Y) (resp. T1,13 € B(Y,X) y T» €
B(X,Y)) tales que

B=T\V, V=TB, B=UT.

3. Existe B € B(Y, X) inversa externa de A y para cada pro-
yeccion P € B(X) tal que PB = 0 cumple que PU = 0 y
existen Ty, T € B(X) y T3 € B(Y) (resp. T1, T3 € B(Y, X) y
Ty € B(X,Y)) tales que

B=T\V, V=TB, B=UT.

Teorema 6.2. Sea A € B(X)Y) y UV € B(Y,X)
(respectivamente U € B(X) y V € B(Y)). Los siguientes enun-
ctados son equivalentes:

1. A es (U,V)-invertible.

2. Emiste B € B(Y, X) inversa externa de A y para cada T €
B(Y) tal que BT =0 cumple que VT =0 y existen Ty, Ty €
B(Y) y T3 € B(X) (resp. Th, T3 € B(Y, X) y T» € B(X,Y))
tales que

B=UT\, U=DBT,, B=13V.

3. Existe B € B(Y, X) inversa externa de A y para cada pro-
yeccion P € B(Y) tal que BP = 0 cumple que VP =0 y
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Teo

existen Ty, T € B(Y) y T3 € B(X) (resp. Th, T3 € B(Y, X) y
T, € B(X,Y)) tales que

B=UTy, U=DBT,, B=13V.

rema 6.3. Sea A € B(X)Y) y UV € B(Y,X)

(respectivamente U € B(X) y V € B(Y)). Los siguientes enun-
ctados son equivalentes:

1

2.

. A es (U,V)-invertible.

Eziste B € B(Y, X) inversa externa de A, para cada T €
B(X) tal que TB = 0 cumple que TU = 0, para cada
R € B(Y) tal que BR = 0 cumple que VR = 0 y exis-
ten Th € B(X), Ty € B(Y) (resp. Th,T> € B(Y, X)) tal que
B=T1V =UTs.

Eziste B € B(Y, X)) inversa externa de A, para cada proyec-
cion P € B(X) tal que PB = 0 cumple que PU = 0, para
cada R € B(Y) tal que BR = 0 cumple que VR = 0 y exis-
ten Th € B(X), T € B(Y') (resp. T1,T> € B(Y, X)) tales que
B=T1V =UTs.

. Existe B € B(Y,X) inversa externa de A, para cada T €
B(X) tal que TB = 0 cumple que TU = 0, para cada P’ €
B(Y) proyeccion tal que BP' = 0 cumple que VP = 0 y
existen Ty € B(X), To € B(Y') (resp. Th, T2 € B(Y, X)) tales
que B=T\V =UTs.

Eziste B € B(Y,X) inversa externa de A, para cada pro-
yeccion P € B(X) tal que PB = 0 cumple que PU = 0,
para cada P’ € B(Y) proyeccion tal que BP' = 0 cum-
ple que VP = 0 y existen Th € B(X), To € B(Y) (resp.
T, T, € B(Y, X)) tales que B =TV = UT.

Teorema 6.4. Sean A € B(X,Y) y U,V € B(Y,X), o U €
B(X),V e B(Y).

Entonces A es (U, V)-invertible si y solo si

=00 W) (o) = (5
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para algunos W € B(N(VA), N(V)), A1 es invertible y U,V son
regulares internos. Mds aun,

_ (A 0) . (R(AU) R(U)
B‘( 0o o) \nw)) T \Nvway)
Consideraciones analogas se pueden hacer para los capitulos 3,
4yd.

6.1. Algunas inversas generalizadas vistas
como (U, V)-inversas.

En esta seccién veremos como algunas de las inversas generali-
zadas mas conocidas pueden ser vistas como casos particulares de
la (U, V)-inversa. Para mas detalles relacionados con estas inversas
generalizadas recomendamos revisar [2].

Sean X,Y espacios de Hilbert y T' € B(X,Y"). Decimos que
S € B(Y, X) es una inversa de Moore-Penrose T si

TST = T,STS = S,(TS)* = TS, (ST)* = ST,

n n jun rador 7. En im
donde T™ denota el adjunto del operador T'. En este caso decimos
que T es Moore-Penrose invertible. Se sabe que si T' es Moore-

verti . ) o
Penrose invertible, entonces su inversa de Moore-Penrose es tinica
y la denotamos como T'.

Teorema 6.5. Sean X,Y espacios de Hilbert y T € B(X,Y). Si
T es Moore-Penrose invertible, entonces

TJf — T_((TTT)*7(TTT)*) _ T—(T*T,TTT).

Demostracion. Sea S € B(Y, X) la inversa de Moore-Penrose de
T € B(X,Y). Entonces

(TS)*TS = (T'S)TS =TS = (TS)*,

ST(ST)* = ST(ST) = ST = (ST)".
Si definimos W :=T'S € B(Y'), entonces

SW(TS)* = STS(TS)* = S(TS) = S.
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Si definimos @ := ST € B(X), entonces
(ST)* QS = (ST)*STS = (ST)S = S,
por lo tanto, 7T = T—((ST)*,(T'S)*) 0

Sea X un espacio de Banach y T' € B(X). Decimos que T es
Drazin invertible si existe S € B(X) tal que

STS =S, TS = ST, TF's = T*, (6.1)

para algin k € N. La inversa de Drazin S es denotada con TP y,
cuando exista, es Unica.

Teorema 6.6. Sea T € B(X). Si T es Drazin invertible, entonces
7D — T—(TDT,TTD)'
Demostracion. Por las ecuaciones (6.1) obtenemos que,
T°1T(TPT) = TTP,
(TTPYTTP = TTP,
Si definimos @ := TPT € B(X), entonces
(1TT?)QTP = TPTTP =TP.
Si definimos W := TTP € B(X), entonces
PP 17P = TPTTP = TP,
por lo que, TP = T—(TPTTTP), ]
Decimos que S € B(X) es una grupo inversa de T' € B(X) si
STS = S,TST =T, TS = ST. (6.2)

En este caso decimos que T es grupo-invertible. Sabemos que si
S existe entonces es unica y denotamos S como T#. Es evidente
que la inversa de Drazin con k = 1 es la grupo inversa de Ty, en
consecuencia, tenemos el siguiente Teorema.
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Teorema 6.7. Sea T € B(X). Si T es grupo invertible, entonces

T# — p—(T#*T,TT#)

La inversa de Bott-Duffin (P, Q)—, para T € B(X), es un poco
menos conocida que las anteriores. Por la misma razén, damos la
definicién de esta inversa y para mas detalles se puede consultar
3].

Definicién 6.3. Sea T € B(X) y P,Q € B(X) proyecciones. De-
cimos que B € B(X) es una inversa de Bott-Duffin (P,Q)— de T
st

B=PB=BQ,BTP=P,QTB = Q.

La inversa de Bott-Duffin (P,Q)— es un caso especial de
(P, @)-inversa cuando X =Y = Z.

Teorema 6.8. SeaT € B(X) y P,Q € B(X) proyecciones. Enton-
ces T es Bott-Duffin (P,Q)— invertible si y solo si T es (P,Q)—
invertible. En este caso, T~ P9 coincide con B, donde B es la
inversa de Bott-Duffin (P,Q)— de T.

Demostracion. Supongamos que 1" es Bott-Duffin (P, Q)— inver-
tible, entonces

PPB = P?’B=PB=B,BQQ =BQ?>=BQ=B,P=BTP,Q=QTB.

Por lo tanto, T" es (P, Q)—invertible. Reciprocamente, supongamos
que T is (P, @Q)—invertible, entonces

B = PQ,B,B = BW,Q,P = PTB,Q = QTB,
para algunos Q1, Wi € B(X). Por la observacién 4.6 la eleccién de
Q1, W1 € B(X) no es relevante, si elegimos Q1 = Py Wi = Q. En
este caso,

B =P?’B=PB,B=DBQ?=BQ,P=BTP,Q =QTB.

Por lo tanto, T" es Bott-Duffin (P, Q)—invertible. O
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6.2. La (b, c)-inversa en anillos con unidad

La (b, ¢)-inversa, introducida por M. P. Drazin, constituye un
caso particular de la (U, V)-inversa en el caso de operadores linea-
les acotados definidos en espacios de Banach, ha sido ampliamente
estudiada en el contexto de las estructuras algebraicas, especial-
mente en anillos con unidad. Este enfoque ha permitido compren-
der mejor la relaciéon entre diversas nociones de invertibilidad y
sus aplicaciones en diferentes areas del algebra. En esta seccién,
el objetivo es presentar resultados nuevos relacionados con el con-
cepto de (b, c)-inversa. Las propiedades y técnicas desarrolladas
para la (b, c)-inversa pueden ser una fuente valiosa de ideas para
abordar el caso mas general de la (U, V')-inversa, particularmente
en el contexto de operadores lineales acotados definidos en espa-
cios de Banach. Asi, esta seccién no solo amplia el entendimiento
de la (b, c)-inversa, sino que también abre caminos para futuras
investigaciones en el marco general de la (U, V')-inversa.

Con R denotamos a un anillo con unidad 1, usualmente se
adoptan las siguientes notaciones, R~! denota el conjunto de los
elementos invertibles de R y R denota el conjunto de elementos
idempotentes de R, es decir, aquellos a € R tales que a® = a.

También se definen los ideales imagen como sigue, dado a € R,
aR := {azxlr € R} y Ra := {xza|r € R}. Los ideales kernel se
definen como a=1(0) := {z € Rlaz =0} y a_1(0) := {x € R|za =
0}.

Al igual que en el caso de los operadores lineales acotados
definidos sobre espacios de Banach, tenemos definiciones analogas
como las siguientes: a € R tiene inversa interna si existe b € R
tal que aba = a, en este caso se dice que a es regular interno,
analogamente a € R tiene inversa externa si existe b € R tal que
bab = b.

La definicién de (b, ¢)— inversa queda de la siguiente forma:

Definicion 6.4. Sean R un anillo con unidad y a,b,c € R. Deci-
mos que a es (b, c)— invertible si existe y € R tal que

1. y € (bRy) N (yRe)

2. b=yab y c = cay.
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Cuando y existe es tnico y denotamos a y como a~ (%) andlo-

gamente, como en el caso de los operadores, se puede demostrar
que o~ 9 satisface que a= () aq=b:0) = =0,

La condicién y € (bRy) N (yRc) significa que existen ¢, w € R
tales que y = bqy v y = ywe.

También, a € R~ si y solo si b tiene inverso derecho y ¢ tiene
inverso izquierdo. Més atin, a~ (¢ = g1,

El siguiente teorema es analogo al correspondiente en el caso
de operadores, ya que las propiedades y relaciones involucradas
se trasladan de manera directa a este contexto. Debido a esta
similitud, la demostracion sigue esencialmente los mismos pasos y
razonamientos que en el caso de operadores, por lo que se omite
aqui para evitar redundancias. Esta omision permite centrar la
atencion en los resultados y aplicaciones, asumiendo que el lector
estd familiarizado con las técnicas utilizadas en la demostracién

original.

Teorema 6.9. Sean R un anillo con unidad y a,b,c € R. Si a es
(b, ¢)-invertible, entonces b y ¢ son requlares internos.

Los siguientes resultados, cuya demostracién puede consultarse
en uno de los articulos citados en la bibliografia de esta tesis, es
de vital importancia para el desarrollo tedrico de esta seccién,
ya que proporciona herramientas fundamentales para demostrar
varios de los teoremas que se presentan a continuacion. Aunque
aqui se omite la demostracién para evitar redundancias y mantener
el enfoque en los resultados principales, se recomienda al lector
interesado revisar el articulo referido para una comprensién mas
detallada de los argumentos completos.

Teorema 6.10. Sean R un anillo con unidad y a,b,c € R. a es
(b, ¢)-invertible si y solo si existe y € R tal que yay =y, yR = bR
y Ry = Re.

Teorema 6.11. Sean R un anillo con unidad y a,by,ba,c1,co €
R tales que baR = bR y Rca = Rey. Entonces a es (by,cp)-

invertible si y solo si a es (b, c)-invertible. Mds atin, a=(1c1) =
—(b2,c2)
a .

Los resultados que se presentan a continuacion son originales
y constituyen una contribucién novedosa dentro del marco teérico
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abordado en esta tesis. Su desarrollo surge del anélisis y extension
de conceptos previos, ofreciendo nuevas perspectivas y propiedades
que enriquecen el estudio de la tematica tratada. Estos resultados
no solo amplian el entendimiento actual del tema, sino que también
abren nuevas posibilidades para investigaciones futuras en esta
area.

Teorema 6.12. Sean R un anillo con unidad y b € R. Entonces
son equivalentes:

= b es reqular interno.

Existe ¢ € R tal que b € (1 — bg)~1(0).

Eziste ¢ € R tal que 1 —bq € b_1(0

(
Eriste ¢ € R tal que 1 — gb € b=1(0)
)
(

Eziste ¢ € R tal que b € (1 — gb)_1(0).

La demostracién del Teorema 6.12 es consecuencia de las defi-
niciones de los conjuntos antes definidos.

El siguiente Teorema establece una equivalencia importante
con una de las condiciones fundamentales de la definiciéon de la
(b, ¢)-inversa. Este resultado permite reinterpretar dicha condicién
en términos alternativos, lo que no solo enriquece nuestra compren-
sién conceptual del tema, sino que también facilita su aplicacién
en contextos especificos.

Teorema 6.13. Sean R un anillo con unidad y b,c,y € R. En-
tonces y € (bRy) N (yRe) si y solo si existe q,w € R tal que para
cada n € N se cumple que y = (bq)"y y y = y(we)™.

Demostracion. —] El caso n = 0, es evidente. Por la Definicién
6.4, existen q,w € R tal que y = bgy y y = ywe, de aqui que
y = bay = ba(bgy) = (bq)*y = (bq)*(bay) = (b)*y = ... (bq)"y, de

aqui que y = (bg)"y. También, y = ywe = (ywe)we = y(wc)? =
oo =y(we)™.
[«+— Sin =1, se cumple el resultado. ]

El siguiente Teorema guarda una estrecha relaciéon con la pri-
mera condicién de la definicién de la (b, ¢)-inversa, recorddndonos
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su papel fundamental en la caracterizacién de este concepto. Este
resultado no solo refuerza la importancia de dicha condicién, sino
que también nos proporciona una perspectiva mas profunda sobre
la conexién entre las condiciones necesarias y la existencia misma
de la inversa.

Teorema 6.14. Sean R un anillo con unidad y b,c,y € R. Si
b,c son requlares internos, entonces existe y € R tal que y €
(bRy) N (yRe).

Demostracion. Como b y ¢ son regulares internos, entonces exis-
ten g w € R tal que b = bgb y ¢ = cwe, de aqui se puede
ver que (gb)? = gb y (wc)? = we, definimos y := be, entonces
be = (bgb)(cwe) = b(qbgb)c(wecwe) = bg(bgbcwcwce) = bg(bcwe) =
bgbc = bqy. También, ywe = be(we) = b(cwe) = be = y, por lo
tanto, y € (bRy) N (yRc). O

El siguiente Teorema presenta un conjunto de condiciones que
son suficientes para garantizar la (b, c)—invertibilidad.

Teorema 6.15. Sean R un anillo con unidad y a,b,c € R. Si b, c
son requlares internos, para cada ¢ € (bRq) N (¢Re) y b = qab y
¢ = caq, entonces a es (b, c)-invertible.

Demostracion. Por el Teorema 6.14 se tiene que existe y € (bRy)N
(yRe) y por hipétesis si consideramos ¢ = y, se tiene que b = yab
y ¢ = cay, de aqui que a es (b, ¢)-invertible. d

Para la demostracion del siguiente resultado, utilizaremos una
caracterizacién clave que se encuentra detallada en uno de los
articulos citados en la bibliografia de esta tesis.

u1R = usR si y solo si existen 71,79 € R tales que u; = uary
v Uy = uire. También Ru; = Rusg si y solo si existen r1,r70 € R
tales que uy; = rius y ug = rou.

Dicha caracterizacién es muy importante para el desarrollo de
los argumentos que siguen. Sin embargo, la demostracién de esta
caracterizacién se omite aqui para evitar redundancias, ya que
el lector interesado puede consultarla directamente en la fuente
original mencionada.

Teorema 6.16. Sean R un anillo con unidad y a,b,c € R. Si
cab =1, entonces a es (b, c)-invertible. Mds ain, a= ) = pe.
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Demostracion. Definimos y = be, entonces yay = becabe = be = v,
entonces yay = y, veamos que bcR = bR, sea u € bcR, entonces
u = beq para algin g € R, de aqui que u = b(cq) € R. Sea u € bR,
entonces u = bg para algin ¢ € R, entonces u = bqg = bcabq =
be(abg) € beR. Por lo tanto, se tiene la igualdad.

Ahora veamos que, Rbc = Re. Sea u € Rbe, entonces u = gbc
para algin ¢ € R, entonces u = (¢gb)c € Re. Por otro lado, sea
u € Re, entonces u = qc para algiun g € R, de aqui que, u = gc =
(gca)be € Rbe. Por lo tanto, a es (b, ¢)-invertible. Por la unicidad
de la (b, ¢)-inversa se tiene que a~ () = be. O

FEl siguiente teorema aborda una cuestion fundamental en
el estudio de la (b, ¢)-invertibilidad: dadas dos elementos (b, c)-
invertibles, bajo qué condiciones su producto también posee una
(b, ¢)-inversa.

Maés aun, en el marco general de anillos no necesariamente con-
mutativos, resulta particularmente notable que las (b, ¢)-inversas
conmutan de manera natural, independientemente de si el anillo
en cuestién es conmutativo o no.

Este resultado no solo proporciona un criterio esencial para
la estabilidad de la (b, ¢)-invertibilidad bajo el producto, sino que
también resalta una propiedad estructural profunda que trasciende
la hipétesis de conmutatividad, lo cual es, sin duda, un aspecto
sorprendente dentro de este contexto algebraico.

Teorema 6.17. Sean R un anillo y ai,as9,b,c,€ R tales que
a1b = bay, ajc = cay, agb = bay y azc = caz. Si ay es (b,c)-
invertible y az es (b, c)-invertible, entonces ajay es (b, c)-invertible
y (a1ag)~ ) = a;(b’c)a;(b’c). Mds ain, (aja2)~ "% = (aga;y) =),

Demostracion. Como a; € R es (b, c)-invertible, entonces existe
y € R que satisface la Definicién 6.4 para algunos g, w € R, tam-
bién como az € R es (b, c)-invertible, entonces existe y' € R tal
que satisface la Definicién 6.4 para algunos ¢/, w’ € R.

Notemos que v’y = y'bqy = y'yabqy = v'yay = y'y, de aqui
que, y'y = bq'y'y = bqyy’, asi y'y = bqyy’. También y'y = y'ywe,
ademds y'yaiashb = yy'arash = yy'asba; = ybay = ya b = b.
También caiasy’y = aicasy’y = ayjcy = cary = c. Por lo tan-

—(b,C)

to, ajaz es (b, c)-invertible y (alag)*(b’c) = a;(b’c)a1 . Como
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Variaciones del concepto de (U, V)-inversa
6.2 La (b, c)-inversa en anillos con unidad

vy = gy, se tiene que a; "Va7 " = 7" %9 o5 decir,
(a1a2)~®9) = (azar)~®). O

El siguiente Teorema responde a lo que en la literatura an-
glosajona se conoce como reverse order law, proporcionando un
criterio claro para determinar, dado un elemento previamente co-
nocido como (b, c)-invertible, bajo qué condiciones sigue siendo
(b, ¢)-invertible. Este resultado guarda una estrecha analogia con
la propiedad fundamental de los elementos invertibles en el senti-
do clasico, reflejada en la identidad (a=!)~! = a. Asi, se establece
una conexién natural entre la (b, ¢)-invertibilidad y la teoria ge-
neral de inversas, reforzando la estructura algebraica subyacente
y proporcionando una comprensiéon més profunda de la simetria
presente en este tipo de inversas.

Teorema 6.18. Sean R un anillo con unidad y a,b,c € R tales
que ab = ba, ac = ca. Si a es (b, c)-invertible y aa~b:0) = q=(b:e)g,
entonces a~ ) es (b, ¢)-invertible y (a=()=(0:0) = qq=(:) g,

Demostracién. Como a es (b, c)—invertible, entonces y = a~ ()

cumple las igualdades de la Definicién 6.4. Sea v’ = aya, notemos
que y'yy' = (aya)y(aya) = a(yay)(aya) = a(yay)a = aya =y,
entonces y'yy’ = 3. Ahora veamos que, ¥R = bR, sea g € y'R,
entonces ¢ = 3'q para algin ¢ € R, de aqui que ¢ = ayaq =
abqya = baqya € bR. Ahora sea g € bR, entonces g = bt para
algin t € R, entonces g = yabt = yayabt = ayaybt € y'R. Ahora
veamos que, Ry’ = Re, sea g € Ry, entonces g = gaya para algiin
q € R, asi g = q(aywc)a = qaywac € Re, sea g € Re, entonces
g = qc para algtin g € R, entonces g = qcay = qcayay = qcyaay =
yeyaya € Ry'. Por lo que, a~ ¢ es (b, ¢)—invertible. Por lo tanto,
(a—(b,c))—(b,c) — aa—(b,e)a' n
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Capitulo 7

La (M, N)-Weighted
(U, V)-inversa en B(X,Y).

Existen muchos tipos de inversas generalizadas para operado-
res lineales acotados, definidos en espacios de Banach, a través de
estas inversas es posible definir nuevas inversas que resultan mas
generales que las ya definidas y que suelen ser interesantes porque
no se limita a un solo operador dado A, se pueden considerar otros
2 operadores M y N y considerar el operador M AN, (ver [8]), en
este sentido damos la siguiente:

Definicién 7.1. Sea A € B(L,K), U € B(Z,X), V € B(Y, Z),
M eB(K,Y) y N € B(X,L). Decimos que A es (M, N)-Weighted
(U, V)-invertible si existe B € B(Y, X) tal que

B=UQB, B=BWV, U=BMANU, V=VMANB,

para algunos Q € B(X,Z),W € B(Z,Y).

Denotamos B como AX/[(i\’,U’V) y decimos que AA_J(%U’V) es la

(M, N)-Weighted (U, V)—invérsa de A. También es facil ver que
AJT/I(QJ(,U’V) es una inversa externa de A y si A es (M, N)—Weighted
(U, V)-invertible con U y V invertibles, entonces M AN es inver-

tible y Ay ") = (MAN)~L.
Se puede demostrar que cuando la (M, N)-Weighted (U, V)-
inversa existe, es Uinica, de hecho, A]T/[(i\’,U’V) = (MAN )*(U’V).
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La (M, N)-Weighted (U, V)-inversa en B(X,Y).

Con esto se obtienen los siguientes resultados y sus demostra-
ciones son andlogas a las dadas anteriormente.

Proposicién 7.1. Sea A € B(L,K), U € B(Z,X), V € B(Y, Z),
M e B(K,Y) y N € B(X,L). Si A es (M,N)-Weighted (U,V)-
invertible, entonces la (M, N)-Weighted (U,V)-inversa de A es
unica.

Demostracion. Supongamos que Bj, By son (M, N)—Weighted
(U, V)—inversas de A, es decir,

By =UQ1B1,By = BiW1V,U =B MANU,V =VMANBs,

By =UQ3B2, By = BoWoV,U = BoMANU,V = VMAN By,
para algunos Q1,Q2 € B(X,Z) y Wi, Wy € B(Z,Y). Entonces,
By = ByW1V = BiW,(VMANB,) = (ByWiV)(MANB,;) = ByMAN B,
y
By = UQsBs = (BIMANU)QsBs = ByMAN (UQsBs) = B MAN By,
Por lo tanto, B; = Bs. ]

Como en el caso de la (U,V)—inversa, los operadores U €
B(Z,X)y V € B(Y,Z) en la Definicién 7.1 parecen arbitrarios,
sin embargo, no lo son asi.

Teorema 7.1. Sea A € B(L,K), U € B(Z,X), V € B(Y, Z2),
M e B(K,Y) y N € B(X,L). Si A es (M,N)-Weighted (U,V)-
invertible, entonces U y V' son regulares internos.

Demostracion. Sabemos que existen Q € B(X,Z) y W € B(Z,Y)
tales que
B=UQByB=BWY,

donde B = AX/[(j\’,U’V). Entonces
U=BMANU =UQBMANU =UQU.

Analogamente, VWV = V. O
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La (M, N)-Weighted (U, V)-inversa en B(X,Y).

Observacién 7.1. Del Teorema 7.1 notamos que Q € B(X, Z)
y W e B(Z,Y) deben ser inversas internas de U y V respectiva-
mente.

Teorema 7.2. Sea A € B(L,K), U € B(Z,X), V € B(Y, Z2),
M e B(K,Y) y N € B(X,L). Si A es (M, N)-Weighted (U,V)-

. ) A =2UV)
invertible con B = AM7N

, entonces
1. R(U) = R(UQ) = R(BMAN) = R(B),

2. N(

S

= N(WV) = N(MANB) = N(B),
3. R(IMANU) = R(MANB),
4. N(VMAN) = N(BMAN),
5. R(V) = R(VMANU),
N(U) = N(VMANU).
donde Q € B(X,Z) yW € B(Z,Y) son como en la Definicién 7.1.

Demostracion. Primero, recordemos que, Q € B(X,Z) y W €
B(Z,Y) son tales que B = UQB y B = BWV y que B es una
inversa externa de M AN.

1. Siw € R(B), entonces w = Bx = UQBz € R(UQ).

Para la otra inclusion, sea w € R(UQ), entonces w = UQx =
BMANUQxz € R(B). De BMANB = B entonces obte-
nemos que R(B) = R(BMAN). Si w € R(B), entonces
w = Bx = UQBxz € R(U) y, si w € R(U), entonces
w=Ux=BMANUz € R(B).

2. Siz € N(B), entonces Vo = VM ANBx = 0, por lo tanto
Ve =0.Siz e N(V), entonces Vo = 0, de aqui que, Bx =
BWVax =0, por lo tanto Bx = 0.

Siz e N(B) = N(V), entonces Va = 0, asi WVz = 0. En
el caso que x € N(WV), entonces WVz = 0 de aqui que
Br =BWVx =0.

Como BMANB = B entonces obtenemos N(B) =
N(MANB).
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La (M, N)-Weighted (U, V)-inversa en B(X,Y).
7.1 Algunas caracterizaciones de la (M, N)-Weighted (U, V)- inversa

3. Sea w € R(MANU), entonces w = MANUz =
MANBAUx € R(IMANB). Si w € R(MANB), entonces
w= MANBz = MANUQBz € R(IMANU).

4. Sea v € N(VMAN), entonces BMANz = BWVMANz =
BW(0) =0, por loque x € N(BMAN).Siz € N(BMAN),
entonces VM ANz = VABMANz = VA(0) =0,y z €
N(BMAN).

5. Sea w € R(VMANU), entonces w = VMANUxz € R(V).
Ahora, sea w € R(V), entonces w = Ve = VMANBx =
VMANUQBz € R(VMANU).

6. Es claro que N(U) estd contenido en N(VMANU). Si
x € N(VMANU), entonces Ur = DBMANUz =
BWVMANUzx = 0, por lo tanto, x € N(U).

O

7.1. Algunas caracterizaciones de la (M, N)-
Weighted (U,V)- inversa

En esta seccion damos condiciones equivalentes para la exis-
tencia de la (M, N)-Weighted (U, V')-inversa.

Teorema 7.3. Let A € B(L,K), U € B(Z,X), V € B(Y,Z2),
M e B(K,Y) y N € B(X,L). Entonces los siguientes enunciados
son equivalentes:

1. A es (M, N)-Weighted (U, V')-invertible.

2. Ezxiste B € B(Y,X) una inversa externa de MAN y para
cada T € B(X) tal que TB = 0 se cumple que TU =0 y
existen Ty € B(Z,X), To € B(X,Z) y T3 € B(Y, Z) tales que
B=T\V,V =TyB,B = UT;.

3. Existe B € B(Y,X) una inversa externa de MAN y para
cada P € B(X) proyeccion tal que PB = 0 cumple que PU =
0y existen Th € B(Z,X), T € B(X,Z) y T3 € B(Y, Z) tales
que B = T1V,V = TQB,B = UT3.
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La (M, N)-Weighted (U, V)-inversa en B(X,Y).
7.1 Algunas caracterizaciones de la (M, N)-Weighted (U, V)- inversa

Demostracion. (1) — (2) Sabemos que
B=UQB,B=BWYV,U = BMANU,V = VMANRB,

para algunos Q € B(X,Z) y W € B(Z,Y) donde B = A, 50",
Definimos T} := BW € B(Z,X), Ty == VMAN € B(X,Z) y

Ts3:= QB € B(Y, Z), cumple que
B=T\V,V =T2B,B = UTs.

Si TB = 0, entonces TU = TBMANU = OMANU = 0, por lo
tanto TU = 0.

Es evidente que (2) implica (3) se cumple.

(3) — (1) Por hipétesis, B = BMANDB, entonces (I —
BMAN)B = 0, asi (I — BMAN)U = 0, de esto obtenemos
BMANU = U. También VMANB = T, BMANB = 1,B =V,
entonces V.= VMANB. Definimos W := MANT; y Q :=
TsMAN, asi BWV = BMANT\V = BMANB = By UQB =

UTsMANB = BMANB = B. Por lo tanto, B = A;%"Y). O

Teorema 7.4. Sea A € B(L,K), U € B(Z,X), V € B(Y, Z2),
M eB(K,Y) y N € B(X,L). Entonces los siguientes enunciados
son equivalentes:

1. A es (M, N)-Weighted (U, V')-invertible.

2. Eziste B € B(Y,X) una inversa externa de MAN y para
cada T € B(Y) tal que BT = 0 cumple que VT = 0 y
existen Ty € B(Y, Z), To € B(Z,Y) y T3 € B(Z, X) tales que
B=UT,U =BTy, y B=135V.

3. Eziste B € B(Y,X) una inversa externa de MAN y para
cada P € B(Y') proyeccion tal que BP = 0 cumple que VP =
0y existen Ty e B(Y, Z), T e B(Z,Y) y T3 € B(Z, X) tales
que B=UT,,U = BTy y B="1T3V.

Demostracion. (1) — (2) Por hipétesis,
B=UQB, B=BWYV,U = BMANU, V = VMANB,

para algunos Q € B(X, Z) y W € B(Z,Y) donde B = A, 57",
Definimos Ty := QB € B(Y, 2), Ty := MANU € B(Z,Y) y T3 :=
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La (M, N)-Weighted (U, V)-inversa en B(X,Y).
7.1 Algunas caracterizaciones de la (M, N)-Weighted (U, V)- inversa

BW € B(Z,X), entonces B=UT;, U = BT, y B = T3V, también
si T € B(X) es tal que BT = 0, entonces VT = VMANBT =
VMANO =0, asi VI = 0.

(2) — (3) es evidente.

(3) — (1) Como BMANB = B, tenemos que B(I —
MANB) =0, asi V(I - MANB) =0, por lo que V. = VMANB.
También BMANU = BMANBIT, = BT, = U, entonces
BMANU = U. Definimos W :=ToMANT; y Q :=TiMAN, en-
tonces BWV = BTb)MANT3V = BIb,MANB = BMANB = B

y UQB = UI'NMANB = BMANB = B. Por lo tanto, B =
A_(21U7V)‘ D

M,N
Teorema 7.5. Sea A € B(L,K), U € B(Z,X), V € B(Y, Z2),
M e B(K,Y) y N € B(X, L). Entonces los siguientes enunciados
son equivalentes:

1. A es (M, N)-Weighted (U, V)-invertible.

2. Eziste B € B(Y, X) una inversa externa de M AN, para cada
T € B(X) tal que TB = 0 cumple que TU = 0, para cada
R € B(Y) tal que BR = 0 cumple que VR = 0 y existen
T €B(Z,X), T, € B(Y,Z) tales que B=T1V =UT5.

3. Emiste B € B(Y, X)) una inversa externa de M AN, para cada
P € B(X) proyeccion tal que PB = 0 cumple que PU = 0,
para cada R € B(Y) tal que BR = 0 cumple que VR = 0
y existen Ty € B(Z,X), Ty € B(Y, Z) tales que B =TV =
UTs.

4. Eziste B € B(Y, X) una inversa externa de M AN, para cada
T € B(X) tal que TB = 0 cumple que TU = 0, para cada
P’ € B(Y) proyeccion tal que BP' =0 cumple que VP’ =0
y existen Th € B(Z,X), Ty € B(Y, Z) tales que B =TV =
UTs.

5. Existe B € B(Y, X) una inversa externa de M AN, para cada
P € B(X) proyeccion tal que PB = 0 cumple que PU = 0,
para cada P € B(Y) proyeccion tal que BP' = 0 cumple
que VP =0 y existen Ty € B(Z, X), Ty € B(Y, Z) tales que
B =TV =UTs.
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La (M, N)-Weighted (U, V)-inversa en B(X,Y).
7.2 Representacién matricial de la (M, N)-Weighted (U, V)- inversa

Demostracion. (1) — (2) Sabemos que

B=UQB,B=BWV,U = BMANU,V = VMANB,
—(2,0,V)
para algunos Q € B(X,Z) y W € B(Z,Y) donde B := A, .
Definimos T} := BW € B(X) y Ty := QB € B(X), entonces
B =TV = UT,. Si TB = 0, entonces TU = TBMANU =
OMANU = 0, asi TU = 0, también si BR = 0, entonces VR =
VMANBR =VMANO = 0, por lo tanto, VR = 0.

(2) — (3) es evidente.

(3) — (4) Sea T € B(X) tal que TB = 0, de aqui
que BMANB = B obtenemos (I — BMAN)B = 0, enton-
ces (I — BMAN)U = 0, por lo tanto BMANU = U, entonces
TU =TBMANU =0MANU = 0, entonces TU = 0.

(4) — (5) es evidente.

(5) — (1) Como B = BM AN B, entonces (I — BMAN)B =
0, asi (I — BMAN)U = 0, de esto obtenemos, BMANU = U,
también B(I — MANB) = 0, asi V(I — MANB) = 0, de es-
to VMANB = V. Definimos W := MANT} y Q := ToMAN,
entonces BWV = BMANT\V = BMANB = By UQB =

UT;MANB = BMANB = B. Por lo tanto, B = A,/%""). O

7.2. Representaciéon matricial de la (M, N)-
Weighted (U, V)- inversa

FEn esta seccién, también damos una representacién matricial
para operadores que tienen (M, N)-Weighted (U, V)-inversa, en
realidad es una reformulacién de la representacién antes dada para
la (U, V)- inversa.

Corolario 7.1. Sea A € B(L,K), U € B(Z,X), V € B(Y, Z),
M e B(K,Y) y N € B(X,L). Si A es (M,N)-Weighted (U,V)-
invertible con B = AX4(73(,U’V), entonces

Y = R(MANB) ® N(B) y X = R(B) ® N(BMAN). (7.1)

Demostracion. Por el Teorema 7.2 sabemos que N(B) =
N(MANB)y R(B) = R(BMAN), y, ya que MANB y BMAN
son proyecciones, obtenemos el resultado. O
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La (M, N)-Weighted (U, V)-inversa en B(X,Y).
7.2 Representacién matricial de la (M, N)-Weighted (U, V)- inversa

Teorema 7.6. Sea A€ B(L,K), U e B(Z,X),VeB(Y,Z), M €
B(K,Y) y N € B(X,L). A es (M, N)-Weighted (U, V)-invertible

sty solo si

(A 0N [ R R(MANU)
v = (5 1) (wvaram) = (5677
(7.2)
para algin Age € B(N(VMAN),N(V)), A1 es invertible y U,V

son requlares internos. Mds aun,

o= (5 ) ()~ ()

es la (M, N)— Weighted (U,V)-inversa de A.

Demostracion. (—) Supongamos que A es (M, N)-Weighted
(U, V)-invertible con B = A]_V[(i\’,U’V). Por el Corolario 7.1 tenemos
las siguientes descomposiciones

Y = R(MANB) & N(B) y X = R(B) & N(BMAN).

Mas ain, ya que BMANB = B, B es una inversa externa de
MAN vy por el Teorema 1.5, tenemos que
R(B)
}/1 )

5= o) (i) —
(i)

donde Bj; es invertible y
_(Bu' 0, (RB)
wa= (55 2. ()

para algin Ags € B(Y;, N(T')). Por el Teorema 7.2 (1) (respecti-
vamente (2)), tenemos R(B) = R(U) (N(B) = N(V)) y eligiendo
X1 = R(MANU) y Y1 = N(VMAN) tenemos la representacion
matricial deseada de M AN y su (M, N)-Weighted (U, V')-inversa.
El Teorema 7.1 nos da la regularidad de U y V.

(+—) Supongamos que M AN € B(X,Y) tiene la representa-
ci6n (7.2), donde U y V son regulares con correspondientes inver-
sas internas @ € B(X,Z) y W € B(Z,Y). Usando descomposicio-
nes adecuadas: X = R(U)® N(VMAN) and Z = Z; ® N(U), por
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La (M, N)-Weighted (U, V)-inversa en B(X,Y).
7.2 Representacién matricial de la (M, N)-Weighted (U, V)- inversa

el Teorema 1.5, tenemos que
(U 0\ [ Z R(U)
v= (5 0): (witn) = (vwaram)-

o= (% an): (varstam) = (v

Anélogamente,
- 9-(7) - (1)
v (5 ) (8) — ()
Sea

(A 0\  (R(MANU) R(U)
B‘( 0 0)'( NWV) ) \WN(VMAN))"
entonces
(U 0\ (U7" o AL 0\ (A7 o)
UQB_(O 0)(0 Q22 o 0o)=\Lo o=F
_ (AT 0\ (viit 0\ (Vi 0) _ (A 0) _
BWV(O 0)(0 Was 0o o)=\Lo o~ %
. Ail 0 A1 O U1 O U1 O .
o= (4 ) (4 8) (5 )= ) -
(Vir O\ [A1n 0\ (A7 0 Vii 0\ _
VMANB_(O 0><0 W)(O 0 0o 0)=V

Por lo que, B = AJL[(?\’,U’V). O
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Conclusiones

El trabajo desarrollado en esta tesis, asi como la investigacion
de estos resultados nuevos tuvo como nicleo el estudio de una cla-
se particular de inversa generalizada en semigrupos, denominada
(b, ¢)-inversa, la cual es la base para extender y definir el concepto
de (U, V)-inversa en el contexto de operadores lineales acotados
B(X,Y). Es importante notar que, en este contexto, B(X,Y’) no
forma un semigrupo bajo la composicion usual de funciones, lo
que hace que el concepto de (U, V)-inversa represente una gene-
ralizaciéon mas amplia del concepto de (b, ¢)-inversa. De hecho, la
(U, V)-inversa puede entenderse como un marco general que en-
globa numerosas inversas generalizadas ampliamente conocidas,
tales como la inversa de Moore-Penrose, la inversa de Drazin, la
inversa de Bott-Duffin, la grupo-inversa y la inversa con rango y
nucleo prescrito, entre otras, mediante elecciones adecuadas de los
operadores U y V.

Para cada una de estas inversas previamente mencionadas, se
han estudiado sus representaciones matriciales y diversas propie-
dades relevantes en la teoria de operadores. Desde esta perspecti-
va, se puede afirmar que al analizar las propiedades de la (U, V)-
inversa estamos también explorando propiedades comunes a todas
las demads inversas que este concepto generaliza. Esto permite no
solo la identificacion de caracteristicas compartidas, sino también
la posibilidad de reconocer aquellos aspectos fundamentales que
subyacen en las distintas definiciones de inversas generalizadas y
que, en esencia, se unifican bajo el concepto de (U, V')-inversa.

Ademas, el concepto de (U, V')-inversa abre nuevas posibilida-
des en el estudio de inversas generalizadas para operadores lineales
acotados, proponiendo generalizaciones que no han sido previa-
mente consideradas en la literatura. Esta perspectiva sugiere que
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la (U, V)-inversa podria proporcionar herramientas novedosas o
incluso maés eficientes para abordar ciertos tipos de problemas ma-
tematicos o aplicaciones practicas en donde otras inversas, aunque
utiles, presentan limitaciones o carecen de suficiente generalidad.

Uno de los aspectos estudiados en este trabajo fue la pertur-
bacién de las inversas generalizadas bajo clases estables de opera-
dores. Aunque en el desarrollo de esta investigaciéon no logramos
encontrar un ejemplo explicito de una clase de operadores que sea
estable bajo la clase de operadores (U, V')-invertibles, se caracteri-
zaron a través de representaciones matriciales las condiciones que
deben cumplir los operadores que se consideran para perturbar un
operador que posee una (U, V)-inversa. Esta caracterizacién cons-
tituye un avance en la comprension de la estabilidad de la (U, V)-
inversa ante perturbaciones, aunque queda abierta la investigacién
en torno a la identificacion de clases especificas de operadores que
posean esta estabilidad.

Finalmente, el trabajo aborda también un problema fundamen-
tal relacionado con la existencia de la (U, V)-inversa. Se resuelve
parcialmente al introducir una relacién de equivalencia que facilita
la identificacién de todos los operadores A tales que A es (U,V)-
invertible dados unos operadores especificos U y V. Sin embargo,
aun persiste una cuestion abierta: dado un operador A, cémo de-
terminar los operadores U y V tales que A sea (U, V)-invertible.
Este problema no solo es fundamental para comprender mejor el
alcance y aplicabilidad del concepto de (U, V)-inversa, sino que
también abre la puerta a futuras investigaciones que podrian pro-
porcionar métodos constructivos o criterios generales para abordar
esta interrogante.

En conclusion, esta tesis no solo amplia el marco tedrico de
las inversas generalizadas mediante la introduccién de la (U, V)-
inversa, sino que también deja planteadas preguntas y caminos
de exploracion adicionales, cuyas respuestas podrian contribuir de
manera significativa a la teoria de operadores y sus aplicaciones.
La relevancia de estos resultados se encuentra tanto en la genera-
lizacién de propiedades compartidas entre diversas inversas cono-
cidas como en las nuevas oportunidades que se vislumbran para el
estudio de operadores lineales acotados a través del concepto de
(U, V)-inversa.
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