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Capitulo 1

Introduccion

La teoria de percolaciéon es una rama de la fisica estadistica que nos permite estudiar, modelar y
determinar las condiciones necesarias para que ocurra un fenémeno de transporte [1.1,1.2].

Esta teoria surge de las observaciones hechas por el ingeniero inglés Simon Broadbent cuando se
encontraba disenando filtros de carbén para méascaras de gas. Este personaje se dio cuenta de la relacién
que habia entre el grado de porosidad del carbon y la eficiencia de filtrado de éste. Posteriormente, en
colaboracion con el matematico J. M. Hammersley, Broadbent concluyé que el transporte de un fluido
(o particulas individuales) a través de un medio aleatorio con enlaces abiertos (o cerrados) de acuerdo
a cierta proporcion se trataba de un nuevo proceso de difusion [1.2,1.3]. De ésta forma entre los afos
de 1954 y 1957 la teoria de percolacién se formalizd y estudié como una teoria matemaética basada en
conceptos geométricos y probabilisticos.

En general, el medio aleatorio se modela como una red en la que se define un vinculo entre sus elemen-
tos. El principal problema a resolver en la teoria de percolaciéon es hallar el valor critico de la proporcion
de sitios abiertos con la cual emerge una caracteristica fundamental de conexién en los componentes de
la red. Dicho valor depende de la estructura de la red y la dimension [1.1].

Debido a su gran versatilidad, la teoria de percolacién ha sido aplicada en un amplio rango de proble-
mas como la propagacion de enfermedades en plantas [1.4], la propagacion de incendios forestales [1.5],
el flujo de corriente eléctrica a través de un circuito [1.6] y el estudio de redes complejas [1.7], entre
otros [1.8].

El presente trabajo tiene como objetivo aplicar la teoria de percolaciéon en distintos contextos bajo
la misma metodologia, reinterpretando en cada marco de referencia el significado de las observables, en
particular el del umbral de percolaciéon. La aplicacion de la teoria de percolacion es factible en fenomenos
de diversa indole y escala porque en éstos las observables de interés son resultado de la colectividad de
los elementos participantes.

Este escrito queda organizado de la siguiente manera:

= Capitulo 2: A partir de la construccion de la red uno-dimensional se introducen los conceptos bésicos
de la teoria de percolacion. Posteriormente, se comenta la problemética que surge en la estimacion
de algunas observables, como el umbral de percolaciéon p., cuando se trabaja en una red cuadrada
de tamano L x L. Debido a que la teoria de percolacién es una teoria sensible al tamano del sistema
se destacan las leyes de escalamiento que relacionan a las observables de interés con el tamano
lineal L de la red. Dichas leyes de escalamiento permiten la estimacién de las observables en el
limite termodin4dmico, es decir, cuando L — oo manteniendo fija la densidad. En este sentido, se
detallan los algoritmos implementados en el proceso de simulacion y la metodologia establecida para
la estimacion de las observables en las diferentes problematicas abordadas a lo largo del presente
trabajo. En particular, se ejemplifica el calculo del umbral de percolacién en el modelo de percolacion
de sitios en la red cuadrada a primeros vecinos y en el caso continuo de dos dimensiones con discos.

= Capitulo 3: En este capitulo se analiza el modelo de percolacién de sitios en la red cuadrada con
una fraccién I de sitios con vecinos extendidos, es decir, cuando coexisten en la red dos definiciones
de vecinos cercanos. En consecuencia, se espera que al aumentar el valor del parametro I el um-
bral de percolacion se reduzca. Posteriormente, motivados por la propagacion de enfermedades en



Introducciéon

plantaciones regulares se modela una red cuadrada con una fraccién I de sitios que tienen vecinos
extendidos y el complemento 1 — I de sitios con definiciéon de vecindad tradicional (primeros o se-
gundos vecinos). En este contexto, la definicién de vecino complejo surge de la interaccion contigua
de una celda con planta susceptible y una celda con presencia de un fitopatdégeno con movilidad
propia. En particular, a partir de la metodologia establecida en el capitulo 2 se estima el umbral
de percolaciéon como funciéon del parametro 1.

= Capitulo 4: En este capitulo se estudian las propiedades de conexién de los municipios del Estado
de Puebla y su efecto en la propagacion de la enfermedad COVID-19. En este modelo los municipios
son representados por los nodos de una red compleja, los cuales quedan enlazados de acuerdo a dos
definiciones de vecinos cercanos: las que se dan entre municipios que colindan geograficamente y
aquellos que se conectan a través de la infraestructura carretera estatal. Asi, desde la perspectiva
de la teoria de percolacion de sitios y enlaces sobre redes complejas se proponen estrategias de
movilidad para la contencién del virus causante de la enfermedad. Estas estrategias consisten en
remover nodos o enlaces de forma que la red de conexion se fragmente en pequenos racimos y los
brotes de la enfermedad se mantengan aislados. Para ello, en este marco de referencia se implementa
la metodologia establecida para el calculo de spax(p) definido como el tamafo del racimo de mas
grande en funciéon de la densidad p de nodos (o enlaces) en la red compleja. A partir de ésta
observable y su relacion con la observable strength Py, (p) v la susceptibilidad de éste es posible
estimar la fraccién critica de nodos (o enlaces) removidos que desconecta al racimo percolante.

= Capitulo 5: En el contexto de la fisica de altas energias se estudian las colisiones centrales de iones
pesados bajo el modelo de percolacion de cuerdas de color (CSPM por sus siglas en inglés). El
CSPM sienta sus bases en la teoria de percolaciéon continua en dos dimensiones con discos en donde
la formacion de racimos se da a través del traslape de dichos objetos. A través de la metodologia
establecida se estiman en el limite termodindmico las observables de interés del CSPM, en particular
el umbral de percolacién 7. en el que el racimo percolante de cuerdas de color se asocia con la
formacion del Plasma de Quarks y Gluones (QGP por sus siglas en inglés). Posteriormente, las
observables del CSPM son escaladas con el nimero de nucleones Ay, del proyectil, por lo que los
efectos de sistema finito pueden ser tomados en cuenta y comparados con los estimados en el limite
termodinamico. El principal resultado es la estimacion de la energia de centro de masa /s minima
necesaria para la formaciéon del QGP como funcién del nimero de nucleones, la cual es consistente
con los datos reportados en la literatura.

= Capitulo 6: En éste capitulo se presentan las principales conclusiones obtenidas en este trabajo.
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Capitulo 2

Teoria de percolacion

Comenzaremos ésta seccion introduciendo los conceptos basicos de la teoria de percolacién para sis-
temas en una y dos dimensiones considerando modelos discretos. Haremos énfasis en las relaciones de
escalamiento de algunas observables alrededor del punto en el que el sistema sufre una transiciéon de fase.

Posteriormente se describen los modelos de percolacion discreta de sitios y enlaces en la red cuadrada,
asi como el modelo de percolacion continua en dos dimensiones para discos y los algoritmos de simulaciéon
implementados para cada modelo. Dichos modelos serén de utilidad para modelar los problemas abordados
en los capitulos siguientes.

Finalmente, se establece la metodologia para el anilisis de datos y la estimaciéon del umbral de perco-
laciéon. En particular, se reproducen los calculos para el modelo de percolaciéon de sitios en la red cuadrada
a primeros vecinos y para el modelo de percolaciéon continua en dos dimensiones para discos.

2.1. Teoria de percolacién en una dimensién

Partimos de imaginar una cadena lineal lo suficientemente larga, sobre cuyos sitios definimos la propie-
dad de estar ocupado o vacio con probabilidad p o 1—p, respectivamente. Una vez definida la probabilidad
de ocupacion, se da paso a la formaciéon de racimos. Para el caso unidimensional podemos definir un ra-
cimo como un conjunto de sitios ocupados que son vecinos cercanos y entre los cuales no existe un sitio
vacfo. En Fig. 2.1 se muestran, de izquierda a derecha, racimos de tamano 1, 2 y 3, respectivamente; se
puede notar que cada racimo queda delimitado por un sitio vacio a cada extremo.

De esta forma tendremos racimos de diferentes tamanos, siendo el racimo méas pequeno el de tamano
1, pero puede existir un racimo lo suficientemente grande que es capaz de enlazar los extremos de la red.
A este racimo se le conoce como racimo percolante y es muy importante porque a través de él ocurre el
fenomeno de transporte.

El problema fundamental de la teoria de percolacion es determinar el valor de la probabilidad de
ocupacion p a partir del cual se estructura el racimo percolante, marcando una transiciéon de fase en el
sistema. A este valor se le conoce como probabilidad critica o umbral de percolacion y usualmente es
denotado como p.. Notar que en la red uno-dimensional al menos existe un sitio vacio cuando p =1 —¢
para cualquier € € (0,1). Por lo tanto, se puede concluir que en ésta red el umbral de percolacion es
pe =1 y no es posible observar la region p > p. [2.1].

De esta forma, al considerar p < 1 la probabilidad de que un sitio arbitrario lejos de los efectos de la

Figura 2.1: Las celdas sombreadas representan los sitios ocupados en la cadena. En la imagen se muestran,
de izquierda a derecha, racimos de tamano 1, 2 y 3.
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2.1 Teoria de percolacién en una dimensiéon

frontera de la cadena pertenezca a un racimo de tamaiio s es sng, donde n, = p*(1 — p)? es el nimero de
racimos de tamano s por sitio en la cadena. En general, cada sitio ocupado debe pertenecer a un racimo,
por lo que la probabilidad de que un sitio pertenezca a cualquier racimo es igual a la probabilidad p de
ocupacion. En particular, lo anterior puede ser verificado para el caso uno-dimensional cuando p < p.

mediante
S = Y0 ps
= (1-p?*) s’

S

= (1-p)7 Zpd(ps)

S dp
d(p*)
= 1—p)?
-
d(>_,p*)
— 1 2 S
p(1—p) o
d(p/(1—p))
= 1—1p)2
p(1—p) a
1
= 1—p)2
De lo anteior podemos definir
SN SN

Wsg = =

ZS nsS p

como la probabilidad de que el racimo al que pertenece un sitio ocupado elegido al azar sea de tamano
exactamente s. Por tanto el tamano promedio de los racimos es estimado como

S = Z Sws = Z 82;15. (2.1)

S

Notemos que el desarrollo del numerador de la Ec.(2.1) es de la forma
D pt(l-p)? = (1-p)*) s’
d, d
= (1-pP—@—> 1
(=P, 320
d, p
p—(——
' Ty

p(1+p)
(1-p)?

~ (=P

= (-9

p(1+p)
(I-p)
Al sustituir dicho desarrollo en la expresion (2.1) se tiene que el tamario promedio de los racimos cuando
p < pc es
_1+p
1—p’
cuya divergencia en p — 1 muestra el rapido crecimiento que pueden alcanzar los racimos cerca del umbral
de percolaciéon. La ecuaciéon 2.2 puede ser re-escrita como el escalamiento

1
S x . 2.3
DPc—P ( )

S (2.2)

8
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2.2 Teorfa de percolacién en dos dimensiones

Una cantidad de importancia en la teoria de percolacién que se relaciona con el tamano promedio
de racimos S es la longitud de correlacion &, la cual es introducida al analizar el comportamiento de la
funcién de correlacion (o funcién de conectividad a pares) g(r) cuando p < 1. La funcién de correlacion
g(r) = p" es definida como la probabilidad de que dos sitios ocupados elegidos al azar que se encuentran a
una distancia r uno del otro pertenezcan al mismo racimo. Notemos que la distancia minima que podemos
medir es 7 = 0, es decir, la distancia de un sitio ocupado a él mismo, en cuyo caso g(0) = 1. Por otra
parte, cuando r — oo, g(r) tiende a cero exponencialmente. Esto es,

g(r) = p'
exp(In(p"))
— exp(rin(p))

= e (-rm (1)),

donde la longitud de correlacién es una constante definida como

S (;) = —In(p).

Recordando la expansion en serie de Taylor sabemos que In(1 — x) &~ —x para valores de = cercanos a 0.
Tomando el cambio de variable p = 1 — x y despejando —x = p — 1 tenemos que —In(p) = 1 — p, y por
tanto para el caso unidimensional la longitud de correlaciéon queda expresada como

£ =pc—p, (24)

que de manera similar al tamano promedio de racimos S tiene un comportamiento asint6tico alrededor
del umbral de percolaciéon p. = 1. En el problema en una dimensién puede observarse de manera directa
que la longitud de correlaciéon £ es proporcional al tamano promedio S de los racimos, pues el tamano s
de los racimos no es muy diferente de la longitud s — 1 de éstos cuando s aumenta, esto es:

S o< &(p = pe)- (2.5)

Otro resultado importante en la teoria de percolacién en una dimensiéon es que el tamano promedio
S de los racimos puede ser expresado como la suma sobre r de la funcion de correlacion g(r), es decir,

> g(r) =5, (2.6)

donde es necesario hacer la siguiente precision: La probabilidad g(r) de que un sitio ocupado fijo pertenezca
al mismo racimo que un sitio ocupado que se encuentra a una distancia r hacia la derecha de éste es la
misma si en cambio se tomara hacia la izquierda. Puesto que en la sumatoria de la ecuacion (2.6) no
podemos diferenciar la direccién que se elige, debemos sumar dos veces cada valor de r > 0 para tener
una conteo correcto.

Para concluir esta seccién, recalcaremos el hecho de que en el caso unidimensional observamos que
ciertas cantidades pudieron ser descritas mediante la ley de potencias 1/(p. — p) mostrando un compor-
tamiento divergente cerca de la probabilidad critica p. = 1.

2.2. Teoria de percolacién en dos dimensiones

Comenzaremos ésta seccion con la teoria de percolacion discreta de sitios en la red cuadrada. Partimos
de una red cuadrada de tamano L x L, cuyas celdas tienen probabilidad independiente p de encontrarse
en el estado ocupado y probabilidad 1 — p de encontrarse en el estado vacio.

De manera similar al caso unidimensional debemos estudiar la formaciéon de racimos de sitios que son
vecinos cercanos. Una de las definiciones habituales de vecinos cercanos es la que se conoce como primeros
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a) b)

4 % 4 X
= CHENS
1 F4E IR

Figura 2.2: En la imagen se muestran en sombreado purpura las definiciones de primer (a) y segundo
vecino cercano (b) de un sitio ocupado en la red cuadrada (sombreado gris).

Figura 2.3: a) Red cuadrada a primeros vecinos con probabilidad de ocupacion p = 0.2; b) Formacion
del racimo percolante en la red cuadrada a primeros vecinos; ¢) Red cuadrada a primeros vecinos con
probabilidad de ocupacién p = 0.8.

vecinos o 2N (nearest-neighbor), por sus siglas en inglés, en la que un sitio ocupado tiene por vecino a la
celda superior, inferior, lateral izquierdo y derecho como se muestra en Fig. 2.2 a). Otra definicion usual
es la conocida como segundos vecinos o 3N (next-to-nearest neighbor) por sus siglas en inglés, en donde
ahora se incluyen las celdas de las esquinas (ver Fig. 2.2 b) ).

En Fig. 2.3 se muestra una red cuadrada de tamafno 16 x 16 con diferentes valores de probabilidad de
ocupacion p a primeros vecinos. Se puede observar que cuando p = 0.2 s6lo algunos sitios se encuentran
ocupados, mientras que para p = 0.8 casi la totalidad de las celdas de la red se hallan ocupadas. Nue-
vamente, el problema fundamental de la teoria de percolacién es determinar el valor de la probabilidad
critica o umbral de percolacion p. a partir del cual se forma el racimo percolante que conecta dos lados
opuestos de la red y propicia el fenomeno de transporte (ver Fig. 2.3 b) ).

Una forma geométrica de caracterizar la formacion de racimos es mediante su perimetro ¢, el cual se
define como el ntimero de vecinos cercanos vacios. Por ejemplo, todos los racimos (a excepcion del racimo
percolante) a primeros vecinos en una dimension tienen perimetro t = 2 (ver Fig. 2.1), en contraste con
el racimo de tamano uno en la red cuadrada a primeros vecinos que tiene perimetro ¢t = 4. Es importante
no confundir el perimetro ¢ con la superficie de un racimo ya que t también incluye a los vecinos vacios
que se encuentran atrapados dentro del racimo tal como se muestra en Fig. 2.4.

Por lo anterior, una forma intuitiva de registrar el crecimiento de los racimos es calculando el numero
promedio de racimos de tamano s por casilla en la red ng, tal como en el caso unidimensional. De manera

10
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1 2 3
4 1
5 4 2
6 3

Figura 2.4: Se muestran dos racimos en la red cuadrada. Para cada uno se especifica el numero de primeros
vecinos vacios que conforman el perimetro.

[

Figura 2.5: En este esquema se muestran las 6 posibles configuraciones en las que puede hallarse un
racimo de tamano 3 en la red cuadrada a primeros vecinos.

general podemos calcular ng mediante la expresion
oo
ns =Y gup’(1—p), (2.7)
t=1

donde g4 se define como el nimero de configuraciones de un racimo de tamano s y perimetro ¢. Por
ejemplo, como se muestra en Fig.2.5 para un racimo de tamafio s = 3 se tiene que g3 3 =2y g3v = 4, es
decir, existen 2 maneras de formar un racimo de tamafio 3 y perimetro 8 (racimos lineales) y 4 maneras
de formar un racimo del mismo tamafio con perimetro 7 (rotaciones de racimo en forma de "L"). Por
tanto, n3 = 2p3(1 — p)® +4p3(1 — p)7.

Como se puede observar, para la red cuadrada la expresion (2.7) queda condicionada al namero de
posibles configuraciones en la que puede formarse un racimo de tamafio s. Sin embargo caracterizar todos
los posibles racimos en la red cuadrada es casi imposible, pues aunque parece sencillo notemos que tan
solo para s = 4 suman 19 arreglos posibles, mientras que para s = 5 se contabilizan 63 configuraciones.
Actualmente se sabe por simulaciéon en computadora que un racimo de tamafio s = 24 acumula 103 po-
sibles arreglos. Este procedimiento generalizado del caso uno-dimiensional resulta poco ttil para estudiar
la formacion de racimos, sobre todo cuando se trabajan con redes de gran tamano [2.1-2.4].

Otro hecho muy importante que debe ser considerado es que la teoria de percolacion es una teoria
sensible al tamano del sistema, lo cual influye en la determinacion de las observables, en particular del

11
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L=32
L=64
L=128
0.8 | L=256

++

0.6

04 r

021

p

Figura 2.6: Probabilidad de percolacion para L = 32,64,128 y 256 (cruces), ajustada mediante la ex-
presion (2.8) (linea continua). Se observa como al aumentar el valor de L la probabilidad de percolacion
tiende a una funcion escalon.

umbral de percolacién.

Tomando en cuenta lo anterior, se define la probabilidad de percolaciéon Py, (p) como la probabilidad de
que en la red de tamano L x L se dé la formacion del racimo percolante con la probabilidad de ocupaciéon
p. En Fig. 2.6 se muestran los datos de simulacion (cruces) de la probabilidad de percolacion Pr(p) para
la red cuadrada a primeros vecinos con los valores L = 32,64, 128 y 256.

Dichos datos fueron ajustados mediante la ecuacion

P(p) = % (1 + tanh (”_Afd)) , (2.8)

donde p.r, es la estimacion del umbral de percolaciéon para el sistema de tamafio L x L y Ay, corresponde
al ancho de la regién de transiciéon en la que la probabilidad de percolacién pasa de 0 a 1. Podemos
observar en Fig. 2.6 como la region de transicion Aj depende del tamano L del sistema, pues es mas
ancha para L = 32 (curva parpura) que para L = 256 (curva amarilla).

Lo anterior significa que conforme aumenta el tamano L del sistema, Ay se reduce de modo que

cuando L — oo la probabilidad de percolacion Pr(p), _, . corresponde a la funcién escalon

0 si

PL(p)p o ~ { N (29)

En este punto salta a la vista que la precisa determinacién del umbral de percolacién p. se obtiene en
el limite termodinamico. Puesto que computacionalmente es imposible generar redes de tamano infinito
se simulan redes para distintos valores ascendentes de L como se realiz6 en Fig. 2.6. Posteriormente, para
cada valor de L se extraen del ajuste los valores de p.;, y A, con los que se analizan los efectos de sistema
finito mediante leyes de escalamiento que relacionan éstas y otras cantidades de interés con el tamano L
del sistema.

En particular se tiene que

Ap o« L7V, (2.10)

Per — pe x L7, (2.11)

donde v es el exponente critico asociado a la longitud de correlaciéon alrededor del umbral de percolacion
mediante la expresion

¢ o Ip—pel”, (2.12)
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Figura 2.7: Se ejemplifica el modelo de percolacion discreta de enlaces en la que los nodos de la red pueden
estar conectados mediante las aristas con probabilidad p.

y cuyo valor aceptado en dos dimensiones es v = 4/3 [2.1].

Complementando la informacién anterior, otras cantidades que también pueden ser escaladas con el
tamano L del sistema son el tamano promedio de racimo S'y el strength Py, definido como la probabilidad
de que un sitio elegido al azar pertenezca al racimo percolante. Esto es

S oc LY (2.13)

Pay oc LRV, (2.14)

donde los exponentes criticos v y [ provienen de las expresiones

Soc|p—pel ™7, (2.15)
y

Py o< [p = pe|?, (2.16)
respectivamente. Los valores aceptados para éstos exponentes en dos dimensiones son v = 43/18 y

B =5/36, y describen la divergencia del tamafio promedio de los racimos cuando p — p. y el crecimiento
abrupto de Py, respectivamente.

Un hecho importante sobre los exponentes criticos v,y y 8 es que tienen una propiedad de universa-
lidad, es decir, que permanecen igual para distintas redes que tienen la misma dimensién. Por ejemplo,
en el caso uno-dimensional los exponentes criticos toman los valores v =1, v =1 y f = 0. Lo anterior
puede ser corroborado pues al sustituir » =1y 7 = 1 en las expresiones (2.12) y (2.15) reproducimos las
expresiones (2.4) y (2.3), respectivamente. Ademés, § = 0 significa que cuando p < 1 la probabilidad de
que un sitio elegido al azar pertenezca al racimo percolante es Py, = 0.

Para finalizar ésta seccion, resta comentar que ademas de la percolacion de sitios en la red cuadrada
también existen otros modelos de percolaciéon discreta. Un ejemplo es el modelo de percolacion de enlaces
en la que se tiene una reticula de nodos que se conectan mediante aristas con probabilidad p. En Fig. 2.7
se muestra el esquema del modelo de enlaces, el cual puede ser tratado de forma semejante al de sitios,
debido a que ambos pueden interpretarse como redes duales (ver Fig. 2.8 ) [2.5]. Este tipo de modelos ha
sido ampliamente utilizado para estudiar el flujo de corriente eléctrica en circuitos [2.6]. Otro modelo de
percolacion discreta es el que lleva por nombre modelo de percolaciéon de nodos y enlaces. En este modelo
tanto los nodos como los enlaces tienen probabilidad independiente de estar presentes o no.

Este modelo puede ser extendido a una version continua, el cual consiste en disponer objetos (como
discos o cuadrados) de manera arbitraria sobre una region cuadrada de tamaiio L x L, de modo que el
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R S o

Figura 2.8: En lineas sélidas y puntos color negro se muestra la red Z2 asociada al modelo de percolacién
de enlaces , mientras que con lineas punteadas y puntos color blanco se esquematiza la red Z2 + (%, %)
asociada al modelo de percolaciéon de sitios. Ambas redes son el dual una de la otra.

L

Figura 2.9: Modelo de percolacién continua en dos dimensiones con discos donde se resalta la formacion
del racimo percolante.

traslape de éstos objetos da paso a la formacion de racimos. A diferencia del caso discreto, en este modelo
no se emplea la probabilidad de ocupacién p sino que se define el parametro de llenado n = Na/L?
que corresponde al niimero N de objetos de area a dispuestos sobre la superficie de tamafio L2. En este
modelo continuo la distribucién espacial de los centros de los objetos es un Proceso de Puntos de Poisson
(PPP) [2.7-2.10].

En Fig. 2.9 mostramos el modelo de percolacién continua en dos dimensiones con discos en la que se
ilustra el racimo percolante de discos traslapados. Un hecho interesante es que la estimacién del umbral
de percolaciéon en los modelos continuos en dos dimensiones emplean la misma relaciéon de escalamiento
(2.11) asociada al exponente v, lo cual es un fuerte indicio de que éste modelo pertenece a la misma clase
de universalidad que los modelos discretos [2.7].

Los modelos de percolaciéon discretos y continuos descritos previamente son de utilidad para modelar
un sin fin de fenomenos en diversos campos del conocimiento.

2.3. Proceso de simulacion

En esta seccion haremos una breve descripcién de los algoritmos implementados en el proceso de
simulacion para la formaciéon y deteccion de racimos en los diferentes modelos de percolacion estudiados.
Recordemos que para poder hacer nuestras estimaciones debemos simular sistemas con grandes valores
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de L por lo que es de suma importancia implementar algoritmos eficientes.
Comenzaremos detallando los algoritmos implementados para los modelos de percolaciéon discreta,
que por practicidad describiremos en el modelo de percolacion de sitios en la red cuadrada.

2.3.1. Implementacién del algoritmo Union-Find

El algoritmo Union-Find es un algoritmo muy importante que nos ayuda a rastrear la formacion de
los racimos. En nuestras simulaciones las tres ideas esenciales de éste algoritmo consisten en

= dotar a cada racimo de un valor numérico natural r llamado raiz que lo identifique y distinga de
los demas,

= explorar los vecinos cercanos de un sitio ocupado en la red y determinar el racimo al que pertenecen
(Find),

= si dos racimos 1 y 72 son adyacentes debe unirlos en un solo racimo (Union).

Para ejemplificar lo anterior supongamos que elegimos al azar el j-ésimo sitio ocupado en la red, le
asignamos la raiz r; y exploramos el estado de ocupaciéon de sus primeros vecinos cercanos con la parte
Find. En el supuesto de que el sitio 7; no tenga vecinos cercanos ocupados se le registra en una lista
auxiliar como un racimo de tamano 1. Por el contrario, cuando la parte Find del algoritmo encuentra
vecinos cercanos ocupados puede ocurrir que éstos atn no tengan un valor raiz asignado, por lo que la
parte Union les identifica con la misma raiz r; del sitio elegido. En el caso de los que vecinos cercanos
ocupados ya cuenten con una raiz r; para algunos ¢ = 1,2, 3,4 el algoritmo compara cada uno con el valor
de 7;. Sir; # r; significa que se trata de racimos diferentes que deben ser amalgamados en uno solo. Para
esto, mediante una funcién auxiliar Size() comparamos el tamano del racimo con raiz r; y el de raiz r;.
Sin pérdida de generalidad, si Size(r;) >Size(r;), entonces reasignamos a todos los sitios del racimo con
raiz r; la rafz r;. Asi, mediante la parte Union del algoritmo se unen en un solo racimo

En el caso de que el sitio elegido tenga dos (0 mas ) vecinos que tienen la misma raiz r; debe entenderse
que éste sitio esta uniendo dos elementos que ya pertenecen al mismo racimo, tal como se observar en
Fig. 2.10 a).

2.3.2. Implementacién del algoritmo de Hoshen y Kopelman

El procedimiento que a continuacién se describe es una implementacién a primeros vecinos del algo-
ritmo propuesto en 1976 por Joseph Hoshen y Raoul Kopelman, el cual se basa en el rastreo y etiquetado
de los sitios ocupados en la red cuadrada [2.11].

En nuestra implementacion generamos dos vectores booleanos Xy y X; de tamano L con probabilidad
de ocupacion p fija, donde las entradas de los vectores estéan identificadas de forma univoca con el conjunto
de etiquetas {1,2,...,L}. Las entradas de los vectores que resulten ocupadas seran igual a 1, mientras
que las entradas que representen un sitio vacio seran igual a 0. Para la entrada ¢ € {1,2,..., L} del vector
X verificamos su estado de ocupacion, si se encuentra ocupada examinamos las entradas vecinas Xg[i+1]
y X1[i] que mediante el algoritmo Union-Find seran amalgamadas si una o ambas entradas también se
encuentran ocupadas. En el caso del sitio X([L] tinicamente se verifica la entrada X;[L].

Una vez que se han examinado las L entradas del vector booleano X guardamos en una lista auxiliar el
registro de los racimos detectados. Posteriormente re-escribimos la informacion del vector X7 en el vector
Xy previamente examinado y generamos un nuevo vector Xi, con el cual repetimos el proceso anterior
hasta haber analizado en total L vectores. En Fig. 2.11 mostramos un esquema de ésta implementacion.

La diferencia entre el algoritmo de Hoshen y Kopelman y nuestra implementacion radica en que el
primero verifica el estado de ocupaciéon de todos los vecinos cercanos de cada celda en una red cuadrada
ya generada, mientras que el segundo genera la red columna por columna y tnicamente verifica dos de
los cuatro vecinos cercanos (hacia abajo y hacia la derecha) de un sitio ocupado. Por lo tanto, nuestra
implementacion reduce la saturacion de memoria RAM y tiempo de computo.
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Figura 2.10: a) La parte Find del algoritmo detecta que los vecinos del sitio analizado pertenecen al
mismo racimo. b) Cuando el algoritmo detecta que los vecinos de un sitio analizado pertenecen a racimos
distintos la parte Union los amalgama en un solo racimo.

a) b) c)
1 1 1 0 1 1 0 0
1 0 0 1 1 0 1 0
0 1 1 1 0 1 1 1
! ¢ 0 0 1 0 0 1
Xo X X, X, Sistema de tamafio lineal L=4

Figura 2.11: a) Se ilustra en verde las entradas de los vectores Xy y X; que son amalgamadas en un
mismo racimo. La entrada inferior del vector X, es considerada como un racimo de tamafo 1. b) La
informacion del vector X; es re-escrita sobre el vector Xy y se genera un nuevo vector X;. ¢) El algoritmo

continta hasta evaluar L vectores booleanos.
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a) b) c)

Figura 2.12: a) El algoritmo de Newman y Ziff se caracteriza por ocupar una por una y al azar las celdas
de lared. b) Conforme aumenta el nimero de celdas ocupas se da la formacion de racimos. ¢) El algoritmo
se detiene cuando detecta que el sistema percola.

2.3.3. Implementacion del algoritmo de Newman y Ziff

A continuacion describiremos es la implementaciéon computacional realizada al algoritmo propuesto
por Mark Newman y Robert Ziff (2001). Este algoritmo se caracteriza por registrar la formacion de
racimos desde una red cuadrada vacfa en la que se ocupan uno por uno y al azar los sitios de la red [2.12].

Para esto simulamos una red cuadrada como una matriz nula de tamano L x L y asociamos de forma
univoca cada entrada de la matriz con un elemento de la lista de etiquetas £ = {1,2,..., L?}. A fin de
establecer un orden y condicién para ocupar las entradas de la matriz permutamos los elementos de la
lista de etiquetas L. Para cada elemento j de la lista permutada Lperm generamos un nimero aleatorio x
de una distribuciéon uniforme en el intervalo (0, 1) y lo comparamos con un valor p fijo. Si z < p, entonces
la entrada de la matriz con etiqueta Lperm[j] se declara ocupada y se identifica mediante un 1.

Cada vez que se ocupa una entrada de la matriz se verifica el estado de ocupacion de las entradas
vecinas y en caso de también estar ocupadas se amalgaman en un solo racimo mediante el algoritmo
Union-Find. El algoritmo continiia agregando sitios ocupados en la red hasta que se cumpla alguna
condicion impuesta, por ejemplo la deteccion del racimo percolante. En este punto se almacena el nimero
critico n. de sitios ocupados que fueron agregados en el sistema y se repite el algoritmo, realizandose un
total de 10° veces.

En Fig. 2.12 se muestra un esquema representativo de las principales fases computacionales el algo-
ritmo de Newman y Ziff, comenzando por los primeros sitios ocupados que se encuentran aislados (a)),
pasando por la formacion de racimos de mayor tamario (b)) hasta que se satisface la condicion para
detener el algoritmo (c)).

En particular, el algoritmo de Newman y Ziff es muy eficiente porque para la formacion y deteccion de
racimos de un sistema con n + 1 sitios ocupados sélo agrega aleatoriamente un sitio a un sistema previo
de n sitios. Lo anterior contrasta con los algoritmos estandar de percolacion debido a que éstos generan
por completo nuevos sistemas para cada valor de p que se quiera investigar.

Resta mencionar que tanto la implementacion del algoritmo de Hoshen y Kopelman como la imple-
mentacion del algoritmo de Newman y Ziff pueden ser utilizadas para el modelo de percolacion discreta
de enlaces y de nodos y enlaces siguiendo los mismos pasos.

2.3.4. Implementacién del algoritmo de Mertens y Moore

En ésta seccion describiremos el algoritmo propuesto por Stephan Mertens y Cristopher Moore en el
ano 2012 para el modelo de percolacién continua en dos dimensiones, el cual a su vez es una adaptacion
del algoritmo de Newman y Ziff [2.7]. En particular describiremos la implementacion para el caso en el
que los objetos son discos de 4rea ag = 7r3.

Para esto, se simula una regién cuadrada de tamano L X L en la que anadiremos uno por uno y al azar
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Figura 2.13: La superficie que contiene a los discos se cuadricula en celdas de longitud igual al diametro
un disco. De esta forma los vecinos del disco examinado (punteado) solo podran existir en las ocho celdas
que rodean a la que lo contiene.

discos, que al traslaparse unos con otros daran paso a la formacion de racimos, tal como en se muestra
en Fig. 2.9.

Notar que a diferencia de los modelos discretos en el que los sitios o enlaces tienen una posicion
establecida, en el caso continuo en dos dimensiones los discos quedan distribuidos aleatoriamente. Por lo
anterior, para determinar a los vecinos cercanos de un disco examinado conviene cuadricular el sistema
en celdas de longitud 27y y asociarle a cada una los discos cuyos centros caigan ahi. Este recurso compu-
tacional restringe el nimero de analisis cuando se examinan los vecinos de un disco, es decir, los vecinos
de dicho disco solo podran estar en la misma celda o en alguna de las ocho celdas vecinas, tal como se
ejemplifica en Fig.2.13.

Cada vez que se anade un disco se identifica la celda a la que pertenece y mediante el algoritmo
Union-Find se verifica si en las celdas vecinas existen discos con los que traslapa. En este caso, el proceso
de anadir discos se detiene hasta que se detecta la formacion del racimo percolante. De manera similar al
algoritmo de Newman y Ziff, en ésta implementacion se registra el nimero critico n. de discos que fueron
agregados en el sistema hasta que el sistema percol6. Posteriormente el algoritmo se reinicia y se ejecuta
un total de 10° veces.

Finalmente, cabe mencionar que el algoritmo de Mertens y Moore funciona para dimension arbitraria
y forma arbitraria de los objetos [2.7].

2.4. Metodologia establecida para el cobmputo de observables

En ésta seccion se describe la metodologia general establecida para el calculo de observables en la
teoria de percolacion, en particular para el umbral de percolacion, a partir de los datos obtenidos en el
proceso de simulacion.

El objetivo es estimar el valor promedio de una observable de interés O dentro del contexto del
ensamble microcanoénico, en el que mantenemos fijo el nimero N de participantes. Para esto, mediante
simulacion por computadora se debe generar una coleccion {fy} de mediciones de O para un sistema
con N de participantes. Tomando en cuenta que las mediciones del sistema fluctiian en cada ejecucion
del algoritmo de simulacién es necesario considerar una funcion P de distribucion de probabilidad que
caracterice dichas fluctuaciones. Por lo tanto, la estimacion de la observable O en funci6on de algin
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parametro o queda expresa de manera general como la siguiente convolucion

O(o) =) OnPy. (2.17)
N

Por construccion, en los fenomenos modelados como percolacion discreta en una red cuadrada de
tamano L x L las fluctuaciones que tiene el sistema al ser ocupado con N elementos corresponden a una
distribucién binomial con parametros L? y p € [0, 1], es decir,

Py = B(L%N,p) (2.18)

(f\f)pm BN, (2.19)

Por otra parte, para los problemas modelados como percolacién continua en dos dimensiones la distribu-
cién de discos sigue una distribucién de Poisson con media a = nL?/a [2.7], esto es,

Py = Poisson(a)y (2.20)
N
a —Q

En consecuencia, para el modelo de percolacion de sitios en la red cuadrada se estima la observable
O en funcion de la probabilidad de ocupacién p como

L2

N=0

mientras que para el caso continuo en dos dimensiones con pardmetro de llenado 7 se estima mediante

O(n) = ) _ OnPoisson(a)y. (2.23)
N=0

Aunque en ecuacion (2.22) se realiza una suma finita los autores de la referencia [2.12] proponen
calcular los coeficientes binomiales de forma iterativa para evitar el calculo del factorial de nameros muy
grandes de la siguiente manera

2 .
B(L{N—l,p)%lfép si N > Musx,

B(L?,N,p) = (2.24)

B(L*, N +1,p) A 52 si N < Nax,

donde Nyax = pL? es el punto en el que la distribucién binomial tiene su valor méaximo.

En lo que respecta a la expresion (2.23) debemos acotar el nimero de elementos a sumar utilizando el
criterio de las 50. De esta forma, definimos Ny = N—50 = N—5|a'/?| y Nyax = N+50 = N+5]a'/?]?
donde N = |a|. Ademas, para evitar dificultades numéricas en el célculo del factorial de niimeros muy
grandes se sugiere sustituir los cocientes o’ /N! por los pesos de Poisson wy, los cuales son estimados
de forma recursiva como [2.7]

. B 17 si k=0 (2 25)
WN_ = wwﬁ—(l@—l) si k= 1,2, ... .

1 si k=0
AR i 2.26
Nk { NoEWNyk—1 S k=1,2,... (2.26)

INo confundir Npsx con Mpax de ecuacion 2.24.
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. . g Nonax ..
Finalmente, se normaliza la suma dividiendo entre >, ™ w,, de modo que la expresion (2.23) se
=Nmin

re-escribe como
nglx Nrnéx
o= >, Hne‘awn/ > wa, (2.27)

’I’L:le‘n n:Nmin
A continuacion se ejemplificara el uso de la metodologia para la estimacion del umbral de percolacion

en el modelo discreto de percolaciéon de sitios para la red cuadrada y en el modelo de percolacién continua
en dos dimensiones con discos.

2.4.1. Umbral de percolaciéon en el modelo de percolaciéon de sitios en la red
cuadrada a primeros vecinos

Tras haber ejecutado 10° veces la implementacion del algoritmo de Newman y Ziff para los valores
L = 32,64,128 y 256 obtenemos una coleccion de nimeros criticos {N.}, con los cuales definimos

frecuencia de N

fL(N)

como la probabilidad de que la red cuadrada de tamano L x L percole tras haber anadido exactamente
N sitios ocupados. Posteriormente definimos

= 2.2
total de realizaciones (2.28)

N
Fr(N)=) fu(k) (2.29)
k=0

como la probabilidad de que el sistema de tamano L x L percole tras haber agregado a lo mas N sitios
ocupados. Notar que la probabilidad Fy(N) corresponde a 6y en la expresion (2.22), por lo que de
acuerdo a la metodologia establecida la probabilidad de percolacion Pr(p) en funcion de p en el modelo
de percolacion de sitios a primeros vecinos en la red cuadrada de tamano L X L se expresa como

L2
Pi(p) = Y Fr(N)B(L*,N,p). (2-30)
N=0

En Fig. 2.6 se muestran los datos obtenidos (cruces), los cuales fueron ajustados mediante ecuacion
(2.8). Observar que para cada ajuste de Pp(p) se obtiene un valor del ancho de la region de transicion
Arp, el cual se relaciona con L y el exponente critico v mediante el escalamiento de la expresion (2.10).
En Fig. 2.14a se muestra el grafico de In(Ap) en funcién de In(L) (cuadros purpura), con cuyo ajuste
estimamos —1/v = —0.747 £ 0.005. Por lo tanto, el exponente critico estimado es v = 1.338, el cual se
encuentra en buen acuerdo con lo reportado en Ref. [2.1].

Posteriormente, sustituimos la estimacion de v en la expresion (2.11) y ajustamos los datos mediante
una funcion de la forma g(z) = ma+b con x = L~/ Asi, cuando L — oo se tiene que g(x) — b, es decir,
la interseccidon de la recta de ajuste con el eje Y proporciona la estimaciéon del umbral de percolacién
en el limite termodinamico. Nuestra estimacion del umbral de percolacion en el modelo de percolacién
de sitios en la red cuadrada a primeros vecinos es p. = 0.59273 £ 0.00006, siendo p. = 0.59274 en valor
aceptado y reportado en [2.1].

Finalmente, cabe mencionar que siguiendo la misma metodologia y haciendo las modificaciones perti-
nentes puede calcularse el tamano promedio S de los racimos y el strength Py, de manera que mediante
los escalamientos de las ecuaciones (2.15) y (2.16) se estima v = 2.367 y 5 = 0.1824.

2.4.2. Umbral de percolacion en el modelo continuo de dos dimensiones con
discos.

Para la estimacion del umbral de percolacion en el modelo continuo en dos dimensiones con discos se
utiliza la implementacién del algoritmo de Mertens y Moore descrita en la subseccién 2.3.4. De acuerdo
a la metodologia establecida, la probabilidad de percolacién en este caso se expresa como

Pr(n) = i Fr(N)Poisson(«a) y, (2.31)
N=0
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B3 T
" Datos =
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log(L) e
(a) Escalamiento (2.10) para el modelo de percolacion (b) Determinacién del umbral de percolacién p. en el
de sitios en la red cuadrada a primeros vecinos. limite termodinamico.

Figura 2.14: Mediante las relaciones de escalamiento con el tamano lineal L del sistema es posible estimar
el exponente critico v y el umbral de percolaciéon p. en el limite termodinamico.

que al acotar y normalizar se expresa como

Nmax Nmax
Pr(n) =e* Fr(n)w, / > wn, (2.32)

n=Nmin Nn=DNmin

donde Ff,(n) es la probabilidad de que el sistema de tamano L x L percole tras haber agregado a lo mas
n discos.

Los procesos de simulacién fueron realizados para valores de L = 6, 8,12, 16, 24, 32, 48,64, 96, 128, 192
y 256. Los datos obtenidos de la expresion (2.32) son graficados (ver Fig. 2.15a) y ajustados con la funcion
(2.8) cambiando p y per por 1y ner, respectivamente. En Fig. 2.15b se muestran las curvas de ajuste
para algunos valores de L.

Posteriormente, estimamos el exponente critico ¥ mediante el escalamiento del ancho de la region de
transicion Ay, con el tamafo lineal del sistema L expresado como en (2.10). En Fig. 2.16a mostramos
el ajuste de los datos como una linea recta, cuya pendiente nos da la estimacion 1/v = 0.758(7), que se
encuentra en buen acuerdo con lo reportado en la literatura [2.1,2.7].

Debemos notar que debido a las condiciones de frontera impuestas el escalamiento (2.11) tiene otra
contribuciéon de L=/* por lo que 7.1, queda escalado como

NeL — e X Liz/lﬂ (233)

Finalmente, se grafica cada determinacion de 7., proveniente del ajuste (2.8) en funcién de L=2/" y
se estima 7). en el limite termodindmico como la extrapolacion de los datos, tal como se muestra en Fig.
2.16b. Luego se estima el umbral de percolacion 7, = 1.1279(1) en el limite termodinamico, el cual se
encuentra en buen acuerdo con el valor més preciso 7. = 1.12808737(6) reportado en [2.7].
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(a) Probabilidad de percolacién para el modelo continuo (b) Datos para valores de L = 24,48,128 y 256. Se ob-
en dos dimensiones con discos para diferentes valores de serva cémo al aumentar el valor de L la curva tiende a
L. una funciéon escalon.

Figura 2.15: Datos y ajuste de la probabilidad de percolacién en el modelo de percolacion continua en
dos dimensiones con discos.
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Figura 2.16: Estimacion del exponente critico v y el umbral de percolaciéon 7, en el limite termodindmico
para el modelo de percolaciéon continua en dos dimensiones con discos.
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Capitulo 3

Aplicaciéon de la teoria de percolacion
en la propagacion de enfermedades en
plantaciones

La teoria de percolacién es una herramienta muy versatil, cuyas aplicaciones permea éareas de diversas
indoles, incluyendo el &mbito de la propagacion de enfermedades en plantaciones [3.1-3.3]. En particular,
es de nuestro interés aquellos fenémenos de propagacion en los que el patogeno tiene movilidad propia,
como en el caso de Phytophthora [3.4,3.5].

No es casualidad que la palabra Phytophthora provenga etimolégicamente del griego phyto-planta y
phthora-destructor [3.6]. La agresividad y la dificil erradicacion de éste patogeno ha encendido las alarmas
en diversos sectores cientificos, pues entre el amplio rango de especies que puede atacar se encuentran
aquellas de importancia alimenticia y economica como el tomate, el chile, la papa, aguacate, etc. [3.7-3.9].
Una de las principales caracteristicas que distingue a este patogeno flagelado es su capacidad de detectar
la presencia de las plantas mediante cambios quimicos en el ambiente (quimiotaxis), a las cuales nada
de forma dirigida a través de finas peliculas de agua [3.9,3.10]. Cuando Phytophthora no logra conseguir
alimento entra en un estado de latencia, pudiendo permanecer inactivo en el suelo durante varios ciclos
de cultivo. Las altas temperaturas y los suelos anegados favorecen la propagacion de éste microorganismo
de perjudiciales efectos [3.9].

Un ejemplo de las consecuencias sociales que tuvo (y puede volver a tener) la propagacion descontro-
lada de Phytophthora es el evento historico conocido como la ‘Gran Hambruna Irlandesa’ (1845-1850).
En este suceso mas de un millon de irlandeses fallecieron por inanicién debido a que durante 5 afios con-
secutivos los cultivos de papa, que por cuestiones politicas eran su tunica fuente de alimento, se pudrieron
y no fueron aptos para consumo humano [3.11,3.12].

En México, a causa de Phytophthora se han reportado danos entre el 90% y 100 % en cultivos de
chile ‘chilaca’ y ‘poblano’; principalmente en la region de San Martin Texmelucan, Puebla [3.13,3.14]. En
suma, en 2014 en el pais se alcanzaron pérdidas de hasta 63 millones de pesos en plantaciones de chile
debido a plagas y enfermedades entre las cuales destaca dicho patogeno [3.15]. Ademas de las pérdidas
econ6émicas y ambientales, éste microorganismo ha causado en diversas zonas del pais el reemplazo o
abandono de importantes cultivos.

En Ref. [3.4], los autores modelan una plantacion como una red regular de dimensiones y analizan la
propagacion de Phytophthora como un proceso de transporte. Debido a que a priori no es posible saber
si de las semillas sembradas creceran plantas susceptibles o resistentes al fitopatégeno asumen que éstas
se encuentran distribuidas uniformemente en el sistema. De esta forma, los sitios de la red ocupados con
una planta susceptible son los sitios por los cuales el patogeno puede fluir y propagarse hacia sus vecinos,
mientras que los sitios con planta resistente contienen localmente la enfermedad al no proveer alimento
al fitopatogeno. Por otra parte, los quistes de Phytophthora que se reactivan al iniciar un nuevo ciclo de
siembra son modelados como sitios inoculados al inicio del proceso de propagacién. Se observa que la
interaccion entre un sitio ocupado con una planta susceptible y un sitio inoculado sobre planta resistente
(o bien un sitio vacio) que son adyacentes modifican la definicion habitual de primer y segundo vecino
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cercano de la planta, tal como se muestra en Fig. 3.1. De esa forma la interaccién planta-patdgeno crea un
efecto puente en el que la planta susceptible puede enlazar a celdas que quedan por fuera de su vecindad
tradicional, lo que fomenta la formacion de racimos de plantas susceptibles o enfermas, en particular
favorece la formacion del racimo percolante. En contraste, los sitios con planta y los sitios inoculados que
no interactiian mantienen su definiciéon de vecino cercano.

2N 3N

Figura 3.1: En Ref. [3.4] los autores estudian la modificacion (flechas moradas) de la definicion habitual
de vecino cercano (flechas rojas) cuando una celda con planta susceptible es adyacente a una celda vacia
pero con presencia de un patogeno (celda gradiente amarillo-rojo). Se ilustra el caso para la red cuadrada
a primeros (2N) y segundos vecinos (3N).

Cuando aumenta el porcentaje de celdas inoculadas en la red puede darse el caso ilustrado en Fig. 3.2
a), donde la vecindad de una planta susceptible queda completamente con presencia del patogeno. Debido
a que el microorganismo tiene movilidad a primeros vecinos la planta susceptible puede enlazar a celdas
mas alejadas, tal como se muestra en Fig. 3.2 b), los cuales hemos nombrados vecinos complejos Compl.
De ésta forma, el modelo de plantacion monocultivo presentado en Ref. [3.4] puede entenderse como
una red percolante con una fraccion de sitios con vecindad tradicional y el complemento con vecindad
compleja. Otra posibilidad de vecinos complejos es la que surge de extender las diagonales de Compl, tal
como se muestra en Fig. 3.2 ¢) nombrada Comp2.

La existencia de los modelos presentados en Ref. [3.4,3.5] que reportan sistemas donde existen a la
vez sitios con vecinos tradicionales y sitios con vecinos complejos motivan los analisis realizados en el
presente trabajo de tesis.

a) b) c)
A A ............ 1 ......
vvvvvvv xe:’?;y - A .
< %.’9 ..ei_)... >
ke ¢& [ V
‘:' ¢ k—" .”a

Figura 3.2: a) Se ilustra el caso en el que la vecindad de una planta susceptible queda completamente
con presencia del patogeno (celda gradiente amarillo-rojo). Dado que el microorganismo tiene movilidad
a primeros vecinos la planta susceptible puede enlazar a celdas méas alejadas. b) Vecindad modificada de
una planta susceptible (Nomenclatura Compl). ¢) Extension de las diagonales de la vecindad mostrada
en inciso b) (Nomenclatura Comp2).

26



Aplicacion de la teoria de percolaciéon en la propagacion de enfermedades en plantaciones
3.1 Percolacion con sitios complejos

3.1. Umbrales de percolacién para la red cuadrada con una frac-
ciéon de sitios complejos

En esta seccién discutiremos la metodologia para estimar el umbral de percolaciéon de redes cuadradas
con combinacién de vecinos cercanos. La relevancia de éste tipo de sistemas surge de manera natural en
modelos de propagacion de enfermedades, tal como se ha observado en el modelado de la dispersion de
Phytophthora en plantaciones en Ref. [3.4].

Siguiendo la metodologia establecida en el Capitulo 2, trabajaremos con el algoritmo de Newman y Ziff
haciendo una modificacién para incorporar los sitios con vecindad compleja Compl o Comp2. Tal como
se ha descrito los sitios en la red cuadrada son anadidos uno por uno y al azar. En cada paso, se genera
un numero aleatorio x uniformemente distribuido en el intervalo (0,1) que posteriormente se compara
con el valor dado de la fraccion I de sitios complejos. Si x < I el sitio anadido sera clasificado como
complejo, de lo contrario seré definido de manera usual. Po consiguiente existen dos casos extremos de
interés. Cuando I = 0, el sistema se constituye tnicamente por sitios con vecinos tradicionales, mientras
que en el caso opuesto cuando I =1 el sistema estara definido solo con sitios con vecinos complejos.

Las definiciones de vecindad que se contemplan en el proceso de simulacion son 2N, 3N, Compl (ver
Fig. 3.2 b)) y Comp2 (ver Fig.3.2 ¢)), los cuales se combinan en la red cuadrada de la siguiente manera:

= Red con sitios a primeros vecinos combinados con sitios a segundo vecinos (2N+3N)
= Red con sitios a primeros vecinos combinados con sitios con vecinos complejos (2N+Compl)
= Red con sitios a segundos vecinos combinados con sitios con vecinos complejos (3N+Compl)

= Red con sitios a primeros vecinos combinados con sitios con vecinos complejos extendidos
(2N+Comp2)

= Red con sitios a segundos vecinos combinados con sitios con vecinos complejos extendidos
(3N+Comp2)

Debemos recordar que la simulaciéon de los sistemas percolantes es susceptible a efectos de sistema
finito, por lo que la estimacién de la probabilidad de percolacion P (p) se estima en funcion de L=32, 48,
64, 96, 128, 192, 256, 384, 512. De manera semejante que en el caso tradicional, el umbral de percolaciéon
en el limite termodinamico es estimado a través de la ley de escalamiento p.r — pe. & L~%/*, donde «
toma el valor de 2 para las condiciones impuestas de la formacion del racimo percolante [3.16].

Posteriormente, para cada combinacién realizada se espera observar una transicion del umbral de
percolaciéon en los casos extremos I = 0 e I = 1, tal como se observa en Ref. [3.4]. Por ejemplo, en
la red con vecindad combinada 2N+3N los casos extremos deben reproducir los calculos del umbral de
percolaciéon ya conocidos, esto es, I = 0 concierne a la tradicional red cuadrada a primeros vecinos donde
pe = 0.59274. Por otro lado, I = 1 compete al caso tradicional de la red cuadrada a segundos vecinos
donde p. = 0.407 [3.17,3.18].

El primer analisis realizado consiste en la estimacién del umbral de percolacion en la red cuadrada
con vecindad combinada 2N+3N en funciéon de I. Como puede observarse en Fig. 3.3, el umbral de
percolacion decrece conforme aumenta I. En particular se obtiene que cuando I = 0 el valor del umbral
€s Py = 0.592736(6), el cual se encuentra en buen acuerdo con la estimacion méas precisa pe,, = 0.59274
[3.17,3.19]. Por otro lado, cuando I = 1 se tiene que pg,, = 0.40726(1), que de igual manera concuerda
bastante bien con la estimacion p.,, = 0.407 reportada en Ref. [3.18].

En lo que respecta al sistema nombrado 2N+Compl el caso extremo I = 0 nuevamente reproduce
el umbral de la teoria de percolacién tradicional en la red cuadrada. Por otra parte, la estimaciéon del
umbral de percolacion en la red cuadrada que tnicamente tiene vecinos complejos Compl es pegomy, =
0.289117252(9) que se encuentra en buena concordancia con el valor pc,,., = 0.288 reportado en Ref.
[3.18] (ver Fig. 3.4a). El comportamiento decreciente de los datos se mantiene cuando la red tiene vecindad
combinada 2N+Comp2. Se observa en Fig. 3.4b que cuando I = 1 la probabilidad critica estimada es
Pecompz = 0-20900(5), cuya estimacion previamente calculada en Ref. [3.20] es peg,,,,, = 0.208. EI hecho
de que Comp?2 extienda las diagonales de Compl ocasiona que el sistema 2N+Comp2 percole més rapido.

Por otro lado, en Figs. 3.5a y 3.5b se presentan los umbrales de percolacion estimados en funciéon
de I para los sistemas 3N-+Compl y 3N+Comp2, respectivamente. Se observa en ambos graficos que
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(a) Umbrales de percolacion para el caso 2N+Compl.  (b) Umbrales de percolacion para el caso 2N+Comp2.

Figura 3.4: Curvas criticas para distintas combinaciones de vecinos cercanos en la red en funcion del
parametro I.

cuando I = 0 la probabilidad critica corresponde a la teoria de percolacién en la red cuadrada a segundos
vecinos. Ademas, los umbrales de percolacion cuando I = 1 en ambos sistemas corresponden a pec,,,.,, =
0.289117(6) ¥ Pecompe = 0.20900(5), respectivamente.
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Figura 3.5: Umbrales de percolacion para distintas combinaciones de vecinos cercanos en la red en funcion
del parametro I.
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En Fig. 3.6 se presentan todos los umbrales de percolacion estimados. Salta a la vista que para bajos
valores de I los umbrales de percolacion de los sistemas 2N-+Compl y 3N-+Compl1 difieren, sin embargo
aproximadamente para I > 0.75 los umbrales son bastante parecidos. Lo mismo se observa para los
sistemas 2N+Comp2 y 3N-+Comp2. Este efecto puede tener su origen en que al aumentar la cantidad de
sitios complejos Compl o Comp2 se pierde el efecto de los sitios con vecindad tradicional 2N o 3N.

2N+3N
0.6 4 2N+Comp1
3N+Comp1
. 2N+Comp2 X
0.5 | 1 3N+Comp2 v
X
© 0.4 ‘Lv v .
v
v X
03 v é " T
v é 6 %
0.2 - ¥H K Moo wowk
01 | | | |

Figura 3.6: Se muestran los umbrales de percolacion estimados para todos los casos analizados. Ademas
se presentan los umbrales

3.2. Aplicaciones en la agroecologia

Es necesario enfatizar que en el contexto de las plantaciones monocultivo, la susceptibilidad de la
planta al patogeno puede ser bien representada por la probabilidad de ocupacion de la red cuadrada, por
lo que las estimaciones del umbral de percolacién son una recomendacién del porcentaje maximo de suelo
sembrado para evitar la formacion del racimo percolante de plantas susceptibles que pueden enfermar e
incluso hasta morir.

En Ref. [3.21] los autores modelan una plantacién monocultivo como una red cuadrada con vecinos
usuales 2N o 3N, en donde designan la fracciéon I de celdas uniformemente distribuidas con presencia del
patogeno Phytophthora. En Fig. 3.9 se comparan los umbrales de percolacion estimados en ésta secciéon con
los reportados en Ref. [3.21]. Los sistemas antes referenciados los denotaremos por 2N-model y 3N-model.

Al cotejar los datos de los cuatro sistemas en los que se involucra como primer elemento la definicién
2N se observa que todos coinciden en I = 0, como es de esperarse. Sin embargo, cuando I = 1 se observa
que los umbrales de los sistemas 2N-+3N y 2N-+Comp2 son valores extremos. Notar que cuando I = 1 los
umbrales de los sistemas 2N-model y 2N+Comp1 son muy semejantes con valores de pe,y_. 4 = 0.289231
Y Pecompr = 0.289117(6), respectivamente, tal como se observa en Fig. 3.7a. Esto se debe a que en el
sistema 2N-model todos los primeros vecinos de un sitio elegido tienen presencia del patoégeno por lo
que al interactuar con la planta susceptible generan la definicion Compl (ver Fig. 3.2 a) y b)). Por
otro lado, como puede observarse en Fig.3.7b los sistemas restantes reproducen umbrales diferentes en el
extremo I = 1. Algo importante que debemos notar es que el sistema 3N-model para I = 1 de Ref. [3.21]
representa sitios que tiene todos sus segundos vecinos con presencia del patdégeno Phytophthora, por lo que
la interaccion planta-patdgeno extiende la vecindad tradicional de la planta y da lugar al sitio complejo
ilustrado en Fig. 3.8. El considerar en la vecindad 8 celdas mas a la redonda ocasiona que el umbral del
sistema 3N-model en este caso extremo sea Deyy .0 = 0-163828, mas bajo que el del sistema 3N+Comp?2.

Por otro lado, en Fig. 3.9 se muestran todos los umbrales de percolacién estimados en ésta seccion y
los reportados en Ref. [3.21]. Un resultado importante es que para un valor bajo de I el sistema 2N+3N
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Figura 3.7: Comparaciéon de los umbrales de percolacion.

los sistemas 3N, 3N+Compl y 3N+Comp?2.

Figura 3.8: a) Planta susceptible con presencial del patogeno en todos sus segundos vecinos (celdas gra-
diente amarillo-rojo). b) La interaccion planta-patdgenoda origen a que se extienda la definicion habitual
de segundos vecinos cercanos.

se comporta como el sistema 2N-model. De similar manera sucede para los sistemas 3N+Comp2 y 3N-
model. Ademas, para altos valores de I los sistema 2N+Compl y 3N+Comp]l pueden ser caracterizados
como el sistema 2N-model. Lo anterior, implica que en dichos rangos de I los sistemas con una fraccion de
sitios complejos resultan mejores para caracterizar a 2N-model o 3N-model, debido a que éstos sistemas
son maés faciles de simular.

Resta comentar que de acuerdo a los resultados debe evitarse la formacién este tipo de conexién en la
red que modela una plantacion monocultivo, debido a los bajos umbrales de percolacion que se alcanza.

3.2.1.

Estrategias

Comunmente se cree que la milpa es un cultivo donde tunicamente se siembra maiz, sin embargo
los cultivos tipo milpa se caracterizan por intercalar dos o maéas especies. Tradicionalmente la milpa
se conforma de la llamada ‘triada Mesoamericana’ que consta de maiz, frijol y calabaza, y aunque en
diferentes zonas del pais se combinan otro tipo de ejemplares la idea subyacente es la misma: intercalar

plantas.

A diferencia de las plantaciones monocultivo, la estructura alternada de la milpa propicia una inter-
accion benéfica entre especies que deriva en la polinizacion y la fertilidad del suelo, ademas de que las
plantas mas resistente al ataque de patogenos y plagas semejan una barrera natural que protege a las
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Figura 3.9: Se presenta la comparacion de los umbrales estimados en este trabajo y en Ref. [3.21].

maés susceptibles.

Ante esto, los autores de Ref. [3.21] analizaron cémo se ve modificado el desplazamiento del patogeno
cuando la milpa de dos componentes A y B se siembra en columnas o en diagonales alternadas. En Fig.
3.10 se observa que la presencia de la planta resistente tipo B (por donde el patégeno no puede moverse)
corta algunas o todas las conexiones de la planta tipo A. Por ejemplo, en el modelo de diagonales a 2N la
planta A queda completamente aislada, mientras que para la misma definicién en el modelo de columnas
la planta A mantiene conexién con las plantas de su misma columna.

A B ABASB A BABAB

A BFEB A B BABABA

A B ABARB A B ABAB

A BABASB B ABABA

ABABARB A B A B

ABABAB B/ABABN

Columnas alternadas Diagonales alternadas

AIEA R A ol ok el e ABABA ABAB A
A B ABA A B ABA BABASB BABAGB
A B ABA A B ABA A B ABA A B ABA
A B ABA A B ABA B ABAGB B ABAGB
A B ABA A B ABA A B ABA A B ABA

2N 3N 2N 3N

Figura 3.10: Modelos de siembra alternada reportado en Ref. [3.21]. En la parte inferior se ilustran las
definiciones de primeros y segundos vecinos cercano de cada modelo. El cambio en la estructura de la red
reduce los sitios por donde el patégeno puede fluir.

El principal resultado obtenido por dichos investigadores es la determinacién de curvas criticas en el
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espacio de susceptibilidades x4 — x B para valores fijos del porcentaje de celdas inoculadas I y probabilidad
de ocupacién p. Los puntos que conforman éstas curvas son umbrales de percolaciéon a partir de los
cuales el sistema percola. Las estimaciones fueron plasmadas en diagramas de fase comparativos donde
los productores pueden elegir la estructura de milpa que mejor les convenga segin sus caracteristicas
iniciales. Para ejemplificar el alcance de su investigacion los autores utilizaron la susceptibilidad de chile
poblano, de arbol y serrano expuestos a diferentes cepas del patdgeno, los cuales acomodaron a pares como
serrano-arbol (circulo), serrano-poblano (triangulo) y poblano-arbol (cuadrado) donde el color de cada
figura representa un tipo de cepa (ver Fig.3.11) [3.5,3.21]. Los pares de susceptibilidad que se encuentran
sobre la region blanca corresponden a combinaciones de plantas que pueden sembrarse al 100 % sin que la
enfermedad se propague. Por otro lado, las figuras sobre las regiones de color estan asociadas a los pares
de susceptibilidad que hacen percolar el sistema, por lo que se indica la densidad méxima de siembra
para evitar la formacién del racimo percolante.
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Figura 3.11: Diagrama de fase para la red cuadrada a primeros vecinos donde los modelos de columnas
y diagonales son comparados para los valores de inoculacién I =0, 0 .1, 0.5 y 0.8. El caso extremo I =0
representa un sistema con un solo sitio inoculado al inicio del proceso de propagacién

De acuerdo a los resultados presentados en Fig. 3.11 para valores bajos de I conviene sembrar dia-
gonales ya que permite méas combinaciones de susceptibilidades que pueden ser sembradas en toda la
plantaciones. Por otro lado, cuando se reduce la distancia entre plantas el sistema se considera a segundo
vecinos, en cuyo caso el modelo de columnas es el recomendable. Notar que tanto en el modelo de co-
lumnas como en el de Diagonales a primeros y segundos vecinos a partir de I > 5 el efecto de los sitios
inoculados al inicio del proceso de propagaciéon parece homogenizarse por lo que se vuelve indistinto qué
modelo usar. Pese a esto, siguen existiendo regiones de susceptibilidad donde no se da la formacion del
racimo percolante atn si todas las celdas de la plantacién tiene presencial del patdégeno.
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Figura 3.12: Diagrama de fase para la red cuadrada a segundos vecinos donde los modelos de columnas
y diagonales son comparados para los valores de inoculacion I =0, 0 .1, 0.5 y 0.8. El caso extremo I =0
representa un sistema con un solo sitio inoculado al inicio del proceso de propagacion
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Capitulo 4

Aplicaciéon de la teoria de percolacion
en la propagacion de enfermedades por
movilidad humana

Un ejemplo de la versatilidad de la teorfa de percolacion es poder modelar la propagaciéon de agentes
infecciosos como un fenémeno de transporte. En el capitulo 3 se estudié la dispersion de enfermedades
en plantaciones bajo el modelo de percolacién de sitios en la red cuadrada con vecinos complejos. En
dicho contexto los individuos susceptibles a enfermar (plantas) se encuentran fijos en las celdas de la
red, mientras que el fitopatogeno fluye sobre la red por sus propios medios pudiendo causar un racimo
percolante de plantas enfermas o muertas.

Sin embargo, en el contexto de la propagacion de (algunas) enfermedades en humanos la diseminacion
del agente infeccioso depende de la movilidad e interaccion de los individuos susceptibles, tal como sucede
con la enfermedad COVID-19 causada por el virus SARS-CoV-2.

En este capitulo se mostrara cémo siguiendo la metodologia propuesta y reinterpretando el significado
de las observables de la teoria de percolacién es posible estudiar la propagacion de la enfermedad COVID-
19 en el Estado de Puebla. En éste analisis los modelos de percolaciéon implementados son el de sitios y
el enlaces sobre una red compleja, la cual difiere de las redes regulares debido a que los nodos, los enlaces
y la conexion entre ambos son diversos. Los resultados de éste analisis estan reportados en Ref. [4.1].

4.1. Teoria de percolacién y redes complejas

Una red compleja es una coleccion de nodos conectados aleatoriamente por enlaces (ver Fig. 4.1 ),
cuya estructura y dindmica quedan determinadas por el fenomeno modelado [4.2].

En el contexto de las redes complejas la unién entre nodos a través de enlaces forman conjuntos
llamados componentes (racimos), cuyos tamafios son de importancia en particular el de la componente
més grande [4.3]. Otra cantidad de importancia que define las principales propiedades estructurales de
una red compleja es el grado de los nodos definido como el ntimero de enlaces conectados a un nodo, que
no necesariamente es igual al nimero de nodos adyacentes. [4.3].

Con el concepto de grado es posible definir

_ # de nodos con grado k
~ # total de nodos en la red

Dk (4.1)

como la probabilidad de que un nodo elegido uniformemente al azar tenga grado k [4.3]. Cuando los nodos

de la red compleja estan igualmente conectados con probabilidad independiente p el ntimero de enlaces k
conectados a cualquier nodo se distribuye como una distribucién binomial de la forma

= (") - (4.2
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Enlace

Componente

Nodo

Figura 4.1: Estructura de una pequena red compleja compuesta de 13 nodos y 10 enlaces. Se ilustra la
definicién de nodo, enlace y componente.

donde N es el nimero total de nodos en la red, por lo que se espera que en promedio cada nodo tenga
(k) = p(N — 1) enlaces [4.4,4.5]. Cuando N — oo con (k) constante la probabilidad pj expresada en
ecuacion (4.2) se aproxima bastante bien a una distribucién de Poisson de la forma [4.6,4.7]
k

Di ~ 67<k>%. (4.3)
A este tipo de redes se les conoce en la literatura como redes Erdds-Rényi en honor a los matematicos
Paul Erdos y Alfred Rényi que las estudiaron ampliamente, en particular las transiciones de fase al variar
(k) (o equivalentemente p). Dichos autores demostraron que cuando (k) < 1 en la red existen solo algunos
enlaces por lo que las componentes son pequeiias y aisladas. Por otra parte, cuando (k) > 1 emerge una
componente llamada componente gigante (racimo percolante) que ocupa una fracciéon considerable de
nodos en la red. [4.2,4.3,4.5-4.7].

Sin embargo, en muchos fenémenos como el World Wide Web y el Internet el nimero de enlaces no se
distribuyen homogéneamente, es decir, en la red existen muchos nodos poco conectados y a la vez pocos
nodos con un alto nimero de conexiones [4.3-4.5,4.8,4.9]. Esta caracteristica tiene como consecuencia
que pi tenga una cola larga hacia la derecha, por lo que la fracciéon de nodos en la red con grado k se
comporta como una ley de potencias de la forma

e~k (4.4)

para algin exponente « constante; éstas redes reciben el nombre de redes libre de escala [4.3,4.5]. Debido
a que medir la cola de p;p mediante el histograma de los grados pueden ser muy ruidoso M. Newman,
autor de Ref. [4.3], propone realizar el grafico de la funcion de distribucion acumulada

P, = szw (4.5)
i=k

la cual corresponde a la probabilidad de que el grado de un nodo sea mayor o igual a k. Por lo anterior,
para las redes libre de escala se tiene que

Ppr Y i~ kD), (4.6)
i=k

la cual mantiene el comportamiento libre de escala en la distribucion de grados [4.3].

En general, los principales temas de estudio de las redes complejas se enfocan en cuales nodos de la
red estan mejor conectados o tienen mayor influencia sobre los demés (centralidad), asi como también
examinan c6mo se conectan entre si dichos nodos (conectividad) [4.3]. Ademés, también son de relevancia
la distribucion de tamanos de las componentes y el tamano de la componente mas grande, al igual que
el didmetro de la red que caracteriza la posibilidad de que dos nodos al azar estén conectados entre
s [4.10,4.11].

Por otra parte, en Ref. [4.12] los autores sefialan que
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“The understanding of the topological structure of networks and its change under external action is
the central problem of the statistical physics of random networks.”
(“El entendimiento de la estructura topolégica de las redes y su cambio bajo una accién externa es el
problema central de la fisica estadistica de las redes aleatorias.” ),

por lo que en particular los procesos percolantes fueron los primeros fenémenos en ser estudiados profun-
damente en las redes complejas, estableciendo paralelismos entre ambos campos [4.3,4.4].

Por ejemplo, la tolerancia de errores (resiliencia) en los nodos (o enlaces) puede asociarse al modelo
de percolacion de sitios (enlaces) en la red compleja puesto que el mal funcionamiento de un nodo puede
modelarse como un sitio vacio. La tolerancia de errores es de suma importancia cuando se estudian
fenomenos de transporte en la red compleja, pues al excluir aleatoriamente una fraccion de nodos la
topologia de la red puede verse drasticamente modificada [4.3,4.11,4.13]. En concreto, las redes Erdos-
Rényi tienen mala tolerancia a errores debido a la homogeneidad del grado de los nodos, por lo que tras
el error es complicado que los nodos restantes queden conectados entre si. Sin embargo, en las redes libre
de escala es méas probable elegir aleatoriamente nodos con muy pocas conexiones que al removerlos no
modifican el didmetro de la red, en contraste con las redes Erdés-Rényi donde el diametro aumenta [4.11].
Asi, basados en la teoria de percolacion los autores de Ref. [4.13] establecieron que para redes libre de
escala con exponente a < 3 la fraccion g, de nodos removidos aleatoriamente que fragmentan la red
tiende a 1 atn en sistemas finitos, es decir, la red no sufre una transicién de fase.

Notar que en las redes Erdos-Rényi es indistinto si el error de los nodos es aleatorio o en orden
decreciente del grado ya que la eliminacién de cada nodo causa el mismo dano en la red. Por el contrario,
esto no sucede en las redes libre de escala pues quitar de manera deliberada (ataque) los nodos altamente
enlazados vulnera fuertemente la conexion de la red fragmentandola en componentes aisladas [4.11].

En Fig. 4.2 a) y ¢) se ilustran una red Erdés-Rényi y una red libre de escala, respectivamente. En
Fig. 4.2 b) y d) se muestra que la eliminaciéon de nodos o enlaces fragmentan la respectiva red en tres
componentes, sin embargo debido a la estructura particular de cada red el impacto es diferente. Notar
que en Fig. 4.2 d) la existencia de un nodo altamente conectado impulsa su alta tolerancia a la remocion
aleatoria de enlaces, por lo que la mayoria de los nodos siguen estando conectados en una componente
de tamano considerable.

a) @ b)
./.
®
N

Red 1 Eliminar o aislar nodos

c) d)
f /
AN

"

Red 2 Eliminar enlaces

Figura 4.2: a) Se muestra una red cuyos nodos en promedio tienen el mismo grado similar; b) remover un
nodo equivale a suprimir todos sus enlaces; ¢) se muestra una red con un nodo altamente conectado; d) se
observa que al eliminar enlaces de la red 2 pueden seguir existiendo caminos que mantienen conectados
a los nodos.

Por lo anterior, casi de manera natural surge una necesidad de aplicar ambos campos de estudio en
contextos sociales. Por ejemplo, en una red compleja los nodos pueden representar a individuos o grupos de
personas, mientras que los enlaces entre ellos reproducen las interacciones sociales [4.10]. En cuanto a los
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procesos dindmicos de la red éstos pueden describir la dispersion de ideas, de informacion o enfermedades,
puesto que dependen fuertemente de los patrones de conexion entre personas [4.2,4.14,4.15].

En particular, existen diversos trabajos [4.16-4.18] donde se ha aplicado la teoria de percolacion y las
redes complejas en el estudio de la propagacion de enfermedades. En dichas investigaciones la transicion
de fase es de mucha importancia ya que puede ser interpretada como un indicador del momento en el que
el brote de una enfermedad se disemina extensamente [4.10,4.19-4.21].

4.2. Redes de conexion del Estado de Puebla

En ésta seccion se analiza la conexion de los municipios del Estado de Puebla para estudiar la propa-
gacion de la enfermedad COVID-19 como un fenémeno percolante.

Utilizando la divisién politica del Estado de Puebla a cada uno de los 217 municipios se le asigna como
etiqueta un ntimero natural, teniendo en cuenta que algunos municipios se encuentran divididos en parches
tal como es el caso de los municipios de Acatlan de Osorio, Caltepec, Chiautla, Huehuetla, Huehuetlan
el chico, Jonotla, Rafael Lara Grajales, Tecomatlan y Zoquiapan [4.22]. Cada municipio etiquetado sera
representado por un nodo en la red, sumando en total 226 elementos. Posteriormente, para cada municipio
se registran las etiquetas de los municipios con los que colinda. Por ejemplo, el municipio de Tepatlaxco de
Hidalgo identificado por la etiqueta 163 tiene por vecinos a los municipios de Acajete, Amozoc y Puebla
que son representados por los nodos con la etiqueta 1, 15 y 114, respectivamente. En Fig. 4.3 se muestra
la representacion de la red compleja del Estado de Puebla para ésta definicién de vecinos cercanos. Se
observa que los municipios con menos conexién son aquellos que colindan con un solo vecino, por ejemplo
los municipios de Acateno, Chichiquila, Honey, San Miguel Ixitlan y Tlaxco (nodos 2, 50, 57,135 y 187,
respectivamente). Por otra parte, los municipios con mas vecinos son Tlatlauquitepec y Tehuacan con 11
vecinos (nodos 186 y 156, respectivamente), seguidos de los municipios de Puebla y Zacapala (nodos 114
y 206) con 10 municipios cercanos. En ésta red el total de enlaces corresponde a 575.

De manera similar, considerando que los municipios del Estado se conectan mediante la infraestructura
carretera (libre y de cuota) se identificaron y unieron las etiquetas de los nodos por los cuales cruza cada
tramo carretero definido en Ref. [4.23]. Por ejemplo, el tramo carretero Amozoc-Perote es la conexion de
los municipios de Amozoc, Tepatlaxco de Hidalgo, Acajete, Nopalucan, San José Chiapa, Libres y Tepe-
yahualco cuyas etiquetas asociadas son 15, 163, 1, 104, 128, 94 y 170, respectivamente. La representacion
de red compleja para ésta definicién de vecinos cercanos se muestra en Fig 4.4, en donde se observa que
la formacion de 5 componentes:

= la componente formada por la union de los municipios Teotlalco y Jolalpan (nodos 160 y 87, res-
pectivamente),

= la componente formada por los municipios Zoquitlan y Coxcatlan (nodos 217 y 35, respectivamente),

= la componente que se conforma por los municipios Venustiano Carranza, Jalpan, Xicotepec, Zihua-
teutla, Juan Galindo, Huauchinango y Honey (nodos 194, 86, 197, 213, 91, 71 y 57, respectivamente).

= la componente que se conforma por los municipios Ahuazotepec, Ahuacatlan, Aquixtla, Camo-
cuautla, Chignahuapan, Tepango de Rodriguez, Tepetzintla, Zacatldn, Zapotitlan de Méndez y
Tetela de Ocampo (nodos 8, 6, 16, 28, 53, 162, 167, 208, 210 y 172, respectivamente).

= la componente formada por el resto de municipios donde existen tramos carreteros libres y de cuota.
Notar que en esta componente los nodos con mas conexiones son los municipios de Puebla y Libres
(nodos 114 y 94) con 15 enlaces cada uno, seguidos de los municipios de Tehuacan y Acatzingo
(nodos 156 y 4) con 9 enlaces cada uno.

Cabe mencionar que en el Estado de Puebla existen municipios cuyas vias de transporte terrestre se
conforman por caminos de terraceria o no pavimentados, por lo que no son contemplados en la red de
conexion por sistema carretero (ver Anexo). En ésta red compleja el nimero de enlaces suman 216.

De acuerdo a los resultados obtenidos por Erdés-Rényi [4.7] y por Reuven Cohen [4.13], y como puede
observado en Figs. 4.3 y 4.4, ambas redes tienen la presencia de la componente gigante, es decir, del
racimo percolante que conecta todo el Estado de Puebla.
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F INEGI

Figura 4.3: Red compleja del Estado de Puebla donde los vecinos cercanos de cada municipio son aquellos
con los que colinda. El mapa de la division municipal del Estado de Pueble fue extraido de Ref. [4.22].
En Anexo se muestra a mayor detalle la red de compleja.

21 PUEBLA

Figura 4.4: Red compleja del Estado de Puebla donde los vecinos cercanos de cada municipio son aquellos
conectados por los tramos del sistema carretero estatal. El mapa de la principal infraestructura carretera
del estado fue extraido de Ref. [4.23]. En Anexo se muestra a mayor detalle la red de compleja.

De manera especifica, las distribuciones del grado de los nodos obtenidas para las redes previamente
descritas indican que usando la definicion de municipios colindantes genera una red tipo Erdds-Rényi
con media (k) ~ 5 (ver Fig. 4.5a), mientras que al considerar conexién por infraestructura carretera se
produce una red libre de escala con exponente o ~ 1.2 (ver Fig. 4.5b).

Cabe resaltar en Figs. 4.3 y 4.4 que el hecho de elegir diferentes definiciones de vecinos cercanos genera
redes diferentes atin tratandose del mismo conjunto de nodos. Notar que una definicién de vecinos cercanos
que describe de manera més adecuada la conexiéon de los municipios del Estado de Puebla es considerar
a la vez la definicion de municipios colindates y la de infraestructura carretera como se muestra en Fig.
4.6. La red compleja de municipios+carreteras se compone de los 575 enlaces de la red de municipios
y 87 enlaces de la red de carreteras, sumando en total 662 enlaces. Esta condicién genera un efecto de
vecinos complejos (como en capitulo 3) en el sentido de que ahora algunos municipios tendran por vecinos
cercanos no solo a sus adyacentes, sino que también a municipios mas alejados. Por ejemplo, el municipio
de Puebla que en la red de municipios tenia 10 enlaces pasé a tener 21 en la red de municipios+carreteras.
Por otra parte, municipios como Tlaxco permanecieron con un solo vecino.

En Figs. 4.7a y 4.7b se muestran en el mapa del Estado de Puebla los municipios de Puebla y
Libres (nodos 114 y 94) respectivamente, los cuales corresponden a los nodos mas conectados en la red de
municipios+carreteras con 21 y 16 enlaces en el orden dado. Como se mencioné previamente, el municipio
de Puebla aument6 11 enlaces al considerar el sistema carretero. Por otra parte, el municipio de Libres
colinda geogréaficamente con 5 municipios, pero debido a que sobre él confluyen importantes tramos
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(b) La definicién de vecindad por medio del sistema ca-
rretero estatal determina una red libre de escala con
exponente o ~ 1.2, donde observamos pocos nodos al-
tamente conectados.

(a) La definicion de vecinos colindantes provoca que la
red de conexién del Estado de Puebla sea tipo Erdos-
Rényi con (k) ~ 5

Figura 4.5: Distribuciones de grado segun las definiciones de vecindad por a) municipios colindantes y b)
sistema carretero.

carreteros sus vecinos se incrementan 16. Notar que los municipios de Acajete, Amozoc y Tepatlaxco de
Hidalgo (nodos 1, 15 y 163, respectivamente) son al mismo tiempo vecinos cercanos de Puebla y Libres.

En Fig. 4.8 se muestra la distribucién de grado de los nodos de la red compleja municipios+carreteras.
Pese a que a la red de municipios se le agregaron enlaces de la red de carreteras éstos sélo contribuyeron
a la conexion de algunos nodos sin alterar sustancialmente la estructura previa. De acuerdo al ajuste, la
red de municipios+carreteras corresponde a una red tipo Erdds-Rényi con media (k) ~ 7.

Figura 4.6: Red compleja del Estado de Puebla donde los vecinos cercanos de cada municipio son aquellos
formados por los municipios colindantes y el sistema carretero.

De ésta forma, al conocer la estructura de la red compleja de municipios+carreteras es posible plantear
estrategias de contencion al remover aleatoriamente nodos o enlaces. En éste marco de referencia, remover
un nodo consistird en cortar todos sus enlaces y significard que el desplazamiento de personas hacia
afuera o dentro del municipio representado queda prohibido, es decir, el municipio queda completamente

aislado. Por otro lado, eliminar un enlace en la red equivale a imposibilitar el flujo de personas s6lo sobre
determinados municipios.

Para evaluar el efecto de dichas estrategias es preciso antes hallar los umbrales de percolacion de
nodos y enlaces respectivamente en los que la red compleja se desconecta.
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(a) Se muestra al municipio de Puebla (amarillo) y sus (b) Se muestra al municipio de Libres (amarillo) y sus
vecinos cercanos conformados por aquellos municipios vecinos cercanos conformados por aquellos municipios
con los que colinda (azul) y con los que conecta a través con los que colinda (azul) y con los que conecta a través
del sistema carretero (rosa). del sistema carretero (rosa).

Figura 4.7: Vecindad de los municipios a) Puebla y b) Libres, los cuales representan los nodos mas
conectados en la red de municipios+carreteras con 21 y 16 enlaces, respectivamente.
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Figura 4.8: Distribucion del grado de los nodos de la red compleja que contempla vecindades tanto por
colindancias como por sistema carretero.

4.2.1. Tamano de la componente méas grande y el umbral de percolaciéon

En el contexto de la propagaciéon de enfermedades, el significado del tamano promedio de las compo-
nentes y el tamano de la componente mas grandes es de mucha importancia pues pueden ser asociados
con el numero promedio de municipios afectados y el brote de mayor extension al final del proceso de
propagacion, respectivamente.

Para conocer éstas cantidades en la red de conexién de municipios+carreteras del Estado de Puebla
se implementa la metodologia establecida en el capitulo 2 en dos casos: el primero en el que se remueven
nodos y el segundo en el que se remueven enlaces.

De acuerdo a la ecuacion (2.17) la observable de interés O corresponde al tamafio de la componente
més grande denotado como sp,5x, mientras que la distribuciéon P corresponde a una distribucién binomial
B. Por tanto, en la red de municipios+carreteras el tamano de la componente mas grande es estimado
como

Np,
sméx(pn) - Z Sméx(k)B(Nna kapn)7 (47)
k=0

donde N,, = 226 es el niimero total de nodos en la red, p,, es la densidad de nodos ocupados u existentes
en la red y spmax(k) es el tamafio promedio del racimo méas grande tras haber afiadido en la red k sitios.
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Notar que el algoritmo de Newman y Ziff consiste en agregar nodo por nodo al azar, sin embargo en éste
contexto la propagacion de la enfermedad puede ser detenida al remover sitios por lo que el parametro
de interés es g, = 1 — p,, que corresponde a la fracciéon de nodos removidos o vacios.

En lo que concierne al tamano de la componente mas grande al eliminar enlaces el proceso es como
ecuacion (4.7) sustituyendo el ndmero de nodos N,, por N, = 662 ntumero de enlaces, y p, por pe que
corresponde a la fraccion de enlaces. Nuevamente el parametro de interés es el complemento ¢, = 1 — p, .

En Figs.4.9a y 4.9b se muestran los graficos del tamano promedio del racimo més grande como un
promedio del ntimero de simulaciones realizadas (10%), en funcién de la fraccion ¢, de nodos y ¢. de enlaces
removidos, respectivamente. Se observa, por ejemplo, que ¢, = 0.34 equivale a aislar aleatoriamente
alrededor de 76 municipios, lo cual conlleva a que la extensién promedio de municipios afectados sea de
aproximadamente 128, es decir, el 57 % de los municipios del Estado de Puebla. Sin embargo, debido a
la estructura de la red compleja remover g. = 0.34 enlaces no tiene el mismo efecto pues el tamano del
racimo mas grande comprende alrededor de 218 municipios, casi el 96 %.
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(a) Tamano promedio del racimo mas grande en funciéon (b) Tamano promedio del racimo mas grande en funcién
de la fraccion ¢, de nodos removidos. de la fraccion ¢. de enlaces removidos.

Figura 4.9: Tamafio promedio del racimo més grande en funcién de a) la fraccion ¢, de nodos removidos,
y b) de enlaces ¢, eliminados. Se observa que para reducir el tamaifo del racimo mas grande se necesita
remover mas enlaces que en su similar de nodos.

En particular, para tener un efecto similar al de remover nodos y que el tamano de la componente
maés grande sea de 128 municipios se necesita un valor ¢, = 0.67, lo cual equivale a remover alrededor de
443 enlaces de los 662 totales.

Por otra parte, conocer el umbral de percolacién en una red de conexién social es muy importante
ya que puede ser empleado para estimar el niimero méaximo de nodos o enlaces removidos (fallas) que
el sistema puede tolerar antes de que la componente gigante se desconecte, que en la propagacion de
enfermedades implicaria tener pequenos brotes aislados. Por lo anterior, es posible relacionar sysx con el
strength P, del racimo més grande definido en el capitulo 2 como la probabilidad de que un sitio elegido
al azar pertenezca al racimo percolante, mediante [4.16,4.24]

Pstr(p) = Smé.x(p)/Nn~ (48)

Luego entonces, las fluctuaciones del strength Py, son medidas a través de la susceptibilidad como
[4.25]
max(P) /Ny — (Patx (p))?
Pstr (p) ’
2

donde sZ,.(p) corresponde al promedio cuadratico del racimo méas grande, mientras que p puede ser
sustituido por p, o p. segun sea el caso.

Debido a que en este problema el tamano de ambas redes esta establecido el umbral de percolacion
pe puede ser determinado al hallar el valor de p en el que ocurre el valor méaximo de x, esto es,

) =2 (4.9)

pe = arg {max,x(p)} . (4.10)

El valor maximo se alcanza cuando ¢, = 0.513 y ¢q. = 0.748, respectivamente.
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4.3. Estrategias de movilidad basadas en la teoria de percolaciéon

Conocer la estructura de la red compleja de municipios+carreteras nos permitié estimar la fraccion
critica de nodos o enlaces que deben ser removidos para frenar lo méas posible la propagacion de la
enfermedad COVID-19.

Las estimaciones de la seccién previa muestran que y alcanza su valor maximo cuando g, = 0.513
para el caso de remover nodos. Esto equivale a que al aislar aleatoriamente 115 municipios el tamano
del racimo més grande consta de aproximadamente 61 elementos (ver Fig. 4.9a). Por otra parte, en el
caso de eliminar enlaces, es decir, impedir el flujo sobre ciertos municipios, el umbral de percolacion es
de g. = 0.748, punto en el cual el tamano del racimo mas grande es de aproximadamente 70 municipios.

Se observa que dada la alta conectividad del Estado de Puebla por medio de colindancias y sistema
carretero es mas efectivo aislar municipios.

Sin embargo, atn aislando de manera particular los cinco nodos més conectados, a saber Puebla,
Libres, Tehuacan, Palmar de Bravo y Acatzingo (nodos 114, 94, 156, 110 y 4) con 21, 16, 15, 14 y
14 enlaces respectivamente, la red parece no alterarse como se muestra en Fig. 4.10. Al retirarlos, los
municipios con mayor conexion se vuelven Huejotzingo y Tlatlauquitepec (nodos 74 y 186) con 13 enlaces
cada uno, seguidos de los municipios Atlixco, Tepeyahualco, San José Chiapa y Nopalucan (nodos 19,
170, 128 y 104) con 12 enlaces cada uno.

Cabe resaltar que los municipios previamente mencionados son de importancia social y econémica en
el Estado de Puebla, por lo que su aislamiento deliberado podria tener un alto impacto econémico que no
compensa con su poca contribucion a la reducciéon de la propagacion de la enfermedad COVID-19 debido
a la estructura de la red.

Figura 4.10: Se muestra la red compleja de municipios+carreteras del Estado de Puebla en la que se
eliminaron todos los enlaces de los municipios de Puebla, Libres, Tehuacan, Palmar de Bravo y Acatzingo
(nodos 114, 94, 156, 110 y 4, respectivamente) por su alta conectividad.

4.4. Anexo

Las redes complejas que a continuacion se presentan fueron elaboradas en Cytoscape.
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Figura 4.11: Red compleja del Estado de Puebla por municipios colindantes.
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Figura 4.12: Red compleja del Estado de Pue%ia con vecinos definidos por sistema carretero.
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Figura 4.13: Red compleja del Estado de Puebla por municipios colindantes y sistema carretero.

48



Bibliografia

[4.1] J. E. Ramirez, D. R. Herrera, B. Diaz, M. I. Martinez, P. V. Juarez, and A. F. Téllez, “Anélisis del
proceso de propagacién espacio-temporal de covid-19 en el estado de puebla,” Tech. Rep. 1 Jan-Feb,
CONCYTEP, 2022.

[4.2] M. E. Newman, S. H. Strogatz, and D. J. Watts, “Random graphs with arbitrary degree distributions
and their applications,” Physical review E, vol. 64, no. 2, p. 026118, 2001.

[4.3] M. E. Newman, “The structure and function of complex networks,” SIAM review, vol. 45, no. 2,
pp. 167256, 2003.

[4.4] R. Albert and A.-L. Barabasi, “Statistical mechanics of complex networks,” Reviews of modern
physics, vol. 74, no. 1, p. 47, 2002.

[4.5] S. Fortunato, “Community detection in graphs,” Physics reports, vol. 486, no. 3-5, pp. 75-174, 2010.
[4.6] P. Erdés and A. Rényi, “On random graphs,” Publ. Math. Debrecen, vol. 6, pp. 290-297, 1959.

[4.7] P. ErdSs and A. Rényi, “On the strength of connectedness of a random graph,” Acta Mathematica
Hungarica, vol. 12, no. 1, pp. 261-267, 1961.

[4.8] A.-L. Barabasi, R. Albert, and H. Jeong, “Scale-free characteristics of random networks: the topology
of the world-wide web,” Physica A: statistical mechanics and its applications, vol. 281, no. 1-4, pp. 69—
77, 2000.

[4.9] M. Faloutsos, P. Faloutsos, and C. Faloutsos, “On power-law relationships of the internet topology,”
ACM SIGCOMM computer communication review, vol. 29, no. 4, pp. 251-262, 1999.

[4.10] M. N. Khan, “Phase transitions in random graphs-outbreak of epidemics to network robustness
and fragility,” 2010.

[4.11] R. Albert, H. Jeong, and A.-L. Barabasi, “Error and attack tolerance of complex networks,” nature,
vol. 406, no. 6794, pp. 378-382, 2000.

[4.12] S. N. Dorogovtsev, J. F. F. Mendes, and A. N. Samukhin, “Giant strongly connected component
of directed networks,” Physical Review FE, vol. 64, no. 2, p. 025101, 2001.

[4.13] R. Cohen, K. Erez, D. Ben-Avraham, and S. Havlin, “Resilience of the internet to random break-
downs,” Physical review letters, vol. 85, no. 21, p. 4626, 2000.

[4.14] M. E. Newman and D. J. Watts, “Scaling and percolation in the small-world network model,”
Physical review E, vol. 60, no. 6, p. 7332, 1999.

[4.15] D. Kempe, J. Kleinberg, and E. Tardos, “Maximizing the spread of influence through a social net-
work,” in Proceedings of the ninth ACM SIGKDD international conference on Knowledge discovery
and data mining, pp. 137-146, 2003.

[4.16] F. Radicchi, “Predicting percolation thresholds in networks,” Physical Review E, vol. 91, no. 1,
p. 010801, 2015.

49



BIBLIOGRAFIA
BIBLIOGRAFIA

[4.17] C. Moore and M. E. Newman, “Epidemics and percolation in small-world networks,” Physical
Review FE, vol. 61, no. 5, p. 5678, 2000.

[4.18] M. E. Newman, “Spread of epidemic disease on networks,” Physical review E, vol. 66, no. 1,
p. 016128, 2002.

[4.19] R. Cohen and S. Havlin, “Percolation in complex networks,” Complex Media and Percolation
Theory, pp. 419-431, 2021.

[4.20] L. Sander, C. Warren, I. Sokolov, C. Simon, and J. Koopman, “Percolation on heterogeneous
networks as a model for epidemics,” Mathematical biosciences, vol. 180, no. 1-2, pp. 293-305, 2002.

[4.21] D. S. Callaway, M. E. Newman, S. H. Strogatz, and D. J. Watts, “Network robustness and fragility:
Percolation on random graphs,” Physical review letters, vol. 85, no. 25, p. 5468, 2000.

[4.22] INEGI, “Division municipal del estado de puebla.”
[4.23] S. de Comunicaciones y Transportes, “Informe de datos viales 2013.”

[4.24] A. Coniglio and D. Stauffer, “Fluctuations of the infinite network in percolation theory,” Lett.
Nuovo Cimento; (Italy), vol. 28, no. 2, 1980.

[4.25] F. Radicchi and S. Fortunato, “Explosive percolation in scale-free networks,” Physical review letters,
vol. 103, no. 16, p. 168701, 2009.

50



Capitulo 5

Aplicacion de la teoria de percolacion
en la fisica de altas energias

En los experimentos de fisica de altas energias tales como los realizados en RHIC y LHC dos proyectiles
(protones o nucleos pesados) que viajan a velocidades cercanas a la velocidad de la luz se hacen colisionar
frontal y centralmente. Instantes antes a la colision y debido a la contracciéon de Lorentz dichos proyectiles
semejan dos discos delgados de los que emanan tubos de color (ver Fig. 5.1), los cuales son modelados
sobre el plano transverso a la colision como discos de radio 9 ~ 0.2 — 0.3 fm [5.1,5.2]. Dichos discos,
llamados cuerdas de color quedan distribuidos aleatoriamente sobre la superficie transversa a la colision.

La interaccion fundamental entre las cuerdas de color esta dada por el traslape de éstas, dando lugar a
la formacion de racimos. A medida que aumenta la energia de centro de masa +/s o el niimero de nucleones
de los proyectiles aumenta la cantidad de cuerdas en el sistema, por lo que puede darse la formacion de un
racimo percolante de cuerdas de color, tal como se muestra en Fig. 5.2 ¢). Fisicamente, es posible asociar la
formacion del racimo percolante con la transicién confinado-desconfinado de los quarks, llamado Plasma
de Quarks y Gluones que experimentalmente ha sido observado en colisiones Au-Au en RHIC y Pb-Pb
en LHC.

Este fenomeno puede ser bien descrito por el modelo de percolacion de cuerdas de color, el cual es
la implementacion del modelo de percolaciéon continua en dos dimensiones con discos y la teoria de la
cromodindmica cuantica.

Figura 5.1: Esquema de dos proyectiles (discos color gris) instantes antes de la colision, en la que se
proyectan los tubos de color.

5.1. Observables del Modelo de Percolaciéon de Cuerdas de Color

En ésta seccién se definiran las principales observables del modelo de percolacion de cuerdas de color.
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Figura 5.2: Se muestran diferentes densidades de cuerdas de color. a) cuerdas aisladas; b) formacion de
racimos; ¢) formacion del racimo percolante.

En éste modelo cada cuerda de color tiene drea S; = 7rZ, campo de color Q; orientado aleatoriamente,
multiplicidad p; y momento transverso cuadratico medio (p2); [5.1]. Dado que la interaccién de las
cuerdas de color se da mediante su traslape podemos analizar tres casos:

= cuando el traslape de las cuerdas es total,
= cuando las cuerdas se traslapan en su frontera,
= cuando el traslape es parcial.

En el primer caso, el area Sy donde se traslapan completamente N cuerdas serd Sy = Si. Debido
a que los campos de color estdn orientados aleatoriamente y cubren la totalidad del area Sy sucede
que al realizar la suma vectorial Ziv Q; = Q en promedio el producto punto de los campos es cero, es
decir, (Qqi - Q;j) = 0 donde los subindices 4, j corresponden a la i-ésima y j-ésima cuerda traslapada,
respectivamente. Por tanto, la carga de color total para N cuerdas traslapadas completamente es Q% =
N@?, o bien, Q = VNQ, = T%NQl donde el cociente ﬁ es el factor por el cual se suprime el color [5.3].
Ademas, tanto la multiplicidad como el momento transverso cuadratico medio son proporcionales al campo
de color por lo que =V Npuy y (p%) = VN (pZ); [5.4-5.6].

En el segundo caso donde el traslape de las cuerdas de color es minimo se tiene que Sy = N.S7, mientras
que la carga de color, la multiplicidad y el momento transverso cuadratico medio quedan expresados como
Q=NQi, p=Np y (p2) = (p%)1, respectivamente [5.7].

Sin embargo el tercer caso debe analizarse con cuidado, por lo que la forma maés sencilla de observar el
comportamiento de las observables es estudiar un racimo formado por el traslape parcial de dos cuerdas
de color, tal como se muestra en Fig.5.3. En éste esquema se identifican las regiones S y S4) donde
no ocurrio traslape y la region central S que resulta del traslape de las dos cuerdas de color. Por
construccion geométrica se tiene que S = §G) y (1) 1 §(2) = G, de ahi que el area de las regiones
donde no hubo traslape es S; — S2).

Debido a que la carga de color estd uniformemente distribuida y con orientacion aleatoria sobre la
cuerda de &rea S; es posible definir la densidad de color ¢ = Q1/S;, por lo que las regiones S y S®)

tienen carga de color QM) = Q) = ¢S = Q, (SS(?) [5.1,5.8].

Por otro lado, en la region S cada cuerda de color traslapada contribuye a la carga de color con

¢S® = Q, (%f)), por lo que al realizar la suma vectorial se tiene que (62(2))2 = 2(qS(2))27 o bien,

Q¥ =v2¢S® =20, (ngi)) [5.8]. Por tanto, la carga de color total @) para un racimo de dos cuerdas

de color traslapadas parcialmente se expresa como

QO = QW4+Q® 4 Q® (5.1)
S S(2)

la cual es menor que la suma de los campos de color debido a la naturaleza vectorial del color [5.1,5.8].
En éste ejemplo particular, la interaccion fundamental (traslape) de dos cuerdas de color dio lugar a tres
regiones con distinta intensidad de campo de color que de forma independiente producen particulas.
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Figura 5.3: Esquema de dos cuerdas de color parcialmente traslapadas, donde se identifican las regiones
SM 8§32 v §G) La region S se considera una nueva fuente de color con produccion de particulas
independiente.

Es importante notar que en general para una region S(®) en la que se traslapan n; cuerdas la carga
de color es Q) = \/n;Q; (%1)) [5.3]. La proporcionalidad de la carga de color Q" con la raiz cuadrada

del ntimero de cuerdas traslapadas tiene como consecuencia que en esa regién haya una reduccion en la
multiplicidad de las particulas producidas como se mostrara a continuacion [5.6].
En el racimo formado por el traslape de dos cuerdas de color la multiplicidad de los hadrones cargados
es
p=p 4+ 5@ 4 G (5.3)

donde (9 es la multiplicidad asociada a la region S con i = 1,2, 3, respectivamente.
En el caso de traslape parcial, la proporcionalidad de la multiplicidad x® y la carga de color Q) en
una region S se expresa de manera general como pY = 1, Q™ /Q1, por lo que

n = M/
S 1
- wa () ()
S
M1 (S1>
p® =/

- (55 ()

S@2)
Ml\/§ (Sl> .

Por tanto, por construccion se tiene que la multiplicidad total es

R MCOBC)

S(1) S(2)
o (%) +vam (%5,
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donde podemos observar que u # 2u;. Considerando constante la multiplicidad p1 de una cuerda de color
el calculo anterior puede expresarse como

S S(2)
r_ 80 55 (5.4)
M1 S1 51
Por otro lado, para hallar el momento transverso cuadratico medio de todas las particulas producidas
en el racimo de tamano 2 se procede de forma similar, esto es:

wr) = EHY + o0 + 1)@ (5.5)
1) (2)
225 s + VEVEER S . (5.6)

Por lo que al sustituir el inverso de la multiplicidad total expresada en (5.4) y usando que 2(S 1) +503) =
251 tenemos que

W 2ASW/S) +V2V2(SP)/8)) .

P21 2(SW/S)) +v2(S@/Sy) :
2

T 2(50/8)) + Va5 /S)’ (5.8)

Por tanto, generalizando para un racimo formado por N cuerdas la multiplicidad de los hadrones
cargados p puede expresarse como

. (@)
u:Zu(’) :Zm\/ﬂ%- (5.9)

Ademaés, usando que ), n;S () = N'S; el momento transverso cuadratico medio (p%) de las particulas
producidas queda como

S( 5 T S( - — - (5.10)

_1 S ()@ = M 2y, = N{(pt)1

Un efecto interesante es la relacion que existe entre la multiplicidad y el momento transverso cuadratico
medio, la cual puede entenderse como una ley de conservacién del momento transverso total producido,
es decir, [5.8]

(p7)

P%>1

Notemos que en las ecuaciones (5.9) y (5.10) el indice superior de las sumas varfa segin el namero
de regiones S generadas (ver Fig. 5.4), por lo que para poder sumar debemos identificar cada una de
las regiones S() y contabilizar el nimero n; de cuerdas traslapadas en dicha region. Lo anterior resulta
complicado para racimos con un alto niimero de cuerdas de color por lo que conviene expresar a todas
las regiones S que tienen el mismo nimero de cuerdas traslapadas n; en un sélo término St definido
como la suma de todas las regiones que tienen n = n; cuerdas de color traslapadas [5.9]. Esto es

= N. (5.11)

E =

= e X Sr(zz):ﬁgj S, > sy (5.12)

M1 51 imi=1 i =2 51 in;=N
N

YUY sy Y (5.13)

,ni=n n=1 1

De forma similar la ecuacion (5.10) se expresa como

(p7) N

= . (5.14)
ZORID DA
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G50

Figura 5.4: Esquema de tres discos traslapados que da origen a 7 regiones S(*). Notemos que las regiones
S, 8(2) v SG) tienen n; = ny = ns = 1 disco que no sufrio traslape, mientras que las regiones 4, S
y S©) tienen ny = ny = ng = 2 discos traslapados. Finalmente la region S tiene ny = 3 discos
traslapados. Notese que el nimero de regiones S() y su respectiva cantidad n; para un racimo de 3 discos
cambia segun la configuracién de dicho racimo.

Como se asume que las cuerdas de color se distribuyen uniformemente la ecuacion (5.13) puede re-
escribirse como
YD)

i s, (5.15)

donde S denota el area total de interaccion. Recordemos que el pardmetro de percolacion se define como

el niimero N de cuerdas de color de area S; distribuidas sobre un area .S, es decir, n = Ng L. Entonces,
se tiene que
n S1
- = — 5.16
N S ( )
S N
= —=— (5.17)
51 .
Sustituyendo en ecuacién (5.15) se obtiene
po_ N/ (5.18)

o
donde el cociente (y/n)/n define el factor F(n) por el cual la multiplicidad se ve amortiguada debido a la

formacion de racimos por traslape. De éste modo, en términos explicitos de la multiplicidad el factor de
supresion de color se expresa como

F(n) = le“ : (5.19)

el cual debe satisfacer F'(n) < 1 ya que Nuj > p.

Ademas, es posible estimar F'(n) mediante la fraccion del area total ocupada por las cuerdas, denotada
como ¢(n), que en el limite termodindmico corresponde a

Z Poisson,, =1 —e™". (5.20)

n=1
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Por tanto, al dividir la ecuacion (5.20) entre 7 se obtiene que

o) = 5 (5.21)

N0 (5.22)

n

Asi, mediante el factor de supresion de color es posible relacionar la multiplicidad total p después del
traslape de N cuerdas de color (estado final) con la multiplicidad p; que suponemos tiene cada cuerda
(estado inicial), esto es

p= N F(n). (5.23)
Ademas, como se observa en la ecuacion (5.14) el cociente <<pp;T>> se relaciona con ﬁ, que al despejarlo
T)1
de la expresion (5.19) y sustituirlo conduce a que <g’2T2T>>1 = ﬁ, o bien
2
2 (P71
Py = . 5.24

Al expresar las ecuaciones (5.23) y (5.24) en términos del factor de supresion de color F(n) puede
observarse de manera mas clara el comportamiento de éstas cantidades en relacion al factor de llenado 7.
Observemos que cuando 17 — 0 tenemos que ¢(n) =~ 7, por lo que F(n) — 1y por tanto p — Npuy. Esto es,
debido a la baja densidad de cuerdas de color es muy probable que no haya traslape entre ellas. Por otro
lado, cuando 1 — oo tenemos que F'(n) — 0 y por tanto & = F(n)u1 < p1, es decir, debido al aumento
de cuerdas en el sistema y por ende al proceso de formacion de racimos se producen menos particulas.

En cuanto al momento transverso cuadratico medio tenemos que (p2.) = g@?; aumenta [5.8,5.9].

Uno de los objetivos del trabajo presentado en éste capitulo es calcular los efectos de sistema finito que
sufren las observables de interés, por lo que la fracciéon del area total que cubren los discos la dejaremos
expresada como ¢(n).

5.1.1. Temperatura en el modelo de percolacién de cuerdas de color

En el modelo de percolacion de cuerdas de color la distribucién de Schwinger para particulas sin masa

se expresa en términos de p2. como
AN el (5.25)
dp7-
donde el valor promedio de la tension de la cuerda es (x?). En Ref. [5.8] se argumenta que el origen de las
fluctuaciones de las cuerdas esté relacionado con la parte estocastica del vacio en QCD, por lo que se asume
que dichas fluctuaciones siguen una distribucién Gaussiana con media 0 y varianza (x2) [5.3,5.10,5.11]

1 2
D(z) = —(———e 267, (5.26)
2 (x?)

Asi, la distribucion de momento transverso es hallada al hacer la convoluciéon del mecanismo de
Schwinger con la distribucion de las fluctuaciones en la tension [5.10,5.12], esto es

dN > 2 [z
e [mD(x)e P/ dy; (5.27)
2 o0

7/ e Pr /7 o /2(2) g (5.28)
2m(x?) Jo

V2 V) e

(5.29)

TPV G (5.30)

I
)
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Teéricamente la expresion (5.30) es vélida para todos los valores de (p%), sin embargo al compararlo
con los datos experimentales de la distribucién de momento transverso se observa que éste decaimiento
exponencial sélo ajusta un pequenio intervalo de datos y se le conoce como region de bajo pr. En Fig. 5.5
se muestra la distribuciéon de momento transverso para una colision pp a 13 TeV donde la region de bajo

27
. —DPT\/ 75 . . .
pr queda ajustada por e =% (linea continua roja).
Por otra parte, notemos que la distribucién de momento transverso puede re-escribirse como

— ~ e PP (5.31)

1/2
donde B = (é—%) puede interpretarse como el inverso de la temperatura del sistema ya que la ecuacion

(5.31) se asemeja a la distribucion de Boltzman en donde se satisface que T'=1/0 .

Por lo anterior, es posible definir una temperatura para el modelo de percolacién de cuerdas de color
que podamos relacionar con 7 y la formacién de racimos. Para esto, se calcula (p2) mediante el mecanismo
de Schwinger normalizado, esto es

W) = B[ vhePrdpr (532
0
2

— ? (5.33)
= 1(:52) (5.34)

= = . .

Posteriormente, se comparan las ecuaciones (5.24) y (5.34) y se obtiene que
2 (P71

) = , 5.35
(@) = "o (5.35)

que al sustituir en 8 nos conduce a la definicion deseada de temperatura

<P2T> 1

=\ 2r@my

(5.36)

Cabe mencionar tres cosas importantes respecto a la definicion de T', la primera es que el valor de
(p%)1 lo consideraremos como una constante fija debido a que en la literatura se utilizan diferentes
valores [5.3,5.8]. Lo segundo por mencionar es que T sblo describe la temperatura del sistema en la
region de bajo pr. Finalmente, resta comentar que mediante 7 es posible medir la temperatura inicial del
sistema y a media que las cuerdas de color cubren mayor area de interaccion ésta temperatura se vuelve
una temperatura global [5.8].

5.2. Aplicaciéon de la metodologia y proceso de simulaciéon

En esta secciéon emplearemos la metodologia establecida en el capitulo 2 para expresar las observables
&, F, i, (p%), y T evaluadas en el umbral de percolacion 7.z, de modo que podamos tener estimaciones
para cada valor de L = 6, 8,12, 16, 24, 32,48, 64, 96, 128, 192 y 256 y posteriormente estimarlas en el limite
termodinamico.

Comencemos observando que el area ¢(n) que cubren N cuerdas de color traslapadas es una variable
aleatoria que cambia en cada ejecuciéon del algoritmo, por lo que conviene trabajar con el valor promedio
sobre el nimero de simulaciones realizadas, es decir, ¢ . Por tanto, de acuerdo al enfoque de la ecuacion
(2.23) tenemos que

an

¢(n) =D bne *—. (5.37)
n=0

n!

1Se escribe B para distinguir del exponente critico 8
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Figura 5.5: Se muestra la distribuciéon de momento transverso para colisiones pp a 13 TeV. En rojo se
muestra el ajuste tipo exponencial que concuerda con los datos en la region de bajo pr.

En particular es de nuestro interés conocer el valor de las observables en el momento en el que se
forma el racimo percolante, por lo que definimos el area critica que cubren las cuerdas de color como la
evaluacion de ¢ en el umbral de percolacion que depende del tamano del sistema, esto es

er = O(ner) = e Y éo;—f (5.38)
n=0 '

e L?
donde a.;, = %

0
De acuerdo a la metodologia el siguiente paso es acotar el nimero de elementos en la suma usando el
criterio de 50 y sustituir los pesos de Poisson. Notemos que la media o no tiene un valor arbitrario pues
para el caso de cuerdas de color de radio rg = 0.25 se tiene que

(rer)V/? = (”CTL)W % —4 ("%)UZL, (5.39)

es decir, 50 = 20L (””—7‘:)1/2 términos.
Por lo tanto podemos aproximar la ecuacion (5.38) como

Nmax Nmax
Gor, RS €L Z (pnwn/ Z Wy, - (5.40)

n=Nmin Nn=Nmin

En lo que respecta al factor de supresion de color se sustituye ¢ por ¢ en ecuacion (5.22) de modo
que el factor de supresiéon de color para un racimo de N cuerdas de color se expresa como

oNL?
Nmrd

\/gro \/ %N (5.42)

el cual depende explicita e implicitamente de L. Procediendo bajo el esquema de la metodologia el factor
de supresion de color en el umbral de percolacion 7.y, se define como

Nmax Nmax
Fop=F(ner) =™ Y Faw, / > wn. (5.43)

Nn=Nmin n=Nmin

Fy =

(5.41)

Por otra parte, dada la dependencia de ecuacion (5.24) con el momento transverso cuadréatico medio
(p%)1 de una cuerda de color conviene definir el momento transverso cuadrético medio adimensional como

2
= G~ T o
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Entonces para un sistema con N cuerdas de color

_ 1 4
Pn Ty (5.45)

donde Fy es conocido. De manera similar a lo realizado previamente, se tiene que

Nmax Nmax

Per = P(ner) = e~ ** Z Z W, . (5.46)

n= N)nln Nn=Nmin

En lo que respecta a la multiplicidad notemos que la definicién de ecuacion (5.23) presenta problemas
de divergencia ya que pu oc L3, consecuencia de que N = nL?/7r3 y de la contribucién del factor L de
ecuacion (5.42). Por lo anterior conviene trabajar con la densidad de multiplicidad, la cual obtenemos al
dividir entre L2, esto es,

M_ﬁ_NF( )L27
— M

donde consideramos M; = %5 constante. De esto que la multiplicidad adimensional queda expresada en
términos de F'(n) como

(5.47)

M= % = NF(p). (5.48)

Por tanto, de acuerdo a la metodologia establecida se tiene que

MCL - M(TICL ix ann/ zmzjx Wp, , (549)

n=Nmin n=Nmin

donde M,, = nF,.
Finalmente, para el caso de la temperatura T conviene definir una temperatura T* adimensional para
evitar trabajar con (p%); de modo que se propone

T = = (5.50)
Vi V2F()
Procediendo de la misma manera tenemos que para un racimo de N cuerdas de color
N 1
T = — (5.51)

V2FyN’
mientras que en el umbral de percolacién 7., tenemos que

Nmax Nmax

n=Nmin n=Nmin

Posteriormente, mediante simulacién por computadora se generan los datos para cada valor de L =
6,8,12,16,24, 32,48, 64,96, 128,192 y 256, que posteriormente seran analizados.

5.3. Resultados

5.3.1. Escalamiento de las observables y estimaciéon en el limite termodina-
mico.

Comenzaremos ésta seccion mostrando las leyes de escalamiento y la estimacion de las observables
&, F, i, (p%), vy T en el limite termodinamico.

De manera general los datos obtenidos en simulacién son ajustados mediante la funcion de la forma
g1(L) = aL® + ¢ donde el exponente b nos serd de utilidad para linealizar los datos, es decir, poder
extrapolarlos como una linea recta de la forma go(2) = ax + ¢ donde = = L? y ¢ es la estimacion de la
observable en el limite termodinamico.
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(a) Mediante el escalamiento de ecuacion (5.53) se es- (b) Se estima la funcién de supresion de color critica
tima en el limite termodinamico el area que cubren los F. = 0.7742(1) como la extrapolacion de los datos cuan-
discos ¢. = 0.6757(7). do L — oo.

Figura 5.6: Area cubierta por discos ¢.;, = ¢(n.1) (circulos verde) (a) y funcién de supresion de color
F.;, = F(n.r) (tridngulos azul) (b) en funcion de L. En ambos casos la interseccion de la recta de ajuste
con el eje Y proporciona la estimacién en el limite termodinamico.

En Fig. 5.6a mostramos los datos de simulacién y el ajuste para el area que cubren las cuerdas de
color ¢, cuya ley de potencias hallada se expresa como

Per, — pe X L2, (5.53)

donde ¢. = 0.6757(7) es nuestra estimacion en el limite termodinamico, la cual se encuentra en buen
acuerdo con la determinacion ¢. = 0.67634831(2) reportada en Ref. [5.13]. En cuanto al factor de supresion
de color F' hallamos la relacion

F—F.xL7'3 (5.54)

con F, = 0.7742(1) en el limite termodinamico (ver Fig. 5.6b), siendo F, = 0.77430816(4) el valor
calculado con las mejores estimaciones de 7. y ¢. reportados en [5.13].

Por otra parte, para la multiplicidad y el momento transverso cuadratico medio adimensionales se
tienen las leyes de potencia

M,y — M, oc L166 (5.55)

y
Pep — Peox L7133, (5.56)

respectivamente, cuyas estimaciones en el limite termodindmico son M, = 0.8731(6) y P. = 1.2917(2),
tal como se muestra en Figs. 5.7a y 5.7b. Nuevamente, nuestras estimaciones estdn en buen acuerdo con
M. = 0.87348726(6) y P. = 1.29147548(7), respectivamente, las cuales son obtenidas con las mejores
estimaciones de 1. y ¢, [5.13].

Finalmente, para la temperatura de transiciéon definida como la evaluacion T, = T*(n.z) hallamos
que T7; satisface la ley de escalamiento

v =T o L7132, (5.57)
En Fig. 5.8 mostramos el ajuste de los puntos 7, mediante la funcién
mL~ 32 4 T (5.58)

donde m = 0.316(4) y T = 0.80365(8), siendo éste tltimo nuestra estimacion de la temperatura adi-
mensional en el limite termodindmico. Observemos lo parecido que es nuestra estimacién con el valor
TF = 0.80357803(3) obtenido al usar la determinaciéon del umbral de percolaciéon 7. y el area ¢. que
cubren los discos reportados en Ref. [5.13].
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(a) Multiplicidad adimensional M. = 0.8731(6) estima- (b) Momento transverso cuadratico medio adimensional
da en el limite termodindmico como la interseccién de P. = 1.2917(2) estimado mediante el escalamiento de
la recta de ajuste y el eje Y. ecuacion (5.56).

Figura 5.7: Multiplicidad adimensional M., = M(n.r) (estrellas azul) a) y momento transverso cuadra-
tico adimensional P.r, = P(n.r) (cuadrados amarillo) b) en funcion de L. Ambas estimaciones se realizan
como la extrapolacion de los datos de simulacion.
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Figura 5.8: Temperatura de transicion adimensional definida como T7¥, = T™* (.1 calculada para distintos
valores de L y su estimacion en el limite termodinédmico.
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5.3.2. Efecto de sistema finito en colisiones de particulas.

Todas las estimaciones anteriores fueron hechas en el limite termodinamico por lo que tiene sentido
preguntarse cémo se comportan éstas observables cuando los efectos de sistema finito son tomados en
cuenta, de modo que es necesario relacionar las observables 1, ¢, F, 1, (p%) y T con el tipo de colision que
se analiza. Para esto, modelamos dos proyectiles como discos de radio atémico R4 que colisionan frontal
y centralmente, tal como se muestra en Fig. 5.9. Para describir ésta colisién en términos del modelo se
encierra el area de la colisién en una region cuadrada de tamano L x L (ver Fig. 5.10), de modo que para
que dentro del cuadrado quepa un ntumero entero de cuerdas de color definimos

R
L = TA (5.59)
0
« 41/3
_ TOTMwsA}f, (5.60)
0

donde 7§ ~ 1.2 — 1.3 fm una constante [5.14] y Aps es el namero de nucleones del proyectil (ver Tabla 5.1

).

Figura 5.9: Colision frontal y simétrica de dos proyectiles con radio atémico R 4.

.

L

Figura 5.10: La superficie S de la colision se encierra dentro de un cuadro de tamafio L x L .

Dado que en general las observables de interés se expresan como un escalamiento de la forma X.; —
X. o L% podemos tener una interpretacion de los datos experimentales al sustituir L = 5A}V§3, esto

significa escalar las observables con el namero de nucleones del proyectil mediante
X — X. o (54437, (5.61)

Por ejemplo, el factor de supresion de color se escala con el tamano del sistema como se muestra en
ecuacion (5.54), que escalado en términos del nimero de nucleones se tiene del ajuste que

Fop =m(5AY%)~13 4 F,, (5.62)

donde m = —0.547584 y F,. = 0.7742 corresponden a la pendiente del ajuste y la estimacion del factor
de supresion de color en el limite termodinadmico, respectivamente. Por lo tanto, para un colisién pp se
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Figura 5.11: Temperatura de transicién adimensional para colisiones pp y AA.

tiene que Ay = 1 por lo que F.p = 0.706624, mientras que para una colision Pb-Pb que tiene ntimero
de nucleones Aj; = 208 se tiene que F,.;, = 0.767512.

Este ejemplo deja ver lo importante que es considerar el tipo de colision en las observables del modelo
de percolacion de cuerdas de color, pues se muestra como cambia el valor entre diferentes tipos de colision
y también como difieren éstos de la estimacion en el limite termodinamico.

En particular éste analisis es de relevancia en la temperatura de transiciéon 7™ asociada a la formacién
del plasma de quarks y gluones, cuyo escalamiento en el niimero de nucleones se expresa como

T o Ay (5.63)

En Fig. 5.11 se muestran las estimaciones de 1), para colisiones pp y AA, y el error estadistico
propagado por las expresiones (5.60) y (5.63), el cual es calculado como se describe a continuacion. Para
el caso o, tenemos que

2 2
o2 = <(§7“L3> O’?S + <80TI(;) ol (5.64)
~ 0.2L, (5.65)
Colision A[\/[
pp 1
0-0 16
Ar-Ar 40
Cu-Cu 63
Xe-Xe 132
Au-Au 197
Pb-Pb 208

Tabla 5.1: Se muestran diferentes tipos de colisiones simétricas y el namero de nucleones Ap; que le
corresponden.
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donde o,; = 0y, = 0.05, mientras que

T \* 75\ T \>
U%:L = <8mL> o2 + <8T;> O’%: + < ('3[%) o2 (5.66)
~ 0.08L 132 (5.67)

donde m = 0.3169, T;7 = 0.80365, 7., = 0.001473 y o7+ = 0.000004 obtenidos del ajuste.

El resultado més importante mostrado en Fig. 5.11 es que la temperatura de transicién es mayor para
sistemas pequefios, es decir, para colisiones pp. De las definiciones (5.22) y (5.50) puede observarse que
para que esto suceda 1 debe aumentar y a su vez F(n) disminuir. Recordemos que la forma de aumentar
n es aumentando la energfa de centro de masa +/s o el tamano del sistema en colision.

5.3.3. Densidad de cuerdas y energia de centro de masa.

Motivados por el resultado anterior buscamos relacionar 7 con /s y analizar los efectos de sistema
finito para cada tipo de colisiéon de proyectiles.

En [5.15] los autores expresan el numero promedio de cuerdas en una colision pp como funciéon de la
energfa de centro de masa /s mediante

NPP(\f5) =2+ 4 <r°)2 <\/§)2A, (5.68)

Ry mp

donde R, = 0.84—0.87 fm y m, = 938 MeV /c? corresponden al radio y masa del proton, respectivamente,
y A =0.201(3) es hallada mediante el ajuste de datos experimentales.

Como el ntumero de cuerdas es una cantidad extensiva en el area definimos la densidad de cuerdas
nPP, la cual es una cantidad intensiva. Para esto, multiplicamos NPP por 7r¢/L? obteniendo

244 (g;)z (nﬁ)%] . (5.69)

De manera similar, para colisiones centrales AA tenemos que

™

PP (V/s) o

1A (V3) = 1 (V) AV, (5.70)

con

a(vVs) = ; (5.71)

1
3 ll T 1+In(y/s/s0 + 1)

donde /5o = 245(29) GeV/c? es hallado mediante el ajuste de datos experimentales [5.15].

De esta manera, cuando elegimos trabajar en el limite termodindmico tenemos que la condicién de
percolacion se da cuando 7, = 1.1279(1), por lo que al resolver la igualdad 744 = 7, obtenemos la energia
de centro de masa /s minima necesaria para la formacion del plasma de quarks y gluones. En Fig. 5.12
se muestran las curvas n44(y/s) para diferentes colisiones cuya interseccion con la recta 1, = 1.1279(1)
nos proporciona el valor de /s (ver Tabla 5.2)

Por otro lado, cuando elegimos tomar en cuenta el tamano de los sistemas, la condicién de percolacién
depende del valor 7n.; de cada tipo de colisién, el cual puede ser obtenido mediante el escalamiento
presentado en ecuacion (5.61) con sus respectivos valores m = 0.316, n. = 1.1279(1) y el exponente
Z = —2/3v. En Fig. 5.13 se muestra la interseccién de la curva n4 con la recta 7.7, para cada tipo de
colision de particulas. En Tabla 5.3 se resume la informacién obtenida.

Al comparar ambos casos se observa que para sistemas pequenos la diferencia en la energia de centro
de masa al considerar o no el tamano del sistema cambia sustancialmente (ver Tabla 5.4). En Fig. 5.14
se muestra el cociente /s, /v/s.; donde se muestra que para sistemas pequefios vale aproximadamente
0.5, mientras que tiende a 1 para sistemas grandes.
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Figura 5.12: La interseccién de la curva n*4 para cada proyectil con la recta punteada 7. = 1.1279(1),
proporciona la energia de centro de masa /s

Colision Ay Vs, Gev/c?
198} 1 1716

0-0 16 357

Ar-Ar 40 260

Cu-Cu 63 234

Xe-Xe 132 193

Au-Au 197 175

Pb-Pb 208 173

Tabla 5.2: Estimacion de /s para diferentes colisiones de particulas cuando se toma 7. en el limite

termodinamico.
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Figura 5.13: Se muestra n4 para cada proyectil cuya interseccién con la recta constante (del mismo
color) corresponde a la energia de centro de masa /s, que depende del tipo de colision.

5.3.4. Diagrama de fase para la formacién del plasma de quarks y gluones en

funcion de /s y Ay

Finalmente, el resultado mas importante de éste capitulo es un diagrama de fase para la formacién
del plasma de quarks y gluones en funcién de la energia de centro de masa +/s y el nimero de nucleones

65



Aplicacion de la teoria de percolacion en la fisica de altas energias

5.3 Resultados

Colisién Ay Vs, Gev/c? NeL

PP 1 3700 1.444
0-0 16 420 1.2057
Ar-Ar 40 290 1.1768
Cu-Cu 63 246 1.1668
Xe-Xe 132 201 1.1547
Au-Au 197 184 1.1497
Pb-Pb 208 182 1.1491

Tabla 5.3: Estimacion de /s, para diferentes colisiones de particulas cuando se distingue 7.z, de cada

tipo de colision.

Colision | Ay | /s, GeV/? | /s, GeV/c?
PP 1 1716 3700

00 16 357 420

ArAr 40 260 290

CuCu 63 234 246

XeXe 132 193 201

AuAu 197 175 184

PbPb 208 173 182

Tabla 5.4: Tabla comparativa entre la energia de centro de masa +/s, minima para la formacién del plasma
de quarks y gluones cuando an = 1.1279 y la energia de centro de masa 4/s.; minima considerando
efectos de sistema finito en nfLA para cada proyectil.

1.2

cociente

0.2 |

10
Awm

100

Figura 5.14: Se observa que el cociente \/s./+/s.; decrece cuando Ay disminuye, por lo que el efecto de
sistema finito es mas notorio para colisiones pp que para colisiones Au-Au o Pb-Pb.

Ajps de los proyectiles.

En Fig. 5.15 se muestra el diagrama de fase. La linea continua representa la curva critica de la energia
de centro masa 4/s.; minima requerida que toma en cuenta el tamafio de los sistemas, mientras que la
curva discontinua no. Ademas, se identifica con una linea punteada horizontal la energia de centro de
masa /s = 200 GeV/c? que corresponde a las energias alcanzadas en RHIC. En el grafico se ubican
colisiones pp, O-O, Ar-Ar, Cu-Cu, Xe-Xe, Au-Au y Pb-Pb a diferentes energias. En particular resaltamos
la concordancia del diagrama de fase con los datos experimentales de la colision pp a /s, = 5.02 TeV/ c?
y las colisiones Au-Au y Pb-Pb a energia de /s, = 200 GeV/c?, para las cuales se ha reportado la
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Figura 5.15: Energia de centro de masa /s, en el limite termodinamico (linea solida) y /s, (linea
discontinua) que distingue el tipo de colision, con sus respectivas franjas de error. Se ilustran diferentes

colisiones.

formacion del plasma de quarks y gluones. Otro hecho importante es que dicho diagrama explica porqué
en los experimentos realizados en LHC para colisiones Pb-Pb a /s, = 2.76 TeV /c? y /s, = 5.02 TeV /c?

se afirma la formaciéon del QGP.
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Capitulo 6

Conclusiones y perspectivas

La teoria de percolacion es una herramienta util para el anélisis y estudio de diversos fenémenos. En
particular, en éste trabajo desde la perspectiva de la teoria de percolaciéon en dos dimensiones fue posible
estudiar la propagacion de enfermedades en plantaciones, la dispersion de enfermedades favorecidas por
la movilidad e interaccion humana y la formaciéon del plasma de quarks y gluones en colisiones pp y
AA. Los estudios y anéalisis antes mencionados fueron realizados implementando la misma metodologia,
reinterpretando de manera adecuada el significado de las observables en cada marco de referencia, en
especial el del umbral de percolaciéon. La aplicacion de la teoria de percolacion en fenémenos de diversa
indole y escala fue factible debido a que las observables de interés en cada contexto surgieron como
resultado de la colectividad de los elementos participantes. La realizacion del presente trabajo de tesis
deja ver que la teoria de percolacién es un campo fértil de investigacion que permea aspectos sociales,
biologicos, ecologicos, etc., a grandes y pequenas escalas. El formalismo desarrollado en este trabajo abre
una amplia gama de perspectivas y trabajo a futuro que mas adelante se detallan.

El primer problema abordado concierne a la propagacién de enfermedades en plantaciones. En éste
modelo una plantacién monocultivo fue modelada como una red cuadrada, donde la interaccién entre
plantas y patégenos adyacentes dieron lugar a vecindades particulares que extienden la conexion de las
plantas, favoreciendo la rapida formacién de racimos. En éste contexto, la herramienta desarrollada per-
miti6 determinar los umbrales de percolacion, los cuales fueron comparados con los obtenidos en el modelo
propuesto en Ref. [6.1]. De ésta comparacion se concluye que el sistema con fraccion de sitios complejos
puede modelar los que se propone en Ref. [6.1] para algin régimen del parametro I. Se planea a corto
plazo la escritura de un articulo para reportar dichas estimaciones y resultados. Como continuacion de
ésta linea de investigacion se busca estudiar los cambios que sufren las definiciones de vecindad 2N, 3N,
Compl y Comp2 en un sistema de siembra tipo milpa con columnas y diagonales alternadas, respecti-
vamente (ver Figs. 6.1a y 6.1b). En consecuencia los umbrales de percolacion se verian modificados para
cada una de las 10 combinaciones ilustradas en Fig. 6.2. Otras modificaciones que pueden ser consideradas
es trabajar sobre una red triangular, la cual modelaria el sistema de plantacién conocido como tresbolillo.

En lo que respecta a la aplicaciéon de la teoria de percolacion sobre las redes complejas se analizd
la propagacion de la enfermedad COVID-19 en el Estado de Puebla como un fenémeno percolante para
establecer estrategias sanitarias de contenciéon. Para esto se estim6 el umbral de percolaciéon de nodos
o enlaces removidos de la red de conexién para evitar la extensa dispersion del virus. Las estimaciones
obtenidas fueron reportadas en el articulo Estrategias de movilidad basadas en la teoria de percolacion
para evitar la diseminacion de enfermedades: COVID-19, publicado en la Revista Mexicana de Fisica [6.2].
Como trabajo a futuro se busca incorporar en la red de conexion del Estado de Puebla fallos en cascada.
Este concepto esta muy relacionado con la resiliencia de la red, y se distingue en que cada nodo tiene una
probabilidad critica de fallar y desencadenar fallos en los nodos vecinos. La propuesta que presentamos
es asociar la probabilidad critica de fallo en cada nodo con la fracciéon de habitantes vacunados en cada
municipio. Asi, un alto ntimero de personas vacunas implica la baja probabilidad de que el municipio en
cuestion propicie o continiie el proceso de propagacion del virus.

Finalmente, la aplicaciéon de la teoria de percolaciéon en el contexto de la fisica de altas energias
bajo el modelo de percolaciéon de cuerdas de color resulta ser una herramienta fenomenologica muy
exitosa en la descripcion de la formacion del plasma de quarks y gluones y en la reproduccion de los datos
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Columnas alternadas Diagonales alternadas

A B A BAB A B A B A B

A B A BAB B A B A B A

A B A BAB A B A B AB

A B A BAB B A B A B A

A B A BAB A B A B A B

A B A BAB B A B A B A
ABABA ABATBA A B ABA ABABA ABABA ABABA aBlAlBA [aAlBlAalBA
ABABA ABATBA A B ABA ABABA BABAB BABAB BABAB BAGBASGB
ABABA A B ABA A B ABA A B ABA AB ABA ABABA ABATEBA A B AB A
ABABA ABATBA A B ABA A B ABA BABAB BABAB BABAGB BATSBARTB
ABABA ABABA ABAGBNA AlBIAIBIA| ABABA ABABA ABABA ABATGBHA
2N 3N Comp1 Comp2 2N 3N Comp1 Comp2

(a) Modelo de siembra con columnas alternadas pro- (b) Modelo de siembra con diagonales alternadas pro-
puesto en Ref. [6.1]. En la parte inferior se muestran puesto en Ref. [6.1]. En la parte inferior se muestran
las vecindades a) 2N, b) 3N, ¢) Compl y c¢) Comp2 de las vecindades a) 2N, b) 3N, ¢) Compl y ¢) Comp2 de
una celda con planta tipo A, la cual suponemos es més una celda con planta tipo A, la cual suponemos es mas
susceptible que la planta tipo B. susceptible que la planta tipo B.

Figura 6.1: Propuestas de siembra alternada (Ref. [6.1]) con dos tipos de plantas: A (susceptible) y B
(resistente). Para cada modelo se ilustra las definiciones de vecindad definidas en el Capitulo 3. El cambio
en la estructura de la red reduce los sitios por donde el patégeno puede fluir.

experimentales. En este linea de investigacion fue posible determinar la energia de centro de masa minima
necesaria para la formacion del QGP considerando los efectos de sistema finito. Los resultados obtenidos
en el Capitulo 5 fueron publicados en la revista Physical Review D como Letter bajo el titulo Percolation
leads to finite-size effects on the transition temperature and center-of-mass energy required for quark-gluon
plasma formation [6.3]. En cuanto al trabajo a futuro se pretende explorar algunas modificaciones viables
del modelo de percolaciéon de cuerdas de color. En particular, tenemos interés en considerar un modelo
de cuerdas de color con perfiles de densidad no homogéneo, la fenomenologia del modelo que considera
cuerdas de color con interacciéon repulsiva, y buscar una densidad de probabilidad para la tensiéon de las
cuerdas que sea capaz de reproducir los datos experimentales en la distribucién de momento transverso
de las particulas producidas en las colisiones efectuadas en la fisica de altas energias.
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Columnas Diagonales

2N+3N

2N+Comp1i

2N+Comp2

3N+Comp1

3N+Comp2

Figura 6.2: Modificaciones en las definiciones de vecinos cercanos 2N, 3N, Compl y Comp2 cuando en la
red la planta resistente corta los caminos por donde el patégeno puede avanzar.
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La movilidad de las personas es uno de los principales factores que propician la propagacion espacial de epidemias. Las medidas de control
epidemioldgico basadas en la restriccion de movilidad son generalmente poco populares y las consecuencias econémicas pueden llegar a
ser muy grandes. Debido a los altos costos de estas medidas, es de gran relevancia tener estrategias globales que optimicen las medidas
minimizando los costos. En este trabajo, se calcula el umbral de percolacién de la propagacion de enfermedades en redes. De manera
particular, se encuentra el nimero de caminos a restringir y localidades que tienen que ser aisladas para limitar la propagacién global de
COVID-19 en el Estado de Puebla, México. Simulaciones computacionales donde se implementan las medidas de restriccion de movilidad
entre los diferentes municipios, junto con las medidas de confinamiento, muestran que es posible reducir un 94 % de la poblacién afectada
comparado con el caso en el que no se implementa ninguna medida. Esta metodologia puede ser aplicada a distintas zonas para ayudar a las
autoridades de salud en la toma de decisiones.

Descriptores: Teoria de percolacion; umbral de percolacion; propagacién de enfermedades; COVID-19.

Human mobility is an important factor in the spatial propagation of infectious diseases. On the other hand, the control strategies based
on mobility restrictions are generally unpopular and costly. These high social and economic costs make it very important to design global
protocols where the cost is minimized and effects maximized. In this work, we calculate the percolation threshold of the spread in a network
of a disease. In particular, we found the number of roads to close and regions to isolate in the Puebla State, Mexico, to avoid the global spread
of COVID-19. Computational simulations taking into account the proposed strategy show a potential reduction of 94 % of infections. This
methodology can be used in broader and different areas to help in the design of health policies.

Keywords: Percolation theory; percolation threshold; disease propagation; COVID-19.
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1. Introduccion en todos los continentes. Por lo tanto, es necesario estudiar

la situacidn actual y profundizar en posibles estrategias que

A finales del mes de diciembre de 2019 se supo de la apari-
cion de un nuevo virus, SARS-CoV-2, de la familia coro-
na, que inici6 su propagacién en un mercado de animales de
Wuhan, Hubei, China Central. Este virus provoca una enfer-
medad respiratoria, denominada COVID-19, altamente con-
tagiosa y de alta letalidad en individuos con comorbilidades,
de edad avanzada o con problemas respiratorios [1,2]. La
enfermedad se propagd en aquella region del pais asidtico
y en pocos meses se registro la presencia de este virus en
todo nuestro planeta, convirtiéndose en una pandemia que
ha causado la muerte de cientos de miles de seres humanos

pueden ayudar a mitigar la propagacion espacial de este virus
y otras enfermedades. Para esto, las autoridades de diferentes
paises han implementado medidas locales de confinamien-
to, en donde se limita hasta cierto grado la movilidad de las
personas. Sin embargo, éstas medidas han sido impuestas de
manera general y al parecer sin tomar en cuenta el tipo de
conexion que hay entre los poblados. Los resultados de estas
medidas han sido variados y también los analizaremos para
algunos paises.
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We investigate the finite-size effects on the transition temperature associated with the quark-gluon
plasma (QGP) formation. From a percolation perspective, the onset of the QGP in high-energy collisions
occurs when the spanning cluster of color strings emerges. The principal result presented here is the finite-
size effects on the transition temperature expressed as a power law in terms of the nucleon number. We
found that the transition temperature is higher for small systems than for large ones. It means that minimal
triggering conditions events in pp collisions require about 20 times higher energies than AuAu-PbPb
collisions. We also estimate the center-of-mass energy required for the QGP formation as a function of the
nucleon number. Our results are consistent with the minimal center-of-mass energies at which the QGP has

been observed.

DOI: 10.1103/PhysRevD.106.L031503

In high energy physics, multiparticle production is
usually described in terms of color strings stretched between
the projectile and target, which decay into new strings
through color neutral ¢g pairs production and subsequently
hadronize to produce the observed hadrons [1,2]. Color
strings may be viewed as small circular areas distributed in
the transverse plane (of the collision) filled with a color field
created by colliding partons that interact when they overlap.
With the increasing energy and size of the colliding system,
the number of strings grows. They start to overlap, forming
clusters in the transverse plane, in a similar way to the
phenomena studied by two-dimensional percolation theory
[3]. At one critical density, a giant cluster of color strings
appears where the quarks are no more confined. This
interpretation marks the percolation phase transition and
the onset of the quark-gluon plasma (QGP) [4]. A first
experimental evidence of the QGP was observed in AuAu
collisions at RHIC that later was confirmed in PbPb
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collisions at LHC, through the study of all the harmonics
of the azimuthal distributions, showing the existence of a
collective motion of quarks and gluons [5-7]. Furthermore,
the data analysis for pp and pA collisions at LHC [8] and
d-Au and 3He-Au collisions at RHIC [9] conclude that in
these experiments, most properties observed in heavy-ion
collisions are also present.

The general result due to the SU(3) random summation of
color charges of overlapped strings is a reduction of the
multiplicity and an increase of the string tension, hence an
increase of the mean transverse momentum [10]. For a
cluster formed by # strings, it is found that its multiplicity u,,
and average transverse momentum square (p%), are given
by [11]

Hn = (nSn/Sl)l/zlul’ (1)

(P3), = (nS1/S,)*(p})1. (2)

where S| = 773 is the transverse area of the strings, and S,
the area covered by the cluster, u; and (p%), are the
multiplicity and average transverse momentum squared for
a single string, respectively. Here r, is the radius of the
string and takes values between 0.2 and 0.3 fm. Taking into
account fluctuations of the number of strings at a fixed
density, the average of nS;/S, is

Published by the American Physical Society
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