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Introducción

Los temas de la teoŕıa de operadores y su subconjunto más importante, la teoŕıa

espectral, se desarrollaron rápidamente después de 1900. Un acontecimiento impor-

tante fue la aparición de la teoŕıa de ecuaciones integrales de Fredholm, que surgió

como un nuevo enfoque del problema de Dirichlet. La teoŕıa de Fredholm, en honor

a Erik Ivar Fredholm, se ocupa de la solución de la ecuación integral de Fredholm.

En un enfoque más amplio, la teoŕıa de Fredholm es el estudio de los operadores, que

son generalizaciones de operadores representados como diferencia de la identidad y

un operador lineal compacto en un espacio de Hilbert, o más general, de Banach.

Estos operadores de Fredholm juegan un papel muy importante en la teoŕıa espectral

de operadores.

En el caso de espacios de Hilbert separable, se ha estudiado ampliamente la

teoŕıa de los operadores de Fredholm y semi-Fredholm, aśı como sus caracterizacio-

nes a través de los teoremas de Atkinson. Se han desarrollado un estudio detallado

de conceptos como el ı́ndice de un operador, el ascenso y descenso, las propiedades de

los operadores de Weyl, semi-Weyl, Browder y semi-Browder, espectros esenciales,

entre otros.

Sin embargo, para el caso cuando el espacio de Hilbert no es separable, es decir

dimH = h con h > ℵ0, fue hasta los años 70’s cuando G. Edgar, J. Ernest y S. G.

Lee en [11] generalizaron los operadores de Fredholm para estos espacios. Para ello,

considerando un número cardinal α tal que ℵ0 ≤ α ≤ h, presentaron nuevas defini-

ciones, tales como espacio α-cerrado, el cual es un subespacio M de H que cumple

que exista un subespacio cerrado E de H tal que E ⊂ M y dim(M ∩ E⊥) < α, y

α-acotado, el cual es un subconjunto E de H tal que para toda ϵ > 0 existe un con-

junto {xm : m ∈ M} ⊆ E con Card M < α tal que E ⊆
⋃

m∈M Bϵ(xm) donde Bϵ(xm)

es la bola con centro xm y radio ϵ, lo que les permitio generalizar los operadores de

Fredholm a un tipo de operador más general, a los cuales les llamaremos operadores

α-Fredholm.

Un operador lineal T ∈ B(H) es α−compacto si T (B1(0)) es α−acotado donde
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B1(0) es la bola unitaria en H. Denotamos por Fα(H) al ideal bilateral en B(H) de

todos los operadores lineales de rango menor que α. Nuevamente en [11] los autores

obtuvieron que un operador α-compacto está contenido en Iα(H), el ideal que es la

cerradura de Fα(H). Los operadores ℵ0−compactos son precisamente los operadores

compactos. Como Iα(H) es un ideal, podemos tomar al álgebra cociente B(H)/Iα(H)

y a πα : B(H) → B(H)/Iα(H) el homomorfismo natural. Entonces siguiendo la idea

del teorema de Atkison para operadores Fredholm, podemos definir de forma natural

que un operador es α-Fredholm si πα(T ) es invertible en B(H)/Iα(H).

El objetivo de este trabajo consiste en estudiar con más detalle la teoŕıa de los

operadores α-Fredholm, ver qué propiedades análogas a las de los operadores de

Fredholm se cumplen y analizar todo su contenido teórico. En el primer caṕıtulo se

revisarán los preliminares, nociones básicas de la Teoria de operadores de Fredholm

y espectro que nos dotará del conocimiento necesario para entender los posteriores

caṕıtulos.

En el segundo caṕıtulo se introducirán los conceptos de operador α-compacto

y subespacio α−cerrado, y se presentarán algunas de sus caracteŕısticas, posterior-

mente se presenta a la nulidad aproximada de un operador y se revisarán algunas

caracterizaciones que comparte con el núcleo de T, para luego definir y analizar a

los operadores α- Fredholm.

En el tercer caṕıtulo se estudia a los operadores α-Weyl y se revisaran algunas de

sus propiedades, además se introducirá la noción del espectro de α-Weyl y su relación

con los espectros de T , más aún, se estudiará si cumple con el Teorema del mapeo

espectral, para finalizar introduciremos el estudio de las matrices de operadores y su

espectro α-Weyl.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo se plantearán los resultados básicos que ayudarán a presentar y

desarrollar la teoŕıa de operadores Fredholm para espacios con dimensión finita.

Sea X un espacio lineal (o espacio vectorial) sobre K, donde K es el campo de

números reales o complejos. A los elementos de X se les llamaran vectores y los

elementos de K se les dirán escalares. A lo largo de este trabajo usaremos a X, Y, Z

para referirnos a los espacios normados.

Un espacio lineal dotado de una norma se denomina espacio lineal normado o

solo espacio normado. Si un espacio lineal normado es completo con respecto a la

métrica inducida por la norma, entonces se llama espacio de Banach.

Sea X un espacio linal. Un producto interno en X es una funcion (·, ·) : X× → K
que satisface lo siguiente

(i) (x, x) ≥ 0 para todo x ∈ X,

(ii) para todo x ∈ X, (x, x) = 0 si y sólo x = 0,

(iii) (ax, y) = a(x, y) para todo a ∈ K, x, y ∈ X,

(iv) (x+ y, z) = (x, z) + (y, z), para todo x, y, z ∈ X,

(v) (x, y) = (y, x),

1
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donde a denota el complejo conjugado de a. Un espacio lineal con un producto in-

terno se denomina espacio con producto interno.

Usando la desigualdad de Schwarz, (|(x, y)|2 ≤ (x, x)(y, y), para cualquier x, y ∈
X) se puede definir una norma a partir del producto interno, como ||x|| = (x, x)

1
2

para x ∈ X, por lo que todo espacio lineal con producto interno es un espacio nor-

mado. Si X es completo con respecto a la métrica inducida por esta norma, entonces

se llama espacio de Hilbert. Para diferenciar a los espacios normados con los espacios

de Hilbert, a estos últimos los denotaremos por H,K o L. En lo que sigue, la clau-

sura (cerradura) de un subconjunto S de un espacio normado se denota por cl(S) o S.

La noción de ortogonalidad de los vectores es muy importante en un espacio con

producto interior. Se dice que los elementos x, y en un espacio con producto interior

son ortogonales si (x, y) = 0, y lo denotamos por x ⊥ y.

Para un subconjunto S de X, el complemento ortogonal de S es el conjunto

S⊥ := {x ∈ X : (x, u) = 0, para todo u ∈ S}.

Aśı, el conjunto S⊥ consta de aquellos vectores en X que son ortogonales a todos-

los vectores en S. Por la continuidad del producto interno obtenemos que S⊥ es un

subespacio cerrado de X. Si S1 y S2 son subconjuntos de un espacio con producto

interno tal que x ⊥ y para todo x ∈ S1 y y ∈ S2, entonces escribiremos S1 ⊥ S2.

A continuación presentaremos algunas de las propiedades principales del comple-

mento ortogonal, las cuales se pueden consultar en [15] y [17].

Lema 1.1. Si X es un espacio con producto interior y S ⊂ X entonces:

0 ∈ S⊥.

Si 0 ∈ S entonces S ∩ S⊥ = {0}, en otro caso S ∩ S⊥ = ∅.

∅⊥ = X; {0}⊥ = X; X⊥ = {0}.

Si S contiene una bola abierta B(a, r), para algún a ∈ X y r > 0, entonces

S⊥ = {0}; en particular, si S es un conjunto abierto no vaćıo, se obtendrá que

S⊥ = {0}.
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Si B ⊂ A, entonces A⊥ ⊂ B⊥.

S ⊂ (S⊥)⊥.

Teorema 1.2. Sea S un subespacio lineal cerrado de un espacio de Hilbert H. Para

cualquier x ∈ H, existe un único y ∈ S y z ∈ S⊥ tal que x = y + z.

Escribiremos S⊥⊥ = (S⊥)⊥.

Corolario 1.3. Si S es un subespacio lineal cerrado de un espacio de Hilbert H,

entonces S⊥⊥ = S.

Corolario 1.4. Si S es un subespacio lineal cerrado de un espacio de Hilbert H
entonces H = S ⊕ S⊥, es decir, H = S + S⊥ y S ∩ S⊥ = {0}.

Recordemos lo siguiente, sea X un espacio vectorial sobre el campo K, y supon-

gamos que existe una operación binaria llamada producto definida entre vectores

como:

· : X ×X −→ X

·(x, y) 7−→ x · y.

Decimos que X es un álgebra si para todos u, v, w ∈ X y λ ∈ K cumplen que:

a) (u · v) · w = u · (v · w).

b) Existe e ∈ X tal que e · u = u · e = u.

c) u · (u+ v) = u · v + u · w.

d) (v + w) · u = v · u+ w · u.

e) u · λv = λu · v = λ(u · v).

Si además se cumple que X es un espacio de Banach y ||uv|| ≤ ||u|| ||v||, para
cualquier u, v ∈ X, diremos que X es un álgebra de Banach.
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1.1. Operadores lineales

Recordemos que una función T : X → Y entre espacios vectoriales X e Y se

llama operador lineal si

T (x+ y) = T (x) + T (y) para todo x, y ∈ X,

T (ax) = aT (x) para todo x ∈ X, a ∈ K.

Si T : X → Y es un operador lineal, a menudo escribiremos Tx en lugar de T (x)

para x ∈ X. Observemos que

N(T ) = {x ∈ X : Tx = 0}

es un subespacio de X, llamado el espacio nulo de T, y

R(T ) = {Tx : x ∈ X}

es un subespacio de Y , llamado el rango de T.

Decimos que un operador lineal T : X → Y es uno a uno (o inyectivo) si

N(T ) = {0}, y es sobre (o sobreyectivo) si R(T ) = Y.

Sean X e Y espacios normados. Sabemos que un operador lineal continuo de X

en Y es una función del espacio lineal X en el espacio lineal Y que es continuo con

respecto a las topoloǵıas inducidas por las normas de X e Y respectivamente.

Definición 1.5. Sea T : X → Y un operador lineal entre los espacios normados X

e Y . T es un operador lineal acotado (o simplemente operador acotado) si existe

c > 0 tal que

||Tx|| ≤ c||x|| para todo x ∈ X.

Además, T es un operador acotado si y sólo si la imagen bajo T de cualquier

conjunto acotado en X es acotado en Y .

Gracias al siguiente resultado, el cual puede ser consultado en [17], observamos

que los términos “operador lineal acotado” y “operador lineal continuo” son sinóni-

mos y, como tales, los usaremos indistintamente.
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Teorema 1.6. Sea T un operador lineal de un espacio normado X en un espacio

normado Y . Los siguientes enunciados son equivalentes:

a) T es un operador lineal acotado.

b) T es un operador lineal continuo.

c) T es uniformemente continuo.

d) T es continuo en algún punto x0 de X.

e) T es continuo en 0.

De aqúı en adelante, para fines prácticos, solo diremos operador acotado en lu-

gar de operador lineal acotado. Los resultados restantes de esta sección pueden ser

consultados en [1], [15], [17] y [18].

Denotamos el conjunto de todos los operadores acotados de X a Y por B(X, Y ).

Si Y = X, entonces escribimos a B(X, Y ) como B(X). Si T ∈ B(X), entonces

decimos que T es un operador acotado en X.

Observemos que B(X, Y ) es un espacio lineal con suma y multiplicación escalar

que se definen puntualmente, es decir, si T, T1, T2 ∈ B(X, Y ) y α ∈ K, entonces

T1 + T2 y αT están definidos por

(T1 + T2)(x) = T1x+ T2x, x ∈ X,

(αT )(x) = αTx, x ∈ X.

Además, para dotar a B(X, Y ) de una norma necesitamos la siguiente igualdad

inf{c > 0 : ||Tx|| ≤ c||x||, x ∈ X} = sup{||Tx|| : x ∈ X, ||x|| ≤ 1},

y aśı en particular ||Ty|| ≤sup{||Tx|| : ||x|| ≤ 1}||y|| para todo y ∈ X.

Lema 1.7. Sean X e Y espacios normados. Si || · || : B(X, Y ) → R se define por

||T || := sup{||Tx|| : x ∈ X, ||x|| ≤ 1}, T ∈ B(X, Y ),

entonces || · || es una norma en B(X, Y ).

Teorema 1.8. Si Y es un espacio de Banach, entonces B(X, Y ) es un espacio de

Banach.
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Notemos que, si X, Y y Z son espacios normados, T ∈ B(X, Y ) y S ∈ B(Y, Z),

tomando la operación ◦ como la composición de funciones, entonces S ◦T ∈ B(X,Z)

y ||S ◦ T || ≤ ||S||||T ||. A menudo escribiremos ST en lugar de S ◦ T y lo llamaremos

el producto de S y T .

Claramente, si X es un espacio de Banach entonces B(X) con su suma de ope-

radores, multiplicación por un escalar, su producto de operadores y su norma ante-

riormente definidos, es un álgebra de Banach.

Si los espacios X, Y y Z no son todos iguales, el hecho de que podamos definir

el producto ST no significa que podamos definir el producto TS. Sin embargo, si

X = Y = Z entonces TS y ST estarán definidos, pero estos pueden no ser iguales,

incluso si todos los espacios son de dimensión finita.

Luego, para T ∈ B(X), TT se denotará por T 2, TTT se denotará por T 3 y, más

generalmente, el producto de T consigo mismo n veces se denotará por T n.

Lema 1.9. Sea X un espacio normado. Si {Tn} y {Sn} son sucesiones en B(X)

tales que Tn → T y Sn → S entonces SnTn → ST.

Definición 1.10. Sean X, Y espacios normados. Se dice que un operador T ∈
B(X, Y ) es invertible, si existe S ∈ B(Y,X) tal que ST = IX , TS = IY , en cuyo

caso S es el inverso de T y se denota por T−1.

Nótese que, si T ∈ B(X, Y ) es invertible entonces su inversa es única. Tomando

a T ∈ B(X, Y ), S ∈ B(Y, Z) invertibles, se puede verificar que (ST )−1 = T−1S−1.

En caso que T ∈ B(X) es invertible, entonces (T−1)−1 = T y, para IX ∈ B(X),

I−1
X = IX .

Definición 1.11. Sea T un operador lineal de un espacio normado X en un espacio

normado Y. Decimos que T está acotado por abajo si existe una constante a > 0 tal

que

a||x|| ≤ ||Tx||,

para todo x ∈ X (donde la norma del lado izquierdo es la norma en X y la del lado

derecho es la norma en Y).

Lema 1.12. Sea T un operador lineal de X en Y . Los siguientes enunciados son

equivalentes.
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(a) T tiene inversa en su rango.

(b) T es acotado por abajo.

Además, si T ∈ B(X, Y ) y si X es un espacio de Banach, entonces cada uno de

los enunciados equivalentes anteriores implica que R(T ) = R(T ) (es decir, R(T ) es

cerrado en Y ).

Sea T ∈ B(X, Y ), el módulo mı́nimo de T es

m(T ) = ı́nf{||Tx|| : ||x|| = 1}.

Si T es acotada por abajo entonces m(T ) > 0.

Teorema 1.13. Sea T ∈ B(X, Y ). m(T ) > 0 si y sólo si R(T ) es cerrado y N(T ) =

{0}.

Si T ∈ B(X, Y ), escribimos dist(x,N(T )) = ı́nf{||x−y|| : Ty = 0}, para cualquier
x ∈ X.

Definición 1.14. Si T ∈ B(X, Y ), el módulo mı́nimo reducido de T es definido

como

γ(T ) := ı́nf
x ̸∈N(T )

||Tx||
dist(x,N(T ))

.

Si T = 0, tomamos a γ(T ) = ∞.

Teorema 1.15. Sea T ∈ B(X, Y ). Entonces γ(T ) > 0 si y sólo si R(X) es cerrado.

1.2. Operador adjunto

Sean X,Y espacios con productos internos y T : X → Y un operador lineal. Un

operador lineal T ∗ : Y → X se le llamará el adjunto de T si

(Tx, y) = (x, T ∗y) para todo x,∈ X, y ∈ Y.

Observemos que los productos internos en el lado izquierdo y el lado derecho de la

ecuación anterior son los de X e Y , respectivamente.

Se puede observar que si T ∈ B(X, Y ), entonces T ∗ ∈ B(Y,X). Además, las

siguientes relaciones son validad:
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||T ∗|| = ||T ||, ||T ∗T || = ||T ||2,
N(T ) = R(T ∗)⊥, N(T ∗) = R(T )⊥,

N(T )⊥ = R(T ∗), N(T ∗)⊥ = R(T ).

Es posible que el adjunto de un operador sea el propio operador, por ejemplo, sea

X un espacio con producto interno, si I es el operador de identidad en X entonces

I∗ = I.

Los siguientes resultados de esta sección pueden ser consultados en [15] y [17].

Lema 1.16. Sean H, K y L espacios de Hilbert, R, S ∈ B(H,K), T ∈ B(K,L) y

a, b ∈ C. Entonces:

(i) (T ∗)∗ = T ;

(ii) (aR + bS)∗ = aR∗ + bS∗;

(iii) (TR)∗ = R∗T ∗.

Ahora tenemos una consecuencia inmediata.

Corolario 1.17. Sea T ∈ B(H). Las siguientes propiedades son equivalentes:

(a) T es invertible;

(b) N(T ∗) = {0} y existe a > 0 tal que ||Tx|| ≥ a||x|| para todo x ∈ X.

También existe una relación entre la invertibilidad de un operador y la invertibi-

lidad de su adjunto.

Lema 1.18. Si T ∈ B(H) es invertible entonces T ∗ es invertible y (T ∗)−1 = (T−1)∗.

El siguiente resultado probablemente sea bien conocido ya que relaciona el módulo

mı́nimo de un operador con su adjunto.

Teorema 1.19. Dado T ∈ B(H), implica que

m(T ) = ı́nf{λ ∈ C : λ ∈ σ((TT ∗)
1
2 )},

donde σ(A) = {λ ∈ C : A− λI no es invertible} es el espectro del operador A.
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Por último daremos algunas relaciones sobre las dimensiones del núcleo y rango

de T y T ∗.

Teorema 1.20. Si H es un espacio de Hilbert y T ∈ B(H), entonces

1) dim N(T ) = dimR(T ∗)⊥.

2) dimN(T ∗) = dimR(T )⊥.

Teorema 1.21. Si H es un espacio de Hilbert y T ∈ B(H), entonces dim R(T ) =

dimR(T ∗) (ya sea finito ó ∞). En particular, T tiene rango finito si y sólo si T ∗

tiene rango finito.

1.3. Operadores compactos

Una clase importante de operadores que estudiaremos son los llamados operado-

res compactos.

Definición 1.22. Sean X e Y espacios normados y T : X → Y un operador lineal.

Se dice que el operador T es un operador compacto, si para cada subconjunto acotado

E de X, T (E) es un subconjunto relativamente compacto, es decir, T (E) es compacto.

Denotaremos el conjunto de todos los operadores compactos de X a Y por

K(X, Y ), además notemos que cada operador compacto es un operador acotado, es

decir, K(X, Y ) ⊂ B(X, Y ). En el caso de que Y = X, entonces denotamos K(X, Y )

por K(X), y se dice que un operador T ∈ K(X) es un operador compacto en X.

Claramente, T es un operador compacto si y sólo si para cada sucesión acotada

(xn) en X, la sucesión (Txn) en Y tiene una subsucesión convergente.

Ahora presentaremos algunas propiedades algebraicas bien conocidas de los ope-

radores compactos, las cuales se pueden consultar en [15].

Teorema 1.23. Sean X, Y, Z espacios normados.

(a) Si S, T ∈ K(X, Y ) y a, b ∈ C entonces aS + bT es compacto. Aśı K(X, Y ) es

un subespacio lineal de B(X, Y ).

(b) Si S ∈ B(X, Y ), T ∈ B(Y, Z) y al menos uno de los operadores S ó T es

compacto, entonces TS ∈ B(X,Z) es compacto.
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Recordemos que un operador T entre espacios normados X e Y es de rango

finito (ó T es un operador lineal de dimensión finita) si tiene un rango de dimensión

finita. El siguiente teorema muestra, como caso particular, que todos los operadores

lineales en espacios de dimensión finita son compactos. Por lo tanto, los operadores

compactos son una generalización de los operadores en espacios de dimensión finita.

Teorema 1.24. Sean X, Y espacios normados y T ∈ B(X, Y ).

(a) Si T tiene un rango finito, entonces T es compacto.

(b) Si dim(X) ó dim(Y ) son finitos, entonces T es compacto.

Teorema 1.25. Si X es un espacio normado de dimensión infinita, entonces el

operador de identidad IX en X no es compacto.

Corolario 1.26. Si X es un espacio normado de dimensión infinita y T ∈ K(X),

entonces T no es invertible.

El siguiente teorema indica que el ĺımite de una sucesión de operadores compactos

en B(X, Y ) es compacto.

Teorema 1.27. Si X es un espacio normado, Y es un espacio de Banach y {Tn} es

una sucesión en K(X, Y ) que converge a un operador T ∈ B(X, Y ), entonces T es

compacto. Aśı K(X, Y ) está cerrado en B(X, Y ).

Corolario 1.28. Si X es un espacio normado, Y es un espacio de Banach y {Tn} es

una suceción de operadores acotados de rango finito que convergen a T ∈ B(X, Y ),

entonces T es compacto.

Denotamos por K0(X, Y ) al conjunto de todos los operadores acotados de rango

finito de un espacio normado X en un espacio normado Y . El Corolario 1.28 nos dice

que K0(X, Y ) = K(X, Y ), si Y es un espacio de Banach. Además, tenemos que

K0(X, Y ) ⊂ K(X, Y ) ⊂ B(X, Y ).

Teorema 1.29. Si H es un espacio de Hilbert y T ∈ B(H), entonces T es compacto

si y sólo si T ∗ es compacto.
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1.4. El Álgebra de Calkin

Recordemos algunas definiciones esenciales. Sean X un espacio lineal y M un

subespacio cualquiera, definamos en X la siguiente relación:

v ∼ u si v − u ∈ M.

Obsevemos que∼ es una relación de equivalencia. Por consiguiente el espacio cociente

X/M es la colección de todas las clases [x] = x + M = {x + w : w ∈ M}, donde
x ∈ X. Este conjunto, dotado de las siguientes operaciones vectoriales

[u] + [v] = (u+M) + (v +M) = (u+ v) +M = [u+ v] y

λ[u] = λ(u+M) = λu+M = [λu],

con u, v ∈ X y λ ∈ K, es un espacio lineal. Más aún, si M es cerrado entonces la

función || · ||X/M , definida en X/M mediante la regla

|| [a] ||V/M := ı́nf
b∈[a]

||b|| = ı́nf
m∈M

||a+m||,

es una norma en X/M , y el espacio X/M dotado con esta norma es un espacio de

Banach.

Dado que K(X) es cerrado en B(X) entonces el espacio cociente B(X)/K(X) es

un espacio de Banach. Por otro lado, para el espacio K0(X) no podemos concluir de

igual manera ya que este no es cerrado.

Definición 1.30. Sea X un álgebra, se dice que I ⊂ X es un ideal del álgebra X si

i) a− b ∈ I para todo a, b ∈ I.

ii) a · b ∈ I y b · a ∈ I, para todo a ∈ X y b ∈ I.

Los conjuntos K0(X) y K(X) son ideales para el álgebra B(X).

Lema 1.31. Sea X un álgebra de Banach con identidad e y sea I un ideal cerrado

en X, tal que I ≠ X. Entonces la relación de equivalencia ∼ es congruente con el

producto en el álgebra X. Al dotar al espacio cociente X/I con la operación producto

[u][v] = [uv],
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X/I se convierte en un álgebra de Banach con identidad [e] = e+ I.

Notemos que, si I es solamente un ideal, X/I es solamente un álgebra con las

operaciones del espacio cosiente. Por tal motivo B(X)/K0(X) es nada mas que un

álgebra. Por otra parte gracias Lema 1.31, B(X)/K(X) es un álgebra de Banach con

identidad [IX ] = IX +K(X), al que llamaremos el álgebra de Calkin.

Sea A un álgebra de Banach con identidad e. Diremos que u ∈ A es invertible

por la izquierda (derecha) si existe v ∈ A tal que vu = e (uv = e). Más aún, u es

invertible si es invertible por la izquierda y por la derecha.

Observemos que,en el caso donde A = X/I, tenemos que [u] es invertible por la

izquierda si y sólo si existe v ∈ X tal que e− vu, vu− e ∈ I.
De manera análoga se procede para [u] cuando es invertible por la derecha.

Definición 1.32. Sean X un álgebra de Banach e I un ideal. Para u ∈ X, diremos

que:

u es invertible por la izquierda módulo I si existe v ∈ X tal que e− vu ∈ I ó

vu− e ∈ I.

u es invertible por la derecha módulo I si existe v ∈ X tal que e − uv ∈ I ó

uv − e ∈ I.

u es invertible módulo I si es invertible por la derecha módulo I y por la

izquierda módulo I.

1.5. Operadores de Fredholm

La siguiente teoŕıa aunque se cumple para espacios de Banach, ver [1], para nues-

tros propósitos la presentaremos para espacios de Hilbert, ya que las demostraciones

siguen siendo iguales.

Sean H,K espacios de Hilbert; si T ∈ B(H,K) definamos y denotamos a la

nualidad y defecto de T como nul(T ) := dimN(T ) y def(T ) := codim R(T ) =

dimH/R(T ) respectivamente. Dado que estamos en un espacio de Hilbert, se puede

probar que def(T ) = dimN(T ∗).

Definición 1.33. Sean H,K espacios de Hilbert, el conjunto de todos los operadores

semi-Fredholm superiores está definido por
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Φ+(H,K) := {T ∈ B(H,K) : nul(T ) < ∞ y R(T ) es cerrado},

mientras que el conjunto de todos los operadores semi-Fredholm inferiores está defi-

nido por

Φ−(H,K) := {T ∈ B(H,K) : def(T ) < ∞}.

El conjunto de todos los operadores semi-Fredholm está definido por

Φ±(H,K) := Φ+(H,K) ∪ Φ−(H,K).

El conjunto de todos los operadores Fredholm está definida por

Φ(H,K) = Φ+(H,K) ∩ Φ−(H,K).

Estableceremos que Φ+(H) = Φ+(H,H), Φ−(H) = Φ−(H,H), Φ(H) = Φ(H,H)

y Φ±(H) = Φ±(H,H).

Un concepto importante en la teoŕıa de Fredholm es la noción de ı́ndice de un

operador. Si T ∈ Φ±(H,K), el ı́ndice de T es definido como

i(T ) = nul(T )− def(T ).

Claramente, i(T ) es un número entero ó ±∞, el caso donde el ı́ndice sea ±∞
será de gran interés cuando extendamos la teoŕıa de Fredholm.

Definición 1.34. Sea T ∈ B(H,K). Diremos que T es un operador Weyl si T ∈
Φ(H,K) y i(T ) = 0.

A continuación presentaremos algunos resultados para los operadores de Fredholm.

Lema 1.35. Sea T ∈ B(H,K). Entonces T ∈ Φ+(H,K) si y sólo si T ∗ ∈ Φ−(H,K).

Además, T ∈ Φ−(H,K) si y sólo si T ∗ ∈ Φ+(H,K). En ambos casos i(T ) = −i(T ∗).

Teorema 1.36. Sean H1,H2 y H3 espacios de Hilbert. Si T ∈ B(H1,H2) y S ∈
B(H2,H3).

1) Si T ∈ Φ+(H1,H2) y S ∈ Φ+(H2,H3), entonces ST ∈ Φ+(H1,H3) y

nul(ST ) ≤ nul(T ) + nul(S), def(ST ) ≤ def(T ) + def(S),

i(ST ) = i(T ) + i(S).
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2) Si T ∈ Φ−(H1,H2) y S ∈ Φ−(H2,H3), entonces ST ∈ Φ−(H1,H3).

3) Si T ∈ Φ(H1,H2) y S ∈ Φ(H2,H3), entonces ST ∈ Φ(H1,H3).

Teorema 1.37. Dado H1,H2 espacios de Hilbert,se cumple que

1) Si T ∈ Φ+(H1,H2) y A ∈ K(H1,H2), entonces T + A ∈ Φ+(H1,H2).

2) Si T ∈ Φ−(H1,H2) y A ∈ K(H1,H2), entonces T + A ∈ Φ−(H1,H2).

3) Si T ∈ Φ(H1,H2) y A ∈ K(H1,H2), entonces T + A ∈ Φ(H1,H2).

Recordemos que el álgebra de Calkin B(H)/K(H) = C(H) es un álgebra de

Banach con la norma

||T +K(H)|| = ı́nf{||T + F || : F ∈ K(H)} = ||T ||K(H), T ∈ B(H).

Sea π : B(H) → C(H) denota el homomorfismo natural en C(H) dado por

π(T ) = T +K(H).

El siguiente resultado es muy importante ya que nos permite caracterizar a los

operadores Fredholm.

Teorema 1.38 (Atkinson). Sean H,K espacios de Hilbert y T ∈ B(H,K). Las

siguientes proposiciones son equivalentes:

i) T es un operador Fredholm, es decir, T ∈ Φ(H,K).

ii) Existen operadores A1, A2 ∈ B(K,H), F1 ∈ K0(H) y F2 ∈ K0(K) tales que

A1T = I + F1, TA1 = I + F2.

iii) Existen operadores A1, A2 ∈ B(K,H), F1 ∈ K(H) y F2 ∈ K(K) tales que

A1T = I + F1, TA1 = I + F2.

Si consideramos a π0 : B(H) → B(H)/K0(H) el homomorfismo natural, dado

por π0(T ) = T +K0(H), entonces podemos obtener el siguiente resultado
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Teorema 1.39 (Atkinson II). Si T ∈ B(H). Las siguientes proposiciones son equi-

valentes

i) T es un operador de Fredholm;

ii) π0(T ) es invertible en el álgebra B(H)/K0(H);

iii) π(T ) es invertible en el álgebra de Calkin C(H).

Gracias al teorema de Atkinson obtenemos algunos resutados

Teorema 1.40. Sean H1,H2 y H3 espacios de Hilbert, T ∈ B(H1,H2) y S ∈
B(H2;H3). Entonces

1) Si ST ∈ Φ+(H1,H3) y T ∈ Φ(H1,H2) entonces S ∈ Φ+(H2,H3).

2) Si ST ∈ Φ−(H1,H3) y S ∈ Φ(H1,H2) entonces T ∈ Φ−(H2,H3).

3) Si ST ∈ Φ(H1,H3) entonces T es Fredholm si y sólo si S es Fredholm.

Teorema 1.41. Sean S ∈ B(H) y T ∈ B(H), ST = TS y ST Fredholm, entonces

S y T son Fredholm.

Lema 1.42. Sean H,K espacios de Hilbert, T ∈ Φ+(H,K) y M un subespacio ce-

rrado de H. Entonces T (M) es cerrado en K.

1.6. El módulo mı́nimo esencial

Si H un espacio de Hilbert complejo separable. Sea V |T | la descomposición polar

de T donde |T | = (T ∗T )
1
2 y ET (·) la medida espectral para |T |, inducida por la

familia espectral de |T |. Definimos la nulidad esencial, denotado por ess nul T , como

ess nul T = ı́nf{dimR(ET ([0, ϵ)) : ϵ > 0}.

y definimos ess def T por

ess def T = ess nul T ∗.

El conjunto de los operdores invertibles en B(H) sera denotado como IB(H). En [3],

Richard Bouldin demostró una caracterización para la clausura del conjunto de los

operadores invertibles.
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Teorema 1.43. El operador T pertenece a la clausura de los operadores invertibles

IB(H) si y sólo si ess nul T = ess nul T ∗.

Observación. Notemos que el anterior teorema es válido para cualquier espacio

de Hilbert.

El espectro esencial de un operador T , denotado por σe(T ), es definido como

σe(T ) = {z : T − zI no es un operador de Fredholm}.
Definamos el módulo mı́nimo esencial de un operador T como

me(T ) = ı́nf{λ : λ ∈ σe(|T |)}.

Teorema 1.44. Sean H un espacio de Hilbert y T ∈ B(H) entonces se obtienen los

siguientes resultados:

i) me(T ) = m(π(T )).

ii) me(T ) > 0 si y sólo si existen B ∈ B(H) y K ∈ K(H) tales que BT = I +K.

iii) me(T ) > 0 si y sólo si R(T ) es cerrado y nul T < ∞.

iv) me(T
∗) > 0 si y sólo si existen A ∈ B(H) y K ∈ K(H) tales que TA = I +K.

v) me(T
∗) > 0 si y sólo si R(T ∗) es cerrado y nul T ∗ < ∞.

vi) T es un operador Fredholm si y sólo si me(T ) y me(T
∗) son positivos, en este

caso me(T ) = me(T
∗).

Definamos el módulo de invertibilidad , denotado por ρ(T ), como

ρ(T ) = ı́nf{λ : dimET ((λ− ϵ, λ+ ϵ))H = dimH, para ϵ > 0}.

Establezcamos algunas de las propiedades básicas de ρ(T ) y su relación con

me(T ).

Teorema 1.45. Sea T ∈ B(H). Entonces se cumplen las siguientes clausulas:

i) ρ(T ) ≥ me(T ) ≥ 0.
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ii) Sea G(·) denota la medida espectral de T ∗T. La siguiente fórmula, que es más

accesible para los cálculos, es equivalente a la definición anterior de ρ(T ):

ρ(T )2 = ı́nf{λ : dimG([0, λ+ ϵ))H = dimH para ϵ > 0}.

iii) Si ρ(T ) es positivo entonces n(T ) < dimH y dimT (H) = dimH.

iv) Tenemos que ρ(T ) = 0 si y sólo si ess nul T = dimH. Por lo tanto ρ(T ) =

0 = ρ(T ∗) implica que T pertenece a la clausura de los operadores invertibles.

v) Tenemos que ρ > 0 si y sólo existen operadores B y C tales que BT = I + C

donde dimC(H) < dimH. Es más, B puede ser tomado tal que ||B|| esta

arbitrariamente cerca de 1
ρ(T )

.

vi) Tenemos que ρ > 0 si y sólo existen operadores B y C tales que TB = I + C

donde dimC∗(H) < dimH.

vii) Si ambos ρ(T ) y ρ(T ∗) son positivos entonces son iguales.
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Caṕıtulo 2

Teoŕıa de operadores de
α−Fredholm.

En este caṕıtulo generalizaremos algunos conceptos y resultados de las anterio-

res secciones, los cuales son necesarios para poder ampliar la teoŕıa de Fredholm a

espacios de dimensión arbitraria.

2.1. Operadores α−compactos.

En esta sección ampliaremos la noción de subconjuntos compactos, y posterior-

mente se definirá lo que será un operador α-compacto.

Sea H un espacio de Hilbert no separable, a partir de este caṕıtulo denotaremos

a dimH como h. Si α es un número cardinal tal que ℵ0 ≤ α ≤ h, donde ℵ0 es la

cardinalidad de N, definamos el subconjunto Fα(H) en B(H) como el conjunto de

todos los operadores de rango menor que α, es decir

Fα(H) = {T ∈ B(H) : dimR(T ) < α}.

Observemos que Fα(H) es un ideal. En efecto, sea T ∈ Fα(H) y S ∈ B(H), se tiene

que TS(H) = T (S(H)) ⊆ T (H), se sigue que dim(R(TS)) ≤ dimR(T ) < α, por

lo tanto TS ∈ Fα(H). Por otro lado, ST = S|R(T )T y el dominio de S|R(T ) es de

dimensión menor que α entonces dim(R(ST )) < α, de este modo ST ∈ Fα(H).

Ahora, si definimos Iα(H) := Fα(H) obtenemos el siguiente resultado.

19
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Lema 2.1. El conjunto Iα(H) es un ideal cerrado en B(H).

Demostración. Sean T ∈ Iα(H) y S ∈ B(H), entonces existe una sucesión {Tn}
en Fα(H) tal que Tn −→ T en B(H). Dado que Fα(H) es un ideal de B(H), STn

y TnS pertenecen a Fα(H), para todo n ∈ N, por consiguiente {STn} y {TnS} son

sucesiones de Fα(H). Como S ∈ B(H), existe k > 0 tal que ||Sx|| ≤ k||x||, para toda

x ∈ H. Aśı pues, tomando a ϵ0 =
ϵ
2k
, existe Nϵ0 ∈ N que sastiface que ||Tn −T || < ϵ0

para n ≥ Nϵ0 . Luego, para x ∈ H con ||x|| ≤ 1 y n ≥ Nϵ0 se cumple que

||(TnS − TS)x|| = ||(TnS)x− (TS)x|| = ||(Tn − T )(Sx)||
≤ ||Tn − T || ||Sx|| < ϵ0k||x|| ≤ ϵ

2
.

Por lo tanto ||TnS−TS|| ≤ ϵ
2
< ϵ de aqúı que TS ∈ Fα(H) = Iα(H). Análogamente

para probar que ST ∈ Iα(H).

Lema 2.2. Si T ∈ Iα(H) entonces T ∗ ∈ Iα(H).

Demostración. Sea T ∈ Iα(H), existe {Tn} en Fα(H) tal que Tn −→ T y dim

R(Tn) < α para todo n ∈ N. Dado que dim R(T ∗
n) = dim R(Tn) < α para cada

n ∈ N y T ∗
n −→ T ∗ entonces T ∗ ∈ Iα(H).

Notemos que si α = ℵ0, Fℵ0(H) es el conjunto de los operadores acotados de

rango finito, y por consecuencia Iℵ0(H) es el conjunto de los operadores compactos.

Por ende es necesario generalizar el concepto de operador compacto.

Definición 2.3. Sean H espacio de Hilbert y α un cardinal tal que ℵ0 ≤ α ≤ h. Un

subconjunto E de H se denomina α−acotado si para toda ϵ > 0 existe un conjunto

{xm : m ∈ M} ⊆ E con Card M < α tal que

E ⊆
⋃

m∈M

Bϵ(xm)

donde Bϵ(xm) es la bola con centro xm y radio ϵ.

Definición 2.4. Si α es un cardinal tal que ℵ ≤ α ≤ h, entonces un operador lineal

T ∈ B(H) es α−compacto si T (B1(0)) es α−acotado donde B1(0) es la bola unitaria

en H.

Las muchas caracterizaciones del ideal Iα(H), pueden resumirse convenientemen-

te en el teorema obtenido en [11].
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Teorema 2.5. Sean T ∈ B(H) y α un número cardinal tal que ℵ0 ≤ α ≤ h. Entonces

las siguientes afirmaciones son equivalentes

1) T ∈ Iα(H).

2) T es α−compacto.

3) Cada subespacio lineal cerrado H0 de H para el cual H0 ⊂ T (H), tiene dimen-

sión menor que α.

4) Para cada ϵ > 0 existe un subespacio cerrado Hϵ ⊂ H, con codimensión menor

que α, tal que

||T ||Hϵ < ϵ.

5) Todo subespacio de H sobre el cual T es acotado por abajo tiene dimensión

menor que α.

2.2. Conjuntos α-cerrados.

A continuación daremos la noción de subespacio α−cerrado, la cual fue intro-

ducida por G. Edgar, J. Ernest y S. G. Lee en [11], que nos ayudará a generalizar

algunos conceptos que tenemos en la teoŕıa de Fredholm.

Definición 2.6. Sean H un espacio de Hilbert y α un cardinal tal que 1 ≤ α ≤ h.

Un subespacio M de H es α−cerrado si existe un subespacio cerrado E de H tal que

E ⊂ M y dim(M ∩ E⊥) < α.

Lema 2.7. Sea M un subespacio de H y α un número cardinal. Si M es cerrado

entonces M es α-cerrado.

Demostración. Dado queM es cerrado, comoM ⊆ M y dim(M∩M⊥) = dim({0}) <
α entonces M es α-cerrado.

Sin embargo el reciproco del Lema 2.7 es válido bajo ciertas restricciones, como

lo veremos a continuación.

Lema 2.8. Sean M un subespacio de H y α un número cardinal tal que α ≤ ℵ0.

Entonces M es α-cerrado si y sólo si M es cerrado.
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Demostración. Supongamos que M es α-cerrado. Entonces existe E ⊆ M cerrado

tal que E ⊆ M y dim(M ∩ E⊥) < α ≤ ℵ0 es decir M ∩ E⊥ tiene dimensión finita,

por lo tanto M = (M ∩ E⊥)⊕ E es cerrado.

Los siguientes resultados, obtenidos de [12] y [13], son de gran importancia para

continuar con nuestro análisis.

Lema 2.9. Sean H un espacio de Hilbert y α un número cardinal tal que 1 ≤ α ≤ h.

Si M y L son subespacios de H, con M subespacio cerrado y dimL < α, entonces

K + L es α-cerrado.

Teorema 2.10. Sean T ∈ B(H) y α un número cardinal, ℵ0 ≤ α ≤ h. Entonces las

siguientes afirmaciones son equivalentes.

1) Existe A ∈ Fα(H) tal que R(T + A) es cerrado.

2) R(T ) es α−cerrado.

3) R(T ∗) es α−cerrado.

2.3. Nulidad aproximada

Recordemos la definición de nulidad aproximada de un operador lineal en un espa-

cio de Hilbert, introducida por Edgar, Ernest y Lee en [11] y para ello enunciaremos

los dos siguientes lemas cuya demostración la podemos consultar en [12].

Lema 2.11. Sea T ∈ B(H) y ϵ > 0. Entonces existe un subespacio cerrado Mϵ(T )

de H tal que:

N(T ) ⊆ Mϵ(T ), (2.1)

||Tx|| < ϵ||x|| para todo x ∈ Mϵ(T ), x ̸= 0 y (2.2)

||Tx|| ≥ ϵ||x|| para todo x ∈ (Mϵ(T ))
⊥. (2.3)

Observemos que el espacio cerrado Mϵ(T ) está dependiendo tanto del operador

T como de ϵ, cuando no hay confunsión con lo anterior denotaremos a Mϵ(T ) solo

por Mϵ.
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Lema 2.12. Sean T ∈ B(H) y ϵ > 0. Supongamos que M es un subespacio cerrado

de H tal que para todo x ∈ M se tiene que ||Tx|| ≤ ϵ||x||, y supongamos que L es

un subespacio cerrado tal que ||Tx|| ≥ ϵ||x|| para todo x ∈ L⊥. Entonces se tiene que

dimM ≤ dimL y dimL⊥ ≤ dimM⊥.

Más aún, si M ′ y M ′′ son subespacios cerrados tales que satisfacen las condiciones

(2.1), (2.2) y (2.3), entonces

dim(M ′) = dim(M ′′) y dim((M ′)⊥) = dim((M ′′)⊥).

Entonces, para ϵ > 0, sea δϵ(T ) la dimensión común de todos los subespacios que

satifascan las tres condiciones del Lema 2.11. Por lo que podemos dar el siguiente

concepto.

Definición 2.13. La nualidad aproximada del operador T ∈ B(H) es definida por

δ(T ) = min{δϵ(T ) : ϵ > 0}.

Observamos que para dados ϵ1 y ϵ2, con 0 < ϵ1 < ϵ2, van a existir subespacios

cerrados Mϵ1 y Mϵ2 de H tales que va a satisfacer cada uno las condiciones (2.1),

(2.2) y (2.3) del Lema 2.11. En particular se va a cumplir lo siguiente

||Tx|| < ϵ1||x|| para toda x ∈ Mϵ1 \ {0} y (2.4)

||Tx|| ≥ ϵ2||x|| para toda x ∈ M⊥
ϵ2
. (2.5)

Como ϵ1 < ϵ2 obtenemos que ||Tx|| ≥ ϵ2||x|| ≥ ϵ1||x|| para todo x ∈ M⊥
ϵ2
, entonces

por el Lema 2.12, se tiene que:

δϵ1(T ) = dim(Mϵ1) ≤ dim(Mϵ2) = δϵ2(T ),

y por lo tanto δϵ1(T ) ≤ δϵ2(T ). De lo anterior va a existir un ϵ0 > 0 tal que δϵ(T ) =

δ(T ) para cada ϵ ∈ (0, ϵ0].

También notemos lo siguiente: si, para T ∈ B(H) y ϵ ∈ (0,∞), Mϵ es un subes-

pacio cerrado de H que satiface que

||Tx|| < ϵ||x|| para todo x ∈ Mϵ \ {0}, y (2.6)

||Tx|| ≥ ϵ||x|| para todo x ∈ Mϵ
⊥, (2.7)
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entonces (T (Mϵ)
⊥)⊥ sastiface las condiciones (2.1), (2,2) y (2,3) del Lema 2.11 para

T ∗.

En efecto, primero probaremos que N(T ∗) ⊂ (T (Mϵ
⊥))⊥. Sea x ∈ N(T ∗), para

cualquier y ∈ T (Mϵ
⊥) existe z ∈ M⊥

ϵ tal que y = Tz, esto implica que

(y, x) = (Tz, x) = (z, T ∗x) = (z, 0) = 0,

por lo tanto x ∈ (T (M⊥
ϵ ))

⊥, es decir N(T ∗) ⊆ (T (M⊥
ϵ ))

⊥.

Ahora probemos que (T (M⊥
ϵ ))

⊥ satisface (2.2) del Lema 2.11. Si x ∈ (T (M⊥
ϵ ))

⊥ \
{0} implica que (x, y) = 0, para todo y ∈ T (M⊥

ϵ ), de manera que para cualquier

z ∈ M⊥
ϵ , como Tz ∈ T (M⊥

ϵ ), se tiene que (T ∗x, z) = (x, Tz) = 0. Por lo tanto

T ∗x ∈ (M⊥
ϵ )

⊥ = Mϵ, pues Mϵ es cerrado. De lo anterior y de (2.6) se sigue que

||T ∗x||2 = (T ∗x, T ∗x) = (x, TT ∗x) ≤|| x || ||T (T ∗ x)|| < ||x||ϵ||T ∗x||,

cumpliendo que ||T ∗x|| < ϵ||x||, para todo x ∈ (T (M⊥
ϵ ))

⊥ \ {0}.
Finalmente probemos que ((T (M⊥

ϵ ))
⊥)⊥ cumple con la condición (2.3) del Lema

2.11. Sea y ∈ T (M⊥
ϵ ), entonces existe x ∈ M⊥

ϵ tal que Tx = y y

|| x || ||T ∗y|| =|| x || ||T ∗Tx|| ≥ (x, T ∗Tx) = (Tx, Tx) = ||Tx||2.

Por (2.7), se sigue que ||Tx||2 ≥ ||Tx||ϵ||x|| = ||y||ϵ||x|| , por lo tanto ∥x∥||T ∗y|| ≥
ϵ||y||, para todo y ∈ T (M⊥

ϵ ), concluyendo que ||T ∗y|| ≥ ϵ||y||, para todo y ∈ T (M⊥
ϵ ).

Por último, por el Lema 1.12, T (M⊥
ϵ ) es cerrado, lo cual implica que ((T (M⊥

ϵ ))
⊥)⊥ =

T (M⊥
ϵ ).

Por todo lo anterior podemos dar el siguiente resultado:

Teorema 2.14. Sea T ∈ B(H) y ϵ > 0. Entonces existe un subespacio cerrado Mϵ

de H tal que:

N(T ∗) ⊆ (T (M⊥
ϵ ))

⊥, (2.8)

||T ∗x|| < ϵ||x|| para todo x ∈ (T (M⊥
ϵ ))

⊥, x ̸= 0 y (2.9)

||T ∗x|| ≥ ϵ||x|| para todo x ∈ T (M⊥
ϵ ). (2.10)

Más aún, δϵ(T
∗) = dim((T (M⊥

ϵ ))
⊥).

La siguiente caracterización de la invertibilidad por la izquierda módulo Iα(H),

obtenida en [11], será útil en nuestro trabajo.



2.3 Nulidad aproximada 25

Teorema 2.15. Sea H es un espacio de Hilbert de dimensión infinita h y sea α

un número cardinal tal que ℵ0 ≤ α < h. Entonces, para cualquier T ∈ B(H), las

siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) T es invertible por la izquierda módulo Fα(H).

ii) T es invertible por la izquierda módulo Iα(H).

iii) δ(T ) < α.

iv) nul(T ) < α y R(T ) es α−cerrado.

v) Existe un subespacio cerrado M de H tal que M ∩ N(T ) = {0}, T (M) es

cerrado y dim M⊥ < α.

Demostración. i) ⇒ ii) Por la contención Fα(H) ⊆ Iα(H) tenemos la prueba de esta

implicación

ii) ⇒ iii) Supongamos que T es invertible por la izquierda módulo Iα(H) entonces

existe S ∈ B(H) tal que

I − ST ∈ Iα(H).

Sea 0 < ϵ0 < 1 fijo. Por el Lema 2.11, para el operador ST existe un subespacio

Mϵ0(ST ) cerrado tal que

N(ST ) ⊆ Mϵ0(ST ).

||(ST )x|| < ϵ0||x|| para todo x ∈ Mϵ0(ST ) \ {0} y

||(ST )x|| ≥ ϵ0||x|| para todo x ∈ Mϵ0(ST )
⊥.

De esto se sigue que

N(T ) ⊆ N(ST ) ⊆ Mϵ0(ST ),

||Tx|| < ||S||−1ϵ0||x|| para todo x ∈ Mϵ0(ST ) \ {0} y

||Tx|| ≥ ||S||−1ϵ0||x|| para todo x ∈ Mϵ0(ST )
⊥.
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Dado lo anterior, se deduce que ||(I−ST )x|| ≥ ||x||− ||(ST )x|| ≥ ||x||− ϵ0||x|| =
(1−ϵ0)||x|| para todo x ∈ Mϵ0(ST )\{0}, por lo tanto (I−ST )|Mϵ0 (ST ) es acotada por

abajo, y como I − ST ∈ Iα(H), por el Lema 2.5 obtenemos que dim(Mϵ0(ST )) < α.

Ahora, si ϵ = ||S||−1ϵ0, tomando a Mϵ(T ) = Mϵ0(ST ) se cumplen las condiciones

(2.1), (2.2) y (2.3) del Lema 2.11, por lo tanto δ(T ) ≤ δϵ(T ) = dim(Mϵ0(ST )) < α.

iii) ⇒ iv) Sea δ(T ) < α, entonces existe ϵ0 > 0 tal que para todo ϵ ∈ (0, ϵ0],

δϵ(T ) = δ(T ) < α. Por consecuencia existe un subespacio Mϵ cerrado tal que

(1) N(T ) ⊆ Mϵ.

(2) ||Tx|| < ϵ||x|| para todo x ∈ Mϵ \ {0}.

(3) ||Tx|| ≥ ϵ0||x|| para todo x ∈ M⊥
ϵ .

De (1) obtenemos nul(T ) ≤ dimMϵ < α y de (3) que T es acotada por abajo

en M⊥
ϵ por lo que T (M⊥

ϵ ) es cerrado. Como H = Mϵ ⊕ M⊥
ϵ , lo cual implica que

R(T ) = T (Mϵ)⊕ T (M⊥
ϵ ), además dim(T (Mϵ)) ≤ dim(Mϵ) = δ(T ) < α, por lo tanto

por el lema 2.9 R(T ) es α−cerrado.

iv) ⇒ i) Dado que R(T ) es α-cerrado entonces existe E subespacio cerrado tal que

E ⊆ R(T ) y dim(R(T )∩E⊥) < α. Sea M = T−1(E)∩N(T )⊥ como M ∩N(T ) = {0}
se tiene que T |M : M → E es inyectiva. Ahora, sea y ∈ E ⊆ R(T ), existe x ∈ H tal

que T (x) = y, como H = N(T )⊕N(T )⊥ entonces existe u ∈ N(T ) y v ∈ N(T )⊥ tal

que x = u + v, se sigue que y = Tx = T (u + v) = Tv por lo tanto v ∈ T−1(E), es

decir, v ∈ T−1(E) ∩ N(T )⊥ = M. Se concluye que T |M es sobreyectiva, obteniendo

aśı que T |M : M → E es biyectiva. Y como E es cerrado, existe S ∈ B(H) tal que

(ST )|M = IM , es decir, (I − ST )|M = 0.

Tomando a H = E ⊕ E⊥ y H = M ⊕ M⊥, podemos interpretar a T y S como

sigue

T =

[
T11 T12

T21 T22

]
: M ⊕M⊥ → E ⊕ E⊥ (2.11)

y

S =

[
T |−1

M 0
0 0

]
: E ⊕ E⊥ → M ⊕M⊥ (2.12)

por lo que
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(I − ST ) =

[
IM 0
0 IM⊥

]
−
[
T |−1

M 0
0 0

] [
T11 T12

T21 T22

]
(2.13)

=

[
IM − T |−1

M T11 T |−1
M T12

0 IM⊥

]
=

[
0 T |−1

M T12

0 IM⊥

]
(2.14)

Por lo tanto R(I−ST ) ⊆ M⊥ esto implica que dimR(I−ST ) ≤ dimM⊥. Ahora

observemos que M⊥ = (M⊥ ∩N(T )) ∪ (M⊥ ∩ (N(T )))⊥) con (M⊥ ∩N(T )) ∩ (M ∩
(N(T ))⊥) = {0}. Luego, como M ⊆ (N(T ))⊥ tenemos que N(T ) ⊂ M⊥, obteniendo

aśı que

dim(M⊥) = dim(M⊥ ∩N(T )) + dim(M⊥ ∩N(T )⊥)

= dim(N(T )) + dim(M⊥ ∩N(T )⊥)

< α+ dim(M⊥ ∩N(T )⊥),

(2.15)

y como T (M) = E entonces T (M ∩N(T )⊥) = T (M)∩R(T ) = E ∩R(T ) por ello

si tomamos T |N(T )⊥ : N(T )⊥ → R(T ), obtenemos que

dim(M⊥ ∩ (N(T ))⊥) ≤ dim(E⊥ ∩R(T )).

En consecuencia

dim(M⊥) < α+ dim(M⊥ ∩N(T )⊥) ≤ α + dim(E⊥ ∩R(T )) ≤ α + α = 2α = α.

Por lo cual dim(R(I−ST )) ≤ dimM⊥ < α, aśı que I−TS ∈ Fα(H),concluyendo

que T es invertible por la izquierda módulo Fα(H).

ii) ⇒ v) Supongamos que T es invertible por la izquierda módulo Iα(H) entonces

existe S ∈ B(H) tal que

I − ST ∈ Iα(H).

Sea 0 < ϵ0 < 1 fijo. Por el Lema 2.11, para el operador ST existe un subespacio

Mϵ0(ST ) cerrado tal que

N(ST ) ⊆ Mϵ0(ST ),

||(ST )x|| < ϵ0||x|| para todo x ∈ Mϵ0(ST ) \ {0} y
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||(ST )x|| ≥ ϵ0||x|| para todo x ∈ Mϵ0(ST )
⊥.

Si tomamos a M = Mϵ0(ST )
⊥, de lo anterior se sigue que M⊥ ∩N(T ) = {0}, M

es cerrado y ||Tx|| ≥ ||S−1||ϵ0 para todo x ∈ M , es decir, T es acotado por abajo en

M . Entonces por el Lema 1.12 T (M) es cerrado. Finalmente, como I−ST ∈ Iα(H) y

I−ST es acotado por abajo enM⊥, por el Teorema 2.5 obtenemos que dim(M⊥) < α.

v) ⇒ i) Supongamos que se cumple iv). Dado que M ∩N(T ) = {0} esto implica

que M ⊂ N(T )⊥ aśı pues N(T ) ⊂ M⊥ por lo tanto

nul(T ) = dim N(T ) ≤ dim(M⊥) < α.

Además, como H = M ⊕ M⊥ de ah́ı que R(T ) = T (M) ⊕ T (M⊥), donde

dim(T (M⊥)) ≤ dimM⊥ < α, por el Lema 2.9 se tiene que R(T ) es α−cerrado.

De igual manera, daremos una caracterización de la invertibilidad por la derecha

módulo Iα(H).

Teorema 2.16. Sean H un espacio de Hilbert de dimensión infinita y α un número

cardinal tal que ℵ0 ≤ α < h. Entonces para cualquier T ∈ B(H) las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

i) T es invertible por la derecha módulo Fα(H).

ii) T es invertible por la derecha módulo Iα(H).

ii) δ(T ∗) < α.

iii) def(T ) < α y R(T ) es α−cerrado.

iv) Existe un subespacio cerrado M de H tal que M ⊆ R(T ), y dimM⊥ < α.

Demostración. Observemos que si T es invertible por la derecha módulo Iα(H) existe

S ∈ B(H) tal que I − TS ∈ Iα(H). Luego, por el Teorema 2.2 (I − TS)∗ ∈ Iα(H)

pero (I − TS)∗ = I − S∗T ∗ de aqúı que I − S∗T ∗ ∈ Iα(H), es decir, T ∗ es invertible

por la izquierda módulo Iα(H). Entonces, por los Teoremas 2.15 y 2.10 se deduce

que i), ii), iii) y iv) son equivalentes.

Ahora probaremos que iv) =⇒ i). Supongamos que se cumple iv), en consecuencia

R(T )⊥ ⊆ M⊥ obteniendo aśı que
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d(T ) = dim(R(T ))⊥ ≤ dim(M⊥) < α.

Más aún, como M es cerrado, M ⊆ R(T ) y dim(R(T ) ∩M⊥) ≤ dim(M⊥) < α

se sigue que R(T ) es α−cerrado.

Finalmente probaremos iii) =⇒ iv). Supongamos que para T ∈ B(H) se cumple

que def(T ) < α yR(T ) es α−cerrado, de esto último se sigue que existeM subespacio

cerrado tal que M ⊆ R(T ) y dim(R(T ) ∩M⊥) < α por consiguiente R(T )⊥ ⊆ M⊥,

por lo tanto

M⊥ = (R(T )⊥ ∩M⊥)⊕ (R(T ) ∩M⊥)

= R(T )⊥ ⊕ (R(T ) ∩M⊥),
(2.16)

en consecuencia

dim(M⊥) = dim(R(T )⊥) + dim(R(T ) ∩M⊥)

< def(T ) + α = α + α = α,
(2.17)

concluyendo que T cumple iv).

2.4. Operadores de α-Fredholm

En esta sección presentaremos el concepto de operador α-Fredholm, con α un

número cardinal mayor o igual que ℵ0. Veremos como estos operadores cumplen con

resultados análogos a los vistos en la Sección 1.5.

Dado que el conjunto Iα(H) es un ideal cerrado de B(H), entonces B(H)/Iα(H)

es un álgebra de Banach con las operaciones [S] + [T ] = [S + T ], [ST ] = [S][T ] y la

norma ||[T ]|| = ı́nf{||T +K|| : K ∈ Iα(H)}, donde [T ] y [S] son las clases T +Iα(H)

y S + Iα(H) respectivamente. Por otro lado, ya que el ideal Fα(H) no es cerrado en

B(H) esto implica que B(H)/Fα(H) es solo un álgebra. Esto es importante porque

algunos resultados serán válidos para ambos ideales, pero algunos otros no lo serán

por esta condición.
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Usaremos πα para denotar el homorfismo natural de B(H) sobre B(H)/Iα(H)

dado por πα(T ) = T + Iα(H). Siguiendo la idea del teorema del Atkinson damos la

siguiente definición.

Definición 2.17. Sea α un número cardinal tal que 1 ≤ α ≤ h. Un operador T ∈
B(H) se llama α-Fredholm si πα(T ) es invertible en B(H)/Iα(H).

Observemos que si πα(T ) es invertible en H/Iα(H), existe S ∈ B(H), tal que

I + Iα(H) = πα(S)πα(T ) = (S + Iα(H))(T + Iα(H)) = ST + Iα(H)

y

I + Iα(H) = πα(T )πα(S) = (T + Iα(H))(S + Iα(H)) = TS + Iα(H).

Por lo tanto πα(T ) es invertible en B(H)/Iα(H) si y sólo si T es ivertible módulo

Iα(H) si y sólo si existe S1, S2 ∈ B(H) y K1, K2 ∈ Iα(H) tal que S1T = I +K1 y

TS2 = I +K2.

En anteriores Secciones se han visto algunas propiedades que cumplen los opera-

dores Fredholm, por lo que nos preguntamos si todas ellas se pueden extender para

los operadores α−Fredholm.

Teorema 2.18. Sean T1, T2 ∈ B(H). Si T1 y T2 son operadores α-Fredholm. Entonces

T2T1 es α-Fredholm.

Demostración. Sea T1 y T2 α-Fredholm entonces existen S1, S2 ∈ B(H) yK1, K
′
1, K2, K

′
2 ∈

Iα(H) tal que

S1T1 = I +K1; T1S1 = I +K ′
1 y

S2T2 = I +K2; T2S2 = I +K ′
2.

De esto se tiene que

S1S2T2T1 = S1(I+K2)T1 = S1IT1+S1K2T1 = I+K1+S1K2T1 = I+(K1+S1K2T1),

con K1 + S1K2T1 ∈ Iα(H). Por lo tanto πα(T2T1) es invertible por la izquierda.

Análogamente para mostrar que πα(T2T1) es invertible por la derecha, concluyendo

que π(T2T1) es invertible.

A continuación daremos algunas caracterizaciones de los operadores α−Fredholm

con la ayuda de algunos resultados que obtuvimos en anteriores secciones.
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Teorema 2.19. Sean H es un espacio de Hilbert de dimensión infinita y α un número

cardinal tal que ℵ0 ≤ α ≤ h. Entonces, para cualquier T ∈ B(H), las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

(i) T es α−Fredholm.

(ii) T es invertible módulo Iα(H).

(iii) máx{δ(T ), δ(T ∗)} < α

(iv) nul(T ) < α, def(T ) < α y R(T ) es α−cerrado.

Demostración. Son consecuecia de los Teoremas 2.15 y 2.16.

Para fines prácticos denotamos por Φα(H) al conjunto de todos los operadores

α-Fredholm en B(H). Recordemos que nuestro propósito en esta sección es genera-

lizar los resultados que tenemos para los operadores de Fredholm en el caso de los

operadores α-Fredholm. Para ello, definamos a los operadores semi-α-Fredholm.

Definición 2.20. Sean H un espacio de Hilbert con dimensión h y α un cardinal tal

que α < h:

a) El conjunto de los operadores semi-α-Fredholm superiores, denotado por Φ+
α (H),

esta dado como:

Φ+
α (H) = {T ∈ B(H) : nul(T ) < α y R(T ) es α-cerrado}.

b) El conjunto de los operadores semi-α-Fredholm inferiores, denotado por Φ−
α (H),

esta dado como:

Φ−
α (H) = {T ∈ B(H) : def(T ) < α y R(T ) es α-cerrado}.

Observemos claramente que Φα(H) = Φ+
α (H) ∩ Φ−

α (H). Además, podemos rees-

cribir los Teorema 2.15 y 2.16 de la siguiente manera.

Teorema 2.21. Sean H un espacio de Hilbert de dimensión infinita h y α un número

cardinal tal que ℵ0 ≤ α < h. Entonces, para cualquier T ∈ B(H), las siguientes

afirmaciones son equivalentes:
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i) T ∈ Φ+
α (H).

ii) T es invertible por la izquierda módulo Iα(H).

iii) δ(T ) < α.

Teorema 2.22. Sean H un espacio de Hilbert de dimensión infinita y α un número

cardinal tal que ℵ0 ≤ α < h. Entonces para cualquier T ∈ B(H) las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

i) T ∈ Φ−
α (H).

ii) T es invertible por la derecha módulo Iα.

iii) δ(T ∗) < α.

Los siguientes colorarios son consecuencias inmediatas de los resultados previos.

Corolario 2.23. Si T ∈ B(H) y α es un cardinal tal que ℵ0 ≤ α < h. Entonces,

T ∈ Φ+
α (H) si y sólo si T ∗ ∈ Φ−

α (H). Además T ∈ Φ−
α (H) si y sólo si T ∗ ∈ Φ+

α (H).

Demostración. Por los Teoremas 2.21 y 2.22 se tiene que T ∈ Φ+
α (H) si y sólo si

T es invertible por la izquierda módulo Iα(H) si y sólo si T ∗ es invertible por la

derecha módulo Iα(H) si y sólo si T ∗ ∈ Φ−
α (H). Análogamente se deduce para el otro

caso.

Corolario 2.24. Sean T, S ∈ B(H) y α un cardinal tal que ℵ0 ≤ α < h.

i) Si T ∈ Φ+
α (H) y S ∈ Φ+

α (H), se tiene que ST ∈ Φ+
α (H).

ii) Si T ∈ Φ−
α (H) y S ∈ Φ−

α (H), se tiene que ST ∈ Φ−
α (H).

Demostración. i) Sean T, S ∈ Φ+
α (H) entonces existe T1, S1 ∈ B(H) y K1, K2,∈

Iα(H) tal que

T1T = I +K1; y S1S = I +K2;

De esto se tiene que

T1S1ST = T1(I +K2)T = T1IT + T1K2T

= I +K1 + T1K2T = I + (K1 + T1K2T ),
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con K1 + T1K2T ∈ Iα(H). Por lo tanto ST es invertible por la izquierda módulo Iα

y por el Teorema 2.21 ST ∈ Φ+
α (H).

ii) Es análogo a i).

Teorema 2.25. Sea α un número cardinal tal que ℵ0 ≤ α < h.

i) Si T ∈ Φ+
α (H) y F ∈ Fα(H) entonces T + F ∈ Φ+

α (H).

ii) Si T ∈ Φ−
α (H) y F ∈ Fα(H) entonces T + F ∈ Φ−

α (H).

iii) Si T es α−Fredholm y F ∈ Fα(H) entonces T + F es α−Fredholm.

Demostración. i) Sean T ∈ Φ+
α (H) y F ∈ Fα(H), por el Teorema 2.21, T es

invertible por la izquierda módulo Iα(H), es decir, existe S ∈ B(H) tal que

I −ST ∈ Iα(H). Dado que F ∈ Fα(H) ⊆ Iα(H) y Iα(H) es ideal, se sigue que

I − S(T + F ) = (I − ST ) + SF ∈ Iα(H),

por lo tanto T + F ∈ Φ+
α (H).

ii) La prueba es análoga a i).

iii) Se deduce de i) y ii).

Teorema 2.26. Sean T, S ∈ B(H) y α un cardinal tal que ℵ0 ≤ α < h.

i) Si ST ∈ Φ+
α (H) y T ∈ Φα(H), implica que S ∈ Φ+

α (H).

ii) Si ST ∈ Φ−
α (H) y S ∈ Φα(H), implica que T ∈ Φ−

α (H).

iii) Si ST ∈ Φα(H), entonces T ∈ Φα(H) si y sólo si S ∈ Φα(H).

Demostración. i) Supongamos que ST ∈ Φ+
α (H) con T ∈ Φα(H). Por el Teorema

2.19, existe T1 ∈ B(H) y K ∈ Iα(H) tal que

TT1 = I +K.

Por esto, tenemos que

S = S(TT1 −K) = (ST )T1 − SK.
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Dado que T1 es invertible por la izquierda módulo Iα y ST ∈ Φ+
α (H), por el

Teorema 2.21 y el Corolario 2.24 se sigue que STT1 ∈ Φ+
α (H). Como SK ∈

Iα(H) concluimos, por el Teorema 2.25, que S ∈ Φ+
α (H).

ii) Es análogo a i).

iii) Se deduce de i) y ii).

Teorema 2.27. Sean T, S ∈ B(H) y α un cardinal, con ℵ0 ≤ α < h. Si ST es

α-Fredholm y ST = TS, entonces S y T son α-Fredholm.

Demostración. Si ST ∈ Φα(H) con ST = TS entonces existe A1, A2 ∈ B(H) tal que

A1(ST )− I ∈ Iα(H) y (ST )A2 − I ∈ Iα(H).

Claramente (A1S)T − I ∈ Iα(H) y T (SA2)− I = (TS)A2 − I = STA2 − I ∈ Iα(H),

por lo tanto T es α−Fredholm. Se procede de igual forma para S.

Sigue preguntarnos ¿como son Φ+
α (H),Φ−

α (H) y Φα(H) en la topoloǵıa de B(H)?

Para ello tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.28. Sean H un espacio de Hilbert con dimensión h y α un cardinal tal

que ℵ0 ≤ α.

1) El conjunto Φ+
α (H) es abierto en B(H).

2) El conjunto Φ−
α (H) es abierto en B(H).

3) El conjunto Φα(H) es abierto en B(H).

Demostración. i) Sea T ∈ Φ+
α (H), por el Teorema 2.21 se sigue que existe T1 ∈

B(H) y K ∈ Iα(H) tal que

T1T = I +K. (2.18)

Sean ϵ = ||T1||−1 y s ∈ Φα(H) tal que ||S| < ϵ. De (2.18) tenemos que

T1(T + S) = T1T + TS = (I + TS) +K.

Notemos que

||T1S|| ≤|| T1 |||| S ||< ||T1||ϵ ≤ 1,

por lo que (I − T1S)
−1 ∈ B(H). De esto obtenemos que
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(I − T1S)
−1T (T + S) = (I − T1S)[(I + T1S) +K] = I + (I + T1S)

−1K,

donde (I +T1S)
−1K ∈ Iα(H). Por lo tanto T +S es invertible por la izquierda

módulo Iα(H), es decir, T+S ∈ Φ+
α (H). Se concluye que Φ+

α (H) es un conjunto

abierto en B(H).

Gracias al teorema anterior nos podemos preguntar ¿cómo es la clausura del

conjunto de los operadores α-Fredholm?

Teorema 2.29. Dados H un espacio de Hilbert con dimensión h y α un número

cardinal tal que ℵ0 ≤ α < h. Tenemos que

Φα(H) = {T ∈ B(H) : δ(T ) = δ(T ) ó máx{δ(T ), δ(T )} < α}.
Demostración. Si máx{δ(T ), δ(T ∗)} < α, T ∈ Φα(H) ⊆ Φα(H).

Ahora, si se cumple que δ(T ) = δ(T ∗) por el Teorema 1.43, T ∈ IB(H). Esto implica

que existe {Tn} sucesión de IB(H) tal que converge a T . De esto, se sigue que πα(Tn)

es invertible en B(H)/Iα(H) para todo n ∈ N, por lo tanto Tn ∈ Φα(H) para todo

n ∈ N, concluyendo aśı que T ∈ Φα(H). Obteniendo finalmente que

{T ∈ B(H) : δ(T ) = δ(T ∗) ó máx{δ(T ), δ(T ∗)} < α} ⊆ Φα(H).

Para demostrar la contención que falta, vamos a probar que

{T ∈ B(H) : δ(T ) ̸= δ(T ∗) y máx{δ(T ), δ(T ∗)} ≥ α} ⊆ H \ Φα(H).

Tenemos la siguiente igualdad

{T ∈ B(H) : δ(T ) ̸= δ(T ∗) y máx{δ(T ), δ(T ∗)} ≥ α}

=
⋃

α≤β≤h

{T ∈ B(H) : mı́n{δ(T ), δ(T ∗)} < β ≤ máx{δ(T ), δ(T ∗)}}.

Notemos que para cualquier α ≤ β ≤ h,

{T ∈ B(H) : mı́n{δ(T ), δ(T ∗)} < β ≤ máx{δ(T ), δ(T ∗)}}

= {T ∈ B(H) : T solo es invertible por la izquierda o derecha módulo Iβ(H)},
el cual es un conjunto abierto en B(H) (por el Teorema 2.28) que no intercepta a

Φα(H), por lo tanto

{T ∈ B(H) : mı́n{δ(T ), δ(T ∗)} < β ≤ máx{δ(T ), δ(T ∗)}} ⊂ int(H \ Φα(H)) =

H \ Φα(H),

para todo α ≤ β ≤ h. Concluyendo aśı lo que queŕıamos demostrar.
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2.5. El módulo mı́nimo α-esencial

Gracias a que tenemos el concepto de los operadores α−Fredholm, podemos ex-

tender la noción del módulo mı́nimo esencial de un operador para espacios de Hilbert

que no son separables.

Sean H un espacio de Hilbert de dimensión infinita, con dimensión h y α un

número cardinal que satisfaga ℵ0 ≤ α ≤ h. Para cualquier T ∈ B(H), establecemos

el espectro α-esencial de T como

σα(T ) = {λ ∈ C : T − λI no es α-Fredholm}.

Observación: Claramente σα(T ) ⊂ σ(T ). Luego, si T = T ∗ y (Tx, x) ≥ 0, para

todo x ∈ H, por el Lema 6.46 de [17] se sigue que σα(T ) ⊂ [0,∞).

Definamos el módulo mı́nimo α-esencial de un operador T como

mα(T ) = ı́nf{λ : λ ∈ σα(|T |)}.

Dado que |T | = |T |∗ y (|T |x, x) ≥ 0, por la observación anterior mα(T ) ∈ [0,∞).

Teorema 2.30. Sean H un espacio de Hilbert con dimensión h y α un cardinal,

ℵ0 ≤ α < h. Si T ∈ B(H) entonces se obtienen los siguientes resultados:

i) mα(T ) = σ([T ]).

ii) mα(T ) > 0 si y sólo si existe B ∈ B(H) y K ∈ Iα(H) tal que BT = I +K.

iii) mα(T ) > 0 si y sólo si R(T ) es α-cerrado y nul T < α.

iv) mα(T
∗) > 0 si y sólo si existe A ∈ B(H) y Iα(H) tal que TA = I +K.

v) mα(T
∗) > 0 si y sólo si nul(T ∗) < α.

vi) Si mα(T ),mα(T
∗) > 0 si y sólo si T ∈ Φα(H). En este caso mα(T ) = mα(T

∗).



Caṕıtulo 3

Operadores α-Weyl

En este caṕıtulo veremos que los operadores Weyl y todos sus conceptos que

conlleva a definirlos, aśı como algunos de sus resultados, pueden ser generalizados

para espacios de dimensión mayor o igual que ℵ0.

3.1. Operadores Weyl

Recordemos que, si T ∈ Φ±(H), el ı́ndice de T, denotado por i, esta dado por:

i(T ) = nul(T )− def(T )

Definición 3.1. Sea H un espacio de Hilbert, la clase de los operadores Weyl en

B(H), denotado por Φ0(H), esta definida por

Φ0(H) = {T ∈ B(H) : T ∈ Φ(H), i(T ) = 0}.

El espectro Weyl de T ∈ B(H), denotado por ω(T ), esta definido como

ω(T ) = {λ ∈ C : T − λ no es Weyl }.

Por S. K. Berberian en [15], podemos establecer la siguiente equivalencia:

ω(T ) =
⋂

K∈K(H)

σ(T +K)

donde σ(S) = {λ ∈ C : T − λ no es invertible} para cualquier S ∈ B(H).

Algunas propiedades de los operadores Weyl son las siguientes

37
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Teorema 3.2. Sea S, T ∈ B(H), si S y T son Weyl esto implica que ST es Weyl.

Teorema 3.3. Si T ∈ Φ0(H) y K ∈ K(H) entonces T +K ∈ Φ0(H).

Teorema 3.4. Si T ∈ Φ0(H) si y solo si existe F ∈ K(H) tal que T+F es invertible.

Teorema 3.5. Φ0(H) es abierto, es decir, para cada operador T ∈ Φ0(H) existe ϵ > 0

tal que si un operador S ∈ B(H) sastiface que ||S|| < ϵ, entonces T + S ∈ Φ0(H).

3.2. Operadores α-Weyl

En esta sección presentaremos el concepto de operador α-Weyl, con α un número

cardinal mayor o igual que ℵ0. Veremos como estos operadores cumplen con resulta-

dos análogo a los vistos en la Sección anterior.

Sea Θ+(H) = {α número cardinal : ℵ0 ≤ α ≤ h}
Podemos establecer una operación suma en Θ(H) = Θ+(H)∪{−β : β ∈ Θ+(H)}

como sigue, para cada α ∈ Θ(H) tal que α ≥ ℵ0

i) α + β = α si −α < β ≤ α.

ii) −α + β = −α si −α ≤ β < α.

iii) α− α = 0.

Ahora podemos extender la definición de ı́ndice de un operador como sigue.

Definición 3.6. Sea T ∈ B(H) y β ∈ Θ+(H). Definamos el β−ı́ndice de T como

iβ(T ) =


i(T ), si β = ℵ0 ó β > ℵ0 y máx{nul(T ), nul(T ∗)} ≥ β,

0, si β > ℵ0 y máx{nul(T ), nul(T ∗)} < β.

Observemos que iβ ∈ Θ(H) y iβ(T ) = −iβ(T
∗). De [8] obtenemos algunos resul-

tados que serán de gran ayuda.

Proposición 3.7. Sea α cardinal tal que ℵ0 ≤ α < h.

i) Si T es α−Fredholm y K ∈ Iα(H), entonces iβ(T + K) = iβ(T ), para todo

ℵ0 ≤ β < α.
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2) Si T es α−Fredholm y S es α−Fredholm entonces iβ(TS) = iβ(T )+ iβ(S), para

todo ℵ0 ≤ β < α.

Luego, de la misma manera que se define a los operadores Weyl, se hará con los

operadores α−Weyl.

Definición 3.8. Sean T ∈ B(H) y α un cardinal, ℵ0 ≤ α < h. Decimos que T es

un operador α−Weyl si T es α−Fredholm y iβ(T ) = 0, para todo ℵ0 ≤ β < α.

Si ℵ0 < α < h, entonces podemos definir una familia de operadores α−Weyl, en

notación Φ0
α(H), como:

Φ0
α(H) = {T ∈ Φα(H) : iβ(T ) = 0, para todo β,ℵ0 ≤ β < α}.

Dada la definición anterior podemos establecer el espectro esencial de Weyl de T

de peso α como

αω(T ) = {λ ∈ C : λ− T no es un operador α−Weyl} = {λ ∈ C : λ− T ̸∈ Φ0
α(H)}.

Para fines prácticos solo llamaremos a αω(T ) como el espectro α-Weyl de T . Se

pueden observar que σα(T ) ⊆ αω(T ) para cualquier ℵ ≤ α < h.

En los siguientes problemas, aunque están presentados para Fα(H), son válidos

de igual forma para Iα(H) ya que sus demostraciones son análogas.

Proposición 3.9. Sean H un espacio de Hilbert de dimensión infinita h y α un

número cardinal tal que ℵ0 ≤ α < h. Se cumplen las siguientes cláusulas

1) Si T es α-Weyl y F ∈ Fα(H) entonces T +K es α-Weyl.

2) Si T y S son α−Weyl obtenemos que TS es α-Weyl.

Demostración. Se sigue del los Teoremas 2.18 y 2.25, y la Proposición 3.7.

Teorema 3.10. Sean T ∈ B(H) y α un número cardinal tal que ℵ0 ≤ α < h. T es

α−Weyl si y sólo si existe F ∈ Fα(H) tal que T + F es invertible.
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Demostración. Supongamos que T es α−Weyl, se sigue que n(T ) = n(T ∗) y iβ(T ) =

0 para todo ℵ0 ≤ β < α.

Si n(T ) = n(T ∗) ≤ ℵ0 es el caso del Teorema 3.4.

Si ℵ0 < n(T ) < α. Por observaciones anteriores existe ϵ0 > 0 tal que δϵ(T ) = δ(T )

para todo ϵ ∈ [0, ϵ0).

Tomando ϵ ∈ [0, ϵ0), existe Xϵ subespacio cerrado de H tal que N(T ) ⊂ Xϵ,

||Tx|| < ϵ||x|| para toda x ∈ Xϵ \ {0}, ||Tx|| ≥ ϵ||x|| para todo x ∈ X⊥
ϵ y dimXϵ =

δϵ(T ) = δ(T ) < α.

Más aún, por el Teorema 2.14 se cumple dim(T (X⊥
ϵ )

⊥) = δϵ(T
∗) = δ(T ∗) < α.

Sin pérdida de generalidad supongamos que δ(T ∗) < δ(T ). Por el Lema ?? δ(T ) =

n(T ) = n(T ∗) < δ(T ∗) lo cual contradice nuestra suposición.

Por lo tanto δ(T ) = δ(T ∗), esto implica que existe f ∈ B(Xϵ, T (X
⊥
ϵ )

⊥) isomorfis-

mo. Luego como T es acotado por abajo en X⊥
ϵ , tomando a

T3 = T |X⊥
ϵ
: X⊥

ϵ → T (X⊥
ϵ )

⊥

es invertible. Podemos definir el siguiente operador

T =

[
f 0
0 T3

]
: Xϵ ⊕X⊥

ϵ → T (X⊥
ϵ )

⊥ ⊕ T (X⊥
ϵ ). (3.1)

Claramente T es invertible. Observemos que T se puede expresar de la siguiente

manera

T =

[
T1 T2

0 T3

]
:

[
Xϵ

X⊥
ϵ

]
→

[
T (X⊥

ϵ )
⊥

T (X⊥
ϵ )

]
. (3.2)

Entonces, tomando a

F = T − T =

[
f − T1 −T2

0 0

]
:

[
Xϵ

X⊥
ϵ

]
→

[
T (X⊥

ϵ )
⊥

T (X⊥
ϵ )

]
. (3.3)

obtenemos que R(F ) ⊂ T (X⊥
ϵ )

⊥ lo cual implica que dimR(F ) ≤ dim(T (X⊥
ϵ )) < α.

Concluyendo que T + F = T es invertible con F ∈ Fα(H).

Supongamos que existe F ∈ Fα(H) tal que T+F es invertible, lo cual implica que

T+F es α−Fredholm con iβ(T+F ) = 0, para todo β < α. Dado que T = (T+F )−F ,

con −F ∈ Fα(H) por el Teorema 2.25 y la Proposición 3.7, T es α-Fredholm y

iβ(T ) = 0 para todo β < α, es decir T es α−Weyl.
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Corolario 3.11. Para todo T ∈ B(H) y α un cardinal tal que ℵ ≤ α < h, se

cumplirá que αω(T ∗) = (αω(T ))∗.

Demostración. Si λ ̸∈ αω(T ) si y sólo si T −λI ∈ Φ0
α(H) si y sólo si existe S ∈ B(H)

invertible y K ∈ Fα(H) tal que T − λI = S +K si y sólo si T ∗ − λI = S∗ +K∗ con

S∗ invertible y K ∈ Fα(H) si y sólo si λ ̸∈ αω(T ∗).

Teorema 3.12. Sean T ∈ B(H) y α un número cardinal, ℵ0 ≤ α < h. Entonces

αω(T ) =
⋂

F∈Fα(H)

σ(T + F ).

Demostración. Si α = ℵ0, es el caso

ℵ0ω(T ) =
⋂

F∈K0(X)

σ(T + F ).

Si ℵ0 < α, sea λ ̸∈ αω(T ) entonces T −λ es un operador α−Weyl, por el Teorema

3.10 existe F ∈ Fα(H) tal que T − λ+ F es invertible, por lo tanto

λ ̸∈
⋂

F∈Fα(H)

σ(T + F ).

Ahora, sea λ ̸∈ ∩F∈Fα(H)σ(T + F ) entonces existe F ∈ Fα(H) tal que (T + F )−
λ = (T − λ) + F es invertible, por el Teorema 3.10 T − λ es α−Weyl por lo que

λ ̸∈ αω(T ).

Corolario 3.13. Si T ∈ B(H) y α es un número cardinal tal que ℵ0 ≤ α < h,

entonces αω(T +K) = αω(T ), para todo K ∈ Fα(H).

Demostración. Tomemos K ∈ Fα(H), por el Teorema 3.12 tenemos que

αω(T +K) =
⋂

F∈Fα(H)

σ((T +K) + F ) =
⋂

F∈Fα(H)

σ(T + (K + F )) = αω(T ). (3.4)
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3.3. Teorema del mapeo espectral

Sea p(t) un polinomio de la forma

p(t) = a0 + a1t+ a2t
2 + · · ·+ ant

n.

Entonces, si T ∈ B(H) definamos el operador

p(T ) = a0I + a1T + a2T
2 + · · ·+ anT

n.

Dado que estamos trabajando en un espacio de Hilbert sobre el campo C, el
espectro esencial cumplirá con el Teorema del mapeo espectral.

Teorema 3.14. Sean H un espacio de Hilbert complejo y T ∈ B(H). Si p(t) es un

polinomio entonces

σe(p(T )) = {p(λ) : λ ∈ σe(T )}.

Vamos a denotar al conjunto {p(λ) : λ ∈ σe(T )} por p(σe(T )).

Ahora, en base a esto una pregunta natural es la siguiente ¿se puede decir algo

sobre el espectro de Weyl con respecto al Teorema del mapeo espectral?

Por las propiedades de los operadores Weyl tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.15. Si T ∈ B(H) y p(t) es un polinomio, tenemos que

w(p(T )) ⊆ p(w(T )).

Para demostrar el anterior resultado, es indispensable el Teorema 3.2. Notemos

que el rećıproco de este mismo no se cumple, ya que puede pasar que ST sea Weyl

pero S y T no lo sean. Por lo tanto, para demostrar la contención que nos falta,

tenemos que probar bajo que condiciones se cumple el rećıproco del Teorema 3.2.

Gracias al Teorema 1.41 una condición necesaria es que S y T conmuten. Luego,

por 1) del Teorema 1.36 sabemos que i(ST ) = i(T ) + i(S), por lo que si ST es Weyl

esto implica que 0 = i(T ) + i(S), por lo tanto, si queremos concluir que T y S son

Weyl, necesariamente i(T ) e i(S) tienen que ser ambos no negativos o ambos no

positivos.
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Se dice que un operador T definido en un espacio de Hilbert H es hiponormal si

T ∗T − TT ∗ ≥ 0 o equivalentemente ||T ∗x|| ≤ ||Tx|| para todo x ∈ H. (3.5)

Si T es hiponormal, entonces T − λI es hiponormal para todos los valores com-

plejos de λ. Adicionalmente, si T es Fredholm, entonces, por (3.5), ind(T ) ≤ 0,

obteniendo aśı el siguiente resultado.

Teorema 3.16. Si T y S son operadores hiponormales entonces

S y T son Weyl si y sólo si ST es Weyl.

Notemos que el anterior Teorema es igualmente válido si S y T tienen ı́ndices esta-

bles, es decir si i(T ), i(S) ≥ 0 ó i(T ), i(S) ≤ 0. Gracias al anterior teorema podemos

demostrar que el espectro de Weyl cumple con el Teorema del mapeo espectral.

Teorema 3.17. Sean T ∈ B(H) un operador hiponormal y p(t) un polinomio, en-

tonces

ω(p(T )) = p(ω(T )).

Siguiendo la analoǵıa de las secciones anteriores, la siguiente pregunta es natural:

¿el espectro α-esencial y el espectro α-Weyl de un operador T cumplirán el Teorema

del mapeo espectral?

Para el espectro α-esencial tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.18. Sean T ∈ B(H), α un cardinal tal que ℵ0 ≤ α < h y p(t) un

polinomio, tenemos que

σα(p(T )) ⊆ p(σα(T )).

Demostración. Supongamos que p(t) no es una constante. Sea µ ̸∈ p(σα(T )). Consi-

deremos el polinomio p(t)− µ, el cual lo podemos factorizar como

p(t)− µ = a(t− λ1)(t− λ2) · · · (t− λn),

donde n es el grado del polinomio y a es el coeficiente mayor de p, se sigue que

p(T )− µI = a(T − λ1I)(T − λ2I) · · · (T − λnI).

Para todo i ∈ {1, · · · , n}, p(λi) = µ ̸∈ p(σα(T )) por lo tanto λi ̸∈ σα(T ), es decir,

T − λiI ∈ Φα(H); se sigue del Teorema 2.18 que p(T ) − µI ∈ Φα(H). Concluyendo

que µ ̸∈ σα(p(T )), lo que implica que σα(p(T )) ⊆ p(σα(T )).



44 Operadores α-Weyl

Gracias a los resultados obtenidos en la Sección 2.4 el espectro α-esencial de un

operador T cumplirá con el Teorema del mapeo espectral.

Teorema 3.19. Sean T ∈ B(H), α un cardinal tal que ℵ0 ≤ α < h y p(t) un

polionomio. Entonces

p(σα(T )) = σα(p(T )).

Demostración. Sean p(t) es un polinomio y λ ∈ C. Entonces p(t)−λ es un polinomio,

por lo que tiene una factorización de la forma

p(t)− λ = a(t− λ1)(t− λ2) · · · (t− λn),

donde a, λ1, · · ·λn ∈ C con a ̸= 0. Por lo tanto

λ ̸∈ σα(p(T )) ⇔ p(T )− λI ∈ Φα(H)

⇔ a(T − λ1I) · · · (T − λnI) ∈ Φα(H)

⇔ (T − λiI) ∈ Φα(H) para 1 ≤ i ≤ n (Teorema 2.27)

⇔ λi ̸∈ σα(T ) para todo i = 1, · · · , n
⇔ p(µ) ̸= λ para todo µ ∈ σα(T )

⇔ λ ̸∈ p(σα(T )),

(3.6)

lo que implica que

p(σα(T )) = σα(p(T )).

Nuestro siguiente paso es saber si el espectro α-Weyl cumple con el Teorema del

mapeo espectral. Al igual que, para el espectro α-esencial, tenemos una contención.

Teorema 3.20. Dados T ∈ B(H), α un cardinal tal que ℵ0 ≤ α < h y p(t) un

polinomio. Tenemos que

αω(p(T )) ⊆ p(αω(T )).

Demostración. Sea µ ̸∈ p(αω(T )). Consideremos el polinomio p(t) − µ, el cual lo

podemos factorizar como

p(t)− µ = a(t− λ1)(t− λ2) · · · (t− λn),
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donde n es el grado del polinomio y a es el coeficiente mayor de p(t), se sigue que

p(T )− µI = a(T − λ1I)(T − λ2I) · · · (T − λnI).

Para todo i ∈ {1, · · · , n}, p(λi) = µ ̸∈ p(αω(T )) por lo tanto λi ̸∈ αω(T ), es decir,

T − λiI es α-Weyl; de 2) de la Proposición 3.9 se sigue que p(T ) − µI es α-Weyl.

Concluyendo que µ ∈ αω(p(T )).

Para terminar de demostrar que el espectro de α-Weyl cumple con el Teorema

del mapeo espectral nesecitamos un resultado equivalente al Teorema 3.16 para ope-

radores α-Weyl. Por el Teorema 2.27, sabemos que si ST es α-Fredholm y conmutan

entonces S y T son α-Fredholm. Luego, por 1) de la Proposición 3.9 tenemos que

iβ(ST ) = iβ(T ) + iβ(S), para ℵ0 ≤ β < α, pero el hecho de que iβ(ST ) = 0 no

necesariamente implica que iβ(T ) = 0 = iβ(S) para todo ℵ0 ≤ β < α. De aqúı es

que nesecitamos que iβ(T ) e iβ(S) sean ambos no positivos o no negativos para que

se cumpla lo requerido.

Diremos que T tienen α-́ındice estable si iβ(T ) ó iβ(T ) ≥ 0, para ℵ0 ≤ β < α.

Por consecuencia obtenemos lo siguiente.

Lema 3.21. Sean T, S ∈ B(H) y α un cardinal tal que ℵ0 ≤ α < h. Si T y S son

tales que iβ(T ) e iβ(S) sean ambos no positivos o no negativos y ST = TS, entonces

ST es α-Weyl si y sólo si T y S son α-Weyl.

Demostración. Por resultados anteriores solo nos falta demostrar que si ST es α-

Weyl implica que T y S son Weyl.

Supongamos que ST es α-Weyl, es decir, ST es α-Fredholm y iβ(ST ) = 0 para

todo ℵ0 ≤ β < α. Por el Teorema 2.27 y la Proposición 3.9 se tiene que T y S son

α−Fredholm e iβ(ST ) = iβ(T )+ iβ(S) esto implica que 0 = iβ(T )+ iβ(S). Dado que

S y T tiene β−ı́ndice estable solo puede suceder que iβ(T ) = 0 = iβ(S) para todo

ℵ0 ≤ β < α. Concuyendo aśı que S y T son α-Weyl.

Esto da idicio a presentar el siguiente resultado.

Teorema 3.22. Sean T ∈ B(H), α un cardinal tal que ℵ0 ≤ α < h y p(t) un

polinomio. Si T − λI es no positivos o no negativos para todo λ ̸∈ σ(T ), entonces

αω(p(T )) = p(αω(T )).
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Demostración. Sean p(t) es un polinomio y λ ∈ C. Entonces p(t)− λ es igualmente

un polinomio, por lo que tiene una factorización de la forma

p(t)− λ = a(t− λ1)(t− λ2) · · · (t− λn),

donde a, λ1, · · ·λn ∈ C con a ̸= 0. Por lo tanto

λ ̸∈ αω(p(T )) ⇔ p(T )− λI es α-Weyl

⇔ a(T − λ1I) · · · (T − λnI) es α-Weyl

⇔ (T − λiI) es α-Weyl para 1 ≤ i ≤ n

por el Teorema 3.21

⇔ λi ̸∈ αω(T ) para todo i = 1, · · · , n
⇔ p(µ) ̸= λ para todo µ ∈ αω(T )

⇔ λ ̸∈ p(αω(T )),

(3.7)

lo que implica que

p(αω(T )) = αω(p(T )).

3.4. El espectro α-Weyl de matrices de operadores

En esta sección se mostrará en que condiciones una matriz operadora triangular

superior de 2× 2 que actúa sobre el espacio de Hilbert H⊕K es α-Weyl, además de

estudiar su espectro α-Weyl.

Sean H y K espacios de Hilbert no separables. Si T ∈ B(H) y S ∈ B(K), vamos

a denotar por MC a un operador que actúa sobre H⊕K de la forma

MC =

(
T C
0 S

)
,

donde C ∈ B(K,H). El espectro ω(MC) ha sido estudiado en [19]. Nuestro propósito

es estudiar bajo qué condiciones MC va a ser un operador α-Weyl para cualquier

C ∈ B(H,K), y aśı poder analizar el αω(MC). Empecemos con un resultado que

será de gran ayuda para nuestro estudio.
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Teorema 3.23. Sean T ∈ B(H), S ∈ B(K) y α un cardinal tal que ℵ0 ≤ α <

mı́n{dim(H), dim(K)}. Si
(
T 0
0 S

)
es α-Fredholm si y sólo si T y S son α-Fredholm.

Demostración. Sea

M =

(
T 0
0 S

)
:

[
H
K

]
→

[
H
K

]
.

Supongamos que T y S son α-Fredholm, por el Teorema 2.19 existen T1 ∈
B(H), S1 ∈ B(K), F1, F

′
1 ∈ Fα(H) y F2, F

′
2 ∈ Fα(K) tal que

TT1 = I − F1, T1T = I − F ′
1, SS1 = I − F2 y S1S = I − F ′

2.

Definamos lo siguiente

M ′ =

(
T1 0
0 S1

)
, F =

(
F1 0
0 F2

)
y F ′ =

(
F ′
1 0
0 F ′

2

)
.

Entonces

M ′M =

(
T1T 0
0 S1S

)
=

(
I − F1 0

0 I − F2

)
= I − F

y

MM ′ =

(
TT1 0
0 SS1

)
=

(
I − F ′

1 0
0 I − F ′

2

)
= I − F ′

con F, F ′ ∈ Fα(H⊕K). Por lo tanto M =

(
T 0
0 S

)
es α-Fredholm.

Ahora, supongamos que M es α-Fredholm entonces existe L =

(
L11 L12

L21 L22

)
∈

B(H⊕K) y F =

(
F11 F12

F21 F22

)
, F ′ =

(
F ′
11 F ′

12

F ′
21 F ′

22

)
∈ Fα(H⊕K) tales que ML = I−F

y ML = I − F ′, se sigue que

ML =

(
TL11 TL12

SL21 SL22

)
=

(
I − F11 −F12

−F21 I − F22

)
y

LM =

(
L11T L12S
L21T L22S

)
=

(
I − F ′

11 −F ′
12

−F ′
21 I − F ′

22

)
,

lo cual implica que TL11 = I−F11, SL22 = I−F22, L11T = I−F ′
11 y L22S = I−F ′

22

con F11, F
′
11 ∈ Fα(H) y F22, F

′
22 ∈ Fα(K). Por lo tanto T y S son α-Fredholm.
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Analicemos lo siguiente, sean H y K espacios de Hilbert y α,β dos cardinales

tales que ℵ0 ≤ β < α < dim(H ⊕ K). Si M =

(
T 0
0 I

)
con T ∈ B(H) y I ∈ B(K)

entonces nul(M) =nul(T ) y nul(M∗) =nul(T ∗), por lo tanto

iβ(M) = iβ(T ) para todo ℵ0 ≤ β < α.

Por la Proposición 3.7 se sigue que

iβ

(
T 0
0 S

)
= iβ

((
I 0
0 S

)(
T 0
0 I

))
= iβ

(
I 0
0 S

)
+ iβ

(
T 0
0 I

)
= iβ(S) + iβ(T ),

para todo ℵ0 ≤ β < α. Por todo lo anterior podemos dar el siguiente resultado.

Teorema 3.24. Dados T ∈ B(H), S ∈ B(K) y α un cardinal tal que ℵ ≤ α <

mı́n{dim(H), dim(K)}. Si T y S tales que iβ(T ) e iβ(S) son ambos no positivos o no

negativos, entonces T y S son α−Weyl si y sólo si

(
T 0
0 S

)
es α−Weyl.

Demostración. Supongamos T y S son α-Weyl. Por el Teorema 3.23 se sigue que(
T 0
0 S

)
es α-Fredholm con iβ

(
T 0
0 S

)
= iβ(T )+ iβ(S) = 0+0 = 0 para todo α ≤ β < α,

por lo tanto
(
T 0
0 S

)
es α-Weyl.

Si suponemos que
(
T 0
0 S

)
es α−Weyl entonces por el Teorema 3.23 T y S son

α-Weyl y iβ(T ) + iβ(S) = iβ
(
T 0
0 S

)
= 0, para todo ℵ0 < β < α. Como que T y S

tienen α-́ındice estables solo puede suceder que iβ(T ) = 0 = iβ(S), por lo tanto T y

S son α−Weyl.

Corolario 3.25. Sean T ∈ B(H), S ∈ B(K) y α un cardinal tal que ℵ ≤ α <

mı́n{dim(H), dim(K)}. Si T y S son hiponormales, entonces T y S son α−Weyl si

y sólo si

(
T 0
0 S

)
es α−Weyl.

Recordemos que nuestro objetivo es estudiar al operador MC con C ∈ B(K,H).

Notemos que al operador MC lo podemos expresar como sigue:

MC =

(
I 0
0 S

)(
I C
0 I

)(
T 0
0 I

)
, (3.8)
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donde

(
I C
0 I

)
es un operador invertible para cualquier C ∈ B(K,H), por lo tanto

se va a cumplir que iβ(MC) = iβ(T ) + iβ
(
I C
0 I

)
+ iβ(S) = iβ(T ) + iβ(S) para todo

ℵ0 ≤ β < α. Por lo tanto tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.26. Sean T ∈ B(H), S ∈ B(K) y α un cardinal tal que ℵ0 ≤ α <

mı́n{dim(H), dim(K)}. Si

(
T 0
0 S

)
es α-Weyl entonces MC es α-Weyl para todo

C ∈ B(K,H). Más aún, tenemos que

αω(MC) ⊆ αω
((

T 0
0 S

))
⊂ αω(T ) ∪ αω(S). (3.9)

Demostración. Si

(
T 0
0 S

)
es α-Weyl, es decir

(
T 0
0 S

)
es α-Fredholm y iβ

(
T 0
0 S

)
=

iβ(T ) + iβ(S) = 0, para todo ℵ0 ≤ β < α, entonces por el Teorema 3.23, T y S son

α-Fredholm. Gracias a la igualdad (3.8) y al Teorema 2.18 se deduce que MC es

α-Fredholm, para cualquier C ∈ B(K,H). Más aún, iβ(MC) = iβ(T ) + iβ(S) =

iβ

(
T 0
0 S

)
= 0 para todo ℵ0 ≤ β < α, por lo tanto MC es α-Weyl.

Ahora demostremos las contenciones en (3.9).

Si λ ̸∈ αω(T ) ∪ αω(S) entonces T − λI y S − λI son α-Weyl, por lo tanto(
T − λI 0

0 S − λI

)
=

(
T 0
0 S

)
− λI

es α-Weyl, es decir λ ̸∈ αω

(
T 0
0 s

)
. Luego, por lo que acabamos de demostrar se

sigue que

(
T − λI C

0 S − λI

)
= Mc − λI es α-Weyl, para cualquier C ∈ B(K,H),

por lo tanto λ ̸∈ iβ(MC).

Observemos que en el anterior resultado no es necesario que T y S sean α-Wey,

solo requerimos que

(
T 0
0 S

)
sea α-Weyl. Además, surgen las siguientes preguntasa-

biertas.

Pregunta 1 ¿En qué condiciones se cumplirá αω(MC) = αω
(
T 0
0 S

)
?
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Pregunta 2 ¿Sera válido que αω(MC) = αω(T ) ∪ αω(S)? y si aśı fuera ¿bajo

que condiciones?

Pregunta 3 ¿Se podrá hacer un estudio similar para cualquier matriz de opera-

dores?
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Conclusión
Concluimos lo siguente: este trabajo se baso en generalizar los conceptos que

teńıamos en la teoŕıa de operadores Fredholm y Weyl en espacios de Hilbert con

dimensión menor o igual a ℵ0, a espacios de dimensión mayor o igual que ℵ0.

En el caṕıtulos 2 sea analizo la teoŕıa de los operadores α-Fredholm. Se observo

que estos operadores cumplen con resultados similares a los obtenidos en la teoŕıa de

Fredholm. Por ejemplo: si tenemos un operador T que es α-Fredholm y K ∈ Iα(H)

entonces T + K es un operador α-Fredholm, si T y S son α-Fredholm implica que

ST es α-Fredholm, el conjunto de todos lo operadores α-Fredholm es abierto, etc.

Además, se presentó un resultado análogo al Teorema de Atkinson para operadores

α-Fredholm el cual nos dice que T es Fredholm si y sólo si nul(T ) < α, def(T ) < 0

y R(T ) es α-cerrado. Más aún, gracias al concepto de nulidad aproximada se obtiene

que T es α-Fredholm si y sólo si máx{δ(T ), δ(T ∗)} < α. Se obtuvo una caracteri-

zación de la cerradura del conjunto de los operadores α-Fredholm en términos de

la nulidad aproximada de T y T ∗. También se presentó el espectro α-esencial y el

módulo mı́nimo α-esencial de un operador, aśı como su relación entre ellos.

En el caṕıtulo 3 se observó que el concepto de ı́ndice, de un operador T, se

puede generalizar a un β -́ındice, el cual nos ayuda a definir a los operadores α-

Weyl, los cuales también cumple algunos resultados que teńıamos para operadores

Weyl. Observamos que el espectro α-Weyl de un operador T tiene una igualdad en

términos de los espectros de T + K con K en Iα(H). también se obtuvo que los

espectros α-esencial y α-Weyl cumplen con el Teorema del mapeo espectral bajo

ciertas condiciones. Se analizó el espectro α-Weyl en las matrices de operadores

obteniendo algunos resultados. Es evidente que en este trabajo no se abarco toda la

teoŕıa de los operadores α-Fredholm, ya que estos tienen mucho que analizar; al igual

que la teoŕıa de los operadores α-Weyl, esto nos da una gran motivación para seguir

analizando y obtener nuevos resultados importantes. También nos queda analizar si

otros operadores se pueden generalizar de igual forma, por ejemplo, si los operadores

Browder se pueden extender a operadores α-Browder.
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