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Introduccion

Los temas de la teoria de operadores y su subconjunto mas importante, la teoria
espectral, se desarrollaron rapidamente después de 1900. Un acontecimiento impor-
tante fue la aparicién de la teoria de ecuaciones integrales de Fredholm, que surgié
como un nuevo enfoque del problema de Dirichlet. La teoria de Fredholm, en honor
a Erik Ivar Fredholm, se ocupa de la solucion de la ecuacion integral de Fredholm.
En un enfoque mas amplio, la teoria de Fredholm es el estudio de los operadores, que
son generalizaciones de operadores representados como diferencia de la identidad y
un operador lineal compacto en un espacio de Hilbert, o més general, de Banach.
Estos operadores de Fredholm juegan un papel muy importante en la teoria espectral
de operadores.

En el caso de espacios de Hilbert separable, se ha estudiado ampliamente la
teoria de los operadores de Fredholm y semi-Fredholm, asi como sus caracterizacio-
nes a través de los teoremas de Atkinson. Se han desarrollado un estudio detallado
de conceptos como el indice de un operador, el ascenso y descenso, las propiedades de
los operadores de Weyl, semi-Weyl, Browder y semi-Browder, espectros esenciales,
entre otros.

Sin embargo, para el caso cuando el espacio de Hilbert no es separable, es decir
dimH = h con h > N, fue hasta los anos 70’s cuando G. Edgar, J. Ernest y S. G.
Lee en [ 1] generalizaron los operadores de Fredholm para estos espacios. Para ello,
considerando un numero cardinal « tal que Ny < o < h, presentaron nuevas defini-
ciones, tales como espacio a-cerrado, el cual es un subespacio M de H que cumple
que exista un subespacio cerrado E de H tal que E C M y dim(M N EY) < a, y
a-acotado, el cual es un subconjunto F de H tal que para toda ¢ > 0 existe un con-
junto {z,, :m € M} C E con Card M < o tal que E C |, ., Be(@n,) donde B (x,)
es la bola con centro x,, y radio €, lo que les permitio generalizar los operadores de
Fredholm a un tipo de operador mas general, a los cuales les llamaremos operadores
a-Fredholm.

Un operador lineal T' € B(H) es a—compacto si T'(B1(0)) es a—acotado donde



II

Bi(0) es la bola unitaria en H. Denotamos por F,(H) al ideal bilateral en B(H) de
todos los operadores lineales de rango menor que «. Nuevamente en [11] los autores
obtuvieron que un operador a-compacto esté contenido en Z,(H), el ideal que es la
cerradura de F,(#). Los operadores Ro—compactos son precisamente los operadores
compactos. Como Z,(H) es un ideal, podemos tomar al dlgebra cociente B(H)/Z,(H)
y amy: B(H) = B(H)/Z,(#H) el homomorfismo natural. Entonces siguiendo la idea
del teorema de Atkison para operadores Fredholm, podemos definir de forma natural
que un operador es a-Fredholm si 7,(T') es invertible en B(H)/Z,(H).

El objetivo de este trabajo consiste en estudiar con mas detalle la teoria de los
operadores a-Fredholm, ver qué propiedades andlogas a las de los operadores de
Fredholm se cumplen y analizar todo su contenido tedrico. En el primer capitulo se
revisaran los preliminares, nociones basicas de la Teoria de operadores de Fredholm
y espectro que nos dotara del conocimiento necesario para entender los posteriores
capitulos.

En el segundo capitulo se introduciran los conceptos de operador a-compacto
y subespacio a—cerrado, y se presentaran algunas de sus caracteristicas, posterior-
mente se presenta a la nulidad aproximada de un operador y se revisaran algunas
caracterizaciones que comparte con el nicleo de T, para luego definir y analizar a
los operadores a- Fredholm.

En el tercer capitulo se estudia a los operadores a-Weyl y se revisaran algunas de
sus propiedades, ademas se introduciré la nocién del espectro de a-Weyl y su relaciéon
con los espectros de T, més aun, se estudiara si cumple con el Teorema del mapeo
espectral, para finalizar introduciremos el estudio de las matrices de operadores y su
espectro a-Weyl.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se plantearan los resultados bésicos que ayudaran a presentar y
desarrollar la teoria de operadores Fredholm para espacios con dimension finita.

Sea X un espacio lineal (o espacio vectorial) sobre K, donde K es el campo de
nimeros reales o complejos. A los elementos de X se les llamaran vectores y los
elementos de K se les dirdn escalares. A lo largo de este trabajo usaremos a X,Y, 7
para referirnos a los espacios normados.

Un espacio lineal dotado de una norma se denomina espacio lineal normado o
solo espacio normado. Si un espacio lineal normado es completo con respecto a la
métrica inducida por la norma, entonces se llama espacio de Banach.

Sea X un espacio linal. Un producto interno en X es una funcion (-,-) : Xx — K
que satisface lo siguiente

(i) (z,z) > 0 para todo = € X,
(ii) para todo x € X, (z,2) =0siy sélo xz =0,
(iii) (azx,y) = a(x,y) para todo a € K, z,y € X,

(iv) (x +vy,z2) = (x,2) + (y,2), para todo z,y,z € X,

v) (7, y) = (y,2),
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donde @ denota el complejo conjugado de a. Un espacio lineal con un producto in-
terno se denomina espacio con producto interno.

Usando la desigualdad de Schwarz, (|(z,y)|* < (z,z)(y,y), para cualquier z,y €
X) se puede definir una norma a partir del producto interno, como ||z|| = (z, )2
para x € X, por lo que todo espacio lineal con producto interno es un espacio nor-
mado. Si X es completo con respecto a la métrica inducida por esta norma, entonces
se llama espacio de Hilbert. Para diferenciar a los espacios normados con los espacios
de Hilbert, a estos ultimos los denotaremos por H,K o L. En lo que sigue, la clau-
sura (cerradura) de un subconjunto S de un espacio normado se denota por cl(S) o0 S.

La nocién de ortogonalidad de los vectores es muy importante en un espacio con
producto interior. Se dice que los elementos z,y en un espacio con producto interior
son ortogonales si (z,y) = 0, y lo denotamos por x L y.

Para un subconjunto S de X, el complemento ortogonal de S es el conjunto
Sti={x € X :(x,u) =0, para todo u € S}.

Asi, el conjunto S+ consta de aquellos vectores en X que son ortogonales a todos-
los vectores en S. Por la continuidad del producto interno obtenemos que S* es un
subespacio cerrado de X. Si S y S son subconjuntos de un espacio con producto
interno tal que L y para todo x € S; y y € Ss, entonces escribiremos S; L 5.

A continuacién presentaremos algunas de las propiedades principales del comple-
mento ortogonal, las cuales se pueden consultar en [15] y [17].

Lema 1.1. Si X es un espacio con producto interior y S C X entonces:

0e St

Si 0 € S entonces SN S+ = {0}, en otro caso SN S+ = 0.

P+ =X; {0}t = X; X+ ={0}.

Si S contiene una bola abierta B(a,r), para algin a € X yr > 0, entonces
S+ = {0}; en particular, si S es un conjunto abierto no vacio, se obtendrd que

St = {0}



» Si B C A, entonces A+ C B*.
= S C(SHE

Teorema 1.2. Sea S un subespacio lineal cerrado de un espacio de Hilbert H. Para
cualquier x € H, existe un tnicoy € S y z € S* tal que x = y + 2.

Escribiremos S*++ = (S+)1.

Corolario 1.3. 57 S es un subespacio lineal cerrado de un espacio de Hilbert H,
entonces S+ = S.

Corolario 1.4. Si S es un subespacio lineal cerrado de un espacio de Hilbert H
entonces H =S @ S*, es decir, H =S + S+ y SN S+ ={0}.

Recordemos lo siguiente, sea X un espacio vectorial sobre el campo K, y supon-
gamos que existe una operacion binaria llamada producto definida entre vectores

COIMo:

XXX — X
(zy) — 2y

Decimos que X es un dlgebra si para todos u,v,w € X y A € K cumplen que:
a) (u-v)-w=u-(v-w).
b) Existe e € X tal que e-u=u-e = u.
c) u-(u+v)=u-v+u-w.
d) v+w)-u=v-ut+w-u.
e) u-Av=XAu-v=>Au-v).

Si ademés se cumple que X es un espacio de Banach y ||uv|| < ||u|| ||v]], para
cualquier u,v € X, diremos que X es un algebra de Banach.
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1.1. Operadores lineales

Recordemos que una funcion T : X — Y entre espacios vectoriales X e Y se
llama operador lineal si

T(x+y)=T(x)+T(y) para todo z,y € X,
T(az) = aT(x) para todo z € X,a € K.

SiT: X — Y es un operador lineal, a menudo escribiremos 7'z en lugar de T'(x)
para z € X. Observemos que

N(T)={zxe X :Tx =0}
es un subespacio de X, llamado el espacio nulo de T, y
R(T)={Tz:z e X}

es un subespacio de Y, llamado el rango de T.

Decimos que un operador lineal 7' : X — Y es uno a uno (o inyectivo) si
N(T) = {0}, y es sobre (o sobreyectivo) si R(T') =Y.

Sean X e Y espacios normados. Sabemos que un operador lineal continuo de X
en Y es una funcion del espacio lineal X en el espacio lineal Y que es continuo con
respecto a las topologias inducidas por las normas de X e Y respectivamente.

Definicién 1.5. Sea T : X — Y un operador lineal entre los espacios normados X
eY. T es un operador lineal acotado (o simplemente operador acotado) si existe
c > 0 tal que

||Tx|| < c||z|| para todo x € X.

Ademas, T es un operador acotado si y sélo si la imagen bajo T de cualquier
conjunto acotado en X es acotado en Y.

Gracias al siguiente resultado, el cual puede ser consultado en [17], observamos
que los términos “operador lineal acotado” y “operador lineal continuo” son sinéni-
mos y, como tales, los usaremos indistintamente.
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Teorema 1.6. Sea T' un operador lineal de un espacio normado X en un espacio
normado Y . Los siguientes enunciados son equivalentes:

a) T es un operador lineal acotado.

b) T es un operador lineal continuo.

c) T es uniformemente continuo.

d) T es continuo en algin punto xy de X.
e) T es continuo en 0.

De aqui en adelante, para fines practicos, solo diremos operador acotado en lu-
gar de operador lineal acotado. Los resultados restantes de esta seccion pueden ser
consultados en [1], [15], [17] y [18].

Denotamos el conjunto de todos los operadores acotados de X a Y por B(X,Y).
Si Y = X, entonces escribimos a B(X,Y) como B(X). Si T € B(X), entonces
decimos que 7' es un operador acotado en X.

Observemos que B(X,Y") es un espacio lineal con suma y multiplicacién escalar
que se definen puntualmente, es decir, si 7,71, T, € B(X,Y) vy a € K, entonces
Ty + T y oT estan definidos por

(Ty + Ty)(z) = The + Thx, x € X,
(aT)(z) =aTx, z € X.

Ademas, para dotar a B(X,Y’) de una norma necesitamos la siguiente igualdad
inf{c > 0:||Tz|| < ¢||z||,z € X} = sup{||Tz|| : x € X, ||z|| < 1},
y asi en particular ||Ty|| <sup{||Tz|| : ||x|| < 1}||y|| para todo y € X.
Lema 1.7. Sean X e Y espacios normados. Si || || : B(X,Y) — R se define por
T = sup{||Tz|| : 2 € X, [[2]] <1}, T € B(X,Y),
entonces || - || es una norma en B(X,Y).

Teorema 1.8. Si Y es un espacio de Banach, entonces B(X,Y) es un espacio de
Banach.
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Notemos que, si X, Y y Z son espacios normados, T'€ B(X,Y)y S € B(Y, Z),
tomando la operacién o como la composicién de funciones, entonces SoT" € B(X, Z)
v [|SoT|| <|IS||||T]||- A menudo escribiremos ST en lugar de S o7 y lo llamaremos
el producto de S'y T.

Claramente, si X es un espacio de Banach entonces B(X) con su suma de ope-
radores, multiplicacion por un escalar, su producto de operadores y su norma ante-
riormente definidos, es un algebra de Banach.

Si los espacios X, Y y Z no son todos iguales, el hecho de que podamos definir
el producto ST no significa que podamos definir el producto T'S. Sin embargo, si
X =Y = Z entonces T'S y ST estaran definidos, pero estos pueden no ser iguales,
incluso si todos los espacios son de dimension finita.

Luego, para T € B(X), TT se denotard por T?% TTT se denotard por T2 y, mas
generalmente, el producto de T" consigo mismo n veces se denotara por 1".

Lema 1.9. Sea X un espacio normado. Si {T,} y {Sn} son sucesiones en B(X)
tales que T,, — T y S, — S entonces S, T,, — ST.

Definicién 1.10. Sean X, Y espacios normados. Se dice que un operador T €
B(X,Y) es invertible, si existe S € B(Y,X) tal que ST = Ix, T'S = Iy, en cuyo
caso S es el inverso de T y se denota por T~!.

Noétese que, si T' € B(X,Y) es invertible entonces su inversa es tnica. Tomando
aT € B(X,Y),S € B(Y,Z) invertibles, se puede verificar que (ST)™! = T-1S~1
En caso que T € B(X) es invertible, entonces (T~')~! = T y, para Ix € B(X),
It = Ix.

Definicién 1.11. Sea T un operador lineal de un espacio normado X en un espacio
normado Y. Decimos que T estd acotado por abajo si existe una constante a > 0 tal
que

allz|] < |[Tz],

para todo x € X (donde la norma del lado izquierdo es la norma en X y la del lado
derecho es la norma en Y).

Lema 1.12. Sea T un operador lineal de X en Y. Los siguientes enunciados son
equivalentes.
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(a) T tiene inversa en su rango.

(b) T es acotado por abajo.

Ademas, si T € B(X,Y) y si X es un espacio de Banach, entonces cada uno de

los enunciados equivalentes anteriores implica que R(T) = R(T) (es decir, R(T) es
cerrado en Y ).

Sea T € B(X,Y), el mddulo minimo de T es

m(T) = mf{[[T|] - ||| = 1}.
Si T es acotada por abajo entonces m(7") > 0.

Teorema 1.13. Sea T € B(X,Y). m(T') > 0 si y sélo si R(T') es cerrado y N(T') =
{0}.

SiT € B(X,Y), escribimos dist(x, N(T')) = inf{||x—y|| : Ty = 0}, para cualquier
r e X.

Definicién 1.14. Si T € B(X,Y), el modulo minimo reducido de T es definido
como

i)
2gN(T) dist(x, N(T))
Si T =0, tomamos a y(T) = oc.

(1) =

Teorema 1.15. Sea T' € B(X,Y). Entonces y(T) > 0 si y solo si R(X) es cerrado.

1.2. Operador adjunto

Sean X,Y espacios con productos internos y 7' : X — Y un operador lineal. Un
operador lineal 7% : Y — X se le llamara el adjunto de T si

(Tz,y) = (z, T*y) para todo z, € X,y € Y.

Observemos que los productos internos en el lado izquierdo y el lado derecho de la
ecuacién anterior son los de X e Y, respectivamente.

Se puede observar que si T € B(X,Y), entonces T* € B(Y,X). Ademds, las
siguientes relaciones son validad:
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T =TI, [|T*T|| = ||T,
N(T) = R(T*)*, N(T*)=R(T)",
N(T)* = R(T%), N(T*)* = R(T).

Es posible que el adjunto de un operador sea el propio operador, por ejemplo, sea
X un espacio con producto interno, si I es el operador de identidad en X entonces
I*=1.

Los siguientes resultados de esta seccién pueden ser consultados en [15] y [17].

Lema 1.16. Sean H, K y L espacios de Hilbert, R,S € B(H,K), T € B(K,L) y
a,b € C. Entonces:

(i) (T*) =T;
(ii) (aR+ bS)* = aR* + bS*;
(i) (TR)* = R*T™.
Ahora tenemos una consecuencia inmediata.

Corolario 1.17. Sea T' € B(H). Las siguientes propiedades son equivalentes:

(a) T es invertible;

(b) N(T*) = {0} y existe a > 0 tal que ||Tx|| > al|z|| para todo x € X.

También existe una relacion entre la invertibilidad de un operador y la invertibi-
lidad de su adjunto.

Lema 1.18. Si T € B(H) es invertible entonces T* es invertible y (T*)~t = (T1)*.

El siguiente resultado probablemente sea bien conocido ya que relaciona el médulo
minimo de un operador con su adjunto.

Teorema 1.19. Dado T € B(H), implica que
m(T) = mf{\ € C: X € o((TT*)2)},

donde o(A) = {A € C: A— X no es invertible} es el espectro del operador A.
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Por ultimo daremos algunas relaciones sobre las dimensiones del nticleo y rango
de Ty T*.

Teorema 1.20. Si H es un espacio de Hilbert y T € B(H), entonces
1) dim N(T) = dim R(T™)*.
2) dim N(T*) = dim R(T)*.

Teorema 1.21. Si H es un espacio de Hilbert y T € B(H), entonces dim R(T) =
dim R(T*) (ya sea finito 6 o). En particular, T tiene rango finito si y sdlo si T*
tiene rango finito.

1.3. Operadores compactos

Una clase importante de operadores que estudiaremos son los llamados operado-
res compactos.

Definicién 1.22. Sean X e Y espacios normados y T : X — Y un operador lineal.
Se dice que el operador T es un operador compacto, si para cada subconjunto acotado

E de X, T(E) es un subconjunto relativamente compacto, es decir, T'(E) es compacto.

Denotaremos el conjunto de todos los operadores compactos de X a Y por
K(X,Y), ademds notemos que cada operador compacto es un operador acotado, es
decir, K(X,Y) C B(X,Y). En el caso de que Y = X, entonces denotamos K(X,Y)
por K(X), y se dice que un operador T' € K(X) es un operador compacto en X.

Claramente, T' es un operador compacto si y sélo si para cada sucesion acotada
(x,) en X, la sucesion (T'z,) en Y tiene una subsucesién convergente.

Ahora presentaremos algunas propiedades algebraicas bien conocidas de los ope-
radores compactos, las cuales se pueden consultar en [15].

Teorema 1.23. Sean X,Y, 7 espacios normados.

(a) Si S,T € K(X,Y) ya,b e C entonces aS + bT es compacto. Asi K(X,Y) es
un subespacio lineal de B(X,Y).

(b) Si S € B(X,Y), T € B(Y,Z) y al menos uno de los operadores S 6 T es
compacto, entonces T'S € B(X,Z) es compacto.
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Recordemos que un operador T entre espacios normados X e Y es de rango
finito (6 1" es un operador lineal de dimensién finita) si tiene un rango de dimensién
finita. El siguiente teorema muestra, como caso particular, que todos los operadores
lineales en espacios de dimension finita son compactos. Por lo tanto, los operadores
compactos son una generalizacién de los operadores en espacios de dimensién finita.

Teorema 1.24. Sean X,Y espacios normados yT € B(X,Y).
(a) Si T tiene un rango finito, entonces T es compacto.
(b) Si dim(X) ¢ dim(Y') son finitos, entonces T es compacto.

Teorema 1.25. Si X es un espacio normado de dimension infinita, entonces el
operador de identidad Ix en X no es compacto.

Corolario 1.26. Si X es un espacio normado de dimension infinita y T € K(X),
entonces T' no es invertible.

El siguiente teorema indica que el limite de una sucesion de operadores compactos
en B(X,Y) es compacto.

Teorema 1.27. Si X es un espacio normado, Y es un espacio de Banach y {T,} es

una sucesion en K(X,Y') que converge a un operador T € B(X,Y), entonces T es
compacto. Asi K(X,Y') estd cerrado en B(X,Y).

Corolario 1.28. Si X es un espacio normado, Y es un espacio de Banach y {T,,} es
una sucecion de operadores acotados de rango finito que convergen a T € B(X,Y),
entonces T' es compacto.

Denotamos por Ky(X,Y) al conjunto de todos los operadores acotados de rango
finito de un espacio normado X en un espacio normado Y. El Corolario 1.28 nos dice
que Ko(X,Y) = K(X,Y), si Y es un espacio de Banach. Ademas, tenemos que

Ko(X,Y) C K(X,Y)C B(X,Y).

Teorema 1.29. SiH es un espacio de Hilbert y T € B(H), entonces T' es compacto
sty solo si T es compacto.
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1.4. El Algebra de Calkin

Recordemos algunas definiciones esenciales. Sean X un espacio lineal y M un
subespacio cualquiera, definamos en X la siguiente relacion:

v~usiv—u€ M.

Obsevemos que ~ es una relacién de equivalencia. Por consiguiente el espacio cociente
X/M es la coleccion de todas las clases [z] = 2+ M = {z +w : w € M}, donde
x € X. Este conjunto, dotado de las siguientes operaciones vectoriales

] + o] = (u+ M)+ (0 + M) = (u+0) + M = [ut ] y
Au] = AMu+ M) = u+ M = [Aul,

con u,v € X y A € K, es un espacio lineal. Mas atn, si M es cerrado entonces la
funcion || - || x/a, definida en X/M mediante la regla

= inf ||b|| = inf
I a] [vasi= jing (11l = inf Jla-+ ml]

es una norma en X /M, y el espacio X/M dotado con esta norma es un espacio de
Banach.

Dado que K (X) es cerrado en B(X) entonces el espacio cociente B(X)/K(X) es
un espacio de Banach. Por otro lado, para el espacio Ky(X) no podemos concluir de
igual manera ya que este no es cerrado.

Definicién 1.30. Sea X un dlgebra, se dice que T C X es un ideal del dlgebra X si

i) a—b €T para todo a,b € L.

ii) a-b€Z yb-a €, para todoa € X ybe .

Los conjuntos Ko(X) y K(X) son ideales para el dlgebra B(X).

Lema 1.31. Sea X un dlgebra de Banach con identidad e y sea T un ideal cerrado
en X, tal que T # X. Entonces la relacion de equivalencia ~ es congruente con el
producto en el dlgebra X . Al dotar al espacio cociente X /T con la operacion producto

[u]fv] = [uv],
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X/Z se convierte en un dlgebra de Banach con identidad [e] = e + T.

Notemos que, si Z es solamente un ideal, X/Z es solamente un &lgebra con las
operaciones del espacio cosiente. Por tal motivo B(X)/Ky(X) es nada mas que un
algebra. Por otra parte gracias Lema 1.31, B(X)/K(X) es un dlgebra de Banach con
identidad [Ix] = Ix + K(X), al que llamaremos el dlgebra de Calkin.

Sea A un algebra de Banach con identidad e. Diremos que u € A es invertible
por la izquierda (derecha) si existe v € A tal que vu = e (uv = e). Mas atn, u es
invertible si es invertible por la izquierda y por la derecha.

Observemos que,en el caso donde A = X/Z, tenemos que [u] es invertible por la
izquierda si y sélo si existe v € X tal que e — vu,vu —e € 7.

De manera analoga se procede para [u] cuando es invertible por la derecha.

Definicién 1.32. Sean X un dlgebra de Banach e Z un ideal. Para u € X, diremos
que:

» u es wnvertible por la izquierda modulo T si existe v € X tal que e —vu € L 0
vu—e €.

= u es invertible por la derecha modulo I si existe v € X tal que e —uv € 7 0
uv —e €.

» u es tnvertible modulo I si es invertible por la derecha modulo Z y por la
1zquierda modulo T.

1.5. Operadores de Fredholm

La siguiente teoria aunque se cumple para espacios de Banach, ver [1], para nues-
tros propositos la presentaremos para espacios de Hilbert, ya que las demostraciones
siguen siendo iguales.

Sean H, K espacios de Hilbert; si T € B(H,K) definamos y denotamos a la
nualidad y defecto de T como nul(T') := dim N(T) y def(T) := codim R(T) =
dim H/R(T) respectivamente. Dado que estamos en un espacio de Hilbert, se puede
probar que def(T) = dim N(T™).

Definicién 1.33. Sean H,KC espacios de Hilbert, el conjunto de todos los operadores
semi-Fredholm superiores estd definido por
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O, (H,K):={T € B(H,K) : nul(T) < 0o y R(T) es cerrado},

mientras que el conjunto de todos los operadores semi-Fredholm inferiores estd defi-
nido por

O_(H,K):={T € B(H,K) : def(T) < oo}
El conjunto de todos los operadores semi-Fredholm estd definido por
O L(H,K) =P (H,K)UDP_(H,K).
El conjunto de todos los operadores Fredholm estd definida por
O(H,K) =D (H,K)ND_(H,K).

Estableceremos que ¢, (H) = . (H,H), P_(H) = P_(H,H), P(H) = P(H,H)
y ©L(H) = 2L (H, H).

Un concepto importante en la teoria de Fredholm es la nociéon de indice de un
operador. Si T' € &L (H, K), el indice de T es definido como

i(T) =nul(T) — def(T).

Claramente, i(7") es un ntmero entero ¢ £oo, el caso donde el indice sea +oo
serda de gran interés cuando extendamos la teoria de Fredholm.

Definicién 1.34. Sea T' € B(H,K). Diremos que T es un operador Weyl si T €
O(H,K) yi(T)=0.

A continuacién presentaremos algunos resultados para los operadores de Fredholm.

Lema 1.35. Sea T € B(H,K). Entonces T € & (H,K) si y solo si T* € &_(H,K).
Ademds, T € ®_(H,K) si y sdlo si T* € . (H,K). En ambos casos i(T) = —i(T*).

Teorema 1.36. Sean Hi,Hs y Hs espacios de Hilbert. Si T € B(H1,Ha) y S €
B(Hz, Hs).

1) SiT e (Hi,Hs) yS € P (Ha, Hs), entonces ST € & (Hi,Hs) y

nul(ST) < nul(T) + nul(S), def(ST) < def(T) + def(S),
i(ST) =4i(T) +4(9).
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2) SiTed (Hy,Ha) yS e P_(Ho,Hs), entonces ST € ®_(H1, Hs).

3) SiT e D(Hy,Ha) yS € P(Ho,Hs), entonces ST € P(Hq, Hs).
Teorema 1.37. Dado H,,Hs espacios de Hilbert,se cumple que

1) SiT € Oy (Hi,He) y A€ K(Hi,Hs), entonces T+ A € O (Hq, Ha).

2) SiTed (Hy,Ha) yAe K(Hy, Ha), entonces T + A € ®_(Hy, Ha).

3) SiT e ®(Hy,Ho) yAe K(Hy,Hs), entonces T + A € O(Hy, Ha).

Recordemos que el dlgebra de Calkin B(H)/K(H) = C(H) es un &algebra de

Banach con la norma
T+ K(H)|| =Wf{||T+ F||: F € K(H)} = |[T||g), T € B(H).

Sea m : B(H) — C(#H) denota el homomorfismo natural en C(H) dado por
(1) =T+ K(H).

El siguiente resultado es muy importante ya que nos permite caracterizar a los
operadores Fredholm.

Teorema 1.38 (Atkinson). Sean H,K espacios de Hilbert y T € B(H,K). Las
siguientes proposiciones son equivalentes:

i) T es un operador Fredholm, es decir, T € ®(H, K).

ii) Erxisten operadores Ay, Ay € B(IC,H), F1 € Ko(H) y F> € Ko(K) tales que
AT =I1+F,TA =I+F,.

iii) Existen operadores Ay, Ay € B(K,H), Fy € K(H) y > € K(K) tales que
AT =I+F, TA =I+F,

Si consideramos a 7y : B(H) — B(H)/Ko(H) el homomorfismo natural, dado
por mo(T) =T + Ko(H), entonces podemos obtener el siguiente resultado
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Teorema 1.39 (Atkinson II). Si T € B(H). Las siguientes proposiciones son equi-
valentes

i) T es un operador de Fredholm;
ii) mo(T') es invertible en el dlgebra B(H)/Ko(H);
iii) ©(T) es invertible en el dlgebra de Calkin C(H).
Gracias al teorema de Atkinson obtenemos algunos resutados

Teorema 1.40. Sean Hi,Hs y Hs espacios de Hilbert, T € B(Hi,Hs2) y S €
B(Ho; Hs). Entonces

1) Si ST € & (H1,Hs) y T € ®(H1,Hs) entonces S € Oy (Ha, Hs).
2) Si ST € ®_(H1,Hs) y S € P(Hy, Ha) entonces T € _(Ha, Hs).
3) S1 ST € ®(Hq,Hs) entonces T' es Fredholm si y solo si S es Fredholm.

Teorema 1.41. Sean S € B(H) y T € B(H), ST =TS y ST Fredholm, entonces
S y T son Fredholm.

Lema 1.42. Sean H,K espacios de Hilbert, T € &, (H,K) y M un subespacio ce-
rrado de H. Entonces T(M) es cerrado en K.

1.6. El modulo minimo esencial

Si ‘H un espacio de Hilbert complejo separable. Sea V|T'| la descomposicién polar

1
de T donde |T| = (T*T)2 y Ep(-) la medida espectral para |T|, inducida por la
familia espectral de |T'|. Definimos la nulidad esencial, denotado por ess nul T', como

ess nul T'= inf{dim R(Er([0,¢)) : € > 0}.
y definimos ess def T por

ess def T = ess nul T™.

El conjunto de los operdores invertibles en B(#) sera denotado como Zp). En [3],
Richard Bouldin demostré una caracterizacion para la clausura del conjunto de los
operadores invertibles.
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Teorema 1.43. El operador T pertenece a la clausura de los operadores invertibles

Iy 81y solo si ess nul T = ess nul T™.

Observacion. Notemos que el anterior teorema es valido para cualquier espacio
de Hilbert.

El espectro esencial de un operador T', denotado por o.(T), es definido como
0e(T) ={z:T — zI no es un operador de Fredholm}.
Definamos el mddulo minimo esencial de un operador T' como

me(T) = mf{\: X € o.(|T))}.

Teorema 1.44. Sean H un espacio de Hilbert y T € B(H) entonces se obtienen los
siguientes resultados:

i) me(T) = m(x(T)).
ii) me(T) > 0 siy sdlo si exvisten B € B(H) y K € K(H) tales que BT =1 + K.
iii) me(T) > 0 si y solo si R(T') es cerrado y nul T < oo.
i) me(T*) > 0 si y solo si existen A € B(H) y K € K(H) tales que TA=1+ K.
v) m(T*) >0 siy solo si R(T*) es cerrado y nul T* < oo.

vi) T es un operador Fredholm si y sélo si me(T) y m.(T*) son positivos, en este
caso me(T) = me(T%).

Definamos el mddulo de invertibilidad , denotado por p(T'), como
p(T) = inf{\ : dim E7((A — e, A + €))H = dim H, para € > 0}.

Establezcamos algunas de las propiedades basicas de p(7T') y su relacién con
me(T).

Teorema 1.45. Sea T' € B(H). Entonces se cumplen las siguientes clausulas:

i) p(T) > m.(T) > 0.
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ii) Sea G(-) denota la medida espectral de T*T. La siguiente formula, que es mds
accesible para los cdlculos, es equivalente a la definicion anterior de p(T):

p(T)? = inf{\ : dim G([0, A + €))H = dimH para € > 0}.

iii) Si p(T) es positivo entonces n(T) < dim H y dimT'(H) = dim H.

iv) Tenemos que p(T) = 0 si y solo si ess nul T = dim H. Por lo tanto p(T) =
0 = p(T*) implica que T pertenece a la clausura de los operadores invertibles.

v) Tenemos que p > 0 si y solo existen operadores B y C' tales que BT = 1 + C
donde dim C(H) < dim H. Es mds, B puede ser tomado tal que ||B|| esta

arbitrariamente cerca de ﬁ.

vi) Tenemos que p > 0 si y sdlo existen operadores B y C tales que TB =1+ C
donde dim C*(H) < dim H.

vii) Si ambos p(T') y p(T*) son positivos entonces son iguales.
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Capitulo 2

Teoria de operadores de
a—Fredholm.

En este capitulo generalizaremos algunos conceptos y resultados de las anterio-
res secciones, los cuales son necesarios para poder ampliar la teoria de Fredholm a
espacios de dimension arbitraria.

2.1. Operadores a—compactos.

En esta secciéon ampliaremos la nociéon de subconjuntos compactos, y posterior-
mente se definira lo que serda un operador a-compacto.

Sea ‘H un espacio de Hilbert no separable, a partir de este capitulo denotaremos
a dimH como h. Si a es un nimero cardinal tal que Ry < a < h, donde ¥j es la
cardinalidad de N, definamos el subconjunto F,(#) en B(#) como el conjunto de
todos los operadores de rango menor que «, es decir

Fo(H) ={T € B(H) : dim R(T) < a}.

Observemos que F,(H) es un ideal. En efecto, sea T' € Fo(H) y S € B(H), se tiene
que TS(H) = T(S(H)) C T(H), se sigue que dim(R(T'S)) < dim R(T) < «, por
lo tanto T'S € F,(H). Por otro lado, ST = S|gmT y el dominio de S|gr) es de
dimensién menor que a entonces dim(R(ST)) < «, de este modo ST € F,(H).

Ahora, si definimos Z,(H) := F,(H) obtenemos el siguiente resultado.

19
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Lema 2.1. El conjunto Z,(H) es un ideal cerrado en B(H).

Demostracion. Sean T € Z,(H) y S € B(H), entonces existe una sucesién {7}
en Fo(H) tal que T,, — T en B(H). Dado que F,(H) es un ideal de B(H), ST,
y TS pertenecen a F,(H), para todo n € N, por consiguiente {ST,,} y {7,,S} son
sucesiones de F,(#H). Como S € B(H), existe k > 0 tal que ||Sz|| < k||z||, para toda
x € H. Asi pues, tomando a ¢y =

€
2k
para n > N,,. Luego, para © € H con ||z|| < 1y n > N, se cumple que

existe N, € N que sastiface que ||T,, — T'|| < €

(TS — TS)x|| = (T,,8)x — (T'S)x|| = |[(T,, — T)(Sz)|]
< || = T IS2]] < okll]] < 5.

Por lo tanto [|T,,S —T'S|| < § < e de aqui que T'S € F,(H) = Z,(H). Andlogamente
para probar que ST € Z,(H). H

Lema 2.2. SiT € Z,(H) entonces T* € I,(H).

Demostracion. Sea T € T,(H), existe {T,,} en F,(H) tal que T,, — T y dim
R(T,) < a para todo n € N. Dado que dim R(T}) = dim R(7,) < « para cada
n €Ny TF — T* entonces T* € Z,(H). O

Notemos que si a = Ry, Fy,(H) es el conjunto de los operadores acotados de
rango finito, y por consecuencia Zy,(#H) es el conjunto de los operadores compactos.
Por ende es necesario generalizar el concepto de operador compacto.

Definicién 2.3. Sean H espacio de Hilbert y o un cardinal tal que g < o < h. Un
subconjunto E de H se denomina a—acotado si para toda € > 0 existe un conjunto
{Zp, :m e M} CE con Card M < « tal que

EC U BE(xm)

meM

donde Be(z,,) es la bola con centro x,, y radio e.

Definicién 2.4. Si a es un cardinal tal que X < o < h, entonces un operador lineal
T € B(H) es a—compacto si T(B1(0)) es a—acotado donde B1(0) es la bola unitaria
en H.

Las muchas caracterizaciones del ideal Z,, (), pueden resumirse convenientemen-
te en el teorema obtenido en [11].
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Teorema 2.5. SeanT € B(H) y o un nimero cardinal tal que Xy < a < h. Entonces
las siguientes afirmaciones son equivalentes

1) T €Z,(H).
2) T es a—compacto.

3) Cada subespacio lineal cerrado Hy de H para el cual Hy C T(H), tiene dimen-
S10M MENOT que .

4) Para cada € > 0 existe un subespacio cerrado H, C H, con codimension menor
que «, tal que

T

H < €.

5) Todo subespacio de H sobre el cual T es acotado por abajo tiene dimension
menor que o.

2.2. Conjuntos a-cerrados.

A continuaciéon daremos la nocién de subespacio a—cerrado, la cual fue intro-
ducida por G. Edgar, J. Ernest y S. G. Lee en [11], que nos ayudara a generalizar
algunos conceptos que tenemos en la teoria de Fredholm.

Definicién 2.6. Sean H un espacio de Hilbert y o un cardinal tal que 1 < o < h.
Un subespacio M de H es a—cerrado si existe un subespacio cerrado E de ‘H tal que
ECM ydim(MnNE) <.

Lema 2.7. Sea M un subespacio de H y « un numero cardinal. Si M es cerrado
entonces M es a-cerrado.

Demostracion. Dado que M es cerrado, como M C M y dim(MNM*) = dim({0}) <
a entonces M es a-cerrado. O

Sin embargo el reciproco del Lema 2.7 es valido bajo ciertas restricciones, como
lo veremos a continuacion.

Lema 2.8. Sean M un subespacio de H y a un nimero cardinal tal que a < V.
Entonces M es a-cerrado si y solo si M es cerrado.
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Demostracion. Supongamos que M es a-cerrado. Entonces existe £ C M cerrado
tal que £ C M y dim(M N E+) < a < Nj es decir M N E* tiene dimensién finita,
por lo tanto M = (M N E+) & E es cerrado. O

Los siguientes resultados, obtenidos de [12] y [13], son de gran importancia para
continuar con nuestro analisis.

Lema 2.9. Sean H un espacio de Hilbert y o un numero cardinal tal que 1 < a < h.
St M y L son subespacios de H, con M subespacio cerrado y dim L < «, entonces
K + L es a-cerrado.

Teorema 2.10. Sean T' € B(H) y a un nimero cardinal, Xy < o < h. Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes.

1) Existe A € Fo(H) tal que R(T + A) es cerrado.
2) R(T) es a—cerrado.

3) R(T*) es a—cerrado.

2.3. Nulidad aproximada

Recordemos la definicion de nulidad aproximada de un operador lineal en un espa-
cio de Hilbert, introducida por Edgar, Ernest y Lee en [1 1] y para ello enunciaremos
los dos siguientes lemas cuya demostracién la podemos consultar en [12].

Lema 2.11. Sea T € B(H) y € > 0. Entonces existe un subespacio cerrado M.(T)
de H tal que:

N(T) € M(T), (2.1)
|| Tz|| < €||x|| para todo x € M(T),z #0 y (2.2)
| Tx|| > €||z|| para todo x € (M.(T))*. (2.3)

Observemos que el espacio cerrado M (T') esta dependiendo tanto del operador
T como de €, cuando no hay confunsién con lo anterior denotaremos a M.(T') solo
por M..
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Lema 2.12. Sean T' € B(H) y € > 0. Supongamos que M es un subespacio cerrado
de H tal que para todo x € M se tiene que ||Tz|| < €||z||, y supongamos que L es
un subespacio cerrado tal que ||Tz|| > €||z|| para todo x € L+. Entonces se tiene que
dim M < dim L y dim L+ < dim M*.

Mas ain, si M’ y M" son subespacios cerrados tales que satisfacen las condiciones
(2.1), (2.2) y (2.3), entonces

dim(M') = dim(M") y dim((M")*) = dim((M")*4).

Entonces, para € > 0, sea §.(T) la dimensién comin de todos los subespacios que
satifascan las tres condiciones del Lema 2.11. Por lo que podemos dar el siguiente
concepto.

Definicién 2.13. La nualidad aprozimada del operador T' € B(H) es definida por
0(T) = min{d.(T) : € > 0}.

Observamos que para dados €; v €5, con 0 < €; < €, van a existir subespacios
cerrados M., y M., de H tales que va a satisfacer cada uno las condiciones (2.1),
(2.2) y (2.3) del Lema 2.11. En particular se va a cumplir lo siguiente

|| Tz|| < e|x|| para toda x € M., \ {0} y (2.4)

|Tz|| > ez para toda x € M. (2.5)

Como €; < € obtenemos que ||[Tx|| > e||x|| > €]|z]| para todo 2 € ML, entonces

€2

por el Lema 2.12, se tiene que:
0e,(T) = dim(M,,) < dim(M,,) = d.,(T),

y por lo tanto 0, (7)) < d.,(T"). De lo anterior va a existir un ¢y > 0 tal que 6.(7") =
d(T) para cada € € (0, €).

También notemos lo siguiente: si, para T' € B(H) y € € (0,00), M, es un subes-
pacio cerrado de H que satiface que

|| Tx|| < €||z|| para todo x € M.\ {0}, y (2.6)

||Tx|| > €||z|| para todo x € M.*, (2.7)
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entonces (T'(M,.)*)* sastiface las condiciones (2.1), (2,2) y (2,3) del Lema 2.11 para
T,

En efecto, primero probaremos que N(T7*) C (T(M.))*. Sea » € N(T*), para
cualquier y € T(M.h) existe z € M tal que y = Tz, esto implica que

(y,x) = (Tz,x) = (2, T"z) = (2,0) = 0,

por lo tanto z € (T(M1))+, es decir N(T*) C (T(M21))*.

Ahora probemos que (T'(M=1))* satisface (2.2) del Lema 2.11. Si x € (T(MX))*+\
{0} implica que (z,y) = 0, para todo y € T(M-*), de manera que para cualquier
z € M+, como Tz € T(MZ2}), se tiene que (T*x,z) = (x,Tz) = 0. Por lo tanto

T*x € (M)t = M., pues M, es cerrado. De lo anterior y de (2.6) se sigue que
1772 |]* = (T"%, T"x) = (2, TT"x) <[| @ || |T(T * 2)|| < ||=[le]|T"z]l,

cumpliendo que ||T*z|| < €||z||, para todo x € (T (M*))*+\ {0}.
Finalmente probemos que ((T'(M:=))*)* cumple con la condicién (2.3) del Lema
2.11. Sea y € T(MZ2), entonces existe x € M* tal que Tx =y y

1 [Tyl =l = [| |1T*T2|| = (2, T*Tz) = (Tz, Tz) = ||Tz||*.

Por (2.7), se sigue que ||Tx||* > ||Tz||e[|z|| = |[ylle]|=[| , por lo tanto |l[[||T"y|| >
e|ly]|, para todo y € T(MZ), concluyendo que ||T*y|| > €||y||, para todo y € T(M=).
Por tltimo, por el Lema 1.12, T(MZ=) es cerrado, lo cual implica que ((T'(M1))4)*+ =
T(M7).

Por todo lo anterior podemos dar el siguiente resultado:

Teorema 2.14. Sea T € B(H) y € > 0. Entonces existe un subespacio cerrado M,
de H tal que:

N(T™) € (T(M), (2.8)
|T*2|| < €l||z|| para todo x € (T(M))*:,2#0 y (2.9)
|[T*2|| > €||z|| para todo x € T(M> ). (2.10)

Mas aiin, 6.(T*) = dim((T(M21))*).

La siguiente caracterizacién de la invertibilidad por la izquierda médulo Z,, (H),
obtenida en [11], serd 1til en nuestro trabajo.
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Teorema 2.15. Sea H es un espacio de Hilbert de dimension infinita h y sea «
un namero cardinal tal que Xy < a < h. Entonces, para cualquier T € B(H), las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) T es invertible por la izquierda mdodulo F,(H).
ii) T es invertible por la izquierda mddulo L, (H).
iii) 6(T) < a.

i) nul(T) < a y R(T) es a—cerrado.

v) Eziste un subespacio cerrado M de H tal que M N N(T) = {0}, T(M) es
cerrado y dim M+ < a.

Demostracién. i) = ii) Por la contencién F,(H) C Z,(H) tenemos la prueba de esta

implicacién

i1) = 1i1) Supongamos que 71" es invertible por la izquierda médulo Z,, (H) entonces
existe S € B(H) tal que
I —STeZ,(H).

Sea 0 < ¢y < 1 fijo. Por el Lema 2.11, para el operador ST existe un subespacio
M., (ST) cerrado tal que

» N(ST) C M. (ST).

» ||(ST)z|| < €ol|z|| para todo z € M, (ST)\ {0} y

= [[(ST)z|| > eol|z|| para todo = € M, (ST)™.

De esto se sigue que

» N(T) C N(ST) C M, (ST),

75| < 18] eol ]| para todo x € My, (ST)\ {0} ¥

» ||Tz|| > ||S||  eol|z|| para todo x € M, (ST)*.
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Dado lo anterior, se deduce que ||(I —ST)z|| > ||z|| = ||(ST)x|| > ||z|| — €ol|x|| =
(1—e¢o)||z|| para todo x € M, (ST)\{0}, por lo tanto (I —ST')|u,,(sT) es acotada por
abajo, y como I — ST € Z,(H), por el Lema 2.5 obtenemos que dim(M.,(ST)) < «
Ahora, si € = ||S|| '€y, tomando a M (T) = M., (ST) se cumplen las condiciones
(2.1), (2.2) y (2.3) del Lema 2.11, por lo tanto 6(T") < §.(T) = dim(M,(ST)) < «

i1i) = iv) Sea 0(T) < «, entonces existe €y > 0 tal que para todo € € (0, ¢,

3(T) = §(T') < . Por consecuencia existe un subespacio M, cerrado tal que

(T
(1) N(T) C M..

(2) ||Tx|| < €l|x|| para todo x € M, \ {0}.
(3) |IT]| = eol|z[| para todo x € M.

De (1) obtenemos nul(T) < dim M, < a y de (3) que T es acotada por abajo
en M2} por lo que T(M*) es cerrado. Como H = M, & M2, lo cual implica que
R(T) =T(M,) & T(MY), ademas dim(T'(M,)) < dim(M,) = 6(T) < «, por lo tanto
por el lema 2.9 R(T') es a—cerrado.

iv) = i) Dado que R(T') es a-cerrado entonces existe E subespacio cerrado tal que
ECR(T)ydim(R(TYNE*) < a.Sea M =T Y(E)NN(T)* como MNN(T) = {0}
se tiene que T'|p; : M — F es inyectiva. Ahora, sea y € F C R(T), existe z € H tal
que T'(z) =y, como H = N(T) & N(T)* entonces existe u € N(T) y v € N(T)* tal
que z = u + v, se sigue que y = Tx = T(u +v) = Tv por lo tanto v € T~H(E), es
decir, v € T-Y(E) N N(T)* = M. Se concluye que T'|); es sobreyectiva, obteniendo
asi que T'|pr : M — E es biyectiva. Y como F es cerrado, existe S € B(H) tal que
(ST) |y = In, es decir, (I —ST)|y = 0.

Tomando a H = E® E+ vy H = M @& M+, podemos interpretar a 7'y S como
sigue

r— | Tl e vt S Ee B (2.11)
T21 T22
y
—1
5= {T’OM 8} E®E' > Mo M (2.12)

por lo que
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Iy 0 Ty O] [Tu T
(I=5T) = [0 IMJ { 0 0| [Ty Tx (2.13)
_ [ =TI Ta TTe] _ [0 Tl The (2.14)
O IMJ_ O IMJ_ ’

Por lo tanto R(I —ST) C M~ esto implica que dim R(I —ST) < dim M*. Ahora
observemos que M+ = (Mt N N(T))U (M*+ N (N(T)))*) con (ME-NN(T))n(MnN
(N(T))*) = {0}. Luego, como M C (N(T))* tenemos que N(T) C M=, obteniendo

asi que

dim(M*) = dim(M* N N(T)) + dim(M+ N N(T)*)
= dim(N(T)) + dim(M* N N(T)*) (2.15)
< a+dim(M*+n N(T)*),

y como T(M) = E entonces T(M NN(T)*) =T(M)NR(T) = ENR(T) por ello
si tomamos T'| (). : N(T)* — R(T), obtenemos que
dim(M*+ N (N(T))*) < dim(E+n R(T)).
En consecuencia
dim(M*) < a+dim(M* N N(T)H) < a+dim(E-NR(T)) <a+a=2a=a.

Por lo cual dim(R(I —ST)) < dim M+ < «, asf que I —=T'S € F,(H),concluyendo
que T es invertible por la izquierda médulo F, (H).

i1) = v) Supongamos que T es invertible por la izquierda médulo Z,, (H) entonces
existe S € B(H) tal que
I —ST eI, (H).

Sea 0 < ¢y < 1 fijo. Por el Lema 2.11, para el operador ST existe un subespacio
M., (ST) cerrado tal que

= N(ST) € M, (5T),

w [[(ST)zx|| < €l|x|| para todo x € M, (ST) \ {0} y
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» |[(ST)z|| > €o||z|| para todo z € M, (ST)*.

Si tomamos a M = M,,(ST)*, de lo anterior se sigue que M+ N N(T) = {0}, M
es cerrado y ||Tz|| > ||S™|eo para todo x € M, es decir, T es acotado por abajo en
M . Entonces por el Lema 1.12 T'(M) es cerrado. Finalmente, como I —ST € Z,(H) y
I—ST es acotado por abajo en M=, por el Teorema 2.5 obtenemos que dim(M*) < a.

v) = i) Supongamos que se cumple iv). Dado que M N N(T') = {0} esto implica
que M C N(T)* asf pues N(T') C M~ por lo tanto

nul(T) = dim N(T) < dim(M*1) < a.

Ademss, como H = M @& M* de ahi que R(T) = T(M) @& T(M%'), donde
dim(T'(M*1)) < dim M+ < «, por el Lema 2.9 se tiene que R(T) es a—cerrado.
0

De igual manera, daremos una caracterizacion de la invertibilidad por la derecha
moédulo Z, (H).

Teorema 2.16. Sean H un espacio de Hilbert de dimension infinita y o un nimero
cardinal tal que Xy < « < h. Entonces para cualquier T € B(H) las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

i) T es invertible por la derecha mddulo Fo(H).
ii) T es invertible por la derecha mddulo Z,(H).
i) 0(T*) < a.
iii) def(T) < a y R(T) es a—cerrado.
i) Eziste un subespacio cerrado M de H tal que M C R(T), y dimM~* < a.

Demostracion. Observemos que si T es invertible por la derecha médulo Z,(#) existe
S € B(H) tal que I — TS € Z,(H). Luego, por el Teorema 2.2 (I —T'S)* € Z,(H)
pero (I —TS)* =1— S*T* de aqui que I — S*T* € Z,(H), es decir, T* es invertible
por la izquierda médulo Z,(#H). Entonces, por los Teoremas 2.15 y 2.10 se deduce
que 7), i1), i4i) y 1v) son equivalentes.

Ahora probaremos que iv) = 7). Supongamos que se cumple iv), en consecuencia
R(T)* C M+ obteniendo asi que
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d(T) = dim(R(T))* < dim(M") < a.

Més atin, como M es cerrado, M C R(T) y dim(R(T) N M*) < dim(M*1) < «
se sigue que R(T") es a—cerrado.

Finalmente probaremos iii) = iv). Supongamos que para 1" € B(H) se cumple
quedef(T) < ay R(T) es a—cerrado, de esto ultimo se sigue que existe M subespacio
cerrado tal que M C R(T) y dim(R(T) N M+*) < « por consiguiente R(T)+ C M+,
por lo tanto

M* = (R(T)*NnM*Y) @ (R(T)N M*)

2.16
= R(TY* @ (R(T) N 014, 210
en consecuencia
dim(M*) = dim(R(T)*) + dim(R(T) N M*) (2.17)
<def(T)+a=a+a=a, '
concluyendo que 7' cumple iv).
O

2.4. Operadores de a-Fredholm

En esta seccién presentaremos el concepto de operador a-Fredholm, con a un
niumero cardinal mayor o igual que Ny. Veremos como estos operadores cumplen con
resultados analogos a los vistos en la Seccién 1.5.

Dado que el conjunto Z,(#) es un ideal cerrado de B(H), entonces B(H)/Z,(H)
es un algebra de Banach con las operaciones [S] + [T] = [S + T, [ST] = [9][T] vy la
norma ||[T]|| = inf{||T + K|| : K € Z,(H)}, donde [T] y [S] son las clases T+ Z,(H)
y S + Z,(H) respectivamente. Por otro lado, ya que el ideal F,(H) no es cerrado en
B(#H) esto implica que B(H)/F.(H) es solo un élgebra. Esto es importante porque
algunos resultados seran validos para ambos ideales, pero algunos otros no lo seran
por esta condicion.
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Usaremos 7, para denotar el homorfismo natural de B(#H) sobre B(H)/Z,(H)
dado por 7, (T) = T + Z,(#). Siguiendo la idea del teorema del Atkinson damos la
siguiente definicion.

Definicién 2.17. Sea o un niumero cardinal tal que 1 < o < h. Un operador T €
B(H) se llama a-Fredholm si w,(T) es invertible en B(H)/Zo(H).

Observemos que si 7, (7T) es invertible en H/Z,(H), existe S € B(H), tal que

Por lo tanto 7, (T) es invertible en B(H)/Z,(H) siy s6lo si T es ivertible médulo

Z.(H) siy solo si existe S1,5, € B(H) y K1, Ky € Z,(H) tal que SiT =1+ Ky y
TSy =1+ K.

En anteriores Secciones se han visto algunas propiedades que cumplen los opera-
dores Fredholm, por lo que nos preguntamos si todas ellas se pueden extender para
los operadores aa—Fredholm.

Teorema 2.18. Sean Ty, Ty € B(H). Si'Ty y Tz son operadores a-Fredholm. Entonces
15Ty es c-Fredholm.

Demostraciéon. Sea Ty y Ty a-Fredholm entonces existen Sy, Sy € B(H) y K1, K, K, K} €
Z.(H) tal que
SlTl :]—f-Kl, T151 :I—f-K{ y

SQTQ =1 + KQ, TQSQ =1 + Ké
De esto se tiene que
5152T2T1 == Sl([+K2)T1 - Sle1+SlK2T1 == I+K1+51K2T1 - I+(K1+S1K2T1),

con Ky + S1K,Th € Z,(H). Por lo tanto 7, (T5T1) es invertible por la izquierda.
Anélogamente para mostrar que 7, (757}) es invertible por la derecha, concluyendo
que 7(T5T1) es invertible. O

A continuacion daremos algunas caracterizaciones de los operadores a—Fredholm
con la ayuda de algunos resultados que obtuvimos en anteriores secciones.
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Teorema 2.19. Sean H es un espacio de Hilbert de dimension infinita y o un nimero
cardinal tal que Xy < a < h. Entonces, para cualquier T € B(H), las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(1) T es a— Fredholm.
(13) T es invertible mddulo Z,(H).
(17) max{d(T),6(T*)} < «
(i) nul(T) < a, def(T) < a y R(T) es a—cerrado.
Demostracion. Son consecuecia de los Teoremas 2.15 y 2.16. O]

Para fines practicos denotamos por ®,(H) al conjunto de todos los operadores
a-Fredholm en B(H). Recordemos que nuestro propdsito en esta seccidén es genera-
lizar los resultados que tenemos para los operadores de Fredholm en el caso de los
operadores a-Fredholm. Para ello, definamos a los operadores semi-a-Fredholm.

Definicién 2.20. Sean H un espacio de Hilbert con dimension h y o un cardinal tal
que a < h:

a) El conjunto de los operadores semi-a-Fredholm superiores, denotado por ®F(H),
esta dado como:

Y (H) ={T € B(H) : nul(T) < a y R(T) es a-cerrado}.

b) El conjunto de los operadores semi-c-Fredholm inferiores, denotado por ®_ (H),
esta dado como:

O (H)={T € B(H) : def(T) < o y R(T) es a-cerrado}.

Observemos claramente que @, (H) = &L (H) N ¢, (H). Ademds, podemos rees-
cribir los Teorema 2.15 y 2.16 de la siguiente manera.

Teorema 2.21. Sean H un espacio de Hilbert de dimension infinita h y o un nimero
cardinal tal que Xy < «a < h. Entonces, para cualquier T € B(H), las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
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i) T € DL (H).
ii) T es invertible por la izquierda moédulo Z,(H).
i) 0(T) < a.

Teorema 2.22. Sean H un espacio de Hilbert de dimension infinita y o un nimero
cardinal tal que Ng < « < h. Entonces para cualquier T € B(H) las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

i) T € d(H).
ii) T es invertible por la derecha mddulo Z,.
iir) 0(T™) < a.
Los siguientes colorarios son consecuencias inmediatas de los resultados previos.

Corolario 2.23. Si T € B(H) y a es un cardinal tal que Ry < o < h. Entonces,
T € d(H) siy sdlo siT* € O (H). Ademds T € O (H) si y sdlo si T* € dF(H).

Demostracion. Por los Teoremas 2.21 y 2.22 se tiene que T' € ®F(H) si y sélo si
T es invertible por la izquierda médulo Z,(H) si y sélo si T* es invertible por la
derecha médulo Z,,(H) siy s6lo si T* € & (H). Anadlogamente se deduce para el otro
caso. O

Corolario 2.24. Sean T,S € B(H) y a un cardinal tal que Rg < av < h.
i) SiTedH(H)yS e dL(H), se tiene que ST € L (H).
i) SiTed (H)ySed, (H), se tiene que ST € O (H).

Demostracion. i) Sean T,S € ®F(H) entonces existe 71,5, € B(H) y Ky, Ks, €
Z,(H) tal que

De esto se tiene que

T15:ST =T (I + K3)T = ThIT + T1 KsT
=1+ K +TVK.T =1+ (Ky+T1K.T),
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con Ky +T1 KT € Z,(H). Por lo tanto ST es invertible por la izquierda médulo Z,,
y por el Teorema 2.21 ST € O (H).
i1) Es andlogo a 7).

Teorema 2.25. Sea o un numero cardinal tal que Ny < o < h.
i) SiT e ®H(H) y F e F,(H) entonces T+ F € &L (H).
ii) SiTed (H) yF e Fo(H) entonces T+ F € & (H).
iii) SiT es a—Fredholm y F' € F,(H) entonces T + F es a— Fredholm.

Demostracion. i) Sean T € ®L(H) v F € Fuo(H), por el Teorema 2.21, T es
invertible por la izquierda médulo Z,(H), es decir, existe S € B(H) tal que
I-ST e€Z,(H). Dado que F' € F,(H) CZo(H) y Zo(H) es ideal, se sigue que

[~ S(T+F)=(—ST)+SF € T,(H),
por lo tanto T'+ F € ®F (H).
it) La prueba es analoga a ).

i11) Se deduce de 7) y 7).

Teorema 2.26. Sean T, S € B(H) y o un cardinal tal que Ry < o < h.
i) St ST € L (H) yT € ©o(H), implica que S € DL (H).
ii) Si ST € O (H) y S € ®o(H), implica que T € O (H).
iii) Si ST € ©,(H), entonces T € o (H) si y sdlo si S € O (H).

Demostracion. i) Supongamos que ST € ®F(H) con T € ®,(H). Por el Teorema
2.19, existe Ty € B(H) y K € Z,(H) tal que

Por esto, tenemos que

S =S8(TT, — K) = (ST)T; — SK.
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Dado que T; es invertible por la izquierda médulo Z, y ST € ®F(H), por el
Teorema 2.21 y el Corolario 2.24 se sigue que STT; € @} (H). Como SK €
Z.(H) concluimos, por el Teorema 2.25, que S € ®F (H).

i1) Es andlogo a ).

i1i) Se deduce de i) y 7).
[

Teorema 2.27. Sean TS € B(H) y o un cardinal, con Xy < o < h. Si ST es
a-Fredholm y ST = TS, entonces S y T son a-Fredholm.

Demostracion. Si ST € ®,(H) con ST = T'S entonces existe Ay, Ay € B(H) tal que

Al(ST) —I€e IOC(H) y (ST)AQ —I€e IQ(H)
Claramente (A;5)T —1 € Z,(H) y T(SAs) — I = (T'S)Ay — I = STA, — I € 7,(H),
por lo tanto T" es a—Fredholm. Se procede de igual forma para S. O

Sigue preguntarnos jcomo son ®F(H), & (H) y (H) en la topologia de B(H)?
Para ello tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.28. Sean H un espacio de Hilbert con dimension h y « un cardinal tal
que Ny < a.

1) El conjunto @ (H) es abierto en B(H).
2) El conjunto @ (

«

H) es abierto en B(H).

3) El conjunto ®,(H) es abierto en B(H).

Demostracion. i) Sea T € ®F(H), por el Teorema 2.21 se sigue que existe T €
B(H)y K € Z,(H) tal que
TT =1+K. (2.18)

Sean € = ||T1||™' y s € ®,(H) tal que ||S| < €. De (2.18) tenemos que
T(T+8)=TT+TS=(I+TS)+K.

Notemos que
TSI <[ Ty I S |I< [[Talle < 1,

por lo que (I —T1S)™ € B(H). De esto obtenemos que
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(I —TiS)'T(T+8) = (I - TWS)[(I + T1S) + K| = I + (I + T1S) 'K,

donde (I +T1S)™ 'K € Z,(H). Por lo tanto T + S es invertible por la izquierda
moédulo Z,, (H), es decir, T+S € @ (H). Se concluye que @ (H) es un conjunto
abierto en B(H).

[

Gracias al teorema anterior nos podemos preguntar jcémo es la clausura del
conjunto de los operadores a-Fredholm?

Teorema 2.29. Dados H un espacio de Hilbert con dimension h y o un nimero
cardinal tal que Ny < a < h. Tenemos que

B, (H) = {T € B(H) : 6(T) = 6(T) ¢ max{s(T),8(T)} < al.

Demostracion. Si max{d(T),0(T*)} < o, T € ®o(H) C P, (H).
Ahora, si se cumple que §(7") = 6(T™) por el Teorema 1.43, T' € Fp3). Esto implica

que existe {7}, } sucesion de Sy tal que converge a T'. De esto, se sigue que 7,(7},)
es invertible en B(H)/Z,(H) para todo n € N, por lo tanto T,, € ®,(H) para todo
n € N, concluyendo asi que T € ®,(H). Obteniendo finalmente que

{T € B(H) :6(T) =6(T") 6 max{d(T),0(T")} < a} C ®,(H).
Para demostrar la contencion que falta, vamos a probar que
[T € BOH) : 6(T) # 6(T") y max{[8(T),8(T")} = a} C H\ Bo(H).
Tenemos la siguiente igualdad
{T'e B(H) : 6(T) # 0(T") y max{s(T),6(T")} = a}

= U {T € B(H) : min{d(T),6(T")} < < max{d(T),0(T™)}}.
a<p<h
Notemos que para cualquier a < 8 < h,
{T € B(H) : min{o(T"),5(T")} < B <max{d(T),o(T")}}

={T € B(H) : T solo es invertible por la izquierda o derecha mdédulo Zg(H)},
el cual es un conjunto abierto en B(H) (por el Teorema 2.28) que no intercepta a
o, (H), por lo tanto

{T € B(H) : min{o(T"),5(T*)} < B <max{d(T),0(T*)}} Cint(H\ Pu(H)) =

H\ Do (H),

para todo a@ < 8 < h. Concluyendo asi lo que queriamos demostrar. O
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2.5. El médulo minimo «a-esencial

Gracias a que tenemos el concepto de los operadores a—Fredholm, podemos ex-
tender la nocion del moédulo minimo esencial de un operador para espacios de Hilbert
que no son separables.

Sean H un espacio de Hilbert de dimensién infinita, con dimensiéon h y o un
nimero cardinal que satisfaga Xg < o < h. Para cualquier T' € B(#H), establecemos
el espectro a-esencial de T' como

0o(T)={N€ C:T — X no es a-Fredholm}.

Observacion: Claramente o,(7T) C o(T). Luego, si T =T* y (Txz,x) > 0, para
todo x € H, por el Lema 6.46 de [17] se sigue que o,(7) C [0, 00).
Definamos el mdédulo minimo a-esencial de un operador 1" como

ma(T) =inf{\: X € 0,(|T))}.
Dado que |T'| = |T|* y (|T'|z,z) > 0, por la observacién anterior m, (7" € [0, 00).

Teorema 2.30. Sean H un espacio de Hilbert con dimension h y o un cardinal,
No <a<h. SiTe B(H) entonces se obtienen los siguientes resultados:

1) ma(T) = o([T]).
ii) mo(T) >0 si y sdlo si existe B € B(H) y K € Z,(H) tal que BT =1+ K.

(
(

iii) mo(T) > 0 si y sélo si R(T) es a-cerrado y nul T' < «.

iv) mo(T*) >0 si y solo si existe A€ B(H) y Zo(H) tal que TA=1+ K.
(

v) ma(T%) > 0 si y solo st nul(T*) <

vi) Sima(T),ma(T*) >0 siy sélo si T € &,(H). En este caso my(T) = ma(T*).



Capitulo 3

Operadores a-Weyl

En este capitulo veremos que los operadores Weyl y todos sus conceptos que
conlleva a definirlos, asi como algunos de sus resultados, pueden ser generalizados
para espacios de dimension mayor o igual que Ny.

3.1. Operadores Weyl
Recordemos que, si T € &L (H), el indice de T, denotado por 4, esta dado por:
i(T) = nul(T) — def(T)

Definicién 3.1. Sea H un espacio de Hilbert, la clase de los operadores Weyl en
B(H), denotado por ®o(H), esta definida por

Oo(H)={T € B(H): T € ®(H),i(T) = 0}.
El espectro Weyl de T' € B(H), denotado por w(T), esta definido como
w(T)={AeC:T — X no es Weyl }.

Por S. K. Berberian en [15], podemos establecer la siguiente equivalencia:

wT) = () oT+K)
KeK(H)

donde o(S) = {A € C: T — X no es invertible} para cualquier S € B(H).
Algunas propiedades de los operadores Weyl son las siguientes

37
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Teorema 3.2. Sea S,T € B(H), si S y T son Weyl esto implica que ST es Weyl.
Teorema 3.3. Si T € &y(H) y K € K(H) entonces T + K € Oy(H).
Teorema 3.4. SiT € Oy(H) siy solo si existe F € K(H) tal que T+ F' es invertible.

Teorema 3.5. Oy(H) es abierto, es decir, para cada operador T € $y(H) existe e > 0
tal que si un operador S € B(H) sastiface que ||S|| < €, entonces T + S € $o(H).

3.2. Operadores a-Weyl

En esta seccion presentaremos el concepto de operador a-Weyl, con a un ntimero
cardinal mayor o igual que Ny. Veremos como estos operadores cumplen con resulta-
dos andalogo a los vistos en la Seccién anterior.

Sea O, (H) = {« nimero cardinal : ¥y < o < h}
Podemos establecer una operaciéon suma en O(H) = O, (H)U{—p5: 5 € O, (H)}
como sigue, para cada a € O(H) tal que a > N,

) a+f=asi —a<f<a.
i) —a+f=—-asi —a<f<a.
iii) o —a=0.
Ahora podemos extender la definicién de indice de un operador como sigue.
Definicién 3.6. Sea T' € B(H) y B € ©,.(H). Definamos el f—indice de T' como
i(T), sifB =Ny 6p >Ry y max{nul(T),nul(T*)} > B,
0, si B> Ny y max{nul(T),nul(T*)} < p.

Observemos que ig € O(H) y ig(T) = —ig(T*). De [¢] obtenemos algunos resul-
tados que seran de gran ayuda.

Proposicién 3.7. Sea a cardinal tal que Xy < o < h.

i) Si T es a—Fredholm y K € Z,(H), entonces ig(T + K) = ig(T), para todo
N < ﬁ < Q.
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2) SiT es a—Fredholm y S es a—Fredholm entonces ig(TS) = ig(T)+1i5(S), para
todo Ny < B < a.

Luego, de la misma manera que se define a los operadores Weyl, se hara con los
operadores aa—Weyl.

Definicién 3.8. Sean T' € B(H) y a un cardinal, Xy < o < h. Decimos que T es
un operador a— Weyl si T es a— Fredholm y ig(T) = 0, para todo Xy < < «a.

Si Ng < a < h, entonces podemos definir una familia de operadores a—Weyl, en
notacién ®%(H), como:

PU(H) ={T € ®,(H) : ig(T) = 0, para todo 8,8y < 8 < a}.

Dada la definicién anterior podemos establecer el espectro esencial de Weyl de T
de peso a como

aw(T) ={N € C: X\ —T no es un operador « — Weyl} ={\ € C: \—=T g ®°(H)}.

Para fines practicos solo llamaremos a aw(T) como el espectro a-Weyl de T. Se
pueden observar que 0,(7T) C aw(T) para cualquier X < o < h.

En los siguientes problemas, aunque estdn presentados para F,(H), son validos
de igual forma para Z,(#) ya que sus demostraciones son andlogas.

Proposicion 3.9. Sean H un espacio de Hilbert de dimension infinita h y o un
numero cardinal tal que Xy < o < h. Se cumplen las siguientes cldusulas

1) SiT es a-Weyly F € F,(H) entonces T + K es a-Weyl.

2) SiT y S son a—Weyl obtenemos que T'S es a- Weyl.

Demostracion. Se sigue del los Teoremas 2.18 y 2.25, y la Proposicién 3.7. [

Teorema 3.10. Sean T € B(H) y a un nimero cardinal tal que Xg < o < h. T es
a—Weyl si y sdlo si existe ' € Fo(H) tal que T + F es invertible.
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Demostracion. Supongamos que 1" es a—Weyl, se sigue que n(T) = n(T*) y iz(T) =
0 para todo Ry < § < a.

Sin(T) =n(T*) < Vg es el caso del Teorema 3.4.

Si Rg < n(T) < a. Por observaciones anteriores existe €y > 0 tal que 6.(7") = 6(7T)
para todo € € [0, ¢).

Tomando ¢ € [0,¢), existe X, subespacio cerrado de H tal que N(T) C X,
|Tx|| < €||x|| para toda z € X, \ {0}, ||Tx|| > €||z|| para todo z € X} y dim X, =
30(T) =9(T) <

Més atin, por el Teorema 2.14 se cumple dim(7T'(X} )4) = 6.(T*) = §(T™) < a.

Sin pérdida de generalidad supongamos que §(7*) < §(T'). Por el Lema ?? 6(T) =
n(T) = n(T*) < §(T*) lo cual contradice nuestra suposicion.

Por lo tanto §(T') = 6(T*), esto implica que existe f € B(X,, T(X})1) isomorfis-
mo. Luego como T es acotado por abajo en X+, tomando a

Ty =T|xs : X2 — T(XH)*

es invertible. Podemos definir el siguiente operador

T = [{; H X, @ X - T(XE): @ T(xh). (3.1)
3
Claramente 7T es invertible. Observemos que 7' se puede expresar de la siguiente
manera
_ [ B (X [T
=0z [ [ ] 02
Entonces, tomando a
B -1 -] [X. T(XH*

obtenemos que R(F) C T(X21)* lo cual implica que dim R(F) < dim(T(X2})) < a.
Concluyendo que T'+ F = T es invertible con F' € F,(H).

Supongamos que existe ' € F,(H) tal que T'+ F es invertible, lo cual implica que
T+F es a—Fredholm con ig(T+F) = 0, para todo § < a. Dado que T' = (T'+F)—F,
con —F € F,(H) por el Teorema 2.25 y la Proposicién 3.7, T es a-Fredholm y
ig(T) = 0 para todo 8 < «, es decir T es a—Weyl. O
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Corolario 3.11. Para todo T € B(H) y o un cardinal tal que X < a < h, se
cumplird que aw(T*) = (aw(T))*.

Demostracion. Si\ € aw(T) siy solosi T — A € ®°(H) siy sélo si existe S € B(H)
invertible y K € F,(H) tal que T — M = S + K si y sélo si T* — A\ = S* + K* con
S* invertible y K € F,(H) si y solo si A € aw(T*). O

Teorema 3.12. Sean T € B(H) y a un nimero cardinal, Xy < oo < h. Entonces

aw(T) = ﬂ o(T+ F).
FeFa(H)

Demostracion. Si a = Ny, es el caso

Row(T) = (] o(T+F).
FeKo(X)

Si Ny < «, sea A € aw(T) entonces T'— \ es un operador a—Weyl, por el Teorema
3.10 existe F' € F,(H) tal que T'— X + F' es invertible, por lo tanto

Ag () oT+F).

FeFa(H)

Ahora, sea A € Nper, )0 (T + F) entonces existe ' € F,(H) tal que (T + F) —
A = (T — X\) + F es invertible, por el Teorema 3.10 T'— X es a—Weyl por lo que
A& aw(T). O

Corolario 3.13. Si T' € B(H) y a es un numero cardinal tal que Xy < a < h,
entonces aw(T + K) = aw(T), para todo K € F,(H).

Demostracion. Tomemos K € F,(H), por el Teorema 3.12 tenemos que

aw(l+K)= (] o((T+K)+F)= () oT+(K+F))=aw). (34)
FeFuo(H) FeFao(H)

O
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3.3. Teorema del mapeo espectral
Sea p(t) un polinomio de la forma
p(t) = ag + art + agt® 4+ - - + a,t".
Entonces, si T' € B(#) definamos el operador
p(T) = aol +a,T + a;T? + - -+ a,T".

Dado que estamos trabajando en un espacio de Hilbert sobre el campo C, el
espectro esencial cumplira con el Teorema del mapeo espectral.

Teorema 3.14. Sean H un espacio de Hilbert complejo y T € B(H). Si p(t) es un
polinomio entonces

a.(p(T)) = {p(A) : A € 0(T)}-

Vamos a denotar al conjunto {p(A) : A € o.(T")} por p(c.(T)).

Ahora, en base a esto una pregunta natural es la siguiente ;se puede decir algo
sobre el espectro de Weyl con respecto al Teorema del mapeo espectral?

Por las propiedades de los operadores Weyl tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.15. Si T € B(H) y p(t) es un polinomio, tenemos que
w(p(T)) € p(w(T)).

Para demostrar el anterior resultado, es indispensable el Teorema 3.2. Notemos
que el reciproco de este mismo no se cumple, ya que puede pasar que ST sea Weyl
pero S y T no lo sean. Por lo tanto, para demostrar la contencién que nos falta,
tenemos que probar bajo que condiciones se cumple el reciproco del Teorema 3.2.

Gracias al Teorema 1.41 una condicion necesaria es que S'y T conmuten. Luego,
por 1) del Teorema 1.36 sabemos que i(ST) = i(T) +i(.S), por lo que si ST es Weyl
esto implica que 0 = i(T") + i(S), por lo tanto, si queremos concluir que 7"y S son
Weyl, necesariamente i(7") e i(S) tienen que ser ambos no negativos o ambos no
positivos.



3.3 Teorema del mapeo espectral 43

Se dice que un operador T definido en un espacio de Hilbert H es hiponormal si
T*T — TT* > 0 o equivalentemente ||T*z|| < ||Tx|| para todo x € H. (3.5)

Si T es hiponormal, entonces T'— Al es hiponormal para todos los valores com-
plejos de A. Adicionalmente, si T es Fredholm, entonces, por (3.5), ind(T) < 0,
obteniendo asi el siguiente resultado.

Teorema 3.16. Si T y S son operadores hiponormales entonces
S y T son Weyl si y solo si ST es Weyl.

Notemos que el anterior Teorema es igualmente valido si S'y T tienen indices esta-
bles, es decir si ¢(T),i(S) > 0 6 i(T),i(S) < 0. Gracias al anterior teorema podemos
demostrar que el espectro de Weyl cumple con el Teorema del mapeo espectral.

Teorema 3.17. Sean T € B(H) un operador hiponormal y p(t) un polinomio, en-
tonces

w(p(T)) = p(w(T)).

Siguiendo la analogia de las secciones anteriores, la siguiente pregunta es natural:
el espectro a-esencial y el espectro a-Weyl de un operador 7' cumpliran el Teorema
del mapeo espectral?

Para el espectro a-esencial tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.18. Sean T € B(H), a un cardinal tal que Xy < o < h y p(t) un
polinomio, tenemos que

oa(p(T)) € ploa(T)).

Demostracion. Supongamos que p(t) no es una constante. Sea p & p(c,(7")). Consi-
deremos el polinomio p(t) — u, el cual lo podemos factorizar como

p(t) —p=alt = A)(t = Ag) - (t = An),
donde n es el grado del polinomio y a es el coeficiente mayor de p, se sigue que
p(T) —pl =a(T — MI)(T —XoI)--- (T — N\, I).

Para todo ¢ € {1,---,n}, p(\) = pu & p(on(T)) por lo tanto A; € 0,(T), es decir,
T — NI € ®,(H); se sigue del Teorema 2.18 que p(T) — ul € ®,(H). Concluyendo

que it & 0o (p(T)), lo que implica que 0, (p(T)) C p(oa(T)).
0
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Gracias a los resultados obtenidos en la Seccién 2.4 el espectro a-esencial de un
operador T cumpliré con el Teorema del mapeo espectral.

Teorema 3.19. Sean T € B(H), o un cardinal tal que Rg < a < h y p(t) un
polionomio. Entonces

p(0a(T)) = 0a(p(T)).

Demostracion. Sean p(t) es un polinomio y A € C'. Entonces p(t) — A es un polinomio,
por lo que tiene una factorizacién de la forma

p(t) = A=a(t —A\)(t— X)) (t = \p),
donde a, A1, -\, € C con a # 0. Por lo tanto
A g oa(p(T)) < p(T) — M € Pa(H)

S a(T— M) (T —N\J) € P, (H)
& (T —NI) € ,(H) para 1 < i < n (Teorema 2.27)

S N € oo(T) paratodoi =1,---.n (3:6)
< p(p) # A para todo pu € o, (T)
& A g ploa(T)),
lo que implica que
p(oa(T)) = 0a(p(T)).
O

Nuestro siguiente paso es saber si el espectro a-Weyl cumple con el Teorema del
mapeo espectral. Al igual que, para el espectro a-esencial, tenemos una contencién.

Teorema 3.20. Dados T' € B(H), a un cardinal tal que Ry < o < h y p(t) un
polinomio. Tenemos que

aw(p(T)) € plaw(T)).

Demostracion. Sea p ¢ p(aw(T')). Consideremos el polinomio p(t) — p, el cual lo
podemos factorizar como

p(t) = p=alt = M)t = Ag) -~ (t = An),
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donde n es el grado del polinomio y a es el coeficiente mayor de p(t), se sigue que
p(T) —pl =a(T — MI)(T —XoI)--- (T = N\ I).

Para todo i € {1,--- ,n}, p(\) = p & p(aw(T)) por lo tanto \; & aw(T), es decir,
T — N1 es a-Weyl; de 2) de la Proposicién 3.9 se sigue que p(T') — ul es a-Weyl.
Concluyendo que p € aw(p(T)). O

Para terminar de demostrar que el espectro de a-Weyl cumple con el Teorema
del mapeo espectral nesecitamos un resultado equivalente al Teorema 3.16 para ope-
radores a-Weyl. Por el Teorema 2.27, sabemos que si ST es a-Fredholm y conmutan
entonces S y T son a-Fredholm. Luego, por 1) de la Proposicién 3.9 tenemos que
ig(ST) = ig(T) + ig(9), para Xy < f < «, pero el hecho de que ig(ST) = 0 no
necesariamente implica que ig(T) = 0 = ig(S) para todo Xy < f < a. De aqui es
que nesecitamos que ig(7") e ig(.S) sean ambos no positivos o no negativos para que
se cumpla lo requerido.

Diremos que T tienen a-indice estable si ig(T") 6 ig(T) > 0, para Ry < f < a.
Por consecuencia obtenemos lo siguiente.

Lema 3.21. Sean T,S € B(H) y a un cardinal tal que g < o < h. Si T y S son
tales que ig(T) e ig(S) sean ambos no positivos o no negativos y ST =TS, entonces
ST es a-Weyl si y solo si T y S son a-Weyl.

Demostracion. Por resultados anteriores solo nos falta demostrar que si ST es a-
Weyl implica que 7"y S son Weyl.

Supongamos que ST es a-Weyl, es decir, ST es a-Fredholm y i3(ST) = 0 para
todo Ny < 8 < a. Por el Teorema 2.27 y la Proposicién 3.9 se tiene que Ty .S son
a—Fredholm e ig(ST) = is(T) +i5(S) esto implica que 0 = iz(T) +ip(S). Dado que
Sy T tiene f—indice estable solo puede suceder que ig(1) = 0 = i3(S) para todo
Ny < 8 < a. Concuyendo asi que S y T son a-Weyl. O

Esto da idicio a presentar el siguiente resultado.

Teorema 3.22. Sean T € B(H), a un cardinal tal que Xg < « < h y p(t) un
polinomio. Si T — Xl es no positivos o no negativos para todo \ € o(T), entonces

aw(p(T)) = plaw(T)).
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Demostracion. Sean p(t) es un polinomio y A € C. Entonces p(t) — A es igualmente
un polinomio, por lo que tiene una factorizacién de la forma

p(t) = A=alt = )t — X))+ (t = \p),

donde a, A1, -\, € C con a # 0. Por lo tanto

AE aw(p(T)) < p(T) — M es a-Weyl
S a(T—MI)--- (T — M) es a-Weyl
< (T — NI) es a-Weyl para 1 <i<n
por el Teorema 3.21 (3.7)
S N Eaw(T) paratodoi=1,---,n
< p(u) # X para todo p € aw(T)
& A ¢ plaw(T)),

lo que implica que
O

3.4. Elespectro a-Weyl de matrices de operadores

En esta seccion se mostrard en que condiciones una matriz operadora triangular
superior de 2 x 2 que actiia sobre el espacio de Hilbert H & K es a-Weyl, ademas de
estudiar su espectro a-Weyl.

Sean H y K espacios de Hilbert no separables. Si 7' € B(H) y S € B(K), vamos
a denotar por My a un operador que actia sobre H ¢ K de la forma

T C
MC - (O S) 5
donde C' € B(K,H). El espectro w(M) ha sido estudiado en [19]. Nuestro propésito
es estudiar bajo qué condiciones My va a ser un operador a-Weyl para cualquier

C € B(H,K), y asi poder analizar el aw(M¢). Empecemos con un resultado que
serda de gran ayuda para nuestro estudio.
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Teorema 3.23. Sean T € B(H), S € B(K) y a un cardinal tal que Ry < a <

min{dim(#), dim(K)}. Si (g 2’) es a-Fredholm si y solo si T y S son a-Fredholm.

-5 )42

Supongamos que Ty S son a-Fredholm, por el Teorema 2.19 existen 77 €
B(H),S, € B(K), F\,F| € Fo(H) y F», F} € F,(K) tal que

Demostracion. Sea

TT1:I—F1,T1T:I—F1’,SSlzf—ngSlS:I—FQ'

Definamos lo siguiente
T, O F, 0 F 0
! _ [
M‘(o Sl>’F_(O FQ)yF_<0 F)
e (T 0\ (I-F 0 .
MM_(O ss)= o0 1-m)TIF

, (TT, 0N _(I-F 0 \_, .
MM(O 551)( o 1-m)=I7F

con F, F' € F,(H & K). Por lo tanto M = (g g) es a-Fredholm.

Entonces

. Ly L
Ahora, supongamos que M es a-Fredholm entonces existe L = < LH L12> €
21 Lo

BH®K)y F = B Fo) o (Fa B € Fo(HOK) tales que ML = —F
oy Fy)’ Fyy F “
y ML =1—F’, se sigue que

MI = TLH TL12 _ I— Fll _F12
SLQI SL22 _F21 I— F22

LonT LS —Fy I-F,)’
lo cual 1mphca que TLu = ]—FH, SL22 = ]—FQQ, L11T = [—Flll y LQQS = [—FQ,Q
con Fi1, F{; € Fo(H) y Foo, Fyy € Fo(K). Por lo tanto Ty S son a-Fredholm.  [J
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Analicemos lo siguiente, sean H y K espacios de Hilbert y «,8 dos cardinales

tales que Xy < f < a < dim(H & K). Si M = g ?) conT € B(H)y I € B(K)

entonces nul(M) =nul(7") y nul(M*) =nul(7*), por lo tanto
ig(M) =ig(T) para todo Ry < f§ < a.

Por la Proposicién 3.7 se sigue que

(52 G D=t Yroll Y msrm

para todo Ny < 8 < «. Por todo lo anterior podemos dar el siguiente resultado.

Teorema 3.24. Dados T' € B(H), S € B(K) y a un cardinal tal que X < a <
min{dim(H), dim(K)}. Si T y S tales que ig(T) e ig(S) son ambos no positivos o no

negativos, entonces T y S son a— Weyl si y solo si (O g) es a— Weyl.
Demostracion. Supongamos 17"y S son a-Weyl. Por el Teorema 3.23 se sigue que
(72%) es a-Fredholm con ig(F %) =ig(T) +is(S) = 0+0 = 0 para todo o < 8 < «a,
por lo tanto (7 %) es a-Weyl.

Si suponemos que (g g) es a—Weyl entonces por el Teorema 3.23 Ty S son
a-Weyl y ig(T) +ig(S) = ig(% ) = 0, para todo Ry < f < a. Como que Ty S
tienen a-indice estables solo puede suceder que ig(T) = 0 = i3(.S), por lo tanto 7"y
S son a — Weyl. n

Corolario 3.25. Sean T' € B(H), S € B(K) y a un cardinal tal que X < a <
min{dim(H), dim(K)}. Si T y S son hiponormales, entonces T y S son a— Weyl si

y solo st es a— Weyl.

T 0
0 S

Recordemos que nuestro objetivo es estudiar al operador M¢ con C' € B(KC, H).
Notemos que al operador M¢ lo podemos expresar como sigue:

(0 DENE Y
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donde (é ?) es un operador invertible para cualquier C' € B(K,H), por lo tanto

se va a cumplir que ig(Mc) = ig(T) +ig(§§) + is(S) = ig(T) + i5(S) para todo
Ny < 8 < a. Por lo tanto tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.26. Sean T € B(H), S € B(K) y a un cardinal tal que Ry < a <
min{dim(#), dim(K)}. Si <€ ;
C € B(K,H). Mds ain, tenemos que

) es a-Weyl entonces Mg es a-Weyl para todo

aw(Mcg) C aw( (%; g,) ) C aw(T) U aw(S). (3.9)

0 S
ig(T) +ig(S) = 0, para todo Ry < < «, entonces por el Teorema 3.23, Ty S son

Demostracion. Si <€ g) es a-Weyl, es decir <€ g) es a-Fredholm y i3 (T 0) —

a-Fredholm. Gracias a la igualdad (3.8) y al Teorema 2.18 se deduce que M¢ es
a-Fredholm, para cualquier C' € B(KC,H). Més atn, ig(Mc) = ig(T) + i5(S) =

ig <€ g,) = 0 para todo Xy < 8 < a, por lo tanto M¢ es a-Weyl.

Ahora demostremos las contenciones en (3.9).
Si A& aw(T) U aw(S) entonces T'— A y S — Al son a-Weyl, por lo tanto

TN 0 T 0
< 0 S—AI>:<O s)_”

es a-Weyl, es decir A € aw (T

0
T_O)\I g _C’)\[ = M, — M es a-Weyl, para cualquier C' € B(K,H),

por lo tanto A & ig(Mc).

2) . Luego, por lo que acabamos de demostrar se

sigue que

[]

Observemos que en el anterior resultado no es necesario que 1"y S sean a-Wey,

solo requerimos que ( ) sea a-Weyl. Ademads, surgen las siguientes preguntasa-

0 S
biertas.

Pregunta 1 ;En qué condiciones se cumplird aw(Mc) = aw( % $)?
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Pregunta 2 ;Sera valido que aw(M¢) = aw(T) U aw(S)? y si asi fuera ;bajo
que condiciones?

Pregunta 3 ;Se podré hacer un estudio similar para cualquier matriz de opera-
dores?
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Conclusion

Concluimos lo siguente: este trabajo se baso en generalizar los conceptos que
tenfamos en la teoria de operadores Fredholm y Weyl en espacios de Hilbert con
dimensién menor o igual a Ny, a espacios de dimensién mayor o igual que N.

En el capitulos 2 sea analizo la teoria de los operadores a-Fredholm. Se observo
que estos operadores cumplen con resultados similares a los obtenidos en la teoria de
Fredholm. Por ejemplo: si tenemos un operador T que es a-Fredholm y K € Z,,(H)
entonces T'+ K es un operador a-Fredholm, si Ty S son a-Fredholm implica que
ST es a-Fredholm, el conjunto de todos lo operadores a-Fredholm es abierto, etc.
Ademas, se present6 un resultado analogo al Teorema de Atkinson para operadores
a-Fredholm el cual nos dice que T es Fredholm si y sélo si nul(T) < «, def(T) < 0
y R(T) es a-cerrado. Mds aun, gracias al concepto de nulidad aproximada se obtiene
que T es a-Fredholm si y sélo si max{d(7T"),5(7T*)} < «. Se obtuvo una caracteri-
zacion de la cerradura del conjunto de los operadores a-Fredholm en términos de
la nulidad aproximada de T y T*. También se presento el espectro a-esencial y el
modulo minimo a-esencial de un operador, asi como su relacién entre ellos.

En el capitulo 3 se observé que el concepto de indice, de un operador T, se
puede generalizar a un S-indice, el cual nos ayuda a definir a los operadores a-
Weyl, los cuales también cumple algunos resultados que teniamos para operadores
Weyl. Observamos que el espectro a-Weyl de un operador T tiene una igualdad en
términos de los espectros de 7'+ K con K en Z,(H). también se obtuvo que los
espectros a-esencial y a-Weyl cumplen con el Teorema del mapeo espectral bajo
ciertas condiciones. Se analizé el espectro a-Weyl en las matrices de operadores
obteniendo algunos resultados. Es evidente que en este trabajo no se abarco toda la
teoria de los operadores a-Fredholm, ya que estos tienen mucho que analizar; al igual
que la teoria de los operadores a-Weyl, esto nos da una gran motivacién para seguir
analizando y obtener nuevos resultados importantes. También nos queda analizar si
otros operadores se pueden generalizar de igual forma, por ejemplo, si los operadores
Browder se pueden extender a operadores a-Browder.
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