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Introducciéon

Existen al menos dos formas de definir un proceso de integracién. Por
ejemplo, en el siglo XVII Newton define su integral, que en términos actuales
se traduce, como una anti-derivada, o primitiva. Esto se conoce como una
definicién descriptiva. Por otro lado, Riemann defini6é su integral tomando
primero “sumas” y después el “limite”. A este proceso se le conoce como una
definicién constructiva. Posteriormente el Teorema Fundamental del Calculo
(desarrollado por Newton y Leibnitz de forma independiente) muestra la
conexion entre estos dos procesos, sin embargo, es bien sabido que estas
integrales no son equivalentes.

Definicién 0.1. Una funcion con valores reales f : [a,b] — R se dice que es
Newton integrable, si existe una funcion diferenciable F : [a,b] — R tal que
F'(z) = f(z) para toda x € [a,b]. A F se le llama la primitiva de f en |a,b].
Y la integral de f sobre |a,b] estd dada por F(b) — F(a).

Definicién 0.2. Una funcién con valores reales [ : [a,b] — R se dice que
es Riemann integrable, si existe un numero real L tal que: para toda € > 0
existe una constante 6 > 0, tal que para toda particion P = {a = zo < x1 <

Ty < ... <z = b}y {&,&, ..., &}, que satisfacen: 1 < & < oy
T, —xi_1 <0 para toda i =1,...,n. Se tiene que

Z fla)(z; —ximq) — L| < e.

La integral de f en [a,b] es el nimero L.

Ejemplo 0.3. Sea F(z) = x?sinz™2 six # 0 y F(0) = 0. Ya que F es
diferenciable en cada punto, su derivada F' es Newton integrable, pero no
Riemann integrable, sobre [0,1].

Un ejemplo de una funcién que sea Riemann integrable pero no Newton
integrable es una funcién escalonada. Es interesante hacer notar que la de-
rivada F’, del Ejemplo 0.3, no es Lebesgue integrable en [0, 1] (la definicién
de integral de Lebesgue se puede consultar en [14, pag. 29]). Sabemos que
la integral de Lebesgue generaliza la integral de Riemann, sin embargo las



integrales de Lebesgue y Newton tampoco son equivalentes.

Posteriormente, con la finalidad de integrar derivadas de funciones dife-
renciables, Denjoy (1912) y Perron (1914) definen dos integrales que cumplen
con este objetivo (y que generalizaron la integral de Lebesgue y Newton). Fue
casi 10 anos después que se probé la equivalencia de estas dos integrales. Hu-
bo una investigacion activa sobre la integral de Denjoy-Perron hasta 1935.
El gran avance se produjo en 1957/8 cuando Henstock y Kurzweil dieron
de forma independiente una definicién de integral de “tipo Riemann”. Esta
definicion resulté equivalente a la integral de Denjoy. No sélo la definicién
es ahora maés sencilla, sino que también las pruebas usando la integral de
Henstock-Kurzweil son a menudo més simples (que las demostraciones co-
rrespondientes usando la integral de Denjoy).

En los anos siguientes, Henstock y otros desarrollaron mas la teoria. Pe-
ro contrario a lo que ocurre con la integral de Riemann y Lebesgue existen
funciones Henstock-Kurzweil integrables cuyo valor absoluto no es integra-
ble. A estas funciones se les conoce como condicionalmente integrables!. Y
a las funciones que tanto ellas como su valor absoluto son integrables, se
les conoce como funciones absolutamente integrables. Como algunas funcio-
nes Henstock-Kurzweil integrables son condicionalmente integrables, no se
puede definir una norma andloga a la de L'(R), sobre el espacio de las fun-
ciones Henstock-Kurzweil integrables. Sin embargo, Alexiewicz define en [2]

(en 1948) la semi-norma:
17 1a= s {| [ 1]}
rclap) \J1

Desafortunadamente (HK, ||||4) no es completo. Existen distintos métodos
para estudiar el espacio H K en un contexto de mejores propiedades topolégi-
cas. Uno de ellos es dotar a HK de una topologia vectorial a través de la
técnica del limite inductivo (el lector puede consultar el articulo [1], o el desa-
rrollo del contenido de este articulo en la tesis [32]). Otro método es construir
la completacién de HK como se hace usualmente (ver [22]). El objetivo de
nuestro trabajo es estudiar la completacion del espacio H K usando la Teoria
de Distribuciones. La definicion que damos de integral, es para un subespacio
de las distribuciones, y es semejante a la hecha por Newton.

'En inglés se les llama “nonabsolutely integrable functions”.

4



Definicién 0.4. Sea f una distribucion (funcion generalizada) sobre la recta
real. Si existe una funcion continua F, con limites reales en +oo tal que
F' = f (derwada distribucional). Entonces la integral distribucional de f se
define como [°°_ f = F(o0) — F(—00).

Esta definicion cristaliza el objetivo de muchos matematicos, en su inten-
to por definir una integral que recupere cualquier derivada.

Trabajar con la integral distribucional tiene la ventaja de obtener una
mejor version del Teorema Fundamental del Calculo, son validos muchos teo-
remas clasicos de la teoria de integracion. Ademas los conceptos empleados
para definir la integral distribucional nos permiten generalizar esta teoria de
integracion en distintas direcciones. Talvila, extiende el concepto de Integral
Distribucional en [16], y obtiene aplicaciones en las ecuaciones diferenciales.
En [18] se define una integral para funciones definidas en espacios métricos,
dicho articulo fue premiado por el Journal of Mathematical Analysis and
Applications (JMAA).

En el primer capitulo abordamos la integral de Henstock. El orden es
parecido a la forma como la mayoria de los textos desarrollan la teoria de la
integral. Este capitulo nos da la pauta para la estructura del capitulo prin-
cipal. Por supuesto incluimos los resultados que se requirieron en algunas
pruebas del Capitulo 3, tal como la féormula de integracién por partes, fun-
damental para caracterizar las distribuciones en Aq cuya derivada coincide
con el concepto usual de derivada (Seccién 3.2.2). Los Capitulos 1 y 2 tienen
la finalidad de que el lector no tenga que recurrir a otras fuentes.

En el segundo Capitulo definimos el espacio de las distribuciones, o fun-
ciones generalizadas (Definicién 2.2). Damos algunos ejemplo entre los cuales
estan las distribuciones regulares, generadas por una funcién localmente Le-
besgue integrable. También damos la definiciéon de un concepto analogo al de
distribucion regular, cuya terminologia no es comun en los textos que tratan
el tema de las distribuciones, se trata de un tipo de distribuciones a las que
llamamos en esta tesis: distribuciones H K-regulares, que se refieren a distri-
buciones generadas por funciones localmente Henstock-Kurzweil integrables.

Hablamos también de las operaciones béasicas en este espacio. Operaciones
como la suma, el producto por escalar y el producto por una funcién de clase



C*. La suma se puede extender a todo D’ de tal manera que al restringir
esta suma a L} (R) “coincida” con la suma usual de funciones, mientras que
en el caso del producto no es posible definirlo en general (para todo D’) de
tal manera que coincida con el producto usual de funciones. Este tema es un
precedente para la Seccién 3.1.6. Después definimos la derivada para las dis-
tribuciones. Cuando nos restringimos a distribuciones regulares, el concepto
de derivada distribucional coincide con el que se tiene para funciones en el
sentido clasico. En la pentltima secciéon abordamos la convergencia de distri-
buciones para tener los elementos que nos permitan hablar de un ejemplo de
series de Fourier: la “traza de onda”, que nos servira en el Capitulo 3 para
dar un ejemplo de una distribucién integrable sobre ciertos intervalos com-
pactos. (Y que nos interesa para generalizaciones porteriores de la integral
distribucional en donde la traza de onda serd integrable en todo R.)

El inicio del Capitulo 3 quisimos que tuviera un esquema tipico, similar al
de cualquier texto que desarrolla el tema de la integral. Presentando las pro-
piedades de linealidad y las que involucran intervalos. Después se presentan
los teoremas clasicos sobre los cuales siempre se espera hablar: el Teorema
Fundamental del Célculo y las Férmulas de Cambio de Variable y de Integra-
cion por Partes. Temas abordados por lo general en el comienzo del desarrollo
de la integral. También incluimos el Teorema de Hake porque caracteriza a
la integral de Henstock-Kurzweil, y también se cumple para la integral dis-
tribucional. Por supuesto hay muchos otros teoremas considerados clasicos
que se pueden consultar en [30] pero que no son requeridos en esta tesis.

La segunda parte del capitulo presenta resultados que de hecho son con-
secuencia de los elementos dados en la primera mitad. Se desarrollan temas
de las distribuciones integrables como espacio: como el tema de las regulares
y del espacio dual. Que son consecuencia principalmente de la integracion
por partes. Se comparan las topologias de A con la de D’ en términos de la
convergencia. Y se determina el orden que tienen las distribuciones en Ac.

Consideramos conveniente comentar aqui las aportaciones de este traba-
jo. El lector podra notar en primer lugar que aunque casi todos los resultados
presentados se obtuvieron del articulo de Talvila [30], el orden es muy dis-
tinto, pues en este trabajo se desarrolla la teoria como generalmente se hace
al desarrollar teoria de la integral. Comenzando por las definiciones y pro-
piedades basicas, los teoremas clasicos. Dejando al final aspectos de caracter
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mas general como lo son las propiedades de espacio de Ac.

A lo largo de esta tesis el lector encontrara varios comentarios y observa-
ciones que son producto de nuestro estudio, con el objetivo de esclarecer al
lector varios de los conceptos, su motivacion o su contexto.

Hemos tomado algunos ejemplos que usualmente se consideran en distri-
buciones y los hemos revisado en el marco de la teoria que estamos desarro-
llando para proveer de ejemplos que ilustren el espacio de las distribuciones
integrables. Varios de ellos no estan en el articulo.

Por supuesto la mayor parte de las demostraciones son muy similares a
las que presenta Talvila, aunque en varias ocasiones se modificaron algunas
de estas pruebas, otras se ampliaron, o se comentaron demostraciones alter-
nativas para obtener los mismos resultado (Teorema 3.50 y Teorema 3.71).
Otra contribuciéon de la tesis es el Lema 3.56, el cual se usé para demostrar
el Teorema 3.58.



Capitulo 1

La integral de Henstock

Nuestro trabajo, a lo largo de los tres capitulos, lo desarrollaremos para
funciones cuyo dominio son intervalos no acotados, asi que comenzaremos
este capitulo revisando tres aspectos que necesitamos acerca del sistema de
los niimeros reales extendidos; su orden, su aritmética y su topologia.

Es conocido que a R se le adjuntan los puntos co y —oo para formar
el sistema de los nimeros reales extendidos R = [~00,00] := R U
{—00, 00}, y se extiende el orden usual sobre R definiendo que —oo < x < oo
para todo x € R.

Con este orden se obtiene que: cada subconjunto A de [—o0, 00| tiene una
minima cota superior, o supremo, y una maxima cota inferior, o infimo,
los cuales son denotados por sup A e inf A, respectivamente, aunque también
se usa la notacién VA para el supremo y AA para el infimo.

La aritmética de R puede ser extendida parcialmente a [—oo, 00| de la
siguiente manera:

r+too=2d00(x €R), c0+00=00 —00—00=—00,

z - (£oo0) = £oo(x > 0), x-(F+oo) = Foo(x <0).

En la bibliografia consultada no se intenta definir oo — oo, pero es comun
aceptar la convencion, a menos que se indique lo contrario, de que

0-(£o0) =0.

A partir de la topologia usual en R, denotada por 7r, se puede definir una
topologia para los reales extendidos. A tal topologia la denotaremos por 7,
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y serd la coleccién de todas la uniones de elementos de 7z con intervalos de
la forma [a, x), (x,b] y [a,b], con a,b € {c0,00} y € R. Entonces g C 7.
Ademas, esta topologia hace a los reales extendidos un espacio compacto
homeomorfo al intervalo [0, 1].

Observacion 1.1. En este capitulo trabajaremos con funciones reales cuyo
dominio son los reales extendidos, que como ya dijimos es un espacio ho-
meomorfo al intervalo [0, 1], lo que nos puede hacer pensar que es lo mismo
trabajar con funciones sobre intervalos acotados que sobre intervalos no aco-
tados. FEsto no es verdad, ya que para la teoria de integracion este cambio de
dominio para las funciones, producira cambios muy claros en el conjunto de
funciones a considerar, tal como se ejemplificard en la Observacion 1.5.

Observese que con esta topologia podemos también definir el concepto de
limite de una sucesién {x,} en R. Es decir, {x,} converge a = € R, si y sélo
si para todo abierto U, € 7, que contenga a x, existe N € N tal que z,, € U,
sin> N.

Al hablar de medida sobre los reales extendidos siempre nos referiremos
a la medida de Lebesgue m. Asi, recordemos que la medida de Lebesgue e-
valuada en los intervalos de [—00, 00| coincide con la funcién longitud [, y en
varias ocasiones emplearemos esta tltima notacién en lugar de m. También
recordemos que si una afirmacion acerca de los elementos x de un subcon-
junto A C [—o0, 0] es verdadera, excepto para los x en un subconjunto nulo
de A, diremos que la afirmacion es verdadera casi dondequiera en A. Si no
se especifica cual es el subconjunto A, entonces se asumira que A = [—o0, 00].

Advertimos que en este capitulo sélo trabajaremos con el conjunto de
funciones f : [—00, 0] — R tales que

f(oo) =0.
Se define la parte positiva y negativa de f por
fH(x) = méx{f(2),0} [~ (v) = mix{-f(x),0},
ast, f=fT—frylfl=f"+f"

A continuaciéon damos la definicién de intervalo etiquetado, y enseguida
algunas especificaciones necesarias para el desarrollo del capitulo.
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Definicién 1.2. Sea 6 : R — (0,00). Un intervalo etiquetado (x,J)
consiste de un intervalo cerrado J C [—o00,00] y un punto x € J. Si el
intervalo (z,J) es finito se dird que estd subordinado a § si

J C(x—0d(x),z+d(x)).
Y si es un intervalo infinito, se dird que estd subordinado a & si
J C (1/6(0), 0.

La letra P denotara una coleccion finita de intervalos etiquetados no
traslapados, es decir, una colecciéon de intervalos donde la interseccion de
cualesquiera dos de ellos es a lo mds un punto. Sea P = {(z,[c;,d;]) : 1 <
i < n} tal coleccién, donde cada [¢;, d;] estd contenido en el intervalo J C
[—00, 00]. Adoptaremos la siguiente terminologia:

(a) Los puntos {z;} serdn las etiquetas de P y los intervalos {[¢;, d;]} serdn
los intervalos de P.

(b) Si (x4, [c;, d;]) esta subordinado a ¢ para cada i, entonces P esta subor-
dinada a 9.

(c) Sea E C [—00,00]. Si P esta subordinada a 0 y cada z; € E, entonces
P es E-subordinada a 4.

(d) Si P estd subordinada a d y J = |J;_, [¢;, d;], entonces P es una particiéon
etiquetada de J subordinada a ¢. De aqui en adelante, si J = [—o0, 0]
se dira simplemente que son particiones etiquetadas.

Debe notarse que no toda coleccién de intervalos no traslapados (de algin
intervalo cerrado) es una particiéon. Por otro lado, obsérvese que si §; y 09
son como en la definicion anterior, entonces toda particion etiquetada subor-
dinada al infimo de estas dos funciones, d; A o, también esta subordinada a
(51 y a 52.

El siguiente teorema es indispensable para garantizar la buena definicién
de integral, puesto que garantiza la existencia de particiones etiquetadas
subordinadas a una funcién estrictamente positiva definida sobre R. La de-
mostracion de este y todos los resultados que aparecen en este capitulo se
pueden consultar en [4], [27] y [14].
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1.3. Lema de Cousin. 5i ¢ es una funcion estrictamente positiva definida
sobre R, entonces existe una particion etiquetada de [—oo, 00] que estd subor-
dinada a 9.

Sea f:[—00,00] — Ry P = {(x;,[c;,d;]) : 1 <i < n} una coleccién de
intervalos etiquetados no traslapados. Usaremos la siguiente notacién para
una suma de Riemann en la coleccion P:

f(P) = Zf(xi)(di — ).

Ahora tenemos los elementos necesarios para la siguiente:

Definicién 1.4. Una funcion f : [—o0,00] — R es HK-integrable si existe
un numero real L con la siguiente propiedad: para cada € > 0, existe una fun-
cion estrictamente positiva § definida en R tal que | f(P)—L| < € siempre que
P sea una particion etiquetada subordinada a 6. El numero L se llamard la
integral de f y lo denotamos por ffooo f- Una funcion f es HK-integrable en
un conjunto medible E C [—o00, 00| si fxg es HK-integrable.

Desde luego, nuestra definiciéon no es ambigua ya que la integral de una
funcidn, si existe, es tnica. Por otro lado, si f es integrable en E = [a, ], un

intervalo cerrado en [—o00, 00|, también se usard la notacién fab f en lugar de
f fooo fxe-

Si en la definiciéon anterior se cambia la funcién d por una constante se
obtiene la definicién de la integral de Riemann. La motivaciéon para con-
siderar a 0 como una funcién en lugar de una constante se puede hacer a
través del Teorema Fundamental del Cdlculo tal como se hace al inicio del
primer capitulo de la referencia [27]. Ademds, el lector puede consultar en
el mismo texto la prueba de la primera parte del Teorema Fundamental del
Célculo para la H K-integral, como un ejemplo de las demostraciones que
dejan ver claramente la ventaja de tomar a ¢ como una funcién en lugar de
una constante.

El prefijo “HK” es para hacer referencia a los autores de esta defini-
cién: Ralph Henstock (1923 — 2007) y Jaroslav Kurzweil (1926-). Aunque
en ocasiones no usaremos este prefijo a menos de que sea necesario, por lo
que las palabras integral, integrable, etc. haran referencia, en este capitulo, a
H K -integral, H K -integrable, etc.
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Observacién 1.5. Deseamos hacer notar aqui, la diferencia entre el espacio
de funciones cuyo dominio es un intervalo acotado y el conjunto de funciones
que tienen como dominio a los reales extendidos (que son, estas iltimas, las
funciones con las que estamos trabajando). El ejemplo que ilustrard esto es
muy simple y se trata de cualquier funcion constante, por ejemplo la funcion

f :la,b] = R definida por f(x) =1, para toda x € (a,b).

Si a,b € R entonces f es integrable, pero si a = —oo y b = oo entonces f
no serd integrable.

Estd reflexion se puede llevar a un nivel mds profundo si se establece una
aplicacion inyectiva  entre los conjuntos B([a,b]) y B(R), donde B([a,b]) y
B(R) son conjuntos de funciones con valores reales que tienen como dominio
a [a,b] y R, respectivamente.

Esta aplicacion ¢ asocia a cada elemento f € B(R) una funcién f €

B([a,b]) de la siguiente manera: ¢ (f) = f si f(z) == f(T), donde z € [a, ]
y T € R. La regla x — T se puede determinar por una composicion de
funciones, como pueden ser

¢ : |a,b] = R definida por

00, st T =a,
p(x) =4 —oo, six =D,
tan(A(x)), para x € (a,b),

la funcion A : [a,b] — [—:—ﬁ] se define como \(x) := %

Por supuesto 1 no es sobreyectiva. Por lo tanto, un subconjunto de B([a,b]),
de funciones que son integrables, no se pueden poner en correspondencia con
aquellas que son integrables en R.

Esto da lugar a una serie de prequntas cuya discusion es amplia, pero no
es nuestro objetivo desarrollar aqui esa discusion. Nuestro objetivo es que el

lector tenga presente la diferencia de trabajar con intervalos no acotados.

Ahora presentamos una serie de resultados basicos. El primero de ellos
nos dice que las funciones H K-integrables forman un espacio vectorial con
las operaciones usuales de producto por escalar y suma de funciones.

Teorema 1.6. Sean f,g: [—00,00] — R funciones integrables. Entonces

(a) kf es integrable y [*°_kf =k [*_f para cada k € R.
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(b) f+g es integrable y [ (f+9) = [T [+ 7 9-

Teorema 1.7. Sea f : [—00,00] — R. Entonces: f es integrable si y sélo si
f es integrable en cada intervalo cerrado J C [—o0,00]. Ademds, si z € J =

[s, 1] entonces [, f= [ f+ fztf

Como mencionamos antes, el involucrar los conceptos de teoria de la
medida nos permite mejorar algunos teoremas debilitando las hipotesis, como
veremos a continuacioén.

Teorema 1.8. Sean f,g: [—00,00] — R funciones integrables. Entonces

(a) Si f < g casi dondequiera, entonces [*° f < [* g.

(b) Si f =g casi dondequiera, entonces [*-_f= [ g.

Teorema 1.9. Sea [ : [—00,00] — R integrable y g : [—o0,00] — R
tal que f = g casi dondequiera en [—oo,00]. Entonces g es integrable, y
="y

La integral de Henstock-Kurzweil tiene algunos aspectos que llaman la
atencién al compararla con la integral de Lebesgue, uno de ellos es el he-
cho de que existen funciones f integrables, pero cuyo valor absoluto |f|
no lo es. A estas funciones se les conoce como condicionalmente inte-
grables. Y a las funciones f que son integrables y cuyo valor absoluto
|f| también lo es, se les llama absolutamente integrables. El conjunto
{f : [-00,00] — R| f es absolutamente integrable } es un conjunto impor-
tante, ya que forma un subespacio vectorial que contiene a todas las funcio-
nes positivas que son Henstock-Kurzweil integrables, de hecho coincide con
el conjunto de las Lebesgue integrables. En relacién a lo anterior enunciamos
el siguiente resultado:

Teorema 1.10. Si f es absolutamete integrable, entonces | [*°_f| < [7°_|f].

Deseamos definir ahora una norma para el conjunto de las funciones
H K-integrables. Como acabamos de comentar, no todas las funciones H K-
integrables son absolutamente integrables asi que no se puede definir una
norma como la que se define en el conjunto de las Lebesgue integrables.

Para definir la norma que deseamos primero definimos una seminorma de
la siguiente manera. Para cada funcion H K-integrable, f, se define

I 5= sw {| 1]} Ly

[a,b]CR
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Esta es llamada la seminorma de Alexiewicz (es una seminorma como resul-
tado del Teorema 1.8). Si establecemos la siguiente relacién de equivalencia:
para f y g, funciones H K-integrables, se dice que f ~ gsiy sélosi f =g
casi donde quiera. Entonces podemos definir a HX como el conjunto de las
clases de equivalencia de las funciones H K-integrables. Luego, la expresién
(1.1) define una norma sobre HXC, y con ello podemos hablar ahora del espacio
(HIC, |||l4), es decir, el conjunto de clases de equivalencia HA con una estruc-
tura de espacio normado. Desafortunadamente, este espacio no es completo
(ver [4, pag. 410]). Tal problema es una de las motivaciones para estudiar el
espacio A¢, que trataremos en el Capitulo 3.

A continuacién presentamos algunos teoremas de suma importancia. Los
dos primeros nos proporcionan criterios que determinan si una funcién es
integrable, sin hacer uso de la definicién, ya que en ocasiones puede ser muy
complicado recurrir a ella para determinar si una funcién es integrable o no.
El Lema de Saks-Henstock se emplea con mucha frecuencia en las demostra-
ciones.

1.11. Criterio de Cauchy. Una funcion f : [—00,00] — R es integrable
si, y solo si para cada € > 0 existe una funcion § estrictamente positiva en R
tal que | f(P1) — f(P2)| < € siempre que Py y P sean particiones etiquetadas
subordinadas a 9.

Teorema 1.12. Sea f : [—00,00] — R y supongamos que para cada € > 0
existen funciones integrables gy, gs : [—00,00] — R tales que g1 < f < g9
en [—00,00], y [7 (92 — g1) < €. Entonces f es integrable.

Teorema 1.13. Si f : [—oo,00] — R es continua en [a,b] con a,b € R
entonces f es integrable en [a,b].

1.14. Lema de Saks-Henstock. Sea f : [—00,00] — R una funcion
integrable y € > 0. Supongase que d es una funcion estrictamente positiva en
R tal que |f(P) — [ f] < € siempre que P sea una particion etiquetada
subordinada a 0. Si Py = {(z4,[ci,d;]) : 1 <1 < n} es cualquier coleccion de
intervalos etiquetados no traslapados, subordinados a &, entonces

‘f(Po)—lZ:/:if‘ <ey g‘f{xi)(di—ci)—/:if‘ < %e.
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En seguida, incluimos algunos resultados acerca de integrales impropias
y una caracterizacién de funciones absolutamente integrables.

1.15. Teorema de Hake. Sea f : [a,00] = I — R integrable sobre |a, b] pa-

ra cada a < b < co. Entonces f es integrable sobre I, si y sélo si limy_, s f: f
eriste.

Corolario 1.16. Sea f : [a,00] = I — R absolutamente integrable sobre
[a,b] para cada a < b < oo.

(a) Si f es no negativa, f es integrable sobre I si y sélo si Sup{fabf ta <
b < oo} < oo.

(b) Si g : 1 — R es integrable sobre I y |f(z)| < g(x) para cada x € I,
entonces [ es absolutamente integrable sobre I.

Teorema 1.17. Sea I = [—00,b], b < 0o, y f : I — R integrable sobre I.
Sea F(x) = ffoo f para —oco < x < b. Entonces |f| es integrable sobre I, si y
sdlo si I es de variacion acotada en I. En este caso, [,|f| = Var(F;1).

Ahora presentamos las dos versiones del Teorema Fundamental del Calcu-
lo (TFC); el cual es parte, sin duda, de la motivacién para desarrollar el
estudio de la H K-integral.

1.18. Teorema Fundamental del Céalculo (Parte 1). Sea A C [a,0)
un conjunto a lo mds numerable y sea f : [a,00) — R continua y tal que
lim, o f(x) existe. Si f es diferenciable excepto posiblemente en A, entonces
f' es integrable en [a,00) y [ f' = f(c0) — f(a), donde se define f(o0) =
lim, 00 f(2).

Seria deseable que, en esta primera parte del TFC, A fuera cualquier
conjunto de medida cero, pero en tal caso el teorema no es cierto. La funcién
de Cantor es un contraejemplo (véase [4]).

1.19. Teorema Fundamental del Célculo (Parte 2). Si f : [—00, 00] —
R es integrable y se define a F(z) = [*_f, —o0o < x < oo, la integral
indefinida de f. FEntonces

(a) F' es continua en [—00,00];

(b) F es diferenciable casi dondequiera en [—o0,00), y ademds F' = f casi
dondequiera en [—00, 00).
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Un resultado interesante es que toda funcion integrable es medible, ello
es consecuencia de que la integral indefinida, F', de la funcion f es continua
cuando f € HK. Como F es continua, también lo es k! (F(t + 1/k) — F(t))
para cada entero positivo k. Y ya que cada funcién continua es Lebesgue me-
dible y f es el limite, casi donde quiera, de estas funciones cuando k tiende
a infinito (esto ultimo por el Teorema 1.19 (b)), entonces f es limite, casi
donde quiera, de funciones medibles y por consiguiente también es medible.

Otra propiedad que tiene la integral indefinida esta en términos de la
siguiente

Definicién 1.20. Sean F : [a,b] - R, E C [a,b], y consideremos F como
una funcion de intervalos. La funcion F' es ACs en E si para cada € > 0 existe
un ndmero positivo n y una funcién positiva & sobre E tal que |F(P)| < ¢
siempre que P sea E-subordinada a 6 y p(P) < n. La funcion F es ACGjs
en E, si E puede escribirse como union numerable de conjuntos E, de tal
forma que F' es ACs sobre cada E,.

Ahora emplearemos el concepto de funcién AC'Gy para caracterizar a las
funciones H K-integrables.

Teorema 1.21. Una funcion f : [a,b] — R es HK -integrable sobre [a,b] si
y solo si existe una ACGs funcion F definida en [a,b] tal que F' = f casi
dondequiera en [a,b].

Observacion 1.22. En [14, pdg. 147s.] se pueden consultar lo siguiente.

1. En la demostracion de este teorema, para probar necesidad se emplea
la funcion F(x) = fax f, en otras palabras, toda integral indefinida F
es ACGs.

2. Se puede probar que una funciéon ACGs en [a,b] es diferenciable ca-

si dondequiera en |a,b|. Por lo tanto, una funcion F es una integral
indefinida si y sélo si F' es ACGs en [a,b].

Otro resultado importante para la teoria y que sirve a nuestro fin es el
siguiente

1.23. Teorema de Integracién por Partes. Sea f : [a,b] - R es HK-
integrable sobre [a,b] y sea F(z) = [* f para cada x € [a,b]. Si G : [a,b] = R
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es absolutamente continua en |a,b], entonces fG es HK-integrable en [a,b]
Y

/ G = FO)G) — (L) / jea (1.2)

En este teorema se puede debilitar la hipdtesis sobre G, de que sea abso-
lutamente continua por la hipdtesis de que sea de variacion acotada. Como
resultado de ello la integral de Lebesgue que aparece en el lado derecho de
la igualdad (1.2) se cambia por la integral de Riemann-Stieljes, ff FdG.

Este teorema es vélido también para la integral de Lebesgue y su redac-
cién es practicamente la misma.

17



Capitulo 2

Distribuciones

La teoria de las Distribuciones es un tema interesante pero muy amplio,
asi que nuestro propédsito aqui es abordar solamente los aspectos basicos, y
aquello que requerimos en el Capitulo 3 para poder desarrollar el tema cen-
tral de esta tesis.

Hablaremos de una “generalizacién” (en cierto sentido, por supuesto) de
la nocién de funcién, que serd llamada distribucion. abordaremos las opera-
ciones con estas distribuciones, asi como de la derivada y convergencia de
distribuciones. Pero antes de ello daremos una breve motivacién del tema.

La Funcién Delta

La teorfa de distribuciones fue creada, entre otras razones (véase [5, pag.
1]), para dar una fundamentacién tedrica sélida a la definicién de la funcién
delta, la cual fue introducida por Dirac (1930)* como un recurso técnico en
la formulacién matematica de la mecénica cudntica. Pero la idea de Dirac de
la funcién delta se puede entender en términos clasico de la siguiente manera.

Considere una varilla de espesor no uniforme. Con el fin de describir como
se distribuye su masa a lo largo de esta, se introduce una funcién de densidad
de masa; esto se define fisicamente como la masa por unidad de longitud de
la varilla en el punto z, y matematicamente se define como una funcién tal

LeBl significado fisico de la funcién § es tan grande, que la idea subyacente en esta
primera ‘funcidn singular’ puede remontarse en el tiempo tan lejos como se desee...” [5,
pég. 24]
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que la masa total de la seccién de la varilla de a hasta b es fab p(x)dz. Esta es
una descripcién satisfactoria de la distribucion de masa continua; propieda-
des dinamicas tales como su centro de masa y momento de inercia se pueden
expresar en términos de la funcién p.

Pero si la masa se concentra en un nimero finito de puntos en lugar de
ser distribuida de forma continua, entonces la descripcién anterior deja de
funcionar. Considere, por ejemplo, un cable de masa despreciable, con una
pequena pero pesada “gota” unida a su punto medio, x = 0. Supongase
que la gota tiene una unidad de masa y es tan pequena que es razonable
representarla matematicamente como un punto. Entonces la masa total en
el intervalo (a,b) es cero si 0 estd fuera del intervalo, y es uno si el cero
estd dentro del intervalo. No es posible determinar una funcién p que pueda
representar esta distribucion de masa. Si la hubiera, entonces tendriamos que
p(x) = 0 para toda x # 0, ya que la masa por unidad de longitud es cero
excepto en x = 0. Pero si una funcién se anula en todas partes excepto en
un solo punto, es facil probar que su integral sobre cualquier intervalo debe
ser cero, por lo que, integrando sobre un intervalo que incluye el origen no
puede dar el valor correcto, 1. Desde el punto de vista fisico, la densidad de
masa es cero en todo punto excepto en x = 0, donde es infinita ya que una
masa finita (distinta de cero) es concentrada en una longitud cero; y es tan
infinitamente grande alli que la integral es distinta de cero a pesar de que el
integrando es positivo solo sobre una region “infinitesimalmente pequena”.
Esto tiene sentido fisico, aunque es matematicamente absurdo. Pero Dirac
encontro 1til pretender que existe una funcién d(x) que tiene precisamente
las propiedades mencionadas.

(1)  d(z) > 0para —oo < x < 00,
=0

) para x # 0,
(3) /_ d(z)dx = 1.

Al usar este objeto ¢ en cédlculos formales, era posible llegar a resultados
que eran fisicamente significativos y “correctos”. Aunque Dirac no fue la tini-
ca persona (ni siquiera la primera) en razonar de esta manera, su nombre fue
dado al objeto 4, el cual es llamado con frecuencia la funcién delta de Dirac
(o medida de Dirac, o distribucién de Dirac).
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Los matematicos puros de la época consideraron la idea de Dirac como un
desafio: una idea que es mateméaticamete absurda pero funciona y da resul-
tados correctos debe ser, de alguna manera, correcta. Debe existir una teoria
en la que J tenga el lugar que le corresponde.

Las bases sélidas de la teoria buscada fueron desarrollado por Sobolev
(en 1936) y Schwartz (en 1950), y por supuesto va mucho més alld de sim-
plemente justificar el uso la funcién delta. La teoria de distribuciones que
ellos desarrollaron libera al cdlculo diferencial de ciertas dificultades creadas
por la existencia de funciones no diferenciables, y tiene propiedades de gran
utilidad. Toda distribucion es diferenciable, y para funciones diferenciables
en sentido ordinario, la nueva derivada coincide con la derivada ordinaria.
Se dispone de teoremas de convergencia que permiten manejar los procesos
habituales de paso al limite; y se puede diferenciar e integrar series, término
a término, sin preocuparse por la convergencia uniforme.

Esta teoria tiene, sin embargo, sus limitaciones: en general no se puede
hablar del producto de dos distribuciones, y ademds, se requiere de cierta
cantidad de conceptos formales.

Invitamos al lector interesado en conocer mas detalles a cerca de los an-
tecedentes de la teoria de distribuciones, y la motivacién de muchos de sus
conceptos y su terminologia, a leer el articulo de Bombal: “Origen de la Teoria
de las distribuciones” ([5]).

La exposicion que haremos aqui es sencilla y elemental. Para una teoria
desarrollada ampliamente el lector puede consultar [17], [23] o [20]. Por su-
puesto la referencia que siempre se debe tener presente (y que desarrolla
ampliamente el tema) es la obra de Laurent Schwartz ([24]).

2.1. Teoria basica de las Distribuciones

Las distribuciones se definen como las funcionales lineales y continuas
sobre el espacio:

D=C*[R)={¢p:R = R| ¢ € C™y ¢ tiene soporte compacto }.

Un ejemplo de una funcién ¢ € D es
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Figura 2.1: Sucesién de funciones que aproximan a la delta de Dirac.

P(z) = { eXg(ﬁ) para |z| < 1

para |z| > 1.

Al espacio D algunos autores lo llaman espacio prueba (o espacio base)?.
Para definir las funcionales continuas sobre el espacio base, es necesario de-
finir la topologia con la que se estd considerando al espacio D. Tal topologia
requiere de todos los elementos necesarios para hablar del concepto de limite
inductivo. El tema de la topologia del espacio D es muy amplio pero afor-
tunadamente podemos evitarlo considerando una definicién equivalente a la
convergencia de sucesiones en esa topologia.

Definicién 2.1. Decimos que una sucesion {¢,} C D converge a ¢ € D si y
solo st existe un compacto K tal que todo ¢, tiene soporte en K y para cada

entero m > 0, la sucesion de derivadas ¢£Lm) converge a ¢ uniformemente
en K.

Ahora podemos definir el concepto de distribucién.

Definicién 2.2. El espacio de las distribuciones se define como

D' ={T:D—R| T es lineal y continua }.

2Se le llama espacio base porque a partir de él se definen las distribuciones. O espacio
prueba porque se puede cambiar por otros espacios para dar lugar a otro tipo de distribu-
ciones. Por ejemplo, se puede cambiar a D por el conjunto S, de las funciones infinitamente
diferenciable y de decrecimiento rédpido, para obtener las distribuciones temperadas. In-
cluso en esta tesis (en el Capitulo 3) cambiaremos al espacio base, D, por un espacio mas
grande. Y ya que al espacio D se le llama espacio prueba, a los elemento ¢ € D algunos
textos las llaman funciones prueba.
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1. Notacion: Para cada ¢ € D, (T, ¢) denotard la accion de la distribucion
T.

2. T es continua sobre D si y solo si (T, ¢,) — (T, ¢) en R, siempre que
On — ¢ en D.

Al espacio D' también se le llama el dual del espacio D. A los elementos de
D’ se les llama distribuciones.

Se debe notar que en el inciso 2 de la definicién anterior la continuidad
del funcional estd en términos de “continuidad por sucesiones” que, aunque
en general, la continuidad por sucesiones no es equivalente a la continuidad,
en el caso de las distribuciones afortunadamente si lo es debido a las propie-
dades del espacio base.

Se dice que una funcién medible f es localmente integrable, si (L) [, |f] <
oo para todo conjunto compacto K C R. Las integrales estan tomadas con
respecto a la medida de Lebesgue. L} (R) simboliza el conjunto de las fun-
ciones localmente integrables.

Si f € L, .(R) entonces podemos definir una distribucién 7y : D — R
de la siguiente manera: (Ty,¢) = (L) [72 f¢. Obsérvese que la definicién
anterior es correcta ya que para toda funciéon localmente integrable f y toda

funcién ¢ € D, la integral (L) [ f¢ existe.

2.3. Nota. Se dice que Ty es generada o determinada por la funcion f.
De hecho es costumbre identificar Ty con f y decir que tales distribucio-
nes “son” funciones. El lector puede observar que si se define la aplicacion
U L (R) = D por U(f) =T}, estd aplicacidn es inyectiva (pero no sobre-
yectiva, como veremos después), se asume que los elementos de L} (R) son
clases de equivalencia. Y en este sentido L} (R) estd contenido en D'. De
ahi la razon de que también se les llame a los elementos de D' “funciones
generalizadas”.

Es natural prequntarse si ademds de que L}, .(R) esté contenido en D’ tam-

bién su estructura algebraica se preserva, es decir, si por ejemplo V(f1+ fo) =
U(f1)+U(fs), o si en el caso en que fi1- fo € L, (R), U(f1fa) = U (f1)¥(f2).
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Podemos preguntarnos también si es posible definir, en este espacio mds ge-
neral, conceptos como la derivada pero de tal manera que el nuevo concepto
coincida con el concepto clasico de derivada. Incluso nos podemos prequntar
si al tener una sucesion {f,} C L}, .(R) y una funcion f € L, .(R) squé ti-
pos de convergencia de la sucesion implican que V(f,) — W(f)? El resto
de nuestra exposicion sigue este mismo orden de ideas. Veremos que la su-
ma se puede extender a todo D' de tal manera que al restringir esta suma a
L (R) “coincide” con la suma usual de funciones, mientras que en el caso
del producto no es posible definirlo en general para todo D', de tal manera
que coincida con el producto usual de funciones. Veremos después, que es
posible definir la derivada para las distribuciones, y que tal concepto coincide
con el que se tiene para funciones cldsicas. El iltimo tema que abordamos es

la convergencia de distribuciones.

En cuanto al término “distribucion” podemos citar el ejemplo en la in-
troduccion de este capitulo, en donde se emplea a la funcion delta (6 € D')
para modelar la “distribucion” de masa de un cable.

De aqui en adelante emplearemos cualquiera de las dos expresiones, “fun-

ciones generalizadas” o “distribuciones”, para referirnos a los elemento de
D'

Andlogamente al caso anterior, si p es una medida de Borel compleja
sobre R, o si p es una medida positiva en R tal que pu(K) < oo para todo
compacto K C R, la ecuacién

(T, 6) Z/Rcbdu, 6D

define una distribucién 7, en R, que también es considerada idéntica a la
medida p. Sila medida p, ademés de ser finita en compactos, es interiormen-
te regular entonces se le llama medida de Radon, e igualmente genera una
distribucion.

A las distribuciones generadas por una funcién localmente integrable se
les llama regulares. Cualquier otra distribucion es llamada singular.

Un ejemplo de una distribucién que no esta dada por una funcion es la
delta de Dirac. Para definirla tomemos zy € R fijo. La funcional 6, : D — R,
definida por (6., ®) := ¢(x¢), es una distribucién y es llamada la delta de
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Dirac con masa en xy. También se suele emplear la notaciéon 6(x — ) en
lugar de ¢,,. De aqui en adelante usaremos cualquiera de las dos notaciones.
Para el caso en que x = 0 se escribird simplemente 9.

Observacion 2.4. La definicion de la funcion delta en la introduccion de los
textos varia de acuerdo al autor que se esté consultando. Las que aparecen a
continuacion son formas equivalentes de definir la misma funcion:

a) 0(z) = H'(z), donde H es la funcidn de Heaviside (ver Ejemplo 2.8).
b) 6(x) = limy, o0 fn(T) para una sucesion adecuada {f,}.

¢)d(x)=0parax#0y [T §=1.
d) |7 0z = a)f(z)dz = f(a) o [ d(x)f(x)dx = f(0).

El lector puede observar que d) es la mds parecida a la definicion funcional
que dimos en un principio.

. . . . 1 . . .
Las distribuciones generadas por el espacio L;, .(R) son, en principio, el

conjunto de distribuciones regulares. Sin embargo este concepto de distribu-
cion regular se puede extender si se emplea una integral mas general como es
la integral de Henstock-Kurzweil. Este conjunto de funciones contiene pro-
piamente a las Lebesgue integrables, por lo que algunas distribuciones que
en principio no eran regulares (al emplear la integral de Lebesgue), lo seran
ahora (en el sentido de la Definicién 2.5) al introducir el uso de la integral
de Henstock-Kurzweil.

Se dice que una funcién medible f es localmente Henstock-Kurzweil in-
tegrable si (HK) fo < o0 para todo conjunto compacto K C R. HK;,.R
simboliza el conjunto de las funciones localmente Henstock-Kurzweil integra-
bles.

La terminologia que emplearemos a continuacion no es comun.

Definicién 2.5 (Distribuciones HK-regulares). Si f € HK;,.(R) en-
tonces (T, ¢) = (HK) ffooo fo define una distribucion. A las distribuciones
Ty, generadas por una funcion localmente Henstock-Kurzweil integrable, les
llamaremos distribuciones H K -requlares o distribuciones requlares en el sen-
tido de Henstock-Kurzweil.
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Figura 2.2: Distribuciones regulares y HK-regulares.

Antes de introducir las operaciones sobre D', hablaremos de una de las
razones para elegir a D como el espacio adecuado para definir a las distribu-
ciones. La razon de la que hablamos es que D contiene suficientes funciones,
en el sentido de que f € L. .(R) estd univocamente determinada (excepto
en un conjunto de medida cero) por las integrales (L) ffooo fo. (En efecto, la
adherencia de D en la topologia de la convergencia uniforme contiene a toda
funcién continua de soporte compacto.)

La siguiente proposicion es consecuencia de la idea anterior.
Proposicién 2.6. Si F : R — R es una funcidn continua y (L) [ F¢/ =0
., ©
para toda ¢ € D. Entonces F' es una funcion constante.
Operaciones en las distribuciones

Como ya hemos dicho, los elemento de D’ son funcionales lineales sobre
D. Para estos funcionales se pueden definir las operaciones de adicién y mul-
tiplicacion por escalares. Sean T; y T3 dos funcionales lineales definidas sobre
D. La suma de ellas T7 + T5 es la funcional lineal

<T7 ¢> = <T17 ¢> + <T2,¢>, ¢ e D.
El producto kT; de la funcional T3 por el escalar k es la funcional
<T7 ¢> = k<T17¢>7 ¢ e D.

Esta claro que la suma T 4+ 15 y el producto k77 representan funcionales
lineales. Ademas, de la continuidad de las funcionales lineales 17 y T, se
deduce que T1 + Ty v kT son también funcionales continuas sobre D.

25



Las operaciones que acabamos de mencionar hacen del espacio de las
distribuciones, un espacio vectorial.

Otra operacién que podemos definir es la multiplicacién por una funcion
infinitamente diferenciable.

Definicién 2.7. SiT € D'(Q) y ¢ € C™, definimos el producto de T con 1
como la distribucion YT : D — R definida por

WT,¢) = (T, 99).

Obsérvese que es preciso manejar con cuidado la notacién: Si ¢ € D,
entonces T es un nimero, mientras que Y7 es una distribucién.

Debemos notar también que si ¢ € Dy ¢ € C*, entonces ¥¢ € D, y
por lo tanto (T, 1) esté bien definida. Si ¢ no es de clase C'™ entonces ¢
tampoco lo es y por consiguiente ©)¢ no pertenece a D, luego no se puede
aplicar la Definicion 2.7. Esto quiere decir que no podemos definir el pro-
ducto de una distribucién con una funcion que tiene discontinuidades o tiene
derivada discontinua. Las distribuciones en general no se pueden multiplicar.
La dificultad de ello se puede ver en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.8. La funcion de Heaviside> H es definida por

| 0 parax <0,
H(x)_{l para x > 0.

y una funcion casi idéntica Hy se define mediante

e}

para x < 0,
para x = 0,
para x > 0,

Hl(.l‘) =

1
2
1

H y Hy son localmente integrables, y ellas generan la misma distribucion
reqular Ty @ ¢ > fooo ¢(z)dz. No hay diferencia entre Ty y Ty, en la teoria
de distribuciones, lo que refleja el hecho de que desde el punto de vista fisico
la distincion entre ambas es artificial: uno nunca podia distinguir entre Ty y
Ty, de forma experimental. St la Definicion 2.7 se extendiera a las funciones
discontinuas, tendriamos (Ty,8,¢) = 0 y (T'yd, ¢) = 3¢(0). Ahora, cualquier
definicion del producto de dos distribuciones tendria que estar de acuerdo con

3También llamada funcién “salto unitario”
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la Definicion 2.7 en el caso cuando una de las distribuciones fuese reqular.
Ya que Hy y H generan la misma distribucion® Ty, tendriamos dos valores
diferentes para (Tgd, d), y asi una inconsistencia tedrica. Esto muestra que
es imposible definir el producto de § con una funcion discontinua.

En el Capitulo 3 veremos que si consideramos un subespacio propio de las
distribuciones es posible generalizar la Definicion 2.7 y obtener una multipli-
cacion por funciones de una clase mds amplia que C*.

La Definicion 2.7 tiene la propiedad de que si T es una distribucion re-
gular generada por la funcién f, y ¢ € C°, entonces la distribucion 7" es
la misma que la distribucién generada por la funcién localmente integrable
Y f, ambas se dan por la regla ¢ — [ ¢(2)f(z)d(x)dz. En otras palabras, la
definicién de producto de una funcién generalizada por una funcion infinita-
mente diferenciable es consistente con la regla ordinaria de multiplicacion de
funciones.

Dejamos al lector la tarea de verificar que las reglas algebraicas usuales
(ley distributiva, etc.) se cumplen para nuestra definicién de multiplicacion.

Ahora haremos las siguientes definiciones.

Definicién 2.9 (Traslacién). Sean T' € D' y a € R. Definimos la distribu-
cion T, por

(Ta, 0) = (T, ¢(x — a)).
Llamaremos a Ty, la traslacion de T determinada por a.

Definicién 2.10 (Cambio de Variable). Sean T' € D’ y a # 0. Definimos
la distribucion T, por

(Ta, @) = (T, ¢(x/a))/lal.

La derivada distribucional

Para motivar la forma de la definicion de derivada distribucional se puede
considerar el caso para una distribucién regular Ty y suponer que f tiene
derivada continua, en tal caso podemos aplicar el teorema de integracion por
partes (y tomando en cuenta que ¢ se anula en el infinito) para obtener

| ro=—[ 1o (2.1)

4En general, si dos funciones fi, fo € HK,. son iguales casi donde quiera, entonces
generan la misma distribucién, es decir, Ty, = TY,.
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Con lo cual, (T, ¢) = —(Ty, ¢'). Obsérvese que la integral del segundo miem-
bro en (2.11) tiene sentido, sin importar que f sea, o no, diferenciable.

Imitando este compartamiento, definimos la derivada de una distribucién
de la siguiente manera

Definicién 2.11. Para toda T € D’ definimos la derivada distribucional T'
mediante la formula

<T/7¢> = _<T7 ¢/>7 (b eD.

Observacién 2.12. Estd claro que la funcional definida mediante esta formu-
la es lineal y continua, es decir, representa una funcion generalizada. Luego,
con esta definicion, las distribuciones tienen derivadas de todos los
ordenes y cada derivada es una distribucion.

El siguiente teorema es sumamente interesante ya que hace evidente que
estamos trabajando con una teoria més general, pues afirma que el concep-
to usual de derivada que conocemos para funciones clasicas coincide con la
definicién de derivada que acabamos de dar para las funciones generalizadas.

Teorema 2.13. Siendo f una funcion cldsica cuya derivada existe y es con-
tinua, la derivada de ella, como de funcion generalizada, coincide con su
deriwada en el sentido corriente. En otras palabras, se cumple la siguiente
1qualdad,

!

Este teorema tiene una generalizacion inmediata, pues para que el mismo
resultado se cumpla es suficiente con que la derivada sea continua a trozos.
Este 1ltimo resultado lo emplearemos en los siguientes ejercicios. Tal resul-
tado no es el mas general. El resultado mas general es de gran interés para
nosotros y lo discutiremos en la Seccién 3.2.2.

Ejemplo 2.14. Veamos los siguientes ejemplos.

1. Consideremos nuevamente la funcion de Heaviside

H(z) = {

0 paraxz <0,
1 para x > 0.

Esta funcion define la funcional lineal
Tu) = | plalde.
0

28



De acuerdo con la definicion de la derivada de una funcion generaliza-
da, tenemos

@h@z—ﬂhwﬁz—ﬂm¢www:wm

(puesto que @ es igual a cero en el infinito). Por consiguiente, la deri-
vada de la “funcion salto unidad”, H, es la d-funcion.

. La derivada de la funcion delta estd definida por (&', ¢) = —(3,¢') =
—¢'(0). Similarmente, la n-sima derivada de § estd dada por (57, ¢) =

(—1)"6"(0).

. |x| es una funcion localmente integrable, diferenciable para toda x # 0,
pero ciertamente no diferenciable en cero. La derivada distribucional
es calculada como sique. Para cualquier ¢ € D,

<|I’|/, ¢> = —<|£L‘|,(b,>
- —/1|ﬂdwww

- /(; z¢ (z)dx — /OOO z¢ (z)dz
- _/_OOO ¢ (z)dx + /OOO ¢(x)dz,

integrando por partes y usando el hecho de que ¢ se anula en el infinito.
Definimos una funcion sgn(x) por

sqn(z) = { —1 para x <0,

1 para x > 0.

FEs innecesario para nuestros propdsitos especificar el valor sgn(0), ya
que cualquier eleccion de sgn(0) genera la misma distribucion Tsyy,. De
lo anterior obtenemos que

(ol ) = /msmwm¢@Mx (2.2)

—0o0

(Tsgn, ), (2.3)

para toda ¢ € D, asi | = Tsgn. Notese que, ya que la derivada ge-
neralizada es una distribucion, no podemos hablar de su valor en un

29



punto, solo sobre un intervalo. Asi no cabe la prequnta incomoda scudl
es el valor en x = 0 de la derivada de Ty ? ya que no tiene sentido en
nuestra teoria.

Observacién 2.15. Del Teorema 2.13 y del inciso 1 del Ejemplo 2.1} se ve
claramente que si f es una funcion que en los puntos x1,xs,... tiene saltos
iguales a hy, hs, ... respectivamente y es diferenciable en los demds puntos
(en el sentido cldsico), su derivada (como de una funcion generalizada) re-
presenta la suma de la derivada corriente f' (en los puntos donde ésta existe)

mas la suma de tipo
Z hid(z — x;).

Algunos comentarios acerca del producto

Es facil mostrar que la derivada de una suma de funciones generalizadas
es igual a la suma de las derivadas. La regla para derivar un producto ne-
cesita un poco méas de cuidado. Si ¢ es infinitamente diferenciable y T' es
una distribucién, el producto esta dado por la Definicion 2.7. Tenemos para
cualquier ¢ € D que

(1), 0) = —(T.¢)
= —(T,p¢') por la Definicién 2.7
= —(T,(pd) — ¥'¢)
= (T ’¢¢> +{(T,¢'¢) por la Definicién 2.11
= (T, ¢) + (¢ ’T ¢) por la Definicién 2.7,

con lo cual probamos que
(1) = T" + ¢'T. (2.4)

Es decir, se cumple la formula de Leibniz para la derivada del producto
dado por la Definicién 2.7. Ademads, como mencionamos después del Ejemplo
2.8, la definiciéon de producto de una funcién generalizada por una funciéon
infinitamente diferenciable es consistente con la regla ordinaria de multiplica-
cién de funciones. Sin embargo, no es posible definir, en general, un producto
de distribuciones de tal forma que al considerar distribuciones regulares este
producto coincida con la multiplicacién de funciones en el sentido clésico.
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Esta imposibilidad del producto fue probada por L. Schwartz [25] en
1954: la “imposibilidad de la multiplicacion de distribuciones”. El probo la
inexistencia de un édlgebra diferencial A (de cualquier tipo de funciones gene-
ralizadas sobre R) que contenga el dlgebra C'(R) (de las funciones continuas
sobre R) como una subélgebra, preservando la diferenciaciéon de funciones
de clase C' (es decir, la diferenciacién en A coincide con la diferenciacién
clasica) y que preserve algunas otras propiedades naturales (la férmula de
Leibniz para la diferenciacion del producto, que la funciéon constante 1 sea el
elemento neutro en A para la multiplicacién, que A contenga alguna version
de la funcién delta de Dirac), véase [8, pag. 1].

Ahora tenemos construida el algebra basica y el cédlculo diferencial de
distribuciones. En la siguiente seccion consideraremos la convergencia de dis-
tribuciones.

2.1.1. Convergencia de distribuciones

En el calculo clésico es comtn empezar con la idea de limite de una funcién
y después usar esto para definir la derivada. Hemos sido capaces de desarrollar
el calculo de distribuciones sin la idea de limite para funciones generalizadas;
esto se debe a que tenemos definida la convergencia de funciones prueba en
D (y en la base de la diferenciacién de distribuciones estan, precisamente,
estas propiedades del espacio D). Sin embargo, es util también definir la
idea de convergencia para distribuciones. Al igual que para la continuidad,
no podemos hacer uso de una definicién en términos de ¢ y ¢; por lo tanto
definiremos la convergencia de distribuciones en términos de su accién sobre
los elementos del espacio base D.

Definicién 2.16. Diremos que la sucesion {T,,} C D' converge a la distri-
bucion T, si (T,,¢) — (T, ¢) para toda ¢ € D. En tal caso diremos que la

sucesion {T,,} converge a T en el sentido de las distribuciones y escribiremos
T, —1T.

El lector puede observar que estamos tomando a D’ con la convergencia
débil estrella.

En caso de que la sucesion esté formada por distribuciones regulares,
tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 2.17 (Convergencia en distribuciones). Si F, fi, fo,... son
funciones localmente integrables tales que f, — F uniformemente en cada
intervalo acotado, entonces Ty, — Tr como distribuciones.

En general no es verdad que si f, — F, donde f,, y F son funciones
localmente integrables, entonces T, — Tr; la convergencia debe ser unifor-
me, como en el Teorema (2.17) (o se debe satisfacer alguna otra condicién).
Esto se ilustrard en el Ejemplo (2.19). Pero primero debemos considerar un
ejemplo més sencillo.

Ejemplo 2.18. T, — ¢ cuando n — oo, donde d,(x) = n/7(1+n%z?). Esta
afirmacion usualmente se escribe de la siguiente forma
n

m — (S cuando n — oQ. (25)

Para probar esto, debemos mostrar que [ d,(z)¢(z)dx — ¢(0) cuando
n — o0, para cada ¢ € D. Usando el hecho de que ffooo d,(x)dx =1, tenemos
lo siguiente

‘ /_Z dy(7)¢(x)dr — 925(0)‘ = /_OO dn(2)[p(z) — qb(O)]dx’

o0

IN

00) [ du@its] + | [ du@)iote) — o)
+ |é(0) /b Oodn(x)dx‘

donde (a,b) es un intervalo que contiene a supp ¢, y a < 0 < b. Por medio
de la sustitucion nx =y, es fdcil mostrar que la primera y tercera integrales
(después de la desigualdad) de la ecuacion anterior tienden a cero cuando
n — 00. En el sequndo, se usa el teorema del valor medio para escribir
lp(z) — ¢(0)| < M|z|, donde M = max|¢'(x)|; la integral es entonces menor
0 igual que M ff |zd,,(z)|dx, que es facil de evaluar con exactitud, y mostrar
que tiende a cero cuando n — co. Esto completa la demostracion de (2.5).

Ejemplo 2.19. Tenemos que d.,(x) = —%% Se afirma lo siguiente,

T, — 0'(z) cuando n — oo. (2.6)
Esto es facil deducir de (2.5): (T ,¢) = [*° d,¢dx = — [*_d,¢'dx (inte-
grando por partes), — —¢'(0) = (&', ¢), debido a (2.5). Notese que d.,(x) — 0
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puntualmente cuando n — oo para toda x. Ast, si una sucesion de funciones
localmente integrables converge a otra funcion localmente integrable, en el
sentido de la convergencia puntual ordinaria, no implica que converja en el
sentido distribuctonal a la correspondiente funcion generalizada. Esta no debe
ser considerada una debilidad de la teoria de distribuciones. Por el contra-
rio, si el lector dibuja las grdficas de las funciones dy, dy, ds, verd que aunque
d, — 0 es una afirmacion verdadera, esto no muestra la verdadera situacion

tan claramente como (2.6) lo hace.

N\, 15
1.0

0.5

—— .' wa— i 1 i a M i " A

0.2 \ 07 ———0d4— = x2 +1)2
—0.5F _ o 16 x
—10f ' '

-1.5 3 —

Figura 2.3: Gréficas de d,d, y dj.

La ecuacion (2.6) es un caso particular del siguiente teorema.

Teorema 2.20 (Diferenciacién término a término). Si 7,71, T5, ... son
distribuciones tales que T,, — T cuando n — oo, entonces T! — T".

Usando el Teorema (2.20), (2.6) se obtiene inmediatamente a partir de
(2.5). Observe como es mucho mas simple este teorema que el resultado co-
rrespondiente para funciones ordinarias: en dicho caso, {f,} debe converger
de manera uniforme y también se debe probar que la sucesion de derivadas,
{f!}, converge de manera uniforme, para poder garantizar que f, — F’. En
la teoria de distribuciones, cualquier sucesién convergente puede derivarse sin
reparos. Similarmente, una serie infinita convergente (que se define en for-
ma habitual como la sucesién de sumas parciales) puede derivarse término a
término. Este es uno de los beneficios que se obtienen de las condiciones mas
estrictas que definen el espacio D y la convergencia en D.
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Esencialmente todos los resultados del calculo cldsico se mantienen en la
teorfa generalizada (de distribuciones); por ejemplo, uno puede probar que el
limite de un producto (suma) es el producto (suma) de los limites, etcétera.

2.1.2. Series de Fourier

La teoria de distribuciones puede usarse para dar un significado a ciertas
integrales divergentes, la idea subyacente es integrar por partes, formalmen-
te, un cierto numero de veces para convertir la integral divergente en una
convergente (véase [15, pag. 28]). Métodos similares se pueden emplear para
dar un valor a ciertas series divergentes. En particular, Series de Fourier
divergentes, a menudo se pueden hacer convergentes por integracion.

Ejemplo 2.21. La serie
Z cos(2nmz) (2.7)
n=1

diverge cuando x es un entero, oscila cuando x es la mitad de un entero
impar, y no converge cuando x es racional. Sin embargo, es la serie obtenida

al derivar
o0

> [sin(2n7z)] /207 = f(x) (2.8)

n=1
término a término (una operacion no permitida en andlisis cldsico ya que
la serie no converge de manera uniforme). Esta es la serie de Fourier de la
funcion f la cual es periddica con periodo 1 y definida para 0 < x < 1 por
f(z) = (1 = 22)/4; véase la figura 2.4. Por lo tanto, la serie (2.8) converge
puntualmente pero no uniformemente. Para obtener una serie uniformemente
convergente, integramos nuevamente, esto es, notemos que (2.8) es obtenida
al derivar

- 2[008(2’”71'1’)]/(2717()271' = F(x) (2.9)

término a término. Esta serie converge uniformemente para toda x (como
consecuencia de la M-prueba), y las sumas parciales son continuas y por
lo tanto localmente integrables; de aqui se sigue, por el Teorema 2.17, que
esta serie converge en el sentido de las distribuciones. En otras palabras, la
serie de distribuciones — Y (2n7) "> Tos2nmz) converge a la distribucion T
generada por la suma ordinaria, F(x), de la serie (2.9). Ahora, una serie
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Figura 2.4: Gréfica de la funcién f.

de Fourier puede ser integrada término a término incluso si no converge
uniformemente (para la demostracion se puede consultar Titchmarsh (1939)).
Aplicando este teorema a (2.8) se demuestra que F' = f. Ahora se sigue del
Teorema 2.20 que

(o) o
Z(znﬂ')il[Tsin(ana:)] = Tf(:c)> Yy Z Tcos(?mr;r) = T}(z) (21())
n=1 n=1

A partir de la grdfica de f se puede ver que f'(x) = —% para toda x excepto en

los enteros, y f tiene un salto de discontinuidad de % en cada entero. Cada
discontinuidad de f contribuye con una funcion delta a T}, asi finalmente
tenemos

- 11
ZTCOS(Znﬂ'a:) = _§ + 5 Z (5(37 - k) (211)
n=1

Obsérvese que hemos dado un significado a la serie divergente Y| cos(2nmx).
Por consiguiente, el concepto de distribucion permite dar un sentido comple-
tamente determinado a la suma de una serie que en el sentido corriente
diverge. Lo mismo se refiere a muchas integrales divergentes. Con situacio-
nes de este tipo se tropieza frecuentemente en la teoria cudntica del campo y
en otras varias ramas de la Fisica Teorica.

Observacién 2.22. De paso tomemos nota de que (2.11) da la siguiente
representacion util de la funcion delta, que se obtiene a partir de la ecuacion
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(2.11):
d(x) =1+ QZCOS(anc) para —1 <z <1, (2.12)

n=1

todas menos una de las funciones delta en (2.11) son cero en (—1,1).

El Ejemplo 2.21 también es conocido como la traza de onda y esta rela-
cionada con la ecuacién de calor, ademas nos serd muy util para ilustrar el
concepto de integral distribucional.
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Capitulo 3

La integral distribucional de
Denjoy

La idea de integral distribucional estda en la obra de Laurent Schwartz
“Teorfa de las distribuciones”. El define la integral sélo para distribuciones,
T, con soporte compacto, véase [24, pag. 88]. Por otra parte, en los textos
actuales (que abordan el tema de distribuciones) es comin que consideren el
problema de encontrar la soluciéon de la ecuacién

T = u,

donde T" y u son distribuciones.

Es claro que encontrar la solucién, en el sentido distribucional, se puede
comparar con la idea de encontrar la primitiva de una funcién en el sentido
clasico. Véase por ejemplo [15, pag. 37] o [12, pag. 225]. Sin embargo, consi-
derar a la “primitiva” de la distribucién como su integral, no deja muy claro
qué interpretacién se le podria dar a la integral definida en un intervalo [a, b].
La integral definida es una idea que no se puede evitar al tratar el tema de
la integral.

En el 2008 Talvila retoma la idea de P. Mikusinski y K. Ostaszewski
(véase [21]) y considera un subconjunto muy particular de las distribuciones,
aquellas que son la derivada, en el sentido distribucional, de funciones con-
tinuas. Definir este tipo de espacios empleando primitivas “continuas” (tales
primitivas en realidad son distribuciones regulares generadas por funciones
continuas) hace muy sencillo hablar de la integral definida sobre un intervalo
compacto en la recta real.
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Un hecho interesante es que la definicion que encontramos en el articulo
de Talvila coincide, como veremos en la Seccién 3.1.5., con la definiciéon dada
por Laurent Schwartz [24, pag. 88].

En este capitulo daremos la definicién de integral distribucional, habla-
remos de sus propiedades basicas, algunos resultados clésicos y propiedades
del espacio de distribuciones integrables.

Al final del capitulo haremos algunos comentarios a cerca de las distintas
direcciones que se pueden tomar en el tema de la integral distribucional para
tener una idea de lo amplio que es el tema actualmente.

3.1. Distribuciones integrables.

En esta primera mitad del capitulo, daremos los elementos que nos permi-
tiran hablar de aquellas propiedades de la integral a las que estamos habitua-
dos. Abordaremos los teoremas tipicos, como: el Teorema Fundamental del
Célculo, las férmulas de Cambio de Variable y de Integracion por Partes, el
Teorema de Hake y el segundo Teorema del Valor Medio. Ademas, incluimos
algunos ejemplos interesantes que nos dan una mejor idea del conjunto de
las distribuciones integrables.

3.1.1. La integral distribucional

Comencemos haciendo las siguientes definiciones: si F' : R — R es una
funcién continua sobre todo R, tal que lim, ,1., F(z) existen en R, entonces
F' se puede extender a todo R como sigue.

Se define F : R — R por F(z) = F(z) si z € R, y F(+o0) :=
lim, 4 F(z). Definimos

C(R) := {F : R — R|F es continua }.
Ahora consideremos el siguiente subespacio de C(R).
Bo = {F € C(R)|F(~o0) = 0}.
Obsérvese que B¢ es un espacio de Banach con la norma uniforme || F||o :=

sup,epf{|F(2)|} = méx, g{|F(z)}.
Ahora podemos dar el siguiente concepto.
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Definicién 3.1. Definimos el espacio de las distribuciones integrables de la
siguiente manera:

Ac ={f € D'|f = T} para alguna F € Bc}.

En esta definicién T representa la distribucion regular determinada por
F € Be, luego, una distribucién es integrable si es la derivada distribucional
de una funcién continua que se anula en —oo. A la funcién F' le llamaremos:
primaitiva de f.

Observacién 3.2. Podemos notar que cualquier funcion F € C(R) es acota-
da y por lo tanto, es de crecimiento suave '. Ast, en virtud de [10, Proposicién
7.8. pag. 120], concluimos entonces que todas las distribuciones en Ac son
temperadas (véase [23, pdg. 181]).

Definicién 3.4. La integral de una distribucion f € Ao se define como
| = P9 = Flox) = F(=0),

donde F' es primitiva de f. Definimos ademas ffoo f = F(z) para cualquier
r €R.

Observe que esta definiciéon depende de la primitiva, F', por lo que garan-
tizar que dicha funcién es tnica, para cada f € Ag, nos permitird afirmar
que el valor de la integral es tinico y por lo tanto la integral distribucional
estd bien definida.

Para ello notemos primero que cada f € A¢ tiene una infinidad de primi-
tivas en C'(R), pero tiene una tinica primitiva en B¢, como veremos enseguida.

Supongamos que existen Fi, Fy € B tales que

(Th, ¢) = (f.¢) = (T, ¢) para toda ¢ € D.

'En [10, pag. 87] se puede encontrar el siguiente concepto

Definicion 3.3. Una funcion f : R — C se dice que crece suavemente sobre R, si existe
un l € N tal que la funcion
f(z)

231
(L4 [l [1?)
es acotada. Se dice que f es de clase C™° con crecimiento suave si esta es de clase C*> y
crece suavemente asi como sus derivadas de cualquier orden.

T —
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De lo anterior (1%, ¢) — (Tg,,¢) = 0 y por la linealidad de la derivada
distribucional se tiene que

<TZ,717 ¢> - <TI/727 ¢> = <T1/71—F27 ¢>
= —(L)/ (Fy — Fy)¢' para toda ¢ € D.

Por lo tanto la ultima integral es igual a cero para toda ¢ € D. La Proposi-
cién 2.6 nos garantiza que F} — Fy = k, donde k es una constante y ya que
Fi(—00) = Fy(—o0) = 0, entonces k = 0. Por lo tanto F} = F5.

Lo anterior nos dice que la infinidad de primitivas de f en C(R) difieren
entre si por una constante y que en Bo su primitiva es unica.

Ejemplo 3.5. Analicemos las distribuciones del Ejemplo 2.14. De acuerdo al
Teorema 2.13 la funcién de Heaviside (H ), como distribucion, es la derivada
distribucional de la funcion

0, st <0,
x, st x>0.

m@:{

Es decir, Ty = Tf. Y ya que F € Bg, entonces Ty € Ac. Sin embargo, H
no pertenece a Be, y por lo tanto Th = & no es un elemento de Ac, como
tampoco lo serdn las subsecuentes derivadas de la funcion 6.

/ s
|z

lz| € C(R), no_exziste el limite de la funcidn en +oo, y por lo tanto || no
pertenece a C(R). Ast que Tyg, no es una distribucion integrable.

Por otro lado, el Ejemplo 2.14 también nos dice que Togn- Y aunque

3.1.2. Integracion sobre intervalos

Para la siguiente definicion tomaremos f € Ag, con primitiva F' € Be.
Se puede definir la integral sobre cualquier intervalo de la forma [a,b], con
a,b € Ry a< b, mediante la expresion

LU:F@—F@.

Sin embargo aqui formularemos otra definicién equivalente a esta, y que
es andloga a la forma como definimos la integral sobre R.
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Sean a,b € R y consideremos I = (a,b), luego
D(I)={¢: I —=R| ¢p € C(I) y ¢ tiene soporte compacto en I}.

Entonces D'(I) representa el dual del espacio D(I). Denotamos mediante
C(1) el espacio de funciones continuas sobre I = [a, b].
Lo anterior nos permite hacer la definicion que deseamos como sigue:

Definicién 3.6. Diremos que f € D'(I) es integrable sobre I si existe F €
C(I) tal que Ty, = f (‘en D(I) ). Ademds, [;f:= F(b) — F(a).?

También se usara la notacion fab f en lugar de ff f. Denotamos por Ac(T)
a las distribuciones, f € D’'(I), que son integrables en 1.

Observacion 3.7. Es conveniente hacer los siquientes comentarios.

1. Observe la analogia entre las definiciones que hemos dado. Si cambia-
mos I por R en la Definicion 3.6 consequimos la misma definicion que
se hizo para Ac.

2. Ya que fabf = F(b) — F(a) es claro que [ f = F(a) — F(a) = 0 tal
como es usual. (Aunque parece un hecho trivial el lector puede consultar
[31], un articulo que habla de una integral distribucional mds general,
y en donde se exhibe una distribucion integrable f con la caracteriztica

de que faaf #0.)

3. Llama la atencion que en esta definicion la primitiva es un elemento de
C(I), y no un elemento del espacio de las continuas que se desvanecen
en el extremo izquierdo del intervalo. Y aunque la primitiva en C(I)
no es unica, el valor de la integral no cambia. Ya que no depende de
la eleccion de la primitiva, pues todas ellas difieren en una constante,
y al considerar la diferencia F(b) — F(a), con a,b € R, la constante

2El lector debe notar que para el espacio de las distribuciones D’(I) usamos el intervalo
abierto I, mientras que para el conjunto de las continuas C'(I) usamos el intervalo cerrado
1. Aunque esta observacién es muy sutil el cambio es verdaderamente sustancial. Ya que
si quisieramos tomar a F' continua en el abierto I, podriamos hablar de la distribucion
asociada a ella e incluso de su derivada distribucional pero, en general, no se podria evaluar
a I en los puntos extremos de I, ni siquiera se podria definir como el limite de la funcién
en estos puntos porque precisamente, nada garantiza que dichos limites existan. Por lo
tanto, no se podrfa calcular f; f=F(@®)— F(a).
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se anula. Lo anterior también es cierto para el caso I = R. Pareciera
que la eleccion de Bo no es necesaria para definir la integral de las dis-
tribuciones en Ac. Sin embargo, nos sirve para notar que es suficiente
trabajar con una subespacio de las continuas (ya que todo elemento
de C(I) se puede escribir como suma de un elemento en Bc mds una
funcidn constante).

4. En general si T € D'(I), no siempre se puede extender T a todo
D = D(R). Por ejemplo, si f € L},.(a,b) pero no es integrable en [a, b]
entonces T; € D'(a, b) pero no se podrd extender a D.

En particular, si

1

[0 paraz e (—o0,0],
) { = para z € (0,00).

Entonces § € L}, .(0,1) pero f no estd en L, (R), y por lo tanto, T; €

loc loc

D'(a,b) pero no existe T* € D' = D'(R) tal que T* = T; en D(0,1).

Aunque cabe senalar que no estamos trabajando con todo el conjunto
de las distribuciones, sino con un subconjunto (propio) cuyos elementos
tienen la siguiente caracteristica. Si I = (a,b) y f es integrable sobre T
entonces existe F € C(I) tal que Ty = f en D(I). Gracias a ello nos
es posible definir G(z) := 0 para x € (—00,a|, G(x) := F(z) — F(a) si
x €1, yGx):=F(b) — F(a) cuando x € [b,o0). Entonces G € Bc,
Tt = fenD(I), y G(b)—G(a) = F(b)—F(a). Lo cual quiere decir que:
toda distribucion f € Ac(I) se puede extender a todo D(R).

La traza de onda es un ejemplo interesante en la teoria de distribucio-
nes porque le da significado a una serie divergente. Ahora veremos que esta
distribucion es integrable.

Ejemplo 3.8 (Traza de onda). Como vimos en el Capitulo 2 la serie

[e.9]

Z sin(22n7::rx) (3.1)

es convergente y su suma representa una funcion de periodo 1 que en el
intervalo (0,1) se define por F(z) = (1 —2x)/4. Como también sabemos, la
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deriwada generalizada de tal funcion es

1 1<
—54—5 Z (S(QL‘—k‘), (3'2)

k=—o00

la cual representa una funcion generalizada (que al aplicarla a cualquier fun-
cion ¢ € D siempre obtenemos solo un numero finito de sumandos diferentes
de cero). La funcidn F es continua en todo intervalo de la forma (k,k + 1),
para cualquier entero k. Y si[a,b] C (k,k+ 1) entonces F' también es conti-
nua en |a,b], y por lo tanto T} es integrable, es decir, Ty € Ac(|a,b]). Mds
aun, st aplicamos el Teorema 2.20 y derivamos término a término la serie
3.1, obtenemos la serie divergente

Z cos(2nmx) (3.3)

Y como esta serie converge (no en el sentido clasico pero si en el sentido de
las distribuciones) a la expresion (3.2), tendriamos

Y entonces,
b oo b
/ ZCOS(QTLTFQJ) = / Tp = F(b) — F(a).
a n=1 a

Es importante observar que la serie 3.3 diverge, en particular, en el inter-
valo [a,b] C (k,k+ 1) y esto significa que como distribucion no es regular,
pero si es integrable.

Desde luego hemos cometido algunos abusos de notacion, pero al lector le
puede ser util consultar la seccion de “Series de Fourier” en el Capitulo 2
para aclarar el uso de la notacion que acabamos de hacer.

Observacion 3.9. Con respecto al Fjemplo 3.8 senalaremos lo siguiente:

1. Por supuesto para ser formales y coherentes con la Definicion 3.6, no
es suficiente con una funcion que solo sea continua en un intervalo
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acotado, es necesaria una funcién continua en todo R y ello se puede
lograr con la extension que se menciona en la Observacion 3.7, aunque
dicha extension modifica en una constante el valor de la funcion no
modifica el valor de la integral (véase también la Observacion 3.7).
Aunque de hecho hay, por supuesto, varias formas de extender de forma
continua una funcion como esta y con algunas de estas extensiones
no se modifica a la funcion en el intervalo [a,b] C (k,k + 1). Por
ejemplo, dada F € C([a,b]), hacemos G(z) := F(a)e* . Notese que G
es continua en (—oo,a], G(a) = F(a) y que lim,_,_~, G(x) = 0. Por lo
tanto, si definimos la nueva funcion

G(z), =z <a,
H(z) =< F(z), a<az<b,
F(), x>0

tendremos que H € Bg, es la extension que buscdbamos.

. Como se puede ver T} es integrable solo en [a,b] y no en todo R. Aunque
por supuesto se puede emplear la extension mencionada en el inciso
anterior para obtener una distribucion integrable en todo R. Pero tal
extension no representaria la distribucion asociada a la traza de onda,
sino solo en el intervalo [a,b]. Y no hay forma de obtener una extension
continua que represente la traza de onda en todos los reales extendidos.

3.1.3. Propiedades Basicas

En el siguiente teorema presentamos las propiedades basicas de la integral
distribucional. Una combinacién lineal en A¢ se define por (ki f + kag, ¢) =
(k1 Th+ ko TY, @) para ¢ € D; ki, ky € R; f, g € Ae con primitivas F, G € Be,
respectivamente.

Teorema 3.10 (Propiedades Basicas). Sean a,b € R.

(a) Linealidad. Si f,g € Ac y ki,ko € R entonces kif + kag € Ac y

f;(klf + kag) = ki fabf + ko ffg

(b) Aditividad respecto a intervalos. Si f € Ac, entonces para toda ¢ € (a,b)

tenemos que f:f + fcbf = fabf
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(c¢) Integrabilidad en subintervalos. Sea J = (¢,d), donde a < c < d <b. Si
f es integrable sobre I, con I = (a, b) Entonces f es integrable sobre
cualquier subintervalo cerrado J C 1.

Demostracion. (a) Como f =Try g = T¢, entonces ki f + kog = (k1TF +
kyTe) . Por lo tanto

/b(zﬁf hag) = (/ﬁF + 1G)(b) — (i F + kG a)
' _ B F(a) + ks G(b) — ksGla)

. kl/m/

b) i f+ ] [ = (F(e) = F(a)) + (F(b) = F(e) = F(b) = F(a) = [, J.

(c) Si f es integrable sobre I entonces f es la derivada distribucional de
alguna F € C(I). Y si F es continua en I entonces es continua en
J C 1, es decir F, € C(J) y por consiguiente f = Ty en D(J). En

J

otras palabras, f es integrable en J.
O

3.11. Convencion. Vamos a establecer que para a < b

[r==[+

Como parte de las propiedades bésicas algunos textos incluyen la inva-
riancia bajo traslaciones. Esta propiedad se puede obtener facilmente para
la integral que hemos definido, si tomamos como definicion de traslacion la
siguiente: 7.f := T}(%C). (Desde luego esta no es la definicién usual de tras-
lacién que se conoce para distribuciones en general, véase la Definicién 2.9).
Otra propiedad es la relacionada con la dilataciéon o contraccién del intervalo
de integracion, la cual presentamos en la Seccién 3.1.4 como una aplicacién
de la Formula de Cambio de Variable, que veremos mas adelante.

Otras propiedades que por lo general se presentan como basicas también
requieren mas elementos que desarrollaremos a continuacién.
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Es comun hablar de la relaciéon entre la integral de f y la integral de |f| o
la relacién que existe entre las integrales de dos funciones f y g cuando f < g.
Algunas de estas propiedades se pueden trasladar a la integral distribucional
y otras no, al menos no exactamente. Esto se debe a que no existe, por
ejemplo, un orden total para las distribuciones, pero si se puede hablar de
un orden parcial. Para hablar de dicho orden parcial notemos primero que en
Be se puede definir un orden parcial de la siguiente manera:

Definicién 3.12. Sean F,G € Be. Diremos que F < G si y sdlo si F(x) <
G(z) para toda x € R. Es sencillo comprobar que este orden es reflexivo
(F < F), antisimétrico (F < G y G < F implica que F = G) y transitivo
(F <G yG< H entonces F < H).

Con base en lo anterior vamos a establecer un orden parcial en As como
sigue:

Definicién 3.13. Sean f,g € Ac. Diremos que f < g si y solo si ' <
G, con el orden en Beo. (Por supuesto F' y G son las primitivas de f y g,
respectivamente. )

Ahora podemos probar todas las propiedades a las que estamos acostum-
brados, y todas ellas son consecuencia directa de la definicién.

Teorema 3.14. Sean f,g € Ac.
(a) Si f < g, entonces F(x) < G(x) para toda x € R.
) [* < [" g para todax €R siy sdlosi f<g.
Demostracion. Tomemos f, g € Ac.

(a) Por la definicién de orden en Ag: f < g siy sélo si FF < G. Y por la
definicién de orden an Be: F' < G siy sélo si F(z) < G(z) para toda
zeR.

(b) F(x)_: [y G(x)= [*_gy por hipdtesis F(z) < G(z) para toda
x € R. De manera similar a la prueba anterior, la definiciéon de orden
parcial para Bo y A¢ implican que f < g.

O
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Observacién 3.15. Notese que la definicion de orden nos permite integrar
ambos lados de la desigualdad f < g en Ac para obtener FF < G en Bg.
La correspondencia entre las distribuciones integrables y sus primitivas nos
permite derivar ambos lados de F < G (F,G € B¢ ), para obtener Ty, < T,
en Ac.

Ahora podemos hablar del valor absoluto de una distribucion inte-
grable.

En Be se define F* = FV 0, F- = FAQy |F| =FV (—F). Entonces
F = Ft — F y |F| = F* + F~. Debemos senalar que F*, F~ y |F|
nuevamente son elementos de B¢ (ya que F' € Bc), y por lo tanto, podemos
dar el siguiente concepto.

Definicién 3.16. Sea f € Ac, y F' € Be su primitiva. Entonces definimos:
Jri= T, f =Ty |fl =Tl

Para la funcién f(t) = sin(¢)/t cuandot > 0y f(t) = 0sit < 0, tenemos:
fr=1fl=fyf =0

El orden en A nos da elementos para definir la integral de |f|. Como

F' es continua, también |F| es continua, y entonces la integrabilidad de f
garantiza la integrabilidad de | f|. Tal como lo establece el siguiente

Teorema 3.17. Si f € Ac entonces |f| € Ac y

‘/ f‘é/ |f| para toda x € R.

Demostracién. Como |F| € Be y |f| := T]p, entonces | f| € Ac. Luego, para
v R, [T [fl=F|(z) = [F(2)| y como | [ f

\/lf\S/;m-

Observacion 3.18. Mas adelante veremos que el espacio de las funcio-
nes Henstock-Kurzweil integrables esta contenido en Ac. Pero si una fun-
cion es Henstock-Kurzweil integrable, no necesariamente su valor absoluto es
Henstock- Kurzweil integrable. Lo cual contradice el resultado que acabamos
de probar. Tal hecho significa que la definicion, que hemos dado, de valor
absoluto de una distribucion, no puede coincidir con la definicion de una
funcion en el sentido cldsico.

= |F(x)|, entonces

O
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3.1.4. Teorema Fundamental del Calculo

Por definicién, todo elemento en A¢ es la derivada distribucional de una
funcién continua que se anula en —oo, es decir, f = T}, para alguna F' € Be.
Esta funcion continua F' es el andlogo a lo que en el calculo clasico se le
llama la primitiva o integral indefinida de f. Aqui también le hemos llamado
primitiva. La primera parte del teorema que enunciaremos a continuacion nos
dice como construir una primitiva a partir de una distribucién f. Ademas
recordemos que también la definicién de integral de f = T} nos dice que
[Zf = F(b) — F(a), es decir, la integral de la “derivada” de F' se calcula
a partir de F (primitiva de su propia “derivada”), algo que no ocurre con la
integral de Lebesgue.

Ademas, como vimos al inicio del capitulo, f tiene una primitiva tnica
en Be y una infinidad de primitivas en C'(R), aunque todas ellas difieren en
una constante. De esto nos habla en su segundo inciso el

3.19. Teorema Fundamental del Calculo (TFC).

(a) Si f € Ac y ®(x) = [*_ f entonces ® € Bo y Ty, = f.

(b) F € C(R). Entonces [*_Tj = F(z) — F(—00) para toda x € R.
Demostracion. Tomemos f, g € Ac.

(a) ®(z) = [*_ f = F(z) para toda = € R. Por lo tanto F'y ® son la misma
funcién (y pertenecen a B¢) y por ello sus derivadas distribucionales
coinciden, y son iguales a f.

(b) Observe que si ¢ = lim,_,_, F'(z) entonces ¢ € R y ademés F' + ¢ € Be,
asi T, = Ty, . € Ac. Entonces

[ = [ 1
— (F+ o)) — (F+)(~o0)

= F(z)+c—F(—o0)—c
= F(z)— F(—00)

para toda = € R.
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3.1.5. Formula de Cambio de Variable

Para la integral de Riemann la férmula de cambio de variable es muy
util porque con frecuencia nos permite simplificar las operaciones cuando
deseamos calcular el valor de la integral de una funcién especifica. Aqui damos
una versién de esta féormula para la integral distribucional.

Empecemos por dar la definicién de la composiciéon de una distribucion
en Ac con una funcién.

Definicién 3.20. Si F,G € C(R) y f = T}, se deﬁne (f o G)G' = Thyop,

es decir, ((f o G)G',d) == (Thoq; ®) = —(Troc, @) = f (FoG)(t)g'(t)dt
para toda ¢ € D.

Existe otra definicién de composicién de una distribuciéon con una fun-
cién suave, obtenida a partir de una férmula de cambio de variable. El lector
puede consultar [13, Seccién 7.1].

La férmula de cambio de variable queda expresada de la siguiente manera.

Teorema 3.21 (Férmula de Cambio de Variable). Supongase que f €
Ac y T = f, donde F € C(R). Sean —oo < a < b < 00. Si G € C([a,b])
entonces

/(;<a>f / foG)G = (FoG)(b) - (FoG)(a).

Demostracion. Aplicando el inciso (b) del Teorema Fundamental del Calculo
obtenemos fGG(S’)) f=F(G())— F(G(a)) = (FoG)(b) — (FoG)(a). De igual
forma se consigue la segunda igualdad ya que F'oG es la primitiva de (foG)G’
en C(R).

(Por supuesto hay un cambio de signo para el caso en que G sea decre-
ciente.) O

Observacioén 3.22. Acerca de la Férmula de Cambio de Variable comenta-
mos lo siquiente.

1. Obsérvese que la primera igualdad que probamos en la demostracion,
fGG(Elb))f = (F o G)(b) — (F o G)(a), es una igualdad que se cumple
para cualquier G € C([a,b]) y cualquier f € Ac. En esta parte de la
demostracion no es necesaria la Definicion 3.20.
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2. S1G € C((a,b)) ylimy_,,+ G(t) = —o0 y lim;_,,- G(t) = oo entonces

/Zf B /ab(foG)G' = F(00) — F(—o0).

En seguida presentamos una aplicacion de la férmula de cambio de varia-
ble, enunciada como un corolario.

Corolario 3.23 (Dilatacién o contraccién del intervalo de integra-
cién). Tomemos —o0o < a < b < o0. Si f € Ag, con T, = f y F € C(R),
entonces para cada numero real k # 0 se tiene

[r=1] %)

Demostracion. Para el caso k& > 0, la funcién G(z) =

ka, kb), con G/(x) = £, y como £ [ 7 (2) = [0 (£(%)) 1 = [l (f o )G,

entonces podemos aplicar la formula de cambio de variable para escribir

)= [Lueoe [ = [

El caso en que k£ < 0 es completamente analogo. O

es continua en

=18

Se puede notar que la Definicién 3.20 trata de imitar el comportamien-
to de la derivada de una composicion usual de funciones, y aunque puede
parecer artificial, veremos en seguida como la norma de Alexiewicz muestra
que ambos conceptos son compatibles, lo cual justifica la forma de definir la
composicién de una distribucién con una funcién (Definicién 3.20). Veamos
esto.

Supongamos que F, G € C(R). Sea ¢ > 0. Tomemos § > 0 de tal manera
que si |z — y| < 0 entonces |F(z) — F(y)| < €/2. Esto es posible ya que F

es uniformemente continua en R. Existen funciones p y ¢ en C! tales que

1F' = plles < €/2y ||G =gl < J. Note que FloG € C(R) y asf T{i) € Ac.
Ademas, (poq)(t) = (p' o q)(t)¢ (t) para todo t € R. Asi,

HT(,FoG)_T(p’Oq)qH = |[[FoG —poq|le
< |[FoG—=Fogql|lo+|[(Fog—pog|ls

= |[FoG—=Foglle +[[(F—=p)odlleo
< €/24¢€/2.
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El primer sumando es menor que €/2 como resultado de la forma en que
se eligieron q y 9.

3.1.6. Integracion por Partes

En el esquema que hemos trazado para desarrolar el tema de la integral,
tiene lugar ahora el Teorema de Integracion por Partes. Este teorema es de
gran importancia para nosotros, ya que de él se desprenden algunos resulta-
dos que desarrollaremos en las Secciones 3.2.3 y 3.2.5.

La féormula de Integracién por Partes para la integral de Riemann, por
ejemplo, sélo requiere del TFC y del hecho de que el producto de funciones
integrables es integrable. Pero en el caso de las distribuciones, la multipli-
cacion presenta ciertas dificultades. Como mencionamos en el Capitulo 2, L.
Schwartz [25] demostré que si se tiene una multiplicacién asociativa, y con
la cual se cumpla la férmula de Leibniz para la derivada de un producto, se
esta obligado a abandonar alguno de los siguientes conceptos: el de derivacion
de funciones de clase C! 6 el concepto usual de multiplicacién de funciones
continuas ([7, pag. 96]). Notemos que no hay problema en relacién con las
funciones de clase C*°.

En nuestro caso nos restringimos al subespacio de las distribuciones in-
tegrables, A¢, esto hace posible definir el producto de una distribucién in-
tegrable por una funcion de variacién acotada. Y con esto podemos dar una
versién de la férmula de Integracion por Partes para la integral distribucional.

Daremos ahora la definicién de funciones de variaciéon acotada y de varia-
cién acotada normalizada. También emplearemos el concepto de integral de
Riemann-Stieljes. Para revisar los elementos de esta integral recomendamos

la referencia [3] en el cual el lector encontrard un desarrollo muy completo y
accesible de este tema.

Definicién 3.24. Si g : R — R, su variacién se define por

Vg:=sup ) |g(xa) — g(n)l,

donde el supremo se toma sobre todas las colecciones finitas {(zn,yn)|1 <
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n < N}, con N € N, de intervalos disjuntos, y tales que x,,y, € R. El
conjunto de las funciones de variacion acotada lo denotaremos por BV .

Observacién 3.25. Con respecto a las funciones de variacion acotada senala-
remos lo siguiente.

1. Se sabe que las funciones de variacion acotada son acotadas y que tie-
nen limites laterales (derecho e izquierdo) en cada punto (por la derecha
para —oo y por la izquierda para o). Asi, si g : R — R es de varia-
cion acotada sobre R, entonces los limites lim_, g y limy, g existen.
Usaremos esto para extender el dominio de g a R.

2. Si g € BV entonces se puede cambiar a g en un conjunto numerable y
ast, obtener una funcion, g, continua por la derecha sobre [—00,00) ¥y
continua por la izquierda en 0o, es decir, lim, .+ g(x) = g(a) para toda
a € [—00,00), y lim, o g(x) = G(o0). Diremos que tales funciones
son de variacién acotada normalizada. A tal espacio de funciones lo
denotaremos por NBV .

3. El espacio BV es un espacio de Banach con la norma ||g||py = |g(—o0)|+

Vg.
Para definir la Integracion por Partes necesitamos probar la siguiente

Proposicién 3.26. Sea f € Ac y g € BV. Definimos H(x) = F(z)g(x) —
[* _ F(t)dg(t). Entonces H € Bc.

Demostracion. Ya que g es de variacion acotada, g es acotada. Es decir, existe
M > 0 tal que |g(x)] < M para todo z € R. Seaz € Ry y > z. Ya que
J dg = g(y) — g(x), podemos escribir H(x) — H(y) = [F(x) — F(y)]g(z) +
JYIF(t) = F(y)ldg(t). Ahora,

|H(x) — H(y)| < [F(x) — F(y)|M + méx [F(t) — F(y)|[Vg (3-4)

- r<t<ly

— 0 cuando y — x, ya que F' es uniformemente continua.

Similarmente si y < x. Por consiguiente, H € C(R). Para probar que H €
Bc, sea x € R. Entonces [H(z)| < |[F(z)|M + [|[Fy__ IV g — 0 cuando
x — —oo. De (3.4), la sucesién {H(n)} es de Cauchy y por consiguiente,
tiene limite conforme n — oco. Asi, H € Be¢. m

52



Ahora presentamos la férmula de Integracion por Partes como una defi-
nicion que se obtiene a partir de la proposicién anterior.

Definicién 3.27 (Integracién por Partes). Sean f € Az y g € BV.
Definimos fg = Ty;, donde H(z) = F(z)g(x) — ffoo Fdg. Entonces fg € Ac
y [ fg=F(o0)g(oo) — [7 Fdg.

Observacién 3.28. Es importante senalar lo siguiente:

1. Veamos si la definicion de producto entre una funcion de variacion
acotada y una distribucion en Ao (hecha en esta seccion) coincide con
la Definicion 2.7, en donde se habla del producto de una distribucion
T € D' por una funcion de clase C*°.

Para ello necesitamos realizar los siguientes calculos.
St multiplicamos f € Ag por una funcion g € BV N C*®, la defi-

nicion anterior nos dice que fg = T}, donde H(x) = F(x)g(x) —
[*__ F(t)dg(t). Luego

(Fg.6) = (H'0)=—(Hd)
=~ [ [P - [ Fod]o@

[e.9] —0o0

- -w " F@)g(@)d (x)dz

[e.9]

s [ Fdn]se

[e.9] —0o0

- )+ [ @) [ Fogoiseis

[e.9] —00

= o+ @ [0 [ Fogoswaa

—00 —00

En la peniltima igualdad hemos usado el hecho de que g es absolu-
tamente continua ya que g es de variacion acotada y de clase C*.
Recordemos que una funcion absolutamente continua es diferenciable
casi dondequiera y en este sentido se debe interpretar g’ en los cdlculos
a lo largo de este inciso.
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Aplicando el teorema de Fubini para cambiar el orden de integracion
en el plano xt, se observa que la region de integracion es la parte del
plano que queda debajo de la recta t = x. Asi, se obtiene:

T+ @0 [ [0 [ Py @ -

— 00 —0o0

= @0+ [ [0 [T PO 00 ]

—00
o0

— T+ L) [ OGOl - o)l

—00

o0

o0

= (T, ¢) — (L) / F(t)g'(t)o(x)dt.

—00

Esto concuerda con la definicion usual cuando g es de clase C*°. Pues
para ¢ € D, tenemos gp € BV N C> y asi, (fg,0) = (f, g¢) =
/

(Th, g0) = —(Tr, (g0)') = —(L) [, F(t) (g(t)¢(t)> dt. El resto de las

operaciones muestran que

~w) [~ Fo(swot) at -

= ‘: (F)o)d (1) + F(t)g(1)6' (1) ) dr

— (L) /: F(t)p(t)g'(t)dt — (L) /_Z F(t)g(t)¢'(t)dt
= (1) [ P60 0 - (Try. )

- W - @ [ s

Con lo cual comprobamos la coincidencia de las definiciones.

2. Lo anterior nos dice que al restringirnos a un subespacio de las distri-
buciones, en este caso a Ac, hemos podido ampliar el espacio base
D al espacio de las funciones de variacion acotada BV (D C BV).
Con lo cual hemos generalizado, en este sentido, la nocion usual de
producto de una distribucion por una funcion.

30bsérvese que esta interseccién es diferente del vacio ya que D C BV N C>®
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Ahora estamos en condiciones de hablar de [, f cuando I = [a,b], [a,]), (a,b]
o (a,b).

Observaciéon 3.29. Note que para (a,b) C R tenemos fab fg=F()g(a) —

F(a)g(a) — fab Fdg, donde F' = f y F € C(a,b). Una consecuencia es que si
f € Ac entonces f es integrable sobre cualquier subintervalo de la recta real.
Para cualquier intervalo compacto [a,b],

/abf = /_:fX[a,b]

= F(oo)X[a,b](OO)—/_ Fdxia
= F(b) — F(a).

Tenemos también que [, f = F(b) — F(a) cuando I = [a,b], [a,b), (a,b] o

(a,b). Esto se puede comprobar haciendo g = x; e integrando por partes.

La observacion anterior esta relacionada con el tema de la integral im-
propia. Concepto que estd asociado, a su vez, con el Teorema de Hake, el
cual trataremos en la siguiente seccion.

3.30. Nota. La formula de integracion por partes muestra que la integral
distribucional que hemos definido es compatible con la definicion de integral
(también para distribuciones) dada por Schwartz [24, pdg. 12]. Si f € D' es
tal que f(1) estd definido, entonces ffooof = f(1). Ya que la funcion 1 €
BV, la integracion por partes nos da, f(1) = [* f = [ f1 = F(c0)l —

[, fd1 = F(o0).

Una aplicacién de la Férmula de Integracion por Partes es el siguiente
teorema

Teorema 3.31 (Segundo Teorema del Valor Medio). Sea f € Ac y sea
g : R — R mondtona. Entonces ffooo fg=g(—0) ffoof + f;o f para alguna
¢ cR.

Demostracion. Usando Integracion por Partes y el Teorema del Valor Medio
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para la integral de Riemann-Stieltjes ([3, pag. 32]):

| ta = Pt~ [ Py
~ Floo)g(oo) = F©) [ dg

= F(o0)g(o0) — F(§)[g(o0) — g(—o0)]
= g(=00)F(§) + g(00)[F(c0) — F(§)].

3.1.7. Teorema de Hake

En la teoria cldsica del calculo integral esta presente el concepto de integral
impropia. Si f es continua en [a, b, excepto en & = a, entonces para cada
¢ € (a,b) la integral fcb f(x)dx existe. Podemos entonces inquirir acerca de

la existencia del lim,._,,+ fcb f(z)dz. Si este limite existe se dice que define la
integral impropia de f desde a hasta b. La notacién es la misma que para
una integral propia u ordinaria. En forma semejante, faoo f(x)dx se define

como limy_,.o fab f(z)dz si el limite existe. Si una integral impropia existe se
dice que converge.

El siguiente resultado fue probado por Heinrich Hake (matemético alemén)
para la integral de Perron en 1921. Y es un resultado que distingue a la inte-
gral de Henstock-Kurzweil, ya que no se cumple para la integral de Riemann
y Lebesgue. Este teorema se sigue cumpliendo para la integral distribucional.

Teorema 3.32 (Teorema de Hake). Supongamos que f € D'y f = T} pa-
ra alguna F' € C(R). Silim, o F(x) ylim,_,_ F(x) ezisten en R, entonces

fedAcy [ f=lmy o [Tf + lim,, o [°f.

Demostracion. Se define F(x) = F(r) para = € R, F(00) = lim,_,o F(2),
F(—00) = lim,_,_o F(z). Entonces F € C(R) y T = f. Por consiguiente,
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f e Ac y, por el TFC se tiene:

| 1= T -Fi-x)
= lim F(z) — lim F(x)

Tr—00 T—>—00
= lim[F(z) — F(0)]+ lim [F(0) — F(x)]
T—00 T—r—00
T 0
= lim f + lim f.
T—00 0 Tr—r—00 z

]

También hay versiones similares con intervalos compactos e intervalos no
acotados. El resultado correspondiente es falso para la integral de Lebesgue.
Por ejemplo, lim, o [; sin(t?)dt = V7/(22), pero la funcién ¢ — sin(t2) no
estd en L'. La integral es llamada la integral de Cauchy — Lebesgue y, en este
caso, es también una integral impropia de Riemann. El Teorema de Hake es
valido para la integral de Henstock-Kurzweil y la integral de Perron, pero la
prueba no es tan breve como la que acabamos de presentar. Ver el Teorema
9.21 y el Teorema 8.18. en [14].

3.2. El espacio Ac

Ahora hablaremos de A¢ no sélo como conjunto sino como espacio vec-
torial en el que se puede definir una norma que lo convierte en espacio de
Banach. Adema&s veremos que A¢ contiene dos espacios importantes de fun-
ciones integrables: el espacio de las Lebesgue integrables (que no es completo
con la norma que hereda de A¢) y el espacio de las Henstock-Kurzweil in-
tegrables (cuya norma coincide con la norma que hereda de A¢). Espacios
que son densos en Ac. Con lo cual se prueba que Agc es homeomorfo a la
completacion de H K. Hecho que motivo, principalmente, nuestro interés por
estudiar la integral distribucional. También estudiaremos la relacion entre la
topologia de As dada por la norma y la topologia que este espacio hereda
del espacio de las distribuciones D’. Cerramos este capitulo con el concepto
de orden de una distribucién integrable.
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3.2.1. A como espacio de Banach

Al inicio de este capitulo se revisaron las propiedades basicas de la in-
tegral distribucional (Teorema 3.10), en donde la linealidad de la derivada
distribucional se utilizé fuertemente para la demostracién. Estas propiedades
basicas de la integral distribucional hacen de A¢ un espacio vectorial.

Para definir una norma en Ag, presentamos primero la siguiente pro-
posicién, que es consecuencia del Teorema 3.10 y de la definicién de A¢g y

Be.
Proposicion 3.33. La aplicacion F, definida por
F(f)=F, para f € Ac, donde F € B es la primitiva de f,

es un isomorfismo lineal de Ac en Be.

A traves del isomorfismo F definimos la norma de Alexiewicz sobre
Ac mediante

I FAE=IEF ) oo

Con lo anterior podemos probar de forma sencilla el importante resultado
que aparece como corolario del siguiente

Teorema 3.34. Ac y Be son isometricamente isomorfos. La integral es una
1sometria lineal.

Corolario 3.35. Con la norma de Alexewicz, Ac es un espacio de Banach.

La norma de Alexiewicz resulta invariante bajo traslaciones, y se pueden
definir otras normas equivalentes a ella, pero no desarrollaremos aqui estos
resultados. El lector los puede consultar en [30, pag. 30].

Para probar que A¢ es la completacién de H K es conveniente desarrollar
antes el tema de las distribuciones regulares en A¢.

3.2.2. Distribuciones regulares en A

Ya hemos hablado en la primera mitad de este capitulo sobre las propie-
dades béasicas de la integral distribucional y también hemos comentado que
los elementos de As como distribuciones, poseen la caracteristica de tener
una infinidad de primitivas y que toda distribucién integrable sobre D(I) se
puede extender a todo D(R). El objetivo de esta seccién es hablar de otra
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propiedad que como distribucion pueden tener algunos elementos de Ag¢.

Comencemos recordando que, en general, la derivada de una distribucién

T € D' se define como:
<T/a ¢> = _<T7 ¢,>

Por definicién todo elemento de f € A¢ es la derivada distribucional de una
funcién continua F' € B, es decir, (f, ¢) = (T}, ¢), para cada ¢ € D.

Sabemos, por el Teorema 2.13 que si F' es derivable y F’ es continua
entonces T}, = Tp. Pero este resultado se puede generalizar. Asi, estamos in-
teresados en saber que tanto se pueden debilitar las hipdtesis de este teorema.
Que debe cumplir F' € B¢ para que

(Tp,¢) = (Tr, ¢). (3.5)

El resultado més general es el que presenta W. Rudin [23, pag. 148] y hace
uso de las funciones absolutamente continua. Recordemos que toda funcion
absolutamente continua es derivable casi donde quiera, y en este sentido se
debe entender F’, en el siguiente resultado.

Teorema 3.36. Para F' € Bo se cumple que:

Ty =T siy sélo si F e AC.

Esto quiere decir que si F' € AC, entonces f es regular y f = Tr/, mas
aun, cualquier distribucién regular en Aq es generada por la derivada de
alguna funciéon absolutamente continua.

A partir de este resultado podemos afirmar que si F' € Bo — AC' entonces
la Ecuacién 3.5 no se satisface. Sin embargo, si es posible generalizar el
Teorema 3.36 si se sustituye la integral de Lebesgue, empleada para definir
las distribuciones regulares, por la integral de Henstock-Kurzweil.

Recordemos el siguiente concepto.

Definicién 3.37 (Distribuciones HK-regulares). Si f € HK;,.R enton-
ces (Iy, ) = (HK) ffooo fé define una distribucion. A las distribuciones Ty,
generadas por una funcion localmente Henstock-Kurzweil integrable, les lla-
maremos distribuciones H K -requlares o distribuciones requlares en el sentido
de Henstock-Kurzweil.
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Teorema 3.38. Sea f =T}, con F € Bo. Si F € ACGj; entonces
(1.0) = (T3.6) = (1K) [ jo.

Es decir, f es reqular. Mds aun, F(z) = (HK) [*_f.
Demostracion. El razonamiento es como sigue:
El Teorema de Integracién por Partes (Teorema 1.23) nos dice que la

derivada distribucional de una funciéon continua F' sera regular, es decir

- [Fo= [

si y so6lo si F' es la integral indefinida de una funcion H K-integrable.

Por la Observacion 1.22, sabemos que el hecho de que F' sea la integral
indefinida de una funcion H K-integrable es equivalente a que F' sea una
funcién AC'Gs. Con lo que concluye la demostracion. n

Observacién 3.39. En resumen, los Teoremas 3.36 y 3.38 nos dicen lo
stguiente:

1. Si F € AC, entonces f es reqular, y f = T;, para alguna f € L*.

2. Si F € ACGs, entonces f es reqular, en el sentido de la Definicion 2.5,
y [ =1Tj, para alguna f € HK.

3. Lo anterior nos hace ver que existen distribuciones en Ac que no sa-
tisfacen la Ecuacion 3.5. El ejemplo se puede obtener tomando una
funcién continua, pero que no es diferenciable en todo punto (Observe
que tal funcion no puede ser ACGs ya que a estas se les puede derivar
excepto, posiblemente, en un conjunto de medida cero*. Otra distribu-
cion a considerar es la generada por la funcion de Cantor-Lebesque A
(véase [4, pag. 410]), pues esta funcion es continua pero no es ACGs,
y por esta razon no se le puede aplicar el Teorema 3.38.

Entonces a cada h € L' se le puede asociar una distribuciéon Ty € Ac, y
a cada f € HK también se le puede asociar una distribucién 7; € A¢, y en
este sentido diremos que L' y HK estén contenidos en A¢c. Asi que podemos
definir los siguientes espacios.

4Aqui estamos considerando a los conjuntos de medida cero con respecto a la medida
de Lebesgue.
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Definiciéon 3.40. Sean
Lo :={f¢€ Ac‘f =T}, para alguna f € L'},

HKqc :={f € Ac’f =T;, para alguna § € HK}.
y definimos también la aplicacion § : HK — Ac como §(f) = T;.

Con ello tenemos una descripcién bastante interesante (pues estd en
términos de objetos conocidos) de un subconjunto, de A¢, bastante amplio.
El siguiente teorema nos da una importante propiedad de estos subconjunto
de distribuciones regulares en Ac.

Otra cosa que se debe notar es que estos resultados nos dan una aplicacion
de las diversas definiciones de integral que existen, pues las distribuciones re-
gulares en cualquier texto se definen en términos de la integral de Lebesgue
y al introducir la integral de Henstock-Kurzweil, el espacio de distribucio-
nes regulares se amplia, es decir, algunas de las distribuciones singulares se
pueden expresar ahora, en términos de la integral HK, como distribuciones
regulares. Esto nos permite considerar la idea de emplear otras integrales
cuyo espacio sea mas amplio que HK, para darle una nueva interpretacion a
otras distribuciones singulares.

Observacién 3.41. Como ya hemos visto, la integral distribucional es un

concepto mas general que la integral HK , asi que nos podemos prequntar si

podemos utilizar esta integral para expresar las distribuciones en términos

de la integral distribucional. En realidad si es posible hacerlo y podemos dar

una nueva interpretacion de la accion de f € A como una distribucion, y su

Justificacion la da la Integracion por Partes que vimos en la Definicion 3.27.
Sea ¢ € D. Como ¢ € C* C BV, entonces

[e.e]

(f.6) = (Thd) = —(F.¢) = (L) / P

—00

— - Fis- < / f¢> ~ F(00)0(o0)
- [ 1o
Ast, la accion de f sobre la funcion prueba ¢ es interpretada como la in-

tegral del producto f¢, una situacion andloga al caso en que f es reqular y
estd generada por una funcion localmente integrable.
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Un ejemplo importante

Todos los elementos que hemos reunido hasta ahora nos permitiran aclarar
con facilidad y contundencia el siguiente ejemplo que presenta Talvila en [30].
Un ejemplo muy confuso e inquietante.

Ejemplo 3.42. Sea F' una funcion singular, creciente y continua sobre [0, 1]
tal como la funcion de Cantor-Lebesque. Entonces F'(x) = 0 para casi toda
x € [0,1]. Ya que F' es de variacion acotada (véase la seccion 5), su derivada
es integrable en el sentido de Lebesque y [7 F'(t)dt = 0 para toda x € [0, 1].
Pero, F' € Ac y la integral distribucional es fom F' = F(z) — F(0) para toda
x € [0,1].

En otras palabras nos dice que el valor de la integral distribucional
y el valor de la integral de Lebesgue para una misma funciéon no
coinciden, y por lo tanto es posible que nuestra definicién de integral no
coincida con el concepto clasico de esta, y con ello, la generalizacion que he-
mos hecho del concepto de integral no sea adecuada. Veremos que en realidad
nuestra teoria es correcta ya que en el ejemplo anterior se comete un error en
el razonamiento. La observacion es sutil pero como podemos darnos cuenta
cambia totalmente el resultado.

Solucion. Primero que nad a senialaremos que en el articulo se emplea la
notacién F’ para la derivada distribucional de la distribucién regular asocia-
da a F'. Para la aclaracién que vamos a hacer emplearemos la notacién que
emos venido empleando para reescribir el ejemplo.

En efecto F' € C([0,1]) y por lo tanto T} € Ac([0,1]), asi que fol Ty =
F(1) — F(0) # 0. Sin embargo el ejemplo considera por un lado la integral
distribucional de T} y por otro la integral de Lebesgue de F’. Si deseamos
que el concepto general coincida con el clasico, estamos pidiendo que para
cualquier funcién F € L, se cumpla que (L) [ F = [T, es decir que en
nuestro ejemplo deberfa ser verdad que [ F' = [Ty mientras que en el
ejemplo se iguala [ F” con [Th. Y esto s6lo serfa cierto si

/TF, = /Tg. (3.6)

Pero como hemos visto al inicio de esta seccion esto sélo es verdad si y sélo
si F' es absolutamente continua (Teorema 3.36). Lo cual no ocurre con la
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funcién de Cantor-Lebesgue. Asi que la igualdad (3.6) no ocurre y por lo
tanto (L) [ F' y [T} no tienen por que ser iguales. De hecho no lo son.
Asi que esto no muestra ninguna inconsistencia en la teorfa.

3.2.3. La topologia de A

La topologia con la que consideraremos a A es la generada por su norma
(la norma de Alexiewicz).

El proposito de esta seccion es estudiar la relacion entre la convergencia de
las sucesiones en A¢, y la convergencia de las mismas sucesiones, pero ahora,
en las topologias (dadas por las normas respectivas) de los subespacios L,
HK, y la convergencia en el espacio de las distribuciones 7'.

Relacién entre las normas de L!, HK y Ac¢

Ya que los elementos Lo y H K¢ estan univocamente determinados por
funciones Lebesgue y Henstock-Kurzweil integrables, respectivamente, se pue-
de dotar a estos subespacios de A¢ de una estructura de espacio normado,
utilizando las normas usuales, la L' —norma de L! y la norma de Alexiewicz
en HK. Pero para hablar de estas normas debemos comentar lo siguiente.

Al final de la Seccion 3.1.3 dimos una definiciéon de valor absoluto de
una distribucién integrable que hace a la integral distribucional una integral
absoluta, sin embargo, como hemos visto, el espacio de la funciones Henstock-
Kurzweil integrables esta contedido en A¢ y el valor de las integrales coincide,
asi que es contradictorio afirmar que la generalizacién de la integral H K sea
absoluta. Por supuesto las definiciones hechas en la Seccién 3.1.3 no coincide
con la definicién clésica de valor absoluto. Asi que aqui definimos lo siguiente:

Definicién 3.43. Si f € Ac es reqular y f = T;, con § € L},.(R), entonces

loc
definimos el valor absoluto de la distribucion como |f| = T.

Tj;; define una distribucién ya que si f € Lj,(R) entonces [f| € L;, (R).

loc loc

Por supuesto esta definicion coincide con la definicion clasica de valor
absoluto. Y nos permite definir las normas antes mencionadas. Es momento
de comparar estas dos normas con la de Ac.

Proposicién 3.44. Si f = T; y f € L', entonces ||f|| < || |f| ||. Ademds,
ATl < [ 1F1]. Y si§ € HK entonces || f[| = [[f|la-
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Notese que de no ser por el valor absoluto la L' — norma y la norma de
Ac serian equivalentes, es decir, generarian la misma topologia .

La proposicién nos dice que si consideramos una sucesién {f,} C Ac¢
donde cada una de ella es regular, no prodremos afirmar que el limite lo sea
si consederamos la norma en A¢, asi es que nos preguntamos ;qué debemos
agregar para garantizar que el limite de regulares sea regular con la norma
de .Ac?

La misma proposicién nos da una respuesta para el caso mas sencillo.

Corolario 3.45. Si consideramos la sucesion {f,} C Ac¢ tal que f, € L¢
para todan, y || |fn— f] || = 0 para alguna f € L, entonces || f, — f|| — 0.

Aunque en realidad se estd pidiendo la convergencia con la L!'-norma, se
debe notar que la hipotesis que exige la proposicién anterior esta en términos
de la norma del espacio A¢.

El siguiente teorema nos da una importante propiedad de los subespacios
LC y H Kc.

Teorema 3.46. L' y HK son densos en Ac. Ademds, Ac es separable.

Demostracion. Funciones, ®, para las cuales existe un polinomio p y un inter-
valo [a,b] C R, con p(a) = 0, tales que ®(z) = 0si z € (—o0,al, P(x) = p(x)
para z € [a,b], y ®(z) = p(b) si z € [b,00), son densas en Be con .||
Pero tales funciones son absolutamente continuas. Lo que quiere decir, por
el Teorema 3.36, que L' es denso en Ag.

]

Observacién 3.47. Recordemos que Lc es completo con la L'-norma pero
no lo es con la norma de Ac, pues de ser asi Ac = Lo = L, ya que Lo es
denso en Ac.

Ahora podemos establecer el siguiente resultado.
Corolario 3.48. Ac es la completacion de HK.

Demostracion. Sabemos que HK mno es completo. Asi que HK # HK y
como HK es denso en Ag, también HK es denso en Ac. Y como Ac es
completo, entonces HK = Ac. O
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Relacién entre las topologias de Ac y D’

Al tomar una sucesién {f,} C A¢, cada término de la sucesién es una
distribucién en D', y por lo tanto {f,} es una sucesién en D’ que converge
si cumple la Definicion 2.16. Asi que hablamos de dos definiciones distintas
de convergencia para la misma sucesion. La convergencia en términos de la
norma de Alexiewicz y en términos de la Definicién 2.16. Discutiremos ahora
la relacién entre estos dos tipos de convergencia.

Definicién 3.49. Se dice que una sucesion {f,} C Ac converge fuertemente
af e Ac si||fu — fll = 0. Y converge débilmente en D, si (f, — f,¢) =
[2 (fo— )¢ — 0 para cada ¢ € D.

Teorema 3.50. Convergencia fuerte implica convergencia débil en D.

Demostracion. Esto es consecuencia de la desigualdad de Holder. Sea f, f,, €
Ac paran > 1. Ya que ¢ € D C BY entonces

|<fn—f,<b>|=‘/_ (fn—f)cb‘§2I|fn—f|\'||¢!|3v-

Si ||fn — f]| = 0 (convergencia fuerte), entonces |(f, — f,¢)| — 0 (conver-
gencia débil). O

Observaciéon 3.51. A continuacion presentamos otra demostracion del teo-
rema anterior. Si F, converge uniformemente a F entonces F,¢' converge
uniformemente a F'¢', en el soporte de ¢, y por lo tanto (L) ffooo E,¢" con-
verge a (L) ffooo F¢', asi

oo

(T =-) [

oo
¢ = -(0) [ P =(1h0)
oo —0o0

Es decir f,, converge débilmente a f en D. Esta demostracion solo requirio de
la teoria clasica de la integral de Riemann, y no fue necesario ninguno de los
resultados obtenidos en las secciones anteriores, sin embargo se debe notar
que en el articulo [30] se busca desarrollar la teoria de una forma secuencial
que se asemeje a la forma cldsica de desarrollar la teoria de integracion en
el orden que comunmente se espera.

Supongase que {f,} C Ac. La convergencia fuerte ||f, — f|| — 0 implica
que f € A¢ ya que A¢ es un espacio de Banach. Pero, si f,, — f débilmente
en D entonces f no necesariamente estd en Ac.
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Ejemplo 3.52. Eziste una sucesion {f,} C Ac que converge débilmente en
D a f € D\Ac. Sea fr, = X[-nn]- Entonces f, € Ac para cada n € N.
Sea ¢ € D. Por el teorema de la convergencia dominada (o prueba M de
Weierstrass), (fun,¢) = (L) fsupp () Xl—nn @ = (L) [ ¢ = (1,0). Por lo
tanto, f, converge débilmente en D a 1 € D'\ Ac.

Ya que la convergencia débil no implica convergencia fuerte nos pregunta-
mos a cerca de las hipétesis adicionales para obtener la implicacion reciproca.

Note que la convergencia fuerte ||f, — f|| — 0 es lo mismo como con-
vergencia uniforme de F,, — F sobre R. Si cada funcién F,, € B¢, entonces
la convergencia uniforme de F,, — F' garantiza que F' es continua sobre R.
Ya que cada F,(—o0) = 0, también se tiene que F(—o0) =0, asi F' € Bc y
f_zoo fn — ffoo T} para cada x € R.

Para responder a la pregunta planteada requerimos de los siguientes re-
sultados, relacionados con el teorema de Arzela-Ascoli.

Teorema 3.53. (X,,d,),en representa una sucesion de espacios métricos,
y, para cada p € N, (Z,,)nen €s una sucesion en X,. Si para cada p € N,
el conjunto {x,, : n € N} es relativamente compacto en X,,, entonces existe
una funcion estrictamente creciente ¢ : N — N tal que para cada p € N la
SUCESION (Tp(n) p)nen converge en X,.

Recordemos que un subconjunto Y de un espacio métrico X se dice que es
relativamente compacto en X si existe un compacto K de X tal que Y C K,
0, equivalentemente, si la cerradura de Y en X es compacta. En términos de
sucesiones, Y es relativamente compacto si y sélo si cada sucesion en Y tiene
una subsucesién que converge en X (véase [17, pag. 12]).

Definicién 3.54. Una sucesion de funciones {F,} C B¢ es equicontinua en
x € R si para toda € > 0 existe una § > 0 tal que para todan > 1, siy € R tal
que |x—y| < § entonces |Fy,(x)—F,(y)| < €. Podemos definir equicontinuidad
en 0o reemplazando la condicion que involucra a 6 cony > 1/6. Similarmente
para —oo. El punto es que una 0 funciona para toda n € N. Si {F,} es

equicontinua en cada punto de R diremos que esta sucesion es equicontinua
sobre R.

En los siguientes resultados X representa un espacio métrico compacto y
C(X) denota el espacio de las funciones continuas con valores reales y con
dominio X.
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Proposicién 3.55. [17, Proposicion 3.2, pag. 43] Si {F,} es una sucesion de
funciones equicontinuas en C(X) y sea D un subconjunto denso de X. Si para
toda x € D, la sucesion de nimeros {F,(z)} converge, entonces la sucesion
de funciones {F,} converge uniformemente a una funcion en F € C(X).

Obsérvese que cuando tenemos una sucesién de funciones equicontinuas
en un compacto, el acotamiento puntual (de la sucesién) es equivalente al
acotamiento uniforme. Sin embargo, veremos en el siguiente lema que la
hipétesis de acotamiento puntual se puede debilitar.

Lema 3.56. Sea (X,d) un espacio métrico compacto y xy € X. Tomemos
{F,} € C(X) equicontinua en X y tal que |F,(xo)| = 0, para toda n > 1.
Entonces {F,} es uniformemente acotada.

Demostracion. Sea € > 0. Debido a la equicontinuidad de la sucesién, para
cada x € X existe 0, > 0 tal que si y € By, (z) entonces |F,(z) — F,(y)| < €.

Obsérvese que {Bs,(z) : * € X} es una cubierta abierta de X. Por la
compacidad de X existen x1,...,xy tales que

N N
X C UB&% (x;) C UBézi (i)
=0

i=1

No es dificil comprobar (por induccién sobre el nimero de elementos de la
cubierta) que si tomamos cualquier Bs, (;) existen

Btszil (xh)a BJziQ (ajiz)v SR B&Dik (xlk) (37)

tales que B%l (ziy,) N Bs,, (w0) # O, ngik (zi,) N Bs, (z:i) # Dy B(szij (z5,) N
B‘Swzw,l (z5,_,) # © para cada j = 1,..., k. Observemos que k < N.

Tomemos n > 1 e i € {1,...,N} fijos. Definimos V(z;,) := Bs, (7o),
Vi(wi,,) = Bs, (z:) y V(xi;) == Bs,, (v;;) para j = 1,...,k, donde los

Bs, (xi;) son los abiertos mencionados en la expresion 3.7.
.
J

Notemos que para algin xj € V() NV (z;) se tiene que |Fy,(z;,)| <
| Fn (i) = Fo(io)| + [Falio)| < [Ful@iy) — Fu(af)] + [Fa(a7,) — Fulwi,)| +
|F(x;,)| < 2e (recordemos que |F,(zo)| = 0).

Para x;, tendrfamos entonces que |F,, ()| < |Fp (i) —Fo (23, |4+ Fu(xi,)] <
|Fo(zi,) — Fo(x),)| + [Fa(xy,) — Fa(za,)| + [Fa(2i,)| < 4e para algin zj, €
V(x;,) NV (xy,) (pues de la ecuacién anterior sabemos que |F,(x;, )| < 2¢).
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Este razonamiento se puede aplicar de forma recursiva para obtener

|Fn(‘rl])| < |Fn(l‘”) - Fn(xij—l)’ + |Fn(Iij—1)|
< [Falwy) = Fa(@))| 4 |Fa(@]) = Falw, )|+ [Fa(w,_, )| < 27,

paraj =1,...,k+1. Luego |F,(z;)| <2(k+1)e <2(N+1)e (pues z; = x;,),
paratodas=1,..., N.

Para cada » € X existe i € {0,...,N} tal que = € Bjs, (z;). Por el
razonamiento anterior

|Fn(2)| < [Fo(x) = Fu(z)| + [Falzi)] < (2N + 3)e.

Ya que lo anterior fue para n arbitraria, entonces |F,(x)| < M, con x € X,
para toda n > 1, donde M := (2N + 3)e. O

Observacién 3.57. Observemos que la hipdtesis de que |F,(xo)| = 0, para
toda n > 1, se puede cambiar por la condicion: |F,(x¢)| < M , para toda
n > 1. Y el resultado se sigue cumpliendo. La demostracion es andloga.

Ahora tenemos los elementos para probar el siguiente.

Teorema 3.58. Sea {f.} C Ac tal que f, — f débilmente en D para alguna
f € D' Supongamos que {F,} es equicontinua sobre R. Entonces f € Ac y

fn = fI = 0.

Demostracidn. Primero observemos que R es separable, ya que D := QU
{00, =00} es un subconjunto denso numerable en R.

(a) f € Ag. Veamos esto. Como {F},} es equicontinua, sobre R, y | F},(—00)| =

0 (pues F,, € B¢), para cada n > 1. Podemos aplicar el Lema 3.56 y
con ello obtener que la sucesién {F,,(x)} es acotada, para cada = € D.
Asi, por el Teorema 3.53 existe una subsucesién {F,, } tal que {F,, (z)}
converge para toda x € D. Por la Proposicién 3.55 la sucesién {F),, }
converge uniformemente a alguna F' € Be. Es decir, ||F,, — F||« =
| fn, — Tr|| = 0. Como convergencia fuerte implica convergencia débil,
entonces f,, — T} débilmente en D y por hipétesis f,,, — f débilmen-
te en D (pues si la sucesién converge a f cualquier subsucesién también
lo hard).
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La unicidad del limite implica que f = T}, luego f € Ac.

(b) ||fu — fI| = 0. Hemos visto que para cada x € D , la sucesién {F,(x)}
tiene una subsucesion convergente, de hecho, la sucesiéon es convergente
para toda z € D. La demostracién sera por contradiccién. Suponga-
mos que existe z* € D tal que {F,(z*)} no converge, y como {F,, (z*)}
converge a F'(x*), entonces existe otra subsucesién {F}, ,(z*)} conver-
gente, tal que lim F), , (2*) # F(2*). Aplicando nuevamente el Teorema
3.53 existe una subsucesién { F,,, } tal que {F,_ (x)} converge para toda
x € D. Razonando como en el inciso anterior, la sucesiéon {F,, } con-
verge uniformemente a alguna F* € Bg. Esto a su vez nos dice que
fn. = Tp. débilmente en D, pero por hipétesis f,, — f débilmente
en D, con lo que obtendriamos T} = f = T}, y por la unicidad de la
primitiva continua en Bgo, F' = F*, pero estas funciones difieren en el
punto x* y por lo tanto F' # F™*. Lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto, la sucesién {F,(z)} converge para toda x € D. La Pro-
posicién 3.55 nos dice entonces que {F),} converge uniformemente a
F € Be, y por lo tanto {f,} converge fuertemente a f € Ac.

]

Este teorema no se puede aplicar a la sucesion del Ejemplo 3.52 ya que
dicha sucesion no es equicontinua. El siguiente teorema muestra la gran ven-
taja de que B¢ sea isométricamente isomorfo a Aq, ya que los resultados que
se conocen para el espacio de las continuas se pueden trasladar al espacio de
las distribuciones integrables.

Teorema 3.59. Sea {f,} C Ac. Si {F,} es equicontinua sobre R y {F,}
converge puntualmente a F. Entonces f € Ac y ||fn — fI| = 0.

Demostracion. La equicontinuidad y la convergencia puntual implican la con-
vergencia uniforme de la sucesion {F), } a la funcién F. Y ya que || F,,— F||o =
|| fr.— f1], entonces la convergencia uniforme de {F,,} implica la convergencia
fuerte de {f,}. O

Tal como comentamos en la Observacion 3.28, después de la definicién de
Integracion por Partes, al haber generalizado el producto de una distribucion
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por una funcién, hemos cambiado el espacio base de las distribuciones en A¢
y con ello se da origen a un nuevo conjunto de distribuciones (que siguen
siendo integrables) que actuan sobre el espacio de las funciones de variacion
acotada, BV. A este espacio lo denotaremos por Apgy y definiremos en el la
convergencia débil en términos de la accion de la integral distribucional.

Definicién 3.60. La sucesion {f,} C Apy converge débilmente a [ € Apy
en BV si (fn — f,9) = ffooo(fn — f)g — 0 para cada g € BV'.

Teorema 3.61. Convergencia fuerte implica convergencia débil BV . Con-

vergencia débil en BV no implica convergencia fuerte. Si f,, — f débilmente
en BV entonces [~ fn, — [T f-

Demostracion. Supongamos que ||f, — f|| — 0. Entonces ||F, — F||« — 0.
Sea g € BV. Por la desigualdad de Hélder,

(o= £ =| [ (= D1g] <21F = Flluligllev =0,

Sea fn = X(n-1,n) — X(n,n+1)- Entonces { f,,} C Ac. Para g € BV, tenemos
ffooo fng — 0 por la convergencia dominada ya que ||f,||- = 1, g es acotada
y fn — 0 puntualmente en R. Como || f,|| = 1, la convergencia débil en BV
(y por consiguiente en D) no implica convergencia fuerte.

Finalmente supongamos que f, — f débilmente en BV. Ya que 1 € BV
tenemos ffooo fn— ffooo f. O

Observacién 3.62.

1. La convergencia débil en BV implica convergencia débil en D, ya que

D C BV.

2. La convergencia débil en D no implica convergencia débil en BV . Para
ver esto, sea fn = X(nn+1)- Para ¢ € D tenemos ffooo fn® = f:“ ¢o—0
pero s1 g = 1 entonces ffooo fng =1 que no converge a cero.

3.2.4. Orden de una distribucién integrable

Para desarrollar el resultado de esta seccién necesitamos dar la definicion
de orden de una distribucién. Para ello, primero vamos a introducir una
familia de seminormas sobre D de la siguiente manera:

lelly = > 110"l

n<N
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de hecho estas seminormas forman una sucesion creciente. Es natural definir
entonces una topologia localmente convexa sobre D con estas seminormas
(véase [20, Ejercicio 9.3 pdg. 259]); la topologia resultante hace de D un
espacio métrico que desafortunadamente no es completo.

Pero en este caso, las normas ||¢||y son ttiles para establecer el siguiente
resultado.

Teorema 3.63. Una funcional lineal T' sobre D es una distribucion si y sélo
si para cada K C R compacto, eziste una constante C > 0 y una N € NU{0}
tal que

(T o) < Cllglly (3-8)
para todas las funciones ¢ con soporte en K.

Definicién 3.64. Si el numero N del teorema anterior, se puede elegir in-
dependientemente del compacto K, y N es el minimo de tales enteros no
negativos, se dice que la distribucion es de orden N. Cuando ningun valor
de N puede cumplir, para todo K, la Fcuacion 3.8 se dice que T' tiene orden
nfinito.

Ejemplo 3.65. Sea Q2 C R un conjunto abierto.

(a) Sea N\ una medida de Radon con signo sobre R. La funcional

(To)i= [ or, e,
R
es una distribucion de orden cero.
(b) La distribucion d,, tiene orden cero.
(c) Sea f € L, .(R). La funcional
1p.0)i= [ o@f@)ds. oeD,

es una distribucion de orden cero. En efecto,

(Tl =|(0) [ o] < @) [ ol

o0

. / o) (@)

< 16l (D) / NET
= 16
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con C'= (L) fsupp o | f(2)|dz.

En relacion al resultado que daremos después consideramos conveniente
establecer el siguiente teorema

Teorema 3.66. 1" es una distribucion de orden cero si y solo si T es una
medida de Radon con signo.

En el siguiente teorema determinaremos el orden de las distribuciones en

Ac.
Teorema 3.67. Toda distribucion en Ac tiene, a lo mds, orden uno.

Demostracién. Como D C BV, entonces (f, ¢) = ffooo fo (véase la Observa-
cién 3.41). Por la desigualdad de Holder obtenemos la siguiente inecuacién

el =| [ so| <2511 ol

Veremos que ||¢||sy < C’||¢|]1. Lo cual es consecuencia de que

|9(x) — d(y)| = |¢'(5)|ly — x|, para algin < € (z,y), (3.9)

debido al Teorema del Valor Medio.
Podemos suponer que existe un compacto K que contiene el soporte de
¢. Si {(a;, b;)}~, es una particién de K, entonces por la ecuacién (3.9)

Z |9(ai) — o(bi)| = Z [0()[bi — as| < |[@][im(K),

donde m es la medida de Lebesgue. Por lo tanto, V¢ < C'(K)||#||1, con
C'(K) = m(K). Y como ||¢||gy := |¢p(c0)| + Vo = V¢, entonces ||d]|py <
C'(K)||9||1, donde la constante C'(K) depende de K, pero no el nimero
natural “uno”.

Por lo anterior

[(f,0) < Cl[o]lx, con C =2|[f||C"(K).

Si probaramos que el uno es el minimo natural que cumple esto, entonces
toda distribucion en A¢ tendria orden uno pero esto no es posible ya que las
distribuciones regulares son densas en A¢ (Teorema 3.38 y Teorema 3.48), y
por lo tanto son de orden cero (Ejemplo 3.65). Asi que la prueba concluye. [
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Como senalamos en el Teorema 3.46, los conjuntos Lo v H K¢, que son
distribuciones regulares, son densos en A¢, y como vimos en el Ejercicio 3.65,
toda distribucion regular tiene orden cero. Asi, por el Teorema 3.66 todas las
distribuciones regulares son medidas de Radon con signo.

Esto establece una relacion entre las definiciones de distribuciones regu-
lares (dadas al inico del Capitulo 2) generadas por una funcién localmente
integrable (en el sentido de Lebesgue o de Henstock-Kurzweil) y las distri-
buciones generadas por una medida.

3.2.5. A¢ como el dual de BV

En la Seccién 3.1.5 estudiaremos la Férmula de Integracion por Partes. De
tal formula se desprenden consecuencias importantes, como la desigualdad de
Holder, y que se pueda ver a los elementos de Ag como funcionales lineales
y continuos sobre BV, como veremos a continuacion.

Teorema 3.68 (Desigualdad de Hoélder). Sea f € A¢c. Sig € NBV en-
tonces | ffooo fgl < |f_°ooof]1'nfR lg|+2||f||[Vg. Sig € BV, entonces | ffooo fal <
2/[£1 gl By -

La demostracion es la misma que Talvila presenta en [29, Lema 24] para
la integral de Henstock-Kurzweil.

Demostracién. Dado e > 0, podemos tomar ¢ € R tal que |g(c)| < e+infz|g].
Y definimos F(z) := [*_ f.

Aplicando integracién por partes y algunas propiedades de la integral de
Riemann-Stieltjes podemos realizar los siguientes célculos:

/ " fg = F(oo)gloo) - / " F@)dg(a)
= GOF(e) + Ploclgloe) — Floolgld) = [~ Fladg(a)
- g0 [ " f 4 F(oo) / " dgla) - / " Fla)dg(x) - / " Pa)dg(a)

= 90 [ 7= [ F@as)+ [ (Fee) - Fla)dto

=90 [ 1= [ (] N+ [T ([ 1)ista
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Para continuar necesitamos hacer la siguiente observacién. Sean a,b € R

b b a b a
TR RS R RN
Por lo tanto,
b
sup | [ 7] <21l
[a,b]CR | Ya
Por todo lo anterior tenemos que
‘/ fg| < €+1’an9|]/ fl+ sup / fVisodd
0 R —0 —oo<z<c —00
+ sup / f‘/[c,oo]g
c<z<oo T
<

e intlol|| [ 1]+ 21710 g + Views)

= [e+inflg / £+ 2011V

Para la segunda desigualdad recordemos que ||g||py = |g(—00)|+Vg. Asi
|

La desigualdad de Holder muestra que f es un funcional lineal continuo
sobre BV.

Teorema 3.69. Aq es el dual de BV.

+2[[fIVyg < lg(=o0)| 2|1 + 2[|£1IVig < 2] [lgllv-

inf |g]|
R

]

Demostracion. (a) Linealidad. Para a € R; g1, g2 € BV

oo

(fragi+ ) = F(o0)[ags + ga](00) — / Fd(ag: + g»)

—00

= aF(00)g1(00) + F(00)ge(00) — a/oo Fdg, — /OO Fdg,

- a’<fvgl>+<f7g2>' _ _
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(b) Continuidad. Supéngase {g,} C BV y ||gn||lsv — 0 cuando n — oo.
Entonces f es continua:

< 2[|f1I llgllBv = 0.

(ol =] [ fo

[]

Observaciéon 3.70. Aqui hemos modificado el conjunto de distribuciones D’
y lo hemos restringido al de todas aquellas que son derivada distribucional de
alguna contiua en Beo. Pero aunque el espacio ahora es menor, el resultado
anterior nos dice que esta restriccion permite extender el espacio base D y
cambiarlo por todo BV . Con lo cual damos lugar a otro tipo de distribuciones.

Asi, sabemos que el dual de BV contiene a Acg, es decir, Ao C BV*. De
hecho, BV* es mucho mas grande que A¢ ya que este contiene medidas que
no estan en A¢c como por ejemplo la medida de Dirac.

3.2.6. El dual de A¢
Teorema 3.71. A, = BV.

Demostracion. Si {f.} C Ac v ||fall — O entonces para g € BV se sigue
que ‘ffooo fng‘ < 2||fall - llgllBv — 0 asi g € Af, ya que también tenemos

linealidad (af; + f2, 9) = a{f1,9) + (f2, g). El Teorema de Representacién de
Riesz dice que si [a,b] es un intervalo compacto entonces C([a,b])* = BV.
Ya que nuestros dos puntos de compactificacion de la recta real hacen de
Bc homeomorfo a las funciones continuas sobre [a,b] que se desvanecen en
a, es también verdad que A} = BV. Por consiguiente, las funciones de
variacion acotada son los multiplicadores para la integral distribucional (g €
BV implica que fg € A¢ para toda f € A¢) y BV también forma el espacio
dual (el conjunto de funcionales lineales sobre A¢). O

Observacién 3.72. El lector debe notar que el resultado anterior es algo
que se esparaba, pues sabemos que el dual de HK es precisamente BV, y por
el Corolario 3.48, Ac es la completacion de HK. Por lo tanto Ac y HK
tienen el mismo dual. Sin, embargo hemos dado una demostracion distinta
en el contexto de los resultados que se han desarrollado hasta ahora en este
trabajo.
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En la siguiente definicién C! representa el conjunto de funciones con
primera derivada continua y con soporte compacto

Definicién 3.73. Sea g € L} (R). La variacién esencial de g se define por

loc

essvar g = sup { / Jelog

El conjunto de las funciones de variacion esencialmente acotada lo denota-
remos por EBV .

Observacion 3.74.

b€ Ch, |6l < 1}.

1. Cambiar a una funcion en exactamente un punto puede cambiar el
valor de su variacion, pero cambiando a una funcion en un conjunto
numerable de puntos no afectard su variacion esencial.

2. BV C EBV propiamente, pero si a una funcion g € EBV se le mo-
difica en un cierto conjunto de medida cero, se obtendrd una funcion
g € BV (g =73 casi dondequiera).

3. El espacio EBV es un espacio de Banach con la norma ||g||gpvy =
|9]|so + essvar g. Si g € NBV entonces su variacién y su variacion
esenctal tienen el mismo valor.

Presentamos ahora el siguiente

Teorema 3.75. Sea f € Ac yseag € EBV. Sea {¢,} C D con||f—Ty,|| =
0. Definimos [ fg =My o0 [* ¢ng. Sea g la unica funcidn en NBV tal
que g = g casi dondequiera y essvar g = V'g. Entonces ffooo fg= ffooo fg.

Demostracién. (a) Note que una sucesién tal {¢,} existe ya que D es denso
en Ac (pues D es denso en D’). Para cada n € N, la integral ffooo Ong
existe como una integral de Lebesgue ya que ¢, es una funcién suave
con soporte compactoy g € L, .(R). Podemos cambiar g en un conjunto
de medida cero para obtener [*° ¢,g = [~ ¢, — [ . fg, usando
un teorema para la integral de Henstock-Kurzweil [28, Corolario 3.3].

(b) La definicién no depende de la eleccién de {¢,} ya que si {¢,} C D con

||f — ¥n|| = 0 entonces
‘/ Png _/ Yng| = ‘/ (¢n _¢n)§‘
< 2||¢pn — Uall ||gllBv — 0 cuando n — oo.
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Por lo tanto esta jusficado el escribir ffooo fg= ffooo fg para toda f €
Ac.
]

Corolario 3.76. A% = EBV
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Conclusiones

Hemos referido al lector, a lo largo de la tesis, al articulo de Talvila [30],
donde puede encontar todos los resultados que hemos presentado en la tesis.
Lo que hemos hecho en este trabajo de tesis es, dar una lectura diferente (a
la presentada por Talvila) de los resultados para la integral distribucional.

Se han aclarado y ampliado demostraciones, y se han redactado con mayor
precision teoremas que vienen en el articulo. Ademads de incluir observacio-
nes, ejemplos y preguntas que surgen de manera natural, y que a lo largo del
texto se van respondiendo. La Seccién 3.2.2 es una contribucién de la tesis,
pues no forma parte del articulo. Todo esto para dar al lector un panorama
de la teoria de distribuciones y de la teoria de la integral.

Interesarnos en las propiedades de espacio nos llevaron a revisar tam-
bién otros articulos que abren una perspectiva muy amplia de las distintas
direcciones que puede tomar nuestro trabajo para estudios posteriores, prin-
cipalmente orientados a la investigacion de este tema.
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