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Efectos de confinamiento cuantico en sistemas
atomicos y moleculares

Resumen

En la primera parte de este trabajo se investigaron los efectos de confinamiento
cuantico en el atomo de hidrégeno a través del método variacional. En particular
se estudiaron: (1) la evolucién de las energias para estados de diferentes simetrias
como funcién del radio de la cavidad esférica impenetrable y penetrable, (2) asi como
las transiciones dipolares asociadas a las intensidades de oscilador para el caso im-
penetrable y penetrable y (3) la evolucién de la vida media del estado 2s y de los dos
estados mas bajos de simetria P y D. Adicionalmente, todas las cantidades calcu-
ladas por el método variacional se compararon con aquellas obtenidas a través de la
solucién numérica de la ecuacion radial de Schrédinger por el método de Lindberg y
con resultados reportados en la literatura. Se encontré que los calculos variacionales
obtenidos con tan sélo un parametro a optimizar en la funciéon de onda de prueba se
comparan razonablemente con los calculados por el método numérico. Sélo se encon-
traron diferencias importantes entre los dos métodos utilizados en este trabajo y los
reportados en la literatura para la vida media del estado 2p. Sin embargo, pensamos
que hay un error en estos ultimos [48].

En la segunda parte de este trabajo se estudiaron los efectos de confinamiento cuantico
que se manifiestan al colocar un dtomo huésped de uno a 6 electrones (H, He, Li, Be,
By C) en el centro del cascarén esférico de un fulereno de 60 carbonos, utilizando
teoria de funcionales de la densidad que toman en cuenta al spin. Para ello se incluyé
en las ecuaciones de Kohn-Sham el potencial modelo propuesto por Nascimento y
colaboradores [67] que describe de manera mas realista el cascardén esférico del Cyp.



Quantum confinement effects in atomic
and molecular systems

Abstract

In the first part of this work the effects of quantum confinement in the hydrogen atom
were investigated through the variational method. In particular, we studied: (1) The
evolution of energies for states of different symmetry as a function of the hard and
soft spherical cavity radius, (2) as well as the dipole transitions associated with the
corresponding oscillator strength for impenetrable and penetrable cases and (3) the
evolution of the state lifetime for the 2s state and the two lowest states of P and D
symmetry. In addition, we have compared our variational results with those obtained
by solving numerically the radial Schrodinger equation, using the Lindberg method
and with those published in the literature. It was found, that our variational results
with just one parameter to be optimized in the trial wave function, are fairly com-
parable to those calculated with the numerical method. Only significant differences
were found between these two methods and those reported in the literature [48] for
the 2p state lifetime. However, we believe the latter results are incorrect.

In the second part of this work, we studied the effects of quantum confinement arising
when placing a host atom of one up to 6 electrons (H, He, Li, Be, B and C) at the
center of a 60 carbon fullerene shell, for which we used Density Functional Theory
(DFT) that takes into account the spin. For this purpose, a model potential pro-
posed by Nascimento et al [67] was included in the Kohn-Sham equations in order to
describe in a more realistic way the Cgy spherical shell.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Antecedentes

Existe en la actualidad un creciente interés en el estudio de atomos y moléculas
bajo confinamiento espacial, dados los notables cambios que sufre un sistema en sus
propiedades cuando se introduce en una cavidad o se somete a diferentes grados de
confinamiento espacial. Los sistemas confinados son ampliamente utilizados para
modelar una gran variedad de problemas en fisica y en quimica. Por ejemplo, lo que
ocurre en atomos atrapados en cavidades, canales de zeolita [1],[2] o fulerenos [3],[4],
la conductancia de la materia (4tomos, iones y moléculas) [5],[6] y calores especificos
en sélidos bajo presion [7] y, més recientemente, el andlisis de los llamados atomos
artificiales 6 puntos cudnticos [8],[9], asi como también el estudio de las reglas de se-
leccion en el oscilador arménico unidimensional confinado [5],[11]. Existe una amplia
literatura en donde se discuten exhaustivamente los diversos modelos y aplicaciones
referentes a sistemas confinados [5],[9],[10],[12],[13].

En 1937 Michels y colaboradores [14] propusieron el modelo de un dtomo de hidrégeno
centrado en una cavidad esférica impenetrable para estudiar la variacién de la pola-
rizabilidad del dipolo estatico causada por una presién externa. Desde entonces, este
modelo has sido aplicado en numerosos estudios, por ejemplo: Ley-Koo & Rubin-
stein [15] encontraron la solucién exacta del problema propuesto originalmente por
Michels y colaboradores. Aquino [20] logré calcular las autoenergias y autofunciones
mas precisas reportadas a la fecha, y de manera independiente Garza y colaboradores
[18] han calculado numéricamente con gran precisién las energias de varios estados
para tal sistema confinado. Este modelo ha sido de gran importancia para entender
algunas propiedades del niicleo de Jupiter y Saturno [21]. Sen y colaboradores [6] han
propuesto un modelo para el atomo de hidrégeno confinado por una cascara esférica,
a través del cudl obtienen polarizabilidades que llegan a ser inusualmente altas.

Asi también el helio o cualquiera de los miembros de su serie isoelectronica constituye
un sistema ideal de estudio en el que se pueden analizar cuanticamente los efectos
combinados de confinamiento y correlacion. Por ejemplo, es importante conocer la
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evolucion de la energia total de un estado, conjuntamente con otras propiedades, en
funcion del radio de la cavidad esférica impenetrable o penetrable en la que se en-
cuentre confinado el atomo. De hecho cualquier especie atémica o molecular de 3
cuerpos (iones moleculares electrénicos: Hy , Dy, Ty, HD™, HT™, DT", 0o muénicos:
pput, ddut ttp™, pdut, ptut, dtu™) bajo confinamiento se puede estudiar a través del
hamiltoniano cuantico correspondiente al atomo de helio, aunque considerando adi-
cionalmente los llamados términos de polarizacion de masa que es necesario incluir ya
que en general las tres particulas son de diferente masa para cada sistema y poseen
diversos grados de correlacion entre ellas.

A la fecha se han investigado varios aspectos relacionados con el efecto de confi-
namiento sobre la estructura de d&tomos de uno y dos electrones, [22] en particular, se
han analizado los dos primeros estados: singulete y el triplete mas bajo excitado para
el helio [23]. Para este mismo dtomo se ha hecho una comparacién entre un modelo
variacional (en donde la funcién de onda se expresa mediante una expansion en co-
ordenadas de Hylleraas conteniendo términos explicitamente correlacionados) y otro
que corresponde a una descripcién basada en funcionales de la densidad [24]. Se ha
realizado también un estudio sobre el dtomo de hidréogeno bidimensional confinado,
donde se analiza el efecto de compresion sobre las energias totales del sistema, el
término de contacto de Fermi y el orden de llenado en los estados de un electron [24].
Se han estudiado los efectos cudnticos del atomo de hidrégeno en cavidades esféricas
impenetrables permitiendo que el nicleo pueda moverse [25],[26]. Ademds, a través
de un modelo para simular cavidades penetrables y en comparacién a un régimen
de confinamiento impenetrable, se ha estudiado la influencia sobre las entropias in-
formaticas de Shannon y Fisher [27].

En procesos de fusién nuclear inducida a través de la inyeccién de muones (particulas
con carga igual a la de un electrén y masa 207 superior a la de éste) en mezclas
isotopicas de hidrégeno—por ejemplo, deuterio y tritio—la formacién de moléculas
exdticas tales como dtu™ juegan un papel fundamental para la condicién 6ptima que
hace posible la fusién [28]. Estos sistemas son muy compactos debido a que los niicleos
estan fuertemente enlazados por el muon, el cual posee una masa comparable a la de
ellos. Podemos concebir entonces que si la fusion ocurre eventualmente debido a la
alta energia vibracional de los nticleos, los cuales logran acercarse dentro del rango
de las interacciones fuertes—a pesar de su repulsion electrostatica—, un mecanismo
de confinamiento que enlazara a un mayor grado las particulas podria incrementar
crucialmente el indice de fusion.

El estudio de dtomos y pequenas moléculas atrapados dentro de fulerenos ha atraido
mucho la atencién debido a sus aplicaciones en nanotecnologia [29]. Los fulerenos Cp
son cajas moleculares que constituyen cavidades donde pueden alojarse atomos de
gases nobles como el helio, neén, argén, kriptén, xenén [30] o metales [31]. También
se ha encontrado experimentalmente que una sola molécula de agua puede confinarse
dentro de un fulereno Cyg [32]. Esta clase de confinamiento se logra a altas presiones
y temperaturas mayores a 100° C. Las propiedades fisicas de moléculas y dtomos
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confinados en fulerenos cambian respecto a las que poseen en estado libre: Como
ejemplos mencionaremos el corrimiento del pico de la resonancia magnética nuclear
en helio y los efectos en la seccion eficaz de fotoionizacién del estado 1s para argon
confinado en fulerenos Cgo, Ca49, Cs40 v Otros [34].

El objetivo general de este trabajo de tesis es estudiar, desde un punto de vista
cuantico y utilizando métodos variacionales, los efectos de confinamiento en cavidades
esféricas impenetrables y penetrables en funcién del radio de caja, en los siguientes
contextos:

1. La evolucion de las energias en el atomo de hidrogeno para estados de diferentes
simetrias y las transiciones dipolares entre ellos, asi como también analizar los
cambios en la densidad de una particula y la presion sobre las paredes de la
cavidad.

2. Algunas propiedades de atomos confinados por fulerenos a través de poten-
ciales modelo que simulan apropiadamente el grado de compresién al que son
sometidos cuando se alojan en tales cajas moleculares.

Finalmente, este trabajo de tesis esta dividido en cinco capitulos. En el Capitulo 1
se introdujeron las herramientas y los conceptos del Método Variacional. Ademas, se
ha descrito el modelo que utilizaremos para estudiar en la primera parte de esta tesis,
sistemas cuanticos confinados en especifico, atomos de uno y dos electrones. En el
Capitulo 2 se obtiene el espectro de autovalores y las autofunciones para el AHC bajo
barrera impenetrable y penetrable, mediante la solucién numérica a la ecuaciéon de
Schrodinger estacionaria usando un esquema variacional. En el Capitulo 3 se estudian
las propiedades fisicas del AHC tales como: transiciones dipolares, intensidades de
oscilador y vidas medias de los dos niveles mas bajos de simetria S, Py D. En el
Capitulo 4 se estudian los efectos de confinamiento cuantico en atomos que se difunden
en cavidades moleculares. En especifico los efectos en la densidad de probabilidad
cuando confinamos dtomos de uno o varios electrones dentro de un Cygq. Por tltimo,
en el Capitulo 5 presentamos nuestras conclusiones.

1.2 Modelo de confinamiento cuantico

Los sistemas confinados pueden explicar una gran variedad de problemas en areas
como fisica y quimica y, aunque existe una gran variedad de modelos y métodos para
el estudio de sus propiedades fisicas [15],[22],[35],[39],[49], el modelo mas simple fue
propuesto como se mencioné anteriormente por Michels y colaboradores. En este
modelo un dtomo de hidrégeno es centrado en una cavidad esférica impenetrable; por
lo que, para su estudio, lo més natural es considerar el hamiltoniano no relativista
para un atomo de hidrogeno
o w2

H =

(1.1)

2% dmeqr
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donde

MMMy,

Me + My,
es la masa reducida de (e,n) respectivamente. En la aproximacién de masa nuclear
infinita y para simplificar los calculos, el hamiltoniano anterior puede ser escrito en

unidades atémicas! (i = m, = e = 1) quedando como:
|
H = —§V —Z/r. (1.3)

Para el caso cuando estudiamos el atomo de hidrégeno dentro de una cavidad esférica
de paredes impenetrables tenemos que

1
H= —§V2—Z/7”+V(T) : (1.4)
donde el potencial
. 0, r<rg
Vr)= { 0, > 1o (1.5)

corresponde a una cavidad esférica de paredes impenetrables de radio ry.2 Adicional-
mente, este modelo se puede extender para estudiar el confinamiento de cualquier
especie atémica o molecular de 3 cuerpos. En general, un sistema de 3 cuerpos (iones
moleculares electrénicos o mudnicos) en donde cada masa es diferente puede ser es-
tudiado a través del siguiente hamiltoniano

\Y V2 \V£ YAV ZoZ W Z
_ Vi VYo V3 L1438 2243 | S1%2
2my  2me  2ms T1 79 T12

H =

(1.6)

Separando el movimiento del centro de masa del movimiento que involucra las inter-
acciones internas, el hamiltoniano queda como

1

Hey = _WvéMa (1.7)
V2 V32 V-V YAV YAV YA/

H,. Vi Ny Vi Va L Lels  DZy (1.8)
2113 293 ms T T2 T12

Donde 113 y 193 son las masas reducidas de (m1,m3) y (m2, m3), respectivamente.
Para el caso de un atomo de dos electrones en la aproximacién de masa nuclear

!Todos los célculos y resultados por mostrar en este trabajo, fueron efectuados en unidades
atémicas.
2En algunas partes del texto se usara la etiqueta r. para indicar el radio de confinamiento.
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infinita (mz — 00) el tercer término (polarizacén de masa) se hace cero, obteniéndose
el siguiente hamiltoniano

Agregando potenciales modelo para generar un confinamiento esférico impenetrable
o penetrable en los hamiltonianos dados por las ecuaciones (1.4), (1.8) y (1.9), es
posible realizar un estudio cuantitativo de la evolucién de las energias para estados
de diferentes simetrias. Adicionalmente uno puede construir los elementos de matriz
dipolar entre estados con transiciones dipolares permitidas y con esto uno puede llegar
a construir curvas que describan el comportamiento fisico de cantidades importantes
como lo son la intensidad de oscilador y las vidas medias para sistemas confinados
por cajas impenetrables y penetrables.

1.3 Método variacional

Existen en la naturaleza atomos y moléculas, para los que la solucién analitica a
la ecuacién de Schrodinger que los describe no es posible de encontrar. Sin embargo,
aunque solo conocemos las funciones de onda exactas para el atomo de hidrégeno,
existen funciones de onda variacionales que incluyen el término de interaccién entre
electrones que aproximan muy bien la energia del estado base para atomos como el
helio o litio. Cuando queremos estudiar atomos de varios electrones o moléculas, la
tarea para encontrar una solucion analitica se vuelve practicamente imposible ya que
el término de repulsién inter-electronico €?/r;; hace que la solucién de la correspon-
diente ecuacion de Schrodinger sea no separable. Por lo que uno debe de optar por
encontrar una solucién aproximada al problema utilizando algin método de aproxi-
macion: teoria de perturbaciones, método variacional o el método WKB.

El método variacional ha demostrado ser una herramienta muy poderosa para cal-
cular la energia del estado base Ej y de algunos estados excitados. A diferencia del
método de pertubaciones, el método variacional no necesita conocer la solucién exacta
a un problema cuyo hamiltoniano es muy similar al sistema que estamos tratando.
Para estimar la energia del estado base uno propone una funcién de onda de prueba
(funcidon variacional), la cual puede escogerse en base a intuicién fisica, de tal manera
que tome en cuenta el mayor nimero de propiedades fisicas del estado base (simetria,
nidmero de nodos, comportamiento asintdtico, etc.). Para las propiedades de las que
no estemos seguros debemos colocar parametros de optimizaciéon para la funcién de
onda variacional® ¢*®" = ¢ (r:ay, s, ...). Al utilizar el método variacional defin-

3El superindice var(variacional) en la funcién de onda de prueba solo sera utilizado en la de-
mostracién del principio variacional. A partir de este punto, toda funcién de prueba que utilizaremos
en nuestros calculos carecera de este superindice.
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imos el valor medio del hamiltoniano respecto a una funcién de onda de prueba

<wvar‘H‘wvar>
<¢var‘wvar> ’

(H) (1.10)

y utilizamos el siguiente teorema [41].

Teorema 1.3.1. Dado un sistema cuyo operador hamiltoniano H es independiente
del tiempo y cuyo autovalor de energia mds bajo es Ey. Si ¥ es cualquier funcion
bien comportada que depende de las coordenadas del sistema y satisface las condiciones
de frontera del problema entonces
(H) > Ey . (1.11)

Tenemos que, en virtud del teorema variacional cuya demostracién se encuentra
detallada en el apéndice A, (H) representa entonces una cota superior a la energia
del estado base del sistema cuando calculamos el valor medio del hamiltoniano con
respecto a una funcién de onda de prueba. Por lo tanto, si 9" = 1y tendriamos que
E, = Ey.
Cuando se estd aplicando la metodologia del principio variacional, lo que se espera
encontrar es una funcién ¥ tal que el funcional de la energia E[¢"""| se vuelva
estacionario, por ejemplo: que tenga un valor extremal con respecto a una pequena
variacién en 1" (de ser posible de primer orden)* . En el esquema variacional

SE["™] = 6(H) =0 | (1.12)

la ecuacién (1.12) es una condicién suficiente para garantizar que """ es una auto-
funcién del hamiltoniano exacto que estamos tratando. En la préactica, esta tarea no
es tan simple pues la siguiente relacion

OE(r; 0, a9, .. ) _ O (WY (r;on, g, .. ) H[YY (1500, 09y .. 2))
Jda; Ja;  (Pvar(r; ag, g, .. )| YU (15 00, g,y . . L)

=0, (1.13)

cont=1,2..., es solo una condiciéon necesaria para garantizar que hemos alcanzado
un minimo global. Por lo tanto, es necesario utilizar subrutinas de optimizacion que
busquen y encuentren el minimo global de una funcién multiparamétrica. Aunque
la relacién (1.13) no es un condicién suficiente para encontrar el minimo global, nos
puede decir que tan buenos son los parametros. Para nuestros calculos, si el gradiente
de la energia cae dentro de una tolerancia del orden de ~ 10™* podemos entonces
considerar que la energia esta bien optimizada. Sin embargo, debemos tener cuidado
en este punto pues se ha visto que la integral variacional se aproxima a Fy mas rapido

4Cuando dos funciones difieren entre si s6lo en sus pendientes, la variacién entre ellas es de
primer orden, pero cuando la diferencia entre ellas es en su curvatura (como el tipo de funciones
variacionales que estamos tratando) entonces la variacién es de segundo orden.
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de lo que se aproxima """ a 1)y. En otras palabras, aunque podemos llegar a tener
una energia que a convergido dentro del grado de tolerancia que hemos impuesto,
es posible que la funcién de onda variacional aun no esté lo suficientemente relajada
como para utilizarla en cdlculos de propiedades fisicas, en donde la funcién de onda
debe estar bien optimizada.
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Parte 1

Confinamiento cuantico del atomo
de hidrégeno






Capitulo 2

Espectro de energias y
autofunciones para el atomo de

hidrégeno confinado (AHC)

2.1 Método variacional directo mediante barrera
impenetrable

El método variacional directo (MVD) [36], [37] es una de las aproximaciones mas

simples para resolver el atomo de hidrégeno y el oscilador arménico confinado por
cajas esféricas [36]. Varshni [38] mejord la funcién de onda variacional propuesta
por Marin y Cruz [37], obteniendo autovalores de la energia precisos para regiones
de confinamiento pequenas. En estos trabajos los autores estudiaron los autovalores
de la energia para el estado mas bajo de simetria S, P y D; cuyas autofunciones en
términos del radio de la cavidad carecen de nodos.
En el MVD original la funcién de onda variacional es construida como el producto de
una funcion ¢ para un atomo de hidrégeno libre multiplicada por un factor de corte
X, en donde la forma més empleada para este factor de corte ha sido x = (ro — 1),
como funcién del radio de la cavidad esférica, con lo cual se satisfacen las condiciones
de frontera de Dirichlet (anulacién de la funcién de onda variacional en los bordes
de la cavidad) debido a que el d&tomo de hidrégeno es colocado en el interior de una
esfera impenetrable.

2.2 Evoluciéon de las energias para los dos estados
mas bajos de simetria S, P y D

Consideramos la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo para atomos
del tipo hidrogenoide en unidades atémicas, en la aproximacion de masa nuclear

11
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12 confinado (AHC)

infinita
1
H:—§V2—Z/T+V(7") , (2.1)
donde el potencial

0, r<mo

= 2.2
vin={ % 15 2.
corresponde a una cavidad esférica de paredes impenetrables y de radio rg. Debido a
que tratamos con un potencial central, el problema tiene un momento angular bien
definido y las soluciones de la ecuacion de Schrodinger pueden ser escritas como el

producto de una funcién de onda radial y su respectivo arménico esférico,

(1,0, 0) = R(r) Yum(0,¢) . (2.3)

Por lo tanto, nos enfocamos en encontrar las soluciones radiales de la ecuacién de
Schrodinger

11d (r2d_R> + {Z(HU_LV(T)} R=ER. (2.4)

dr 272 r

Consideramos las siguientes funciones de onda variacionales construidas de acuerdo
al MVD, para los dos estados mas bajos de simetra S, P, y D:

77[)15(7‘; als) = 6—06157" (]- - L) )/()O(ea gb) )

To
¢25(r; Qas, 525) - 6—04237“(1 - 525 T) (1 - 7’10) Yb()(ev ¢) 9
(1 a3p) = €= (1 - —) Yio(0. )
To
(s s, ) = €57 (1 — By, 7) (1 - ;0) Vol#.d),  (25)

Y3a(r; azq) = e 4"r? (1 - —) Ya0(0,9) ,
To

Gralrs aags Baa) = =972 (1 — Baar) (1 - —) Yao(0,6)

To

Uag(r; aup) = eV (1 - 7“_0) Y30(0, ) ,

donde las a’s son pardametros variacionales y las 3’s estan relacionadas con los nodos
de cada estado excitado.
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Para encontrar los autovalores del hamiltoniano (2.1) aplicamos el principio varia-
cional (1.10) el cual adquiere la siguiente forma:

B d [ ydRy I(1+1) o] .
Elby] = N/ dr{ "ld <7" = ) + [ 5 —r4+V(r)r R
27
x/ / Yy Yim sinf d0 dg | (2.6)
0o Jo

donde

o T 2T
N = / R Ryrdr / / Yot Yirm 8in0 dO dg . (2.7)
0 0 0

Recordemos que cualquier funcién variacional ,,; que conduzca a un valor estacionario
del funcional E[t,] es una solucién al problema de autovalores (A.3), por lo que
es necesario encontrar el minimo global a la ecuacién (2.6). Las energias fueron
optimizadas usando una funcién de onda de prueba 1),,; cuya parte radial corresponde
a la del atomo de hidrégeno libre, por lo tanto, todas las a’s de los estados de simetria
S, Py D sin nodos, han sido optimizados minimizando el funcional de la energia total
dado por el valor de expectacion del hamiltoniano respecto a las a’s. De manera
similar, para el estado excitado (con un nodo) de cada simetria tenemos pardmetros
variacionales a’s y un segundo conjunto de 5’s que se determinan imponiendo que
todos los estados de la misma simetria sean ortogonales, esto es,

<wn,l|wn+1,l> = 5n,n+1 (28)

con {n,l;n+1,1}'s =(1,0;2,0),(2,1;3,1),(3,2;4,2) = (1s;2s), (2p; 3p), (3d; 4d).
El conjunto de funciones variacionales en (2.5) pueden ser reescritas en el siguiente
par de ecuaciones

r

g = €Oy 1(1— —) Yio(6, ) | (2.9)

To

Vnp1g = e N1 — B 0r) (1 — L) Yi0(0,9) . (2.10)

To

De manera mas explicita, la condicién de ortogonalizacién impuesta en la ecuacion
(2.8) queda como

<wn,l

T0
> = / ¢n,l(r;an,l)wnJrl,l(T;an+1,l>ﬂn+1,l)r2dr/Y;km/}/lmdQ:6n,n+1
0 Q

r0 2
— / 6_(a"’l+a”+1’l)r7“2n(1 — Bn—ﬁ-l,l 7’) (1 — L) dr 5l’l5m’m = 5n,n+1 .
0

To
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Considerando que el proceso de ortogonalizacién se esta llevando acabo entre estados
de la misma simetria, entonces I’ =1 y m’ = m, por lo que

<wn,l

r0 2
r
¢n+u> — / e*(an,z+an+1,1)rr2ﬂ(1 _ ﬁn+1,l 7") (1 — —) dr = §n’n+1 . (2.11)
0 To
Una vez que v, ha sido optimizado obteniendo un «,,;, la ortogonalizacién de 1, ; y
Q/)n—i-l,l )

r0 2
(nal¥ni10) = / e~ Onitanpry 2y g o) (1 — 1) ridr =0, (2.12)
0

To
conduce a la siguiente relacion

fro e—(Oén,l"FOén-»-l,l)T ,,,2n (1 - ,,,/7,0)2 dr

_ 0
/Bn+1’l B fOTO 6_(an,l+an+l,l)r ’,"2n+1 (1 — T/TD)Q d/,“ ’

(2.13)

La ecuacion anterior nos permite obtener un conjunto de (’s para el primer estado
excitado de simetria S, P y D, para los indices n = 1,2,3 y [ = 0,1,2. En el caso
particular cuando n =1y [ = 0 (que es el caso cuando tratamos la ortogonalizacién
entre los estados 915 v 195) la ecuacién (2.13) nos permite encontrar [,

fo'r'() e—(a15+0£25)T 7”2 (1 — 7‘/7“0)2 dr

foro e—(a1s+a25)T r3 (1 _ T/TO)Q dr .

625 =

(2.14)

Donde (55 depende de as, v de aq,. Esta dependencia funcional se substituye en la
expresién para la energia descrita en la ecuacién (2.6) y de esta manera, o5 s opti-
mizado respecto a asg,, mientras que a;, se mantiene fijo ya que ha sido optimizado
previamente y se conoce. En la Fig. 2.1 se muestran las energias para el atomo de
hidrégeno bajo confinamiento impenetrable. Conforme nos movemos hacia regiones
de més alto confinamiento (cavidades de radios pequenios, 79 < 1.0 a.u.) las energias
para todos los estados (1s,2s, ..., 4d) se incrementan muy rapidamente, lo cual puede
ser explicado a la luz del principio de incertidumbre de Heisenberg; el momento, y por
lo tanto, la energia cinética crece substancialmente a medida que reducimos el espacio
de la cavidad en donde le es permitido al electron moverse. En la Tabla 2.1 se repor-
tan las energias variacionales para el estado base y primer excitado de simetria S, P
y D calculados por el MVD y el método de diferencias finitas (MDF') [16], con el pro-
cedimiento de Lindberg [17] para resolver la ecuacién de Schrodinger radial ecuacién
(2.4). Garza y colaboradores [18] estudiaron algunos estados de menor energia en el
AHC, mostrando que es posible obtener una precision de 8 a 10 digitos en el calculo
de las energias, este nivel de precisién también fue alcanzado en el estudio del AHC
por capas [19].

El método de Lindberg fue desarrollado para obtener los autovalores en problemas
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Figura 2.1: Energias calculadas por el método de DF para el estado base y primer excitado
para el atomo de hidrégeno bajo confinamiento impenetrable como funcién del
radio de la cavidad rg.

cuanticos unidimensionales, siendo muy eficiente para localizar autovalores aproxima-
dos en sistemas con condiciones a la frontera de Dirichlet como es el caso en el AHC.
Este método esta basado en el MDF, por lo que la ecuacién radial de Schrodinger se
convierte en un problema algebraico de autovalores (ver detalles del método en [18]).
A grandes rasgos el método genera funciones ortonormales a partir de una malla cuyo
tamano depende del valor del radio de confinamiento 7.

Aunque nuestras energias variacionales reportadas en [39] no son tan exactas per-
maneciendo por arriba de aquellas reportadas en la literatura usando diferentes métodos
[20] y las calculadas por el MDF. Su comportamiento cualitativo se ajusta muy bien
a lo que uno espera para este tipo de sistemas fisicos bajo compresiones altas.

2.3 Evolucién de las energias mediante paredes pe-
netrables

Consideremos nuevamente el hamiltoniano atémico no relativista de un electron
descrito por la ecuacién (2.1) en la aproximacién de masa nuclear infinita, donde V'(r)
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Tabla 2.1: Energias(hartrees) del estado base y primer excitado para estados de simetria
S—, P— y D calculados por el método variacional directo y el método de difer-
encias finitas [39]—primero y segundo renglén en cada entrada de E,, respecti-
vamente, junto con los valores mas precisos reportados en la literatura, para el
atomo de hidrégeno confinado mediante paredes esféricas impenetrables como
funcién del radio rg de la cavidad.

7'0((1.U.) Els Ref. [40] EZs Ref. [40] Ezp Ref. [40] E3p Egd E4d
1.0 2.390583  2.373990 17.468348 16.570256 8.305485  8.223138 28.755638 15.117135 40.947004
2.373990 16.570256 8.223138 27.473995 14.967464 39.315320
2.0 -0.125000 -0.125000  3.474979  3.327509  1.589538  1.576018  6.545106  3.359077  9.691420
-0.125000 3.327509 1.576018 6.269002  3.327509  9.314150
3.0 -0.422545 -0.423967 1.150109  1.111684  0.484696 0.481250  2.620265  1.304393  4.063437
-0.423967 1.111684 0.481250 2.516209  1.292803  3.909242
4.0 -0.481094 -0.483265 0.430720  0.420235  0.144397 0.143527 1.310221  0.626603  2.14777
-0.483265 0.420235 0.143527 1.261521  0.621355  2.068425
5.0 -0.494667 -0.496417 0.143419  0.141254  0.007732  0.007593  0.733071  0.331732  1.285841
-0.496417 0.141254 0.007593 0.707718  0.329117  1.239651

6.0 -0.498214 -0.499277 0.012682  0.012725 -0.055555 -0.055555 0.435444  0.181696  0.831004
7.0 -0.499288 -0.499862 -0.051585 -0.051260 -0.087411 -0.087479 0.265635  0.097290  0.564793
8.0 -0.499669 -0.499975 -0.084838 -0.084738 -0.104257 -0.104450 0.161763  0.046405  0.397227
9.0 -0.499827 -0.499995 -0.102645 -0.102834 -0.113415 -0.113727 0.094970  0.014161  0.285922
10.0  -0.499900 -0.499999 -0.112393 -0.112806 -0.118465 -0.118859 0.050418 -0.007036  0.208868

-0.499999 -0.112806 -0.118859 0.049190  -0.007092  0.202442
15.0  -0.499986 -0.124066 -0.124507 -0.035131 -0.046590  0.041790

-0.500000 -0.124499 -0.124771 -0.035044 -0.046642  0.040622
20.0  -0.499996 -0.499999 -0.124861 -0.124987 -0.124923 -0.124994 -0.051441 -0.053814 -0.005421
30.0  -0.499999 -0.124986 -0.124992 -0.055330 -0.055458 -0.027922
40.0  -0.499999 -0.124996 -0.124998 -0.055524 -0.055541 -0.030833
50.0  -0.499999 -0.124998 -0.124999 -0.055547 -0.055551 -0.031178

ha sido sustituido por el siguiente modelo!

Uo

V(T) - [ew(l—r/rc) + ]_]

(2.15)

Cuyo comportamiento simula aproximadamente el potencial escalén para diferentes
valores de w

~ )0 r<r,
Vir) = { Up r>r (2.16)

'Los célculos de las energias E,; también fueron realizados considerando otro tipo de modelo:
V(r)=Uy[l - e_(r/’“c)k]. Esta funcién también es una curva de perfil tipo s pero los cambios en las
zonas de inflexién cuando el exponente es muy grande resultan ser muy agudos. Esto puede resultar
en algunas dificultades numéricas en la integral variacional. Adicionalmente, al observar que las
energias optimizadas con este otro modelo pacticamente no cambiaban con respecto a las energias
obtenidas con el modelo de la ecuacién (2.15), se opt6 finalmente por descartarlo. Estas funciones
logisticas son muy utilizadas en el contexto del estudio del crecimiento poblacional, propagacién de
enfermedades epidémicas y la difusion en redes sociales.
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Figura 2.2: Simulacién de un potencial escalén mediante la funcién logistica para el atomo
de hidrégeno confinado a través de una pared penetrable.

Si el modelo fuera un escalén ideal tendriamos una discontinuidad en r., por lo que el
problema debe admitir una solucién que tiene que ser separada en una soluciéon inte-
rior y una solucion exterior. Adicionalmente, es necesario asegurar la continuidad de
la solucion asi como su primera derivada en 7 = r.. Uno de los grandes inconvenientes
de escoger una soluciénn de este tipo, es que puede llevar a ciertas complicaciones
numéricas al integrar a través de la discontinuidad, por esta razon se ha optado por
un modelo mas sencillo que simula el potencial escaléon razonablemente bien y ademas
tiene la caracteristica de ser una funcién continua en todo el intervalo. En la Fig. 2.2
se muestra la forma de este modelo cuyo comportamiento al confinar al electrén es el
siguiente: si 7 < 7. la exponencial e"(!="/7) > 0 por lo que V(r) ~0 (zona interior),
si r = 7o la exponencial eV ="/7<) = 1 por lo tanto V(r) = Uy/2 (altura de la barrera
en el sitio de confinamiento), por tdltimo, si r > r. la exponencial eV(1=r/re) <« () por
lo que V(r) = Up(zona exterior a la barrera). Al no existir discontinuidad en el sitio
de confinamiento r. los limites de la integral variacional van de cero a infinito.

Para los calculos de las energias variacionales consideremos ahora las siguientes fun-
ciones de onda de prueba

N
djcp = ZCiT”ie_arYlimi(ea gO), (217)

=1

N
r
;= a1l —— e Y, ) 2.1
wcz ;Cﬂa ( Tc>€ llmz<9>90) ( 8)



Capitulo 2: Espectro de energias y autofunciones para el atomo de hidrogeno

18 confinado (AHC)

Donde ¢p se refiere a un confinamiento suave (barrera penetrable, Uy finito) y ci se
refiere a un confinamiento de tipo duro (barrera impenetrable, Uy = o), donde el
factor de corte (1 — r/r.) hace que la funcién de onda se anule en r. (condiciones de
frontera de Dirichlet). Los pardmetros « y los coeficientes lineales C; son optimizados
minimizando la energia total de cada estado, dado por el valor de expectacién del
Hamiltoniano (2.1) respecto a e o

<wcp,ci | H | wcp,ci> '
<wcp,ci |wcp,ci>

Para lograr una convergencia satisfactoria en el calculo de las energias variacionales
fue suficiente considerar un desarrollo de 5-, 15-; 20- y 28- términos para los estados
de simetria S, P, D y F, respectivamente. El proceso de optimizacién conduce a
integrales convencionales de la forma

E

(2.19)

T¢,00 ™ 21 T'e,0
/ TNe_ATdT/ / }/lim; (67 Qp)ifllmz (87 @)Siﬂgdedgo = / rNe_Ardréléli(Sm;mi .
0 0 0 0

2.3.1 Evolucién de las energias variacionales para el estado
mas bajo de simetria S, P, D y F bajo confinamiento
penetrable

En la Fig. 2.3 y en la Tabla 2.2 se muestran las energias para el atomo de hidrégeno
bajo confinamiento impenetrable y penetrable. Como se puede observar, las energias
para todos los estados se incrementan en mayor grado sucesivamente, desde el estado
1s hasta el més excitado 4 f, conforme nos movemos a regiones de mayor confinamiento
(radios de confinamiento 7. < 1.0 a.u.). Este comportamiento se puede explicar a la
luz del principio de incertidumbre de Heisenberg; el momento y por lo tanto la energia
cinética crece sustancialmente a medida que reducimos el espacio en donde el electrén
tiene permitido moverse, por lo que en esta regién emula el comportamiento de una
particula libre dentro de una caja. En el caso del estado de simetria D, se puede
observar que para radios de confinamiento 1.0 a.u. < r. < 2.0 a.u. y con una barrera
de potencial Uy = 1, la energia F,; ~ 0.9 a.u. Esta energia se mantendra asi en tanto
el sistema sea sometido a un mayor grado de confinamiento (r. < 1.0a.u.). El mismo
comportamiento se puede observar para el estado de simetria F' en donde vemos que
la energia F,; ~ 0.9 a.u. para radios de confinamiento en el intervalo 1.0 a.u. < r, <
3.0 a.u. Para estados de simetria S'y P se puede observar este mismo comportamiento
en la energia, pero el confinamiento debe ser alto (r. < 1.0a.u.), ya que el electrén
se encuentra muy cerca del nucleo. Para que éste pueda sentir los efectos de la
barrera logistica es necesario colocarla aproximadamente a una distancia alrededor
de una unidad atomica. Este efecto, en el que la energia tiende a volverse constante
(bajo ciertas condiciones de confinamiento) ha sido estudiado con anterioridad por
Dolmatov y King [44]. Como veremos en un momento, este aplanamiento de la energia
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Figura 2.3: Energias del E14 al E4y para el 4tomo de hidrégeno bajo confinamiento im-
penetrable y penetrable como funcién del radio de la cavidad r..

provocara que cualquier propiedad fisica que calculemos se mantenga constante.
Para esta ultima parte podemos nuevamente invocar el comportamiento de particula
libre para explicar mejor este efecto en la energia. Pues si se consideran barreras
pequenas (Uy=1) y estados de simetria D y F' (preferentemente), la nube electrénica se
encontrarda muy alejada de la barrera logistica por lo que sera practicamente insensible
al efecto de confinamiento y, al calcular el valor medio del hamiltoniano, se obtendra
una energia efectiva correspondiente a la de un atomo de hidrégeno “libre” en el
estado particular analizado 4+ Uy. En otras palabras, si el electrén se encuentra muy
retirado de la barrera y la barrera es pequena en magnitud (Uy=1), el valor medio de
la energia del electron serd igual a

(H)=—5—5+Uo, (2.20)

donde el primer término es la energia del electréon en un cierto estado mas el valor U
constante.

Las energias de transicién (ver Fig. 2.4 y Tabla 2.3) también se incrementa
rapidamente para todos los casos (excepto para Uy = 1), a medida que nos movemos
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REGION DE ALTO CONFINAMIENTO

Eq, Esyp Esq Eyy
e (a.u.) Uy =0 Uy =100 U, =10 Uy=1 Uy =0 Uy = 100 Uy=1 ) = 00 Uy = 100 Uy =10 Uy=1 Uy =0 Uy=100 U, =10 Uy=1
0.1 468.993133 98.372633 9.361978  0.498840 991.007837 99.876081 0.874999  1644.866192 99.948702  9.944478  0.944444  2426.398641 99.970216 9.970120  0.968760
0.2 111.071069 55.238344 9.361978  0.491701 243.109368 99.876014 9.875020 0.874997  407.138192 99.948686  9.944478  0.944444  602.825203 99.970216 9.970120 0.968760
0.3 46.592785  30.110330 8.639767 0.474388 105.981252 65.343322 9.874848  (0.874984  179.093274 99.948983  9.944478  0.944444  266.235581 99.970216 9.970120  0.968760
0.4 24.633975  17.569037 6.954340 0.443729  58.448338  41.414805 9.874227 0.874937  99.713482  71.086455 9.944478  0.944444  148.808171 99.970216 9.970120 0.968760
0.5 14.748046  11.450833 5.245616  0.397496  36.658881  28.580762 9.871288  (0.874820 63.160361  49.975380  9.944478  0.944444 94.629349  99.970216 9.970120  0.968760
0.6 9.527743 7.881113  3.901009 0.335804  24.937010 20.689594 9.806079  0.874572 43.405202  36.901162  9.944477  0.944444 65.292470  54.282334 9.970120  0.968760
0.7 6.469941 5.632704  2.903461  0.262715 17.937633 17.522751 8.547294  0.874101 31.554364  28.329430  9.944475  0.944443 47.659532  41.848207 9.970120  0.968760
0.8 4.543385 4.133343  2.167583  0.183459  13.439266 12.164021 7.200640 0.873266 23.901732  22.420363 9.944471  0.944442 36.251528  33.233437 9.970120  0.968760
0.9 3.262191 3.088625  1.587490 0.103915  10.385635  9.567465  5.993010 0.871857 18.681992  18.177257 10.195140 0.944441 28.455202  27.029276  9.970120  0.968760
1.0 2.373990 2.263323  1.184948  0.028471 8.223138 7.916063  5.029374  0.869525 14.967784  15.039516  9.034242  0.944437 22.896376  22.414807 9.970120  0.968760
REGION DE CONFINAMIENTO SUAVE
2.0 -0.124999  -0.039628 -0.215069 -0.379137  1.576018 1.945068  1.275490  0.563691 3.327568 3.874567  2.787173  0.943745 5.342131 6.357550  4.415195  0.968759
3.0 -0.423967  -0.383365 -0.433074 -0.472056  0.481250 0.722665  0.454158  0.202852 1.292804 1.816280  1.260555  0.696316 2.203661 2.928190  2.104883  0.968743
4.0 -0.483264  -0.467058 -0.483128 -0.493610  0.143527 0.297784  0.161813  0.040316 0.621356 0.974389  0.676287  0.387473 1.143064 1.648479  1.201179  0.737735
5.0 -0.496416  -0.490681 -0.495843 -0.498613  0.007593 0.109098  0.031313 -0.036661 0.329117 0.577619  0.395622  0.223667 0.669452 1.035681  0.758183  0.479989
6.0 -0.499277  -0.497485 -0.499035 -0.499717  -0.055555  0.012916 -0.044568 -0.076069 0.180341 0.361848  0.241056  0.129715 0.421509 0.696650  0.509630  0.325803
7.0 -0.499862  -0.499367 -0.499791 -0.499945 -0.087478  -0.040547 -0.078287 -0.097378 0.096589 0.233024  0.148584  0.072011 0.277605 0.490461  0.357081  0.227835
8.0 -0.499975  -0.499852 -0.499957 -0.499989  -0.104450 -0.072024 -0.097407 -0.109304 0.046058 0.150899  0.089514  0.034681 0.187824 0.356385  0.257274  0.162329
9.0 -0.499995  -0.499968 -0.499991 -0.499997 -0.113727 -0.091292 -0.108594 -0.116102 0.014006 0.095947  0.050002  0.009558 0.128742 0.264749  0.188779  0.116716
10.0 -0.499998  -0.499993 -0.499998 -0.499999 -0.118859  -0.103401 -0.115257 -0.120003  -0.007092 0.057793  0.022630 -0.007872 0.088241 0.199661  0.139999  0.083907
15.0 -0.499999  -0.499999 -0.500000 -0.500000 -0.124771 -0.122785 -0.124436 -0.124780  -0.046642 -0.024147  -0.035386  -0.044352 0.002716 0.050480  0.028029  0.007741
20.0 -0.500000  -0.500000 -0.500000 -0.500000 -0.124993 -0.124835 -0.124973 -0.124993  -0.053966 -0.045880 -0.049985 -0.052894  -0.019999 0.003445 -0.006976 -0.016008
25.0 -0.500000  -0.500000 -0.500000 -0.500000 -0.124999  -0.124997 -0.124999 -0.124999  -0.055319 -0.052648 -0.054122 -0.054997  -0.027435 -0.015328 -0.020648 -0.025029
30.0 -0.500000  -0.500000  0.500000 -0.500000 -0.124999  -0.124999 -0.124999 -0.124999  -0.055526 -0.054771  -0.055241 -0.055451 -0.030018 -0.023755 -0.026574 -0.028745

Tabla 2.2:

Energias (hartrees) del estado base para estados de simetria S, P, D y F, para
el atomo de hidrégeno confinado mediante paredes esféricas impenetrables y

penetrables como funcién del radio de la cavidad r..
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Figura 2.4: Energias de transicién para el atomo de hidrégeno bajo confinamiento impen-
etrable y penetrable como funcién del radio de confinamiento r..

a regiones de alto confinamiento, siendo los incrementos mas altos los que involucran
transiciones entre estados de simetria P, D y F y con un potencial logistico Uy = 100 y
Up = 00. Se puede observar en la Fig. 2.4 que cuando r, — 30.0 a.u. AE;; — 0. Este
decaimiento asintético es el comportamiento que se espera para este tipo de sistemas
y, que puede ser explicado bajo el mismo principio fisico usado en el parrafo anterior.
La posicion promedio del electréon para cada estado es también analizada como funcién
de la dimensién de la cavidad,

<wvar |r|wvar> .
<¢var |wvar>

Como se puede ver en la Fig. 2.5(a) y Fig. 2.5(b), un comportamiento de particula
libre empieza a ocurrir en la regién de alto confinamiento (Uy = o0). La posicién
promedio (r) para todos los estados parece estar cerca de la mitad de la caja, r =~ r..
Este comportamiento es también explicado por la pronunciada energia cinética (la
cual domina muy por encima de la atraccién de Coulomb hacia el nicleo) para una
region reducida de confinamiento, de manera que el electrén se convierte en una

(ry = (2.21)
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Tabla 2.3: AE (hartrees) para diferentes transiciones (n;,l;) — (nyf,lf = l; + 1) para
un atomo de hidrégeno comprimido por paredes impenetrables (Uy = o0) y
penetrables (Uy = constante finita, a.u.), como funcién del radio de la cavidad
re (a.u).

U():OO UO:IOO U0:10 U():l

Te(a.u.) AFy 0 AFy 3¢ AEsq,ay AFis 9, AFEsy 3¢ AEsq,up AFEi 9, AEsy 3¢ AFEis 9,
1.0 5.849147 6.744645 7.928592 5.652739 6.612439 7.886304 3.844426 4.004867 0.935877
2.0 1.701018 1.751549 2.014562 1.984696 2.160695 2.251786 1.490560 1.511683 1.628021
3.0 0.905217 0.811554 0.910857 1.106030 1.093615 1.111909 0.887233 0.806397 0.844327
4.0 0.626791 0.477829 0.521708 0.764842 0.676605 0.674089 0.644941 0.514474 0.524891
5.0 0.504010 0.321523 0.340335 0.599779 0.468521 0.458061 0.527156 0.363820 0.363049
6.0 0.443721 0.235896 0.241168 0.510402 0.348932 0.334802 0.454466 0.285625 0.268573
7.0 0.412383 0.184068 0.181015 0.458819 0.273572 0.257436 0.421503 0.226872 0.208496
8.0 0.395524 0.150508 0.141766 0.427828 0.222923 0.205486 0.402550 0.186921 0.167760
9.0 0.386268 0.127733 0.114736 0.408675 0.187240 0.168801 0.391397 0.158597 0.138776
10.0 0.381138 0.111766 0.095334 0.396592 0.161194 0.141867 0.384740 0.137888 0.117369
15.0 0.375228 0.078128 0.049358 0.377214 0.098638 0.074628 0.375563 0.089049 0.063416
20.0 0.375006 0.071026 0.033966 0.375164 0.078955 0.049325 0.375026 0.074988 0.043009
25.0 0.375000 0.069680 0.027884 0.375002 0.072348 0.037320 0.375000 0.070877 0.033473
30.0 0.375000 0.069473 0.025507 0.375000 0.070228 0.031016 0.375000 0.069758 0.028666

particula libre dentro de una pequena caja impenetrable. En el caso de confinamiento
penetrable cuando Uy = 10 y Uy = 1 con r. < 3.0 a.u. existe la probabilidad de encon-
trar al electron lejos de la mitad de la caja. Este es un fenémeno interesante porque
sugiere que el atomo en lugar de reducir su tamano bajo confinamiento espacial, la
compresion provoca que el electron pueda ser ubicado lejos de la mitad de la caja;
esto es més notorio para estados de simetria P, D y F' con una barrera de potencial
Up=10y Uy =1 (ver Fig. 2.5 (e) y (g)).
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Figura 2.5: Distancia media del electrén al niicleo como funcién del radio de confinamiento
r. para los estados 1s al 4f.



Capitulo 3

Propiedades fisicas del AHC

3.1 Intensidades de oscilador y transiciones dipo-
lares

En célculos atémicos y en algunas aplicaciones en astrofisica [47], es de especial
interés calcular las transiciones dipolares y las intensidades de oscilador. En el caso
de las transiciones dipolares los elementos de la matriz de transicién dipolar estan
definidos de la siguiente manera

—— _ ro 5
Dif = <ni7 l@ |7" ng, lf> = / Rm,li TRnf,lf 7’2dT (31)
0

donde las Rnyl’s son las funciones radiales normalizadas de las funciones de onda ini-
cial ¢y, 1, y final ¢, ;,, respectivamente. El médulo al cuadrado de los elementos de
la matriz de transicién dipolar conocido como linea de fuerza |D;;|?, es una cantidad
que se mantiene inalterada ante el intercambio de indices'.

También estd relacionado con la probabilidad de transicion, la intensidad de oscilador
y con la vida media de un cierto estado (los cuales seran discutidos en la siguiente
seccién). La intensidad de oscilador describe qué fraccién de la energia del oscilador
clasico debe atribuirsele a una cierta transicion, por lo que estas cantidades adimen-
sionales ayudan a determinar qué tan fuerte es una determinada transicion en el
espectro atémico. Para una cierta transicién dipolar la intensidad de oscilador esta
dada por [43]

2 [
l 1) == AE ="~ |Dy| 2

'Los fndices ¢ estado inicial y f estado final en la linea de fuerzas seran cambiados por k estado
inicial e i estado final. Para poder denotar a la intensidad de oscilador con la letra f como usualmente
se escriben en la literatura.

24
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Figura 3.1: Transiciones dipolares radiales |Dy;|? obtenidos por el MVD, como funcién del
radio de caja g bajo confinamiento impenetrable. La linea punteada denota

el valor de esta cantidad para cada transicién en el limite del atomo libre.

donde Uy = max{ly,l;} y AE = |E; — Ej| es la energfa de transicion.

Para poder discutir los efectos debido a la compresion isotropica en las propiedades
espectrales del atomo de hidrégeno confinado, se han calculado las siguientes transi-
ciones dipolares:

{1s = 2p}; {2p — 3d}; {2p — 2s}; {25 — 3p}; {2p — 4d}
por el MVD con barrera impentrable y:
{1s — 2p}; {2p — 3d}; {3d — 4f}

por el MV con barrera impenetrable y penetrable como funcién de ry (radio de la caja
esférica impenetrable) y de r. (distancia de la barrera penetrable). La evolucién de
estas cantidades puede entenderse mejor a través del traslape de la densidad radial

p(r) = [Yu(r)? 7?5 (0 <7 <ro,7e) (3.3)

de cada estado que interviene en dicha transiciéon. En regiones donde el area de
traslape sea mayor, sera mas probable que ocurra dicha transicion.
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Los elementos cuadrados de la matriz de transicién dipolar |Dy;|? que evolucionan a
lo largo de rq (ver Fig. 3.1 y Tabla 3.1 ) y de r. (ver Fig. 3.2 y Tabla 3.3) llegan
a un pico en todos los casos (excepto para la transicién {2p — 2s} Fig. 3.1 (¢)). A
distancias aparentemente grandes (cerca del limite para el atomo libre): {1s — 2p}
(To.maz = 5.0a.u.), {2p — 3d} (Tomar ~ 14.0a.u.), {25 = 3p} (Tomar ~ 15.0a.u.),
{2p — 4d} (romaz =~ 20.0 a.u.). Por lo tanto el méximo ocurre alrededor de la regién
en donde las densidades radiales se traslapan mas en cada caso, como se muestra en
la Fig. 3.3. En consecuencia, la transicion es méas probable de ocurrir en una region
espacial en donde el electréon pueda ser encontrado en cualquiera de los dos estados.
Para el caso con barrera penetrable (U finito) los |Dy;|? evolucionan de la misma
manera que aquellas calculadas con barrera impenetrable salvo las siguientes diferen-
cias:

(i) El méaximo para la transicién {1s — 2p} con Uy = 100 ocurre en 7¢ mq: ~ 7.0 a.u.
Y 1O €N T¢maz ~ 5.0 a.u. como es el caso cuando consideramos barrera impene-
trable Uy = oo y barreras finitas de altura Uy = 10 y Uy = 1.

(77) Para la transicion {2p — 3d} los maximos correspondientes a cada valor de Uy
se encuentran desfasados respecto a la posicién del maximo (7 e =~ 14.0 a.u.)
cuando Uy = oo.

(#7¢) Cuando la barrera de potencial es pequena (Uy = 1) ¥ 7cmae = 1.0 a.u., el valor
de | Dy;]? se acerca al valor que tendria esta cantidad en el limite del 4&tomo libre
disminuyendo asi la influencia que tendria la compresion sobre el sistema.

Ciertamente, la descripcién en (7i7) es mas notoria para transiciones que involucran
estados de simetria P, D y F' (ver Figs. 3.2(c) y (e)).

3.2 Probabilidad de transicién espontanea

La probabilidad de transicién esponténea |k) — |i) entre estados no degenerados
donde Ej, > E; esta dada por el coeficiente de Einstein Ay; [45]-[47]
e*w,
Api = —E_ | (i |r| k)|? 3.4
= G e ) (3.4

donde wy; = (Ej, — E;)/h y los indices i y k denotan colectivamente los tres niimeros
cudnticos {n,l,m}. La probabilidad de transicién total desde un subnivel no degen-
erado |ng, l, mx) hacia un nivel degenerado |n;,;, m;) serd entonces, proporcional
a la suma de todas las posibles probabilidades de transiciéon (que dependen de las
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Figura 3.2: Transiciones dipolares radiales |Dy;|? obtenidas por el MV, como funcién del
radio de caja 7. bajo confinamiento impenetrable y penetrable (graficas a,
¢y d ). Variacién de la intensidad de oscilador como funcién de 7. bajo
confinamiento impenetrable y penetrable (graficas b, d y f). En las subgréficas

de (d) y (f) se muestra el comportamiento de la intensidad de oscilador para
una regién mas acotada.

cantidades |Dy;|?) que decaen hacia niveles de energia menores

el & 2
A = oo 2 Mol )
2w, l

3meghc? Z | Dl [ {4, i [£] by, i) [ (3.5)

1 7
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Tabla 3.1: Algunas probabilidades de transicién Dy; obtenidas con el MVD y el método
numérico de DF —primera y segunda fila en cada entrada respectivamente—
calculadas para el atomo de hidrégeno comprimido por paredes esféricas im-
penetrables como funcién del radio rg de la cavidad.

7o (G~U-) ‘D134>2p|2 |D2p~>3d|2 |D2p425\2 |D28~>3p|2 ‘D2p~>4d|2 |D3p~>4d‘2 |D4(H4f|2
1.0 0.25408 0.36121 0.10810 0.22318 0.00292 0.28354 0.05268
0.25248 0.36191 0.10930 0.21465 0.00134 0.27517 0.05106

2.0 0.87481 1.40026 0.52293 0.84089 0.00843 1.08927 0.21422
0.87393 1.40104 0.52403 0.80485 0.00380 1.07913 0.21315

3.0 1.58449 3.04030 1.43698 1.74802 0.01246 2.40546 0.50097
1.61588 3.03826 1.40930 1.67212 0.00530 2.37711 0.50117

4.0 2.09211 5.18854 3.04710 2.79856 0.01187 4.19028 0.92737
2.21903 5.18051 2.92693 2.69752 0.00456 4.13058 0.93241

5.0 2.28412 7.73239 5.35877 3.85616 0.00629 6.40239 1.51154
2.52613 7.71896 5.12165 3.76900 0.00186 6.29666 1.52687

10.0 1.77575  20.94800 19.10690  8.62334 0.36853  21.81750  7.70931
1.93645  21.54168 19.28323  8.95895 0.19618  21.43845 7.88751

15.0 1.63503  24.22160 25.01320 10.51860  3.06983  37.87770  23.37000
1.68507  26.62069 26.01159 12.12910 1.93018  38.27886  23.51031

20.0 1.64055  22.66730 26.26350  9.60131 4.98454  51.10020  56.82780

30.0 1.65411  22.01940 26.76620  9.01536  3.70799  57.99350 165.65100

40.0 1.65901  22.23950 26.99760  9.04787  2.91769  54.64160 228.47900

50.0 1.66118  22.35920 27.10410  9.29941 2.84239  54.94970 244.28100

mientras que la probabilidad de transicion espontdanea entre estados degenerados esta
dada por

2w
A = ki Dyi| "L, my || L, 7 3.6
r 3reghc? 2lk +1) Z Z | Dy | | (L | B[l mk)\ (3.6)

mi=—l m;=—1;

los elementos de matriz angular en las ecuaciones (3.5) y (3.6) estan definidos de la
siguiente manera

(Lm0, my) = / () F Vi (7) A (3.7)
Q

El inverso de las ecuaciones (3.5) y (3.6) estd relacionado con la vida media de un
cierto estado y esta dada por la siguiente expresion

=Ap=> A, (3.8)
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Tabla 3.2: Intensidades de oscilador f(n;l; — nyly) y energias de transicion AE obtenidas
por el MVD y el método numérico de DF para el AHC mediante paredes
esféricas impenetrables para la transiciéon 1s — 2p, para diferentes valores del
radio 7o de la cavidad esférica. Nuestros resultados fueron comparados con
diferentes valores reportados en la literatura.

Este trabajo (MV D) Este trabajo (MDF)  Ref. [43] Ref. [49] Ref. [50]

o (a.u.) f(1s = 2p)
AE
0.1 0.983650 0.968736 0.968709
527.262612 522.016797 522.014550
0.2 0.986267 0.970728 0.970727
133.412807 132.039513 132.039457
0.5 0.993364 0.976466 0.976466
22.154539 21.910906 21.910905
1.0 1.005020 0.984558 0.984558  0.984553  0.984558
5.914902 5.849147 5.849147
3.0 0.958342 0.975153 0.975153 0.975153
0.907241 0.905217
5.0 0.765026 0.848799 0.848799  0.848786  0.848799
0.502399 0.504010
7.0 0.584634 0.665248 0.665248 0.665249
0.411877 0.412383
10.0 0.451555 0.492039 0.492039  0.492028 0.492040
0.381435 0.381139
50.0 0.415295
0.375000

donde el indice n corre sobre todos los estados cuya energia es menor a los indica-
dos por el indice k y que a su vez son estados a los que se accede dipolarmente.
Como se puede ver en la Fig.2.1 Ey, > E,, para todo el intervalo de confinamiento
ro € {1.0a.u.,7.0a.u.}, por lo que es posible calcular la probabilidad de transicién del
estado 2s al estado 2p. En la Tabla 2.1 se muestran las probabilidades de transicién
Ay; para el atomo de hidrégeno bajo confinamiento esférico impenetrable.
Consideremos la transiciéon |2,0,0) — |2,1,m;) de un subnivel no degenerado ha-
cia un nivel degenerado en su momento angular. Su probabilidad de transicién
espontanea puede ser calculada usando la ecuacién (3.5):

1 1
A252p = Cw%st Z |<271’mi|r|270v0>|2:Owgﬂp Z |<2’1|r|270>|2|<17mi|f|070>|2
mi:—l mi:—l
1 2
= Cuay Do 3 | [ Vi (17 ¥i) ) (39)
mi:—l

donde la constante C' = 2.1417 x 10'°s~! es un factor de conversién de unidades
atémicas a unidades del sistema internacional, en el que todas las magnitudes de la
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Tabla 3.3: |D,, 1, n,;|* para diferentes transiciones (ny,lx) — (n;,l; = lp + 1) para un

atomo de hidrégeno comprimido por paredes impenetrables (Uy = co) y pene-
trables (Uy = constante finita, a.u.), como funcién del radio de la cavidad r,
(a.u.).

U():OO U0:100 U():lo U():l

T‘c(a~u-) |Dls—>2p|2 \D2p—>3d\2 |D3d—>4f|2 |Dls—>2p|2 ‘DZp—>3d|2 |D3d—>4f\2 ‘Dls—>2p‘2 |D2p—>3d|2 ‘Dls—>2p‘2

1.0
2.0
3.0
4.0
5.0
6.0
7.0
8.0
9.0
10.0
15.0
20.0
25.0
30.0

0.252487  0.361925  0.431022  0.256247 0.367880  0.430384  0.387347 0.621879  0.340085
0.767203  1.401074 1.700399  0.767203 1.178319 1.406910  0.992413 1.673913  1.438966
1.615895  3.038096  3.767853  1.376810  2.336528  2.818393  1.659126  3.153065  2.072577
2.219122  5.180529  6.596390  1.946141 3.786057  4.629806  2.204401 4.957125  2.453982
2.526150  7.718922  10.132475 2.367529 5476657  6.807911 = 2.524237 7.013183  2.569782
2.553054 10.528654 14.337700  2.592655 7.359869  9.324921  2.576303  9.249903  2.496741
2419153 13.473111 19.127433  2.640001  9.386583  12.155928  2.497799 11.596967 2.339317
2.238486 16.382949  24.471412  2.567677 11.505804  15.277314  2.350422 13.981466 2.167690
2.070177 19.122007 30.282093  2.436565 13.664435 18.666323  2.190856 16.330536 2.020108
1.932470 21.541634 36.486166  2.290121 15.807930 22.300221  2.048505 18.570028 1.905239
1.684585 26.620908  70.261856  1.803043 24.485289 43.316431 1.709811 26.135667 1.683297
1.665677 24.671986  99.113193  1.684337 20.709971 66.658174  1.667717 26.778734 1.665703
1.664769 23.079627 112.929431 1.664808 26.005105 88.487271  1.664948 24.821016 1.664861
1.664778  22.637190 113.264178 1.664835 24.143938 104.464602 1.664813 23.330274 1.664791

Tabla 3.4: Intensidades de oscilador para diferentes transiciones (ng, lx) — (n;,l; = lx+1)

para un dtomo de hidrégeno comprimido por paredes impenetrables (Uy = o0)
y penetrables (Uy = constante finita, a.u.), como funcién del radio de la cavidad

re (a.u.).
U(]:OO U(]:].OO U(]:].O U(]:].
Ref. [43] Este trabajo
7’(;((1-75-) flsﬂ?p fls~>2p f2p~>3d f3d4>4f f15~>2p f‘lpa:}d fls~>2p f2p~>3d fls~>2p

1.0 0.984558 0.984559 1.084915 1.366959 0.965667 1.081150 0.992753 1.106908 0.190686
2.0 0.991058 0.991075 1.090689 1.370224 1.015110 1.131550 0.986168 1.124634 0.904466
3.0 0.975153 0.975158 1.095813 1.372790 1.015196 1.135672 0.981354 1.130054 0.932533
4.0 0.927251 0.927284 1.100181 1.376557 0.992327 1.138517 0.947806 1.133473 0.873498
5.0 0.848799 0.848804 1.103028 1.379376 0.946663 1.140414 0.887112 1.134017 0.791412
6.0 0.755211 0.755230 1.103855 1.383122 0.882197 1.141376  0.780562 1.134543 0.705160
7.0 0.665248 0.665079 1.102212 1.384948 0.807523 1.141293 0.701887 1.133447 0.627820
8.0 0.590249  0.590251 1.095897 1.387690 0.732349 1.139961  0.630775 1.130394 0.564590
9.0 0.533100 0.533095 1.085566 1.389779 0.663842 1.137127 0.571663 1.125094 0.517006
10.0  0.492039 0.491026 1.070062 1.391354 0.605496 1.132513 0.525428 1.117078 0.482656
15.0  0.421525 0.421403 0.924381 1.387212 0.453422 1.073415 0.428095 1.029907 0.421070
20.0  0.416381 0.416426 0.778832 1.346624 0.421269 0.726740 0.416959 0.892221 0.416432
25.0 — 0.416192 0.714752 1.259583 0.416205 0.836188 0.416237 0.781888 0.416215
30.0  0.416196 0.416194 0.698972 1.155629 0.416209 0.753592 0.416203 0.723329 0.416197

ecuacion (3.5) quedaron concentradas en C sobreviviendo tinicamente las unidades de
tiempo.
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0 1 2 3 4 5 6
r(a.u.)

Figura 3.3: Densidades radiales de los estados 1s y 2p como funciéon de r calculada a
diferentes radios de confinamiento rg.

Expresando al operador de posicién en coordenadas esféricas tenemos que
2

1
A232p - OCUgsZp |D2s—>2p|2 Z { /Q)/f;nl sinb Ccosp YOO d§)

m;=—1

2 2
+ / Y. sinf) sing Yoo d€2| + / Y1, cost Yoo dS2 } ) (3.10)
Q Q
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Haciendo uso de la siguientes relaciones sinfcosp = /27/3 (Y11 + Y11), sinfsing =
27/3 (Y11 + Yi_1) y cos = \/47/3 Yo uno puede mostrar que

1 2 2
1 i
A232p = Cw§52p|D25—>2p|2 Z { _(_6m11+6m1—1) + _(5mi1+5mi—1)]
mi:—l \/6 \/6
1 2
V3 0] }
1 1
= Culyy Dol 5 mgl(émil + 01 + Omyo)
A232p = CW%st ’D254)2p’2 . (311)

Consideremos ahora la transicién |3, 1, my) — |3,2,m;) que va desde un subnivel
degenerado hacia un nivel degenerado en su momento angular. Su probabilidad de
transicion sera entonces:

1 2
1 <
Aspsa = Cwiipsa | Dspssal’ 3 > D H2omif#( )

mk:—l mi:—2

Aspsa = CW3p3d|D3p—>3d| 2 Z Z —| (2,mi| Y1y = Yiu |1, my)|?
mk7—1m1:—2
2m o  4m 9
+ ?K?,mi!Yn—i—Ykl\l,mkﬂ +?|<27mi‘}/10|17mk>‘ : (3.12)

Los términos con dependencia angular en la ecuacién (3.12), son integrales de tres

armonicos esféricos que pueden ser facilmente calculados por el Teorema de Wigner-
Eckart

[ Yindiim d2 = Vi)
Q

20+ 1)(21 1
\/( + 1) (20 + )<ljlk;07()|l’lk;li70><l,lk;m,mk|l,lk;li,mz’>‘

47T<2l1 + 1)
(3.13)

Es importante notar que:

(i) Los coeficientes de Clebsch-Gordan son cantidades reales.

(77) Para que sean cantidades diferentes de cero se debe cumplir que m; = m +my, y
’l—lk| <l <1+
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Tabla 3.5: Vida media 7 (s) para el estado 2s y vidas medias normalizadas 7 /7y para el
estado 2p y 3p incluyendo sus factores Ay ; (s71) asociados para el dtomo de
hidrégeno bajo confinamiento esférico impenetrable, como funcién del radio de
cavidad ro. Los nimeros en paréntesis (n) denota el orden de magnitud (10™).

To((l-u-) T2s TQp/To Txp/’fo A2s,2p A2p,ls A3p,25 A3p1ls A3p$3d
1.0 5.6141(-13) 1.6650(-3) 3.8(-5) 1.7812(12) 3.7537(11) 2.2912(12) 2.0605(10) 2‘5098(12)
2.0 1.3321(—11) 1.9855(—2) 5.33(—4) 7.5066(10) 3.1477(10) 1.9414(11) 3.5179(9) 2‘8425(1())
3.0  1.1028(-10) 7.3992(-2) 2.289(-3)  9.0674(9)  8.4468(9) 2.8433(10) 2.0096(9)  3.0287(9)
4.0  6.5279(-10) 1.7099(-1) 6.413(-3) 1.5318(9)  3.6549(9)  6.3828(9)  1.0603(9)  4.6471(8)
5.0 3.4878(-9)  3.0225(-1) 1.4514(-2) 2.8670(8)  2.0677(9)  1.7796(9)  5.4679(8)  8.4191(7)
6.0 1.8042(-8)  4.4787(-1) 2.8527(-2) 5.5424(7)  1.3954(9)  5.6770(8)  2.7828(8)  1.6890(7)
7.0 9.1287(-8) 5.8847(-1) 5.0132(-2) 1.0954(7) 1.0620(9) 1.9902(8) 1.4138(8)  3.6614(6)
8.0 4.5359(-7)  7.1200(-1) 8.0262(-2) 2.2046(6)  8.7780(8)  7.4567(7)  7.2690(7)  8.4039(5)
9.0 2.2298(—6) 8.1251(—1) 1.1910(—1) 4.4845(5) 7.6921(8) 2.9170(7) 3.8276(7) 2.0020(5)
10.0 1.0915(—5) 8.8838(—1) 1.6648(—1) 9.1610(4) 7.0352(8) 1.1675(7) 2.0856(7) 4.8665(4)
15.0 2.1764(-2) 1.0114 5‘1466(-1) 4.5945(1) 6.1790(8) 1.1298(5) 2.1429(6) 5.5467(1)

Por consiguiente, al calcular las integrales angulares en (3.12) usando la ecuacién
(3.13) y sujetos a las condiciones en (iz), muchos términos serdn cero:

1] 27
Aspsa = Cwiygy|Dapossal? g{? [|<1>0\ —Y1u|2, —1) + [(1,0] — Y1_4[2, 1)[?

47
+ |<17 O|Y11|27 _1>|2 + |<17 0|}/1—1|27 1>|2:| +?<17 OI}/10|27 0>|2}

1
Aspzg = ngpgdg ’D3p~>3d’2 . (3.14)

Como se puede observar en las ecucaciones (3.11) y (3.14) no existe contribucién an-
gular para la probabilidad de transicién, por lo que toda informacién fisica de interés
estara contenida en las integrales radiales de los elementos de la matriz de transicion
dipolar.
Como se puede ver en la Tabla 3.5 a medida que ry — 1.0 a.u. la probabilidad de
transicion para estados intracapa {2s — 2p,3p — 3d} es ~ 10'?; esto sugiere que
la separacion entre niveles degenerados es muy probable que se de a medida que se
comprime al atomo. Cuando rg — 15.0 a.u. la probabilidad de transicién entre es-
tos estados ahora es de ~ 10! lo que sugiere que la degeneracién vuelve a surgir y el
atomo se encuentra en un estado sin perturbar.

Debido a que las ecuaciones (3.5) y (3.6) involucran muchas integrales con dependen-
ciaen 0y en ¢, se puede demostrar [47] que estas ecuaciones pueden ser transformadas
en el siguiente par de ecuaciones (ver apéndice B) en donde, solo existe dependencia
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en i inicial y [; final:

li+1
Api C(AE) 2li+1|D’f| si =1 +1 (3.15)
L.
R S DA% g =1, —

Las ecuaciones (3.5), (3.6), (3.15) y (3.16) son ecuaciones equivalentes, por lo que
en este trabajo se utilizan las ecuaciones (3.15) y (3.16) para el calculo de las vidas
medias {Tas, Top, T3p, T3d, Tad }-

3.3 Vidas medias

Como se puede ver en la ecuacién (3.8) la vida de un cierto estado atémico ex-
citado k estd relacionada a través de los coeficientes de Finstein Ay; para la emision
espontanea. De la misma manera, la vida media de un cierto estado excitado es igual
al inverso de la suma de todas las contribuciones posibles debido a los decaimien-
tos espontaneos dipolarmente permitidos, hacia niveles de energia menores al estado
inicial £y > E, (ver Fig.3.4). Debido a que la compresién isotrépica rompe parcial-
mente la degeneracion entre estados con el mismo nimero cudntico principal, ahora
es posible calcular la vida media de estados intra-capa. De esta forma, para calcular
la vida media de un estado para el AHC, uno debe guiarse por el diagrama de niveles
de energia en el que aparecen los decaimientos espontaneos hacia niveles de menor
energia y dipolarmente accesibles (ver Fig. 3.5). Para el AHC la vida media de los
estados {2s, 2p, 3p, 3d, 4d} en términos de sus respectivas probabilidades de transicién
(y siguiendo el diagrama de la Fig. 3.5) estan dadas por las siguientes expresiones

Tas = Aoy, (3.17)
T = Agps (3.18)
T+ = Ao+ Asprs + Aspaa (3.19)
Tsa L = Asazp (3.20)
Taa b = Asaay + Asazp + Asazp - (3.21)

En la Fig.3.6 y en la Tabla 3.5 se muestra la evoluciéon de estas cantidades bajo
confinamiento impenetrable. En el caso cuando tenemos hidréogeno libre, la vida del
estado 2s es infinita (por lo que en el diagrama de la Fig.3.5 el estado 2s y 2p se
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Figura 3.4: Decaimientos espontdneos desde un estado excitado k hacia niveles de energia
menores F,, donde la contribucion total de todos estos decaimientos hacia
niveles dipolarmente permitidos corresponde a la vida media del estado k.

encuentran degenerados). Esto es evidente si uno observa la ecuacién (3.8) ya que la
vida de un estado va como el inverso de la probabilidad de transicién. Observe que si
AFE — 0, entonces 7, — 0o. Sin embargo, para el caso confinado no es el caso, pues
los estados se separan (ver Fig.3.5) y la energia de transicién ya no es nula cuando
ro — 0Oa.u. Esto da lugar al surgimiento de una contribucin adicional en la tran-
sicién correpondiente a medida que nos acercamos a regiones de alto confinamiento
ro < 1.0 a.u.(ver Tabla 2.1).

En la Fig.3.6 se presentan las vidas medias 7 de los estados {2s,2p, 3p, 3d} como
funcién del radio de confinamiento ry para el AHC mediante una barrera esférica
impenetrable. Todas estas cantidades, con excepcién de 7y,, han sido normalizadas?
con su correspondiente valor 7, para el estado atomico del &tomo de hidrégeno libre.
Todas las vidas medias, como funcién del radio de la cavidad impenetrable, pare-
cen disminuir rapidamente a medida que aumentamos la compresién sobre el sistema
(ro = Oa.u.). Como se puede observar en la Fig. 3.6(b) y en las subgraficas de la
Fig. 3.6(c) y Fig.3.6(d) a medida que el confinamiento disminuye (ro — 30a.u.) el
valor de 73 tiende al de la vida media del estado correspondiente en el atomo libre.
En el caso de 7y, se puede observar que a medida que el confinamiento disminuye el
valor de 75, aumenta.

Es importante destacar que las curvas en la Fig.3.6 reportadas en [39] exhiben una
buena correspondencia entre el método variacional y el método numérico y, los repor-
tados en [48] para las vidas de los estados 2s Fig.3.6(a) y 3d Fig.3.6(d). Para la vida
media del estado 3p Fig.3.6(c) hay un buen acuerdo entre el MVD y los calculados en

2El estado 2s claramente no puede ser normalizado como el resto de los estados ya que 79 = oo
para el a&tomo de hidrégeno libre. Por lo tanto, se ha optado por una escala semi-log, para que los
valores estén mas equidistantes y se pueda apreciar mas el existente cambio de 754 bajo confinamiento.
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Figura 3.5: Diagrama de niveles de energia que ilustra las transiciones dipolares permiti-
das a través de diferentes estados.

[48] para ry < 10 a.u., mientras que para ro = 15.0 a.u. sélo lo hay entre el MDF y los
de la [48]. Para el caso del estado 2p el MVD y el MDF, aunque no son exactamente
iguales, siguen la misma tendencia para todo valor de ry, aproximandose al 79, del
atomo libre. Es importante enfatizar que los valores reportados en [48] sugieren una
notable subestimacion de la vida media de dicho estado para rq < 10wu.a., coincidi-
endo el valor de 7, con los dos métodos aqui analizados en relacién a los de la [48]
solo en 1o = 15 a.u., que ya es muy cercano al limite del a&tomo libre.
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Figura 3.6: Vida media de los estados T4 en escala semilogaritmica (a), 72, (b), 3, (¢), T34

(d) y 144 (d) calculados por el MVD y, comparados con el MDF y los calculados
en [48]. La linea punteada en (b), (c), (d) y (e) es el correspondiente valor
para la vida media del estado 2p, 3p, 3d y 4d en el atomo de H libre. En las
subgraficas de (c), (d) y (e) se muestra el comportamiento del sistema para
valores grandes de ryg.
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Capitulo 4

Atomos confinados por fulerenos

Desde el descubrimiento y sintesis de una nueva forma alotrépica del carbono, la
comunidad cientifica a encontrado en esta familia de estructuras llamadas fulerenos
un campo nuevo de investigacion. Un fulereno es una molécula compuesta totalmente
de carbon, en forma de esfera, elipsoide o tubo. El més comin de los fulerenos es
el Cgo (una molécula compuesta por 60 carbonos), pero también podemos encontrar
fulerenos con 20, 70, 76, 82, 84, 240 y hasta 540 carbonos (de estos dos tltimos
aun no se han estudiado del todo sus propiedades fisicas). Una caracteristica muy
importante de los fulerenos C), es el espacio vacio que existe en su interior. El tamano
de este vacio oscila entre un cuarto a unos pocos nanémetros de didmetro [51] por
lo que de manera intuitiva uno puede pensar en utilizar estas moléculas como jaulas
para encapsular atomos, moléculas o clusters, dando pie al surgimiento de una nueva
familia de fulerenos, los llamados endofulerenos AQC,, [52], que se pueden construir
de manera artificial al poder introducir &tomos o moléculas dentro de un C,,, haciendo
posible la sintesis de una gran variedad de nuevos materiales con propiedades tnicas.
En el caso de los endofulerenos, han surgido nuevas y prometedoras aplicaciones, por
ejemplo:

e El encapsulamiento del atomo de nitrégeno, entre otros atomos, en el centro de
en un Cgg puede convertirse en la unidad fundamental g-bit para la construccién
de computadoras cudnticas [53], [54].

e Como agentes para mejorar la superconductividad, ya que al crear el endo-
fulereno La@Cy, éste se convierte en un superconductor estable [55].

e Como portadores precisos de un medicamento hacia una region afectada del
tejido humano [56].

Experimentalmente existen varios mecanismos para sintetizar un endofulereno. En
presencia de un atomo, uno puede hacer crecer el fulereno de tal manera que el &tomo
quede en el interior del C,. Por otro lado, se encuentra otro mecanismo el cual
somete a un fulereno vacio a altas temperaturas y a altas presiones [57] y, finalmente,

41
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la captura por colisién. Este mecanismo de produccién de AQC,, expone al C,, a un
haz intenso de atomos de una cierta energia con la que pueden penetrar en la jaula
sin destruirla. Sin embargo, todos estos métodos resultan ser poco convenientes para
encapsular pequenias moléculas [58]. En los ultimos anos, un cuarto método para
sintetizar un endofulereno, el mecanismo quirtirgico molecular [59] ha resultado ser
muy Util para introducir pequenas moléculas [60] como por ejemplo, una molécula de
agua aislada y poder de esta manera estudiar sus propiedades fisicas. En la siguiente
seccién analizaremos la forma en que se puede modelar analiticamente un fulereno.

4.1 Formas de modelar una cavidad fulerénica C,

En los tdltimos anos ha sido manifiesto un creciente interés en esta area de investi-
gacin a través de un aumento considerable en el niimero de trabajos teéricos y experi-
mentales relacionados con las propiedades electrénicas del Cn [61]—[64]. Tedricamente,
la manera usual de estudiar la estructura electrénica de un endofulereno es a través
de célculos ab initio tipo DFT y con métodos semi empiricos que pueden requerir
tiempos de cémputo muy largos y en los que ademas, en algunos casos, la convergen-
cia en energia no es satisfactoria. Sin embargo, existe la posibilidad de estudiar estos
sistemas desde un enfoque distinto. Supongamos que solo nos interesa saber lo que le
sucede a los electrones del atomo o molécula confinados en el interior del C),, cuando
un potencial esférico atractivo es usado para emular el efecto de tomar en cuenta todos
los electrones de la totalidad de carbonos del fulereno. Para ello, sélo seria necesario
agregar en el hamiltoniano del &tomo o molécula el potencial que mejor describa esta
situacion fisica. Esta simplificacién del problema tiene dos ventajas importantes: (4)
reducir substancialmente el tiempo de célculo y (ii) poder estudiar una gran variedad
de endofulerenos.

Los modelos mas usados para este propdsito son el modelo de capa de corto alcance
(ca) y de radio interior R con un espesor A donde, el potencial de confinamiento tiene
la siguiente forma [65]

0 deotramanera

Un(r) = {—Uo para R<r<R+A

Para un A dado, la determinaciéon de U, estd asociada con la afinidad electrénica
del Cgp, mientras que el modelo de una céscara infinitamente delgada de radio R [66]
también ha sido utilizado como una alternativa al potencial cuadrado

Us(r) = =Uyd(r — R) . (4.1)

Sin embargo, por tener bordes discontinuos, estos dos potenciales producen inesta-
bilidades numéricas al tratar de resolver la ecuacion de Schrodinger correspondiente,
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por lo que una alternativa para evitar este problema es utilizar un potencial gaussiano
(pg) invertido [67], que tiene la siguiente forma:

Upy(r) = =Upexp[—(r — )’ w? . (4.2)

Este potencial modelo propuesto por Nascimento y colaboradores, que sera utilizado
en este trabajo, tiene las siguientes ventajas: (i) es una funcién continua que modela
de manera mas suave la jaula del fulereno, (i) el cascarén esférico se describe de
manera mas realista y (#i7) no introduce inestabilidad numérica.

Los pardmetros Uy, profundidad del pozo (ver Fig. 4.1 (a) y Tabla 4.1) y r.!, radio del
fulereno y distancia del a&tomo al cascaron esférico (ver Fig. 4.1 (a) y Tabla 4.1) son
cantidades que pueden ser extraidas via datos experimentales o datos tedricos [34],
[68]. Por ejemplo, para encontrar la profundidad del pozo U, es necesario resolver
la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo de un electrén colocado en el
interior de un cascaron esférico atractivo (sin el término Coulombiano). Por otra
parte, la afinidad del electrén calculada de manera tedrica debe ser comparada y
ajustada después con los valores experimentales para el ion negativo del Cgo [68], el
cual determina la afinidad electrénica o capacidad de la molécula de ganar un electron.
En este trabajo se ha utilizado el potencial gaussiano para modelar el cascaron esférico
atractivo que puede generar un fulereno y, aunque ya existen parametros reportados
en la literatura (ver Tabla 4.1), para modelar un Cgy y un C3g con este potencial,
es necesario, si uno desea trabajar con el Cy49 0 un fulereno méas grande, como lo es
el Csq0, que los pardmetros que se encuentren se comparen con otros ya calculados
usando otro tipo de potencial. Estos parametros, como lo son Uy y o deben de
satisfacer la siguiente condicion

20 2A

/ Upg(r)dr = / Ueo(r)dr = UpA . (4.3)
—20 —2A

Dependiendo del modelo y de la aproximacion tedrica que se utilice, algunos pardmetros

seran mas adecuados que otros, por lo que es importante contar con datos experi-

mentales actualizados para el ion negativo de un C,,.

4.2 Aproximacion tedrica

Para resolver el problema de un dtomo de uno o mas electrones en el interior de
un fulereno utilizando teoria de funcionales de la densidad (DFT)[71], tomando en
cuenta el spin, necesitamos obtener las ecuaciones de Kohn-Sham (EKS). Esto se
logra minimizando el funcional de la energia

SE[p =0. (4.4)

'Para el célculo de dtomos confinados por fulerenos el radio de confinamiento 7. es una distancia
que se mantendra fija y que solo variard dependiendo del fulereno que se esté estudiando.
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Tabla 4.1: Parametros para modelar el potencial atractivo de un cascarén esférico debido
a los electrones de un fulereno via tres modelos diferentes (potencial modelo
cuadrado, de céscara esférica infinitamente delgada y gaussiano).

C, re(aw) Af(aw.) o(aw.) Uy(ev) Referencia

Cae 47243 9.29 [67]
Ceo  6.6896 1.0771  8.8028 67]
6.6806 1.9 17.5 [65]

6.01 1.25 11.48 [69]

Coo  12.875 125 14.15 [69]
12.6 1.9 10.0 [70]

Csio 18.8 1.9 12 [69]

Para que este funcional se vuelva estacionario, es necesario encontrar la densidad
electrénica tal que se obtenga un valor extremal para la ecuacién (4.4). Escrito en
unidades atémicas, el funcional de la energia adquiere la siguiente forma

Exs [p,0”] = To[{e7} + J [p*(x) + p°(1)] + Exe [0, 0]

+ / dr [p*(r) + p°(r)] v(r) , (4.5)

donde el conjunto ortonormal {¢¢} son los spin-orbitales. El primer término en la
ecuacién (4.5) corresponde a la energia cinética

ATTED 3PS [ vz (~59) e (4.6

o=a,f 1

de electrones que no interactian y que tienen la misma densidad p(r), el término
J [p“ + pﬂ} es interaccién Coulombiana electrén-electron, E., [pa, pﬁ} es el funcional
de la correlacién de intercambio, y el ultimo término es una contribucién debido al
potencial externo v(r) que tiene la siguiente forma:

o(r) = —g +U,(r) . (47)

Después de minimizar y transformar la ecuacién (4.5) con las restricciones corres-
pondientes, uno puede obtener la ecuacién radial de KS la cual adquiere la siguiente
forma
d2y2l o o o
T2 +2 e, — Ueff(rﬂ Y =0, (4.8)
donde y7,(r) = rR7,(r) son los orbitales de spin. El cédigo que resuelve las ecuaciones
de KS para dtomos multielectrénicos con el potencial propuesto por Nascimiento y
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colaboradores, fue realizado por Garza y colaboradores reportado en [72] para estudiar
a los gases nobles encapsulados en un Cygy.

En el caso cuando tenemos confinamiento impenetrable en atomos multi-electrénicos
bajo el esquema de KS, el confinamiento se introduce requiriendo que la densidad
electrénica total se anule en las fronteras del cascardn esférico, el cual rodea a la
especie atomica, i.e.,

p(r) si r<r,
p(r) {o i r>r (4.9)
donde 7. es el radio del fulereno o del cascarén esférico.

Al resolver las ecuaciones de KS equivalentes a las de Schrodinger para el problema de
un atomo dentro de un Cyq, se obtienen los orbitales KS radiales y las densidades de
probabilidad radiales para diferentes atomos dentro de un Cgy. Como se puede ver en
las Figs. 4.2 y 4.3, los orbitales para el estado més bajo de simetria S para el HQCy,
y He@QCy, se mantienen inalterados sin mostrar cambio alguno ante la presencia del
potencial efectivo que emula el cascarén esférico. Para atomos con un mayor niimero
de electrones Be@Cyy, BQCy v C@QCy, los orbitales para los dos niveles més bajos
de simetria S muestran un ligero cambio comparado a los orbitales de las especies
libres. Sin embargo, para el LiQCy, este no es el caso, mientras que el orbital 1s no
se ve afectado, el orbital 2s del Li reacciona altamente ante la presencia del cascardn.
Recordemos que el orbital 1s se encuentra ocupado en su totalidad con dos electrones,
uno con spin « y otro con spin 3, y muy lejos del cascarén, con lo cual este orbital
resulta practicamente no influenciado por el potencial efectivo. En cambio, el orbital
2s, con un electron de spin «, se encuentra més alejado del nticleo y, como puede
verse en la Fig 4.3, existe una alta probabilidad de encontrar a este electréon sobre el
cascarén del fulereno, pues el méximo en la densidad de probabilidad radial del orbital
2s se encuentra alrededor de 6.689 Bohrs que es la distancia del cascaron esférico al
atomo. Lo anterior provoca que este endofulereno sea una molécula altamente reactiva
e ideal para algunas de las aplicaciones que se mencionaron al inicio de este capitulo.



46 Capitulo 4: Atomos confinados por fulerenos
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Figura 4.1: (a) Representacién unidimensional del potencial de confinamiento de
un Cgo. (b) Potencial efectivo compuesto por el potencial Coulom-
biano+confinamiento Gaussiano+término centrifugo para el estado més bajo
de simetria S y P, con r. = 6.689 Bohrs, ¢ = 0.4913 Bohrs y Uy =
0.648 Hartrees.
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Figura 4.2: Funciones de onda radiales para el estado fundamental de simetria S del
HQCgp (a) y He@QCgp (b). Funciones de onda radiales para los dos estados
més bajos de simetria S del LiQCgy (c), Be@QCgqy (d), BQCq (e) y CQCpp
(f), junto con el potencial efectivo (linea azul punteada).
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Figura 4.3: Densidades de probabilidad radiales para el estado fundamental de simetria S
del HQCy (a) y He@Cgp (b). Densidades de probabilidad radiales para los
dos estados mas bajos de simetria S del LiQCygg (c), Be@QCgg (d), BQCyg (e)
y CQCg (f). Las curvas punteadas en cada grafica representan esta misma
cantidad pero para el atmo libre respectivamente.
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Conclusiones y Perspectivas

Mediante un enfoque cudntico y utilizando métodos variacionales® y teorfa de
funcionales de la densidad que toman en cuenta el efecto de spin?, se han estudiado
los efectos de confinamiento cudntico en el dtomo de hidrégeno a través de cavi-
dades esféricas impenetrables y penetrables en funcion del radio de caja, asi como
el confinamiento de atomos de uno o mas electrones dentro de un fulereno. En este
contexto se han investigado (1) la evolucién de las energias para estados de diferentes
simetrias®, (2) las transiciones dipolares que estdn asociadas a las intensidades de
oscilador,(3) la evolucién en las vidas medias para algunos estados del AHC mediante
paredes esféricas impenetrables y (4) la evolucién de la densidad de probabilidad ra-
dial para atomos de uno o méas electrones confinados en un Cg.

Al inicio de la Parte I se han estudiado a través del MVD la evolucién de las en-
ergias optimizadas para los estados {1s,2s,2p, 3p,3d, 4d,4f} para el AHC encapsu-
lado por paredes rigidas?, en donde el estado mas bajo y el primer excitado de cada
simetria han sido explicitamente ortogonalizados. Adicionalmente, para comparar la
precision de nuestros calculos variacionales se ha resuelto numéricamente la ecuacién
de Schrodinger radial por el método de Lindberg obteniendo asi una precisiéon de 6
digitos para la energia y 5 digitos para las propiedades de la funcién de onda [39].
Como era de esperarse las energias calculadas variacionalmente se encuentran por
arriba de las calculadas por el MDF y las reportadas en la Tabla 2.1. Este resultado
no es de sorprender ya que una funciéon de onda variacional que depende de solo
un parametro, dificilmente nos daria un valor preciso en la energia comparado con
aquellos calculados por un método numérico exacto [40]. Sin embargo, el método
variacional nos permite mejorar la precisién de los valores propios al aumentar el
nimero de parametros en la funciéon de onda de prueba. Adicionalmente, al seguir un
esquema variacional se puede contar con una expresién analitica para las funciones

LCapitulo 1.
2Capitulo 4.
3Capitulo 2.
4Seccién 2.2.
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de onda de prueba permitiéndonos calcular propiedades fisicas que dependen de esta
cantidad®. De manera similar, se ha estudiado variacionalmente al AHC mediante
paredes penetrables gracias a un potencial logistico que simula razonablemente un
escalén ideal® pero sin una discontinuidad en r. Gracias a esto es posible integrar
sobre todo el espacio sin la necesidad de imponer a priori una solucién que tenga que
ser separada en una solucién interior y en una solucién exterior para el electrén 7. Se
ha encontrado que para obtener una energia razonablemente buena y de moderada
precision numérica, las bases de 5, 15, 20 y 28 términos para los estados S, P, D y
F, son adecuadas, donde las energias evolucionan correctamente respecto al radio de
confinamiento de la cavidad que contiene al atomo.

Uno de los efectos fisicos mas interesantes que se obtienen al estudiar confinamiento
con barrera penetrable es el hecho de que la nube electrénica en el dtomo se “ex-
pande” bajo compresién suave (lo cual podria parecer contraintuitivo), es decir, bajo
tales condiciones, existe (como lo constatan los calculos en este trabajo y otros repor-
tados en la literatura®) una probabilidad importante de encontrar al electrén a una
distancia mayor respecto a la posicion de la barrera. Ademas, tal efecto se acenttia
mientras mas pequena es la barrera confinante y el estado cudntico del electrén es de
mayor energia. En el apartado final de la Parte I se mostré como ciertas cantidades
que dependen de las funciones propias optimizadas (via MVD o MV), tales como
las transiciones dipolares?, ocurren cerca de la regién limite en donde se puede con-
siderar al 4tomo de hidrégeno précticamente libre, con minima influencia del efecto
de confinamiento (ver Fig. 3.1). Esto abre la interesante posibilidad de inducir una
transicién dipolar sin requerir que el sistema sea sometido a altas presiones, por lo
que la compresion atomica seria experimentalmente factible de implementar.

Los tiempos de vida media!® estudiados y calculados para los estados 2s, 3p, 3d y
4d para el AHC por dos métodos diferentes (MVD y MDF') evolucionan de la misma
manera siguiendo un comportamiento similar al obtenido por Goldman y Joslin [48].
No obstante, la vida media del estado 2p calculado por Goldman y colaboradores [48]
difiere de los que hemos obtenido a través del MVD y MDF, donde la tendencia en
funcién del radio de confinamiento es la misma para ambos métodos [39]. No tenemos
explicacién para esta discrepancia entre nuestros resultados y los reportados en [48]
donde la vida media para tal estado estd numéricamente subestimada y no evolu-
ciona correctamente hacia el limite del atomo libre, especialmente considerando que
las vidas medias de los demas estados, 2s,3p vy 3d, se comparan razonablemente bien
con los de dicha referencia para los dos métodos. En este mismo contexto se puede
observar una evolucion muy interesante en la probabilidad de transicién espontanea

S5seccién 2.2.

6Seccién 2.3.
7Seccién 2.3.1.
8Seccién 2.3.1.
9Seccién 3.1.
10Seccién 3.3.
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(cantidad que estd estrechamente relacionada con el tiempo de vida medial! de un
cierto estado) para el AHC'?, ya que en virtud al rompimiento parcial en la degen-
eracion de la energia debido al confinamiento, se pueden inducir transiciones nuevas
que no ocurren para el dtomo libre (cuando ry — 00), como se muestra en el diagrama
de la Fig. 3.5. Esto nos ha permitido estudiar la vida media del estado 2s (ver Fig.
3.6 (a)) y mostrar como el confinamiento induce un rompimiento en la degeneracién
entre los estados 2s y 2p, provocando que éstos se separen y con ello obtener una
vida media para el decaimiento dipolar 2s — 2p y la forma en que evoluciona 795 en
funcién del radio de la cavidad.

No existe actualmente en la literatura (salvo los datos mostrados en [48]) un estudio
con el tratamiento tedrico y numérico como el que se ha presentado en este trabajo
para las vidas medias del AHC, por lo que consideramos que los resultados mostrados
al final de la Parte I y reportados en [39], pueden resultar tanto novedosos como
interesantes para la comunidad cientifica pues contribuye al entendimiento de las
propiedades espectroscépicas del AHC.

En la Parte II hemos estudiado las EKS'® para resolver el problema de un atomo
dentro de un fulereno en donde la atraccién que ejerce el cascarén esférico sobre los
electrones del atomo que se encuentran en el interior se simula mediante el potencial
modelo propuesto por Nascimento y colaboradores. Como se puede observar en la
Fig. 4.2 los orbitales que sufren cambio ante la presencia del potencial efectivo son los
orbitales del BeQCjyy v el LiQCyq siendo el orbital 2s de este ultimo el més suscep-
tible, sufriendo mayores cambios que los demads orbitales para los otros atomos. En
este mismo contexto la densidad de probabilidad radial (ver Fig. 4.3) para el orbital
2s del Li@QCy, es el que muestra cambios fisicos interesantes, pues al comparar esta
densidad de probabilidad radial con la del atomo libre, se puede observar un claro
desplazamiento del maximo (caso confinado) hacia las paredes del cascarén. Esto
significa que existe una probabilidad de encontrar al electrén del orbital 2s muy cerca
del cascarén esférico del fulereno. En otras palabras, el atomo de Li en el interior del
fulereno aumenta considerablemente de tamano volviéndolo altamente reactivo, por
lo que el L1@Cyy es un candidato ideal para aplicaciones tecnologicas.

Como perspectivas seria de gran interés estudiar utilizando métodos variacionales
las energias para el estado mas bajo de simetria S en moléculas electrénicas tales
como Hy  HD" y HT™, asf como también analizar los cambios en la densidad de
una particula y la presién sobre las paredes de la cavidad. Para moléculas exéticas,
tales como dtu™t, pdu™ y ptu™, se podria comparar la forma en que se modifican las
energias de algunos de los estados ligados de estas moléculas y sus indices de fusion,
respecto a las especies libres.

En este mismo contexto, todos los resultados obtenidos en la primera parte de este
trabajo pueden extenderse mediante el uso del MVD. Por ejemplo, confinamiento

1 Geccién 3.3.
12Geccién 3.2.
13Geccién 4.2.
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cuantico del atomo de hidrégeno por medio de cavidades penetrables, utilizando fun-
ciones de onda de prueba que contengan varios parametros variacionales (exponente
y coeficientes de expansién), y de esta manera calcular polarizabilidad, el término
de contacto de Fermi y presion, los que podrian compararse con los reportados en
[15]. Ademds, resultaria de gran interés implementar el MVD para estudiar el confi-
namiento cuantico en sistemas atéomicos de dos y tres electrones y moléculas simples,
colocando en las funciones de onda de prueba el término explicito para la interaccién
entre electrones.

El método variacional perturbativo también puede ser empleado para estudiar sis-
temas confinados en donde el potencial logistico puede ser tratado como un término
perturbativo. En este sentido seria de gran interés observar si existen ligeras modifi-
caciones a la energia de un cierto estado y en sus propiedades fisicas.

En lo que respecta al célculo de las energias del estado mas bajo de simetria S en
moléculas electrénicas (objetivo 2), y la forma en que se modifican las energias de
algunos estados ligados en moléculas muénicas (objetivo 3), se ha decidido continuar
con estos temas en alguna estancia de investigaciéon a mediano-corto plazo, debido
a que la implementacion del calculo de las energias variacionales en los programas
correspondientes ha requerido mas tiempo que el anticipado originalmente y no se
han concluido.

En la segunda parte de este trabajo, es importante ampliar el estudio de una cavidad
confinante formada por un fulereno con un ntmero de carbonos mayor a 60 y de
aquellas formadas por capas de fulerenos en donde el &tomo huésped se encuentra en
el centro de esta jaula molecular. Sistemas como éstos, se han estudiado muy poco
y es de gran interés el conocer bien sus propiedades fisicas para usarlos en futuras

aplicaciones tecnoldgicas similares a las ya propuestas por atomos confinados en un

M Capitulo 4.



Apéndice A

Demostracion del Principio
Variacional

Teorema A.0.1. Dado un sistema cuyo operador hamiltoniano H es independiente
del tiempo y cuyo autovalor de energia mas bajo es Ey. Si """ es cualquier funcion
bien comportada que depende de las coordenadas del sistema y satisface las condiciones
de frontera del problema entonces

(H) > E, . (A.1)

Demostracion. Expresemos a 1"*" como una combinacion lineal de las autofunciones
de H, donde {1} forma un conjunto completo y ortonormal.

wvar = Z ann (A2)

Usando las ecuaciones (1.10) y (A.3) tenemos que:

 _ (o Cnton [ H| £ Cotin) T T CaCaBu{ Y|t "

(S Cntom| 2 Cuth) S S GG om0 )

si las autofunciones han sido previamente normalizadas entonces

<wm|wn> = Omn - (A'5)
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Por lo tanto
(H) = %ﬁ—gfﬁ” (A.6)
(1) - 52 =BG EE  p, (A7)
(i) = 2ol B (A8

2 |Cnl?

Pero la energia del estado base es por definicion el autovalor més pequeno, por lo que

Ey < E,, entonces
(H) > Ey .



Apéndice B
Aproximacion de campo central

Consideremos la siguiente expresion

Tii = Y |(i,ma| DIk, mi)[* (B.1)
ki

donde D = er es el operador de momento dipolar y elemento de la matriz de transicién
dipolar

(i) = [ Ry 1) B () [ i ()Yin (7)) (B2)
0 Q
Considere la siguiente expansién para el operador de posicién

r= il tin) + @ )i+ gl i)~ @)+ (B.3)

donde r, dado en coordenadas esféricas, puede escribirse de la siguiente manera:

r=7r7= g(sineew + sinfe %) + %(smﬁei@ — sinfle” ) g +rcoshz . (B.4)
i

Para llevar acabo las integrales angulares hacemos uso de las siguientes relaciones de
recurrencia:

1/2 1/2
(l—m+1)({l+m+1) ({—m)(l+m)
Ym: Ym m
cos ¥, [ 20+ 1)(20 + 3) et @iy
1/2 1/2
oy — | @Em D@ m ] Teeme—m -]
L (20 4 1)(21 + 3) i+ (20 —1)(20 + 1) -1
1/2 1/2
oy [C=mana=mt ] T maem -]
L (21 +1)(21 + 3) I+ (20 —1)(21 + 1) =1

o4
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. , . . L . .
Escribiendo de manera mds compacta (i|z|k) = z,'/"" "y, haciendo uso de la primera

realcion de recurrencia, podemos expresar el elemento de la matriz de transicion en términos
delym

e}
Zp Lo —/0 Ry 1,7 Ry, dT/QdQYlimiCOSQYkak

1/2
I hage 3 N (e —mg + 1)l + myg + 1)
1/2
(I — mp) (I + my,) v
(20 — 1)(2), + 1) b= Lo
= ( 1)+ mp+ )]
_ * 3 k— Mg E T Mg
B /0 ! T dr{ [ (20 + 1)(2L +3) P O
(b — i)+ i) |
k — Mg )bk my
[ (20, — 1)(2l + 1) 5”’“5”‘1"”'“} ‘ (B:5)

Similarmente para el resto de la componentes y haciendo uso del resto de las relaciones de
recurrencia tenemos que:

1/2
. \nglimg . & " 3 (lk +mp + 1)(lk +mi + 2)
(z£iy), —/0 Ry v Ry, dr{ (2 + 1)(20r + 3) Yi,+1,mp 1
U ) +1)]?
E+ mE)(le + Mg
Y, _ . B.
20 — D20 + 1) b 1vmi1} (B.6)

De acuerdo a la regla de seleccién los términos diferentes de cero en la ecuacién (B.5) seran

aquellos que cumplan con las siguientes condiciones: Am =m;—my, =0y Al =1;—1;, = +1.
n;l;m;

Por lo que las componentes que sobreviven de Zp Ly, SOM
- 11/2
Sk tlmi _ (le + 1)2 - m% Rt
bk (20 + 1) (20, + 3) mele
r 11/2
ni,le—1,m; — (ll?,‘ — m%}) Rni,lkfl (B 7)
nilpmy (2lk _ 1)(2lk T 1) nlk ) .
Donde
rit — [T R (R 5d B.8
ngley — 0 n;l; (T) nplg (T)T . ( . )

Nuevamente y de acuerdo a la regla de seleccién los términos diferentes de cero en la ecuacion
(B.6) serdn aquellos que cumplan con las siguientes condiciones: Am = m; —my = +1y
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Al =1; — I, = £1. Por lo que las componentes que sobreviven son

1/2
s \nlg+lmg+1 (lk‘ + mg + 1)(lk + m + 2) iyl +1
(x + ly)nklkmk - l ?
(2l + 1) (2l + 3) Mk
(1 — i) n]"”
. 1 — —m — My — -
@+t = | @ Dt i
k=120 + 1) K
r 1/2
(x o iy)nilk-f—l,mk—l — (lk — mg + 1)(lk — Mg + 2) il —1
ke (20 + 1) (20, + 3) e

o\l —1,my—1
(v —iy)y o, =

(B.9)

1/2
(g +mg) (g +my — 1) i1
(2, — 1)(20 + 1) "kl

Si todas las direcciones son equivalentes en el espacio, entonces el atomo puede estar en
cualquiera de los my estados con la misma probabilidad. Sumando todas las intensidades
de las transiciones desde un cierto estado |ng, I, mg) a todos los subniveles de m; del nivel
n;,l;, sin tener en cuenta la direcciéon de la polarizaciéon del fotéon que interactia, uno
puede encontrar que la suma es independiente de m;. Sustituyendo |k) = |ng, lk, mg) v
|i) = |ni,l;, m;) tenemos que para la transicin l; = [ + 1,

Thi = O [(ni, L1, malr|ng, e, my) | (B.10)

mg

1 : N . e L s
= D lni b mal S l(x +iy) + (0 — )3 + (@ +iy) — (o = 19)]g + 22|, L, ma)

1 . .
Thi = Z{4an‘lk+1mi!($ +iy) + (x = iy)|ni, i, ma) [°

mg

1 . .
+1|(nilk+1mi|(:ﬂ +iy) — (x — iy)|ng, li,mi>|2 + |[(nilgr1milzng, li,mi>|2} (B.11)
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Usando las ecuaciones (B.7) y (B.9) para reescribir los elementos de matriz tenemos que:

1 : ilg+1,m; : ilg+1,m; 2
te = 2{4)(33 T 1y)Zkl’kam +(z - ly)zkllzmkm

mg

1 . \nile+1mg - \nalpt+1mi |2 il 1,m; |2
+{4\<x+ly>zkz;mﬁ SR il I o
1 . o1, 112 1 . ile+1, 12 ile+1, i2
_ 2
_ 1 (lk +mg + 1) (Il +mi + 2) B (e — mg + 1) (I — my, + 2) anlk-i-l
2 (20 + 1) (2 + 3) (20 + 1)(2x + 3) ki
- 2
+ (lk + 1)2 - mi ni,le+1
(2l + 1)(2 + 3) || ™t
e+ 1 Jnjt |2
T = o q| B (B.12)

Por lo que la probabilidad de transicién espontanea se puede expresar en términos del
momento angular [, del estado|myg, ng, l;). En donde se han eliminado todas las integrales
con dependencia angular y toda la contribucién para el elemento Ay;, estard en la parte
radial de los elementos cuadrados de la matriz de transicién dipolar:

lp +1 e |2
3 'k Tl

A =C (B.13)

De manera similar, y tomando como punto de partida la ecuacién (B.12) para una transicién
desde un nivel excitado hacia uno de menor energia (donde I; = I — 1) tenemos que:

1 . le—1,mpu—1 21 . ile—1,me—1 2 »let1lmg 2
T = |+ gl it e
N 2
- 1 (g —mg)(lg —me — 1) (I + mg)(lg +my — 1) Rl
2| @l — )2+ 1) (2l — 1)(2l + 1) el
_ 2
+ (lk)2 - mi Nl —1
(2 = 1) + 1) | | e
U, il 1 2
T = g g | (B

En consecuencia, la probabilidad de transicién espontanea ahora puede ser escrita como:

njle—1 2
nklk

(B.15)

l
Ay = Coy 4|
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Compression effects on dipole transitions and state lifetimes
for a hydrogen atom

A. Solérzano, N. Aquino, and A. Flores-Riveros

Abstract: The quantum mechanical problem of a hydrogen atom placed at the center of an impenetrable sphere of radius r, is
solved by using two different methods, where, in the first, a trial wave function, consisting of a hydrogen-like function times a
cutoff factor that ensures fulfillment of Dirichlet boundary condition, is proposed, whereas in the second, the radial Schrédinger
equation is solved by means of an accurate numerical technique. We computed the energies for the ground and first excited
states of S-, P-, and D-symmetry, as well as dipole transitions, oscillator strengths, and a few state lifetimes. Although the
variational method and the numerical solution are found to give similar qualitative behaviours, which, in general, compare
reasonably well with some results published previously, the 2p state lifetimes obtained in the present calculations appear to be
at variance with the latter at some particular box radii.

Key words: confined hydrogen atom, variational calculations, dipole transitions, oscillator strengths, lifetime.

Résumé : Deux méthodes sont ici utilisées pour étudier le probléme quantique d’un atome d’hydrogeéne placé au centre d’une
sphere impénétrable de rayon r,. Dans la premiére, nous proposons une fonction d’onde d’essai qui consiste en une fonction de
type hydrogene, avec un seuil de coupure de fagon a satisfaire la condition limite de Dirichlet. Dans la seconde, nous solution-
nons I'équation radiale de Schrodinger par méthode numérique précise. Nous calculons les énergies pour le fondamental et les
premiers états excités de symétrie S, P et D, ainsi que les transitions dipolaires, les forces d’oscillateur et les temps de vie pour
quelques états. Méme si la méthode variationnelle et la solution numérique décrivent qualitativement le méme comportement
en général, et se comparent raisonnablement bien avec des résultats déja publiés, le temps de vie de I’état 2p obtenu ici est en
désaccord avec ces derniers pour certains rayons. [Traduit par la Rédaction]

Mots-clés : atome d’hydrogéne confine, calcul variationnel, transitions dipolaires, forces d’oscillateur, temps de vie.

1. Introduction

Confined quantum systems have prompted a wide variety of ap-
plications in physics and chemistry, where some refer to the elec-
tronic structure of atoms and molecules subjected to external high
pressures, cell models in liquid state, atoms embedded in fullerenes,
zeolite cages, helium droplets [1-8], and specific heat of a crystal
under high pressures [9], among others. Further applications in this
regard are given in the review articles refs. [6, 7], and book chapter
ref. [8]. A growing interest in the study of quantum systems under
compression has been clearly manifested given the increasing num-
ber of papers on the subject over the last 10 years.

[13] improved the trial wave functions proposed by Marin and
Cruz [12], obtaining accurate energy eigenvalues for small cavity
confinement regimes. In those papers the authors studied the 1s,
2p, and 3d state energy eigenvalues — whose eigenfunctions, corre-
sponding to the lowest energy for each symmetry, are of course
nodeless — in terms of the spherical cavity radius.

The DVM represents one of the simplest approaches to study
quantum confined systems subjected to Dirichlet boundary con-
ditions. The energy values obtained by such a method can be used
as starting or reference points to introduce more refined models
like the shooting method, which leads to accurate solutions of the
radial Schrédinger equation. The DVM results provide a qualita-

Michels et al. [10] proposed the confined hydrogen atom (CHA)
model to analyze polarizability changes in the hydrogen atom when
subjected to high external pressure. The model consists of a nucleus
clamped at the center of a spherical cavity with impenetrable walls
that simulate the potential energy generated for all charges around a
single hydrogen atom, where the electron moves in the interior of a
spherical box under Coulomb interactions. After Michels et al.’s
work, many papers on that problem have been published, giving rise
to a variety of methods that provide analytical as well as numerical
solutions [6].

One of the simplest approaches was given by the so-called direct
variational method (DVM) [11, 12], applied to the hydrogen atom
and harmonic oscillator confined by spherical boxes [11]. Varshni

tive behavior of the confined system that is fairly close to the one
obtained via more elaborate theoretical frameworks.

In the original DVM approach the trial wave function is con-
structed as a product of a free particle s function (unbounded) times
a cutoff factor, y, where the most widely used is of the form y=r,-r,
as a function of the spherical cavity radius, which ensures fulfillment
of Dirichlet boundary condition (vanishing of the trial function at
the cavity edge), because the CHA is embedded in an impenetrable
sphere.

In the present work we propose a simple extension within the
DVM framework that allows one to calculate the ground and first
excited state for each of the symmetries here considered (i.e., we
obtain energy eigenvalues and eigenfunctions of the (1s, 2s), (2p, 3p),

Received 2 July 2015. Accepted 7 June 2016.

A. Sol6rzano and A. Flores-Riveros. Instituto de Fisica, Benemérita Universidad Auténoma de Puebla, Apartado Postal J-48, 72570 Puebla, Pue.,

Mexico.

N. Aquino. Departamento de Fisica, Universidad Auténoma Metropolitana-Iztapalapa, Apartado Postal 55-534, 09340 México D.F., Mexico.

Corresponding author: N. Aquino (email: naa@xanum.uam.mx).

Copyright remains with the author(s) or their institution(s). Permission for reuse (free in most cases) can be obtained from RightsLink.

Can. J. Phys. 94: 894-901 (2016) dx.doi.org/10.1139/cjp-2015-0434

< Published at www.nrcresearchpress.com/cjp on 27 June 2016.



