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“La caida de los imperios que aspiran al dominio universal, puede predecirse con
probabilidad muy alta por cualquiera versado en el cdlculo del azar.”

Pierve Simon de Laplace.
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Introduccion

Los procesos de decision de Markov (PDM), proporcionan un marco matemético para
la toma de decisiones en situaciones en las que los resultados son en parte al azar y en
parte bajo el control de un tomador de decisiones. Los PDM son ttiles para el estudio
de una amplia gama de problemas de optimizacion resueltos a través de la programaciéon
dindamica. Los PDM se conocian por lo menos desde la década de 1950. Se utilizan en
varias disciplinas, incluyendo la robdtica, control automético, la economia y la industria
manufacturera [10, 14].

Mgés precisamente, un PDM es un proceso estocéastico de control a tiempo discreto.
En cada paso, el proceso estd en un estado y el tomador de decisiones puede elegir
cualquier accién que esté disponible en el estado. El proceso responde en la siguiente
etapa de tiempo, moviéndose al azar a un nuevo estado y dando al tomador de decisiones
una recompensa.

La probabilidad de que el proceso se mueva a un nuevo estado se ve influida por la
accion elegida. Por lo tanto, el siguiente estado depende del estado actual y de la acciéon
tomada.

Los procesos de decision de Markov son una extension de las cadenas de Markov, la
diferencia es la adiciéon de acciones y recompensas. Por el contrario, si sélo existe una
accion para cada estado y todos los premios son los mismos, un proceso de decision de
Markov se reduce a una cadena de Markov.

El problema central de los PDM es encontrar una “politica 6ptima”: una funcién que
especifica la accién del observador. El objetivo es elegir una politica que maximice una
funciéon acumulativa de las recompensas, por ejemplo la suma esperada. En este trabajo
nos enfocaremos en la programacién dindmica.

La programacién dinamica es una técnica de optimizacion para resolver problemas de
decisién multi-etapa, en los cuales en cada etapa se debe optimizar una variable. Algunas
consideraciones adicionales son las siguientes:

e La programacién dindmica es un algoritmo recursivo que liga los célculos de las
diferentes etapas y la solucién final del problema se obtiene cuando se alcanza la
tltima etapa.

e En cada etapa se toma una decision (se realiza una accién).

e Una secuencia de decisiones es una Politica.
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e Cada etapa tiene uno o varios estados asociados a ella.

e Un estado representa una condicién en la que puede estar el sistema, asociado con
el problema, en alguna etapa.

e El efecto de una decisién en cierta etapa es cambiar de un estado relacionado con
la etapa actual a algin estado relacionado con la siguiente etapa.

El matemético Richard Bellman desarroll6 la programacién dindmica en 1953 [24].

En los PDM a tiempo discreto, las decisiones se toman a intervalos de tiempo
discretos. Sin embargo, para el proceso de decision de Markov a tiempo continuo, se
pueden tomar decisiones en cualquier instante. En comparacion con el PDM a tiempo
discreto, el PDM a tiempo continuo puede modelar mejor el proceso de elaboraciéon de
un sistema que tiene una dindmica continua, es decir, la dindmica del sistema se define
por la ecuacién diferencial estocastica.

Hay dos corrientes principales, la primera se centra en problemas de maximizacién
en contextos como la economia, mientras que la segunda, se centra en problemas de
minimizacién de la ingenierfa y de la navegacién [12].

En esta Tesis se consideran los siguientes problemas de interés:

e El problema de riqueza terminal. Supongamos que un inversionista puede in-
vertir en alguno de d activos con riesgo y un bono sin riesgo. Ademds, que se cuenta
con una funcién de utilidad. El inversionista tiene la opcién de reacomodar su porta-
folio en determinados instantes. El objetivo es maximizar su ganancia final esperada
a través de tales reacomodos.

e El problema de consumo-inversiéon. Un inversionista puede en cada uno de un
numero finito de instantes decidir qué parte de su riqueza invertir en el mercado y
qué parte consumir. Dada una funcién de utilidad, el objetivo del inversionista es
maximizar la suma de las utilidades esperadas.

e Seguimiento de indices. Vamos a ver que este tipo de problema se puede resolver
por medio de los problemas lineales cuadraticos.

e Subastas secuenciales en linea. Un vendedor quiere vender una determinada
cantidad de articulos en varias subastas secuenciales con un precio de reserva es-
tablecido en los articulos, el problema del vendedor es tomar la mejor decisién de
cuantos articulos debe subastar por cada subasta para obtener el maximo beneficio
de tales subastas.

La estructura del trabajo es la siguiente:

En el capitulo uno, se proporcionara la definiciéon del modelo de decision de Markov,
en lo que respecta a politicas se mencionardn los tipos de politicas, la importancia de la
ecuacién de Bellman, la técnica de programacion dindmica asi como el supuesto de inte-
grabilidad y estructura, ademéas mencionaremos los distintos tipos de estructuras de los
modelos de decision de Markov, como son: semicontinuo, continuo, medible, mondtono,
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céncavo, convexo y por ultimo, hablaremos del modelo de decisién de Markov estacionario.

En el capitulo dos, nos enfocaremos en los mercados financieros, aqui se enunciara la
definicién de lo que es un mercado financiero, activos dindamicos, portafolios, oportuni-
dad de arbitraje, caracterizacién de las oportunidades de arbitraje y funciones de utilidad.

En el capitulo tres, aplicaremos lo que hemos visto en capitulos anteriores a proble-
mas de riqueza terminal, consumo e inversién, seguimiento de indices, siempre vamos a
suponer que los inversores son pequenos y no pueden influir en el proceso de precios de
los activos. También consideraremos el problema de un sistema de subastas secuenciales
en linea donde trataremos de hacer una simulaciéon para poder encontrar el maximo
beneficio total esperado. Finalmente se presentaran las conclusiones del trabajo.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se establecera la teoria de los procesos de decisién de Markov con hori-
zonte finito con espacio de estados y acciones generales. Los problemas de optimizacién
de esta clase pueden ser resueltos por un algoritmo de induccién hacia atras. Ya que los
espacios de estados y acciones son arbitrarios, exponemos un supuesto de estructura con
el fin de probar la validez de la induccién hacia atras y la existencia de politicas 6ptimas
[4].

1.1. Teoria de los modelos de decisiéon de Markov con
horizonte finito

1.1.1. Modelos de decision de Markov

Definicién 1.1. Un modelo de decision de Markov no estacionario con horizonte N € N,
consiste del conjunto (E, A, Dy, Qpn,7n,gn) conn=0,1,....,N —1, en donde

o E es un espacio de Borel, llamado espacio de estados, dotado con la o-dlgebra €.
Los elementos son denotados por x € E.

e A es un espacio de Borel, llamado espacio de acciones , dotado con la o-dlgebra 2.
Los elementos son denotados por a € A.

e D, C ExA esun subconjunto medible de E x A y denota el conjunto de las posibles
combinaciones estado-accion en el tiempo n. Asumimos que D, contiene la grdifica
de un mapeo medible f, : E — A, i.e., (v, fo(x)) € D, para cualquier x € E.
Para x € E, el conjunto D,(x) = {a € Al(xz,a) € Dy} es el conjunto de acciones
admisibles para el estado x en el tiempo n.

e O, es un kérnel estocdstico de transicion de E a D, i.e., para un par fijo (z,a) €
D,,, el mapeo B — Qn(-|x,a) es una medida de probabilidad en € y (z,a) — Qn(B|-)
es medible para cualquier B € €. La medida Q,(Blz,a) da la probabilidad de que el
estado en el tiempo n + 1 esté en B si el estado actual es x y la accion tomada en
el tiempo n es a.
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e 1, : D, — R es una funcion medible, r,, da la recompensa en una etapa del sistema
en el tiempo n, si el estado actual es x y la accion tomada es a.

e gy : E — R es un mapeo medible, gn(x) da la recompensa términal del sistema en
el tiempo N si el estado es x.

En la Figura 1.1 se muestra como cambia de un estado a otro bajo una accién, el
modelo de decisién de Markov.

Controlador

Transicion Estado en
aleatoria A \e| laetapa
con n+1:
distribucion X e

Estado en
la etapa n:

Xn

Recompenza
enla etapa n

Qn[-lxnsan]
Mn (Xp.an)

Figura 1.1: Evoluciéon de un modelo de decisiéon de Markov.

Observacién 1.1.  a) En muchas aplicaciones los espacios de estados y acciones son
subconjuntos Borelianos de espacios “Polacos” (i.e. métrico, separable y comple-
to), finito o contable. Las o-dlgebras € y A estin dadas por las o-dlgebras B(E) y
B(A) para cualquier subconjunto de Borel de E y A, respectivamente. A menudo en
aplicaciones, E y A son subconjuntos de R? o R‘j_.

b) Usualmente D,,, Q, y r, son independientes de m; en este caso, el modelo de
decision de Markov es llamado estacionario [4].

La ley de transicion estocastica de un Modelo de decision de Markov estd a menu-
do dada por una funcién de transicién. Para hacer esto més preciso, supongamos que
Zo,Z1, ..., Zn—1 son variables aleatorias con valores en un espacio medible (£, 3). Estas
variables aleatorias son llamadas perturbaciones. Z,, 1 influye en la transicién del estado
del sistema en el tiempo n al estado en el tiempo n + 1. La distribucion Q7 de Z,1
puede depender del estado actual y de la accién en el tiempo n y es tal que Q% (+|z, a) es
un kérnel estocdstico para (z,a) € D,. El nuevo estado del sistema en el tiempo n + 1
ahora puede ser descrito por una funcion de transicion T, : D, x Z — E tal que

Tnt1l = Tn (l'n» Apy,y ZnJrl)'




CAPITULO 1. PRELIMINARES
1.1. TEORIA DE LOS MODELOS DE DECISION DE MARKOV CON HORIZONTE
FINITO

Asi, la ley de transicién del modelo de decision de Markov esta determinado por T}, y
z

n-:

Teorema 1.1. Un modelo de decision de Markov que es equivalentemente descrito por
el conjunto (E, A, Dy, Z, Ty, Q% 10, gn), €s como sigue:

e E A Dy, ry,gn son como en la definicion 1.1.
e Z es el espacio de perturbaciones, dotado con la o-dlgebra 3.

e QZ(B|z,a) es un kérnel de transicion estocdstico para B € 3 y (x,a) € D,,, denota
la probabilidad de que Z, 1 esté en B si el estado actual es x y la accion tomada
es a.

o T, : D, xZ = FE es una funcion medible y es llamada funcion de transicion.
T (z,a,2) da el prézimo estado del sistema en el tiempo n+ 1 si en el tiempo n el
sistema estd en el estado x, la accion tomada es a y la perturbacion z ocurre en el
tiempo n + 1.

Demostraciéon: Supongamos primero un modelo de decision de Markov, dado
como en la Definicion 1.1. Obviamente podemos escoger Z := E, T,(x,a,z) :=
zy Qi(B|r,a) = Qn(B|z,a) para B € €. Por otro lado, si el conjunto
(E,A,D,, Z,T,,Q% r,,gn) es dada por

Qn(Bl|z,a) =P(xpt1 € Blz, =x,an, = a)
=P(T,(z,a,Z,) € Blz, =z,a, =a)
=Q:({z € Z|T,,(x,a,%) € B}|z,a), B € €,

obtenemos el kérnel estocastico del modelo de decisién de Markov B

A continuacién, asumiremos que existe un horizonte fijo N € IN, i.e. N denota el
numero de etapas de decisién. Por supuesto cuando queremos controlar un modelo de
decisién de Markov, debido a sus transiciones estocasticas, no es razonable determinar
todas las acciones en todos los puntos al inicio. Es mas adecuado reaccionar a los cambios
aleatorios. Asi, tenemos que elegir un control al inicio que tenga en cuenta los futuros
puntos de tiempo y estados.

Definicién 1.2.  a) Un mapeo medible f,, : E — A, con la propiedad f,(x) € D, (z)
para cualquier x € E, es llamada regla de decision en el tiempo n. Denotamos a F,
como el conjunto de todas las reglas de decision en el tiempo n.

b) Una sucesion de reglas de decision © = (fo, f1,.-., fn—-1) con fn € F, es llamada

una politica o estrategia.

Note que F,, # 0 ya que por la Definicién 1.1, D,, contiene la gréifica del mapeo medible
fn: B — A
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1.1.2. Tipos de politicas de control

Definicién 1.3. F denota el conjunto de funciones medibles f, : E — A tal que f,(zx)
estd en Dy(x), para cualquier x € E yn = 0,...,N — 1. ® representa el conjunto de
kérneles estocdsticos § en A dado E para los cuales §(D,(x)|x) = 1, para cualquier x € E.
Las funciones en F se denominan “funciones de decision” o “selectores”.

Un selector f,, € F puede ser identificado con el kérnel estocastico 6 € ® en donde
0(:|z) 6 0, es la medida de Dirac en f,(x) para cualquier x € E, es decir,

K p— 07I€E7
7\ 1,z €E.

Tenemos que F C @, [11].

Como hemos mencionado antes, asumimos que FF es no vacio, o equivalentemente, que
el conjunto D,,(x) contiene la grafica de una funcién medible de E' en A. Esta suposicién
asegura que el conjunto de politicas de control es no vacio.

El conjunto de politicas de control es denotado por []. Ademés, se dice que una politica
de control m = {m;} es:

a) Politica Markoviana Aleatorizada ([[,,) si existe una sucesion {d;} de kérne-
les estocdsticos d; € ® tal que

m(-|he) = 01 (+|x¢), para cualquier hy € Hy, con t=0,1,...;
b) Politica Estacionaria Aleatorizada ([[,g) si existe 0 € ® independiente de ¢,
tal que,
m(-|he) = 0(-|x¢), para cualquier hy € Hy, con t=0,1,...;

c) Politica Determinista o Pura ([]) si existe una sucesién {g;} de funciones
medibles g; : Hy — A tal que, para cada hy € H; y t = 0,1,..., tenemos que
gt(ht) € Dy(xs) v me(-|he) es la medida de Dirac concentrada en g:(h:);

d) Politica Markoviana Determinista ([[,,) si existe una sucesion {f;} de se-
lectores f; € F tal que m(-|h) es la medida de Dirac en fi(z;) € D,(x¢), para
cualquier hy € Hy yt=0,1,..;

e) Politica Estacionaria Determinista ([[,¢) si existe un selector f € F tal que

m(-|he) es la medida de Dirac en f(z;) € D(x:), para cualquier hy € Hy y t =
0,1,....

Observacién 1.2. Note que [[ps CIIzy CII v 1ps € Ilpa € IIp C 11
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Observacién 1.3. Una politica de Markov aleatorizada m = (fo, f1,..., fn—1) estd
dada si fn(B|x) es un kérnel estocdstico con f,(Dy(x)|z) =1 para cualquier x € E. Con
el fin de aplicar tal politica tenemos que hacer un experimento aleatorio para determinar
la accion.

Por el momento consideraremos sélo politicas Markovianas. Dado un modelo de
decisién de Markov como un experimento aleatorio de N etapas, tenemos que definir el
espacio de probabilidad fundamental en el que vamos a trabajar.

La construccién candnica es como sigue. Definimos un espacio medible (2, F) por

QO=F"*tl F=¢®...9 ¢ producto de o — algebras.
Sea w = (zo,21,...,en-1) € Q. Las variables aleatorias Xy, X1,...,Xny_1 estdn
definida en el espacio medible (2, F) por
Xn(w) = Xn(zo,21,...,TN) = Xn,
la n-ésima proyeccién de w. La variable aleatoria X, representa el estado del sistema en

el tiempo n y (X,,) es llamado proceso de decision de Markov.

Supongamos ahora que m = (fo, f1,-.., fn—1) es una politica fija y © € E es un
estado inicial fijo. Conforme el Teorema de Ionescu-Tulcea [4], existe una tnica medida
de probabilidad P7T en (€2, F) con

i) PT(xg € B) = §,(B) para cualquier B € €,

ii) PT(X,41 € B| X0, X1,...,X,) =P7(X,11 € B|X,) = Qun(B| Xy, fn(Xn)).

La ecuacién ii) es llamada propiedad de Markowv, i.e. la sucesién de variables aleato-
rias Xo, X1,..., X, es un proceso de Markov no estacionario con respecto a P7. Por ET
denotaremos a la esperanza con respecto a P7. Por otra parte, denotaremos por P la

probabilidad condicional PT_ (-) :=P7(-|X,, = z) y ET . es la esperanza correspondiente.

Definicién 1.4. El proceso estocdstico (2, F,PT),{x}) conxz € E yt =0,1,..., es
llamado un proceso de decisién de Markov (PDM) o un proceso de control de Markov
(PCM) a tiempo discreto.

Observacion 1.4. Sea v una medida de probabilidad sobre E conocida como distribucion
inicial, entonces se puede escribir PT y ET como P7T y ET.

1.1.3. Modelo de decisién de Markov con horizonte finito

Ahora tenemos que imponer un supuesto que garantice que cualquier esperanza que
aparezca, esté bien definida. Denotaremos por 1 = maz{0, z} a la parte positiva de x.

Supuesto de Integrabilidad (Ay): paran=0,1,..., N,




CAPITULO 1. PRELIMINARES
1.1. TEORIA DE LOS MODELOS DE DECISION DE MARKOV CON HORIZONTE
FINITO

N-1
on (@) i=sup ET, [ Y rif (Xi, fu(Xp)) + g5 (Xn)] < 00, z € E.

k=n

Asumimos que (A,,) se cumple para las N etapas del problema de decisiéon de Markov
a lo largo del siguiente capitulo. Obviamente el supuesto (Ay) se satisface si cada r,, y
gn estan acotadas superiormente.

Ahora podemos introducir la recompensa descontada esperada de una politica y el
problema de optimizaciéon de N etapas.

Para ello, consideremos n = 0,1,...,N — 1 y una politica Markoviana n =
(fo, f1,---5s fn—1) € [1 v sea Vyr(z) definida por

N—-1
Vor(2) =B, | > ri( X, fu(Xk)) +9n8(Xn) |, z€E.

k=n

Vi () es la recompensa total esperada desde n hasta N. La funcién de valor V,, estd
definida por

Vn(lﬂ) ‘= sup Vnﬂ'(w), rek
7r€H

y Vi (x) representa la maxima recompensa total esperada desde n hasta N. Las funciones
Var v Vi, estan bien definidas pues

Vn,wgvn§5f7’v(x)<oo, e k.

Note que Vr(x) = Vy(x) = gn(z) v que Vi, depende solo de (fn,...,fn—1)
Por otra parte, en general no es cierto que V,, sea medible. Esto provoca tedricamente
inconvenientes, por lo que son necesarios algunos supuestos adicionales para implicar ésto.

Una politica m € Fy X ... X Fy_1 es llamada éptima, para las N etapas del modelo
de decisién de Markov, si Vo (x) = Vy(x), para cualquier x € E.

Uno podria preguntarse jpor qué las reglas de decision son solo funciones de los estados
actuales y no dependen de la historia completa?. Introduzcamos ahora el conjunto de
historias que es denotado por

HO ZZE,
H,  =H,_1xAXxE.

Un elemento h,, = (zg,ap, *1,...,T,) € H, es llamada historia hasta la etapa n.

Definicién 1.5.  a) Un mapeo medible f, : H, — A con la propiedad f,(h,) €
D, (xy), para cualquier h,, € Hy,, es llamada regla de decisién histérico-dependiente
en la etapa n.
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b) Una sucesion @ = (fo,f1,...,fn-1), en donde f, es una regla de decision
historico-dependiente en la etapa n, es llamada una politica o estrategia historico-
dependiente en la etapa n. Denotamos por [, al conjunto de todas las politicas
historico-dependientes en la etapa N.

Sea 7 € [], una politica histérico-dependiente. Entonces V. (h,) es definida como
la esperanza condicional de la recompensa total en [n, N], dada la historia h,, € H,.

El siguiente Teorema establece que las politicas histérico-dependientes no mejoran la
recompensa maxima esperada [13].

Teorema 1.2. Paran =0,...,N — 1 se tiene:

Vn(zn) = sup Vnﬂ(hn)7 hy = (5507(1071'17 .- -azn)-

Trel_.[Nfl

Aunque estemos en general satisfechos con la funcién de valor Vj(x), resulta que en
el camino a calcular Vj(z), debemos también determinar la funcién de valor V,,(x). Esta
es una caracteristica estandar de muchas técnicas de optimizacién de varias etapas y es
explicado en la Seccién 1.1.4.

1.1.4. La ecuacién de Bellman

Para una politica fija 7 € Fy X ... X Fy_; podemos calcular la recompensa esperada
(descontada) en forma recursiva por la llamada iteracién de recompensa. Pero primero
introduciremos algunos operadores importantes que simplifican la notacién. En lo que
sigue denotaremos por:

M(E):={v: E — [-00,00)| v es medible}.
Debido a nuestro supuesto (Ay) tenemos V,,. € M(E) para cualquier 7 y n.
Definicién 1.6. Definimos los siguientes operadores para n =0,1,... N — 1.

a) Para v € M(E) definimos

(Lyv)(z,a) :=ry(z,a) + /v(m’)Qn(dm’\x,a), (x,a) € Dy,

siempre que la integral exista.

b) Parav e M(E) y f € F, definimos

(Tnpv)(z) == (L) (z, f(z)), = € E.
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¢) Para v € M(E) definimos

(tav)(x) := sup (Lpv)(z,a), z € E.
a€D, (x)

Tn es llamada el operador de recompensa mdxima en el tiempo n.

Observacién 1.5.  a) Tenemos la siguiente relacién entre los operadores

Tp¥ = SUP Tpf0.
fEF,

b) Si un Modelo de Decision de Markov con perturbaciones (Z,) es dado como en el
Teorema 1.1, entonces L,v puede ser escrita como
(Lnv)(z,a) = rp(z,a) + E v (Th(2, a, Zn11)))] -
Esta representacion es a menudo mds conveniente.

Notacién: En lo que sigue se omitirdn los paréntesis (7,v)(z) alrededor de los
operadores y simplemente se escribird 7,,v(z) a fin de facilitar la notacién.

Los operadores tienen las siguientes propiedades importantes.

Lema 1.1. Los tres operadores son mondtonos, i.e., para v,w € M(E) con v(z) < w(zx)
para cualquier x € E se cumple:

a) Lyv(z,a) < Lyw(z,a), para cualquier (z,a) € Dy,
b) Tnpv(z) < Thyw(x), para cualquier x € E y f € F,,,

¢) Thu(z) < Tow(x), para cualquier x € E.

Demostracion: Sea v(r) < w(x) para cualquier € E, entonces

[o)@uasttea) < [w@)@u(ds'le,a)

Asi, Lyv(z,a) < Lyw(z,a) lo que implica la primera y segunda afirmacién. Tomando
el supremo sobre toda a € D,,, implicamos la tercera afirmacién Bl

Los operadores 7, ¢ ahora pueden ser usados para calcular el valor de una politica de
forma recursiva.

Teorema 1.3. (Iteracion de recompensa,).
Sea ™ = (fo,..., fn—1) una politica de N etapas. Paran =0,1,...,N — 1 se cumple:

CL) Ve = gN Yy Vor = TTLfn,Vn+17\'}

b) er =Tnf, - TN—1fn_19N-




CAPITULO 1. PRELIMINARES
1.1. TEORIA DE LOS MODELOS DE DECISION DE MARKOV CON HORIZONTE

FINITO
Demostracion:
a) De la Definicién de V,,; y teniendo n = N se tiene que
N-1
anr(x) = VNﬂ'(m) = E?-V:r [Z T(XKafk(Xk:)) +gN(XN)] , TE E.
k=N
=0+ gn(XnN)

Ahora para la otra afirmacién, sea x € E, entonces

Vir () = E7,

N-1
D (X, fu(Xp)) + QN(XN)]

r=n N-1

(X, fo(Xk)) + QN(XN)]

k=n-+1

= (@, fu(@) + Bf, [En, | Y Tk(Xk,fk(Xk))+9N(XN)|Xn+1H
k=n-+1

:Tn(xaf7l(x))+/Ez+l,z’ l Z Tk(Xk,fk(Xk))+gN(XN)1
k=n-+1

Qulde'|, ()
— s fule)) + / Vot (1) Qu(de' |, fi ().

b) Del inciso a) tenemos por induccién

VnTr = Tnf, Vn+17r
= TnfnTn+1fni1 Vn+27r

= T"fn Tn+1f7L+1 Tn+2fn+2 ‘/7),—&-371'

= TnfoTn+1fusr - TN—1fx_1 VN7

= TofuTntlfnir - TN—1fy_, gn. W

La préxima definicién serd crucial para la solucién de los problemas de decisiéon de
Markov.

Definicién 1.7. Sea v € M(E). Una regla de decision f € F,, es llamada un mazimi-
zador de v, en el tiempo n, st T,5v = Tyv, t.e., para cualquier x € E, f(x) es un punto
mdzimo del mapeo a — Lyv(z,a), a € Dy(x).

El Teorema 1.5 nos proporciona un método de solucién para los problemas de decisiéon
de Markov. Pueden ser resueltos por aplicacién sucesiva de los 7, — operadores.
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VN = gn,
Vn:TnVn-i-la n=0,1,...,N — 1.

El préximo Teorema nos muestra que cuando una solucién de la ecuacién de Bellman
existe junto con una sucesién de maximizadores, entonces es la solucion del problema de
optimizacion.

Teorema 1.4. (Teorema de Verificacion) Sea (vy,) C M(E) una solucién de la ecuacion
de Bellman. Entonces se cumple:
a) v, >V, paran=0,1,...,N — 1.

b) Si [} es un mazimizador de v,y1 para n = 0,1,...,N — 1, entonces v, = V,, y
la politica ™™ = (f§, fi,...,f_1) es dptima para las N etapas del problema de
decision de Markov.

Demostracion:
a) Para n = N tenemos que vy = gy = V. Supongamos que v,+1 > Vy11, entonces
para cualquier m = (fo, f1,.-., fn—1)
Un = TpUn+1 Z TnVnJrl Z Tn,fnvn+1,7r — Vnﬂ"
Tomando el supremo sobre todas las politicas 7w tenemos que v,, > Vy.

b) Mostramos recursivamente que v,, = V,, = V,,»+. Para n = N esto es obvio. Supon-
gamos que la declaracion es verdadera para n + 1, entonces

Vi <, = TnfzUn+1 = Tnf:VnJrl =Virr <V, B

El Teorema de verificacién es similar a las declaraciones que por lo general se
usan para problemas de control estocédstico de tiempo continuo. Es suficiente para las
aplicaciones en donde una solucién de la ecuacién de Bellman es obvia y la existencia de
maximizadores es simple (por ejemplo, si el espacio de estados y acciones son finitos).
En general la existencia de una politica éptima no estd garantizada. Tenemos que
hacer suposiciones adicionales acerca de la estructura del problema para asegurar ésto.
También, tengamos en cuenta que el valor de un problema de optimizacion es siempre
tnico, mientras que una politica éptima puede no serlo.

Supuesto de Estructura (SAy): Existen conjuntos M,, C M(E) y A,, C F, tales
que para cualquier n =0,1,..., N:

(i) gv € My.

(ii) Si v € M,,41 entonces T,v estd bien definida y 7,v € IM,,.

10
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(iii) Para cualquier v € M, 41 existe un maximizador f,, de v con f,, € A,.

Con frecuencia IM,, es independiente de n y es posible elegir A,, = F,, N A para
un conjunto A C {f : E — A medible}, es decir, cualquier funcién de valor y cualquier
maximizador tienen las mismas propiedades estructurales.

Teorema 1.5. (Teorema de Estructura). Si (SAn) se satisface, entonces se cumple:

a) Vi, € M,, y la sucesion (V,,) satisface la ecuacion de Bellman, i.e., para n =
0,1,....,N—1

Vn(z) = gn (),

Vi(z) = sup {rn(:z:,a)+/Vn+1(x')Qn(dx’|a:,a)}, reF.

a€Dy,(x)

b) Vn = TnTn+1 . TN—19N -

¢) Paran = 0,1,...,N — 1 existen mazimizadores f, de V41 con f, € A, y cada
sucesion de mazimizadores [ de Vi, 41 define una politica optima (f5, f1, ..., frx_1)
para las N etapas del problema de decision de Markov.

Demostracion: Para probar b) seguimos directamente de a), entonces es suficiente
probar a) y ¢), mostraremos por induccion en n =N —1,...,0 que V,, € M,, y que

Virs = Vi1 = Vi

donde 7* = (f3, f1,- .., fi_1) esla politica generada por los maximizadores de V1, ..., Vy
y fr e A,. Sabemos que Vy = gy € M,, por (SAy) (). Ahora, supongamos que se
cumple para N —1,...,n+ 1. Como Vi € My para k = N,...,n+ 1, los maximizadores

*

..., [a_q existen y son obtenidos con la recompensa iterada y la hipétesis de induccién
se tiene que

Vir= = Tnfrx Vn-‘,—l,ﬂ-* = Tnfx Vis1 = Vg

Por lo tanto, V,, > 7,,V,,+1. Por otra parte, para una politica arbitraria =

Vnﬂ' = Tnf, Vn+1,ﬂ' S Tnfnvn+1 S TnVnJrl

donde hemos utilizado la propiedad que preserva el orden de 7,y . Tomando el supremo
sobre todas las politicas V,, < 7,,V,,+1. En conjunto seguimos que

Vn‘n’* - TnVn-i-l - Vn

y en vista de (SA,), V, € M,,. R

De este resultado concluimos directamente el siguiente Corolario.

11
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Corolario 1.1. Si (SAN) se satisface y n < m < N entonces se cumple:

m—1

Vo(w) = supBR, | Y ri(X, fu(Xk)) + Vin(Xpn) |, @ € E.

k=n

El Teorema 1.5 implica el siguiente algoritmo recursivo para resolver los problemas
de decision de Markov.

Algoritmo de induccion hacia atras.

1. Sea k := N y para x € E, definimos:

Vn(z) := gn(2).

2. Para k:=n—1y x € E, calculamos

Vi) = sup ){w,a) + [ vk+1<x’>czn<dx'|x,a>},

a€Dy(x

y determinanos un maximizador f; de Vi1.

3. Si k = 0, entonces la funcién valor Vj es calculada y la politica éptima 7* es dada
por ™ = (f3, fi, ..., f_1). De otra manera ir al paso 2.

Nota: Con el fin de obtener una buena suposiciéon de como se ven los conjuntos IM,,
vy A, parece que es razonable calcular los primero pasos del algoritmo de induccién hacia
atras e investigar la estructura de las funciones de valor.

El Teorema 1.5 nos dice que los maximizadores producen una estrategia o politica
6ptima. Sin embargo, la declaracién inversa no es verdadera [4]: las politicas éptimas no
necesariamente contienen sélo maximizadores. Esto es mostrado en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.1. Sea N = 2 el horizonte, mientras que el espacio de estados y acciones
son E ={0,1} = A = D, (), para cualquier x € E. La probabilidad de transicion estd
dada por Q,({z'}|xz,a) =1 si a =2a' y cero en otro caso (ver Figura 1.2). La funcién de
recompensa estd dada por r,(x,a) = a, para (x,a) € D, y g2(x) = x. La politica éptima
es fdcil de calcular y es 7 = (f§, f¥) con f§ =1y ff =1 para cualquier x € E. Sin
embargo, no es dificil ver que ™ = (fo, f1) con fo(z) =1, y f1(0) =0, f1(1) =1 producen
la misma recompensa total esperada y es por lo tanto también dptima. Obuviamente la
razon es que bajo la politica optima el estado 0 no serd visitado después del estado 1.

12
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accion a=0 accion a=1

7 a
. ‘. |

| | accion a=1

accion a=0
Figura 1.2: Ejemplo de probabilidades de transicion.

El método de solucion en el Teorema 1.5 confia en una muy simple pero general obser-
vacién que es llamada el “Principio de Programacion Dindmica”. Informalmente se dice
que siempre que tenemos una politica 6ptima 7* sobre cierto horizonte N y consideramos
el proceso ahora sélo en un subintervalo de [0, N], entonces la correspondiente politica
que es obtenida, restringiendo 7* a este subintervalo es de nuevo éptima. Esto puede ser
formalizado como sigue.

Teorema 1.6. (Principio de Programacion Dindmica). Si (SAN) se satisface, entonces
se cumple paran <m < N:

Vi (1’) = Vn(l’) = Virr = Vi ]P):—L; — a.s.

i.e, st (fr, ..., fx_1) es dptima para el periodo de tiempo [n, N| entonces (fr,..., fv_1)
es dptima para [m, N].

Demostracion: Si seguimos del Teorema de iteracién de recompensa 1.3 y la defini-
cién de V,,, tenemos que

Vo @) = Ve (@) = Tngs oo - Tm—1,7_ Vinr (@)

m—1
:Ez‘; Zrk(thlz(Xk)) + Vmﬂ*(Xm)‘|
k=n
m—1
<SET | Y m(Xe, £ (Xk) + Vin(Xm) | < Va(a)
k=n

donde hemos utilizado el Corolario 1.1 para la tultima desigualdad. Esto implica que
tenemos la igualdad y que ET. [Vi(Xm) — Vines (Xm)] = 0, lo que significa que Vi =
ViPT —a.s. W

Observacién 1.6.  a) Las declaraciones en el Teorema 1.5 siguen siendo vdlidas cuan-
do reemplazamos el supuesto (An) por la siguiente suposicion mds débil: asumimos
que paran =0,1,...,N —1

9
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N-1
>t (X, fe(Xe) + g (Xn)
k=n

es PT_-integrable para cualquier m y x € E. Sin embargo, en este caso podriamos
tener V,,(X) = +oo para algin x € E [4].

b) Se sabe que la ecuacion de Bellman se mantiene bajo supuestos mds débiles que en
los Teoremas 1.3 y 14.4 de [13]. En particular, si la funcidn de recompensa v, y gn
son no negativas (y sin ningin tipo de suposiciones adicionales), la funcion valor
V., satisface la ecuacion de Bellman.

Observacién 1.7. (Minimizar el costo)

En algunos problemas la recompensa de una etapa ry, y la recompensa términal gy, estdn
dados como el costo en una etapa c, y el costo términal hy. En este caso queremos
minimizar

N—1
BT, | (X, fu(Xr)) + hN(XN)] , T e E,
k=n
para ® = (fo,..., fn—1). Pero este problema puede ser transformado en un problema
de mazximizacion de recompensa haciendo r,(x,a) := —cp(z,a), gn(x) := —hy(x). Asi,

todas las afirmaciones hasta el momento siguen siendo vdlidas. Usaremos la misma nota-
cion Vpr y Vi, para las funciones de costo bajo la politica m y la funcion de costo minima.
Ademds, el operador de costo minimo T, tiene la forma

a€D, (x)

(r0)(@) = inf {cn(:v,a)—i—/v(m')Qn(dm/x,a)}.

En este caso V,, es también llamada funcion de costo.
1.2. Estructura de un modelo de decision de Markov

En esta seccion daremos condiciones suficientes en la que los supuestos (An) v (SAN)
de la seccién anterior se cumplen y asi implicar la validez de la ecuacién de Bellman y
la existencia de politicas 6ptimas. Para (SAx) vamos a identificar las condiciones que
implican que los conjuntos especiales M,, v A,, pueden ser elegidos. Por supuesto, es
interesante poder elegir los conjuntos M,, y A, lo mas pequefios posibles, entre més
pequenios sean los conjuntos, mas informacién tenemos sobre las funciones de valor y las
politicas 6ptimas. Consideremos primero el supuesto de integrabilidad (Ay).

Definicién 1.8. Una funcion medible b : E — R, es llamada una funcién acotada
superiormente para el modelo de decision de Markov si ewisten c,,cqg, 0 € Ry tal que
para cualquiern =0,1,..., N — 1:

i) rf(z,a) < c.b(x) para cualquier (x,a) € Dy,

i) gl < cyb(w) para cualquier x € E,

14
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i) [b(z")Qn(da'|z,a) < apb(x) para cualquier (x,a) € D,,.

Si r, v gy estan acotados superiormente, entonces obviamente b = 1 es una funcién
acotada superiormente [4].

Sea b una funcién acotada superiormente para el modelo de decisién de Markov. Para
v € M(E) denotamos la norma del supremo ponderado por

[v(z)]

v||p := sup
Il vk b(x)
(con la convencién § := 0) y definimos el conjunto

By := {v € M(E)||[v]|» < oo}

Equivalentemente B, puede ser escrito como

By := {v e M(E)|v(z) < c¢b(z) para cualquier x € E y para algin c € Ry}.

El concepto de funciones acotadas superiormente es de particular interés para los
modelos de decisién de Markov con horizonte a tiempo infinito. El préximo resultado es
fundamental para muchas aplicaciones.

Proposicién 1.1. Si el modelo de decision de Markov tiene una funcion acotada
superiormente b, entonces 6Y € By, y el supuesto de integrabilidad (Ax) se satisface.

Demostracién: Como Y > 0 tenemos que demostrar que 62 (z) < cb(x) para algin
c € R.. De las propiedades de una funcién acotada superiormente se sigue que

E7 [rf (X, fr(Xi)| Xp1] = /T;j(fl,fk(CU/))Qk(dxﬂkala fr—1(Xk-1)) < crapb(Xg—1)
y por iteracién tenemos

ET [r} (Xk, fe(Xk))] < crafb(z), z € E.

Anélogamente obtenemos

ET (9% (XN)] < ¢gap’b(z), z€ E. A

Consideremos que nuestro modelo de decisién de Markov tiene una funcién acotada
superiormente b y definimos el conjunto

B/ := {ve M(E)|vt|, <oo}.

Equivalentemente IBE)F puede ser escrito como

B/ := {ve M(E)|vt(z) < cb(z) para cualquier x € E y para algin c € Ry }.

15



CAPITULO 1. PRELIMINARES
1.2. ESTRUCTURA DE UN MODELO DE DECISION DE MARKOV

1.2.1. Modelos de decision de Markov semicontinuos

En los llamados modelos de decisién de Markov semicontinuos, el supuesto de estructura
(An) se cumple con IM,, un subconjunto de funciones semicontinuas superior. Esta es
una consecuencia del siguiente resultado (para la definicién de semicontinua superior y
propiedades de funciones conjunto de valor ver el Apéndice B.2).

Proposicion 1.2. Sea v € IB;' semicontinua superior. Supongamos que la siguiente su-
posicion se satisface:

i) Dn(x) es compacto para cualquier x € E y x — D, (x) es semicontinua superior,
it) (x,a) — Lyv(x,a) es semicontinua superior en D,,.
Entonces T,v es semicontinua superior y existen mazximizadores f, de v.

Observacién 1.8. La condicion i) en la Proposicion 1.2 puede ser reemplazada por la si-
guiente condicion: para cualquier x € E los conjuntos de nivel {a € Dy, (z)|Lpv(z,a) > ¢}
son compactos para cualquier ¢ € R y el mapeo del conjunto de valor

x> {a € Dy(2)|Lpv(z,a) = tv(x)} (1.1)

es semicontinua superior.

Demostracién: Para facilitar la notacién definamos

w(z,a) ;== Lyv(z,a), w*(x) = mov(x)

y D(x) := D, (x). Para z9 € E seleccionamos una sucesién (x,) C E que converge a xg
tal que el limite de w*(z,,) existe (1.1). Tenemos que mostrar que

lim w*(z,) < w* (o).
n— oo

Como a — w(x,a) es semicontinua superior en el conjunto compacto D(x), alcanza
su supremo en D(x) (ver Teorema B.1). Sea a, € D(z,) es un punto maximo de a —
w(zy,a) en D(x,). Por la semicontinuidad superior de x — D(z) existe una subsucesion
(ank) de (an) convergente a algin ag € D(xg). La semicontinuidad superior de w implica
que

lim w*(z,) = lim w(Zpk, ank) < w(xo,a0) < w*(xo),
n—oo k—o0

es decir, w* es semicontinua superior. Ademads, dado que w y w* son medibles, tenemos
que
D* :={(z,a) € D|w(z,a) = w*(x)}

es un subconjunto de Borel de E x A y cada D*(x) es compacto ya que

D*(z) :={a € D(z)|lw(z,a) > w*(zx)}.

Entonces aplicando el Teorema de seleccién de Kuratowski y Ryll-Nardzewski (ver
apéndice, teorema B.4), obtenemos un selector f de Borel medible para D*. Este es el
maximizador deseado de v. B
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Observacion 1.9. Si A C R entonces existe un mazximizador minimo y un mazimizador
mdximo respectivamente para v € lB;'. Note que si el conjunto

D} :={a € Dy(z)|Lyv(z,a) = Tov(z)}

es compacto para x € E, entonces el max D (x) y el min D} (x) son mazimizadores de v
por el Teorema de seleccion (B.4).

La prueba de la siguiente proposicién es inmediata de la Proposicién 1.2.

Teorema 1.7. consideremos que el Modelo de Decision de Markov tiene una funcion
acotada superiormente b y para cualquier n =0,1,..., N — 1, satisface que:

i) Dy (x) es compacto para cualquier © € E y x — D, (z) es semicontinua superior,

i) (x,a) = [v(2)Qn(da'|z,a) es semicontinua superior para cualquier funcién semi-
continua superior v € IBBZJ;,

iit) (x,a) — rp(z,a) es semicontinua superior,

i) x— gn(x) es semicontinua superior,

entonces los conjuntos M,, := {v € IBZF|U es semicontinua por arriba} y A, = F, sa-
tisfacen el supuesto de estructura (SAy). En particular, si V,, € M, entonces existe un
mazximizador f € F, de Vyi1. La politica (f§,..., fx_1) es dptima.

En lugar de probar la condicién i) del Teorema 1.7 directamente, podemos utilizar el
siguiente Lema:

Lema 1.2. Sea b una funcion continua acotada superiormente. Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

i) (z,a) — [v(@)Q(d2'|z,a) es semicontinua superior para cualquier funcién semi-
continua superior v € By .

i) (x,a) = [b(z)Q(dz'|z,a) es continua y (x,a) — [v(2)Q(dz'|z,a) es continua y
acotada para cualquier v continua y acotada en E.

Un kérnel estocdstico QQ con la ultima propiedad es llamado débilmente continuo.

Demostracion: La prueba de que ii) implica i) es como sigue: sea v € IB;r semicon-
tinua superior. Entonces tenemos v — ¢b < 0 para algin ¢ € Ry y & — v(x) — cb(z) es
semicontinua superior. Conforme el Lema B.1 esto implica la existencia de una sucesion
(¥k) de funciones continuas y acotadas tal que ¥y, | v — cb. Debido a nuestra suposicion, la
funcion (x,a) — [ x(2)Q(d2’|x,a) es ahora continua y acotada. Ademds, es mondtona
por lo tanto converge:

/ﬁk(z’)Q(dz’|z,a) i) /(v —cb)(2")Q(dx' |z, a), para k — oo.

Asi, podemos concluir nuevamente por Lema B.1 que el limite es semicon-
tinua superior. Sin embargo en vista de nuestra suposicion, ésto implica que
(z,a) — [v(2")Q(da'|z,a) es semicontinua superior.
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Ahora probaremos que 4) implica i7): como by —b estdn en IB;, obtenemos

(2,0) > / b(@')Q(d |z, a)

es continua. Si v es continua y acotada, entonces las funciones v—||v|| y —v—||v|| pertenecen
a B} y son semicontinuas superior. Por lo tanto, la funcién (z,a) — [v(2/)Q(dz'|z,a)
es continua. W

1.2.2. Modelos de decision de Markov continuos

Ahora, veremos cuando el supuesto de estructura de integrabilidad (SAy) se cumple
cuando IM,, pertenece a un subconjunto de funciones continuas.

Proposicion 1.3. Sea v € IBZ' continua. Supongamos que se cumple:
i) Dy(x) es compacto para cualquier x € E y x — D, (z) es continuo,
it) (z,a) — Lyv(z,a) es continua en D,

entonces T,v es continua y existe un mazximizador f, € F, de v. Si v tiene un unico
mazimizador f, € F, al tiempo n, entonces f, es continua.

Demostracion: Usemos la misma notacién que la Proposicién 1.2. Vemos que
de la Proposicién 1.2 es suficiente mostrar que w* es semicontinua inferior, i.e., que
w*(zg) < lmy, oo w*(z,) para cada sucesién (z,) que converge a zy € F y para ca-
da lim, . w*(z,) existe. Sabemos por suposicién que w*(zg) = w(x,ap) para al-
gun ag € D(xp). Como = — D(x) es continua, existe una subsucesién (x,,) de (z,)
y una sucesion de puntos a,, € D(z,,) que convergen a ag. Por lo tanto, tenemos
(Tny s Ay ) — (20, a0). Seguimos de la continuidad de w que

w*(zg) = w(xp,ap) = klgrgo W(Tny, Gy ) > klirgo w*(zy,) = T}ergo w* ().

Ya que z — D(z) es semicontinua superior, D es cerrado y seguimos que

D* :={(z,a) € D|w(z,a) = w*(x)}

es un subconjunto cerrado de D. Entonces obtenemos que z — D*(z) es también
semicontinua superior. Asi, si v tiene un tnico maximizador f,, i.e., DX (z) = {fn(z)}
para cualquier x € E, entonces f,, debe ser continua. l

Utilizando la Proposicién 1.3 puede verse que (SAy) se cumple y que el Teorema 1.5
es valido.

Teorema 1.8. Consideremos un modelo de decision de Markov con una funcion continua
acotada superiormente b dada. Si para cualquiern = 0,1,..., N—1 se cumple lo siguiente:

i) Dy(x) es compacto para cualquier x € E y x — Dy, (x) es continua,
i) (z,a) = [v(2")Q.(d2’'|z,a) es continua para cualquier v € B continua,

iit) (x,a) — rp(x,a) es continua,
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) x — gn(z) es continua,

entonces el conjunto M,, := {v € B}|v es continua} y A, = F, satisfacen la suposicion
de estructura (SAy). Si el mazimizador de V,, es dnico, entonces A,, puede ser elegido
como el conjunto de funciones continuas.

1.2.3. Modelos de decision de Markov medibles

Algunas veces la suposicién de estructura (SAy) puede ser cumplida con M,, = B. Para
este caso es util el siguiente resultado.

Proposicién 1.4. Sea v € B} y supongamos que las siguientes declaraciones se cumplen:
i) Dy(x) es compacto para cualquier x € E.
i) a— Lyv(z,a) es semicontinua superior en Dy (x) para cualquier z € E,

entonces T,v es medible y existe un mazimizador f, € F, de v.

El siguiente Teorema se obtiene directamente de la Proposiciéon 1.4. En particular el
resultado principal (Teorema 1.2) se cumple bajo las suposiciones del Teorema 1.9

Teorema 1.9. Consideremos un modelo de decision de Markov con funcion acotada
superiormente b dada. St para cualquier n =0,1,..., N — 1 se cumple lo siguiente:

i) Dy (x) es compacto para cualquier x € E,

i) a — [v(2")Qn(da'|z,a) es semicontinua superior para cualquier v € B y para
cualquier x € E,

iti) a — r,(x,a) es semicontinua superior para cualquier z € E,
entonces el conjunto M, := IB;r y A, = F, satisfacen el supuesto de estructura (SAN).

En un marco mas general, se puede elegir IM,, como el conjunto de funciones semiana-
liticas superior [5]. Pero por supuesto uno quiere elegir M,, y A,, tan pequeios como sea
posible.

1.2.4. Modelos de decision de Markov monétonos y convexos

Las propiedades de estructura (e.g. monotonia, concavidad y convexidad) para las fun-
ciones de valor y también para los maximizadores son importantes para aplicaciones.
Resultados como estos también simplifican soluciones numeéricas. Para facilitar lo dicho,
suponemos ahora que £ C R? y A € R™ dotado del preorden usual < de compara-
cién componente a componente i.e., z < y, para cualquier z,y € R?, si z, < y para
k=1,...,d

Teorema 1.10. Consideremos un modelo de decision de Markov con funcion acotada b
dada. Si para cualquier n =0,1,..., N — 1 se cumple lo siguiente:

i) Dy(-) es creciente, i.e., x < x’ implica que D,(x) C D,(z'),
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it) Los kérneles estocdsticos Qn(-|x,a) son mondtonamente estocdsticos para cualquier
a € Dy(x), i.e. el mapeo z — [v(2")Qn(d2’|x,a) es creciente para cualquier v € B}
creciente y para cualquier a € D, (x),

itt) x — 1, (x,a) es creciente para cualquier a,
) para cualquier v € ]Bb+ creciente, existe un maximizador f, € A, de v,
v) gn es creciente en E,

entonces el conjunto M,, = {v € IB;FM) es creciente} y A, satisfacen el supuesto de
estructura (SAN).

Demostracion: Obviamente, la condicién iv) muestra que gy € My. Sea ahora
v € M,, 1. Entonces la condicién 4i) y #ii) implican que x — L,v(x,a) es creciente para
cualquier a. En vista de i) obtenemos 7,0 € M,,. La condicién v) es equivalente a la
condicién #ii) de (SAy). Asi, el Teorema es mostrado. l

Es méas complicado identificar situaciones en las que los maximizadores son crecientes.
Para esta propiedad es que necesitamos la siguiente Definicion.

Definicién 1.9. Un conjunto D C E x A es llamado completamente mondtono si para
cualesquiera puntos (z,a'), (';a) € D con x <z’ ya < ad se sigue que (x,a), (2',;a’) €
D.

Un caso especial en donde D es completamente mondtono es si D(x) es independiente
de x. Si A= Ry D(x) = [d(z),d(z)], entonces D es completamente mondtona si y sélo
sid: E— Ryd:E — R son crecientes.

Proposicién 1.5. Sea v € B} y D;(z) := {a € D,(2)|L,v(x,a) = T,v(x)} para z € E.
Si

i) D, es completamente mondtona,
it) Lyv es supermodular en D,,,

iii) existe un mazximizador mds grande f} de v, i.e., para cualquier x € E se cumple:
fi(x) > a para cualquier a € D} (x) comparable con f}(z),

entonces [y es débilmente creciente, i.e., x > &' implica que f}(x) > fi(z'), siempre que

fx(x) y fr(2") son comparables.

Demostracion: Supongamos que f;f no es creciente, i.e. existe z, '’ € Econx < 2’y
fi(x):=a > da := f}(z). Debido a las suposiciones ) y i7) sabemos que (z,a’), (z,a) €
Dy y

(Lyv(z,a') — Lyv(z,a)) + (Lyv(2',a) — Lyv(z',a’)) > 0.

Como a es un punto méximo de b — L,v(z,b) y o’ es un punto méximo de b —
L,v(2’,b) la expresién en paréntesis no es positiva. Asi, debemos tener que L,v(z’,a’) =
Lyv(x’,a) lo que significa que en particular a es también un punto méximo de b
L,v(2’,b). Pero esto contradice la definicién de f;* como el mas grande maximizador de
v. B
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Observacién 1.10.  a) Un resultado similar se cumple para el maximizador mds pe-
queno de v.

b) Si revertimos la relacidn en el espacio de estados o en el espacio de acciones, obte-
nemos condiciones para maximizadores débilmente decrecientes.

Si un modelo de decision de Markov cumple todas la suposiciones del Teorema 1.10 y
la Proposicién 1.5, entonces

M, := {v € Bj|v es creciente}
A, :={f € F,|f es débilmente creciente}

satisfacen el supuesto de estructura (SAy). De particular interés son las funciones de
valor céncavas o convexas.

Proposiciéon 1.6. Sea v € IB;' y supongamos lo siguiente:
i) D,, es convexa en E X A,
it) Lyv(z,a) es concava en D,

entonces T,v es concava en F.

Demostracién: Primero note que 7,v(x) < oo para cualquier z € E' y que E es
convexa. Sea z, ¢’ € E'y a € (0,1). Para ¢ > 0 existe a € Dy, (z) y ¢’ € Dy(2’) con

L,v(z,a) > mo(z) — ¢,
Lov(x',a) > mo(a) —e.

La convexidad de D,, implica

a(z,a) + (1 —a)(2’,d') € D,
significa que aa + (1 — a)a’ € Dp(azx + (1 — «)a’). Por i)

Tov(az + (1 —a)z’) > Lyv(ar + (1 — a)2’,aa + (1 — a)d’)
> aLyv(z,a) + (1 —a)Lv(x’,a)
> arpv(z) + (1 — a)rv(z’) —e.

Esto es cierto para cualquier € > 0. B

La Proposicién 1.6 implica que (SAN) se cumple, por lo tanto, el conjunto M,, perte-
neciente a un subconjunto de funciones concavas.

Teorema 1.11. Consideremos un modelo de decision de Markov con funcion acotada
superiormente b que para cualquier n =0,1,..., N —1 cumple lo siguiente:

i) D, es convexa en E x A,
ii) el mapeo (x,a) — [v(z")Qn(da'|x,a) es concava para cualquier v € By concava,

iii) (x,a) — rp(xz,a) es céncava,
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) gy es concava en E,
v) para cualquier v € IBZ' concava, existe un mazrimizador f, € A, de v.

Entonces el conjunto M,, := {v € IB;F|11 es concavo} y A, satisfacen la suposicion
de estructura (SAN).

Observacién 1.11. Si A =R y D(z) = [d(x),d(z)] entonces D es convera en E x A si
yd:

y solo si E es conveza, d: E — R es convexa E — R es concava.

Proposiciéon 1.7. Sea v € ]Blf Y supongamos que se cumple:

i) E es convera y Dy, :=E X A,

it) x — Lyv(x,a) es convera para cualquier a € A,
entonces T,v es convexa en E. Si ademds A es un politopo (el andlogo en dimensidn
arbitraria de un poligono o poliedro) y a — Lyv(x,a) es convexa para cualquier © € E,
entonces eziste a, llamada mazimizador bang-bang, f: de v a tiempo n, i.e. f(x) es un
vértice de A para cualquier x € E.

Demostracién: La primera afirmaciéon se sigue del hecho que el supremo de un
ndimero arbitrario de funciones convexas es también convexa (porque 7,v < 00). Ahora,
si A es un politopo, la funcién convexa a — L,v(x,a) alcanza su supremo en un vértice
y el conjunto de todos los puntos maximos de a — L,v(x,a) que son vértices, es finito

para cualquier x € E. Entonces aplicando el Teorema de seleccion B.4, obtenemos la
segunda declaracion. l

La Proposicién 1.7 implica directamente que las siguientes condiciones en los datos
del modelo de decisién de Markov garantizan que (SAy) se satisface con el conjunto M,

perteneciente a un subconjunto de funciones convexas.

Teorema 1.12. Consideremos un modelo de decision de Markov con funcion acotada
superiormente b que para cualquier n =0,1,..., N —1 cumple lo siguiente:

i) E es convera y Dy, :=E X A,

it) para cualquier v € IBIT conveza, © — [v(z')Qn(dz'|z,a) es conveza para cualquier
a €A,

i) x — rp(z,a) es convera para cualquier a € A,
) gN es conveza,

v) para cualquier v € IBZ' convexa, existe un maxrimizador f, € A, de v,

entonces el conjunto M,, := {v € IB,ﬂv es convexo} y A, satisfacen la suposicion de
estructura (SAN).
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1.3. Modelos de decision de Markov estacionarios

En esta seccién consideraremos modelos de decision de Markov estacionarios, es decir los
componentes del modelo no dependen de n y estd dado por (E, A, Q, 7, gn).

Denotamos por F' el conjunto de todas las reglas de decision f : E — A con
f(z) € D(z), para € E. Entonces FV es el conjunto de todas las politicas de las N

etapas ™ = (fo,..., fn-1)
La recompensa esperada descontada sobre las N etapas bajo una politica m € F™ y
B € (0,1] es dada por

N—-1
Tnm(@) =BT | Y BFr(Xp, fu(Xi) + BNg(Xn) |, 2 €E,
k=0

cuando el sistema empieza en el estado z € E. La méaxima recompensa esperada descon-
tada sobre las N etapas es definida por

Jo(z) := g(x)

In(x) := sup Jpx(z), € FE, 1<n<N.
TEF™

A fin de obtener una buena definicion del problema de optimizacién estocéstica,
necesitamos la siguiente suposicién de integrabilidad (como en la Seccién 1.1.2):
Supuesto de Integrabilidad (Iy): para z € E,

N-1

On(x) :=supEI[ Y B (X, fu(Xi)) + BN g (Xn)] < oo.
T k=0

Observacién 1.12. Como §y := g* < 3,1 <6, < n ¥

6N = B"N_n, n=0,1,...,N,

la suposicion de integrabilidad (In) es equivalente al supuesto de integrabilidad de la
Seccion 1.1.2 cuando tenemos un modelo de decision de Markov estacionario.

Como explicamos en la Seccién 1.2, es conveniente mostrar que (In) se cumple para
probar la existencia de una funcién acotada superiormente. La definicién de una funcién
acotada superiormente para un modelo de decisién de Markov estacionario es como sigue.

Definicién 1.10. Un mapeo medible b : E — R4 es llamado una funcion acotada
superiormente, para el modelo de decision de Markov estacionario, si existe c,, cg, o
€ Ry tal que:

i) 77 (z,a) < ¢;b(x), para cualquier (x,a) € D,
i) g*(z) < ¢

i) [b(z")Q(dz'|x,a) < apb(x), para cualquier (x,a) € D.

b(x), para cualquier x € E,
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Si el modelo de decisiéon de Markov tiene una funcion acotada superiormente b, enton-
ces tenemos que oy € By, y el supuesto de integrabilidad (1) se satisface (c.f., Proposicion
1.1). Obviamente cada modelo estacionario es un modelo especial no estacionario y existe
la siguiente relacién entre la funcién de valor J, y V;,:

Valz) =8"In_n(z), z€ E, n=0,1,...,N.

Pero, por otro lado, cada modelo de decisién de Markov no estacionario puede ser
formulado como un estacionario [4]. La idea es extender el espacio de estados incluyendo
el parametro del tiempo.

Como en la Definicién 1.6, introducimos ahora los siguientes operadores para v €
M(E):

Lv(z,a) = )—|—,B/ (2")Q(dx'|x,a), (x,a)€ D,

o(z) :== Lo(z, f(z)), =€ E,

TU(:L') = sg;() )Lv(x,a), x e k.
acD(x

7 es llamado el operador de recompensa maxima. La iteracion de recompensa es ahora
como sigue.

Teorema 1.13. (ITteraciéon de Recompensa). Para m = (fo,..., fn—1) se cumple:

Jnw =Ty o Tf_19-

El supuesto de estructura (SIy) para un modelo de decisién de Markov estacionario
es dado por,

Supuesto de Estructura (SIy): Existen conjuntos M C M(E) y A C F tal que:
(i) g € M.
(ii) Si v € M entonces 7v(z) estd bien definida y 7v € M.

(iif) Para cualquier v € IM existe un maximizador f € A de v, i.e.

Trv(z) = Tv(x), x € E.

El Teorema principal 1.5 acerca del calculo recursivo de la funcién de valor éptima
tiene ahora la siguiente forma.

Teorema 1.14. (Teorema de Estructura). Si (SIy) se satisface, entonces se cumple

lo siguiente:

a) J, € M y la ecuacién de Bellman J, = 7J,—1 se cumple, i.e.

(@),
Jn(x) = sup {rxa —|—ﬁ/ no1(2)Q(dx’ |, a)} z€E.

a€D(x)

Ademds, J, = 1"g.
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b) Paran =1,...,N existen mazimizadores f;; de J,_1 con fi € A y cada sucesion
de mazimizadores { f}N_, de J,,—1 define una politica dptima (f¥, ..., f{) para las

N etapas del modelo de decision de Markov estacionario.

En muchos ejemplos vemos que el supuesto de estructura se cumple naturalmente. Para
algunas condiciones que implican (SAy) (ver Seccién 1.2). Los casos mds simples surgen
cuando ambos espacios E y A son finitos. Aqui el supuesto de estructura (SIy) se satisface
cuando M := {v : E — R} porque cada funcién es medible y existen los maximizadores.
Ademas, el kérnel de transicién tiene una densidad discreta y la denotamos como

q(2'|x,a) == Q({z}|z, a),
para z,z' € E'y a € D(x).

Anélogamente, para el caso estacionario, el Teorema 1.14 da un algoritmo recursivo
para resolver problemas de decisién de Markov.

Algoritmo de induccién hacia adelante.

1. Sea k:=0y paraz € E:

Jo(z) := gn(2).

2. Sea k :=n+ 1y calculamos para x € E

Jr(z) = sup {r(ama)—i-/c]k1(xl)Q(dx'|x,a)}.

a€D(x)
y un maximizador f; de Ji_;.

3. Si k= N, entonces la funcién valor Jy es calculada y la politica éptima 7* es dada
por 7 = (fX...., fi'). De otra manera ir al paso 2.

El algoritmo de induccién hacia adelante calcula la funciéon de valor de N etapas y
las reglas de decisién 6ptimas, de forma recursiva sobre las etapas, comenzando con la
funcién recompensa términal.

El siguiente modelo de decisién de Markov con descuento aleatorio tiene importancia
en las aplicaciones de finanzas y seguros.

Ejemplo 1.2. (Modelo de decisién de Markov con descuento aleatorio). Consideremos
un modelo de Markov estacionario (E,A,D,Q, 3"r, 3N g). Algunas veces los factores de
descuento para los estados varian aleatoriamente. Asumimos que la sucesién de factores
de descuento (no negativos) (By), forman un proceso de Markov dado por el kérnel de
transicion Q°(Bly) y Bo es dado. Supongamos que (3,) es independiente del proceso
de estados. (El caso mds general donde (B,) depende del proceso de estados puede ser
tratado [4]). Entonces, estamos interesados en encontrar la recompensa mdzima esperada
descontada sobre todas las politicas T € FN, i.e., queremos mazximizar la expresion

25



CAPITULO 1. PRELIMINARES
1.4. MODELO LINEAL CUADRATICO

EZ

N—-1 /n—1 N-1
Z < ﬂk) T(Xnafn(BOw-an—l))_" <H ﬂk) g(XN)] ) ze€kE.
k=0

n=0 \k=0

Por supuesto asumimos que el proceso de Markov (8,) puede ser observado por el
que toma las decisiones y asi se permite que las reglas de decision dependan de él. Este
problema puede ser resuelto via un modelo de decision estindar. Para extender el espacio
de estados E definimos:

o E:=FE x[0,00) x [0,00) donde (x,,8) € E denota el estado x, el nuevo factor de
descuento B y el producto § de los factores de descuento,

°
b

= A;
e D(z,53,0) = D(z), para cualquier (z,3,0) € E,

e O(B x By x By | %,8,6,0) = Q(Blz,a) ® Q¥(By|) @ 15,(6 - f3) para cualquier
(z,8,9) € E y conjuntos medibles adecuados B, By, Ba,

o 7 ((x,8,9),a) = dr(x,a) para cualquier (z,5,6) € E,

* j(x,8,6) = dg(x)

y el operador de recompensa mdzimo para v € M(E) estd dado por

=

rote 5,8 = swp oo+ [ Qi) [ Qoo )

a€D(x)

la solucion del problema anterior con descuento aleatorio es dado por la funcion de valor

JN(:L'vﬁfJa 1) = TNg(.Z, ﬂOa 1)

Note que la regla de decision dptima a tiempo n depende de x,, By, y del producto de
n—1

factores de descuento 0n, = [],_ Bk-

1.4. Modelo lineal cuadratico

1.4.1. Problemas estocéasticos lineales-cuadraticos (LQ)

Una clase famosa de problemas con varias aplicaciones son los problemas lineales-
cuadréticos (LQ). El nombre se deriva de las funciones lineales de transicién de estado
y las funciones cuadraticas de costo. Supongamos que E := R™ es el espacio de estados
del sistema y D, (z) := A := R?, i.e., todas las acciones son admisibles. Las funciones de
transicion son lineales en el espacio de estados y acciones con matrices con coeficientes

aleatorios Ay, By, ..., Any_1,Bx_1 donde la dimensiéon de A; es m X m y para B; la di-
mensién es m X d con i = 0,..., N — 1, el sistema de funciones de transicién estd dado
por

Tn(xv a, An+17 Bn+1) = An+1z + B7z+1a-

26



CAPITULO 1. PRELIMINARES
1.4. MODELO LINEAL CUADRATICO

Asi, la perturbacién en [n,n+1) estd dada por Z, 11 := (Ap41, Bnt1)- La distribucién
de Z,,+1 no es influenciada por el estado ni por la accién, se supone que las matrices alea-
torias Z1, Zs, ... son independientes pero no necesariamente idénticamente distribuidas,
tienen esperanza y covarianza finita. Ademds, asumimos que E[Bl,;QB,,+1] es definida
positiva para cualquier @) simétrica definida positiva. Obviamente obtenemos un problema
no estacionario. La recompensa de una etapa es una funciéon de costo negativa

ro(z,0) == —2T Qua
y la recompensa términal es
gn(z,a) = -2 Qnz
donde Qq, Q1,-..,QN—_1 son matrices deterministas, simétricas y definidas positivas. El
objetivo es minimizar
N-1
B | > X,;kaXk]
k=0

sobre todas las politicas de N etapas. Asi, el objetivo es mantener el estado del sistema
cerca de cero. Asumiremos los datos del sistema del modelo de decision de Markov con
perturbaciones (Z,,) como sigue.

e [/:=1R", donde x € F denota el estado del sistema,
e A:=R?= D,(x), donde a € A denota la accién,

e Z:=R™™ x R™D donde Z = (A, B) con valores en Z denota los coeficientes
aleatorios de transicion del sistema lineal,

To(z,a, Api1, Bay1) := Api12 4+ Bpaia es la funcién de transicion,

Q% (-|x,a) := distribuciéon de Z,, ;1 := (An 11, Bpy1) (independiente de (z,a)),

o rp(x,a) = —aTQ,x,
o gn(z,a) = —2TQpu,
e 3:=1.

Sear < 0y b = 1 una funcién acotada superiormente. Asi, (Ay) se cumple. Trataremos
este problema como un problema de minimizacién de costo, i.e., suponemos que V,, es el
costo minimo en el periodo [n, N]. Para los célculos posteriores asumimos que la esperanza
existe. Existen varias aplicaciones de este problema de regulacién en ingenieria, este tipo
de problemas son importantes. El operador de costo minimo esta dado por

. T
Tov(x) = 1€n]l£d {m Qnr +Ev(App1x + B7l+1a)} )
a
Para saber que forma deben tener los conjuntos IM,, vy A,, es necesario realizar los
primeros calculos del algoritmo de inducciéon hacia atras e investigar la estructura de la
funcién de valor.
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Comprobaremos la suposicién de estructura (SAy). Es razonable asumir que IM,, estd
dado por (1.2)

M, :={v:R™ = R, |Jv(z) = 27 Qx con Q simétrica y definida positiva}. (1.2)

También resultard que los conjuntos A, := A N F,, pueden ser elegidos como los
conjuntos de todas las funciones lineales, i.e.

A:={f:E— Alf(z) = Cz para algin C € R@™},

Empezaremos con (SAy) i): obviamente 27 Qnz € My. Ahora sea v(z) = z7Qx €
IM,,+1. Intentaremos resolver el siguiente problema de optimizacién

Thv(x) = in}éd{xTan + Ev(Ap112 4 Bryia)}
S

= ien]ygd {xTan + E[(An—&-lx + Bn—i—la)TQ(An+1-7j + B7z+1a)]}

= aienlzfd {27 Qnz + 2'E[A] QA 1]z + "E[BL, QA 11z + 2TE[A] ,QBpi1]a

+ 0" E[By+1QBn1)a}
= aienﬂ{d{xTan + 2 TE[AL, QAn 1]z + 22T E[A]L QB 11]a

+a"E[B},,QBl]a}. s
1.3

Como @ es simétrica y definida positiva, vemos que E[BL 11QDBp 1] también es simé-
trica y definida positiva,

{E[Brf+1QBn+1]}T = E[(QBn+1)TBn+1]
= E[BE+IQBN+1]7

por lo tanto, regular, es decir, existe su inversa, ademas la funcién entre las llaves es

convexa en a (para x € E fija), esto lo vemos cuando derivamos dos veces con respecto de
8?2 . .

a 'y vemos que %(x) > 0. Derivando con respecto de a e igualando a cero, obtenemos

que

Ot v()
Oa
a= _E[Bg-i-lQBn-‘rl]_1E[B£+1QAH+1]33~

=0

Vemos que existe un punto minimo y ademas es convexa en ese punto, por lo tanto,
tenemos que el inico punto minimo esta dado por

fi(@) = — (E[BL,,QBny1]) " E[BL,1QAn 41z

Substituyendo el punto minimo en la Ecuacién (1.3) obtenemos que
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() = TQ €T J“TTE[ Z-HQAn—H} + 2$TE[An+1QBn+1] [*E[BZT+1QBn+1]71
= an +z E[ n+1QAn+1]$ - fTE[AnHQBn—s-l}E[BgHQBn—s-l]71
[ n+lQAn+1]

entonces a 7,v(x) se puede escribir de la siguiente manera,

Thv(T) = a’ {Qn + E[A£+1QA71+1] - E[Ag;-HQBn-&-l}(E[BI+1QBH+1])71
E[Bg+1QAn+1]} x
= xTanv

donde @Q,, estd definida como la expresiéon dentro de las llaves, vemos que es simétrica,

{Qn + E[A],1QAn 1] — E[A], ,QBn11](E [BSHQBnH])_1E[Bg+1QAn+ﬂ}T
=Qr +E[An+1QAn+1]T — [ [A n+1QBn+1]( (B n+1QBn+1])

[ n+1QAn+1] ]T

= Qn +E[A7,1QAv 1] — (B[Bi1QBpi1)) 'E[Bi1QAn )"
[ n+1QBn+1]

= Qn +E[A71QAn 1] — E[A7 QB (E[B1QBnia]) ™!
[ n+1QAn+1]a

por lo tanto, 7 Q,z = Tov(z) > 2'Qpz, es también definida positiva. Asi, T7v € M,, y el
supuesto estructura (SAy) se cumple para M,, y A,, = AN F,,. Ahora podemos aplicar
el Teorema 1.5 para resolver el problema estocastico LQ.

Teorema 1.15.  a) Sean las matrices Q,, definidas de forma recursiva por
Qn = Qn
~ ~ ~ -1
Qn = Qn JFE[ n+1Qn+1An+1] E[A£+1Qn+1Bn+1} (E[Bg+1Qn+1Bn+l])

E[BL, 1 Qni1Any1].

Entonces, Q. es simétrica, semidefinida positiva y Vi, (z) = mv(z) = 7 Va1 =
2T Qnax, para x € E.

b) La politica dptima (f5,..., fi_1) estd dada por

fo(z) ==~ (E[BrjzﬂJrleHanH])il E[Bg+1Qn+1An+1}x-
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1.4.2. Problemas estocasticos lineales-cuadraticos con perturba-
ciones

Consideremos el siguiente problema especial LQ ([5] seccién 4.1 para més detalles): La
funcién de transicién esta dada por

T.(z,a,2) = Apy12z + Bpi1a+ 2

donde z € R™, a € R%y A,,, B,, son matrices deterministas, la dimensién de A,, es m xm
y la dimensién de B,, es m X d. Las perturbaciones Zy, Z1, ..., Zn_1 son independientes
e idénticamente distribuidas con matriz de esperanza y covarianza finita. El costo

N—-1
= | Y xou
k=0

tiene que ser minimizado con @), definida positiva. Los datos del sistema del modelo de
decisiéon de Markov con perturbaciones (Z,,) son como sigue.

e I :=R"™ donde x € F denota el estado del sistema,
e A:=R?%= D, (r) donde a € A denota la accién,

o Z:= R"™™ x R(™4) donde Z = (A, B) con valores en Z denota los coeficientes
aleatorios de transicion del sistema lineal,

To(x,a,2) == Apy12 + Byyia + 2 es la funcidn de transicion,

Q% (-|x,a) := distribucién de Z, 1 (independiente de (z,a)),

o rp(z,a) = 7xTan7
e gy(z,a) = —2TQpnu,
e §:=1.

Sear < 0y b = 1 una funcién acotada superiormente. Asi, (Ay) se cumple. Trataremos
este problema como un problema de minimizacién de costo, i.e., suponemos que V,, es el
costo minimo en el periodo [n, N|. Para los célculos posteriores asumimos que la esperanza
existe. El operador de costo minimo esta dado por:

() = infd {a:TQn:L' + Ev(Any12 + Bpyia+ z)} .
acR?

Lo mismo que el problema anterior, para saber la forma de los conjuntos IM,, y A,,, es
necesario realizar los primeros calculos del algoritmo de induccién hacia atras e investigar
la estructura de la funcién de valor.

Comprobaremos la suposicién de estructura (SAy). También, asumiremos como en el
caso anterior que IM,, estd dada por (1.4).

M, := {v:R™ = R, |v(z) =27Qx+ P con PcR,,

Q simétrica y definida positiva, }.
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Como los conjuntos A, := AN F, pueden ser elegidos como los conjuntos de todas
las funciones lineales, i.e.

A:={f:E— Alf(z) = Cz+ D para algin C € R@™ 4 D e RM™™}.

Empezaremos con (SAy) i): Obviamente 7 Qxz € My. Ahora sea v(z) = 27Qz €
IM,,+1. Intentaremos resolver el siguiente problema de optimizacién:

Tav(x) = iengd{xTan + Ev(4p+12 + Bpy1a + 2)}
— fen]}{d {xTQn:v +E[(Api12 + Buyra+ 2)TQ(Apy12 + Bpyra + z)]}
a

= aienﬂgd {xTan +2' AL QA + o B QA 1z + 2T AL QB ta

+ aTIE[BZ;HQz] + IE[ZTQBnH]a + ]E[ZTQAn+1]1' + 2T [An11Q7]
+ a"B}1QBpi1a+ E[2TQz]}

— 161% {2"Qnx + 2T AL QA 12 + 22T AL QB 11a+ 2a"E[B], Q2]

+ 22" E[A] Q2] + a" BL,1Qni1Ba+ E[2TQz]} .

(1.5)

Como @ es simétrica y definida positiva, tenemos que E[BT 11QDBp 1] también es
simétrica y definida positiva, asi es regular, por lo tanto existe la inversa, la funcién entre

827'"11(

las llaves es convexa en a (para x € E fija), esto es porque =+ 2) > 0. Ahora, derivando

con respecto de a e igualando a cero obtenemos que,

Otpv(x)
da
a= —(BEHQBnH)_I(BEHQATLHCC + E[Bz+1QZ])~

=0

Dado que existe un punto minimo y ademas es convexa en el punto a, tenemos que el
tnico punto minimo esta dado por

fi(@) = — (BL1QBuy1) " (BL, QA 1z +E[BL,,Q2)),

substituyendo el punto minimo en la Ecuacién (1.5) obtenemos
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1
() = zTQuz+ xTAZ_HQAn_Hx + (- (BE_HQB,L_H) (BTT_HQAHH:B
1

+E[BZ;+1QZ]))TBn+1QBn+1(_ (Bg+1QBn+1)7 (Bg+1QAn+1$
+E[ T1QA) + 20T AL QB (= (BL 1 QBus) (B QAnne
[ n+1QZ])) 2(—(B n+1QBn+1) 1(Bg+1QAn+1CE
E[B n+1QZ])) E[Bi1Qz] + 22 E[A} Q2] + E[z" Q7]
= an—i—x AT QA — 2T AL QB (B 1 QByi1) Bl QA
+E[27 Q2]
= 2" (Qn+ AL QA — AL QBuy1 (B 1QBuy1) ' Bl QAn ) @
+E[2T Q2]
= 27Qnx +E[TQz].
dado que Q, estd definida como la expresién dentro de las llaves. Notemos que

Q.. es simétrica y por lo tanto =7 Quz + E[z7Qz] = mv(z) > 2T Qnz, es también po-
sitiva. Asi 7v € M, y el supuesto de estructura (SAy) se cumple para M,, y A,, = ANE,,.

Como en el Teorema anterior tenemos que V,(z) = 2T Q,x, para © € E, porque
Vo(z) = mhv(z) = 7, Vpt1(z) = 7,2 Qi1 2, entonces tenemos que

Tov(x) = 1nI£ {:c Qnz + Ev[A, 112 + Byia+ 2]}
ac

= 1nf {ac Qnr +E[(An112 4+ Bpiia+ 2) Qn+1<An+1l‘ + Bpiia+ z)]}

= Hlf {27 Qnr + 2T AL 1 Qni1Anyiz + 22T AL Qni1Bryia

a€R?
+24"E[B n+1Qn+1Z] +227E[A n+1Qn+1Z] ta Bn+1Qn+an+1a
+E[z Qn+1z]}.

y por lo tanto la politica éptima estda dada por

* 1 ~ ~
fn (J?) = ( n+1Qn+1Bn+1) (Bz;.HQn-‘rlAn-l-ll‘ + E[Bz+1Qn+1Z])~

Al substituir nuevamente en 7,v(x) tenemos que:

mu(z) = 2" Qnw+ xTAZ+1Qn+1An+1 + [—(BgﬂénﬂBn+1)_1BZ+1Qn+1An+133]T

Bl Qui1 Bus1 [-(BTns1Qui1 Bry1) 7' BY 1 Qns1 Angr 7]
+227 AL Qn1 B [~ (BL41Qn1 Bus) " By Qnii Anra]
+2[— (B £+1Qn+1Bn+1)_1 g+1Qn+1An+1$]TE[BZ+1Qn+1Z]
+227 E[A n+1Qn+1Z] +Ef2 Qn+1z]

= 2"Qur+ 2" Al Qnir A — 2T AL Qui1 B (Bl Quit Bag1) ™!
Bl Qi1 Ani1z + E[27 Qi 2]

= 2TQnzx + E[ZTQ,L_HZ}.
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Por consiguiente obtenemos que la funcion de costo esta dada por,

Vi(z) = 2T Qe + B[z Qi1 2.

Aplicando induccién hacia atréds, obtenemos la funcién de costo minimo,

VN(iL')
Vy-1i(z)

VN_Q(I')

Vn_3(z)

Vo()

xTQNx
2TQn_1z + IE[ZTQN,Z]

TN_2VN_1(z) = %Engd{xTQN_gx +E[VN-1(Ant12 + Bpr1a + 2)]}
fenﬁgd {2"Qn_27 + E[(Ant12 + Bni1a+ 2)" Qn_1(An+12 + Bpy1a + 2)]
+ E[z"Qnz]}
TA TA TA
' Qn_2xr +E[z" Qn_12] + E[z" QnZ]
TN-—3VN_2(x) = %En]}{d{xTQN,gx +E[VN_2(Ant12 + Bpii1a+ 2)]}
a
ienngd {2"Qn_37 + E[(Ant12 + Bpi1a+ 2)" Qn_2(An+12 + Bpy1a + 2)]

+E"Qn-12] + E[z"Qnz]}
xTQN_gx + E[ZTQN_QZ] + E[ZTQN_lz} + IE[ZTQNZ]

2T Qor + E[2TQ12] + ... + E[zTQn 7]

N
2T Qox + Z E[zTQyz].

k=1

33






Capitulo 2

Mercados financieros

En este capitulo introduciremos los mercados financieros que aparecerdn en nuestras apli-
caciones. En la Secciéon 2.1 un mercado financiero es presentado a tiempo discreto. De-
finiremos un portafolio o estrategia y caracterizaremos la ausencia de arbitraje en estos
mercados. En los capitulos posteriores a menudo se restringen los precios de los activos
a procesos de Markov, con el fin de poder utilizar el marco de los procesos de decision
de Markov. En la Seccién 2.2 daremos el concepto de funciones de utilidad y utilidad
esperada.

2.1. Activos dinamicos y portafolios

Consideraremos que los precios de los activos son monitoreados a tiempo discreto. El
indice bursétil Alemdn (DAX) por ejemplo es calculado cada segundo. Asi, suponemos
que el tiempo es dividido en periodos de longitud At y ¢, = nAt. La forma més comin
del precio de un activo es un modelo multiplicativo, i.e. si .S,, es el precio en el tiempo
t, > 0 entonces

SnJrl = San+1 .

La variable aleatoria positiva Rm—l define el cambio de precio relativo Sy,y1/S, entre
el tiempo ¢, y t,11. Para un bono sin riesgo el cambio de precio relativo SO, /S0 es
1+ 4,41, donde 7,41 € R; es una tasa de interés determinista.

Existen dos casos especiales importantes de modelos multiplicativos. El primero es el
modelo binomial o modelo de Cox-Ross-Rubinstein. Asumimos que existe un bono con
in+1 = ¢y una accién con cambio de precio relativo que es independiente e idénticamente
distribuida y puede tomar dos valores u > 0 para subir o d < 0 para bajar, donde
asumimos que d < u. La probabilidad para subir o bajar son p y 1 — p, respectivamente,
ie.

P(Rn:u) =D P(Rn :d) =1-p.
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La evolucién del precio de acciones es mostrada en la Figura 2.1. Si queremos modelar
d activos simultdneamente un modelo multinomial es adecuado, i.e., (RL, R2, ..., R%), es
el cambio de precio relativo con su respectivo activo riesgoso en el intervalo [n-1,n), este

puede tomar valores en {u,d}? y

P(R, = z1) =pp, k=1,...,2¢

d
donde Zizlpk =1, con p > 0.

Figura 2.1: Evolucién del precio de acciéon en el modelo binomial enrejado.

El segundo caso especial importante es una discretizacion del modelo Black-Scholes-
Merton. En el mercado, el modelo estdndar de Black-Scholes-Merton supone que los pre-
cios de las acciones evolucionan de acuerdo a

dSt = St(,udt + O'th)

donde (W) es un proceso de Wiener, p € R y o > 0 son pardmetros dados. Asi, si
tomamos un lapso de tiempo At obtenemos

1
Sn+1 = Spexp ((M - 202) At + UWAt) .

En este caso Rn+1 tiene una distribucion lognormal o loan es normalmente
distribuida. La versién multivariada es log R, ~ N (a,0), i.e. log R, (el log es tomado
componente a componente) tiene una distribucién normal multivariada. Note que en
ambos casos especiales tenemos que R, > 0, asi, garantizamos que el precio de las
acciones permanecera positivo con probabilidad uno.

En lo que sigue consideramos un mercado financiero de N-periodos con d activos
riesgosos y un bono sin riesgo. Asumimos que las variables aleatorias estan definidas
en un espacio de probabilidad (€, F,P) con filtracién (F,) y Fo := {0, Q}. El mercado
financiero es dado por:
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e Un bono sin riesgo con S§ =1y

SO =801 +ipy1), n=0,1,...,N—1,

donde 4,41 denota la taza de interés determinista para el periodo [n,n + 1). Si la
tasa de interés es constante, i.e., i,, = 4, entonces SO = (1 +)".

e Existen d activos riesgosos y el proceso de precios del activo k estd dado por S§ = sk

y

Sk =SkRF. |, n=0,...,N—1.

El proceso (S¥) se supone que se adapta con respecto a la filtracién (F,) para
cualquier k. Ademads, suponemos que ]:Efl 11 > 0 P-a.s. para cualquier k£ y n con slg
determinista. R 41 es el cambio de precio relativo en el intervalo [n,n + 1) para el
activo riesgoso k.

A continuacién denotamos por S, := (S!, ...,8%), R, := (RL,...,R%) y FS =
(S0, ---,S,). Como (S,) es (F,)-adaptado se tiene: F> C F, paran =0,1,...,N. En
la mayoria de los casos asumiremos que los vectores aleatorios Ry, ..., Ry son indepen-
dientes, sin embargo, no imponemos ahora esta suposicion restrictiva, porque también
consideraremos algunos modelos donde el supuesto de independencia no se cumple. Su-
pongamos ahora que somos capaces de invertir en este mercado financiero.

Definicién 2.1. Un portafolio o estrategia de comercio es un (F,)-proceso estocdstico
adaptado ¢ = (¢°, é,,) donde ¢° € R y ¢ = (¢),...,6%) € R? paran=10,1,...,N — 1.
La cantidad ¢F denota el monto de dinero que es invertido en k activos durante el intervalo

de tiempo [n,n + 1).

Observacién 2.1. Note que en general no hacemos restriccion en el signo de ¢. En
particular, ¢F puede ser negativa, en caso de que k = 0 implicamos que un préstamo es
tomado y la tasa de interés es la misma para endeudamiento y préstamo. FEn caso de que
% < 0 para k # 0 esto corresponde a una baja venta de k activos.

El vector (¢9, ¢o) es llamado portafolio inicial del inversionista. El valor del portafolio
inicial es dado por

d
Xoi=) ¢ =)+ do-e

k=0
donde z -y = Zi:l z1y, denota el producto interior de los vectores z,y € R? y e :=
(1,...,1) € RL
Sea ¢ un portafolio y denotamos por X, _ al valor del portafolio a tiempo n antes
negociado. Entonces

d
Xni=Xpo =Y Ok 1 RE =@+ bn = %1 (i+in) + bn1Bn-
k=0

El valor del portafolio a tiempo n después de comerciar es dado por
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d

Xn+ :Z¢5L:¢9L+¢ne

k=0

A continuacién escribiremos X¢ cuando queremos hacer explicita la dependencia en
el portafolio ¢.

Definicién 2.2. Un portafolio ¢ es llamado autofinanciado si

XY =XP, P-as.

para cualquier n = 1,...,N — 1, i.e., la riqueza actual es justamente reasignada a los
activos.

En las secciones siguientes vamos a restringirnos a portafolios autofinanciados y vamos
a asumir que siempre que consideremos un portafolio que es autofinanciado implica que
la siguiente equivalencia se cumple para cualquier n =0,1,..., N — 1:

Xn: n+<:>¢9l+¢n€: %-1(1+Zn)+¢n—an

Esta ecuacién puede ser usada para derivar una importante férmula recursiva para la
evolucién de la riqueza que usaremos a través del siguiente capitulo.

n+1
Xn+1 = XO + Z (Xt - thl)

i

=X0+Z(¢g+¢t'€_(¢gf1+¢t71'e))
i )

= Xo + Z () (L4in) 4+ dm1 - Re — (df_y + de—1-€))
i ~

= Xo + Z (01 + &) i+ b1 Re — ($)_1 + dr—1-€))
i ~

= Xo + Z (¢?,1in + -1 Re — 1 -€)
i ~

= Xo + Z (6)_1in + di—1- (R —€)).

t=1

Como ¢° = X,, — ¢, - e, podemos eliminar ¢ obteniendo
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Xn+1 — Xn ((b?ﬂnJrl + (bn : (Rn+1 - 6))
= Xn + ((Xn - (z)n . 6)in+1 + ¢n : (Rn+1 - 6))
=X, + (Xning1 — @n - €ins1 + G - Rug1 — ¢ - €)

=X, + Xnin+1 — ¢ - €lny1 + On - Rn+1 —¢n-e
= Xn(l + in-‘rl) + ¢n . (Rn-i-l —€— ein—i—l)
d
= Xn(l + in+1) + Z (bﬁ(Rn-f—l -1- in+1)-
k=1

Cuando introducimos el llamado proceso relativo de riesgo (R,,) definido por R, :=
(R71u e 7R;ix) Yy
RZ = éﬁ
1+,

de esto obtenemos lo siguiente

1, k=1,....d,

" 4y, n 1+ i,

Al substituir en X, 11 obtenemos una importante férmula recursiva.

= RE(1+i,)=RE — (1+ip).

d
Xn+1 == Xn(l + Z‘n+l) + Z¢’Z(R71+l -1- Z‘n+1)
k=1

d
=Xn(1+ing1) + Zéf”;RﬁH(l +in+1)
k=1

= Xn(l + in-i—l) + (ban-ﬁ-l(l + Z-n-i-l)
= (1 +int1)(Xp + G Rnt1).

La ventaja de la ecuacién anterior es que solo la inversion en las poblaciones entra en la
ecuacién y (¢,,) puede ser completada por un portafolio autofinanciado. Esta férmula serd
usada extensivamente a través del préximo capitulo. Como siempre tenemos que excluir
las oportunidades de arbitraje en el mercado financiero. Una oportunidad de arbitraje es
formalmente definida como:

Definicién 2.3. Una oportunidad de arbitraje es un portafolio autofinanciado ¢ =
(¢%, ¢n) con la siguiente propiedad: Xg =0y

P(X$ >0)=1y P(X$ >0)>0.

En términos generales, una oportunidad de arbitraje es una estrategia de inversién
libre de riesgo con la posibilidad de una ganancia. En los mercados reales a veces
existen tales oportunidades pero una vez detectada por los comerciantes, ésta pronto
desaparecera.
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El siguiente teorema caracteriza la ausencia de oportunidades de arbitraje. Esto de-
muestra que el mercado esta libre de las oportunidades de arbitraje si y sélo si existe
localmente una oportunidad sin arbitraje. Esta propiedad es importante cuando reduci-
mos problemas de optimizacién multiperiédicas a problemas de un periodo.

Teorema 2.1. Consideremos un mercado financiero de N-periodos. Las siguientes de-
claraciones son equivalentes:

a) No hay oportunidad de arbitraje.

b) Paran =0,1,...,N — 1 y para cualquier F,-medible, ¢, € R? se cumple:

¢n - Ruy1>20P—as. = ¢p-Rypp1=0P—a.s.
Demostracion: a) = b)
Supongamos primero que existe una n € {1,..., N} y una F,,_; medible con ¢ € R?
tal que

¢-R, >0, P—a.s. y P(¢- R, >0).

Entonces un portafolio arbitrario ¢ puede ser construido como sigue:

Sea Xg = (0 y definimos el portafolio

0 en otro caso.

é ._{ ¢ st k=n-1,
k=

Entonces Xﬁ_l = ¢  +pp1-e =0y X = (1 +i,)(¢ - Ry,). Por lo tanto

P(X? >0) =1y P(X? > 0). Como Xﬁ, = (1+in) - (14+in)X2, el portafolio ¢ es un
portafolio con arbitrage.

b) = a)
Supongamos que existe un portafolio con arbitrage ¢ = (¢2, ¢,,). Sea

m :=min{n|P(X? >0) =1 y P(X? > 0) > 0}.
Entonces, m < N por suposicién. Definimos ¢ := 1[Xi71§0]¢m_1' Entonces ¢ es

Fm—1-medible y podemos considerar el portafolio ¢ con el mismo monto invertido que ¢,
del tiempo 0 a m — 2 y al tiempo m — 1 el monto ¢ en el activo riesgoso. Se cumple

X = (L4 im) (X 1 + ¢ Ron)-
Como P(XY¥ = 1) se sigue que ¢ - R,, > 0, P-a.s. Por definicién de m tenemos

m

P(X? 1=0)=16P(p- R, <0)>0. En el primer caso obtenemos

P(p- Ry >0)=P(X2 >0)>0

y en el segundo caso tenemos P(¢ - R, > 0). En conjunto tenemos mostrado P(¢ - R,, >
0) =1y P(¢- R, >0) >0, lo que implica la afirmacién. B
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Observacion 2.2. Cuando las wvariables aleatorias Ry,...,Ryx son independientes y
Fn = F5 == 0(S0,...,5,) = o(Ry,...,R,) obtenemos la siguiente caracterizacion de
ausencia de arbitraje mds simple: para cualquier n = 0,1,...,N — 1 y para cualquier

¢ € RY se cumple:

¢'Rn+120 P—-as = ¢'Rn+120 P—a.s. (21)

Note que ¢ es determinista. No es dificil ver que la afirmacion es equivalente al Teorema
2.1 parte b). La prueba es como sigue: por el Teorema 2.1 parte b) implicamos la declara-
cion (2.1), porque cada ¢ € R es F,,-medible. Ahora, suponemos que (2.2) se cumple y
por lo tanto existe un F,-medible con ¢, € R? tal que

On - Rpny1 >0 P—a.s.

P(¢n - Rny1 > 0) > 0. Definimos bn = Elg,] € R?. Entonces obtenemos E[p, -
Ryi1|Rnt1] = &n - Rpy1 > 0, P-a.s. y P(én - Rpt1 > 0) > 0 lo cual es una contra-
diccion.

Ejemplo 2.1. (Modelo Binomial 6 Coz-Ross-Rubinstein). En el mercado financiero una

condicion necesaria y suficiente para la ausencia de oportunidades de arbitraje es que los
pardmetros del modelo satisfagan

d<l4+i<u

Esto puede se puede ver como sigue. Primero note que ¢R; pueden tomar dos valores

d u
¢(1+i1) 4 ¢(1+i1)'

Asi, sid < 1414 < u, entonces Ry > 0 implica ¢ = 0 y por lo tanto, pRy = 0 se cumple.
Siu > d > 1+ i obtenemos para cualquier ¢ > 0 que ¢R1 > 0 y P(¢R; > 0) > 0.
Similarmente, si 1 +1i > u > d tenemos para cualquier ¢ < 0 que ¢R1 > 0 y P(¢Ry >
0) > 0. Por lo tanto la afirmacion es demostrada.

Observacion 2.3. La ausencia de oportunidades de arbitraje es también equivalente a
la existencia de al menos una medida de martingala equivalente. Esta caracterizacion es
importante cuando los precios de los reclamos de contingencia pueden ser calculados (ver
Apéndice D).

2.2. Funciones de utilidad y utilidad esperada

Existe una teoria axiomatica bien establecida en las relaciones de preferencia en conjun-
tos inciertos de pagos o loterias. Bajo ciertas condiciones, estas preferencias pueden ser
representadas por una funcion numérica que asigna un nimero real a cada loteria y asi
induce un orden completo en las loterias. De esta funcién numérica, estd dada por una
utilidad esperada. El enfoque axiomatico fue iniciado por Von Neumann y Morgenstern
[20]. En general una funcién de utilidad es un mapeo U : dom U — R que se aplica a un
resultado aleatorio de una inversién. En particular, si tenemos dos variables aleatorias X
y Y, podemos compararlos por medio de E[U(X)] con E[U(Y)] donde el valor més grande
se prefiere. Este concepto es cercanamente relativo a los ordenes estocasticos (Apéndice
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C.3). Laidea es que U es elegida por un individuo y debe en cierta forma extenderse, tam-
bién reflejan su tolerancia al riesgo. Una U razonable deberia ser creciente, lo que significa
mas dinero es mejor que menos. A menudo, también asumimos que U es concava, lo que
significa que para un individuo la utilidad marginal de la riqueza es decreciente. Si U es
concava en todas partes, entonces U o la persona que lo emplea, se dice que es adverso al
riesgo. Esta interpretacién se desprende de Von Neumann y Morgenstern, representacion
de la fundamental relacién de preferencia. La desigualdad de Jensen implica en particular
que E[U(X)] < U(E[X]) si E|X| < oo lo que significa que una inversién segura con la
misma expectativa es siempre preferida por un inversor que es adverso al riesgo.

Definicién 2.4. Una funcion U : dom U — R es llamada funcion de utilidad, si U es
estrictamente creciente, concava y continua en el dom U.

Si el dom U es un intervalo abierto, entonces la concavidad de U inmediatamente
implica que U es también continua. Si dom U = [0, 00), entonces U es continua en (0, o)
y suponemos que U es también continua por la derecha en 0.

Si un inversor elige U(x) = = (que no es una funcién de utilidad por definicién, ya que
no es concava), entonces se dice ser de riesgo neutral ya que no cuenta para el riesgo, de
hecho. Los siguientes incisos son funciones de utilidad estandar.

a) Utilidad Logaritmo. Aqui tenemos U(z) = log(z) y dom U = (0,00). Tenga en
cuenta que el logaritmo penaliza resultados cerca de cero.

b) Utilidad Potencia. Aqui tenemos U (x) = %x” y el dom U = [0,00) cuando 0 < v <
1. Si vy < 0 tenemos dom U = (0, 00).

¢) Utilidad Exponencial. Aqui tenemos U(x) = 7%6771 cony>0ydomU=R.
d) Utilidad Cuadrdtica. Aqui tenemos U(xz) = x — 2% para v > 0y dom U =
(=00, (27)71). Esta funcién es solo creciente para x < (27)71. ¢

Experimentos empiricos y psicologicos han revelado que el comportamiento de muchos
tomadores de decisiones estd en contraste con la teoria de la utilidad esperada. En
particular probabilidades pequenas suelen sobreponderarse. Un ejemplo muy conocido
es la paradoja de Allais donde los tomadores de decisiones tienen que elegir en dos
experimentos entre dos loterfas. Esto ha llevado a modificar la teoria de la utilidad
esperada, conocida como utilidad esperada generalizada o teoria de la utilidad no
esperada.

Sea U una funcién de utilidad y X es un resultado aleatorio con valores en el dom U.
Debido al Teorema de valor intermedio, existe u ntimero ceq(X) € R tal que E[U(X)] =
U(ceq(X)). El valor ceq(X) es llamado certero equivalente y R(X) := E[X] — ceq(X) > 0
es llamada prima de riesgo. Si U es al menos dos veces continuamente diferenciable
obtenemos con el desarrollo de la serie de Taylor:

U(ceq(X)) = U(E[X]) + U'(E[X])(ceq(X) — E[x]),
U(X) = U(E[X]) + U'(E[X])(X - E[X]) + %U”(E[X])(X —E[X])*.

La ultima ecuacién implica que
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U(ceq(X)) =E[U(X)] = U(E[X]) + %U”(E[X])Var(X).

Combinando esto con la primera aproximacién y recordando la definicién de prima de
riesgo obtenemos

1U"(E[X])
2 U'(E[X])
Por lo tanto, la prima de riesgo es igual a la varianza multiplicada por un coeficiente

que depende de la funcion de utilidad. Este coeficiente determina el grado de aversion de
riesgo.

R(X) =~ Var(X).

Definicién 2.5. Sea U es una funcion de utilidad dos veces diferenciable, entonces el
coeficiente de aversion al riesgo absoluto Arrow-Pratt de U dado el nivel x es definido
por

B U//(:L')

m7 I’Edom U.

OtAp(m) =

La funcién a4 p(x) muestra como cambia la aversion al riesgo con el nivel de riqueza.

Una suposicién razonable es que aap(z) es decreciente, ya que més dinero incrementa

la tendencia de tomar un riesgo. La funciones de utilidad que hemos presentado hasta el
momento pertenecen a ciertas clases de aversion al riesgo.

a) Aversion de Riesgo Absolutamente Constante (CARA). Esta clase de funciones de
utilidad son definidas por aap(z) = aap > 0. Esto consiste de funciones de utilidad
de la forma,

U(z) =a—be "
paraa € R, b, a >0y dom U = R.

b) Awversion de Riesgo Absolutamente Hiperbdlica (HARA). Esta clase de funciones de
utilidad es definida por aap(z) = (cx + d)~!. Consiste de funciones de utilidad de

la forma
1
U(x) = —(ax + 1)
Y
paray <1,y#1ya>0,b>0.5i0<+v<1entonces dom U = [~%,00), en caso

contrario dom U = (73, 00). Todas las funciones de utilidad discutidos previamente

pueden verse como casos especiales de la utilidad HARA al menos en un sentido
limitante [16].
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Capitulo 3

Problemas de optimizacién
financieros

La teoria de los procesos de decisién de Markov, que ha sido presentado en el capitulo 1
ahora se aplicara en algunos problemas dindmicos de optimizacién financiera selecciona-
dos. El modelo bésico principal es el mercado financiero del capitulo 2. Siempre vamos a
suponer que los inversores son pequenos y no pueden influir en el proceso de precios de los
activos. Comenzamos en las dos primeras secciones con el problema clasico de maximizar
la utilidad esperada de la riqueza terminal. En la Seccion 3.1 se considera el modelo gene-
ral de un solo periodo. Vemos que la existencia de una estrategia éptima del portafolio es
equivalente a la ausencia de arbitraje en este mercado. Por otra parte, el problema de un
periodo es el elemento clave para los problemas entre distintos periodos que se investigan
en la Seccién 3.2 y que puede ser resuelto con la teoria de los procesos de decision de
Markov. En esta seccién también vamos a presentar algunos resultados de las funciones
de utilidad especiales y la relaciéon a los modelos de tiempo continuo se pone de relieve.
En la Seccién 3.3 vemos el problema del consumo e inversiéon son tratados y resueltos
explicitamente con funciones especiales de utilidad. Para la secciéon 3.4 estudiaremos los
problemas de indice de seguimiento por medio de los problemas lineales cuadraticos y por
ultimo veremos en la Seccién 3.5 un problema de subastas secuenciales en linea.

3.1. Problemas de optimizacion de un periodo

En estd seccién investigamos el problema de maximizacién de utilidad de un periodo.
Para facilitar la notaciéon omitimos el tiempo de indices en i1, Rl y Ri en esta Seccién
y escribimos i, R y R en su lugar. Veremos en la Seccién 3.2 que los problemas de este
tipo surgen cuando resolvemos el problema del portafolio multiperiédico. Suponemos que
tenemos un inversor con funcién de utilidad U : dom U — R con riqueza inicial = > 0.
Es denotada por

Az) == {(¢%¢) e R"*¢°(1+i) + ¢- R dom U, P—a.s., ¢°+¢-e<a},
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el conjunto de estrategias admisibles de un periodo del portafolio. Una sencilla formulacién
del problema de maxima utilidad de un periodo es

sup E[U(¢°(1+1i) + ¢ - R)]. (3.1)
peA(x)

Por lo tanto, el inversor maximiza la utilidad esperada de su inversién bajo la
restriccién de que el regreso es en el dominio de la funcién utilidad con probabilidad uno
y que el presupuesto restringido ¢ + ¢ -e < x se cumple. Para tener una buena definicién
del modelo hacemos el siguiente supuesto de integrabilidad donde ||z|| := |x1|+. .. + |24]
para z € R<.

Supuesto de integrabilidad: E||R|| < cc.

Obviamente E||R|| < oo es equivalente a E||R|| < co. Ya que U es céncava, la funcién
utilidad puede ser acotada superiormente por una funcién lineal ¢, (1 + ) con ¢, € R.
Asi, el supuesto implica que

E[U@°(1+i)+ ¢ R) < cu(1+¢°(1+1) + ¢ E|R])] < oo,

para cualquier (¢°, ¢) € R'*9. La siguiente observacién es simple, pero crucial: Suponga-
mos que (¢°, ) es un portafolio con ¢° + ¢-e < x. Entonces podemos construir un nuevo
portafolio por medio de la inversién de la riqueza restante x — ¢ — ¢ - e en el bono. Este
nuevo portafolio es denotado por (¢, ) := (z — ¢ - ¢, ¢). Como las funciones de utilidad
son estrictamente crecientes obtenemos a la vez que

E[U(¢°(1+14) + ¢ R)] > E[U(@"(1+4) + ¢ R)].

En vista de (3.1) podemos concluir sin pérdida de generalidad que el presupuesto
restringido puede ser formulado como ¢° + ¢ - e = = que permite eliminar el componente
de bonos y obtener un problema sin restricciones. De nuestras anteriores consideraciones
sabemos que podemos escribir

PA+i)+¢ - R=XP =1 +i)(z+¢-R).

Por lo tanto, las inversiones admisibles de un periodo en el activo riesgoso es dado por

D(z):={aeR(1+i)(z+a-R) EdomU P—a.s.}.

Para a € D(x) la cantidad invertida en el bono es dada por z — a - e. Por lo tanto,
cuando definimos

w(w,a) = EJU((1+1)(z +a- R))
una forma equivalente de (3.1) es
v(z):= sup u(zx,a). (3.2)
a€D(x)

El siguiente resultado muestra que la ausencia de oportunidad de arbitraje es equiva-
lente a la existencia de una solucién éptima para el problema (3.2).

Teorema 3.1. Sea U una funcion de utilidad con dom U = [0,00) o dom U = (0,00).
Entonces se cumple:
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a) No existe oportunidad de arbitraje si y sdlo si existe una funcion medible f* :
dom U — R? tal que

u(z, f*(x)) =v(x), z€domU.

b) La funcion v(zx) es estrictamente creciente, estrictamente concava y continua en el
dom U.

Observacién 3.1. Sieldom U =R y U es acotada superiormente, entonces el Teorema
3.1 también es verdadero. Esto es mostrado en e.g Follmer y Schied [10], Teorema 2.5.
Esta situacion cubre la funcion de utilidad exponencial. Si U no es acotada superiormente
en dom U = R entonces el Teorema 3.1 es falso, ver ejemplo 7.3 en Rdsonyi and Stettner
[27]. dom U = (0,00) puede ser aplicado al caso de la funcidn de utilidad logaritmo o
potencia con coeficiente negativo v y dom U[0,00) aplica el caso de una funcion de utilidad
potencia con coeficiente positivo .

Demostracion: Consideremos sélo el caso del dom U = (0,00). El caso del
dom U = [0, 00) es similar.

Primero probemos la parte a).

<) Supongamos que el mercado admite una oportunidad de arbitraje. Fijamos = €
dom U y supongamos f*(x) es una solucién éptima de (3.2). Entonces de acuerdo al
Teorema 2.1 existe un portafolio a € R? con a- R > 0, P — a.s. y P(a- R > 0) > 0. Asi
(@) +a € D)y

v(@) = ulx, f*(z)) <ulz, f*(x) + a)

=) Ahora supongamos que no existe oportunidad de arbitraje. Sin pérdida de gene-
ralidad suponemos que a - R = 0, P — a.s. necesariamente implicamos que a = 0. Esta
propiedad es llamada sin redundancia. De otra manera existe al menos un activo que
puede ser perfectamente reproducido por una combinacién lineal de los otros activos.
Por lo tanto, podemos eliminar del mercado sin perder un perfil de recompensa. Luego
consideramos para una riqueza inicial fija x el conjunto de nivel es

L(b) :={a € D(x)|u(z,a) > b}, beR.

Como a = 0 es un elemento de D(z) tenemos que al menos L(u(z,0)) # 0. Mostrare-
mos que L(b) es compacto. Primero supongamos que existe una sucesiéon (a,) C L(b). Ele-
gimos una subsucesién convergente (ay, /||an, ||) que converge a a*. Obviamente ||a*|| = 1
y como a,, € D(x) obtenemos

a*-R = lim 2’ > — =
k=00 [|an, || koo [lan, |

Ademés, debemos tener P(a* - R > 0) > 0 debido a nuestra suposicién de no
redundancia, como a* # 0. Asi, a* constituye una oportunidad de arbitraje, lo cual es
una contradiccién. Por lo tanto, L(b) debe de ser acotado. Siguiendo la misma prueba es
también posible mostrar que D(z) es acotado.
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Ahora mostremos que el mapeo a — u(x,a) es semicontinua superior. Como U es
continua la declaraciéon se sigue cuando aplicamos el Lema de Fatou, intercambiando el
limite por la esperanza.

u(z,a) <c,(14+(1+i)(x+a-ER)) <c,(14+ (1+i)(x+ méx a-ER)) < o0
a€D(x)

es una cota superior integrable (donde D(xz) es la cerradura de D(z)). Asi, a — u(z,a)
es semicontinua superior y seguimos del Lema A.1 que L(b) es cerrado. En conjunto
tenemos mostrado que L(b) es compacto. Por la Proposicién 1.4 junto con la Observacién
1.11 existe una funcién medible f* : dom U — R tal que

u(z, f*(x)) =v(zx), € domU.

Ahora probemos la parte b).

Primero mostremos que v es estrictamente creciente. Obviamente D(z) C D(a’) si 2 <
x’. Ademds, el mapeo z — u(z,a) es estrictamente creciente por nuestras suposiciones.
Por lo tanto, lo declarado sigue del Teorema 1.10. La concavidad estricta sigue de la
Proposicién 1.6 como el conjunto

{(z,a)|a € D(x),x > 0}

es convexo y (z,a) — u(z,a) es estrictamente concava. La continuidad se sigue de la
Proposiciéon 1.3 B

Observacién 3.2. Note que la solucion éptima en el Teorema 3.1 del problema de ma-
ximizacion de utilidad de un periodo es unica si el mercado financiero es no redundante,
i.e., no existe un activo que puede ser perfectamente reproducido por una combinacion
lineal de los otros activos.

3.2. Problemas de riqueza terminal

Al inicio de esta Seccién investigamos la extensién multiperiédo de la maximizacién de la
utilidad del problema de la Seccién 3.1. Supongamos que tenemos un inversor con funcién
de utilidad U : dom U — R con dom U = [0,00) 6 dom U = (0,00) y con riqueza inicial
x > 0. Un mercado financiero con d activos riesgosos y un bono sin riesgo es dado (para
més detalles ver Seccién 2.1). Aqui, asumimos que los vectores aleatorios Ry, ..., Ry son
independientes pero no necesariamente idénticamente distribuidos. Ademdas, asumimos
que (F,) es la filtracion generada por el precio de las acciones, i.e. F,, = F=. La siguiente
suposicién en el mercado financiero es usada a lo largo de esta Seccién.

Supuesto (FM):
1) No existen las oportunidades de arbitraje.

1) E|R,| < oo para cualquier n =1,...,N.
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Nuestro agente tiene que invertir todo el dinero en este mercado, se le permite reor-
denar su portafolio sobre las N etapas. El objetivo es maximizar la utilidad esperada de
su riqueza terminal. Recordemos que las funciones de utilidad son estrictamente crecien-
tes, estrictamente céncavas y continuas por definicién. Conforme a (2.1) el proceso de la
riqueza (X,,) evoluciona de acuerdo a:

Xn+1 - (]- + inJrl) (Xn + ¢n . RnJrl)

donde ¢ = (¢,) es un portafolio. El problema de optimizacién es entonces

E,U(X%) — méx
(3.3)
¢ es un portafolioy Xf:, € domU, P — a.s.

Ya que este problema tiene una estructura Markoviana se puede mostrar que el porta-
folio 6ptimo estd entre el conjunto de todos los portafolios de Markov (¢,,) (ver Teorema
1.2). Ademés, ¢,, depende solo de la riqueza X,, y no en el precio de activos S,, que puede
verse a partir de la ecuacién de riqueza. Asi, el problema (3.3) puede resolverse por medio
del modelo de decisién de Markov: El espacio de estados es E := dom U, donde = € E es
la riqueza disponible. A := R% es el espacio de acciones y

Dy(z) :=={a € RY(1 +ins1)(x+a-Rnoy1) € domU, P—a.s.} (3.4)

es el conjunto de acciones admisibles. Esta restriccién garantiza que un portafolio puede
ser elegido para las etapas restantes tal que la riqueza final Xy es con probabilidad uno
en E. Aunque es suficiente tener X,, € dom U, P-a.s., la ausencia de arbitraje implica que
tenemos que requerir X,, € dom U, P-a.s. para cualquier etapa n. La funcién de transicién
es dada por

To(xz,a,2) = (14 in1)(@+a-2) (3.5)

donde z € [—1,00)¢ denota el riesgo relativo en [n,n + 1). Ya que no tenemos ninguna
utilidad intertemporal elegimos r, =0y gn(x) = U(x). Los datos de nuestro modelo de
decisién de Markov es dado como sigue:

= F :=domU donde x denota la riqueza,

= A:=1R% donde a es el monto de dinero invertido en el activo riesgoso,
s D, (x) es dado por (3.4),

» Z:=[-1,00)% donde z denota el riesgo relativo,

s T,(z,a,z) es dado por (3.5),

» QZ(-|z,a) := distribucién de R, 1 (independiente de (x,a)),
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w1, =0,y gn(z) :=Ulx).

El problema (3.3) puede resolverse ahora por medio del modelo de decisién de Markov.
La funcién de valor es dada por

Vi(z) =supEl U(Xn) (3.6)

donde el supremo es tomado sobre todas las politicas 7 y Vp(x) es el valor del problema
(3.3). Debido a nuestra suposicion, el modelo de decisién de Markov tiene una funcién
acotada superiormente.

Proposicién 3.1. La funcion b(x) := 1+ x es una funcidn acotada superiormente para
el modelo de decision de Markov.

Demostracion: Tenemos que mostrar las condiciones i) — #47) de la Definicién 1.8.
Condicién ) es obvia, porque r,, = 0. Condicién i) se cumple ya que cualquier funcién
céncava puede ser acotada superiormente por una funcién lineal afin. Condicién iiz) se
tiene que existen constantes ¢, ap > 0 tal que

/ b(2')Qu(da'|x,a) = 1+ E[(1 +inp1) (@ + a- Ruy1)]

=14+ 1 +int1)E(z+a-Ryy1)
:1—|—(1—|—zn+1)(z+a]ERn+1)
<1+ (I4ips)(z+ex) <ap(l+z), z€E,

para cualquier a € D, (z). La prueba de que a-ER, 11 < cx es como sigue: En vista del
supuesto de no arbitraje el soporte de RX_ | contiene elementos z§ € (—1,0) y 25 € (0, 00).
Por lo tanto, para cualquier a € D(z) tenemos

(1+int1)(x+a-Rps1) >0y (1 +14p41) € Ry
(z+a-Rpp1) >0, z € E:=domU = (0,00)
(a-Rpy1) <z N —z<(a-Ruy1)
—xr<a-Rp4 <w, a € R?
—sc<alR}L+1+a2RiH+...+akRZ+1—i—...—l—adeLH<ac

—x < akaH_l <z

tenemos que
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X k T
L cdb < -2 k=1,...,d
4 &
ko[ pk k E[Rfl+ﬂ
a"E[R; 1] < 77]@E[Rn+l] = T = xc
21 —Z1

lo que implica que a - ER, 1 < cz. Note que ER,, 11 < oo debido a nuestra suposicién
(FM)(ii). &

Ahora podemos aplicar el Teorema 1.5 y obtenemos la siguiente declaracion.
Teorema 3.2. Para el problema de riqueza terminal multiperiodico se cumple:
a) La funcidn de valor V,, es estrictamente creciente, estrictamente céncava y continua.

b) La funcién de valor puede ser calculada recursivamente por la ecuacion de Bellman:

Vn(z) =U(z),
Va(z) = sup( )EVH-H (A +in1)(+a- Roy1)), x € E.
a€D,(x
¢) Existen maximizadores f;; de V41 y el portafolio (f,..., fr_,) es dptimo para las

N etapas del problema de riqueza terminal.

Demostracién: Mostraremos que el supuesto de estructura (SAy) se satisface con
M, := {v € B} |v es estrictamente creciente, estrictamente céncava y continua} y A,, :=
F,,, entonces seguimos inmediatamente del Teorema 1.5

(i) gv =U € My se cumple por definicién de funcién de utilidad.

(ii) Ahora supongamos que v € M,,;1. Note que

mo(r) = sup Ev((1+ipp1)(z+a- Ryp1)), v € E.
a€D, ()

Como v satisface todas las propiedades de una funcién de utilidad con domv = E'y
ya que la ausencia de arbitraje es una propiedad local (ver Teorema 2.1) obtenemos
1,0 € M,, del Teorema 3.1.

(iii) La existencia de maximizadores se cumple del Teorema 3.1 B

Observacion 3.3. El Teorema 3.2 también puede ser formulado de manera similar cuan-
do domU = R. En este caso D, (x) = R. Resolvemos el problema de riqueza terminal con
una funcion de utilidad exponencial después en esta Seccion.
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Por supuesto que no es problema incorporar las restricciones sobre el portafolio
como las limitaciones o restricciones de venta en corto o restricciones en el riesgo de la
estrategia. Lo nico que cambia es el conjunto de acciones admisibles D(z) que tiene que
definirse en consecuencia.

Existe un caso particular especial donde el problema del portafolio (3.3) tiene una
solucién simple. Esta situacion es formulada en el siguiente Teorema.

Teorema 3.3. Sea ER,, =0 paran=1,...,N. Entonces se cumple:

a) La funcién de valor es dada por

b) El portafolio éptimo (f§, f1,-.., fx_1) es dado por

fo(z) =0,
i.e., la estrategia “invierte todo el dinero en el bono” es dptima.

Demostracién: Supongamos que © = (fo, f1,.-., fn—1) € [] es un portafolio de
estrategia arbitrario. Es facil verificar que procesos de riqueza descontado (X,,/SY es una
martingala bajo las suposiciones de este Teorema (para la definicién de martingala ver
Seccién C.2): Obviamente la esperanza estd bien definida y obtenemos

E™ Xn+1 & — g7 (1 + Zn+1)(Xn + fn(Xn) . Rn+1) &
Sni1l Sh (1 +ing1)S) S0

w - Xn X,

- {(5’3) 1(X"+f"(Xn)'Rn+1)\so] =5

Asi, usando la desigualdad de Jensen, se cumple que

T ™ XN 0 S]OV
S0, S

n

lo que implica la declaracién. B

k
Sn+1

k
Observacién 3.4. a) Como = %(1 + RE.,), la condicion ERY = 0 para cual-

S2+1
quier n significa que el proceso de precios de acciones descontado (S%/S%) es una
martingala.

b) Si no se permite la venta en corto (i.e. a € RZ) entonces el portafolio
(fes fivoo s fh_y) con fx(x) =0 es dptima si ER,, <0 paran=1,...,N.

Para algunas funciones de utilidad el problema de optimizacién del portafolio (3.6)
puede ser resuelto mas bien de forma explicita. Resumimos algunos de estos resultados.
A través de suponer que (FM) es valido.
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3.2.1. Funcién de utilidad potencia

Ahora, consideremos que la funcién de utilidad en el problema (3.6) estd dada por

Ulx) = %x”, x € [0, 00)

con 0 < v < 1. Tenemos que E = [0,00). Ya que serd mas conveniente trabajar con
fracciones de dinero invertido en lugar de cantidades, definimos el conjunto de fracciones
admisibles por

A, ={a€eRYl+a R, >0, P—as.}
y el problema de optimizacién genérico de un periodo estd dado por

vp = sup E(1+a- Ry41)”. (3.7)
a€A,

Conforme al Teorema 3.1 este problema tiene una soluciéon y denotamos la solucién
6ptima por o € RY.

Teorema 3.4. Sea U la funcion de utilidad potencia con 0 < v < 1. Entonces se cumple:

a) La funcidn de valor estd dada por

Va(z) =dpa?, >0
con

1 N-1

Y d, = — H (1 +’L'1€+1)7’Uk.

k=n

1
dy = -
5

b) La cantidad dptima que es invertida en las acciones estd dada por
fo(@) =ape, 20

donde o = argméx,ca,[E(l + a - Ry41)?]. El portafolio dptimo es dado por
(fo, fi o fhza):

Note que el portafolio 6ptimo no va en el sentido de que la fraccion 6ptima es
invertida en las acciones al tiempo n, depende sdlo de la distribucién del riesgo relativo
Ry+1. Ademds, es facil ver que la sucesion d,, es decreciente en n.

Demostracion: Para poder aplicar el Teorema 1.5 tenemos que encontrar los con-
juntos IM,, y A,, que satisface el supuesto de estructura (SAy). Primero mostraremos
que tales conjuntos pueden ser elegidos como

M, :={v: E — Ry|v(z) = bz” para b > 0},

A, :={f € F,|f(z) = ax para a € R%}.

Tenemos que verificar las siguientes condiciones:
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i) Obviamente gy =U € My.

ii) Sea v € M,,41. Entonces obtenemos

mv(x) = sup Eo((1+ing1)(@+a- Roya))
a€Dy, (x)

=b(1+int1)” sup E(x+a-Rpt1)”.
a€Dy (x)

Si = 0 entonces s6lo a = 0 es admisible. Por lo tanto, supongamos z > 0. Usamos
la trasformacion a = ax obtenemos

Tav(x) = b(1 4 ipqq)7x” seu/;‘) El4+a-Rupt1)”

=b(1 4+ ipt1) 2 0.

Asi, Tov(z) = bx? € M, con b := b(1 + ipy1) v, > 0.

iii) Para cualquier v € IM,,y; existe un maximizador f; de v con f} € A,. Esto es del
Teorema 3.1 y de la forma de a = ax en 7).

Por lo tanto, tenemos mostrado que el supuesto estructura (SAy) se cumple. De lo
declarado hasta ahora se sigue del Teorema 1.5 y obtenemos que

Va(z) = sup dpy1(1+ip41) 2" E(l 4+ - Rpg1)”
acA,

= dn+1(1 + ’L'n+1)’y’l)nl"y.

Si definimos d,, = dp41(1 4 int1)7v, > 0 entonces la declaracién en la parte a) se
cumple y la parte b) puede ser concluida de las consideraciones de ii). B

Si el cambio de precio relativo en las acciones Rl, RQ, ... son idénticamente distribuidas
y si ademas 4, = ¢ para cualquier n, entonces o, = a* es independiente de n. En este
caso el modelo de decision de Markov es estacionario. Si ademéas asumimos que existe solo
una accién, entonces el portafolio 6ptimo puede ser caracterizado por una constante de
accién éptima para la proporcién de bonos (Merton-line) que es igual a 13‘7 Si la accién
actual para la proporcién de bonos es grande, entonces la accién tiene a ser vendida y si
es pequefia, entonces la accion tiene a ser comprada. Esto es ilustrado en la Figura 3.1.
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A Acciones

Pendiente = ¢i/( | -cf)

Bonos

A J

=

Figura 3.1: Accién 6ptima para la proporcién de bonos (Merton-line).

Observacién 3.5. En el caso de una funcién de utilidad potencia U(x) = %x'y cony <0
podemos proceder casi de la misma manera. En este caso no mecesitamos una condicion
de integrabilidad en el proceso de precios relativos, ya que la funcion utilidad es acotada
superiormente por 0, ademds, en este caso domU = (0,00) y definimos

A, ={ac Rd|1 +a-Ryi1 >0, P—a.s.}.

El Teorema 3.4 puede ser declarado exactamente de la misma manera, la unica dife-
rencia es que v, y o ahora son definidas como el valor y la solucion optima de

vp = Inf E(1+a-Rpp1). (3.8)
a€A,

Conforme al Teorema 3.1 éste problema tiene una solucion.

Observacién 3.6. Algunos autores también consideran al problema de la funcion de
utilidad de potencia con pardmetros v > 1 que refleja un riesgo en busca de inversores.
En este caso la funcion de valor es convexa, es razonable restringirnos a un conjunto
compacto para el portafolio admisible, e.g., mediante la exclusion de las ventas en corto.
En este caso tenemos

Dn(x) = {a € R‘i|a e < .’,E}

Ya que la funcion convexa alcanza su mdzimo en el limite, es en este caso optimo, para
el inversor concentrar su inversién en un activo k, a saber, lo que mazimiza E(1+RE |)7.

Imaginemos que tenemos una accién y el proceso de precios sigue un modelo binomial
como lo describimos en la Seccién 2.1. El problema de optimizacion (3.7) se reduce como
sigue
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Up = sup E(l+a-Rui1)”
ap<la<la-—1
Rypi—1—i
= su El+oa- ————)7
a0§a§p(x—1 ( 1414 )
1+ Ryp1—1—1
= su E -+a- ———)7
aogagpa—l (]- +1 1+ )
= sup (1+49)77A+i+afu—1-9)"p+Q+9)"Q+i+ald—1-1))"
ap<lala—1
(1-p)

quitamos la constante (1+ 7)™ delante del supremo, porque no influye para encontrar la
solucién.

sup (1+i+au—-1-14)"p+(1+i+a(d-1-1))"(1-p)

ap<la<lay

donde
1+74 1+
- T 14i-d

Si definimos § := (1—v)~! y derivamos con respecto de v e igualamos a cero obtenemos
la solucién 6ptima,

> 0.

Yl+itaw—1-9))" u—-1-ip + ~F(1+i+a(d-1-1)"
(d=1-9)(1-p)=0

realizando los respectivos cdlculo tenemos que

A+ (u—1—0)°p —(1+)A+i—d)°(1—p)° = A+i—d)(u—1—1)
[a(u—1— )97 p?
+a(l+1i—d)"(1-p)°]

despejando o obtenemos la politica éptima

. 1+1 (u—1-19)°p — (1 +i—d)°(1—p)° 29

a'_@+¢—®mflf@'mflfnﬁw+o+¢—®Mufmf (3:9)

Note que este ntimero estd en el intervalo [ag, a1]. En el caso v < 0, obtenemos la

misma expresién para a* que es ahora un punto minimo del problema (3.8). En el modelo

binomial podemos discutir la probabilidad para un movimiento hacia arriba del precio de
las acciones influye la fracciéon 6ptima que es invertida en la accién.

Lema 3.1. Consideremos el modelo binomial con funcion de utilidad potencia y pardmetro
y<1,v#0.
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a) La fraccion dptima o* que es invertida en la accion estd dado en (3.9).
b) La funcién o* = a*(p) es creciente en p.

c¢) Sip= L= entonces a* = a*(p) = 0.

Demostracion: Supongamos primero que 0 < v < 1. Para nuestro propésito es
conveniente discutir el punto méaximo del mapeo:

ha):=1+i+au—1-19)"+AX1+i+ald—-1-1))"

donde A = 1%]”. Derivando con respecto de « e igualando a cero. (Denotamos § :=
1=

YAl +itau—1-))""  u-1+i) + YANA+it+ald—1—10)!
(d—1—14)=0

realizando los respectivos cédlculos tenemos que

au—1—i) " +a(d—1-i)"A° = (1+)r°A+i-d)° -
(1+4d)(u—1—1)"°,

de aqui obtenemos que el punto méximo es alcanzado en

A1 +i—d) 0 —(u—1—14)"°

N =) T T T d)

mientras este punto estd en el intervalo [ayg, a;]. Reordenando términos terminamos con la
formula (3.9). Como h(«) es concava, a*(A) es ciertamente un punto méximo. La funcién
A= Ap) = 1;% es decreciente en p, asi queda por determinar si a*(\) es creciente o

decreciente en A. Derivando a*(A) con respecto de A obtenemos que %a*()\) <O0siy
solo si

(u=1-7)"+1+r—-d)>0

que es verdad. Asi, a*(p) es creciente en p. En particular, podemos verificar que
ciertamente a* € [ag, o;] mediante la insercién de p =0y p =1 en la Ecuacién (3.9). Si

p= lji’dd, entonces aplicando el Teorema 3.3 implicamos que ER,, = 0, para cualquier
n. A
Como una consecuencia del Lema 3.1 que si p < lji:id, es 6ptimo para vender las

14+i—d
u—d

acciones, ademads, si p > , es Optimo para comprar las acciones.

3.2.2. Funcién de utilidad de aversion al riesgo absoluto hiperboé-
lica (HARA)

La funcién de utilidad HARA es definida en la Seccién 2.2 y puede ser vista como una uti-
lidad potencia. Asi, no nos sorprendemos que maximizar una funcién de utilidad HARA,
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puede ser reducida a maximizar una funcién de utilidad potencia. Ya que este caso es de
cierta importancia y como algunas diferencias sutiles aparecen declaramos el respectivo
Teorema. Supongamos por simplicidad que la funcién de utilidad en el problema (3.3) es
dada por

U(z) = (z +0)

donde b > 0y 0 < v < 1. Con domU = {z € R|z + b > 0}. Note que si insertamos la
riqueza X7 en el estado 1 de acuerdo a la férmula (2.1) obtenemos

y
+Q'R1> .

Para obtener un problema de optimizacion bien definido y en vista del supuesto de
no arbitraje debemos asumir que (1 4 i;) > —b. Por induccién esto produce para el
problema multiperiédico con funcién de utilidad HARA que la riqueza inicial x tiene a
satisfacer xS?V > —b. Definimos E := domU como el espacio de estados del modelo de
decisién de Markov. A continuacién es conveniente denotar

EU(X;) =(14+4)E
U( 1) (+Zl) (IE+1+Z,1

E, = {z € R|zS%/S% + b > 0}.

El conjunto E,, consiste de todas las posibles riquezas en n etapas tal que la condicién
XN € E se puede cumplir con probabilidad uno. Asi, la inversién admisible en la etapa
n es

Dy(z):={ae RS} /S%z+a Rns1) € E, P—aus.}
= {a € ]Rd|(1 +int1)(@+a-Rpy1) € Epyr, P— a.s.} ,vekE,.
Obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.5. Sea U(x) = (z+b)" la funcion de utilidad HARA conb >0y 0 <~y < 1.
Entonces se cumple:

a) La funcion de valor estd dada por

Vi(2) = d,(2S%/S2 + b)Y, =€ E,
con

N-1
dy =1 ydn:HUk,

k=n
Y v, es la Ecuacion (3.7).

b) La cantidad dptima que es invertida en las acciones estd dada por

0
fo(x)=a” (x—i— bs;") ,rek,
SN

donde o = argméxaea, [E(1 + a - Ryy1)?]. El portafolio dptimo estd dado por

(f8(7ffa"'7fj>’\<]—1)'
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Demostracion: Procedemos de la misma forma que en la prueba del Teorema 3.4.
Para poder aplicar el Teorema 1.5 elegimos

M, = {v: E, = Ry|v(z) = c(xS%/S2 + b)" para ¢ > 0},

Ay ={f:E, = RYf(x) =colz+c1) paraco e Ry ¢, >0} NF,.
Ahora, tenemos que probar las tres condiciones del supuesto estructura (SAy):
i) Obviamente gy = U € My.

ii) Sea v € M,,11. Entonces

S?V>W < bS9 )7
() =c| = sup Elz+ ="~ +a- Ry
(=) (52 a€D, () S% -

Y bSO Y .
”‘(sg) (“s;@v) Sup E(Lta: Ruv)

(ST (L b
s sg )

Ap={acRY1+a-Ryy1 >0, P—as.}.

Si 2 = —bS9/S%;, entonces solo a = 0 es admisible. Supongamos ahora que = >
—bS2/SY;. La variable « es la fraccién de una nueva riqueza

f—x-ﬁ-@
= S?v

que tiene que ser invertida. El problema de optimizacién es ahora el mismo que en
el caso de la funcién utilidad potencia y 7,v € IM,,.

iii) Para v € M,, 41, existe un maximizador f; € A, de v. Esto se sigue del Teorema
3.1 y de la forma en que toma el valor de a en ii).

Por lo tanto, tenemos mostrado que el supuesto estructura (SAy) se cumple. De lo
declarado hasta ahora se sigue del Teorema 1.5 y obtenemos que

SO\ [ bSO\ §
Vo =S dn a0 - E(1 Ry
(0= bt ( S ) (m TS ) (e fn)

S9N\ bSO\
“n (51) (- 5g)
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0\
Si definimos d,, = dy 11 (”Z—ZOV) v, > 0 entonces la declaracion en la parte a) se cumple

y la parte b) puede ser concluida de las consideraciones de ii). B

3.2.3. Funcidon de utilidad logaritmo

Consideremos que la funcién utilidad en el problema (3.3) es de la forma U(z) = loga
con domU = (0,00). En este caso es conveniente considerar la fraccién de riqueza que es
invertida en las acciones. Asi, definimos el conjunto

A, ={aeRYl+a-Ryy1 >0, P—as}.

Notemos que necesitamos una desigualdad estricta esta vez. Ahora introducimos el
siguiente problema de optimizacién genérico de un periodo

vy := sup Elog(l+a- Rpt1). (3.10)
acA,

De acuerdo al Teorema 3.1 este problema puede ser resuelto y denotamos la solucién
éptima por a* € RY.

Teorema 3.6. Sea U la funcién de utilidad logaritmo. Entonces se cumple:

a) La funcion de valor estd dada por

Vo(z) =logz +dp, >0

donde

N—-1

dy =0y dp =Y (log(1+ixs1)) + vk
k=n

y vy, es la Ecuacion (3.11).

b) La cantidad dptima que es invertida en las acciones estd dada por

folz)=arz, >0

donde o, = argméxq,ca, [Elog(l + « - Ry41)]. El portafolio dptimo estd dado por

(f(;(?ff""vf]’:ffl)'

Demostracion: Procedemos de la misma manera como en la prueba del Teorema
3.4. Para poder aplicar el Teorema 1.5 elegimos

M, :={v: E — Ry|v(z) =logz +b, x,b> 0},

A, = {f € F,|f(z) = ax, a € R}

Tenemos que probar las tres condiciones del supuesto estructura (SAy):

i) Obviamente gy = U € My
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ii) Sea v € M,,1, entonces obtenemos

mo(z) = sup )Ev((1 Fint1)(® +a- Rny1))
a€D, (z

= sup Eflog((1+int1)(z +a- Rny1)) + 0]
a€D, (x)

= sup E[log(l+in41) +log(z +a- Ruy1) + 0]
a€D, (x)

= sup [log(l+ins1)+Elog(z +a- Ryt1) + ).
a€D,(x)

Si x = 0, entonces sélo a = 0 es admisible. Por lo tanto, supongamos x > 0. Usamos
la transformaciéon a = ax para obtener

mav(x) = sup [log(1 +ini1) + Elog(z + az - Ryi1) + 0]
a€A,

= sup [log(1 +ipt1) + Elog(z(1+ a - Ryy1)) + 1]
a€Ay,

= sup [log(1 +i,11) +logx +Elog(l + a - Ryt1) + b
a€A,

=log(l+in41) +logz +b+ sup Elog(l+ a- Ryt1)
a€A,

=log(l+iny1) +logz +b+ v,
=logz + D.

Asi, Tpv(x) = logx +beM,, conb:= log(1 + 4p41) + b+ v, > 0.

iii) Para cualquier v € M, 11 existe un maximizador f;: de v con f¥ € A,. Se sigue del
Teorema 3.1 y de la forma de a en 7).

Por lo tanto, tenemos mostrado que el supuesto estructura (SAy) se cumple. De lo
declarado hasta ahora se sigue del Teorema 1.5 y obtenemos que

Va(z) = sup dnt1 +10g(1 +ipt1) +logz + Elog(l + o Rptr)
@ n

= dpt1 +log(l +ip41) + logx + vy,

Si definimos d,, = dy41 + log(1l + i,,41) + v, > 0 entonces la declaracién en la parte
a) se cumple y la parte b) puede ser concluida de las consideraciones de ¢i). B

En caso de que tengamos una accién y proceso de precios, se sigue el modelo binomial
como es descrito en la Seccién 2.1, el problema de optimizacién en (3.11) se reduce a
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v, = sup Elog(l+ a- Ryy1)
apla<la
Rnﬂ—l—i)
= su Elog|(1l+a ———————
aoSaI;OQ g( 1+4
1+ Rnﬂ—l—z’)
= su Elo -+ - -
aogo}%al g(1+l 1+
1+i+a(u—1—1) 1+i+a(d—1—i)} }
= su lo - + lo - 1-—
a0<aga1{ g|: 1+ :|p g|: 1+ ( p)
= sup  {log(1+i+a(u—1—14))p—log(l+i)p+log(l+i+ al(d—1—1))
apla<la

(1—p) —log(1+)(1—p)}

quitamos la constante log(1 + i) del supremo, porque no influye en la seleccién del «
optimo, por lo tanto, trabajaremos con

sup plog(l+i+a(u—1—149)+ (1 —p)log(l+i+ald—1-1))

ap<a<ay

:71+i <0y o ::71+i > 0.

1+7—u 14+i—-d

Asi, la fraccién éptima que es invertida en la accién se obtiene derivando con respecto
de « e igualando a cero,

Qp -

(u—1-1d)p (d=1-4)(1—-p)

=0
1+i+au—1—-4) 1+i+a(d—1—1)

realizando los respectivos calculos tenemos que

A+i)u—1—idp— A+ (1+i-d)(1-p)=afu—1-i)1+i—d)

despejando « obtenemos la fraccién éptima

* - p _ 1*]9
o .(1+z)(1+i_d u—1—z‘>‘ (3.11)

Note que a* € (ag,a1). Como en la prueba del Lema 3.1 podemos mostrar que

o* = o*(p) es creciente en py a*(p) =0sip= %.

Observacion 3.7. La funcion de utilidad logaritmo puede ser vista como un limite en el
caso de que la funcion utilidad potencia con vy | 0. Asi, si ay,, (v) donde pw es la utilidad
potencia por sus siglas en inglés, es la fraccion dptima en el modelo binomial con funcién
de utilidad potencia, entonces

%ii% a;w (7) = O‘Tog

donde ap,,,(7) y afy, son dados como en (3.9) y (3.12) respectivamente.
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3.2.4. Funcién de utilidad exponencial

Finalmente vemos el caso donde la funcién de utilidad en el problema (3.3) es de la

forma U(z) = f%ew con v > 0y domU = R. En este caso la funcién de utilidad

es acotada superiormente y no necesitamos el supuesto de integrabilidad i) de (FM).
Es suficiente con que se cumpla la oportunidad de no arbitraje. Como el dominio de la
funcién de utilidad exponencial es R no tenemos restricciones en la decisién de inversiéon
y obtenemos D,,(z) = R?. De nuevo introducimos un problema de optimizacién genérico
de un periodo que tiene la siguiente formas:

Vp 1= inﬂgd Eexp (—vS}/Sna - Ryt1) - (3.12)
ac

De acuerdo a la observacién 3.1 este problema puede resolverse y denotamos la solucién

P ) S0 ~ (.
éptima por a € R?. La solucién es de la forma a = %ST?an donde a,, es el punto minimo
N

de

a— Eexp(—a- Rnt1), a € R (3.13)

Si los vectores aleatorios Ri, Rs,... son idénticamente distribuidos, entonces a,, es
independiente de n.

Teorema 3.7. Sea U la funcion de utilidad exponencial. Entonces se cumple:

a) La funcidn de valor estd dada por
V() = dn exp(—yS%/Shx), = € R
donde

) L N
dy=—=y do=—=|] v
; Al

Y v, es la Ecuacion (3.13).

b) La cantidad dptima que es invertida en las acciones estd dada por

fi(x)=a}, x€R

n

donde  a = argmin,cga[Eexp (=S /S%a- Ryq1)]. Y la  politica

n

(fos [+ -5 fA_1) es optima.

Note que la cantidad éptima que es invertida en el activo riesgoso depende sélo de la
distribucién del riesgo relativo R, y no de la riqueza actual.

Demostracion: Procedemos de la misma manera que la prueba del Teorema 3.4.
Para poder aplicar el Teorema 1.5, elegimos

M, :={v: R — R|v(z) = —bgexp(—b1z), para by, by > 0},
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A, :={f € F,|f(z) = co for co € R4}
Ahora, probaremos las tres condiciones del supuesto estructura (SAy):
i) Obviamente gy = U € My.
ii) Sea v € M,,11. Entonces obtenemos el siguiente problema
TaV(x) = —bo exp(—b1(1 + in+1)) ienlpfd Eexp(—b1(1 +int1)a - Rnt1).
a
Este problema de optimizacién tiene solucién de acuerdo a la Observacion 3.1, por

lo tanto 7,v € M,,.

iii) Para v € M,, 41 existe maximizadores f,(z) € A,, de v. Siguiendo la observacién
3.1 y las consideraciones de la parte 1)

Por lo tanto, tenemos mostrado que el supuesto estructura (SAy) se cumple. De lo
declarado hasta ahora se sigue del Teorema 1.5 y obtenemos que

Valz) = aignﬂgd dpt1exp(=b1(1 + ipy1)x)Eexp(—b1 (1 +int1)a- Rpt1)
=dpt1exp(—=b1 (1 + ipy1)T)vp.

Si definimos d,, = dy 11 exp(—b1 (1 + ip+1)x)vn, x € R entonces la declaracién en la
parte a) se cumple y la parte b) puede ser concluida de las consideraciones de 7). B

Observacién 3.8. Denotemos por M, (z) := Eexp(x - Ry4+1) el momento de la funcion
generadora M, : R > R de R, 11 y asumimos que My (z) < oo para cualquier x € R,
Entonces el problema (3.14) es lo mismo que

inf M, (—a). 3.14
[nf Mn(-a) (3.14)

Como el momento de la funcion generadora es convero y ya que la derivada de M,
existe (ver e.g., [6] Seccion 21) podemos concluir que a.,, es dptima si y sélo si la primera
condicion

VoM, (—a,) =0
se cumple.

Observacién 3.9. Para el modelo binomial es facil mostrar que la solucion de (3.14)
tiene la forma

Uy 1= in]%IEexp (—*yS?V/Sga : Rn—H) .
aclR

a— Eexp(—a- Ryt1), a € R.
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Rn+1 —1—
i f E - * = i f ]E - e
anel {Eexp(—a- Ryt1)} ;2 { exp( a )}

141

o oo (512,
oy (20 1)

para obtener la politica optima derivamos con respecto de a e igualamos a cero.

(w—1—4) _
T P et

a(u—1-—1)
1414

(d—1—1)
1+i

(1—-p)exp{::g9%{i%4:jz

b - }=0

realizando los respectivos cdlculos tenemos que

(u—d) _ l1—¢ q
a i = log T log »

despejando a tenemos la politica optima

log (%g) —log (%)

in = (141) S

donde q = %. Aqui a,, es independiente de n. Obviamente a >0 p>qya <0<
p < q yal es creciente en n (decreciente enn) sip > q (p < q).

Observacion 3.10. Cuando tratamos con la funcion de utilidad exponencial, el problema
de mazimizar la recompensa total esperada es también bien definida en el caso de que la
riqueza pueda ser negativa (que no estd permitido en los casos anteriores). Asi, podemos
aprozimar el riesgo relativo aleatorio en el periodo [n—1,n) por una distribucién normal
d-dimensional, i.e., Ry, ~ N (pin, 2n) y Ry, toma valores por debajo de —1. En particular
obtenemos para a € R? que

a-Rpi1 ~N(a- un+1,aTEn+1a).

1 _2p2
Recordemos que para Z ~ N(p,0?) obtenemos Eef? = er0+3979"  En nuestro caso
esto produce

1
Eexp(—a- Rpy1) = exp(—a - fin+1 + §aTzn+1a)-

’ —a- 1,7
Up = inf {e afiny1tiza En+1a}
acRd

para encontrar el punto minimo se sigue de,
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1
“Hntr F 5 (B + ST, ae=@Hnritza e — g
1
~tin+1+ 5 (B + Shpa = 0
a = Eﬁiwnﬂ

El punto minimo de esta expresion es alcanzado en

- -1
an = En+1un+1

150
ay = ;ﬁzwﬂﬂm—l-

Esta expresion es similar a la proporcion de Merton, cf., también a la Observacion

3.7.
3.3. Problema de consumo

Supongamos que existe un inversor con capital inicial dado. Al comienzo de cada uno de
los N periodos puede decidir cuanto del capital consumir y cuanto invertir en un activo
riesgoso. El monto consumido es evaluado por una funcion de utilidad U, asi como la
riqueza terminal. El resto del capital se invierte en un activo riesgoso donde se supone
que el inversor no es pequefio y por lo tanto es capaz de influir en los precios de los activos.
Cémo deberia consumir ¢ invertir para maximizar la suma de la utilidad esperada?. El
estado z del sistema es el capital disponible. La accién a = f(z) es el monto del dinero
que es consumido, donde es razonable suponer que 0 < a < x. La recompensa es dada
por U(a) y la recompensa términal por U(z). Por lo tanto el objetivo es maximizar su
ganancia

N—1
ED | D U (fe(Xk)) + U(Xx)
k=0
donde la maximizacion es sobre todas las politicas m = (fo, ..., fnv-1) € [[.

Consideremos el problema de consumo y denotemos por 7,11 a las variables de re-
torno aleatorio de nuestro activo riesgoso sobre el periodo [n,n+1). Ademads, suponemos
que Zp,...,Zn son variables aleatorias independientes, no negativas y asumimos que
el consumo es evaluado por una funcién de utilidad U, : R4+ — R. El capital final es
también evaluado por una funcién de utilidad Uy. Asi, tenemos los siguientes datos, en
consideracién:

e F:=R, donde z, € E, denota a la riqueza del inversor al tiempo n,
e A:=1R, donde a, € A, denota a la riqueza que es consumida a tiempo n,

e D,(x):=[0,z], para cualquier € E, i.e. no se nos permite pedir dinero prestado.
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e Z:=R,, donde z denota la variable de retorno del activo,

o T0(Tn,an, 2nt1) = (Tn — an)znt1 es la funcién de transicién,

QZ(-|z,a) := distribucién de Z,, 1, (independiente de (x,a)),

e r,(x,a) :=U,(a) es la recompensa del estado a tiempo n,

e gy(z) :=Un(2).

En el problema de consumo, la suposicién de integrabilidad (Ay) se satisface si asumi-
mos que las funciones de utilidad son crecientes y céncavas y E(Z,) < oo para cualquier
n, porque entonces r, y gy pueden ser acotadas por una funcién lineal ¢; + cox con
c1,¢o > 0y por tanto X,, < 2Z; ... Z, a.s. bajo cada politica, la funcién 6V satisface

N—1
on (x) = supEf, | > U (fi(Xi)) + Uy (Xw)
i k=n
N
< Ney+aep Y E[Z1].. E[Zi] < o0, 2>0
k=n

lo que implica (Ay).

Primero note que para f,, € F,, el operador en este ejemplo es

Tnfn0(2) = Un(fn(2)) + Ev((z = fn(2)) Znia).

Ahora asumimos que U, (z) := log x para cualquier n y gy (z) := logz. Ademds, asu-
mimos que la distribucién de retorno es independiente de n y tiene esperanza finita E[Z].
Entonces (Ay) se cumple. Si elegimos una politica de N-estados m = (fo,..., fn-1) € []
con fn(x) =cxy c€[0,1], i.e., siempre se consume una fraccién constante de la riqueza,
entonces por el Teorema de iteraciéon de recompensa 1.3 implicamos que
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Vnr(2) = gn(2) = logz
Vnoir(@) = Tn—1 fn—1 Ve ()
=Upn_1(cx) + E[Vn ((z — cz)2)]
J

= log(cx) + E[log ((z — cx)z)
=logz +logc+ Ellog z] + E[log(1 — ¢)] + El[log 2]
= logx + log ¢+ log x + log(1 — ¢) + E[log 2]
= 2logx 4 logc + log(1 — ¢) + E[log 2]
VN-2x(z) = TN_2fN-2VN-1x(2)
= log(cz) + E[Vy—_1 ((z — cx)z)]
=logz +logc+ E[2log(z(1 — ¢)z) log ¢ + log(1 — ¢) + E[log z]]
=logz + logc+ 2logx + 2log(1l — ¢) + 2E[log 2] + log ¢ + log(1 — ¢) + Ellog 2]

= 3logz + 2logc+ 3log(1l — ¢) + 3E[log 2]

Vor(z) = (N +1)logxz + Nlogce+ M (log(1 —¢) + E[log Z]) .

Al derivar Vy, con respecto de c e igualarlo a cero, obtenemos lo siguiente

N (N+DLN
c 2(1—¢)
2N 2

CTT(N+t3)N  (N+3)

Jfh_)con fi(x)=c'zyct = Niﬁ maximiza la esperanza

Por lo tanto, 7* = (fF, ...
de la funcién utilidad log (entre todas las politicas de consumo lineales).

Ahora resolveremos el problema de consumo. Primero, supongamos que el supuesto
estructura (SAy) se cumple y podemos aplicar el Teorema 1.5, Asi, obtenemos

Vn(x) =logz

Vnoi(x) =1V (z) = Sl[lp | {loga + E[log(x — a)z]}
a€l0,z

sup {loga + log(z — a) + E[log Z]}
a€l0,x]

ahora, derivando con respecto de a e igualando a cero, para encontrar el maximo obtene-

mos lo siguiente
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al substituir a en V_1 nos produce

Viv—1(z) = log(5) + log(x — 5) + Ellog 2
= 2logz + 21og 0.5 + E[log Z]

donde el maximizador es dado por fx_,(xz) = 0.5z. Repitiendo el proceso para N — 2
obtenemos,

Vn_a(z) =1n_2VN_1(z) = sup {Vn_i[(x —a)z]}

a€(0,z]
= sup {loga+ E[2log[(z — a)z] + 210og0.5 + E[log z]]}
a€0,z]
= sup {loga+ 2log(x — a)+ 2log0.5 + 3E[log 2]}
a€l0,z]

volviendo a derivar con respecto de a e igualando a cero obtenemos

2
Z_ =0
a T—a
T
a= =
3

al substituir a en Vy_o obtenemos lo siguiente

(%) + 2log(z — g) +2log 0.5 + 3E[log 2]

Vn_2(z) = log
=logxz —log3 + 2log(§m) + 21log 0.5 + 3E[log 2]
= 3logz —log3 + 210g(§) + 21og 0.5 + 3E[log 2]
donde el maximizador es dado por f5_;(x) = 0.3333z.

Repitiendo el proceso hasta n nos da el préximo resultado,

Volz)=(N—n+1)logx +d,, 0<n<N
donde dy =0y

N —n
d, =dy, N —n)Elog Z — log(N — 1 N —n)l —_— |,
1+ (N = B Iog Z ~Tog(N =+ 1)+ (¥ = n)log ()

y obtenemos el maximizador f(z) = ﬁlﬂx Asi, la fraccién éptima que es consumida es
independiente de la riqueza y creciente sobre el tiempo. Finalmente queda por demostrar
que (SAy) se cumple. Pero esto ahora puede ser facilmente verificado por la eleccién

M, := {v € M(E)|v(z) =blogz +d para constanes b,d € R}

A, = {f € F,|f(z) = cx parac € R}.

De hecho, los calculos necesarios son mas o menos lo mismo que hemos realizado antes.
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3.4. Problemas de consumo e inversion

Consideremos ahora la siguiente extension del Problema 3.3. Nuestro inversor tiene una
riqueza inicial x > 0 y al comienzo de cada uno de los N-periodos puede decidir que
parte de la riqueza consumir y que parte invertir en el mercado financiero dado como en
la seccién 3.2. En particular F,, := F~. La cantidad ¢, que es consumida en el tiempo
n es evaluada por una funcién de utilidad U.(c,). La riqueza restante es invertida en
un activo riesgoso y el bono sin riesgo, la riqueza términal X produce otra funcién de
utilidad U,(Xy). ;Cémo deberia consumir e invertir el inversor, con el fin de maximizar
la suma de sus utilidades esperadas?.

Como en la Seccién 3.2 asumimos la suposicion (FM) en el mercado financiero. Ade-
mas, asumimos que la funcién de utilidad U. y U, satisfacen que domU. = domU, :=
[0,00). Anédlogamente a (2.1) el proceso de riqueza evoluciona como sigue

Xn—i—l - (1 + Zn-i-l)(Xn — Cp, + ¢n : Rn-‘rl)

donde (cn, @) = (cn, Pn) es una estrategia de consumo e inversion, i.e., (¢,) y (¢,) son
Fn adaptadoy 0 < ¢, < X,,.

El problema de consumo e inversiéon estd dado por

E, [foz’ol Uelcn) + Up(X fﬁ)} — max

(¢, ¢) es una estrategia de consumo e inversién con Xf\}d) € domUp, P — a.s.
(3.15)

El Problema (3.16) puede ser resuelto por el siguiente modelo de decisién de Markov
(usando los mismos argumentos como en la Seccién 3.2 para el problema de riqueza
términal):

e F:=10,00), donde z € E, denota la riqueza,

e A:=R, xR% donde a € R, es la cantidad de dinero que es invertida en el activo
riesgoso y ¢ € R4 la cantidad que es consumida,

D, (x) estd dado por

D, (z) :={(c,a) € A|0<c<z y (14+ipp1)(x—c+a Ryt1) € E, P—a.s.},

e Z:=[-1,00)¢ donde z € Z, denota el riesgo relativo,

To(z,c,a,2) := (1 +ip1)(x—c+a-z),

QZ(-|z,c,a) := distribucién de R,y (independiente de (x,c,a)),

rn(x,c,a) :=U.(c),
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o gn(z) :==Up(x).

El problema de consumo e inversién dado en (3.16) puede ahora ser resuelto usando
los resultados de la Seccién 1.1.4. La funcién de valor esta definida por

V() —supE ZU (en(Xn)) + Up(Xn)

donde el supremo es tomado sobre todas las politicas 7 = (fo,..., fn—1) con f,(z) =
(cn(x),an(xz)) v Vo(z) es el valor del problema dado en (3.16). El modelo de decisién de
Markov tiene una funcién acotada superiormente b(z) := 1+z (c.f., Proposicién 3.1). A fin
de aplicar el Teorema 1.5 tenemos que observar en el siguiente problema de optimizaciéon
de un periodo (c.f., Seccién 3.1). Para « € domU,, consideramos

D(z):={(c,a) € Aj0<c<z y (1+i)(zx—c+a-R)€domU,, P—a.s.},

u(z, c,a) == Us(c) + EU,((1 +i)(x —c+a- R))

y sea

v(z):=  sup wu(z,c a).
(c,a)eD(x)

Anélogamente, al problema de inversién pura obtenemos:

Teorema 3.8. Sea U. y U, las funciones de utilidad con domU, = domU, = [0,00).
Entonces se cumple:

a) No eziste oportunidad de arbitraje si y solo si existe una funcion medible f* :
domU,, — A tal que
u(z, f*(x)) =v(z), =€ domlU,.
b) v(x) es estrictamente creciente, estrictamente cdncava y continua en el domU),.

Observacion 3.11. Si el domU, = domU, =R y U,, U, estin acotadas superiormente,
entonces el Teorema 3.8 también se cumple.

La solucién del problema de consumo e inversién se puede obtener por medio del
siguiente Teorema.

Teorema 3.9. Para el problema de consumo e inversion multiperiodico se cumple:
a) La funcion de valor V,, es estrictamente creciente, estrictamente concava y continua.

b) La funcion de valor puede ser calculada recursivamente por la ecuacion de Bellman:

Val(x) = ( )sup ( ){Uc(c) +EVip1 (L+ipt1)(x—c+a-Ryy1))}
c,a)inD, (x
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¢) Ezxisten mazimizadores f;; de Vi41 y la estrategia (f3, ..., fn_,) es dptima para las
N etapas del problema de consumo e inversion.

Demostracion: Mostraremos que el supuesto de estructura (SAy) se satisface con
M, :={ve IB;W; es estrictamente creciente, estrictamente céncava y continua} y A, :=
F,, entonces seguimos inmediatamente del Teorema 1.5

(i) gnv = Up € My se cumple, ya que U, es una funcién de utilidad.

(ii) Ahora sea v € M,,11. Entonces

Tov(x) = sup  {Uc(c)+Ev((1+ipt1)(x—c+a-Rypy1))}, z€E
(c,a)EDy, ()

y por el Teorema 3.8 obtenemos 7,v € IM,,.

(iii) La existencia de maximizadores se cumple por el Teorema 3.8 W

Observacion 3.12. Los resultados del Teorema 3.9 también se cumplen si las funciones
de utilidad U, y U, tienen domU, = domU, = R y U., U, estin acotadas superiormente
(e.g., funciones de utilidad exponencial).

Teorema 3.10. Sea ER,, = 0 para cualquier n = 0,...,N — 1. Entonces la estrategia
dptima de consumo e inversion (f, f1,..., fx_1) es dada por

fa(@) = (c(2), az,(x)) con ap,(x) =0,
i.e., la estrategia “invierte todo el dinero en el bono”, es la estrategia optima de inversion.

Demostracion: Como en la prueba del Teorema 3.3 consideramos para v € IM,, 1 el
problema de optimizacion

mo(xz) = sup {Uc(c) + Ev(Ty(z,c,a, Rnt1))}
(c,a)EDn(m)
< sup {Ue(e) +0((1 +ins1)(z - ¢))}

0<c<z

mediante el uso de la desigualdad de Jensen y ER,, 11 = 0. Asi o) (z) =0. B
3.4.1. Funcién de utilidad potencia
Consideremos que la funcién de utilidad estd dada por

Us() = Uy(z) = %xn 2 € [0,00)

0 < v < 1. Aqui obtenemos el siguiente resultado general para el Problema de consumo
e inversion.

Teorema 3.11. Sea U.(x) = U,(x) la utilidad potencia con 0 < v < 1. Entonces se
cumple:
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a) La funcion de valor estd dada por
Va(z) =dpa?, >0
donde (dy,) satisface la recursion
5 _s . N NG S 1
dy =~v"°+ ((1 + 'Ln-&-l) Un) dn+17 dy = ;

con § = (1 —~)~t y donde v, es la Ecuacion (3.7).

b) El consumo optimo ¢}, estd dado por

i (x) = x(yd,) %, 2 >0

n

y la cantidad optima que es invertida en las acciones estd dada por

al(z) =ax———a), >0
donde o, = argmax v,. La estrategia optima de consumo e inversion f5,..., fr_y
estd definida por f} = (c:,ak), n=0,...,N — 1.

Note que la faccién éptima de consumo e inversion es independiente de la riqueza.
Ademés, como a (x) = o (x — ¢ (x)), la fraccién 6ptima de la riqueza restante después
de consumirla que se invirti6 en los activos es la misma como en la Ecuacién (3.7) (esto
es sin el consumo). Ya que d,, > d,41 el consumo 6ptimo satisface que ¢, < ¢}, en
particular la fraccién éptima de consumo es creciente en n.

Demostracién: De nuevo tenemos que encontrar conjuntos IM,, v A,, que satisfacen
el supuesto de estructura (SAy). Elegimos

M, :={v: E — Ry|v(z = bx"), para b > 0}

A, :={f € F,|f(z) = (Cx,ax), para o € RY, ¢ € R }.
Ahora probaremos las tres condiciones:
i) Obviamente gy = U, € My

ii) Sea v € M,,4+1. Entonces obtenemos

1
mho(z) = sup {c7 + bE(T,(z, ¢, a, Rn+1))7}
(c;a)€Dy (z) LY

1
= sup {c’y—|—bIE((1—i—inﬂ)(x—c—&—a-RnH))’y}
(c;a)€Dy (z) LY

1
= sup {c’y—l—b(l—i—inH)WIE(x—c—i—a-Rn+1)7} .
(c;a)€Dy (z) LY
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Si & = 0 sélo entonces (¢,a) = (0,0) es admisible. Por lo tanto supongamos que
x > 0. Usamos la transformacién de ¢ = {x y a = a(z — ¢) = a(1 — {)x obtenemos

L (Ga) 4+ b(1 +ingr) $u>Eﬂr—%Cw)+(a(1—<)w)~Rn+ﬂy}
Y acA,

o) = swp {

0<¢<1

ook {1(@)7 +b(1 +iny1)” sup E(z(1 = () + (a1 = ()z) 'Rn+1)7}

o<¢<t LY a€An
1
=z" sup {CV +b0(1+dp41)7"(1 — C)%Un}
o<¢<1 LY

vy, es la Ecuacién (3.7). Asi, m,v(x) = bzY € M, con

b= sup {icwz)(uimmucm}.

Note que b > 0.

iii) Para v € IM,,41 tenemos que probar la existencia de un maximizador en el conjunto
A,. Ya que el problema de optimizacién en ii) los separa, es suficiente resolver el
problema de consumo

1
sup {C”’ +0(1+ipy1) (1 — C)an} .
o<¢<1 LY

Para la solucién de este problema recordemos el siguiente resultado general: El
problema de optimizacién es

sup g(a) (3.16)
0<a<1

g(a) :=ba"+d(1—a)” conb > 0,d > 0,0 < v < 1, veamos si tiene solucién éptima:

9g(a)
Oa

=ba’ ! —yd(1—a)""t =0
entonces tenemos que

b5

azibé_’_d&.

Con lo cual, tiene una solucién éptima, que la denotaremos de la siguiente forma

b5
TP+ d

*

a

ahora substituyéndola en g(a) tenemos que
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o\ v\
g(a*):b(M> +d(1_M)
1
(0 + d¥)—T
= (b +d%)3.

Por lo tanto obtenemos que

gla*) = (0° +d°) =7 = (0 + )3,

con § = (1—+)~L. Note que a* es tinico y 0 < a* < 1, ya que g(a) := ba? +d(1—a)?,
b>0,d>0yac€]0,1], es creciente y ademds es convexa o céncava hacia arriba

en el intervalo [0, 1]. De (3.17) concluimos que el maximizador de v € M, 11 existe
en el conjunto A,,.

Ahora seguimos del teorema 1.5 por induccién. De las consideraciones anteriores ob-
tenemos la recursién

1
dn = Ssup {C’Y + dn—i—l(l + in-‘-l)’y(l - C)’Yvn}
0<¢<1 LY

de g(ax*) junto con d,,, tenemos que

1
b= —, d:dn+1(1+in+1)vvn7 a=C,
Y

igualando d,, con g(a*) obtenemos lo siguiente,

o=

dn = g(a”) = (75 + (1 (14 int1)"0)°)
= (% +dp g (L4 ing1)"04)°)

1 .
dy, = i Sy (14 ing1) 0n)’

ol

Finalmente obtenemos del problema (3.17) que

Vi(z) = dpz”

1 .
= sup {—(¢" +dng1(1+ing1) v (1 =)}
0<¢<1

Si derivamos con respecto de ¢ y lo igualamos a cero obtenemos la politica éptima,
%x’y(y_l - 7dn+1(1 + inJrl)FYVn(l - C)ﬂ/_lxw =0

realizando loa calculos correspondientes tenemos
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x( = x’y*‘sd; g
Entonces obtenemos las politicas 6ptimas de consumo e inversién respectivamente,

*

(@) = 2(vdn) "y aj(2) = aj (e — e (2)) = ap (1 — (vda) ")z

con lo que queda concluida la prueba B

3.4.2. Funcidon de utilidad logaritmo
Consideremos que ambas funciones de utilidad son de la forma
Ue(x) = Up(z) =logz, = > 0.
La prueba del siguiente resultado es similar a la prueba de la utilidad potencia.

Teorema 3.12. Sea U.(z) = U,(x) la funcién de utilidad logaritmo con x > 0. Entonces
se cumple:

a) La funcién de valor estd dada por

V()
dn

(N—n+1)logx +d,
(N —n+1)logx + (N —n)(log(N —n) + v, + log(1l +ipy1))
—(N—=n+1)log(N—n+1)+dpi1.

donde vy, es la Ecuacion (3.11) con (d,) € R y x>0.

b) El consumo dptimo ¢, estd dado por

T
* = = >
C'fb(x) N_n_"_l?'r_o

y la cantidad dptima que es invertida en las acciones estd dada por

N—n
Cl,:(x) = Ima;, xr Z 0
donde o) = argmax v,. La estrategia optima de consumo e inversion f§,..., fy_1
estd definida por f} := (ci,a), n=0,...,N —1.

Demostracion: Para probar el supuesto de estructura SApy, elegimos

M, :={v: E — Rfv(z) = (N —n+1)logz + b para b € R},

A, = {f € F,|f(z) = (Cx,ax) para « € R?, ( € Ry }.

Tenemos que verificar las tres condiciones:

i) Obviamente gy = U, € My.
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ii) Sea v € M,,41. Entonces obtenemos

mv(x) = sup {logc+ (N —n)Elog(T,(z,c,a, Ryy1)) + b}

(c,a)EDy ()

= sup {logc+ (N —n)Elog((1+int1)(x—c+a-Rpt1)) + b}
(C,a)EDn(I)

= sup {loge+ (N —n)E[log(l 4 iny1) +log(x —c+a- Ryy1) + 0]}
(¢,a)EDy ()

=  sup {loge+ (N —n)log(l+ipy1)+0d
(c,a)EDy ()

+ (N—=n)Elog(x —c+a- Rny1)}-

De nuevo usamos la transformacién ¢ = (z y a = a(x —¢) = a(l — )z y obtenemos

mu(z) = sup. {log(¢z) + (N —n)log(1 + in41) + b+ (N —n)
Sup. Elog(z — (¢z) + (a(l = ()z) - Rny1)}
= 02%21 {log(¢z) + (N —n)log(1l +int1) + b+ (N —n)
S Elog(z(1 = ¢) + (a(1 = ¢)z) - Rns1)}
= e {log(¢z) + (N —n)log(1 +ipt1) + b+ (N —n)log(z(1 - ¢))
+ (N —n)v,}.

Derivando con respecto de ( e igualando a cero obtenemos un maximizador para
T (),

Ot ()
¢
(o=

=0

(N—-n+1)

Al substituir el valor de {x en 7,v(x) nos da lo siguiente,

() = log (N—ZH) + (N —n)log (x - N_“Zﬂ) + (N = n)o,

+(N —n)log(1+ins1) +0
= (N—-n+1)logz+ (N —n)(log(N —n)+ v, +1og(1+ int1))
—(N—n+1)log(N —n+1)+b,

donde v, es la Ecuacién (3.11). Asi, 7,v(z) = (N —n+1)logz + b € M,, con

b= (N —n)(log(N —n) + v, +log(1 +ins1)) — (N —n+1)log(N —n + 1) +b.
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iii) La existencia de maximizadores en el conjunto A,, se obtiene de las consideraciones
en ii), por la forma en que tomamos la transformacién.

Ahora por el Teorema 1.5 por induccién obtenemos finalmente

Vo) = (N—n+1)logx +d,
dy, = (N—n+1)logz+ (N —n)(log(N —n)+ v, +1log(l + int+1))
—(N—=n+1)log(N—n+1)+dpi1.

% T

cp(@) = N_on+1

* * * N —n *

Y la prueba que concluida. B
3.5. Seguimiento de indice

El problema de seguimiento de indice que es formulado a continuacién, puede verse como
una aplicacién de cobertura de media y varianza en un mercado incompleto. Supongamos
que tenemos un mercado financiero con un bono sin riesgo y d activos riesgosos como en
la seccién 2.1. Ademds de los activos negociables existe un activo no comerciable cuyo

PN

proceso de precios (S,,) evoluciona conforme a

SnJrl = SanJrl'

La variable aleatoria positiva IA%,LH que es el cambio de precio relativo del activo
no negociado puede ser correlacionado con R, 1. Asumimos que los vectores aleatorios
(Rq, Rl), (R2, ]:32), ... son independientes y la distribucién conjunta de (R, ]%n) es dada.
El objetivo ahora es rastrear el activo no negociado lo mas cercanamente posible para
invertir en el mercado financiero. El error de seguimiento es medido en términos de la
distancia cuadratica de la riqueza del portafolio al proceso de precios (Sn), i.e. el problema
de optimizacién es entonces

E.s | 2N (X2~ 8,)%| — min
(3.17)
¢ = (¢n) es un portafolio o estrategia
donde ¢, es F, = o(R1,..., Ry, Rl, ey Rn) medible. Este problema puede ser formulado
como un problema lineal cuadratico (ver 1.4.1). Es importante sefialar que aqui, que el
espacio de estados del modelo de decisién de Markov incluye (ademds de la riqueza) el
precio del activo no negociado. Asi el modelo de decisién es como sigue:

e E:=RxR,,donde (z,5) € Ey z es la riqueza y § el valor del activo no negociado,
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A :=TR% donde a € A es la cantidad de dinero que es invertida en el activo riesgoso,

e D(x,8):=A,

Z = (-1,00)¢ x Ry donde z = (21,22) € Z y 21 es el riesgo relativo del activo
negociado y z3 es el cambio de precio relativo del activo no negociado.

e La funcién de transicién estd dada por

To((.5),a, (21, 22)) = (1 i i) (Zf) + <(1 +i’6+1)21T> a

A

e QZ(:|(z,8),a) := distribucién conjunta de (R,i1,R,41) (independiente de
((z,3),a)),

o 7,((2,8),a) == —(z — 5)?,

o gn(@,8) i= —(z — §)2.

El problema (3.18) puede ser resuelto por el modelo de decisién de Markov. La funcién
de valor (funcién de costo) estd dada por

N
Vo (z,8) := InfET . lZ(Xk - gk)Q] , (x,8) € E

k=n

y Vo(z, 8) es el minimo valor del problema de la Ecuacién (3.18). Cuando definimos

Q= (_11 11)

el problema es equivalente a minimizar

k=n

El problema lineal cuadratico de la seccién 1.4.1 produce el siguiente resultado.
Teorema 3.13.  a) La funcidn de valor del problema (3.18) estd dado por
z\" x
o= (1) @ (%) woes

donde las matrices @, pueden ser calculadas recursivamente como en el Teorema
1.16. En particular Q, es simétrica y semidefinida positiva.

b) El portafolio optimo m* = (f§,..., frn_1) es lineal y dado por

21
A -1 dn+1 > x
*(z,8) = — (E[Rn 11 R -]EKR” , Ry 1 Ry )] ()
Iz, 3) (E[Rnt1 R4 1]) T )i, ot e 5

donde los elementos de Q41 son denotados por qff;rl.
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Demostracion: Comprobaremos la suposicién de estructura (SAy). Es razonable
asumir que M,, es dado por

3

T
M, :=={v:R™ = Ri|v(z, §) = <:f> Q (a:) con @ simétrica, positiva}.

También resultard que los conjuntos A, := A N F,, pueden ser elegidos como los
conjuntos de todas las funciones lineales, i.e.,

A:={f:E— Alf(z,8) = C(z,8) para algin C € R x R, x R%}.
Empezaremos con (SAy) i): obviamente (4)" Qn (%) € My.

Ahora sea v(z,3) = (%) Qny1 (%) € M,4. Intentaremos resolver el siguiente pro-
blema de optimizacion,

moo(z) = inf {(2,8)Qn (;”) + EolTo((2, ), a, (21, 2))]},

a€R4

pero poder resolver esto, haremos uso de lo que hicimos en el capitulo 1.4.1. En este
capitulo definimos la funcién de transicién como Ty, (2, a, Apt1, Bnt1) := Apt12+ Bryia,
con Zyy1 := (Apt1, Bny1), v la politica éptima que obtuvimos es la siguiente,

fo@) =~ (IE[BZ+1QBn+1])_1 E[BEHQAnH}Z‘-

al sustituir los valores de nuestra funcién de transiciéon T, ((z, §), a, (21, 22)), en la funcién
de transiciéon (LQ) y en la politica 6ptima, tenemos lo siguiente

(I +ipt1) O [z) ) 1 0 x

. T T
Ba — <(1 +176+1)21 ) 0= (1+in) <zé > "

<(1 + i8+1)le>T @n+1 (<1 ' i8+1)z1T)] ) _
<(1 + i76+1)le>T Qnt1 ((1 +(§n+1) 202)] @)

71\ —1 q,lfH x
— _(E[2<])) ]E{Zl,zlzg] <S)

q}ﬁ&-l (1 + inJrl)

fop1(x,8) = _<]E

E

Sabemos que (11 es simétrica y definida positiva, ademés de que z; es el riesgo
relativo del activo negociado R y 22 es el cambio de precio relativo del activo no negociado
R, entonces podemos escribir nuestra politica 6ptima de la siguiente manera,

fianles) = (E[RAT)) 5 |R ‘“)RR] (%)

quz}&-l (1 + 7;n-i-l
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Tenemos que 7,v(z) es de la siguiente forma por lo que vimos en el capitulo 1.4.1
junto con nuestros valores,

wi = s {00 () @) [ 2 e )]
0= [(Ci a ()

(0 igmz?)T o (1 i76+1>z?>] }

Ahora si sustituimos la politica en ,0(x) nos produce,

i = (e (5 e )]
(s[5 e )]
(s o] )

T (- (E[RET])E {R, M%Rﬁa] (i))T

((1 + i6+1)z?)T o ((1 + O>)1

(- ez n g ] ()

- () fores (i 2 et 2)]

<<1 + i) o)T Ouss ((1 +i6+1>z?)

+ad™E

E

Va)

B (2 [RE"])

22

((1 +i6+1)le)TQn+1 <1 +(§n+1 202)” <i>
_ (:g) O, (i) e M,

Por lo tanto cumple con el supuesto de estructura y por los Teoremas 1.5 y 1.16 el
problema puede ser resuelto recursivamente, por lo que tenemos usando induccién hacia
atras la siguiente férmula recursiva.

E
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Con esto queda concluida la demostraciéon del teorema. H

En vez de rastrear un indice, el problema puede ser modificado ligeramente tal que el
inversor intenta rebasar el indice. Esto puede ser alcanzada si anadimos a S,, una cantidad
(determinista) adicional (b,,), y minimizamos

N
- [zo(f; . w]

n=0

sobre todo el portafolio ¢. Este problema puede ser resuelto de la misma forma.

3.6. Asignacion optima de subastas secuenciales en li-
nea

En esta seccién, se considera un sistema de subastas secuenciales en internet, donde
un vendedor quiere vender una determinada cantidad de articulos en varias subastas
secuenciales con un precio de reserva establecido de antemano. Se presentan dos casos,
uno es donde el precio de reserva es privado (conocido sélo por el vendedor), mientras que
en el otro es ptblico (conocido por todos). Los compradores arriban como una distribucién
Poisson. La suposicién usual en las subastas es que los compradores valoran los articulos de
forma independiente con distribucién uniforme y honestamente ofertan esos valores para
los articulos. El nimero de articulos asignados a cada subasta se determina al comienzo
y es determinado por el precio de reserva y la llegada de ofertas por los compradores [26].

3.6.1. Problema y modelo

Un vendedor recibe los envios de los articulos cada T dias y cada envio contiene K
articulos idénticos. El vendedor tiene la intencién de vender estos articulos en W subastas
dentro de T dias. Por simplicidad, asumimos que la duracién de cada subasta ty es la
misma, por lo que tg = T/W. El vendedor tiene un precio de reserva v en cada articulo,
lo que significa que va a vender el articulo sélo si el precio no es menor al precio de reserva.

Los compradores arriban como una distribucion Poisson con tasa A y cada comprador
es neutral al riesgo (indiferencia al riesgo). Por otra parte, cada comprador desea ofertar
al menos por un articulo y tiene una valoracién de cada articulo. Esta valoracién es
privada y simétrica, es decir cada comprador conoce su propia valoracién determinista,
sin embargo, s6lo conoce las valoraciones de otros licitantes como variables aleatorias
que se comportan de forma independiente en la misma distribucién F(s). Llamamos a
este tipo de valoracién independiente y privada como (IPV), para abreviar. Ademads, se
supone que F(s) es la distribucién uniforme en el intervalo [v,7] y que los compradores
ofertan con honestidad, por ejemplo. Al comienzo de cada subasta, el vendedor debe
determinar el nimero de articulos a subastar, por ejemplo a articulos, que seran puestos
en la subasta de los articulos restantes. Luego, cuando termina la subasta, cada uno
de los a mejores compradores ganan un articulo si su oferta no es menor que el precio
de reserva y paga el valor de su oferta. El beneficio total del vendedor en las subastas
secuenciales es la suma de la ganancia obtenida en cada subasta. El objetivo del vendedor
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es maximizar el beneficio total.

Supongamos que el costo de almacenamiento por articulo en un periodo de tiempo es
h. Cuando el nimero de articulos asignados para cada subasta es excesivamente grande,
mas articulos pueden ser subastados y los costos futuros de almacenamiento se reducen.
Pero el precio de los articulos subastados seria menor y los ingresos totales disminuirian.
Cuando a es demasiado pequefio, cada articulo subastado puede tener un precio alto
pero en el futuro, los costos de almacenamiento aumentaran y el nimero de articulos
serfa demasiado alto, lo que también puede disminuir los ingresos totales. Asi que, es un
verdadero problema para el vendedor escoger la cantidad 6ptima de articulos asignada a
cada subasta para maximizar los ingresos totales.

La cantidad que se subastada es arbitraria en cada subasta, por lo que una serie
de articulos que se ofrecen en cada subasta pueden permanecer. Por lo tanto la
cantidad de articulos que quedan al comienzo de cada subasta puede ser arbitraria,
por lo que se utiliza un proceso de decision de Markov con horizonte finito para modelarlo.

Supongamos que § € (0,1) es un factor de descuento. El indice de periodo n se conoce
como el nimero de subastas restantes, n = 0,1,...,W. El estado = en cada periodo
indica la cantidad de articulos restantes al comienzo del periodo, z = 0,1,..., K y la
accion ¢ = 0,1,...,z expresa la cantidad de articulos asignada a cada subasta. Cuando
la cantidad de articulos en el inicio de la subasta es = y el nimero de articulos asignados
a cada subasta es a, entonces la probabilidad de que el nimero de articulos al final de la
subasta sea j es denotado por pg;(a). La funcién de recompensa r(z,a) es la ganancia
total de los articulos subastados menos los costos totales en este periodo.

El precio de reserva fijado por el vendedor puede ser puiblico o privado. Para estos dos
casos, calculamos las expresiones de la probabilidad de transicién de estado y la funcién
de recompensa respectivamente en las secciones siguientes.

3.6.2. Analisis para el precio de reserva privado

En esta Seccién asumimos que el precio de reserva es privado. La probabilidad para
cualquier subasta fija es P{N(¢) : ¢ > 0}, donde N es el nimero de compradores que
arriban en el intervalo [0, %], sélo nos interesa saber cuantos compradores arriban durante
cada periodo,

(/\t())tei)\to

P{N(ty) =t} = i , t>0. (3.18)
Si N =t, sea ry,...,r; las ofertas de los compradores que arriban. Entonces con la
suposiciéon de un IPV sabemos la probabilidad que rq,...,r; son independientes e idén-

ticamente distribuidas uniformemente en el intervalo [v,7], con funcién de distribucién
F(s). Ademés 19 = 0 indica la ausencia de compradores.

Sea pi(a) la probabilidad de que sélo k articulos sean subastados cuando el vendedor
ofrece a articulos para la subasta.
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Primero, consideremos el caso en que k < a. Esto pasa si y sélo si existen solo k ofertas
que no son menores que v y por otro lado tenemos que las ¢t — k ofertas son menores a
v, cuando arriban ¢t compradores. Debido a que la cantidad de articulos subastados debe
ser menor o igual al nimero de los compradores que llegan obtenemos que:

> P{N(to) =t}
=k

-P{exactamente k eventos en {ri >wv},...,{r: > v} ocurren|N =t}.

Conforme al supuesto de IPV, los eventos {r; > v}, i = 1,2,...,t son independientes
con probabilidad

Asi:

i )\to Mo HF (0)FF(v)'

1(+ |
2 kIt k:).
B e )\tO k i )\toF
t=

_ Meww

N (3.19)
_ PO T

k!
_ e—Atof(v)[)‘tozﬂ

v—=v

k
¢~ Mo(T—0)/(7—2) { OZ'”] 0<k<a

Consideremos ahora el caso en que k = a; es decir, los a articulos son vendidos en la
subasta. Esto pasa si y s6lo si el nimero de compradores que arriban es mas grande ¢
igual que la cantidad de articulos subastados (¢t > a) y existen al menos a ofertas mayores
o iguales que v. Asi que la probabilidad de que & articulos sean vendidos es
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pr(a) =D  P{N(ty) =t}
t=a
- P{al menos a eventos {ry >v},...,{ry > v} ocurren|N =t}

_ i (Atg)te*to Xt: HF (v)™F(v)t=m

— t! A~ ml{t—m)!
e XX M F ()] (Mo F(v))tm (3.20)
SN zz:;[ om(!)] ( E)t—(n)z))!

+o00 - m
_ o MoF() Z P\toF('U)]
m:

m=a
a—1
=1- Zpk(a).
k=0

Para simplificar la notacién, sean § = Atg/(T —v) y

o —8(T—v) [6(v —v)]

m = - , m>0 (3.21)
00 a—1

Pa = D Gm=1-> am, (3.22)
m=a m=0

en donde ¢, es la probabilidad de que arriben exactamente m compradores cuyas ofertas
son més grandes o iguales que v, p, es la probabilidad de que el nimero de compradores
sea mayor o igual que a, que es el niimero de articulos vendidos. Entonces la probabilidad
de transicién pg;(a) es:

qz—j, x—a<j§x,
pZ](a’): DPa, j:x_av (323)
0, j<x—a, 6 j>=x.

Ahora consideremos la funcién de recompensa 7(z, a). Denotamos por by a la k-ésima
oferta més alta. Como es imposible que la cantidad de articulos subastados sea méas grande
que el nimero de compradores, definimos by, = 0 cuando ¢t < k, cuya probabilidad es

~
—_

— 1
P{b, =0} = E(Ato)te**tﬂ.
¢!

I
=

Sit > k, es obvio que by € [v,7]. Usando férmula de la probabilidad total, tenemos
que

M8

P(bk Z S) = P(bk Z S|N(t0) = t)P(N(t()) = t)

t

Il
>

para v < s < v. Similarmente a la ecuacién 3.21, obtenemos que
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oo

(Mto)fe o s tF(s)™ F(s)! ™™

> =
Plby 2 s) Z ! m!(t —m)!
t=k m=k
+o00
_ o MoF(s) Z )\to
m=k

k—1
’U*S
e 0~ S’Z PO cs<a k>l

Asi, si k > 1, entonces la k-ésima oferta méas alta b, es una variable aleatoria mixta.
k 1 _ . .
Ademads by, tiene una masa de ), ;e e~ Mo (\tg)t/t! en cero y es continua en el intervalo
[v,7] con funcién de dlstrlbucmn

0, s<0,
e o Ek 1 (Ato) L, 0<s<u,

Py <s) = J T Zk 1"‘[5@ "y <5<, (3.24)
1, 7 <s.

Debido a que el vendedor establece el precio de reserva v, sélo tenemos en cuenta el
llamado “precio comercial”al que el articulo es negociado. Si k > 1, entonces el k-ésimo
precio negociado mas grande es denotado por by, es la k-6sima oferta mas alta by, cuando
br > v y no existe cuando by < v. Asi, el valor esperado del k-ésimo precio negociado més
grande es

Elby] = P{by, > v}/ xdP(by < slbg > v)

= /v sdP (b < s) (3.25)

v

=@ —v)P(by <w

~

—/ P(by < s)ds.

De la Ecuacién (3.25) tenemos que

k—1 =
_ 1 Y —6(v—s) — m
/ P(by < 8)ds = 5_0 — / e [0(T — s)]™ds.

Sea y = §(T — s). Entonces s =7 — (y/9), ds = —(1/9)dy, asi, de la Ecuacién anterior
tenemos

v 1 k—1 1 5(57’0)
/ P(by < s)ds = = Z —/ e Yymdy.
. 0 = m! J,
Ademas, para cualquier constante ¢ > 0, podemos probar por el método de induccién
en el entero m > 1 que

m
|

(&
m)
/ e Yydy=m! —e” ¢ —d, m>1.
0 — I
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Asi,

T k—1 m —
! 1 —8(v—v) [6(v — U)]l
/U P(kaS)dS—ng:O 1—e 27“

i = VAN [ 010
_r - 3.26
R P SO (3.26)
k—1
E o1
—s 3 (k —m)qm,
m=0
junto con la Ecuacién (3.25) y (3.26) implicamos que
k—1
R k k—m
Bloxl =7 -5+ > (5 - v> - (3.27)

m=0

Asi, cuando a articulos son ofrecidos para alguna subasta, los ingresos obtenidos por
el vendedor de la subasta (sin incluir a los costos de almacenamiento) es

k=1

-y <—k+k1<k_m—v)q> (3.28)
k=1 0 m=0 0

_ ala+1) S fa-—m+1

- - 25 — < 25 - U) (Cl - m)Q"L'

Asi, el beneficio total esperado para una subasta es r(xz,a) = r(a) — zh.

Definimos a la variable aleatoria £, como el nimero de articulos subastados cuando
a articulos son ofrecidos. Entonces para el periodo n con a, = a, la distribuciéon de
probabilidad de &, es P{¢, = k} = qr para k < a 'y P{{, = a} = p,. Ciertamente, &,
depende de la variable a.

Tenemos que el modelo de decisiéon de Markov esta dado por,

e F£:={0,...,K}, es el nimero de articulos disponibles.
e A:={0,...,K}, es el niimero de articulos a subastar.
e D,(x):={0,...,x}, es el nimero de articulos asignado a cada subasta.

Qn(Blz,a) == > ,cppazj(a), es la probabilidad de que al terminar la subasta el
numero de articulos sea j dado que al iniciar la subasta el nimero de articulos es x
y el nimero de articulos subastados es a.

rn(x,a) := r(a) — hz, es el beneficio esperado para la subasta menos el costo total
de almacenamiento en este periodo.
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e ro(x,a) := 0, es la beneficio esperado inicial.
e 5 =1, es el factor de descuento.

e IV es el nimero de subastas, i.e., los periodos para el modelo de decisién de Markov
(horizonte).

Sea V,(z) el maximo beneficio esperado cuando existen n subastas restantes y z
articulos en inventario. Asi, la ecuacién de optimalidad es

a—1
Val) = mix {r(@)+ B3 auVar (@ — )+ BpaVas (@ — @)} — oh
a=th Ly k=0 (3.29)
= a:%11éx z{7“((1) + BEV,_1(x — &)} —xh, >0,

con la condicién limite Vy(x) = 0 para z € {0,1,..., K}.

Podemos ver que V;,(0) = 0 para n € {1,2...,W}, lo que implica que si no hay
articulos restantes, terminaran las subastas secuenciales, independientemente del niimero
de subastas restantes.

3.6.3. Analisis para el precio de reserva anunciado

Cuando el vendedor anuncia el precio de reserva v, los compradores cuya oferta sea menor
a la del precio de reserva v, abandonaran la subasta. Los compradores que entienden que
el valor del articulo es mas alto que v, estaran dispuestos a hacer una oferta. Llamamos
a los compradores que arriban y ofertan por arriba de v “compradores ofertantes”. La
siguiente Proposicion dice que los compradores ofertantes que arriban también lo hacen
de acuerdo a un proceso de Poisson.

Proposicién 3.2. Cuando el precio de reserva es anunciado, tenemos que los compra-
dores ofertantes arriban conforme a un proceso de Poisson con tasa A\F(v) y la valuacién
de los articulo son independientes e idénticamente distribuidas con distribucion uniforme
en el intervalo [v,7].

De la Proposicién 3.2, observamos que podemos considerar el proceso de llegada como
un caso en donde el precio de reserva del vendedor es cero con tasa de llegada de A\F(v).
Para una subasta fija, si denotamos a N como el nimero de de compradores ofertantes
que arriban, entonces la probabilidad P{N(t)} es dada por

1 o —
P{N =t} = E(AtoF(v))te—“OF(“, t>0.

Supongamos que a articulos estan asignados para la subasta. Ahora consideremos la
probabilidad py(a) de que k articulos sean adquiridos en la subasta.

Primero consideremos el caso k < a. Esto significa que k de los a articulos son vendidos,
esto ocurre si y s6lo si existen exactamente & compradores ofertantes y cada uno adquiere
un articulo. Tenemos que
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pr(a) = k'(AtOF( V))Fe M) — g

Entonces consideremos el caso final de k = a. Significa que el nimero de compradores
ofertantes no es menor que a, asi

pa(a) —eiMOF ”)Z (Mo F(v)) = pa.

Por lo tanto, la probabilidad de transicién p,;(a) es exactamente la probabilidad de
transicién de la Ecuacién (3.24) para el caso del precio de reserva privado. Esto indi-
ca que si anunciamos el precio de reserva, no se afecta la cantidad de articulos subastados.

Ahora, consideremos el precio esperado negociado. Cuando el nimero de los compra-
dores ofertantes es t > 0, sus ofertas rq,...,7; son variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas uniformemente en el intervalo [v, 7] con funcién de distribucién
F,(s). Sea 19 = 0 cuando no hay ofertas.

Sea bY el k-ésimo precio negociado més alto, es decir, la k-ésima oferta mas grande. Si
el ntimero de compradores ofertantes ¢ es menor que k, entonces b} = 0, cuya probabilidad
es

k— k—1

oy AP (v)]*
P{bg _ Z )\tOF )OT = th
t=0 t=0

Sit > k, entonces b} € [v,]. Similarmente a las Ecuaciones (3.21) y (3.25), deducimos
que

P >s)=Y Pby>s[N=t)P(N=t)=1- > gn,
t=0 —
parav<s<wvyk>1.

Asi, b es una variable aleatoria mixta y su funcién de distribucién es exactamente
dada como en la Ecuacién (3.25), la funcién de distribucién del k-ésimo precio negociado
para el caso del precio de reserva privado. Por lo tanto, la funcién esperada de ingresos r(a)
es también la misma como en el caso del precio de reserva privado (3.29). Asi, obtenemos
el siguiente Teorema.

Teorema 3.14. En la subasta secuencial via internet, el vendedor obtendrd los mismos
beneficios esperados si el precio de reserva es privado o piblico (anunciado). Ademds, el
beneficio mdzimo esperado V,,(x) para el vendedor satisface la Ecuacion de optimalidad
(3.30) con la correspondiente condicién limite y cualquier politica que alcanza su mdzimo
en la Ecuacidn (3.30) es dptima.

3.6.4. Propiedades de monotonia

A continuacién estudiaremos algunas propiedades de monotonia de las politicas 6ptimas
junto con el valor 6ptimo. Primero, tenemos la siguiente propiedad de la funcién de
ingresos.
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Proposicién 3.3. La funcidn de ingresos r(a) es estrictamente cdncava y creciente en
a.

Demostracion: Sean

Ar(a) :=r(a) —r(a—1), A%r(a):= Ar(a) - Ar(a—1), a>1,

las diferencias de primer y segundo orden de la funcién de ingresos. Entonces debido a la
Ecuacién (3.29),

o) a—1 a—1
AT(S):E_%Z:QM_UZ:OQM (lsz_:om%n

1 +1
—< — V(Ga-— N m
5 da—1 5 q

a—1
1
_S {1 + &Uqafl - Z qm}

m=0

1
= _gpa —vqq—1 < 0.

Asi, r(a) es estrictamente céncavo en a. Ademds,

Ar(o0) == lim Ar(a) = T-v- % man
m=0
1 & — )™

= T—v— g Z e—5(v—v) [6(U m|v)] m

m=0
R 1 —5(V—v) (= _ = [6(U_U)]m L
= T—vw e (v v)mzzjl (1]
= v—v— %e 5(”*”)5(6 — v)e‘g(”*”)

que junto con la concavidad de r(a) implicamos que Ar(a) > 0 y por lo tanto r(a) es
estrictamente creciente en o W

Sea
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a—1

Vo(z,a) ==r(a) —zh+ Z @k Va—1(z — k) + BpVa—1(z — a)
k=0

(3.30)
=r(a) + BE[Vpi1(z — &)] — zh.

Esto representa el beneficio total esperado descontado cuando x articulos estan en
inventario y quedan n subastas con a articulos ofrecidos para la subasta actual. Ademés,
se cumple que

AV (z,a) = Vy(z,a) — Vi(z — 1, a),
Aavn(maa) = Vn(xva) - Vn(xva - 1)7

representa la diferencia del primer orden de V,,(z,a) en = y a, respectivamente. Entonces
definimos

ay(z) = max{a|AVy(z,a) >0, a=1,2,...,2}. (3.31)

n

Después mostramos que la politica 6ptima es asignada a una cantidad de a}(z)
para la n-ésima subasta cuando existen x articulos en el inventario. Es decir, la politica
6ptima puede caracterizarse por o (z).

Para alguna constante o > 0, tenemos que

Lema 3.2. f(x,\) es no negativa para cualquier v =0,1,2,... y A >0 sied —1—a > 0.

Demostracion: Es facil ver que f:\(x +1,A) = f(z,\) para > 0. Ahora, dado que
la condicién f(0,\) = e} — 1 — a > 0 junto con la férmula de arriba implicamos que
(1, A) = f(0,X) > 0. Asi, f(1, ) es creciente en Ay f(1,0) = 0. Por lo tanto, f(1,A) > 0.

Volviendo hacer el proceso obtenemos que f(2,A) = f(1,A) > 0, asi por lo que
repitiendo el proceso obtenemos el lema. H.

La siguiente Proposicién es acerca de la cota superior en el beneficio maximo cuando
un articulo es agregado.

Proposicién 3.4. V,(z) — Vi,(x — 1) < T para cualquier n,x.

Demostracién: Supongamos que 7* es una politica 6ptima para V,,(z); es decir,
el beneficio total esperado bajo la politica 7*, denotamos por V,,(7*,z) igual a V().
Entonces

Vo) =Vo(z—1) = Vy(n*2)—V(z—1)
< Vou(n™d) = Vo(n,x — 1)
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Consideremos un escenario donde ademas del articulo x — 1, otro nuevo articulo es
agregado. Entonces el mejor caso posible es que sin influir en la politica original, este
nuevo articulo es subastado en la primera subasta en el precio mas grande v sin incurrir en
ningin costo de mantenimiento o descuento de su valor. Asi V,, (7%, z) =V, (7*, 2 —1) < w.
|

La Proposicién anterior es intuitiva porque cada articulo puede ser subastado con el
precio v.

Proposicién 3.5. V,(z,a) es cdncava en a si V,_1(x) es cdncava en x.

Demostracion: Seguimos de la Ecuacién (3.32) que

A Vio(x,a) = Ar(a) + BE[Va—1(x — &) — Vo1 (z — €a—1)]

= Ar(a) + BpadiVi—1(z —a + 1). (3.32)

Entonces

A2V, (z,a0) = AgVn(z,a) — AVy(z,a—1)
= A%(a) - fpsAsVp_i(z —a+1)
+BPa—18:Va—1(z —a+2)
= A%r(a) + Bpa_ 1A%V, 1(z —a +2)
+BGa—18:Vo—1(x —a+1).

Debido a la condicién dada en la Proposicién, es suficiente mostrar que la suma del
primer y tercer término del lado derecho de la parte de arriba es negativo. Porque e® >
x + 1 para cada = > 0, tenemos que

T > (T —wv) + 1> 8(87 —v) + 1.

A continuacién dejando o = §(Sv — v), debido a la Ecuacién (3.31) y por el Lema 3.2
tenemos que

1
A%r(a) + Bga—18:Vp-1(z —a+1) < —5Pa = Va1 + Bqa—1v (333)
< (Bv - % —0)ge—1 =00

. . _ ¥ -

Con la Proposicion anterior sabemos que V,(z) = V,(x,af(z)) y asi a}(z) es la
cantidad 6ptima en la n-ésima subasta cuando z articulos restan si V,,_1(x) es céncava
en .

Proposicién 3.6. Si V,,_1(z) es cdncava en x, entonces V,(z,a) es supermodular en
(x,a) y por lo tanto a¥(x) es creciente en x.

Demostracion: Debido a la Ecuacién (3.33), tenemos
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A AV (z,a) = AVp(z,a) — AV (z—1,a)
= *ﬁpsAmanl(fE —a+ 1) + 5PaAan71($ - a)
= _ﬂpsAivn—l(z —a+ 1) > 07

porque V,,_1(x) es céncava en z. Por lo tanto, V,,(z, a) es supermodular. Por los Teoremas
3.1y 3.2 de Hu y Liu [25], sabemos que a}(x) es creciente en x W

Tenemos ademas la siguiente Proposicion.

Proposicién 3.7. Si V,_i(x) es concava en x, entonces al(z) < al(x+1) <al(z)+1
para cualquier x.

Demostracion: La primera desigualdad la obtenemos siguiendo la Proposicién 3.6,
para mostrar la segunda desigualdad es suficiente mostrar que A,V (z+1,a* +2) < 0 en
donde a* := @} (z) para una notacién més conveniente. De la Ecuacién (3.33), tenemos
que

AaVn('I + l,a* + 2) = Ar(a* + 2) - ﬂpa*+2AmVn—1(z - a’*)
= A%(a* +2)+Ar(a* +1) — B(Psry1 — Gar41) A Vi_1(z — a*)
= AJVn(z,a* +1) + A% (a* +2) + Bea- 10 V1 (z — a*).

Entonces A,V (z,a* +1) < 0y A%r(a* + 2) + Bga-118:Va_1(z — a*) < 0 por la
Ecuacién (3.34) B

Teorema 3.15. V, () es cdncava en x para cada n > 1, asi a’(x) es creciente en x.

Demostracion: La demostracion la haremos por induccién. Se sigue de la Proposicién
3.3 que

Vi(z) = méx r(a) =r(z), Ve >0.

Asi, Vi(x) es céncava en x.

Suponemos que V,,_1(z) es céncava en x para algin n > 1. Entonces de la Proposicién
3.6, sabemos que V,,(x,a) es supermodular en (z,a). A continuacién, mostraremos que
Vi (z) es concava en x.

Primero, debemos notar que si a}(z) = af (x — 1) = a*, entonces

AmVn(x) = Vn(xva*) - Vn(m - laa*)
=—-h+ BE[anl(x - ga*) - anl(m - 1)]

=—h+BEAV, 1(x — &) (3.34)
=—h+B8Y GAVa1(z—k)+B ) aulVaui(z —a®),
k=0 k=a*
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mientras que si af(z) = a* + 1y al(x — 1) = a*, entonces

AV () =Volz,a* +1) = V(v —1,a")

=Ar(a*+1)—h+BE[Vy—1(x —&ury1) — Vo1 (@ — 1 — €4+ )]
: (3.35)

=Ar(a*+1)—h+p quAan,l(x — k).
k=0
Basdndose en la Proposicién 3.7, mostraremos que A2V, (z) < 0 para los siguientes
cuatro casos, donde denotaremos a’(z — 2) = a™ por conveniencia.
= Caso 1: o) (z) =al(z — 1) = al(x — 2) = a*, entonces
A2V, (z) = AVu(z) — AyVip(z —1)
= ﬂE[AatVn—l(xfga*) 7szn—l(x7 1 75(1*)]

BEAZV,_1(z — &) <0,

porque V,,_1 es céncava en x.

» Caso 2: a)(x)=a}(zr—1)=a}(xr—2)+1=a"+ 1, entonces

A2V, (z) = BEAV,_1(z —E&eq1) — Ar(a® +1)
_BE[Vn—l(x -1- ga*+1) - Vn—l(x —2— & )]
= BEA2V, i(x — &4 q1) — Ar(a® 4 1)
_ﬁE[anl(x —2- ga*Jrl) —Voo1( =2 = &or )]
= BEA 2V, 1(z —£aey1) — AVi(z —2,0* +1) <0,

donde la igualdad se obtiene de la Ecuacién (3.33) y la desigualdad se obtiene de
a* =al(x —1) y la concavidad de V;,_1(z).

» Caso 3:a)(z)=al(z—1)+1=al(x—2)+1=a"+1, entonces

s

AZVa(z) = Ar(@*+1)+8) arAVor(z —k)

k=0

B> tAVar(z—1—k)
k=0

B Y @AVaa(z—1-a")
k=a*+1
= AT(CL* + 1) - ﬁpa*-ﬁ-lAa;Vn—l(m —a" - 1)
+5pa*+1Aan71(33 —a" — 1)

a*

+ﬁZQkA§Vn71(x — k) = Bpar+184Vn—1(z — 1 —a")
k=0

*

= A )Vpi(x—1,a"+1)+ ﬁquAivn,l(x —k) <0,
k=0
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donde la desigualdad se obtiene de la definicién de o} (x — 1) = a* y la concavidad
de V,—1(x) en x.

» Caso 4: a)(x)=al(r—1)+1=al(x—2)+2=a"+2, entonces

AiVa(z) = A%r(a"+2) + BEVi1(2 = &art2) = Vam1(z = 1 = Earpa)]
—BEe[Va1(® =1 = &ary1) = Va1(@ — 2 — &av)]

*

= Alr(a)BY  apA2Va 1(x — k) + Bgar118: Vo1 (z — a¥)
k=0
< o0,

que puede ser demostrado como en la Proposicién 3.5 B

El Teorema anterior concluye que cuanto mayor sea el niimero de articulos, mayor
serd el niumero de articulos que se asignaran a cada subasta. El siguiente Teorema afirma
que a menor numero de etapas, menor serd el nimero de articulos asignados a cada
subasta.

Consideremos

" = max{z|Ar(z) > h}.
Debido a la proposicién 3.3 sabemos que Ar(x) > hsiy sélosiz < z*. En general, h es
pequena y z* puede ser grande, mientras que en los problemas de gestion del rendimiento
h es cero y * es infinito [26].

Teorema 3.16. o (x) es decreciente en n para cada x < z*.

Demostracién: Es suficiente mostrar que V,,(x, a) es submodular en (n,a); es decir,

Ap AV (z,a) := AV (z,a) — AgVi—1(z,a) <0

para cualquier n, z, a. De la Ecuacién (3.33) tenemos

AnAaVn(xa CL) = _BpaAan—l(x —a—+ 1) + BpaAiVn_Q(l‘ —a+ 1)
= _ﬂpaAnAi‘/nfl(‘r —a+ 1)'

Asi, es suficiente mostrar que A, A, < 0 para cualquier n,z que se hace por el
método de induccién sobre n a continuacién.

(3.36)

Paran =1, A,AVi(2) = A Vi(z) = Ar(z) — h > 0 para « < z* por la Proposicién
3.3.

Supongamos que para algin n > 2, A,A,V,_1(z) > 0 para < z*. Entonces de la
Ecuacién (3.37), Ap,A Vi (x,a) <0y por lo tanto, a) (z) < af_,(x) para z < z*.

Ahora mostremos que A, AV, (z) > 0 para < z*. Para cualquier < z* dado,
denotamos a} = af(zx — 1) y al_; = a’,_,(z — 1) por conveniencia. De la suposicién de
induccién, a} < a}_,. Mostraremos que A, AV, (x) > 0 para los siguientes cuatro casos.
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= Caso 1: a’(x) = a’ + 1, af_; = a’_; + 1 en este caso podemos obtener de la
Ecuacion (3.36) que

AR ALV, ()

AV (x) — ApVio1 ()

a*

= Ar(ai+1)+p quAmVn,l(a? —k)—Ar(a;,_,+1)
k=0

X
Ap—1

B axAVaa(z — k)

k=0
a1+l a,
= = Y AR +BY GAnA Va1 (z— k)
k=a} +2 k=0

*
n—1

B D GAVaa(z—k)

a

k=a}+1
ay ay+1
= B aDaAVua(z—k)— > A’r(k)
k=0 k=a}+2
ay_4+1
76 Z qk—lAmVn—Q(x —k + 1)
k=a*+2

a*

k=0
a,_1+1

D> {A%r(k) + Bar-18:Vaa(z — k+ 1)},
k=a} +2

que es no negativa por la suposicién inductiva y la Ecuacién (3.34).

s Caso 2: a)(x) =a} +1, a’_; =a’_,. En este caso, debido a la Ecuacién (3.35) y
(3.36), sabemos que

96



CAPITULO 3. PROBLEMAS DE OPTIMIZACION FINANCIEROS
3.6. ASIGNACION OPTIMA DE SUBASTAS SECUENCIALES EN LINEA

a*

A Vi(z) = Ar(al+1)+ 8> qpAgVai(z — k)
k=0

*

a

_ﬂ Z qkAmVn72(x - k) - Bpa;71+1Al’Vn72(x - a’:zfl)
= Ar(ap_q1+1) = Bpar_ +18:Vo1(z —ay,_4)
+Bpa:71+1AnAan—l(x - a:—l) + Ar(a:; + 1) - A’/‘(a;;_l + 1)

* *

+BquAa:Vn—l(x - k) - B Z qkAa:‘/n—2(-T - k)
k=0 k=0
= Asvn(gjv a;—l + 1) + ﬂpa;‘171+1AnAx‘/71—1(x - a:_l)

a*

+Ar(ag +1) = Ar(ag_ + 1)+ B arAu Voo (z — k)
k=0

*

a

B AV oz~ ).

k=0

En el lado derecho de la ecuacién de arriba, el primer término A,V (x,af_; +
1) es no negativo ya que a}(z) = a) +1 < al,_; + 1, el segundo término
ﬂpa:_lﬂAnAan,l(x — a’_,) es también no negativa debido a la suposicién in-
ductiva A, ALV, —1(x — af

*_1) > 0y que el término restante

* *

AT(CL:L + 1) - AT(a’TL—l + 1) + BZQkAacVn—l(x - k) - B Z Qk'AacVn—Q(x - k‘),
k=0 k=0

es no negativo puede probarse exactamente como en el caso 1. Asi, A, AV, (x) > 0.

» Caso 3: a)(z) =a), a’_, =a)_; +1. De la Ecuacién (3.35) y (3.36), tenemos que

*

B kB Vo1 (x = k) + Bpaz 1180 Voo ( — @)
k=0

AR ALV, ()

a*

7Ar(a:—1 + 1) - 6 Z qkAan—2(I - k)
k=0
= —Ar(a;, + 1)+ Bpaz+18:Ve1(x — ay,) + Ar(a,, +1)

*

Ap—1

“Ar(@  + D) BY AV —k) =8>
k=0
Amvn_g(l‘ - ]{1)
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Para el primer término en el lado derecho de la ecuacién anterior, tenemos de la
Ecuacién (3.33) y de la definicién de o} (x) que

—Ar(ay, + 1) + Bpaz 1182 Vo1 (x — ay) + Ar(ay, + 1) — Ar(a;,_; +1)
— A Vp(z,ak+1) >0

el segundo término Zaz=° @A Vop_1(x —k)—p ZZ::F Gy Vin—o(x — k) es exac-
tamente A, A, V,,(z) del caso 1 que es no negativo. Asi A, AV, (z) > 0.

s Caso 4: a)(z) =a},a’_, =a)_,. Este caso se debe a la Ecuacion (3.35), entonces

at

AnAa:Vn(x) = ﬁ Z qkAan,1($ - k) + ﬁpa;+1Aan71(x - a;)
k=0

*
n—1

- Z A Vn—2(x — k) — Bpar_ 118 Voo(v —aj,_q)
k=0
= —Ar(a;, + 1)+ Bpaz +18:Vao1(x —ay,) + Ar(ay,_; +1)
_Bpa:,—1+1Aan*1($ - G:Lq) + Bpa:’_1+1AnAanf1(x — a;il)
+Ar(a; +1) — Ar(a)_; + 1)

a

* *
a Ap—1

+ﬂzn: QkAan—l(x - k') -5 Z qkAan_g(x — ]{i)
k=0

k=0

Entonces la no negatividad de A,A,V,(x) puede ser probada de forma similar a
los casos 2y 3 W

Hemos conseguido dos resultados analiticos para la asignacion éptima de las subastas
secuenciales en internet. El primero es que no existe diferencia si el precio de reserva
es privado o publico Teorema 3.14. El segundo resultado es acerca de la propiedades de
monotonia de la politica 6ptima Teoremas 3.15 y 3.16.

3.6.5. Resultados numéricos

En [8] se discutié un problema de asignacién 6ptima similar al aqui presentado. Pero
asumiendo que todos los articulos son ofertados en cada subasta. Bajo esta suposicion,
se formulé el problema de programacién dindmica determinista con horizonte finito y
calcularon su soluciéon para un ejemplo basado en eBay. Sin duda, la suposicién es un
tanto restrictiva.

Los siguientes parametros se eligieron con fines ilustrativos. Consideremos seis subastas
consecutivas de aparatos electronicos con los siguientes datos:

1. El vendedor abre un méximo de 6 subastas para cada envio, la duraciéon de cada
subasta es de 1.6 dias. Inicialmente, la cantidad total de articulos es de 40. Es decir,
W =6,tg=16,k=40y T = 10.
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2. El costo de almacenamiento de cada articulo por subasta es de $0.15, es decir,
h = 0.15.

3. Los compradores arriban con una tasa de A = 16.7.

4. Las ofertas tienden a distribuirse uniformemente en el intervalo [85, 160], as{ v = 85,
v = 160.

5. También suponemos (como en [8]), que el precio de reserva es igual a cero; es decir,
v =0.

Substituyendo estos pardmetros en las Ecuaciones (3.24) y (3.29), obtenemos la
probabilidad de transicién p,;(a) y la funcién de recompensa r(a). Entonces resolviendo
la Ecuacién (3.30) podemos calcular la funcién de valor éptimo y al resolver la Ecuacién
(3.32) calculamos la politica éptima.

El méximo beneficio total calculado aqui es V5(40) = $5964.6. La cantidad 6ptima a
subastar es dada por a (z) para cada n y x, que se muestra en la Figura 3.2. Podemos ver
que para el periodo n = 1, el nimero éptimo de ofertas af(z) es exactamente x. Para los
siguientes periodos (n > 2), el nimero éptimo de ofertas a’(x) es una funcién creciente
escalonada con longitud de exactamente n. Asi, puede escribirse como

ay(z) = LMJ +1,

n

donde |z| es definido como el mayor entero positivo no mas grande que z. De esta
definicién, suponemos que esta formula es verdadera para casos generales. Por otro lado,
se observa que a’(z) es decreciente en n (Figura 3.4). Esto muestra los resultados de los
Teoremas 3.15 y 3.16.

Podemos analizar ademads la influencia de los parametros en el maximo beneficio total
para el vendedor.

En la Tabla 3.1 se muestran los valores de asignaciéon éptima obtenidos en cada etapa,
de estos valores obtenemos también a la Figura 3.2, es decir las acciones con respecto a
la cantidad de articulos.

Primero, la tasa de llegada A significa el nimero esperado de llegada de compradores
por hora. De esto se puede conjeturar que V,,(z) es creciente en A. En la Figura 3.3 se
muestra {V;,(40), n =1,2,...,6} para A = 4.7,8.7,13.7,16.7 respectivamente, en donde
se ilustra que V;,(40) es creciente en A.

V6(40) es una funcién de v, este hecho se ilustra en la Figura 3.4 y se observa. En la
Tabla 3.2 se muestran los valores del maximo beneficio total con respecto de la tasa de
llegada A de los compradores en cada una de las etapas de la subastas.

En la Tabla 3.3 se muestra como afecta el precio de reserva al maximo beneficio total
o con respecto de la tasa de llegada de los compradores .

De la Figura 3.3, podemos ver que V5(40) = 5964.6 es constante para 85 < v < 102
y aumenta cuando v > 102, decrece despacio cuando v > 135 y rapidamente cuando
v > 144. Para v = 135, V3(40) = 5614.8, que es un poco menor que el valor méximo
5964.6. Por lo que sélo un precio de reserva muy grande influird en el beneficio total
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Figura 3.2: Asignacién 6ptima a}(z) vs nimero total de articulos disponibles en n.
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Tabla 3.1: Asignacién éptima.

n=1|n=2|n=3|n=4|n=5|n==6
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 2
1 1 1 1 2 3
1 1 1 2 2 4
1 1 2 2 3 5
1 2 2 2 3 6
2 2 2 3 4 7
2 2 2 3 4 8
2 2 3 3 5 9
2 2 3 4 5 10
2 3 3 4 6 11
2 3 3 4 6 12
3 3 4 5 7 13
3 3 4 5 7 14
3 3 4 5 8 15
3 4 4 6 8 16
3 4 5 6 9 17
3 4 5 6 9 18
4 4 5 7 10 19
4 4 5 7 10 20
4 5 6 7 11 21
4 5 6 8 11 22
4 5 6 8 12 23
4 5 6 8 12 24
5 5 7 9 13 25
5 6 7 9 13 26
5 6 7 9 14 27
5 6 7 10 14 28
5 6 8 10 15 29
5 6 8 10 15 30
6 7 8 11 16 31
6 7 8 11 16 32
6 7 9 11 17 33
6 7 9 12 17 34
6 7 9 12 18 35
6 8 9 12 18 36
7 8 10 13 19 37
7 8 10 13 19 38
7 8 10 13 20 39
7 8 10 14 20 40

esperado del vendedor. Esto es porque el niimero de compradores que llegan es mas
grande. De hecho, el nimero promedio de compradores que arriban durante todo
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Tabla 3.2: Maximo beneficio total.
A=47 | A=87 | A=13.7 | A=16.7
1330.9 | 2467.2 | 3703.8 4184.5
2656.7 | 4220.8 | 5011.4 5259.3
3695.3 | 4903.7 | 5445.4 5614.8
4291.2 | 5247.1 5662.4 5792.2
4662.3 | 5451 5790.8 5897
4906.8 | 5583 5873.8 5964.6

[ RS, SETSGC NCR P

3000

2000

BENEFICIO TOTAL MAXIMO

1000

85 90 95 100 105 110 115 120 125 130 135 140 145 150 155 160

PRECIO DE RESERVA

+A=16.7 mA=4.7

Figura 3.4: Maximo beneficio total esperado V5(40) vs precio de reserva en A.

el periodo es A - T = 16.7 x 10 = 167, aunque s6lo hay 40 articulos. Esto puede
verse también en la Figura 3.4 en donde la tasa de llegada es A = 4.7. En este
caso, un precio de reserva menor influird en el beneficio total esperado del vende-
dor. Ademas, si el vendedor debe pagar los costos de los articulos cuando recibe los
envios, entonces su maximo beneficio total se incrementard con el precio de reserva
inicial y después de alcanzar el valor maximo se reducird con v. Esto revela un problema
asociado con el precio de reserva 6ptima, que es un tema para futuras investigaciones [26].

Finalmente, cuando A = 16.7, tenemos aproximadamente que V3(40) = V5(40), que
implica que tres periodos de subastas son suficientes y las dos restantes subastas se podrian
utilizar para subastar otros articulos.
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Tabla 3.3: Maximo beneficio total y precio de reserva.

v A=16.7 | A=47 | v A=16.7 | A=47
85 5964.6 4955.9 | 123 | 5965.9 3253.5
86 5964.6 4952 124 | 5966 3175.9
87 5964.6 4946.9 | 125 | 5966.2 3097.7
88 5964.6 4940.6 | 126 | 5966.2 3018.8
89 5964.6 4932.7 | 127 | 5966.5 2939.3
90 5964.6 4923.1 | 128 | 5966.9 2859.2
91 5964.6 4911.7 | 129 | 5967.3 2778.4
92 5964.6 4898.3 | 130 | 5967.5 2697
93 5964.6 4882.6 | 131 | 5967.9 2615
94 5964.6 4864.6 | 132 | 5968 2532.4
95 5964.6 4843.9 | 133 | 5968.2 2449.1
96 5964.6 4820.5 | 134 | 5968.1 2365.2
97 5964.6 4794.2 | 135 | 5966.8 2280.7
98 5964.6 4764.9 | 136 | 5963.4 2195.6
99 0964.64 | 4732.6 | 137 | 5955.9 2109.8
100 | 5964.6 4697.1 | 138 | 5940.8 2023.4
101 | 5964.6 4658.5 | 139 | 5911.4 1936.4
102 | 5964.6 4616.9 | 140 | 5859.8 1848.7
103 | 5964.7 4572.2 | 141 | 5776.7 1760.4
104 | 5964.7 4524.5 | 142 | 5653.2 1671.5
105 | 5964.7 4474 143 | 5483.8 1582
106 | 5964.7 4420.8 | 144 | 5267.7 1491.8
107 | 5964.7 4365 145 | 5010.2 1401
108 | 5964.7 4306.8 | 146 | 4720.6 1309.6
109 | 5964.7 4246.5 | 147 | 4409.8 1217.6
110 | 5964.7 4184 148 | 4086.6 1124.9
111 | 5964.8 4119.8 | 149 | 3756.9 1031.6
112 | 5964.8 4053.8 | 150 | 3423.6 937.6
113 | 5964.9 3986.3 | 151 | 3087.7 843.1
114 | 5964.9 3917.5 | 152 | 2749.6 747.9
115 | 5965 3847.4 | 153 | 2409.2 652.1
116 | 5965 3776.2 | 154 | 2066.5 555.7
117 | 5965.1 3704 155 | 1721.7 458.6
118 | 5965.2 3630.8 | 156 | 1374.6 360.9
119 | 5965.3 3556.9 | 157 | 1025.3 262.6
120 | 5965.5 3482.1 | 158 | 673.7 163.7
121 | 5965.6 3406.6 | 159 | 319.9 64.1
122 | 5965.7 3330.4 | 160 | —36 —36
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Capitulo 4

Conclusiones

Este trabajo esta relacionado con la teoria de los procesos de decisién de Markov (PDM).
En el se trabajaron problemas a tiempo discreto, con horizonte finito. El criterio de
rendimiento que se utilizé6 para evaluar la calidad de las politicas admisibles fue el de
costo total esperado.

Uno de los principales objetivos de la ciencia de datos es ayudar a que tomemos
mejores decisiones. Los procesos de decisién de Markov proporcionan un sistema muy
util para crear e implementar un proceso de toma de decisiones con varios escenarios
posibles donde los resultados son en parte al azar. Los procesos de decision de Markov
pueden ayudar a hacer predicciones para el futuro, basdndose en datos actuales, datos
pasados y probables condiciones futuras. Los PDM tienen muchas aplicaciones en el
mundo real especialmente en Economia y Finanzas como lo hemos visto.

Los procesos de decisién de Markov son realmente importantes ya que aparecen con
bastante frecuencia en la practica. Debido a que éstos utilizan muchas herramientas
matemdaticas para su solucién, si bien la teoria expuesta en este trabajo puede ser
encontrada en los libros que se hace referencia en la bibliografia, el mérito de este trabajo
es la forma en que desarrollamos algunos calculos que algunos autores dan por hecho y
el tratar de explicar de forma clara y concisa la interrelaciéon entre la teoria de decisién
de Markov y la programacién dinamica, asi como de la importancia del supuesto de
integrabilidad para que cualquier esperanza esté bien definida y el supuesto de estructura
para que nuestro problema y su solucién esté bien definida.

A lo largo del trabajo se obtuvo lo siguiente,
= El problema recursivo simplifica la formulacién y resolucién de problemas.

= La ecuaciéon de Bellman puede interpretarse como una ecuaciéon funcional o un
operador.

= La funcién de valor que se busca es el punto fijo del operador de Bellman.
= Bajo un conjunto de condiciones que satisfacen la mayoria de los modelos usados

en economia, el operador de Bellman tiene un punto fijo V*.
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= Ademés, éste serd tinico.

Por otra parte, obtuvimos las politicas 6ptimas para el problema de riqueza terminal,
consumo e inversién, seguimiento de indices y el problema de subastas en linea. Utili-
zamos las funciones de utilidad potencia, HARA, logaritmo y exponencial para resolver
algunos problemas, en otros casos se implemento con la funcién de distribucién binomial
y normal. También realizamos un algoritmo en Matlab del problema de asignacién
Optima de subastas secuenciales en linea para obtener el méximo beneficio total, en
este programa obtuvimos las politicas éptimas, que en este caso serian las asignaciones
Optimas de articulos para cada subasta pero teniendo en cuenta el supuesto de que
se ofertan todos los articulos por cada subasta, ademéds asumimos que tenemos 40
articulos a subastar, de los cuales en cada subasta vamos a elegir qué articulos se van
a subastar para obtener el maximo beneficio total esperado, por otro lado vemos como
cambia el problema si alteramos la tasa de llegada A de los compradores 6 cuando
modificamos el precio de reserva v, de lo cudl también se abrieron a nuevas preguntas
acerca del nimero éptimo de subastas 6 el precio de reserva éptimo para futuros trabajos.
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Apéndice A

Cddigo del programa en matlab

clear all

h=.15; Y%costo de almacenamiento en dbélares $15.00
vabajo=85; Yprecio minima del vendedor en dolares
varriba=160; %precio maxima del vendedor en dolares, este puede cambiar
lambda=16.7; %tasa de llegada de los compradores
%lambda=4.7,8.7,13.7,16.7, toma estos valores
T=10; %frecuanecia de las subastas en dias

W=6; %subastas a realizar

k=40; %cantidad total de articulos a subastar
v=0; Yprecio de reserva

beta=1; %factor de descuento

tcero=T/W; %duracién de cada subasta
delta=lambdax*tcero/ (varriba-vabajo) ;

%Calculo de q.m y p_s
g=exp(-delta*(varriba-v))*(1./factorial(1l:k))
.*((deltax(varriba-v)) . [1:k]);
q=[exp(-deltax(varriba-v)) ql;

%sum(q)
p=[1 1-cumsum(q)];

%Céalculo de la funcidén r(.)
r=[0 varriba-(1/delta)+((1/delta)-v)*q(1)];

for s=2:k
r=[r s*varriba-(s*(s+1))/(2*delta)+sum(((s-[0:s-1])
.*%q(1:8)) .*(s+1-2+delta*xv-[0:5-1]))/(2*delta)];

end

V=zeros (k+1,W+1);
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acciones=[ 1;

for n=2:W+1
accion=[ ];

for i=1:k
paramax=[r(1)+beta*p(1)*V(i+1,n-1) r(2)
+betaxq(1)*V(i+1,n-1)+beta*p(2)*V(i,n-1)1;

if i==
paramax=paramax;

else

for s=2:1i

xx=r (s+1)+beta*xsum(q(1l:s)

Af1liplr (V(i-s+2:i+1,n-1)’))+beta*xp(s+1)*V(i+l-s,n-1);
paramax=[paramax xx] ;

end

end

[argvalue, argmax] = max(paramax) ;
argmax=argmax-1;
V(i+1,n)=argvalue-h*i;
accion=[accion argmax];

end

acciones=[acciones; accion];
end

plot(l:k,acciones(1l,:),’*’)
hold on
plot(1:k,acciones(2,:),’0’)
plot(l:k,acciones(3,:),’+’)
plot(l:k,acciones(4,:),’r*’)
plot(l:k,acciones(5,:),’or’)
grid

\'
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Apéndice B

Herramientas de analisis

B.1. Funciones semicontinuas

Con el fin de probar la existencia de politicas éptimas, las funciones semicontinuas superior
son importantes. Para la siguiente definicién y propiedades supongamos que M es un
espacio métrico. Usamos la notacién R = R U {—o0, c0}.

Definicién B.1. Una funcion v : M — R es llamada continua superior si para cualquier
sucesion (x,) C M con lim, oo x, = x € M que posee

lim sup v(z,) < v(z).

n—oo

Una funcion v : M — R es llamada semicontinua inferior si —v es semicontinua
SUperior.

Una tipica funcién semicontinua es mostrada en la Figura A.1

Figura B.1: Grafica de una funcién semicontinua superior.
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Teorema B.1. Sea M es un compacto. Si v : M — R es semicontinua por superior
entonces la funcion v alcanza su supremo.

Demostracion: Sea v es semicontinua superior y denota a := sup,c, v(z) € R.
Existe una sucesion (z,,) C M con lim,_, v(z,) = a. Como M es compacto existe una
subsucesién convergente (x,, ) de (z,) con limy_, o ,, = b € M. Asi, obtenemos

alpha = lim v(z,) = lim v(z,,) = limsupv(z,,) < v(b).
n—00 k—o0 k— 00

Por lo tanto b es un punto maximo de v. B

Si v: M — R es semicontinua superior y v(x) < oo para cualquier x € M, entonces
v es acotada en cada subconjunto compacto de M y alcanza su supremo finito. El proxi-
mo Lema resume algunas propiedades de funciones semicontinuas [5], [24]. Note que las
funciones semicontinua son también funciones de Baire y la parte a) es también llamado
Teorema de Baire en funciones semicontinuas.

Lema B.1. Sea v: M — R es una funcion.

a) v es semicontinua superior si y solo si {x € M|v(xz) > a} es cerrado para cualquier
a € R. v es semicontinua superior si y solo si {x € M|v(z) < a} es abierto para
cualquier a € R.

b) v es semicontinua superior y acotada superiormente si y solo si existe una sucesion
(vn) de funciones acotadas y continuas tal que vy, | v.

¢) Sea v; : M — R es semicontinua superior para cualquier i € I (I arbitrario),
entonces inf;c; v; es semicontinua superior.

d) Si v es semicontinua superior y M' es un espacio métrico y w : M’ — M es
continua, entonces v ow es semicontinua Superior.

e) v es continua si y solo si v es semicontinua superior e inferior.

En lo que sigue asumimos que b : M — Ry es una funcién medible y IBbJr =
{ve M(E)v"(x) < cb(x) para algin ¢ € Ry }.

Lema B.2. Sea (v,) y (0,) es una sucesion de funciones con vy, : M — R y 6, : M —
R4. Supongamos que lim,,_,o 6, (x) = 0 para cualquier x € M y

Un(z) < vp(x) + om(x), €M, n>m
i.e. (vy,) es débilmente decreciente. Entonces se cumple:
a) Ellim,, o v, = v eziste.
b) Siv, € IB{)F para cualquier n € IN y dg € IB;, entonces v € ]Bbf

¢) Siv, y 0, es semicontinua superior para cualquier n € IN, entonces v es semicon-
tinua superior.

Demostracion:
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a) La suposicién implica que
limsup vy, (z) < v () + O (), zE€M
n—oo

para cualquier m € IN. Ya que lim,,— 00 0, (2) = 0 asi obtenemos

lim sup v, (z) < liminf v,, (z)
n—00 m—00

y por lo tanto el limite existe.
b) Como v < wy+dg € IBZr concluimos que v € IB%ZF.

¢) La suposicién implica que v < v,, + d,, para cualquier m € IN. Asi, obtenemos para
una sucesion (z,) C M con x, — x € M para cualquier n € IN

lim sup v(z,,) < Hmsup (Vm (r) + 6(2)) < V() + O ().

n——0o0 n—oo

Tomando el limite cuando m — oo obtenemos

limsup v(z,,) < v(z)
n—roo

y asi v es semicontinua superior. ll

Ahora sea (A,,) es una sucesién con A, C M. Entonces definimos por

LsA, := {a € Mla esun punto de acumulacién de una sucesion (a,) con a, € A,

para cualquier n € N}

el llamado limite superior de la sucesién (A,,). El siguiente Teorema muestra que bajo
algunas suposiciones de continuidad y compactacién es posible intercambiar el limite y el
supremo de una sucesion de funciones.

Teorema B.2. Sea M es un compacto y sea (v,) es una sucesidn de funciones semicon-
tinuas superior v, : M — R. Ademds, existe una sucesion (0,) C Ry con lim, o §, =0
Y

vp(a) <vp(a)+ 6y, a € M, n>m.

Entonces el limite v := limv,, existe y voo €S semicontinua Superior.

a) Sea A, = {a € M|v,(a) =sup,c vn(z)} para n € N y n = oco. Entonces

0 # LsA, C Ax.

b) Se cumple:

lim sup v,(a) = sup lim v,(a) = sup v (a).
N0 geM aeM o aeM
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Demostracion: La primera declaracién sigue directamente del Lemma A.2. Como v,
es semicontinua superior, tenemos que A, # 0 y sup,¢c s vn(a) < oo para n € IN + {co}.
Obviamente esto implica que

sup vy (a) < supgenivm(a) + o,
aeEM

para cualquier n > m. Por lo tanto, lim,, . sup,cs Un(a) existe. Ya que M es compacto
tenemos por definicién que LsA, # 0. Ahora sea ag € LsA,, i.e., ag es un punto de
acumulacion de una sucesion (a,) con v,(a,) = sup,c, vn(a) para cualquier n. Nos
restringimos a una subsucesion (ay,, ) tal que limy_, o ap, = 0. Para m € IN se cumple

lim sup v,(a) = lim sup vy, (a) = lim vy, (an,)
Nn—00 g\ k—o0 ge M k— o0

lim sup(vi, (an,, ) + 0m) < U (ag) + Om.
k—o0

Dado que la suposicién v < v, + d,, n € IN adicionalmente obtenemos junto con la
desigualdad anterior

SUp Voo(a) < lim supaepvn(a) < lim (v, (ag) + 0m)
IIEM n—oo m—r oo

= vso(a0) < SUP Vso(a).
a€EM
Esto implica que ag € As y que
SUp Veo(a) = lim sup vy, (a).
acEM X aeM

Asi, las declaraciones en a) y b) se tienen. H

El intercambio del limite y supremo es facil cuando la sucesién de funciones es débil-
mente creciente.

Teorema B.3. Sea (vy,) es una sucesion de funciones vy, : M — R y (6,) C Ry con
limy, o0 6, = 0 tal que
vp(a) > vy (a) = 6m, a €M, n>m.
Entonces el limite v := lim v, existe y
lim sup v,(a) = sup lim v,(a) = sup v (a).
N0 geM aeM "7 aeM

Demostracion: La existencia del limite sigue de manera similar que el Lema A.2 la
desigualdad v, (a) > v, (a) — 6, implica para cualquier a € IM:

i > - .
nh_}n;o vp(a) > vy (a) — o,

Tomando el supremo sobre cualquier a € M y tendiendo n — co produce

sup lim v,(a) > lim sup v,(a).
aeM n—00 n—oo aeM
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Por otra parte tenemos para cualquier n € IN

sup vy (a) > vy(a), a € M.
a€M

Tomando el limite n — oo y tomando el supremo sobre cualquier a € M nos da

lim sup v,(a) > sup lim v,(a)
n—oo aceM aceM n—oo

lo que implica el resultado. B

B.2. Mapeos del conjunto de valor y el Teorema de
seleccion

Supongamos que F y A son espacios de Borel. Un mapeo del conjunto de valor (también
conocido como una multifuncién o correspondencia) D(-) de E a A es una funcién tal
que D(z) es un subconjunto no vacio de A para cualquier z € E. Consideremos solo
mapeos de valor compacto x — D(z), i.e. D(z) es una compacto para € E. En D :=
{(z,a) € E x Ala € D(x)} es la gréfica de D(-).

Definiciéon B.2.  a) El mapeo del conjunto de valor x — D(z) es llamada semicon-
tinua superior si tiene la siguiente propiedad, para cualquier x € E: st x, — = y

an € D(xy,) para cualquier n € N, entonces (ay,) tiene un punto de acumulacion en
D(x).

(b) El mapeo del conjunto de valor x — D(z) es llamada semicontinua inferior si tiene
la siguiente propiedad, para cualquier x € E: si x, — x, entonces cada punto en
D(x) es un punto de acumulacion de una sucesion de puntos a, € D(x,) para
cualquier n € N

¢) El mapeo del conjunto de valor x — D(z) es llamada continua si es semicontinua
superior e inferior.

Note que la definicién de semicontinua superior es ligeramente mas restrictiva que otras
definiciones esperadas en la literatura [13]. El préximo Lema da alguna caracterizacién y
ejemplos para funciones continuas y semicontinuas en mapeos del conjunto de valor.

Lema B.3. a) El mapeo del conjunto de valor x — D(x) es semicontinua superior si
y solo si cada sucesion (xn,an) C D tal que (x,) converge en E, tiene un punto
acumulacion en D. Entonces:

D es compacto = x +— D(x) es semicontinua supeior = D es cerrado.

b) Si A es compacto, entonces x — D(x) es semicontinua superior si y sélo si D es
cerrado.

c) Si A es compacto y D(z) = A para cualquier z, entonces x — D(x) es continua.
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d) Si A=R y D(z) = [d(z),d(z)], entonces x — D(z) es semicontinua superior si
d: E — R es semicontinua inferior y d : E — R es semicontinua superior.
A continuacién presentamos el Teorema de seleccién de Kuratowski y Ryll-Nardzewski

[15] es béasico para la existencia de maximizadores. Para mds Teoremas de seleccién ver
(7], [12],[28].

Teorema B.4. (Teorema de seleccion). Sea x — D(x) un mapeo de valor compacto tal
que D :={(z,a) € E x Ala € D(x)} es un subespacio de Borel de E x A. Entonces existe
un selector medible de Borel f para D, i.e. existe una funcion medible de Borel f : E — A
tal que f(x) € D(z) para cualquier x € E.

Del Teorema A.4 la existencia de maximizadores medibles pueden ser derivados.

Teorema B.5. Sea z — D(xz) es un mapeo de valor compacto tal que D :=
{(z,a) € E x Ala € D(x)} es un subconjunto de Borel de E x A. Sea w : D — R es
Borel medible. Entonces existe un mazimizador f de w, i.e. existe una funcion medible
Borel f: E — A tal que f(x) € D(z) para cualquier x € E y

w(z, f(x)) = 6511;1() )w(a:,a) =uv(z), ¢ € E.

Por otra parte, v(x) es Borel medible.

B.3. Funciones supermodular y el Teorema del punto
fijo

Funciones supermodular son 1tiles cuando las propiedades de monotonia de maximizado-
res son estudiados. Aparecen con diferentes nombres en la literatura. Algunas veces son
llamados L—superaditiva o funciones con derivadas crecientes. En lo que sigue denotamos
por dos vectores z,y € R?

x Ay := (min{zy,1p1},...,min{zq,yq}),

rVy: = (mé‘x{xlv yl}a cee 7mé“x{xd7 yd})

Definicién B.3. Una funcién f: R* — R es llamada supermodular si

fl@) + fy) < fleny) + flzvy), zyeR™

Una funcién f es llamada submodular si —f es supermodular. Note que f es super-
modular si y sélo si cualquier funcién (z;,z;) — f(x) son supermodular para i # j. Asi,
una caracterizacién alternativa de una funcién supermodular es dada como sigue: f es
supermodular si y solo si

eAO d
AFAGf(z) >0, z€R

para cualquier 4,j = 1,...,d y £,0 donde ASf(z) = f(z + ee;) — f(x) es el operador
diferencia. Una funcién supermodular tiene la siguiente propiedad [18], [3].
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Lema B.4. a) Si f es continua y dos veces diferenciable, entonces [ es supermodular
sty solo si para cualquier 1 <i,5 <n
82
8l‘i8yj

f(z) >0, zeR%

b) Sigi,...,g4: R — R son crecientes y [ es supermodular, entonces f o (g1,...,94)
es supermodular.

¢) Si f,g son supermodular y a,b > 0, entonces af + bg es supermodular.

d) Si f,g : RY —— R, es creciente y supermodular, entonces f - g es creciente y
supermodular.

A continuacioén introduciremos el concepto de funciones MT P, que son cruciales cuan-
do las propiedades de dependencia de vectores aleatorios son discutidos (para més detalles
ver e.g., Miiller and Stoyan [18]).

Definicién B.4. Una funcion f : RY — RY es llamada MTP, (multivariada total
positiva de orden 2) si

f@)fy) = flerny)fzVvy), z,ye€ R

Obtenemos las siguientes propiedades:

Lema B.5. a) Una funcién f: R — Ry es MTP; si y sélo si el log f es supermo-
dular.

b) Si f,g: R — Ry es MTP;, entonces también el producto fg es MTP,.

Si f es una funcién de densidad de Lebesgue de un vector aleatorio X = (X1, ..., Xy),
entonces [ pertenece a MTP, e implica que una dependencia fuerte positiva entre
las wvariables aleatorias. En particular MT P, implica conceptos como dependencia
condicional creciente, asociacion y dependencia ortante positiva.

Finalmente afirmamos el Teorema del punto fijo de Banach aqui ya que serda muy
importante en el anélisis de modelos de decisién de Markov con horizonte finito.

Teorema B.6. (Teorema del punto fijo de Banach). Sea M es un espacio métrico com-
pleto con métrica d(z,y) y T un operador que satisface

i) T:M— M.

it) Existe un ndmero 8 € (0,1) tal que d(1y, Tw) > Bd(v,w) para cualquier v,w € M.
Entonces se cumple:

a) T tiene una dnico punto fijo v* en M, i.e. v* = Tv*.
b) lim, 0o 7" = v* para cualquier v € M.

¢) Para v € M obtenemos
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En nuestra aplicacion M es un subconjunto cerrado de

By := {v e M(E)|v|y < oo}

con métrica d(v,w) := |[v—wl|p parav,w € M y 7 es la recompensa mdxima del operador.
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Herramientas de probabilidad

C.1. Teoria de probabilidad

En lo que sigue supongamos que todas las variables aleatorias estdn definidas en un
espacio completo de probabilidad (2, F,P). El siguiente resultado cldsico acerca del in-
tercambio de esperanza y limite pueden ser encontrados en cada libro de texto de teoria

de probabilidad [1], [6], [2], [30].

e (Convergencia Monétona) Supongamos (X,,) es una sucesién de variables alea-
torias tales que X, T X , X,, > Y P-a.s. para cualquier n y la variable aleatoria Y
satisface E(Y") > —oo. Entonces

Iim E(X,) = E(X).

n— o0

e (Convergencia Dominada) Supongamos (X,,) es una sucesién de variables alea-
torias tales que X,, - X, X, > Y P-a.s. para cualquier n y la variable aleatoria Y’
satisface E(Y") < co. Entonces

lim E(X,) = E(X).

n— oo

e (Lema de Fatuo) Supongamos (X,,) es una sucesién de variables aleatorias tales
que X, > Y P-a.s. para cualquier n y la variable aleatoria Y satisface E(Y') < oo.
Entonces

limsup E(X,,) > E(limsup X,,).

n—oo n—0o0

Para los modelos de decisién de Markov con horizonte infinito necesitamos el siguiente
resultado [13].
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Teorema C.1. Supongamos (X,) es una sucesion de wvariables aleatorias con
E >, X7 <00 0 E[Y 52, X | <oo. Entonces

ixk ixk] = iE(Xk).
k=1 k=1

k=1
Se necesita el concepto de convergencia débil cuando los procesos de tiempo continuo
tienen que aproximarse mediante interpolaciones de procesos en tiempo discreto.

=E

lim E
n—00

Definicién C.1. Supongamos que X, X1, Xo, ..., son variables aleatorias con valores en
un espacio métrico separable M. Entonces (Xn) converge débilmente en X si y sdlo si

lim E(f(X,)) =E(f(X))

n— oo

para cualquier funcion continua y acotada f: M — R.

C.2. Procesos estocasticos

A continuacién resumimos definiciones y hechos de los procesos de Markov a tiempo
discreto y martingalas. Para mds detalle ver [17] y para méas informacién de procesos a
tiempo continuo y prediccién ver [23].

Definicién C.2. Una familia de variables aleatorias (X, )nen, en un espacio de probabi-
lidad (Q, F,P) con valores en un espacio medible (E, €) es llamado un proceso estocdstico
(a tiempo discreto).

Definiciéon C.3. Sea (2, F,P) es un espacio de probabilidad.
a) Una sucesion de o-dlgebras (Fy,) es llamada una filtracion si Fo C Fp, C Fpe1 C F.

b) Un proceso estocdstico (X,) en (Q,F,P) es llamado (F,)-adaptado si X, es Fy
medible para cualquier n.

Si 7, = FX = 0(Xo,...,X,) ie. F,, es la mis pequena o-algebra tal que las
variables aleatorias Xg, ..., X, son medibles con respecto a F,, entonces (F,) es llamada
la filtracién natural de (X,). En este caso (X,) es trivialmente adaptado a (F,).

Ademaés, si una variable aleatoria Y es F--medible entonces existe una funcién medible
h: E"t — R tal que Y = h(Xy,..., X,), P-as.

Recordemos la siguiente definicién de kérnel estocéstico.
Definicién C.4. Un mapeo Q : € X E — [0,1] con las dos propiedades
i) B — Q(:|z) es una medida de probabilidad para cualquier x € E,
it) x — Q(B|-) es medible para cualquier B € €,

es llamado un kérnel (transicion) estocdstico.
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La segunda propiedad implica que cuando v : F X E — R es medible, entonces

T /v(x@’)@(dm’h)
es de nuevo medible siempre que la integral exista.

Definicién C.5. Un proceso estocdstico (X,,) es llamado un proceso de Markov (a tiempo
discreto), si existe una sucesion de kérneles estocdsticos (Qn) tal que

P(X7l+1 € B|‘FT)L() = P(Xn-‘rl € B|Xn) = Qn(B|Xn)

Si (@) no depende de n entonces el proceso es llamado proceso de Markov
estacionario (o homogéneo). La primera igualdad es llamadapropiedad de Markov.

Un proceso estocéstico (X,,) es un proceso de Markov si y sélo si existe variables
aleatorias independientes Z1, Zs, ... con valores en un espacio medible (£, 3) y funciones
medibles 75, : Ex Z — E, n=20,1,2,... tal que Xy es dada y

Xn+1 = Tn(Xnv Zn+1)a n =0, ]-7 21 s

Si el espacio de estados F del proceso de Markov estacionario (X,,) es finito o contable,
el kérnel de transicion es representado por una matriz estocastica P = (pi;)i jer, i-e.,
pij =0y Zj pi; = 1 para cualquier ¢ € E/' y se cumple

P(Xpt1 = j|Xn =) = pij-
En este caso también llamaremos a (X,,) una cadena de Markov.

Teorema C.2. (lonescu-Tulcea). Sea v es una medida de probabilidad en E y (Q,) una
sucesion de kérneles estocdsticos. Entonces existe una tunica medida de probabilidad P, en
E° tal que

]PU(B()X...XBNXEX...):/ QNfl(d(L'N‘fol)...Qo(dlﬂﬂxo)v(d:ﬂo)
BO BN

para cada conjunto rectdngulo medible By x ... x By € EN*L,
Definicién C.6. Un proceso estocastico (X,,) que es (Fyp)- adaptado y satisface E| X, | <
oo para cualquier n es llamado una (Fy,)-martingala si

E[Xpn41|Fn] = Xpn para cualquier n € IN.

El proceso (X,,) es llamado una (F,,)-supermartingala si

E[X,+1|Fn] < X, para cualquiern € IN.

El proceso (X,,) es llamado una (F,,)-submartingala si

E[X,+1|Fn] > X, para cualquiern € IN.

Note que la condicién E[X,, 11| F,] = X, para cualquier n es equivalente a E[X,,|F,] =
X, para cualquier n < m. A menudo, la filtracién no se menciona explicitamente en cuyo
caso se supone que es la filtracién natural del proceso.
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Definicién C.7.  a) Un proceso a tiempo continuo (Ny);>o con valores en Ng y Nog = 0
es llamado un proceso homogéneo Poisson con intensidad A > 0 si tiene incremento
independiente y para 0 > s < t el incremento Ny — Ny es una distribucion Poisson
con pardmetro A(t — s).

b) Un proceso estocdstico a tiempo continuo (Cy)i>o con valores en R y Co =0 es
llamado un proceso compuesto Poisson si es dado por

Ny
Ct = Z Yk,
k=1

donde (Ny) es un proceso Poisson y Y1,Ya, ... es una sucesion de distribuciones in-
dependientes e idénticamente distribuidas de vectores aleatorios cuyos valores estdn
en R? que es independiente de (Ny).

Definicién C.8. Un proceso estocdstico a tiempo continuo (Wy)i>o con valores en R y
Wy es llamado un proceso de Wiener o movimiento Browniano, si tiene caminos casi
sequramente continuos, incrementos independientes y para 0 > s < t tenemos Wy — Wy ~

N(0,t—s).

Definicién C.9. Denotamos por P la o-dlgebra en [0,T] x Q generada por cualquier
proceso adaptado con caminos continuos a la izquierda. Una funcion X : [0,T] x Q — RY
que es medible con respecto a P es llamado un proceso previsible. Por ejemplo algin
proceso continuo por la izquierda es previsible.

C.3. Ordenes estocasticos

Ordenes estocésticos son 6rdenes parciales sobre un conjunto de distribuciones. Aqui
consideramos el conjunto de todas las distribuciones de valor real de variables aleatorias.
En el caso multivariado es mas delicado ya que hay diferentes extensiones razonables del
caso univariado. Los érdenes estocasticos son una valiosa herramienta para la obtencién
de los limites sobre las medidas de rendimiento o para derivar resultados de sensibilidad.
Libros generales de érdenes estocasticos [18], [29]. El enfoque de este ultimo estd en las
aplicaciones. Una vista particular, hacia los temas de dependencia se puede encontrar en
[31], [19]. En [14] uno puede encontrar aplicaciones concernientes de el érden de los riesgos
actuariales. Propiedades de monotonia de sistemas estocéasticos tienen ha ser discutidos
ampliamente en [18], capitulo 5 y 6.

Definicién C.10. Una relacion binaria < en un conjunto arbitrario S es llamada una
predrden si

i) x X x para cualquier x € S (Reflexiva),
it) Six <y yy =z, entonces x < z (Transitiva).

Si < es también antisimétrica, i.e., si x <y y y < x implica que x = y, entonces = es
llamada una parcial de érden. (S, <) es llamado completamente ordenado si para algin
z,y € S cualquiera de los dos x <y 6y < x.
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C.3.1. El 6rden usual estocastico

Definicién C.11. La variable aleatoria X es llamada mas pequeria que la variable aleato-
ria Y con respecto al 6rden estocdstico (escrito como X >4 Y ), siP(X <t) > P(Y <)
para cualquier t € R.

En particular en la literatura econémica este 6rden es a menudo llamado primer érden
de dominancia estocastica y el simbolo <pgp es usado. Note que X <, Y implica que
P(X > t) <P(Y > t) para cualquier t € R, i.e., Y toma valores grandes con probabilidad
muy grande. Como se sigue de la definicién que la relaciéon de 6rden depende sélo en la
distribucién de X y Y, es comin también escribir PX <,, PY. Caracterizaciones ttiles
del 6rden estocastico se dan en el siguiente teorema.

Teorema C.3. Sea X y Y dos variables aleatorias. Las siguientes declaraciones son
equivalentes:

i) X <q4Y.

ii) Para cualquier funcion creciente f : R — R, se cumple que E[f(z)] < E[f(Y
) q : ple ¢ ,
siempre y cuando exista la esperanza.

iti) Existe un espacio de probabilidad (Q, F,P) y variables aleatorias X, Y en el tal
que X 4 X, Y Ly Yy X(w) < f’(w) para cualquier w € ).

Obviamente X <, Y implica E[X] < E[Y]. Ademads de esto, el 6rden estocéstico tiene
un nuimero importante de propiedades. Mencionamos algunas de ellas. Por ejemplo ver la
proxima Seccion.

Lema C.1. a) El drden estocdstico es cerrado bajo convolucion, i.e. si X1 y Xo son
variables aleatorias independientes asi como Y1 y Yo v X; <& Y; para i = 1,2,
entonces

X1+ Xy < Y1+ Y5.

b) El érden estocdstico es cerrado bajo mezclas, i.e. si X, Y y Z son variables aleatorias
con P(X <t|Z =2z2) >P(Y <t|Z = z) para cualquier t € R, P y casi cualquier z,
entonces X < Y.

¢) El érden estocdstico es cerrado con respecto a la convergencia débil, i.e. si X, <4 Y,
para cualquier n y (X,,) converge débilmente contra X, (Y,,) converge débilmente a
Y, entonces X <4 Y.

C.3.2. Razo6n de 6rden de verosimilitud

La razén de 6rden de verosimilitud es mas fuerte que el érden estocastico y es importante
para la comparacién de resultados en modelos Bayesianos. A menudo es mas facil para
verificar que el orden estocéstico.

Definicién C.12. La variable aleatoria X es llamada mds pequena que la variable alea-
toria Y con respecto a la razén de 6rden de verosimilitud (escrito como X <;. Y), si
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X y Y tienen densidades fx y fy con respecto a alguna medida dominada tal que para
cualquier s < t:

fx () fy (s) < fx(s)fv (1).

Note que la definicién es valida para variables aleatorias continuas asi como discretas
o mezclas de ambas. En el caso multivariado existe diferentes posibilidades para definir
la razén de 6rden de verosimilitud.

Teorema C.4. Si X yY son variables aleatorias con X <. Y, entonces también X <y
Y.

La siguiente caracterizacién es importante para la comprensién de la razén de érden
de verosimilitud y particularmente 1til en ajustes Bayesianos:

Teorema C.5. Sea X y Y son dos variables aleatorias. Las siguientes declaraciones son
equivalentes:

i) X<, Y.

it) Para cualquier evento A con P(X € A) >0 y P(Y € A) > 0 tenemos P(X < t|X €
A)>P(Y <tlY € A), t € R.

C.3.3. Orden convexo

Los 6rdenes convexos comparan la variabilidad de las variables aleatorias (en lugar del
tamafio como hace el 6rden estocéstico y razén de 6rden de verosimilitud ). Recordemos
que una funcién f : R — R es llamada convexa si para cualquier a € (0,1) y para
cualquier z,z’ € R:

flax + (1 - a)2’) < af(z) + (1 —a)f(a).
f es llamada concava si —f es convexa.
Definicién C.13. Sea X y Y son variables aleatorias con media finita.

a) X es mds pequenia que Y con respecto al drden convero (escribimos X <., Y ), si
E[f(X)] < E[f(Y)] para cualquier funcion convexa f para los cuales la esperanza
existe.

b) X es mds pequenia que Y con respecto al drden converxo creciente (escribimos X <;cp
Y), si E[f(X)] < E[f(Y)] para cualquier funcion convexa y creciente f para los
cuales la esperanza existe.

¢) X es mds pequenia que Y con respecto al drden concavo creciente (escribimos X <;e,
Y), si E[f(X)] < E[O(Y)] para cualquier funcion céncava y creciente f para los
cuales la esperanza existe.

El 6rden <;., es a menudo llamado sequndo érden estocdstico de dominancia en la
literatura econémica y el simbolo <ggp es usado, mientras el 6rden <;., es conocido como
el 6rden de pérdida detenida < en las ciencias actuariales. Ademads, no es dificil ver que
X <jer Y esequivalente a —Y <;., —X. Asi, en lo que sigue restringimos las declaraciones
al caso <. Ademds, seguimos inmediatamente de la definicién que X < Y implica
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Teorema C.6. Sea X y Y wariables aleatorias. Las siguientes declaraciones son equiva-
lentes:

i) X <e Y.

iti) Existe un espacio de probabilidad (2, F,P) y variables aleatorias X.Y en él con
x4 X, v < Y, tal que E[Y|X] = X P-a.s. y que P(Y < t|X =) > P(Y < t|X =
2') para cualquier t e R y x < a’.

Teorema C.7. Sea X y Y wariables aleatorias. Las siguientes declaraciones son equiva-
lentes:

i) E(X —t)y <E(Y —t)4 para cualquier t € R.

iii) Existe un espacio de probabilidad (2, F,P) y variables aleatorias X,V en él con
x4 X,y L Y, tal que B]Y|X] > X a.s. y que P(Y < t|X =) > P(Y < t|X =2/)
para cualquiert € R y x < 2.

Como <, implica <;.,, un interesante ejemplo es el siguiente:

C.3.4. Monotonia estocastica de procesos Markovianos

Supongamos (X,,) es un proceso Markoviano estacionario con espacio de estados E C R4
y kérnel de transicién estocdstica Q(B|z).

Definicién C.14. El kérnel estocastico Q es llamado mondtonamente estocdstico si para
cualquier funcion creciente v : E — R, la funcion

T /v(x')Q(dm'|x)

es creciente siempre y cuando la integral exista. Si Q define un proceso Markoviano (X,,)
entonces también decimos que (X,) es mondtonamente estocdstico.

De la definicién del 6rden estocédstico seguimos inmediatamente que el kérnel @ es
monétonamente estocdstico si y sélo si @ < o/, x, 2’ € E implica que Q(+|z) <s Q(:|2).
Si el espacio de estados E = {1,...,m} es finito y la probabilidad de transicién es dada
por P = (p);; entonces la cadena de Markov (X,,) es monétonamente estocastica si y s6lo
si para cualquier i,7 € F con ¢ < j

m m
Zpiu < ijl/7 ke E.
v=~k v=~k

Si denotamos por o € R™ la distribucién inicial, entonces aP™ es la distribucién de la
cadena de Markov a tiempo n € IN y (X,,) es monétonamente estocdstico si para alguna
distribucién inicial o y o/, o <4 o' implica aP™ <,; o/ P" para cualquier n € IN.
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Apéndice D

Herramientas de matematica
financiera

D.1. Teoria de precios sin arbitraje

En esta Seccién asumiremos algunos hechos de la fundamental teoria de precios sin arbi-
traje y observaremos el papel de las martingalas en opciones de precio. Para mas detalles
ver [10]. A continuacién suponemos un espacio de probabilidad con un filtro (2, F, (F,,),P)
es dado, donde Fy := {0,Q}. En este espacio existe d + 1 activos y el precio a tiempo
n =0,1,...,N de k activos es modelado por una variable aleatoria S* (ver capitulo 2
para una descripciéon detallada del mercado financiero). El activo S° es un activo sin
riesgo acotado que es usado como un numerario.

Definicién D.1.  a) Una medida de probabilidad Q en (Q,F) es equivalente a P si Q
y P tienen los mismos conjuntos nulos.

b) Una medida de probabilidad Q en (Q, F,,) es una medida de martingala si el proce-
k
so descontado de precios de valores de (g—g) es una (Fp)-martingala bajo Q para

cualquier k=1,...,d.
La siguiente caracterizacion sin arbitraje es crucial.

Teorema D.1. El mercado financiero es libre de arbitrajes si y sélo si existe una equi-
valente medida de martingala.

Definicién D.2.  a) Una reclamo de contingencia es una variable aleatoria H no ne-
gativa y Fn-medible.

b) Un reclamo de contingencia se dice ser alcanzable si existe un portafolio de estrategia
de autofinanciacion ¢ que reproduce la recompensa H ji.e.,

H=X{, P—as.

La estrategia de portafolio ¢ es llamada una estrategia réplica 6 estrategia de cober-
tura .
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¢) El mercado financiero es llamado completo si cada reclamo de derecho es alcanzable.

Teorema D.2. Consideremos que el mercado financiero admite las oportunidades sin
arbitraje. Entonces el mercado es completo si y sélo si existe una unica medida de mar-
tingala equivalente.

Definicién D.3. Consideremos que existen oportunidades sin arbitraje y H es un reclamo
de contingencia alcanzable. Si su precio w(H) es definido como la cantidad inicial que es
necesaria para replicar, i.e., si ¢ es una estrategia de cobertura entonces

m(H) := ¢3 + g - .

Teorema D.3. Consideremos que existen oportunidades sin arbitraje y Q es una medida
de martingala equivalente. Entonces el precio de reclamo de contingencia H es alcanzable
y puede ser calculado por

n(H) = Eq [;;V] .

Si el reclamo de contingencia H no es alcanzable, entonces un intervalo de precio de
libre arbitraje puede ser calculado por

H H
inf Eg | =1, Eyp | =
(629 ¢ {S?J oco [S%D
Donde Q es el conjunto de todas las equivalencias de medidas de martingalas.

Ejemplo D.1. (Modelo Binomial 6 Cox-Ross-Rubinstein). Si los pardmetros del modelo
binomial satisfacen

d<l+i<u

entonces el mercado admite oportunidades sin arbitraje y también es completo. Si deno-
tamos el espacio muestral en este modelo por

Q:={(w1,...,wn)|w; € {d,u}}

y R, (w) = w, entonces la dnica equivalente medida de martingala Q es determinada por

. 14i—-d
R = = = —
QBn=u)=q=——"
y el hecho que el relativo precio aleatorio cambia Ry, ..., Ry son independientes bajo Q.

O
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