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Dinamica post-markoviana de dos atomos de dos niveles
acoplados

José Bladimir Guzman Pérez
Puebla, Octubre de 2025

Resumen

El control y la preservacion del entrelazamiento cuantico en sistemas abiertos constituyen
desafios fundamentales para la realizacion practica de tecnologias cuanticas avanzadas.
Aungque la dinamica markoviana, ampliamente estudiada, ofrece una descripcion sencilla
y efectiva del decaimiento exponencial del entrelazamiento, no contempla la influencia
crucial que ejerce la memoria del entorno sobre la evolucion de sistemas cuanticos reales.
Esta limitacion deja una brecha importante en la comprension precisa del comportamiento
de sistemas cuanticos en situaciones experimentales, donde los entornos frecuentemente
presentan correlaciones temporales significativas.

En esta tesis, abordamos esta problematica a través de un estudio riguroso y detallado
de dos sistemas de dos niveles (2 TLS) en interaccién con un entorno bosénico con memoria,
utilizando condiciones iniciales que corresponden a estados de Bell maximamente entre-
lazados. Presentamos soluciones exactas tanto para el régimen markoviano como para el
post-markoviano, destacando como la presencia de memoria ambiental ralentiza y modula
la pérdida del entrelazamiento. Al implementar la concurrencia de Wootters como métrica
de entrelazamiento, evidenciamos fendémenos inéditos como la aparicion de oscilaciones y
revivals parciales en la dinamica post-markoviana.

Nuestros resultados proporcionan evidencia de que la memoria del entorno no solo modi-
fica cuantitativamente la tasa de decaimiento del entrelazamiento, sino que también genera
fendomenos cualitativamente nuevos, enriqueciendo nuestra comprension de los sistemas
cuanticos abiertos. Este trabajo ofrece, por tanto, una base sélida y nuevas perspectivas
para futuras investigaciones dirigidas al control 6ptimo del entrelazamiento cuantico bajo
condiciones experimentales mas realistas.

Palabras clave: Sistemas cuanticos abiertos, TLS, markoviana, post-markoviana, concurrencia,
estados de Bell, memoria, decoherencia, entrelazamiento, control cuantico.






Post-Markovian Dynamics of Two Coupled Two-Level
Atoms

José Bladimir Guzman Pérez
Puebla, October 2025

Abstract

Controlling and preserving quantum entanglement in open systems are crucial challenges
for developing advanced quantum technologies. Although the widely studied Markovian
dynamics effectively describe the simple exponential decay of entanglement, they do not
consider how the memory of the environment affects the evolution of real quantum systems.
This leaves an important gap in fully understanding quantum behavior under experimental
conditions, where environments often show significant temporal correlations.

In this thesis, we address this issue by carefully studying two two-level systems (2
TLS) interacting with a bosonic environment that includes memory effects, starting from
maximally entangled Bell states. We present exact solutions for both Markovian and post-
Markovian dynamics, highlighting how environmental memory slows down and modifies
entanglement loss. By using Wootters’ concurrence as our measure of entanglement, we
identify novel phenomena such as oscillations and partial revivals in the post-Markovian
regime.

Our findings clearly show that environmental memory not only changes how quickly
entanglement decays but also produces qualitatively new behaviors, enriching our under-
standing of open quantum systems. Therefore, this work provides a foundation and new
insights for future research aimed at optimally controlling quantum entanglement under
realistic experimental conditions.

Keywords: Open quantum systems, TLS, Markovian, Post-Markovian, concurrence, Bell states,
memory, Decoherence, entanglement, Quantum control.
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Introduccion

La necesidad de controlar y preservar fendmenos cuanticos como la coherencia y el entrela-
zamiento es uno de los mayores desafios actuales en fisica [1]. Tecnologias emergentes, como
la computacién cuantica y la criptografia cuantica [2], dependen fundamentalmente de la
capacidad para manipular y mantener estas delicadas propiedades cuanticas. Sin embargo, en
situaciones practicas, los sistemas cuanticos reales nunca estan completamente aislados, sino
que interactiian inevitablemente con un entorno externo, generando procesos irreversibles
que comprometen su funcionamiento. Entender como esta interaccién ambiental influye
en la dinamica de sistemas cuanticos es crucial para desarrollar estrategias efectivas de
proteccion y control.

Actualmente, la teoria de sistemas cuanticos abiertos ofrece diferentes aproximaciones
para describir estas interacciones. La mas conocida es la dindmica markoviana [3], adecuada
cuando los tiempos de correlacion del entorno son mucho mas cortos que las escalas carac-
teristicas del sistema. Bajo estas condiciones, la evolucién se describe rigurosamente por
ecuaciones maestras de tipo Lindblad, que garantizan completa positividad y una estruc-
tura de semigrupo. Este marco ha sido extraordinariamente fructifero tanto para obtener
soluciones analiticas como para disefiar y validar protocolos experimentales. Cuando dichas
condiciones dejan de cumplirse, la ausencia de memoria deja de ser una buena aproximacién
y se requieren extensiones no markovianas [4, 5], que capturan correlaciones temporales del
entorno a costa de desafios analiticos y numéricos adicionales.

En este panorama, el régimen post-markoviano emerge como una alternativa particular-
mente interesante [6]. Este formalismo incorpora efectos de memoria ambiental de manera
manejable, permitiendo interpolar entre la dindmica markoviana y escenarios con memoria
significativa, manteniendo al mismo tiempo tratabilidad analitica y una interpretacion fisica
transparente. No obstante, hasta ahora este enfoque habia sido aplicado principalmente a
sistemas simples, quedando pendiente la exploracion sistematica del caso bipartito, donde
efectos colectivos y de entrelazamiento enriquecen sustancialmente la dinamica.

Esta tesis aborda precisamente este vacio, presentando por primera vez una solucion
analitica completa para la dindmica post-markoviana de dos sistemas de dos niveles (2 TLS)
acoplados, fundamentales en muchas aplicaciones tecnologicas cuanticas. Nuestra investiga-
cién no solo extiende el formalismo post-markoviano al caso bipartito, sino que revela como
la memoria ambiental modula tanto la evoluciéon como la generaciéon de entrelazamiento. A
diferencia de estudios previos [7, 8], examinamos escenarios que van desde la evolucion de
estados inicialmente entrelazados —estudiando cémo la memoria ambiental puede prolongar
su vida util— hasta la generacién de correlaciones cuanticas a partir de estados separables, re-
velando asi el papel dual del entorno: aunque tipicamente actiia como un agente destructivo,
bajo condiciones de memoria puede facilitar la creaciéon y mantenimiento de correlaciones
cuanticas.

La presente tesis esta organizada de la siguiente manera:



En el Capitulo 1 se establecen las bases matematicas indispensables. Partimos de una
vision general sobre sistemas cuanticos abiertos y cerrados, para profundizar luego en la
estructura tedrica especifica de 1 TLS. Introducimos formalmente el operador de densidad
[9], con estados puros y mixtos, valores esperados y pureza. Finalmente, abordamos las
ecuaciones maestras que gobiernan la dindmica markoviana y post-markoviana, sentando
asi los fundamentos para el analisis de los capitulos posteriores.

El Capitulo 2 analiza el régimen markoviano, donde el entorno se presenta como un
agente sin memoria, que actila de manera instantanea sobre los sistemas cuanticos. Aqui,
encontramos soluciones exactas de la ecuacion de Lindblad para sistemas de 1 TLS y de 2 TLS.
El régimen markoviano no solo proporciona claridad conceptual, sino que ademas permite
soluciones analiticas cerradas permitiéndonos identificar de manera precisa como decaen
exponencialmente las coherencias y como se degrada el entrelazamiento, estableciendo asi
un punto de referencia indispensable para contrastar con escenarios mas complejos.

En el Capitulo 3 exploramos el régimen post-markoviano, introduciendo la memoria
ambiental a través del nucleo de memoria en la ecuaciéon maestra propuesta por Shabani
y Lidar [6]. Este régimen permite observar fenémenos fascinantes, como la recuperacion
parcial de coherencias y resurgimientos del entrelazamiento, destacando la influencia del
pasado en la dinamica actual del sistema. Derivamos soluciones exactas generales para
sistemas de 1 TLS y 2 TLS, analizando explicitamente la evolucién de estados de Bell en
presencia de memoria. Ademas, mostramos como se recupera el limite markoviano cuando
el parametro de memoria es muy grande.

Finalmente, el Capitulo 4 profundiza en la dinamica del entrelazamiento cuantico en
ambos regimenes. Utilizando la concurrencia como medida cuantitativa, estudiamos tanto
la evolucion de estados inicialmente entrelazados como la generacion de entrelazamiento
a partir de estados separables. Observamos como la memoria ambiental induce comporta-
mientos no triviales —como oscilaciones, resurgimientos y una generacion mas sostenida
de correlaciones— en contraste con el decaimiento exponencial caracteristico del régimen
markoviano.

En conjunto, esta investigacion proporciona herramientas analiticas y conceptuales para
entender y aprovechar los efectos de memoria ambiental en sistemas cuanticos compuestos.
Esperamos que estos aportes no solo enriquezcan nuestra comprension fundamental de los
sistemas cuanticos abiertos, sino que también inspiren nuevas estrategias para transformar
lo que tradicionalmente se consideraba una limitaciéon —la interaccion con el entorno— en
un recurso explotable para tecnologias cuanticas mas robustas y eficientes.



CAPITULO 1
Sistemas cuanticos abiertos

El contraste entre el determinismo clasico y la indeterminacién cuantica ha desafiado a la
fisica desde los albores de la teoria cuantica. Mientras el formalismo de Schrodinger predice
superposiciones arbitrarias de estados, la experiencia macroscopica se manifiesta definida
y categorica. Esta aparente contradiccion se resuelve al reconocer la inevitabilidad de las
interacciones ambientales: todo sistema fisico esta intrinsecamente acoplado a grados de
libertad inaccesibles, que actiian como un registro de su evolucion.

Este acoplamiento sistema-entorno genera un fenémeno de seleccion ambiental donde
ciertos estados cuanticos —aquellos compatibles con los observadores clasicos— se tornan
privilegiados, dinamicamente. La decoherencia, lejos de ser un mero artefacto teérico, opera
como un mecanismo de emergencia termodinamica que filtra las superposiciones cuanticas,
estableciendo una jerarquia entre lo observable y lo prohibitivo. En tecnologias cuanticas,
esta interaccion dual representa tanto un obstaculo (degradacién de superposiciones) como
un recurso (canalizacién controlada de informacion). Es precisamente esta dualidad la que
impulsa nuevas estrategias en ingenieria cuantica, donde el objetivo ya no es eliminar
completamente el entorno, sino aprovechar sus caracteristicas intrinsecas para optimizar
protocolos cuanticos robustos.

La transicion entre el comportamiento cuantico y la realidad clasica no es una frontera
estatica, sino un paisaje dindmico moldeado por interacciones ambientales. Este capitulo
desentrafia los principios que gobiernan sistemas cuanticos en didlogo constante con su
entorno, donde la unitariedad de la evolucion se fractura para revelar fenémenos emergentes
como la decoherencia y la relajacion. La frontera entre lo clasico y lo cuantico, tradicio-
nalmente considerada rigida, ahora se presenta como un continuo donde la interaccion
sistema-entorno establece reglas dinamicas que gobiernan la emergencia de fenémenos
colectivos y macroscopicos.

Al abandonar la idealizacion de sistemas cerrados, se construye un formalismo mate-
matico capaz de describir intercambios de informacion cuantica con grados de libertad
inaccesibles. Desde modelos simplificados de dos niveles hasta ecuaciones maestras no
markovianas, cada herramienta tedrica ilumina facetas de un mismo problema: como la
irreversibilidad ambiental redefine los limites del control cuantico. Este enfoque permite una
descripciéon mas precisa y profunda, revelando como efectos sutiles como las correlaciones
ambientales y la memoria influyen decisivamente en la dinamica del sistema cuantico.

Este marco no solo explica la emergencia de propiedades clasicas, sino que también esta-
blece las bases para resolver analiticamente la dindmica de TLS en regimenes markovianos
y post-markovianos. A través de operadores de densidad, superoperadores de Lindblad y
nucleos de memoria, se teje un puente entre la abstraccién matematica y aplicaciones en
dispositivos realistas. Las secciones siguientes exploraran cémo estos conceptos permiten
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modelar la evolucion de coherencias, poblaciones y entrelazamiento, sentando las bases para
los capitulos 3 y 4, donde se resolveran sistemas de uno y dos TLS en ambos regimenes.

1.1. DINAMICA CUANTICA

La dinamica cuéntica abarca un espectro amplio de fenémenos donde los sistemas pueden
encontrarse perfectamente aislados, preservando su coherencia y evolucionando tnicamente
bajo sus propias reglas internas, o bien, interactuando inevitablemente con su entorno,
perdiendo informacion de forma irreversible. Para entender cabalmente estas situaciones,
conviene distinguir claramente entre dos escenarios fundamentales: aquellos sistemas que
permanecen herméticamente aislados, y aquellos cuya evolucion esta determinada significa-
tivamente por influencias externas. Estos dos marcos representan extremos conceptuales
esenciales para abordar con rigor la descripcion fisica de la realidad cuantica.

1.1.1. Sistemas cuanticos cerrados

En el &mbito de la fisica cuantica, un sistema cerrado se define como una entidad tedrica que
no intercambia energia, materia ni informacién con su entorno externo. Matematicamente,
su dinamica se rige por la ecuacion de Schrodinger, la cual garantiza una evolucion temporal
determinista y reversible, descrita mediante operadores unitarios. Esta unitariedad preserva
la norma del estado cuantico, asegurando la conservacion de probabilidades y, en sistemas
con hamiltonianos independientes del tiempo, la energia total se mantiene constante.

Sea H el espacio de Hilbert asociado al sistema. La dinamica esta descrita por la ecuacion
de Schrodinger:

. d .
i V() = F o) (1)

donde H es el operador hamiltoniano del sistema (hermitico: H = H'), y |l//(t)> es el vector
de estado del sistema. La evolucion temporal se expresa mediante un operador unitario
U(t,ty):

d DA
ihEU(t, ty) = HU(t, 1y). (1.2)

Esta es la ecuacion de Schrodinger para el operador de evolucion temporal. Hay tres casos
para esta ecuacion que deben tratarse por separado [10].

Caso 1. Si el hamiltoniano es independiente del tiempo, la solucion a (1.2) es:

[9(1)y = Ot t0) [$(0)), Ut t5) = e~ (1.3)

La unitariedad (UTU = 1) garantiza la conservacion de la probabilidad (((¢)|y/(t)) = 1)
para todo t, y la reversibilidad temporal, reflejando la conservacion estricta de energia y
coherencia.

Caso 2. Si el operador hamiltoniano H depende del tiempo, pero con H conmutando en
diferentes tiempos. La solucién formal a la ecuacion (1.2) en este caso es:

U(t, ty) = exp (—% ftH(t’)dt’> . (1.4)

Esta expresion generaliza la exponencial de operadores al caso no auténomo, preservando
unitariedad y determinismo.
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Caso 3. Si H no conmuta en diferentes tiempos. La solucién formal en esta situacion
viene dada por:

X 0 .\ N pt t b1 . X X
Ultty) =1+ ) (—%) L dtlﬁ dtz---ﬁ dt,H(t)H() - H(t),  (1.5)
n=1 0 0 0

la cual es conocida como la serie de Dyson.

Pese a su utilidad tedrica, los sistemas cerrados representan una idealizaciéon que solo
se aproxima a sistemas fisicos reales en condiciones extremas de aislamiento, como en
cavidades superconductoras de QED cuantica o trampas de iones ultraenfriados. Su descrip-
cion unitaria es fundamental para algoritmos cuanticos, donde la coherencia se preserva
durante operaciones logicas, y en protocolos de metrologia que explotan superposiciones
sin decaimiento. Sin embargo, esta idealizacion falla al considerar que todo sistema real
interactda, aunque sea débilmente, con grados de libertad externos —un entorno térmico,
campos fluctuantes o instrumentos de medicion—. Estas interacciones rompen la unitariedad,
introduciendo disipacion y decoherencia que degradan superposiciones cuanticas. Asi, mien-
tras los sistemas cerrados capturan la esencia de la reversibilidad microscopica, la transiciéon
a sistemas abiertos se vuelve indispensable para modelar efectos termodinamicos, relajaciéon
a equilibrio y limites fundamentales en tecnologias cuanticas.

1.1.2. Sistemas cuanticos abiertos

Un sistema cuantico abierto se caracteriza por su intercambio dinamico e irreversible con un
entorno externo (Figura 1.1), rompiendo la unitariedad idealizada de los sistemas cerrados.
Aqui, la evolucién no esta dictada unicamente por el hamiltoniano del sistema, sino que
incorpora efectos de fluctuaciones, disipacion de energia y correlaciones cuanticas con el
medio. Esta interaccion se modela mediante ecuaciones maestras, que describen procesos no
unitarios, donde la coherencia cuantica se degrada progresivamente debido a la influencia
del medio.

Sistema total

(S+& Hs ®Hs, p)

Entorno (&)
(&, He, pe) A

Sistema (S)
(S, Hs, ps)

Figura 1.1: Representacion de un sistema cuantico abierto S interactuando con su entorno
&. Las flechas negras simbolizan la interaccion bidireccional Hsg, responsable de
procesos como decoherencia y disipacion.

En el estudio de sistemas cuanticos abiertos, consideramos un sistema principal S que
interactia de manera no trivial con un reservorio ambiental & [3]. Este ultimo actia como
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un banco de memoria cuantica, almacenando informacion y energia intercambiada durante
la evolucioén. El sistema conjunto $ + & se describe mediante espacios de Hilbert comple-
mentarios: Hg para el subsistema de interés y Hg para el ambiente. El espacio total se define
como el producto tensorial H = Hs ® Hg. Los estados fisicamente admisibles del sistema
global se representan mediante operadores densidad p, que abordamos en la §Seccion 1.3.

En sistemas cuanticos abiertos, el estado efectivo de un subsistema de interés S no
puede describirse de manera aislada, pues esta intrinsecamente entrelazado con los grados
de libertad de su entorno &. Para acceder a una descripcion practica, se recurre a la traza
parcial, una operacién matematica que “promedia” los efectos del entorno, permitiendo
enfocarse inicamente en la evolucién del subsistema S. Este proceso no elimina la influencia
ambiental, sino que la encapsula en términos estadisticos, revelando cémo la interaccion
con el entorno degrada coherencias cuanticas y redistribuye energia. La dinamica global del
sistema compuesto esta gobernada por un operador hamiltoniano [3,11,12]:

H= I:IS ®1ls + 1sg ®I:Ia + I:ISE; , (1.6)
—_—— —_—— ——
Subsistema Entorno Interaccion

donde Hgg modela la interaccion sistema—entorno. La dindmica exacta de pg(t) requiere
resolver la ecuacion de von Neumann la cual, bajo las aproximaciones de acoplamiento débil
y memoria corta, esta descripcion se reduce a una ecuacion maestra markoviana para pgs(t),
como se detallara en la §Seccion 1.4.

1.2. SISTEMAS DE DOS NIVELES (TLS)

Los sistemas de dos niveles (TLS por sus siglas en inglés) son la manifestacion fisica de un
bit cuantico o qubit —la unidad fundamental de informacién cuantica— [13]. Mientras un bit
clasico solo puede asumir valores 0 6 1, un qubit existe en una superposicién cuantica de
ambos, permitiendo procesar informacion en paralelo mediante interferencia cuantica.

En la base computacional {|0),|1)}, cualquier estado puro de un qubit (hasta una fase
global) puede parametrizarse como

ly) = cos(%) 0> + € sin(%) 11>, @elo,x], ¢co,21). (1.7)

Esta parametrizacion (véase la Figura 1.2) cubre todos los estados puros y es equivalente
aly) =al0)+ B]1) con a = cos(6/2), f = e sin(6/2), lo cual garantiza |a|> + |B|* = 1.
Aqui, 0y ¢ son coordenadas esféricas: 6 controla la proporcion entre |0) y |1), mientras que
¢ representa la fase relativa responsable de la interferencia cuantica.

La capacidad de los TLS para existir en superposiciones coherentes de estados base
—visualizadas geométricamente en la esfera de Bloch— constituye el cimiento de tecnologias
cuanticas revolucionarias. En computacién cuantica, los TLS implementan qubits fisicos
en arquitecturas como circuitos superconductores (IBM Quantum) [14, 15] y trampas de
iones (Honeywell) [16] , donde pulsos de microondas o laser inducen rotaciones precisas
en la esfera de Bloch, ejecutando operaciones logicas. El entrelazamiento entre dos qubits
requiere interacciones especificas entre ellos; en esta seccion nos enfocamos Gnicamente en
el comportamiento de un TLS y en su representaciéon geométrica.
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10)

Figura 1.2: Representacion del estado cuantico |[/) = @ |0) 4+ f|1) en la esfera de Bloch.

Cuando el TLS interactia con su entorno, su evoluciéon ya no es puramente unitaria:
las superposiciones se atentan y las poblaciones pueden redistribuirse. Este efecto puede
describirse con ecuaciones maestras que incorporan la influencia del entorno. Mas adelante
compararemos dos descripciones estandar —markoviana y post-markoviana— para analizar
como cambia la dinamica segtin haya o no efectos de memoria ambiental.

En sintesis, el TLS ofrece un lenguaje geométrico directo (la esfera de Bloch) y un modelo
minimo para estudiar preparacion, control y pérdida de propiedades cuanticas. Por esa
razon lo tomamos como punto de partida del capitulo y como base para los analisis que
desarrollaremos en las secciones siguientes.

1.3. OPERADOR DE DENSIDAD

El operador de densidad, también conocido como matriz densidad, es una herramienta
fundamental en mecéanica cuantica para describir sistemas cuanticos en estados puros,
mezcla estadistica o en interaccion con entornos. A diferencia del vector de estado |¢/), que
solo puede representar sistemas aislados y perfectamente conocidos, el operador de densidad
permite modelar sistemas con incertidumbre clésica (ignorancia sobre el estado preparado)
y cuantica (decoherencia). Esta seccion desarrolla el formalismo matematico, propiedades
fisicas y aplicaciones avanzadas del operador de densidad, sentando las bases para la teoria
de sistemas cuanticos abiertos.

Definicion 1. Para un sistema cuantico genérico, el operador de densidad se define como:

p=2pilWil, piz0 Y ipi=1, (1.8)

para un ensamble estadistico de estados puros {|¢/;)} con probabilidades {p;}.

Este operador acttia en el espacio de Hilbert H y satisface tres propiedades fundamentales
[17]:

« Hermiticidad: p = pF,

« Positividad completa: p > 0,

« Traza unitaria: Tr[p| = >, pi Tr[|yi) (%l] = 2 pi = 1

« Condicion de traza: Tr[pz] <L
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Estas propiedades establecen las propiedades esenciales del operador de densidad, per-
mitiéndole describir sistemas cuanticos con informacién completa o parcial. A diferencia
del enfoque convencional basado en vectores de estado, este formalismo no solo representa
coherencia cuéntica en estados puros, sino también incertidumbre clasica mediante mezclas
estadisticas. Su versatilidad lo hace fundamental en el estudio de subsistemas entrelazados,
termodinamica cuantica y preparaciones no ideales. La distincion entre estados puros y
mixtos, que analizaremos a continuacion, revelara como este operador unifica y generaliza
la descripcion cuantica, trascendiendo las limitaciones de los vectores de estado.

1.3.1. Estados puros y mixtos

El formalismo del operador de densidad describe de manera unificada dos clases de estados
cuanticos: estados puros y estados mixtos. La diferencia entre ambos esta en la informacion
que codifican y en sus propiedades matematicas.

Un estado puro corresponde a la descripcion maxima del sistema y esta representado por
un proyector de rango uno, p = |/ ¥/, con |/) normalizado. Este operador es idempotente

(p? = p) y no contiene mezcla estadistica. Para fijar ideas, si [¢/) = (|0) + [1))/+/2, entonces
1

su matriz densidad es p = % ; los elementos fuera de la diagonal reflejan coherencias
1 1

en la base elegida.
Para cuantificar el “grado de mezcla” introducimos la pureza del estado:

P(p) = Tr[p’].

Con esta definicién, P = 1 si y solo si el estado es puro (equivalentemente, p?> = p); en
el ejemplo anterior, # = 1. En espacios de dimension finita d, el estado de maxima mezcla
p=1/dtiene P = 1/d.

Un estado mixto describe conocimiento estadistico incompleto (por mezcla de prepa-
raciones o por reduccion de un sistema compuesto) y puede escribirse como combinaciéon
convexa de proyectores, p = > . p; [ ){¥i|, con p; = 0y > . p; = 1. En general ya no es
idempotente y su pureza es estrictamente menor que 1. Por ejemplo, la mezcla equiprobable
p = 210)(0] + 1]1)(1| se representa como 11y cumple P = 1;la ausencia de términos fuera
de la diagonal indica pérdida total de coherencia en esa base.

Fisicamente, la distincion es clara: un estado puro puede mostrar incertidumbre cuantica
(superposicion), mientras que un estado mixto incorpora ademas incertidumbre clasica. En
sistemas compuestos, tomar la traza parcial de un estado entrelazado produce, en general,
un estado reducido mixto, ilustrando como el entrelazamiento genera mezcla estadistica en
los subsistemas.

1.3.2. Valores esperados

Podemos calcular los valores esperados mediante la operacion de traza. La traza de un
operador A es simplemente la suma de los elementos diagonales de la matriz con respecto a
cualquier conjunto completo y ortonormal de estados |n):

Tr[A] = ) (nlAln). (1.9)

En el formalismo del operador de densidad, el calculo de valores esperados adquiere una
generalizacion natural que unifica la descripcion de estados puros y mixtos. Para cualquier
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observable fisico representado por un operador hermitico A, el valor esperado se obtiene
mediante la operacion de traza:
(A) = Tr[pA], (1.10)

donde p es el operador de densidad del sistema. Esta expresion engloba tanto casos de
conocimiento completo (estados puros) como parcial (estados mixtos), preservando la con-
sistencia con la mecénica cuantica estandar. Esta formulacién no solo preserva la estructura
probabilistica de la mecanica cuantica, sino que también establece un puente matematico
entre descripciones microscopicas y macroscopicas.

1.3.3. Operador de densidad reducido

El formalismo del operador de densidad no solo unifica la descripciéon de estados puros y
mixtos, sino que también permite abordar sistemas cuanticos compuestos donde solo se
tiene acceso parcial a la informacion.

Considérese un sistema total dividido en dos subsistemas, A y B, cuyo estado conjunto esta
descrito por un operador de densidad p”2. Si el interés recae inicamente en las propiedades
fisicas del subsistema A, cualquier prediccion experimental sobre A debe prescindir de la
informacion asociada a B. Esta necesidad de ignorancia controlada se resuelve mediante la
operacion de traza parcial, que define el operador de densidad reducido para el sistema A y
B [13]. Sea {|a;)} una base ortonormal de Ay {|b;)} una de B. Los elementos de matriz de

pAB en la base producto se definen por
pirjt = {aibi|p*’labr) . (1.11)
Con esos elementos, la expansion general de pA5
= D pikjila {aj| @ be) (bil . (1.12)
i,j.k,l

La traza parcial sobre B y sobre A, respectivamente, se definen como

,0 TI' Z Pik,jl |al> <a]|Tr |bk> <bl| = Z Pik,jk |ai> <aj| >

i,jk,l i.j.k
(1.13)
pP = Tra[p?f] = Z pikji Tr[laiy {a;|] by (bil = Zpik,il |bi) b1 -
ijkl ik,

Consideremos el ejemplo de un sistema compuesto AB en el estado entrelazado (Bell):

|\}/+> = \f (1004 ®10)5 + 1), ® [1)p),

con operador de densidad global p#? = |\I’+><\I’+| Para obtener el estado reducido del
subsistema A, aplicamos la traza parcial sobre B:

(10) €01, + 11)<1l,) -

[\JI»—A

pt = Trp[p*’] =

Este resultado es un estado mixto con igual probabilidad de encontrar A en |0) o |1), a pesar
de que el estado global es puro. La operacion de traza parcial ha convertido correlaciones
cuanticas (entrelazamiento) en una mezcla estadistica clasica, evidenciando como la pérdida
de informacion sobre B degrada la coherencia cuantica de A.
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1.3.4. Evolucion temporal

En sistemas cerrados, la dinamica del operador densidad sigue una trayectoria unitaria
gobernada por la ecuacion de von Neumann [3]:

dp 1
dt i
que generaliza la ecuacion de Schrodinger para operadores de densidad. Aqui L es el
superoperador liouvilliano, definido como L[] = X[H, -]. Los superoperadores, a diferencia

de los operadores convencionales, actiian sobre matrices (operadores de densidad) en lugar
de vectores de estado, generalizando asi el espacio de operaciones cuanticas.

[H,p] = Lp, (1.14)

En sistemas aislados, la dinamica de la matriz de densidad sigue una evolucion gobernada

por operadores unitarios. Concretamente, el propagador temporal U(t) — e~ iHt/h actta
sobre el estado inicial p(0), modelando su transformacién en el tiempo:
p(t) = U(0)p(0)UT (1) = e~/ p(0)eHt/M, (1.15)

Esta formulacion muestra que, en sistemas cerrados, la evolucion unitaria preserva el
espectro de la matriz de densidad global; en particular, la pureza permanece constante:

Tr[p®] = Tr| U(2)p(0) Uto p(0)0T | = Tr[pz(O)lA]UT] = Tr[p*(0)] (1.16)

donde hemos usado la propiedad ciclica de la traza.

Sin embargo, ni la coherencia respecto de una base fija ni el entrelazamiento respecto de
una biparticion se conservan en general bajo una transformacion unitaria cualquiera: solo
permanecen invariantes frente a transformaciones locales (del tipo Uy ® Up). En sistemas
compuestos, una operacion unitaria con interaccion puede convertir un estado producto en
uno entrelazado (y la inversa también), y los estados reducidos de los subsistemas pueden
volverse mixtos aun cuando el sistema total siga siendo puro.

Por ejemplo, si partimos de (|00) + |11))/4/2 y aplicamos la inversa (CNOT seguida de
Hadamard en el primer qubit) volvemos a |00): el entrelazamiento desaparece aunque la
pureza global no cambid; de forma analoga, un Hadamard sobre |0) crea (y al aplicarlo de
nuevo elimina) coherencia en la base computacional, también sin cambiar la pureza.

El superoperador £ en la ecuacion de von Neumann es solo un ejemplo de una clase
mas amplia de superoperadores que describen dinamicas cuanticas. En sistemas abiertos,
por ejemplo, la evolucién se modela mediante superoperadores no unitarios como los de
la ecuacion de Lindblad, que incluyen términos disipativos. En la siguiente subseccion,
exploraremos formalmente la teoria de superoperadores y las definiciones mas relevantes.

1.4. REGIMEN MARKOVIANO

En el estudio de sistemas cuanticos abiertos, el régimen markoviano emerge como un marco
tedrico esencial para describir dindmicas donde las interacciones sistema-entorno operan en
escalas temporales drasticamente separadas. Este régimen se caracteriza por dos propiedades
fundamentales:
1. Separacion de tiempos: La escala temporal caracteristica del entorno, 7z (tiempo de
correlaciéon ambiental), es mucho menor que la del sistema, 75 (75 < 75).
2. Pérdida rapida de memoria: Las correlaciones cuanticas entre el sistema y el entorno
decaen exponencialmente, sin retroalimentacion significativa.
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Estos postulados implican que el entorno acttia como un “bano ideal” que no retiene
informacion sobre el estado pasado del sistema, permitiendo modelar la evoluciéon mediante
ecuaciones diferenciales locales en el tiempo.

Este formalismo encuentra aplicaciones en sistemas donde el acoplamiento ambiente-
sistema es débil y las fluctuaciones ambientales son rapidas, como en: Qubits superconduc-
tores sometidos a ruido térmico de microondas, &tomos en cavidades opticas con fugas de
fotones o espines nucleares en campos magnéticos fluctuantes.

Sin embargo, su validez se limita a escenarios donde los efectos de memoria ambiental
(no markovianos) son despreciables. Cuando 7z ~ 75, la dinamica exige extensiones post-
markovianas, como se discutira en la §Seccion 1.5.

1.4.1. Dinamica de sistemas abiertos

La matriz de densidad p contiene mas informacion de la necesaria para describir al sistema S,
por lo que uno de los propdsitos en los sistemas cuanticos abiertos es analizar, ya sea analitica
o numéricamente, el comportamiento dinamico de un conjunto limitado de variables que
representan al subsistema S. Para lograr esto, se intenta comunmente suprimir las variables
del entorno de las ecuaciones dindmicas y obtener una ecuacién de movimiento efectiva
para el estado reducido pgs, conocida como la ecuacion maestra [3]. En general, la ecuacion
maestra esta dada por una expresion de la forma

@ ps = TH ps) + Dps = Lps (117
ih

donde L es un superoperador, es decir, un operador que actia sobre otro operador. El
hamiltoniano H Zg es un hamiltoniano modificado y el término Dpg es el responsable de la
dinédmica no unitaria.

Suponiendo que el estado del sistema compuesto § + & se representa mediante una
matriz de densidad global p, la descripcion efectiva del subsistema S se obtiene al eliminar
los grados de libertad del entorno mediante la traza parcial:

ps =Trgp (1.18)

Al tratarse de un sistema aislado, la evolucion temporal de p esta determinada por una
transformacion unitaria, lo cual permite expresar la dindmica del subsistema como:

ps(t) = Tre [ff(t, 0)p(0)01 (1, 0)] . (1.19)

donde U(t,0) es el operador de evolucién temporal del sistema total. Si tomamos la traza
parcial sobre el entorno en ambos lados de la ecuacién (1.14), la ecuacidon de movimiento
para la matriz de densidad reducida es:

%ps(t) _ _% Trg[H(t), p(1)]. (1.20)

1.4.2. Semigrupos dinamicos cuanticos

La evolucion del sistema reducido, determinada por las relaciones exactas (1.19) y (1.20),
exhibe un grado de complejidad matematica en su formulacién general. Para abordar la
dinamica de sistemas reducidos, una estrategia clave radica en emplear los denominados
mapas dinamicos. [3,18]. Para ello, se supone que el sistema y el entorno estan desacoplados
entre si al principio y que el entorno permanece constante en el tiempo p(0) = ps(0) ® ps,
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donde ps(0) es el estado inicial del sistema reducido S y pg representa algin estado de
referencia del entorno. De esta manera la evolucion temporal del sistema reducido esta
descrita por

ps(t) = Trg [U(1,0)p(0)01(1,0)]| = Tra[U(1,0)(ps(0) @ pe)UT (1, 0)].  (1.21)

Este mapa que describe el cambio del sistema abierto a lo largo del tiempo ¢ se denomina
mapa dinamico (ver Figura 1.3).

Evolucién unitaria

p(0) = ps(0) ® pg p(t) = U(£,0)[ps(0) ® pg]UT(2,0)
Trg l lTrg
ps(0) Mapa dindmico  Ps(t) = V()ps(0)

Figura 1.3: Esquema de conmutaciéon del mapa dinamico V(t).

Esto se puede utilizar para especificar un mapa dinamico que calcula la matriz de densidad
del sistema en un momento dado en el tiempo, el cual formalmente esta definido como [3]:

V(t) :7‘(5 — 7‘(5

(1.22)
ps(0) — ps(t) = V(t)ps(0).

A partir de la definicién anterior, entenderemos por V() el mapa que lleva el estado
reducido del sistema en t = 0 al estado en el tiempo t: ps(t) = V(¢)ps(0). Para que sea
fisicamente admisible, V(¢) debe ser completamente positivo y preservador de traza (CPTP).
En dimension finita esto es equivalente a la forma de Kraus [19]:

V()p = Y Ka(t) pKL(t), Y KL(1Kq(t) = 1. (1.23)

Esta representacion garantiza, sin mayor detalle aqui, la conservacion de la traza y de la
hermiticidad del estado reducido.

En lo que sigue trabajaremos con familias V(¢) que son CPTP. La estructura especifica
del régimen markoviano y su ecuacion maestra se presentaran en la siguiente seccion.

1.4.3. Ecuacion maestra de Lindblad

El marco mas elemental para modelar procesos cuanticos abiertos se sustenta en el enfoque
markoviano, una aproximacion que simplifica la descripcion dindmica al asumir un desacople
rapido de correlaciones ambientales. En esencia, esta hipotesis postula que las interacciones
entre el sistema y su entorno generan correlaciones temporales 7g que se desvanecen
rapidamente en comparacion con la escala temporal caracteristica de evolucion del sistema
TS.

Bajo esta perspectiva, el tiempo de memoria del entorno g —asociado al decaimiento de
autocorrelaciones— es insignificante frente al tiempo de relajacién o decoherencia zs, donde
el estado del sistema experimenta cambios observables. La validez de la aproximacién se
condensa en la relacion de escalas temporales 7g « 75 la cual permite despreciar efectos de
memoria y formular ecuaciones maestras locales en el tiempo.
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Aunque la formulacién es ampliamente aplicable, se puede simplificar considerablemente
al suponer que {V(t) : t = 0}, con V(0) = 1, cumple con la propiedad de markovianidad
(no tener memoria), es decir,

V(t+5,0)=V(,0)V(s,0) Vit s=0, (1.24)

es decir, forma un semigrupo dindmico cuantico (dindmica markoviana y homogénea en el
tiempo).

La clave de la ecuacion anterior es que el desarrollo futuro de un sistema abierto se
determina solo por su estado presente, sin tener en cuenta el camino que haya recorrido
anteriormente. La ecuacion que describe como cambia ps(t) a lo largo del tiempo es de
naturaleza temporal local, lo que se puede comprobar facilmente a partir de la siguiente
identidad resultante de la propiedad de divisibilidad [20]

ps(tz) = V(tz, t1)ps(tr). (1.25)

De aqui se deduce el hecho de que la evolucion del sistema en el tiempo t, inicamente
esta influenciada por su estado en t;. Esto significa que la evolucion es independiente de
cualquier estado anterior a t;, indicando que el sistema no retiene memoria de su pasado antes
de ese punto en el tiempo. Ademas, si se cumple la condicion de Markov, la familia de mapas
dindmicos, parametrizados por el tiempo t, forma un semigrupo dindmico {V(¢)|t = 0}, con
la propiedad de semigrupo de la ecuacion (1.24). Lindblad demostr6 en 1976 [21] que existe
un generador infinitesimal, £, del semigrupo que permite escribir el mapa dinamico V(t)
del sistema reducido como

V(t) = et (1.26)

esta representacion da lugar a una ecuacioén diferencial de primer orden para la matriz
densidad reducida, ps = Lps, que es la ecuaciéon maestra cuantica markoviana. Esta
ecuacion es muy importante, debido a que bajo ciertas aproximaciones se obtiene su forma
mas general, conocida como la ecuaciéon maestra de Lindblad [22]

d?—1

d J BN Yk

7PS = E[Hssps] + ) o <2LkPL]I - L;ELkP - PLZLk) = Lps, (1.27)
k=1

donde d = dim(Hs), £ es el generador de Lindblad, Hs un hamiltoniano efectivo del sistema
S, {Li} operadores de disipasion, y yx > 0 tasas de decaimiento.

El primer término corresponde a la parte unitaria de la evolucion del sistema, mientras que
los operadores Ly, denominados operadores de Lindblad, representan los distintos mecanismos
de decaimiento del sistema. Las cantidades yx, que son siempre positivas, actian como tasas
de relajacion asociadas a cada modo de decaimiento dentro del sistema abierto.

Cabe sefialar que mientras Lindblad formulo esta ecuacioén en el contexto de dimensién
infinita y para operadores de Lindblad acotados, Gorini, Kossakowski y Sudarshan (GKS)
la derivaron en el contexto de sistemas de dimensidn finita [23, 24]. Esta formulacién
general, conocida como la ecuacién de Gorini-Kossakowski-Sudarshan-Lindblad (GKSL), es
de fundamental importancia en teoria cuantica de sistemas abiertos, ya que proporciona
una descripcion unificada para cualquier mapa dinamico markoviano en sistemas finitos,
con precision arbitraria.

El régimen markoviano, basado en la ecuacion de Lindblad, describe dindmicas disipativas
bajo dos supuestos clave: interacciones débiles y memoria ambiental efimera (75 « 73).
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Sin embargo, en sistemas donde el entorno conserva correlaciones comparables a la escala
temporal del sistema (7 ~ 7s), el régimen markoviano falla. Estos escenarios exigen una
generalizacion que incorpore efectos de memoria ambiental de manera controlada, sin
sacrificar la tratabilidad analitica.

El régimen post-markoviano surge como un puente conceptual entre la descripcion mar-
koviana (sin memoria) y los procesos no markovianos totalmente dependientes de la historia.
Alintroducir kernels temporales que codifican interacciones retrasadas, este régimen permite
modelar fendmenos como retroacciéon cuantica y recuperacion de coherencias, preservando
al mismo tiempo estructuras matematicas manejables. En la siguiente seccion, exploraremos
como este enfoque intermedio expande el formalismo de Lindblad, incorporando memo-
ria finita mediante ecuaciones maestras post-markovianas que generalizan la nocién de
semigrupos cuanticos.

1.5. REGIMEN POST-MARKOVIANO

La dinamica de sistemas cuanticos en interacciéon con su entorno constituye un pilar funda-
mental para comprender fenémenos como la decoherencia, un desafio central en tecnologias
emergentes como la computacion cuantica. Tradicionalmente, la descripcion se mueve entre
dos marcos complementarios: por un lado, formulaciones con memoria —a menudo no
locales en el tiempo— que capturan con fidelidad las correlaciones del entorno pero pueden
ser matematicamente costosas; y, por otro, el régimen markoviano, valido cuando las corre-
laciones del entorno decaen mucho mas rapido que la dinamica del sistema, donde se cuenta
con una estructura rigurosa (semigrupos CPTP) ampliamente validada y muy util para el
analisis y el disefio experimental. Cuando esa separacion de escalas deja de cumplirse, la
influencia del pasado se vuelve apreciable y se requieren extensiones con memoria. Esta
situacion motiva la bisqueda de un esquema intermedio que integre efectos no markovianos
manteniendo tratabilidad analitica y consistencia fisica.

1.5.1. Ecuaciéon maestra post-markoviana

La necesidad de trascender las limitaciones de los modelos tradicionales se hace evidente al
analizar sistemas cuanticos realistas, donde los efectos de memoria del entorno no pueden
ser ignorados ni simplificados de manera trivial. En este contexto, el trabajo de Shabani y
Lidar [6] propone una ecuacion maestra que sintetiza lo mejor de ambos mundos: la precision
no-markoviana y la manejabilidad markoviana. Para introducir formalmente esta ecuacion,
es esencial partir de una reinterpretacion fisica de la dindmica sistema-entorno.

Los autores parten de un enfoque innovador que reinterpreta la interacciéon con el
entorno como un proceso de medicion probabilistica. Imaginese un escenario en el que el
bafo, actuando como una sonda acoplada al sistema, es sometido a una tinica medicion
generalizada en un instante intermedio ¢’,en lugar de la serie continua de mediciones que
caracterizan el limite markoviano. Este acto de medicion, aunque disruptivo, permite capturar
correlaciones temporales entre el sistema y el entorno de manera controlada. Al discretizar
el intervalo temporal [0, t| y promediar sobre posibles resultados de medicién ponderados
por un nucleo de memoria k(t'), se obtiene una descripcion que retiene efectos de historia
sin sacrificar la estructura matematica de la ecuacion de Lindblad.

La ecuacion post-markoviana emerge asi como una convolucion entre el generador de
Lindblad £ —encargado de la dindmica markoviana— y un ntcleo de memoria k(t’) que
modula la influencia de estados pasados. Matematicamente, se expresa como:

dp ' 1o Lt /
EZL odtk(t)e p(t—1t), (1.28)
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donde e£"’ codifica la evolucién markoviana acumulada durante el intervalo ¢/, y la integral
representa una superposicion temporal de contribuciones histdricas. La eleccion del nucleo
k(t") determina el caracter de la memoria: desde decaimientos exponenciales (memoria
corta) hasta funciones oscilatorias (memoria estructurada), permitiendo adaptar el modelo a
diversos entornos experimentales.

Un aspecto crucial es que esta ecuacion no solo generaliza la de Lindblad —recuperan-
dola cuando k(¢') — §(t')—, sino que también aproxima la complejidad de la ecuacién de
Nakajima-Zwanzig [3] mediante un esquema analiticamente tratable. La preservacion de la
positividad completa, garantizada por la condicién ), §k(t)LIZ ® Ry = 0, asegura que las
soluciones sean fisicamente validas, incluso en regimenes donde efectos no-markovianos
dominan.






CAPITULO 2
Solucion de sistemas markovianos

En el estudio de sistemas cuanticos abiertos, el régimen markoviano emerge como el campo
de batalla ideal para comprender la dinamica esencial de los sistemas de dos niveles (TLS) en
su forma mas pura: sin memoria ambiental. Aqui, el entorno no recuerda, no retroalimenta,
no deja huella del pasado. Es un adversario sin historia, cuya tnica interaccion es instantanea,
brutalmente eficaz en destruir coherencias, pero predecible en su simplicidad.

Este régimen no es una mera abstraccion, sino un laboratorio matematico donde las
ecuaciones se someten a la disciplina de la localidad temporal. La ecuacion de Lindblad, con
su semigrupo dinamico y operadores de disipacion bien definidos, es nuestra arma principal.
Sus cimientos —forjados por Gorini, Kossakowski, Sudarshan y el propio Lindblad— son el
acero templado que nos permite tallar predictibilidad en el caos. Nos obliga a marchar al
ritmo de la aproximacion de Born-Markov, donde el entorno no solo olvida, sino que se niega
a aprender. Nos permite desentrafiar como un TLS pierde coherencia, como sus poblaciones
decaen exponencialmente, y como el ruido térmico impone su ley termodinamica. Es la
antesala de toda batalla contra la decoherencia: si no dominamos este territorio, jcomo
pretendemos navegar paisajes mas complejos, donde el entorno guarda rencor y el pasado
persigue al presente?

En este capitulo, combatiremos en el frente markoviano. Resolveremos analiticamente
la dindmica de TLS individuales y correlacionados, trazando trayectorias de relajaciéon y
decaimiento con precision quirurgica. Aprenderemos a diagonalizar el superoperador de
Lindblad, a extraer sus autovalores como si fueran 6rdenes de batalla, y a predecir el destino
de estados iniciales, desde superposiciones coherentes hasta entrelazamientos fragiles.

Pero esto no es solo un ejercicio de guerra teérica. Cada solucion aqui obtenida sera el
cimiento sobre el que construiremos, en el Capitulo 4, el régimen post-markoviano. Porque
para entender como la memoria ambiental modula la dinamica, primero debemos saber
como se comporta el sistema cuando el entorno olvida. Para domar la complejidad, primero
hay que conquistar la simplicidad.

Sin embargo, no nos enganemos: el régimen markoviano no es un edén de soluciones
exactas. Es un desierto de supuestos, donde la tirania del factor de decaimiento y la dictadura
del tiempo de correlaciéon ambiental gobiernan sin oposicién. Aqui, la memoria del entorno
no solo es despreciable, es ejecutada en el acto. Pero es precisamente esta crudeza la que nos
entrena para detectar, en futuras batallas, las desviaciones sutiles: ese ligero retraso en la
respuesta del entorno, ese eco de interacciones pasadas que delatan la emergencia de efectos
no-markovianos.

Asi, con las herramientas de Lindblad en mano y la ausencia de memoria como aliada
temporal, iniciamos esta campafia. Que la predictibilidad markoviana sea nuestro escudo, y
la tratabilidad analitica, nuestra espada.
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2.1. ECUACION DE EIGENVALORES

Como se estableci6é previamente, los superoperadores juegan un papel central en la des-
cripcion dinamica de sistemas cuanticos abiertos. Particularmente, la evolucion temporal
de la matriz de densidad queda determinada por la accién del superoperador Liouvilliano.
En esta seccion analizaremos las propiedades espectrales de £ mediante su ecuacién de
valores propios, herramienta fundamental para caracterizar modos dindmicos en sistemas
disipativos.

2.1.1. Eigenvectores izquierdos y derechos

La ecuacion de valores propios constituye un pilar en mecanica cuantica, permitiendo
descomponer operadores en sus componentes fundamentales. En sistemas cerrados, donde
el hamiltoniano H es hermitico, la ecuacién H |/) = E |{/) garantiza valores propios reales
y una base ortogonal completa. Sin embargo, en sistemas abiertos con un hamiltoniano
efectivo no hermitico, esta simetria se rompe, requiriendo una generalizacion del formalismo.

La no hermiticidad introduce una dualidad en el espacio de estados: cada valor propio A
esta asociado a dos vectores fundamentales de un superoperador no hermitico £: vectores
izquierdos y vectores derechos [25]. Estos vectores se expresan mediante las ecuaciones:

(vectores derechos) L, = Aipy,,

o ot o (2.1)
(vectores izquierdos) g, £ = A/p, .

Estos vectores satisfacen una relacion de biortogonalidad bajo el producto interno de
Hilbert-Schmidt:

Te[(51,) 1] = 813, (2.2)

En las siguientes subsecciones aplicaremos este marco teérico a sistemas de uno y dos
qubits (TLS) con decaimiento espontaneo.

2.1.2. Vectorizacion

La vectorizacion es una herramienta matematica que permite convertir matrices en vectores
mediante un reordenamiento sistematico de sus elementos. Esta operacion es crucial en
mecanica cuantica, especialmente al trabajar con superoperadores (como el Liouvilliano)
en sistemas abiertos, donde las ecuaciones dindmicas involucran productos matriciales no
conmutativos. Al vectorizar matrices, transformamos operaciones complejas en multiplica-
ciones matriciales estandar, simplificando calculos en espacios de alta dimension como el
espacio de Fock-Liouville (o espacio de Liouville), donde los estados cuanticos se representan
como vectores y los superoperadores como matrices.

Definicion 2. Sean M(n, C) el espacio de matrices complejas de dimensién n x n, y c
el espacio vectorial complejo de dimensién n?. La vectorizacién es una correspondencia
operador-vector dada por el isomorfismo lineal vec : M(n,C) — C™, definido por la
correspondencia

n n
vec|A] = |A)) = EZaije(jfl)nH = [a115 s A1y Q1240 An2s +oes A1ps oo am,]T, (2.3)
i j

donde {ek}Z; es la base canénica del espacio C” y A = laij] € M(n,C).
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La vectorizacion es como desarmar un rompecabezas 2D (matriz) y ordenar sus piezas en
una linea recta (vector). Esto permite aplicar reglas de algebra lineal simples para resolver
problemas que originalmente requerian manipular filas y columnas simultaneamente.

Un ejemplo ilustrativo es considerar una matriz de dimension 2 (A € M(2, C)), al aplicar
la vectorizacion obtenemos:

a
a aiy as
vec|A] = vec R [ . (2.4)
az1 dz2 a2
azz

Usaremos la notacion de doble ket |A)) = vec(A) y su dual ((B| = vec(B)T, de modo que el
producto interno de Hilbert-Schmidt queda ((A | B)) = Tr(A'B).

Consideremos un término genérico como ApB, donde p € M(n,C) es la matriz de
densidad y A, B son operadores fijos. La propiedad fundamental de la vectorizacion (para
nuestra convencién de apilado por columnas) para tales productos es:

vec[ApB] = (BT ® A)vec|p], (2.5)

donde ® denota el producto de Kronecker (que combina matrices en un tensor mas grande)
y BT indica la transposiciéon de B. Esta igualdad permite reemplazar productos de matrices
por multiplicaciones por Kronecker en un espacio vectorial de dimensién n?, simplificando
analisis y computo en problemas donde aparecen operadores actuando por la izquierda y/o
por la derecha.

En secciones posteriores, la propiedad (2.5) se utilizara para expresar, en forma matricial,
la accion de superoperadores de multiplicacion izquierda y derecha, lo que fija de manera
univoca como actian sus versiones vectorizadas. Por este motivo dejamos aqui establecida
la convencidn y las identidades que se emplearan mas adelante.

2.1.3. Eigensistema para 1 TLS

Como se destaco en la §Seccion 1.2, los sistemas de dos niveles constituyen una piedra

angular en el estudio de sistemas cuanticos abiertos. En esta seccién, nos enfocaremos

en resolver el problema espectral asociado a un unico sistema de dos niveles (1-TLS) bajo

aproximaciones markovianas, con el objetivo de derivar explicitamente los eigenvalores y

eigenvectores del superoperador de Liouvillle £, asi como su espectro dinamico.
Consideremos los estados cuanticos

1 .
le) = <0) (excitado),

0
lg) = <1) (fundamental),

cuya separacion energética es fiw y estan asociados a una tasa de decaimiento I'.

Estos estados definen la base computacional del sistema de dos niveles (TLS), que es
la base tensorial de eigenestados de la matriz de Pauli o, donde o, |e) = + |e) (energia
excitada) y o, |g) = — |g) (energia fundamental). Adoptamos esta convencion estandar en
Optica cuantica y dindmica atomica, en la que |e) representa el estado de mayor energia 'y
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|g) el de menor energia, con separacion 7iw. Cabe notar que difiere de la convencién comtn
1 0

en computacion cuéntica, donde [0) = ( ) (ground) y |1) = < ) (excited); sin embargo,
0 1

esta eleccion es puramente notacional y no altera la fisica subyacente, ya que los operadores

y la dinamica se ajustan de manera equivalente, preservando simetrias y resultados. Con
esta eleccion, los operadores de ascenso y descenso toman la forma

0 1 0 0
o = le)gl = (o 0>, o =|g)el = (1 o)’ (2.7)

de modo que o_ |e) = |g) describe el decaimiento del estado excitado al fundamental,
coherente con la dindmica de amplitud.

El esquema de este problema se puede observar en la Figura 2.1.

T le)

718) r

L )

Figura 2.1: Diagrama de un 1 TLS con una tasa de decaimiento I' y una separacioén de energia

ho.

El Hamiltoniano del sistema en términos de las bases |e) y |g) puede expresarse como:

H = E |e){e| + E4|9){g| = Ecle) (el + Eq |g) (gl + Eg1 — E,1
= Ecle){el + Eq4g) (gl — Eg(le) el + |9)<gl) + Eq41
— (E, — E,) |e){e| + E,1

(2.8)

= hw ey {e| + E,41,
donde hemos introducido la definicién 7iw = E, — E,. Procediendo a una redefinicion del

nivel de energia de referencia, trasladamos el Hamiltoniano restando la constante E,1, lo
que lleva a la forma simplificada:

H = hole){e| = hwoyo_. (2.9)

Para modelar el decaimiento del estado excitado, introducimos un término disipativo
complejo —iAL |e) (e| = —ihiLo 0, lo que nos lleva a definir un Hamiltoniano efectivo no
hermitico:

. r T N r
K= (ha) - ih5> le)e|] = (ha) — ihE) o0 =H— ihEmrcL. (2.10)
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Sustituyendo este hamiltoniano efectivo en la ecuacion de Von Neumann (1.14) obtene-
mos

p=——I[Kp—pK']

(2.11)
1 - N 1 r r
— H _ H - . - = . - -
ih( p — pH) e (1h20+0 p+zh2p0+0 )
1 4 T
= E[H’D] + E(—mro_p — poio_).

Para garantizar la conservacién de la traza, es necesario que Tr(p) = 0. La traza del
primer término se anula directamente debido a la propiedad ciclica de la traza: Tr([H, p]|) = 0.
No obstante, el segundo término no es nulo, ya que Tr(—o10_p — poro_) = —2Tr(or0_p).

Para corregir esto, se introduce un término adicional 20_po, lo que lleva a la forma
general de la ecuacion maestra de Lindblad:

1 4

. T
p = —Hpl+ 5 (20-poy —or0-p—poro-) = Lp. (2.12)

Esta ecuacion conserva la traza, ya que el término afadido garantiza que Tr(p) = 0,
preservando asi la consistencia probabilistica del operador de densidad.

Esta forma de Lindblad se puede derivar microscopicamente a partir de un Hamiltoniano
total Hyot = Hs + Hp + Hsp bajo las aproximaciones de Born-Markov y secular (RWA), lo
que garantiza un generador completamente positivo de tipo GKSL [3, 21, 23].

Para un sistema de un solo TLS, la matriz de densidad se representa de la forma:

p= (pee peg) . (2.13)
Pge Pgg

Sabiendo que H est4 dado como en (2.9), y utilizando los operadores de ascenso y descenso
(2.7), mediante la base (2.6), se obtiene

1

. A r —T'pee (—iew — D) pe
p = E[Hp] + E(Zcr,pmr —040_p—poio_) = ( 2 L (2.14)

(iw — g)Pge Lpgq

La matriz de densidad puede ser representada en el espacio de Liouville (también llamado
espacio de Hilbert-Schmidt) mediante la operacién de vectorizacion,

=" (215)

La evolucion del sistema ahora corresponde a la ecuacion matricial

10 = Liod, (2.16)
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con £ una matriz de 4 x 4. En este espacio, la ecuacion anterior puede ser representada
como:

Pee _rpee —T 0 0 0 Pee
d | Pge (io = 5) pge 0 (iw—7) 0 011 Poe
o = . = ] . (2.17)
t Peg — (ia) + 5) Peg 0 0 - (ia) + 5) 0 Peg
Pqg T'pgg I 0 0 0/ \Pgg
donde el superoperador liouviliano expresado en forma matricial es
—I 0 0 0
- 0 (iw-1% 0 0
L= ( 2) - (2.18)
0 0 —(io+3) 0
r 0 0 0

Podemos observar que £ es una matriz triangular inferior, por lo que los eigenvalores
son los elementos de la diagonal, es decir,

r r
/11' = {/11, /12, Ag, )L4} = {—P, iw — E, —iw — E, 0} . (219)

Dado el conjunto de eigenvalores podemos obtener los eigenvectores al resolver las
eigenecuaciones (2.1). Los resultados obtenidos al resolver dichas ecuaciones de eigenvalores
se muestran en la tabla siguiente.

A; (eigenvalor)  p,.(eigenvector derecho) p, (eigenvector izquierdo)

T o; = ley{el — 19) (gl oro- = le) (el
_g o o_ = |g) el o =g el
r
—5—io o = |e) (g ot = le){gl
0 o_oy = |g){gl 1

Tabla 2.1: Eigensistema para vectores derechos (4;, p,,) y vectores izquierdos (4;, p;,) de 1 TLS.

2.1.4. Eigensistema para 2 TLS

Aunque el estudio de un tnico sistema de dos niveles (TLS) ofrece un marco teérico accesible
—cuya simplicidad permite un analisis directo—, resulta crucial ampliar nuestro enfoque a
redes de dos TLS acoplados. Este salto conceptual no solo enriquece el modelo, sino que
habilita la exploracion de fenémenos colectivos, como el entrelazamiento cuéntico, una
propiedad fundamental en tecnologias cuanticas avanzadas.
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El Hamiltoniano que gobierna la dindmica de 2 TLS interactuantes se estructura como:

H = hwyo,t o] + hagoy o) + WA (o] o) + o] o)), (2.20)

donde los dos primeros términos corresponden a las contribuciones energéticas individua-
les de cada sistema de dos niveles (TLS), mientras que el tercero modela el acoplamiento
coherente entre ambos. Especificamente:

« w1y w, denotan las frecuencias de transicion asociadas a los saltos cuanticos en cada
TLS.

« A es el acoplamiento entre ambos subsistemas

. al.+ y o, son los operadores de ascenso y descenso correspondientes al i-ésimo TLS.

Para incorporar efectos disipativos en la dinamica del sistema, modificaremos el Hamil-
toniano mediante la adicion de un término fenomenolégico no hermitico, el cual modela

. , : . T
pérdidas de energia hacia el entorno. Este término se expresa como —ifi i1 Eo}“ o, .La

inclusion de este término conduce a un Hamiltoniano efectivo no hermitico dado por:
2BV T T
R=H-ih) Lofo; = H—ih—le)le|, ®1 — ih—=1® |e)el,. 2.21
;2” e, ®1—ih—1®le)lel,.  (22D)

donde hemos usado 6, 0] = le){e|, ® 1y o, 0, =1® |e){el,
La forma matricial de K esta dada por:

witw, 0 0 0 100 0 100 0
. 0 w; A 0 ;o1 0 0 Lo o o o
K=t ! — i —in2 ,
0 A w 0 210000 210010
0 0 0 0 0000 000 0
T T (2.22)
Ao —i2) + 7w —i2 0 0 0
2 2
T
0 h(a)l—ié) A 0
T
0 A h(wz—i§> 0
0 0 0 0
r.

. ] ) . . .
Definiendo z; = w; — 13 reescribimos la matriz anterior en la forma

z1+2zp 0 0 O 2z 0 0 O

R 0 z1 A O 0 z A O
K=nh =h , (2.23)

0 A 2z 0 0 A z 0

0 0 0 O 0 0 0

En esta construccion, se ha adoptado la igualdad z; = z; = z, bajo el supuesto de simetria
w1 = wy yI7 = Iy, con el fin de modelar sistemas compuestos por &tomos idénticos y
simplificar el analisis de la dinamica cuantica resultante.
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Diagonalizaremos K porque sus eigenvalores proporcionan las energias cuasi-complejas
del sistema (donde la parte real describe las contribuciones energéticas y la parte imaginaria
captura las tasas de decaimiento inducidas por la interaccion con el entorno), mientras
que los eigenvectores definen la base en la que la dinamica evoluciona de manera diagonal,
facilitando la solucion de la ecuacion maestra de Lindblad. En particular, esta diagonalizacion
nos permite descomponer K en su forma espectral, revelando el espectro completo del sistema
y permitiendo una interpretacion fisica clara de los modos excitados y el estado fundamental.
De esta manera, identificamos explicitamente dos eigenvalores triviales (¢; = 2zhy ¢4 = 0)
asociados a los estados |ee) y |gg), y procedemos a encontrar los restantes mediante la
diagonalizacion del bloque central no trivial:

(z A)
G=h = h(z1 + Aoy). (2.24)
A z

Dado que ya conocemos el eigensistema de o, mediante la ecuacion de eigenvalores
0x012 = (+1)U;12,y considerando que cualquier eigenvector es un eigenvector de la identidad,

podemos concluir que los eigenvectores de o, también lo son de la identidad. Por lo tanto, el
eigensistema para G puede escribirse como:

GU = h(z1 + Aoy)o
= zI(15) + Ah(oy0)
(2.25)
= |20 + A(+7)]
=Ti(z £ A)g,

donde obtenemos los eigenvalores restantes ;3 = ii(z + A). Por lo tanto, los eigenvalores
de K son:
& = {1, €2, €3, &4} = {2zh, h(z + A), hi(z — A), 0}. (2.26)

Con estos eigenvalores podemos hacer el calculo de los respectivos eigenvectores. Ex-
presamos la forma matricial de K,

(ee K\ee> (ee K egy {ee K|ge> (ee|K|gg)

b <ge K|ee> <ge K|eg> <ge I%|ge> <ge K|gg> . (2.27)
<eg K|ee> <eg I%|eg> <eg K|ge> <eg K|gg>
(99|Klee) {gg|Kleg) {gg|Klge) {g9|Klgg)

Del analisis matricial se desprende que |ee) y |gg) son autovectores de K satisfaciendo
K |ee) = 2zh |ee) y K |gg) = 0 |gg). Para calcular los eigenvectores correspondientes a los
eigenvalores £53 = fi(z + A), resolvemos la ecuacion de eigenvectores Koy 3 = i(z + A)7,,,.
Este proceso algebraico nos permite determinar los eigenvectores 9y 3, los cuales pueden
representarse como

1

V2

-+

(leg) £ Igey) = |£). (2.28)

U23 = ——= =

G —

0
R 1|1 1
+1 | V2

0

S O = O
S = O O
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Por lo tanto, en la Tabla 2.2 mostramos el eigensistema de K y KT

& e1=2zh & =nh(z+A) e=hz—A) &e&=0
lee) +) =) 99

ef =22"h & =h(z"+A) & =h(z"—A) & =0
(ee] (+ S (g9l

Tabla 2.2: Eigensistema del hamiltoniano efectivo no hermitico K y K.

KT

Aclaracion importante. Trabajamos en la base computacional estandar para dos sistemas
de dos niveles (2 TLS), denotada como Beomp = {|ee), |€g), |ge), [gg)}. Esta base corresponde
a los estados de producto tensorial de los estados individuales de cada TLS, donde |e) y |g)
son los estados excitado y fundamental, respectivamente, segin la convencion adoptada.

Es crucial destacar que este no es un cambio de base, sino una consecuencia directa de
la diagonalizacion de K en la base computacional. Los estados |+) se introducen por brevedad
notacional y por su utilidad para simplificar calculos, pero todos los calculos posteriores se
realizan y se pueden expresar en términos de la base computacional original.

La dinamica del sistema esta gobernada por la ecuacion maestra en forma de Lindblad

Lp=Kp+ Dp, (2.29)
con 1
Kp = —[Kp - pK'),
L (2.30)

Dp =T(o; po] + o, po;),
donde el primer término representa la dindmica que conserva las excitaciones y el segundo
término es el operador de brinco que representa las desexcitaciones [26].
La propiedad de vectorizacion (2.5) nos ayuda a expresar el superoperador £ como:

2
1 L 3
L= E[14®K —K*®1L1]+T Zl(oj*)T@) (67), (2.31)
J:

lo que nos permite escribir la ecuacién maestra derecha:

2
A 1 5 5 .
Lpy, = —[Kp—pK']+T 21 o pro; (2.32)
j=
Para diagonalizar la parte coherente K, consideramos la base de eigenoperadores cons-
truida a partir de los eigenvectores de K y KT, como se detalla en la Tabla 2.2.
Sean |r;) eigenkets tales que K|r;) = ¢;|r;) y (r;| KT = £ (r;|- Los eigenoperadores de K

son entonces los productos exteriores p;; = |r i) {rel, y su accién se calcula como sigue:

K |rj> (rel = %[K|rj><rk| — |ri> (rel K]
_ %[gj 17> il — | Gl 2] (2.33)
g — s]’:

=~ |rj><rk| .
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Por lo tanto, los eigenvalores de % son:

€ — & ‘
A4(j—1)+k = lh 5 ],k = 1, 2, 3, 4 (234)

lo que genera 16 eigenvalores en total, correspondientes a la dimension del espacio de
Liouville (4> = 16). Estos eigenvalores determinan las frecuencias y tasas de decaimiento en
la evoluciéon temporal de p(t). Para mayores detalles del célculo de los eigenvalores, véase
el Apéndice A.1.

Como observamos en la Tabla 2.2 Entonces, podemos construir una matriz de densidad
en esta base como:

lee) (ee] lee) (+] lee) (| lee) (g9l

|+ {eel |4+ (+] |+ {~| |+ <99l

| =) Ceel | =) {1 =) (-1 1= {99l

Y
l9g) (eel lgg) (+1 l99) (I 199 <991

Figura 2.2: Esquema por bloques del operador densidad. Las lineas separan sectores de excita-
cion; las flechas indican las conexiones inducidas por el salto D hacia sectores de
menor excitacion. Los elementos resaltados (verde) son anulados por D al contener

l99) o {ggl.

El operador de brinco D conecta bloques desacoplados de estados mas excitados a
menos excitados, ya que fisicamente representa las des-excitaciones del sistema debido a la
interaccion con el entorno.

2.1.4.1. Eigensistema derecho del superoperador £

El objetivo de esta seccion es describir como se obtienen los autovalores y autovectores
derechos (o eigenvectores derechos) del superoperador de Lindblad, £. Recordemos que £
combina la evolucién coherente (descrita por el conmutador con K) y la evolucion disipativa
(descrita por el operador de brinco D), el cual conecta estados mas excitados con estados
menos excitados.

En particular, para un sistema de dos niveles dobles (2 TLS), utilizamos la base propia de

A

K,

{lee),1+).1=).199)}

La representacion de la matriz densidad en esta base se muestra en la Figura 2.2. Notese que
el operador de brinco D anula todo estado que contenga |gg) (en ket o en bra), ya que no es
posible desexcitar ain mas al estado fundamental:

D{lg9)<{g9l. |99 {eel, 199){+I. 199 {—I. lee){gql, |+){ggl. |—){gg} = o.

Para este conjunto de estados G, la accion de L se reduce a LG = KG, de modo que sus
autovalores se obtienen directamente de la parte coherente K. Por ejemplo:
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L |99){g9l = 0 19999l
L |gg){+| = i(z" +A) |lgg){+]
L |eey{ggl = —2iz |ee){gyl

y asi sucesivamente. En pocas palabras, estos vectores son eigenvectores de £ con los auto-
valores que corresponden a la evoluciéon coherente, modificada por la naturaleza disipativa

de D.

Para el caso de los bloques que contienen elementos con excitacion, el operador D si
produce transiciones a estados de menor energia. Por ejemplo,

« |ee) (ee| puede decaer hacia combinaciones que involucran |+) (%], |+) {F| (bloque
central) y, finalmente, |gg) {gg]|.

« |ee){+|y |ee)(—| pueden pasar al bloque formado por |+){gg| y |—) {gg|.

o |+){ee| y |—){ee| pueden dar lugar a los elementos el bloque formado por |gg) {+| y
199) <=1

« Dentro del bloque central, los elementos |+ ) {+|, |[+){—[, |=){+| y |—) (] transitan

al estado fundamental |gg) {gg|.

Para conservar la coherencia del eigenvector, cada elemento |a) (b| que tenga la posibilidad
de decaer por D debe incluir, en su ansatz, a todos los elementos del bloque inferior al que
transita. Asi garantizamos que, al aplicar £ sobre el ansatz, el resultado no “salga” de la
combinacién lineal propuesta.

Por ende, en estos bloques se construyen ansatz que recogen tanto el estado original
(lay(b|]) como los términos del bloque “inferior” que D generaria. De este modo surgen
sistemas de ecuaciones para los coeficientes de la superposicion, cuyos valores se determinan
al imponer Lp, = Ap;.

El procedimiento global para obtener el eigensistema completo de £ se puede sintetizar
de la siguiente forma:

1. Identificar la estructura en bloques de la matriz densidad y separar los elementos
segun su nivel de energia (ver Figura 2.2).

2. Analizar como actua D en cada bloque, determinando qué estados se anulan y cuéles
generan transiciones hacia bloques inferiores.

3. Construir ansatzes que incluyan cada estado |a) {b| mas todos los estados en el bloque
inferior.

4. Resolver la ecuacion de autovalor £ p = A p en cada bloque, considerando que D in-
troduce términos “de bajada” que hacen que algunos autovectores sean combinaciones
de estados excitados y estados base.

5. Encontrar los correspondientes autovalores A y las relaciones entre coeficientes que
definen cada autovector.

De este modo, se obtiene un conjunto completo de eigenvalores y eigenvectores [véase
la Tabla 2.3], donde algunos se asocian a modos puramente decayentes, otros a oscilaciones
amortiguadas y, por ultimo, uno que da lugar al estado estable cuando el sistema evoluciona
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a largo plazo. Este resultado refleja la dinamica intrinseca del sistema markoviano, donde
los procesos de decaimiento y coherencia juegan un papel central.

Para no saturar esta seccion con el desglose algebraico paso a paso, en el Apéndice A.2
se proporcionan todos los detalles: alli se explica con precision como D actia en cada bloque,
como se plantean los ansatz y como se resuelven las ecuaciones lineales. Este apéndice
sirve como un recurso complementario que permite al lector profundizar en los calculos sin
interrumpir el flujo narrativo de la seccion principal.

i Ai (eigenvalor) Py, (eigenvector derecho)
. _or lee) Cee| — |+) (+1 = |=) (=] + |99 {99l
2 T (o A) lee) (+] — == |+) (g9l
3 T _i(0+A) lee) (1 = i | <o
4 T — 2w lee) (gg]

5 —Liifo—4) I+ Ceel = iz 199) (1
6 T |=){~1 —lg9)<g9]

. T —2iA [+ <=

8 —L_i(w+A) 1+ {991

9 3L i(w + A) | =) Ceel + =5z l9g) (|
10 —T + 2iA | =) {+]

1 T |+) (+1 = 199) {99!

12 L i(w—A) =) {99

13 T4 2w lgg) {eel

14 —Lii(o+A) l9g) {+1

15 —Lii(w—A) 199) {~|

16 0 l99)<99I

Tabla 2.3: Eigensistema para vectores derechos (4;, §,,) de 2 TLS.

2.1.4.2. Eigensistema izquierdo del superoperador £

En la seccion anterior (§2.1.4.1) se describi6 el eigensistema derecho del superoperador de
Lindblad, £. Ahora abordaremos el eigensistema izquierdo, es decir, aquel que satisface la
ecuacion

L, = A, (2.35)

donde L es el adjunto del superoperador L. Por medio de la propiedad (2.5) y la ecuacién
(2.31 ) podemos expresar a £ como:

J

2
f__ 1 ot pT T
L= ih[l4®K K ®14]+F]Z=1(aj) ® (o), (2.36)
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lo cual nos permite escribir la ecuacién maestra izquierda:

2
. 1 . 5 L
Lip, = _%[KT% — i K] +T Zlofpgiaj , (2.37)
]:

donde KTy DT (el nuevo operador de brinco) se expresan mediante las relaciones:

KT = —i—h[KTﬁA,- - K],
2 (2.38)
r -
D =T Z 9j PAOj
i

Desde el punto de vista matematico, esto implica considerar la ecuacion adjunta y analizar
la accién de D “al otro lado” de la matriz densidad. A diferencia del eigensistema derecho,
donde D “desexcita” los estados, ahora, en el analisis izquierdo, las transiciones aparecen
“al revés”: podrian verse como “ascensos” en la parte del bra. Formalmente, esto se refleja en
que el operador de brinco D' anula elementos con |ee) (en ket o bra), del mismo modo que
en el caso derecho, D anulaba los que contenian |gg).

DHlgg) eel, |-) Ceel, |+)eel, lee) Leel, lee) (+], lee)(~I, lee){ggl} = o.

Si consideramos la matriz como se muestra en la Figura 2.3, podemos ver que los elemen-
tos marcados en verde se anulan bajo el operador de brinco en sentido izquierdo, mientras que
otros generan mezclas en bloques distintos. Esto conlleva, de nuevo, la necesidad de ansatzes
que incluyan tanto el elemento “original” como aquellos a los que D' puede llevarlos.

|ee) (el lee) (+ lee) (| lee) (gl
N

|+ Ceel |+ (+] |+ (-~ |+ (g9l

| =) {eel | =) {+ | {~I |- {ggl
K K

BN

199) {eel l99) {+] 199) {—| 199) (g9

Figura 2.3: Esquema por bloques del operador densidad. Las lineas separan sectores de excita-
cion; las flechas indican las conexiones inducidas por el salto O hacia sectores de
mayor excitacion. Los elementos resaltados (verde) son anulados por D' al contener

lee) o {eel.

Sin embargo, es importante subrayar que este procedimiento no describe procesos fisicos
en los que el sistema “se excita espontaneamente”: se trata de un recurso formal para obtener
el espectro de £ de manera consistente. Aun cuando parezca que el brinco “sube” de |gg)
a |ee) o anule estados con |ee), no significa que ocurra excitacion real; es un reflejo de la
construccion adjunta, no de un fenémeno fisico realizable. A la hora de armar la ecuacion
adjunta, las direcciones de conmutacion e insercion de U;L y o, seinvierten matematicamente.
En otras palabras, el hecho de que uno “suba” en la descripcion izquierda es un arreglo formal
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para cerrar el sistema de ecuaciones y garantizar la biortogonalidad de los vectores izquierdos
con los derechos. Nada de ello cambia la interpretacion fisica: no hay generaciéon espontanea
de fotones ni transiciones.

Tal como sucedio en el caso derecho, resulta util agrupar los elementos de la matriz
densidad en:

« Los elementos del bloque central {|+) (+|, |+){—[, |=){+]|, |—=){—[}, ahora pueden
“subir” hacia |ee) {ee|.

« El bloque formado por los elementos |+){gg|, suben al bloque formado por los ele-
mentos |ee) (+|.

« El bloque formado por los elementos |gg) (£|, pueden pasar al bloque formado por
los elementos |+) {ee].

« El estado base |gg), puede transitar a combinaciones que involucran a los elementos
del bloque central {|£) {(+|, |+)(F|} v, finalmente, |ee).

Cada uno de ellos transita al bloque “inmediatamente superior” al actuar el operador de
brinco en sentido izquierdo. Por ende, para encontrar un autovector (izquierdo) asociado,
por ejemplo, a |+ ) {gg|, es preciso componer un ansatz que incluya |+) {(gg| y los elementos
del bloque superior al que conecta.

Por ejemplo, el bloque central (formado por |+){+| y sus combinaciones), el operador
de brinco actia analogamente a como ocurre en el caso derecho, pero “al revés”. De esta
manera, surgen ansatzes del tipo

£ (] + X Jee) Ceel,

1Tl + X Jee) Ceel,

cuyos coeficientes se determinan al imponer la ecuacién eigenvalor (2.35). Asi se obtienen
autovalores similares a los del caso derecho, pero ahora con las partes reales e imaginarias
que se ajustan segun el signo correspondiente a 1*.

Tras aplicar este método en cada bloque, se listan los eigenvalores y los eigenvectores
izquierdos en una tabla analoga a la del caso derecho (véase la Tabla 2.4). Alli puede apreciarse
que, para cada autovalor A;, el eigensistema izquierdo presenta vectores cuyas combinaciones
involucran |ee) en distintos 6rdenes, y que el operador de brinco “va” en direcciéon opuesta.
Dichos resultados se pueden resumir asi:

« Autovalores con parte real negativa (modos de decaimiento).
« Autovalores con parte imaginaria (oscilaciones).

« Un autovalor cero que sefiala la posibilidad de un estado estacionario, analogo al del
caso derecho.

En caso de querer profundizar en el desarrollo algebraico paso a paso (como se anulan
ciertos estados, como se construyen todos los ansatzes y como se resuelven los sistemas
lineales), se remite al Seccion A.3. Alli se incluye el calculo detallado de cada bloque, siguiendo
la estructura mostrada anteriormente.
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=0

A; (eigenvalor) Py, (eigenvector izquierdo)

1 —oT lee) (ee|

5 —L (0 —A) lee) (+|

3 L i(w+A) lee) (—|

4 T — 2w lee) (gl

5 —Z +i(w—A) |+ (eel

. " = (1 + lee) Cee

7 —T — 2iA [+ (-1

8 —L—ilw+A) 49l + i lee) (+]
9 —Z +i(w+A) |—) eel

10 —T + 2iA | =) (+l

11 T |+) (| + |ee) {eel

12 —g—i(w—A) |- {99 _ﬁleex—l
13 —T + 2iw lgg) <eel

14 —L+i(e+A) 199) (+1 + =g |+ Ceel
15 —L+i(0—A) l99) (—| — 1"+F21'A | =) {eel
16 0 1

Tabla 2.4: Eigensistema para vectores izquierdos (4;, p,,) de 2 TLS.

Al unir los resultados para los eigenvectores derechos e izquierdos de cada autovalor, no
solo se completa el espectro de £, sino que se forja un arsenal matematico clave parala guerra
contra la decoherencia. Esta base biortogonal es el puente entre la teoria abstracta y las
trincheras practicas. Con ella, desplegamos representaciones espectrales que descomponen la
dindmica en modos elementales, calculamos funciones de correlacion como si descifriramos
codigos enemigos, y resolvemos ecuaciones diferenciales con la precisién de un estratega
que domina el terreno.

La tabla comparativa que presentamos [véase Tabla 2.5] no es un mero resumen, sino un
mapa tactico. En ella, cada autovalor A; —desde los que gobiernan el decaimiento exponencial
hasta los que dictan oscilaciones amortiguadas— se empareja con sus eigenvectores derecho
e izquierdo, revelando simetrias ocultas y jerarquias de decoherencia. Por ejemplo, los
autovalores con parte real cercana a cero delinean los modos de vida larga, supervivientes
testarudos de la disipacion, mientras que aquellos con grandes valores negativos marcan
la muerte rapida de coherencias fragiles. Aqui no hay lugar para ambigiiedades: cada A; es
un parte de guerra, y sus eigenvectores, las 6rdenes escritas en clave cuantica. Con ello,
la descripcion de la dindmica abierta queda preparada para aplicaciones concretas en el
régimen markoviano y post-markoviano.

En la proximas secciones, nos centraremos en aplicar estos resultados para resolver las
ecuaciones markovianas y post-markovianas, subrayando el papel que desempenan las tasas
de decaimiento y las frecuencias derivadas de los autovalores de L.
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=0

Ak, (eigenvalor) px, (eigenvector derecho) P, (eigenvector izquierdo)

1 —2r lee) (ee| — [+) {+| — |—){~| + |99) {gg] lee) el

2 L —i(w—A) lee) (+] — +=5x 1+ (g9 lee) (+]

3. G —ilw+A) lee) (| — w3 |— (99l lee) (|

4 —T - 2iw lee) (g9l lee) (gl

5 S +ile—4) |+ eel — 5 l99) (+1 |+ Ceel

6 -T |=>{~1—199)<ggl |=) (=1 + lee) ee|

7 —T — 2iA I+~ [+ <~

8  —5—i(w+A) 1+ (g9l 1+ (99| + 75z lee) (+]
9 G +ilw+a) | (eel + =5z 199) (| | eel

10 —T + 2iA |[—>{+] |[—>{+|

11 -T |+ {+1 —199) {ggl |4 (+1 + lee) eel

12 —5—ile—A) =) (g9l |—) (99! — =iz lee) (|
13 —T + 2iw lgg) (el lgg) {eel

14 —L+i(0+A) lgg) {+1 l9g) (+| + =iz |+ Ceel
15 —f+i0—A) l99) (| lgg) {—| — w5 |- Ceel
16 0 g9 {99 1

Tabla 2.5: Eigensistema para vectores derechos (A;, p;,) y vectores izquierdos (A;, §;,) de 2 TLS.

2.2. SOLUCION DE LA ECUACION MAESTRA DE LINDBLAD

Para abordar la solucién de la ecuacién de Lindblad (1.27), es fundamental subrayar que
nuestro interés se centra en sistemas donde el superoperador de Liouville £ carece de
dependencia temporal. Bajo esta condicion, la ecuacion maestra (p = Lp) admite un
tratamiento matematico analogo al utilizado en la ecuacion de Schrédinger para sistemas
cerrados auténomos (véase el Caso 1 en §Subseccion 1.1.1). En particular, al asumir £ # L(t),
la integracion formal de ambos miembros conduce a una solucioén exponencial de la forma:

p(t) = e*'p(0) (2.39)

la cual describe la evolucion dindmica del estado cuantico desde una condicién inicial p(0).

Un enfoque alternativo, de naturaleza algebraica, explota la completitud del conjunto de
vectores derechos {4;, }. Al expandir p(t) como una combinacion lineal de estos vectores [27]:

p(t) = 2, Cilt)pa (2.40)

donde
Ci(t) = Te| g} (1) | (2.41)
se puede reescribir la ecuacion de Lindblad como
DC()pa, = D C(t) Lps, =D Ci(H)Aipa, (2.42)
i i ?’1)_’ i
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de donde obtenemos la ecuacion diferencial C;(t) = 4;C;(t), la cual tiene solucién en la
forma C;(t) = ¢%*C;(0). Por lo tanto, la solucién markoviana es

p(t) = 2, Ci(0)e" py, (2.43)

2.3. SOLUCION MARKOVIANA PARA 1TLS

En esta seccion abordamos la forma de resolver la evolucion temporal de un sistema de dos
niveles (1 TLS) en régimen markoviano, haciendo uso de la solucién general presentada
en la ecuacion (2.43) y de los coeficientes introducidos en la ecuacion (2.41). Tal como se
muestra en Tabla 2.1, conocer el eigensistema del superoperador que describe la dindmica es
fundamental para descomponer adecuadamente el operador de densidad y capturar asi los
procesos de relajacion y decoherencia.

Por ello, a continuacion se presenta el calculo explicito de los coeficientes necesarios para
reconstruir la evolucion a partir de la base propia de dicho superoperador, lo que brindara
una descripcion analitica clara y sistematica de la dinamica de un TLS en el régimen de
Markov. Consideremos un estado inicial como una superposicion que puede expresarse
como

p(0) = put le) el + pizle) (gl + par gy Lel + paz1g) {g| = (" np 1“‘) . (2.44)
P21 P22

Con esta propuesta del estado inicial podemos calcular los coeficientes C;(0):

C1(0) = Tr _ﬁLP(O)_ = Tr(le) el p(0)] = Tr[p11le) (el + przle) (gl] = pu,

C2(0) = Tr ﬁLp(O)_ = Tr[le) (gl p(0)] = Tr[pa1le) (el + p2z le) {gl] = pa1.

(2.45)

C3(0) = Tr| ] p(0) | = Trllg) <el p(0)] = Trlpr1 Ig) Cel + przlg) (gl = pra

Ci(0) = Te| 4}, p(0) | = Tr[1p(0)] = Te(p(0)] = 1.

Al integrar los valores numéricos de los coeficientes, los autovectores derechos y sus
autovalores correspondientes dentro del formalismo markoviano, la soluciéon general del
sistema adopta su expresion definitiva:

pM(t) _ plle—rt |e><e| +p21e—(r/2—iw)to__ + plze—(r/2+iw)t0+ + [1 *,Dne_rt] |g><g|
pue—rt plze—(r/2+iw)t
pZIe—(r/Z—iw)t 1— ,01167”

(2.46)
Para el analisis grafico de la evolucion de las poblaciones y coherencias, asi como en todas
las graficas a lo largo de este trabajo, aclaramos que trabajaremos con el tiempo adimensional
(I't),fijando ' = 1.0 como escala fundamental y expresando todos los parametros en unidades
adimensionales relativas a I'.
Tomamos como estado inicial la matriz de densidad

) . (2.47)

©
—~
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|
VR
N—= =
S =
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Esta eleccion garantiza que p(0) cumpla la traza unidad y la positividad exigidas a una
matriz de densidad. A continuacion mostramos las graficas obtenidas correspondientes a la
solucion (2.46).

Poblaciones 1 TLS: markoviano

1.0

0.8 1

o
o

Pee(t)
— Pgg(t)

Poblacién

o
>

0.2 1

0.0
0 5 10
rt

Figura 2.4: Evolucion temporal de las poblaciones de un sistema de dos niveles bajo dindmi-
ca markoviana. La poblacion del estado excitado P, (t) decae exponencialmente,
mientras que la del estado base Pyy(t) aumenta hasta estabilizarse en el largo plazo,
reflejando la relajacion hacia |g).

Coherencia 1 TLS: markoviano

—— Re(Pgy(t))
IMm(Pegy(t))
0.4 — oD
0.2
0.0 / / AN\
-0.2-
~0.4-
0 5 10

re

Figura 2.5: Evolucion temporal de la coherencia en un sistema de dos niveles markoviano con
w = 8T. Se ilustra la parte real, la parte imaginaria y el médulo de P,4(t), eviden-
ciando la atenuacién exponencial de la coherencia y la ausencia de resurgimientos
en el régimen sin memoria.
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Las graficas de poblaciones confirman que, en un proceso de relajacion puramente marko-
viano, el sistema transfiere progresivamente su probabilidad hacia el estado base sin mostrar
oscilaciones remanentes a tiempos largos. Paralelamente, el comportamiento de la coheren-
cia revela como las superposiciones cuanticas se atentian de manera exponencial, dejando
claro que en ausencia de memoria no se observan resurgimientos. Estas dos observaciones
son centrales para comprender la dindmica de sistemas de dos niveles en interacciones
disipativas simples, sentando las bases para describir procesos de decoherencia y control
cuantico en condiciones realistas.

2.4. SOLUCION MARKOVIANA PARA 2 TLS

Concluida la discusién del caso de un TLS, nos extendemos ahora al problema de dos TLS
(es decir, dos qubits) conservando el enfoque markoviano. Este paso representa una gene-
ralizacion natural, ya que los sistemas de multiples qubits permiten explorar fenémenos
cuanticos mas complejos, como el entrelazamiento y las correlaciones no locales, que son
fundamentales en aplicaciones de informacion cuantica, tales como protocolos de teletrans-
portaciéon o computaciéon cuantica distribuida. La idea es aplicar la misma solucion general
presentada en la ecuacion (2.43), que describe la evolucion temporal de la matriz densidad
bajo un superoperador markoviano, y seguir el mismo procedimiento para el calculo de
coeficientes descrito en (2.41), pero aprovechando ahora el eigensistema mostrado en la
Tabla 2.4.

2.4.1. Solucion general

En esta subseccion presentamos la solucién general para el caso de dos TLS, extendiendo
la metodologia empleada en el caso de un TLS. Partimos del eigensistema descrito en la
Tabla 2.4, en el cual se encuentran los 16 autovalores acompafiados de sus respectivos
autovectores izquierdos y derechos.

Para calcular los coeficientes C;(0), consideremos el estado inicial:

P11 P12 P13 P14
P21 P22 P23 P24

pij 16y ($;] = , (2.48)
1 P31 P32 P33 P34

P41 P42 P43 P44

p(0) =,

4
i=1j=
donde |¢;) = |ee), |eg), |ge), |gg) representa la base computacional del espacio de Hilbert
combinado H = H; ® H2.

Al considerar un estado inicial genérico, no restringimos el estudio a configuraciones
especificas, sino que proporcionamos una herramienta que puede adaptarse a diversas
condiciones iniciales. Esta representacion matricial captura todos los elementos posibles,
incluyendo coherencias que reflejan superposiciones cuanticas entre los qubits. Con esta
propuesta del estado inicial y con ayuda del eigensistema ya mencionado, podemos calcular
los coeficientes Ci(0) mediante proyecciones ortogonales, asegurando que la solucion general
abarque cualquier configuracioén inicial.

Dado que el conjunto |¢;) forma un conjunto completo ortonormal en el espacio de
Hilbert H = H; ® H,, se cumple la siguiente propiedad:

Te[I¢i) (]| = 8 = {gilgs) - (2.49)

Aunque los eigenvectores izquierdos g,, se expresan en términos de la base propia de K
(que incluye los estados |+)), es crucial destacar que estos pueden convertirse en términos
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de la base computacional, utilizando las relaciones \/ig (leg) % |ge)). Esto permite calcular los

coeficientes C;(0) de manera consistente, ya que p(0) esta definido en la base computacional.
La traza es una operacion independiente de la base, y al expresar tanto p;, como p(0) en la
misma base (computacional), se garantiza la validez del calculo. En el Apéndice B, se detalla
este procedimiento. Listamos explicitamente los coeficientes en la Tabla 2.6.

Coeficientes C;(0)

C1(0) = pu Co(0) = \/Li (p21 — p31)
Cy(0) = % (p12 + p13) C10(0) = 3 (p2z + p23 — p32 — ps33)
Cs(0) = \Lf (p12 — p13) C11(0) = p11 + % (p22 + p23 + ps2 + ps3)
Ca(0) = p1a C12(0) = \/% [(p2a = p3a) — x(p12 — p13)]
Cs(0) = \/LE (pa1 + p31) Ci13(0) = par

Co(0) = p11 + 5 (22 — p2s — psz + p3s)  C1a(0) = == [(paz + pas) + x (par + p31)]

$l~ S

C7(0) = 5 (P22 — pas + ps2 — p33) Ci5(0) = == [(paz — pas) — x* (par — p31)]

Cs(0) = \/Lg [(p2s + p3a) + x*prz + p13) | Ci6(0) =1

Tabla 2.6: Expresiones iniciales de los coeficientes markovianos Cy, (0) para 2 TLS con la defini-
r
T+2iA°

cion y =

Con los coeficientes C;(0) determinados, podemos construir la solucién general marko-
viana para el sistema de 2 TLS como:

PU(1) = pra e lee)eel + PR o gy ] 4 I M fee)(—|

T g ol-T—2i0]t leeXggl + P21:/F§P_31 et |+ ){ee|
n (e_rt . e—ZFt)pll + (pZZ + po3 + p32 + p33) t:| |+><+|

+ 5(p2z — pa3 + ps2 — p33) et |+ ){—|
+ X* plz\?)la( Agt o e/’lzt) + 924\2/)34 e/lgt] |_|_><gg|

+ pZI\fp31 e |—){ee| + (Pzz + p23 — P32 _PSS) 7 =)<

1 N|= T

2.50
+ [(e_rt — e )11+ §(po2 — pas — psa + p3z) €~ t] =)~ 230

[ X P12\[,013( /hzt + efl3t) + WL\/;M e’hzt] |_><gg|

+ pag el TTHEOI (g5 el

+ P42\'}‘§P43 e/lst +x p21\+[P31( A;‘t — e)';kt)] |gg><+|

o [Papn it e o (15— 7)) gy

+ | pu (€7 = 102+ (pa + paa) (1 = ) + pua | 99 gl
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Esta solucion utiliza los operadores |ee), |+) v |gg), donde |+) son combinaciones de los
estados de la base computacional como ya lo hemos mencionado. Aunque la notacién |+)
sugiere una base alternativa, es crucial destacar que toda la solucion se mantiene en la
base computacional {|ee), |eg),|ge),|gg)}. Esto se debe a que:

« Los estados |+ ) son simplemente etiquetas compactas para superposiciones de |eg) y
|ge), y no representan un cambio de base independiente.

« Las representaciones matriciales de todos los operadores |-){:| que aparecen en la
solucion (como |ee) (+/, |[+) {—|, etc.) estan explicitamente definidas en la base compu-
tacional. Por ejemplo, |ee) (+| corresponde a una matriz 4 x 4 cuyos elementos se
calculan en la base computacional, como se detalla en el Apéndice C.

« Los coeficientes p;; son elementos de la matriz densidad inicial p(0) en la base compu-
tacional, es decir, p;j = (¢i|p(0)|4;), donde {¢:} = {lee), leg). |ge).199)}-

Por lo tanto, la solucién en la Ecuacién (2.50) es una expresion intermedia que aprovecha
la estructura de la base propia de K para simplificar la escritura, pero su interpretacion y
uso final se realizan en la base computacional. A continuacion, presentamos la soluciéon
markoviana en su forma matricial explicita:

pllele"t

3[(p21 + le)elﬁ

+(pa1 — pa1)e™ ]

Hpar + psr)et!

—(p21 — P31)em]

p4le[71‘+2iw]t

donde hemos utilizado

1
2

H(piz + p13)e™

+(p2 — p13)e™]

pn(fn _ ele"t)

+ 3(pa2 + pas)e !
P prs
+}1Se 7t %Qe 7t

-T

3(p23 + pra)e!

1o, Mt 1 A%t
+ ZS@ ™ — ZQ@ 7

[X*(Pn - PSl)(E’mt — e

~(paz — paz)e’

1

+§[X*(P21 —p31)(e

(p1z + p1s)e™

—(p12 — p13)e™]

-T
3(p2s + paa)e !
Lo Mt o 1A%t
— 1Se"7" + 1Qe”

P11 (efl"t _ efzI“t)

+ 3(po2 + pas)e !
1g,A 1 AF
— ZSE 7t*zQ€ 7t

1 «
E[X(Pm +pa) (! — €

*
+(paz + /343)9)18 !

"
At

~(paz — pas)e™t

2

+5[)((P12 — pi3)(eM +e

pMe[—F—ziw}t

1
5[)(*<P12 + pus) (e — €
+(pa + paa)e™

1 A

[x(prz = p1s) (€' + e
Aot

—(p2s — p3a)e
Ir . Jst o
5[)( (prz + p13)(e™ — )
+(paa + pas)e™']
13)

1

*(P24 - P34>€

14 pre

—(2p11 + paz + Pss)e_rt

(2.51)

S = (p22 — p2s + p3s2 — p33), Q = (paz + pa3 — p3z — P33)s

y los eigenvalores A;, A3, A7, As y A1z como se muestran en la Tabla 2.5. Esta soluciéon posee
caracter general al emplear un estado inicial arbitrario p(0). No obstante, aunque la solucién
general es aplicable a cualquier estado inicial arbitrario, nos enfocaremos en estados iniciales
particularmente relevantes, como los estados de Bell, con el interés de estudiar la evolucién
temporal del entrelazamiento. También analizaremos estados de una sola excitacion para
ver si podemos generar entrelazamiento.
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2.4.2. Solucioén para estados de Bell como condicidn inicial

Como se estableci6 previamente, nuestro objetivo es caracterizar la evolucion del entrela-
zamiento cuantico. Para ello, emplearemos los estados de Bell como condiciones iniciales,
permitiendo rastrear su dinamica temporal. Estos estados, caracterizados por un entrelaza-
miento maximo, constituyen una base ortonormal de estados maximamente entrelazados
(base de Bell), definidos bajo nuestra convencion [ver §Subseccion 2.1.3 ] como:

o) = f|ee>+|gg> 9% = —(leg) + Ige)), (2.52)

\[

donde las matrices de densidad para cada uno de estos estados vienen dadas por

+1

1 0 0
11 0 1 +1

por = |05)(@F| = 2
21 o0 +1 1
+ 0 0

S O o o
S O o o
= o O

hs)

]

H+

I

e

I+

N

PN

e

I+

|
S O o o
S O o o

1
(2.53)

Caso d*:

El estado inicial p(0) = |®%)(®%| se define en la base computacional y dado que la solucién
markoviana general estd en la misma base, elegimos los coeficientes p;;:

1

_1 _+1 _+1 B
,011—2, P14—_2, P41—_2, ,044—2,

con todos los demas p;; = 0. De esta forma, garantizamos que en t = 0 la solucion (2.51) se
transforme en pg+. Sustituyendo estos coeficientes en en la soluciéon general, obtenemos:

%e—ZI‘t 0 0 i%e[—F—Ziw]t
y 0 %(e—l"t _ e—ZFt) 0 0
Py (t) = 0 0 (e Tt — g=2rt) 0 - (259)
i%e[—r+2iw]t 0 0 %(1 _ e—rt)z + %

Caso ¥7:

El estado inicial p(0) = |®+){(®*| se define en la base computacional al igual que la solucién
markoviana general, elegimos los coeficientes p;;:

1

1
-, — — i
5 P23 = 2 P32

B 1 1
P22 = 2’ P33 = 2’
con todos los demas p;; = 0. De esta forma, garantizamos que en t = 0 la solucion (2.51) se

transforme en py+. Sustituyendo estos coeficientes en en la solucién general, obtenemos:

0 0 0 0
0 e Tt +le ! 0
M 2 —2
pys(t) = (2.55)
\I/+ 0 i%e—rt %e—l"t 0
0 0 0 1—e It
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Estas cuatro soluciones reflejan de forma explicita como evoluciona cada estado de Bell
bajo la dindmica markoviana, poniendo de manifiesto la desintegracion de coherencias y la
redistribucion de poblaciones en el sistema bipartito. En particular, apreciamos que mientras
los términos diagonales decaen exponencialmente con ritmos distintos, las coherencias fuera
de diagonal principal muestran oscilaciones amortiguadas segun la frecuencia propia del
sistema.

A continuacion, presentaremos las graficas correspondientes a cada una de estas tra-
yectorias temporales para facilitar su visualizacion e interpretacion. Empezaremos con las
poblaciones, donde se observa el comportamiento de las probabilidades de encontrar el
sistema en cada uno de los subespacios, y luego analizaremos las coherencias, detallando
coémo se atentian y modulan con el tiempo.

Poblaciones 2 TLS: markoviano

Estados de Bell: |®*) Estados de Bell: |W*)

1.0

0.8 1
e
N 1 — P t
8 0.6 ee,ee( : — Peg,eg(t) =Pge,ge(t)
© — Peg,eg(t) = Pge,ge(t) p (t)
§ 0.4 1 — Pgg,gg(t) 99,99

0.2

0.0 1

0 5 0 5
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Figura 2.6: Evolucion temporal de las probabilidades de encontrar al sistema en los niveles
lee), leg), |ge) vy |gg) cuando se parte de cada uno de los cuatro estados de Bell. Los
estados ’CIJJ—r> (dos excitaciones) vacian |ee) con rapidez y muestran un abultamiento
intermedio en |eg), |ge) antes de relajarse por completo a |gg); en cambio, los estados
"Pi> (una excitacion) se transfieren directamente a |gg) con pendiente a la mitad de
velocidad. En todos los casos |gg) actia como sumidero final.

En la Figura 2.6 se observa como la emision espontanea redistribuye la probabilidad
entre los estados del sistema de dos qubits. Para los estados de Bell |<I>J—r>, inicialmente

preparados en una superposicion maxima del estado doblemente excitado |ee) y el base |gg),
la poblacidn Pe e, (t) = %efzrt decae rapidamente. Este comportamiento refleja que ambos

qubits deben perder su excitacion individualmente, emitiendo cada uno un fotén de manera
independiente, lo cual ocurre con una tasa efectiva 2I'. Mientras tanto, las poblaciones
Pegeg(t) = Pgege(t) = (e —e~?'") muestran un aumento transitorio. Este “abultamiento”
surge porque, antes de alcanzar el estado base |gg), el sistema pasa por configuraciones
donde solo uno de los qubits ha emitido su fotén. Finalmente, Py 44(t) crece siguiendo
1

1(1 — e )% + 1, acumulando la poblacién a medida que ambos fotones son emitidos.

Para los estados |‘I’J—r>, que inician en una superposicion de |eg) y |ge), la dinAmica es
distinta. Aqui, solo un qubit esta inicialmente excitado, lo que implica que la emisién de un
unico foton basta para llegar al estado base. Esto se traduce en que las poblaciones Pey g () y
Pye.eq(t) decaen con una tasa I', mientras que Pyyg(t) = 1 — e ' aumenta suavemente hasta
saturar en 1. La ausencia de la poblacién en P, (t) confirma que, en ningin momento,
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ambos qubits estan simultaneamente excitados: el sistema nunca “almacena” un segundo
foton.

La diferencia clave entre ambos casos radica en la jerarquia de tiempos caracteristicos.
Los estados |CI>i>, al depender de dos emisiones independientes, vacian su excitacion al doble
de velocidad comparados con |‘PJ—’>, donde una sola emision gobierna la transicion. Esto se
evidencia en las tasas exponenciales: 2I" para |<I>i> frente a I para |‘I’i> El estado |gg) actua
como sumidero universal, pero la ruta hacia él depende criticamente de las correlaciones
iniciales.

Coherencias 2 TLS: markoviano

Primer estado de Bell: |®7)

Segundo estado de Bell: |®7)

- |PEE.gg(t)| — |Pee,gg(t)|
— IM[Pee, gg(t)] —— IM[Pee, gg(1)]
Re[Pee, gg(t)] Re[Pee, gg(t)]

Porom——o

Tercer estado de Bell: |W) Cuarto estado de Bell: [W7)

0.4 - - |Peg,ge(t)| | - |Peg,ge(t)|
’ I Im[Peg,ge(t)] I Im[Peg,ge(t)]

0.2- Re[Peg,ge(t)] | | Re[Peg, gel(t)]

0.0
—0.2 1 1
—0.41 .

0 5 0 5
It

Figura 2.7: Comportamiento de las coherencias que sostienen el entrelazamiento inicial. Para
|©*), la amplitud Py, 4 (t) oscila a 2w con w = 6I'. Para [¥'*), la coherencia Pegge (t)
carece de oscilaciones y decae exponencialmente con la misma escala temporal. Estas
curvas reflejan que los pares |CI>J—F> pierden entrelazamiento al doble de velocidad
que los pares |‘I’i>, sin exhibir muerte stibita en ningtn caso.

En la Figura 2.7 se muestra como las correlaciones cuanticas, representadas por los
elementos fuera de la diagonal de la matriz densidad, evolucionan en el tiempo para cada
estado de Bell. Para los estados |<I>i>, inicialmente entrelazados entre el nivel doblemente
excitado |ee) y el base |gg), la coherencia Peegy(t) = 3¢~ 'e 2" domina la dinamica. Este
término combina un decaimiento exponencial —gobernado por la tasa I'— con oscilaciones
rapidas a frecuencia 2w, como si la diferencia de energia entre |ee) y |gg) imprimiera
un “latido” cuantico en las fases relativas. Estas oscilaciones, sin embargo, se amortiguan
progresivamente debido a la interaccién con el entorno, dejando solo un rastro de las
correlaciones iniciales. En contraste, los estados |‘I’i>, que parten de una superposicion
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simétrica (|¥7)) o antisimétrica (¥ 7)) de |eg) y |ge), presentan coherencias Pegge (t)
+1e7T". Aqui, no hay oscilaciones porque |eg) y |ge) tienen la misma energia: al no existir
un desbalance energético entre estos estados, no se acumula fase relativa con el tiempo. La
unica fuente de decaimiento es la emision espontanea de un Unico fotéon, correspondiente a
la relajacion del qubit excitado hacia su estado base.

La diferencia entre ambos casos es crucial. Mientras que en |CI>J—r> se requiere la emision
de dos fotones —uno por cada qubit— para eliminar completamente las coherencias, en |‘Ifi>
basta con un solo evento de emision. Esto se refleja en las tasas de decaimiento: las cohe-
rencias de |®J—r> estan sujetas a una combinacion de procesos (oscilaciones y decaimiento),
mientras que las de |‘Pi> se atendan de manera mondtona, como una llama que se apaga
sin titubeos. En ambos escenarios, las amplitudes no desaparecen abruptamente, sino que
se desvanecen de forma suave, siguiendo las leyes exponenciales tipicas de los sistemas
markovianos. Esta suavidad confirma que el entorno no “interrumpe” violentamente las
superposiciones, sino que las erosiona progresivamente.

En sintesis, el estudio del régimen markoviano nos confirma que, cuando el entorno
carece de memoria, la dindmica de dos sistemas de nivel (2 TLS) se rige por un flujo de
excitaciones sencillo y predecible: los niveles poblacionales se vacian escalonadamente y los
términos no diagonales se apagan de forma exponencial, modulados —o no— por la diferencia
de energia entre los estados involucrados. Este comportamiento refleja la naturaleza “sin
pasado” del bafio: cada emision es un evento independiente que no retroalimenta al sistema
ni altera su futuro inmediato mas alla de reducir, de forma irreversible, la energia y la
coherencia almacenadas.

Los cuatro estados de Bell constituyen una prueba de fuego particularmente clara. Partir
desde los sectores con dos excitaciones (|®J—r>) acelera la relajacion y anade una oscilacion
rapida asociada a la brecha energética entre |ee) y |gg), mientras que los sectores con una
sola excitacion (|‘I’J—r>) muestran una caida mas pausada y carente de modulacion dinamica.

Con ello concluimos el examen del escenario markoviano. Hemos visto que la ausencia
de memoria simplifica la evolucién y permite resolverla exactamente, pero también impone
un limite intrinseco: cualquier recurso cuantico depositado inicialmente—ya sea energia,
coherencia o correlacion—se diluye de manera inexorable y con tasas determinadas por el
numero de excitaciones involucradas. Esta vision sienta las bases para el siguiente capitulo,
donde abriremos la puerta a entornos con memoria y exploraremos cémo la retroalimentacién
del pasado altera, enriquece o incluso revierte las conclusiones aqui obtenidas.






CAPITULO 3

Solucion de sistemas post-markovianos

Tras dominar el terreno marcado por la simplicidad del régimen markoviano, donde el
entorno carecia de memoria y las ecuaciones eran batallas lineales, avanzamos hacia un
paisaje donde el tiempo deja cicatrices. El post-markoviano no es ruptura, sino evolucion:
un puente entre orden y caos, donde el entorno ya no olvida. Aqui, el pasado es arquitecto
silencioso del presente. En el silencio de sistemas sin historia, desarmamos interacciones
efimeras y exhibimos la dinamica fugaz de qubits. Pero la naturaleza no perdona ni olvida.
Ahora, el pasado nos alcanza: el campo de batalla se expande con un nuevo adversario: el
recuerdo.

El régimen post-markoviano representa un escenario mas realista que el puramente
markoviano. No es atn la jungla impenetrable del régimen fuertemente no markoviano, pero
si un terreno salpicado de memoria, un frente intermedio donde las retroalimentaciones
sutiles se vuelven tangibles. En este territorio, los sistemas de dos niveles (TLS) enfrentan un
nuevo desafio: interactuar con un entorno que guarda memorias, un testigo que registra cada
intercambio de energia y lo devuelve como un eco temporal. Las correlaciones ambientales
ahora persisten, tejiendo una red de influencias que conectan instantes distantes. Pero esta
complejidad no es un laberinto sin salida. Con la ecuacién post-markoviana de Shabani y
Lidar [6], transformamos la memoria en un aliado: el kernel k(t), una funcioén que cuantifica
cuanto pesa cada momento pasado en el presente, actua como un traductor entre el lenguaje
del entorno y la dindmica del sistema.

;Qué secretos oculta este régimen? ;Como resurgen coherencias aparentemente perdi-
das? ;De qué modo el entrelazamiento entre TLS se modula bajo la sombra de memorias
estructuradas? Estas son las preguntas que guiaran nuestra incursion. En sistemas de un
solo TLS, la memoria puede ralentizar el decaimiento de coherencias, como si el entorno, al
recordar, ofreciera una tregua a la decoherencia. En sistemas de dos TLS entrelazados, la
memoria ambiental modula el entrelazamiento, creando pulsos de resurgimiento o acele-
rando su desvanecimiento, dependiendo de si el entorno preserva o borra sus huellas. Este
régimen no solo describe pérdidas, sino intercambios: energia que fluye bidireccionalmente,
coherencias que se filtran y reconstruyen, como ondas chocando contra un acantilado y
retrocediendo con nueva forma.

Hemos preparado el campo de batalla en los capitulos anteriores. Hemos dominado la
simplicidad. Ahora, armados con soluciones markovianas y el kernel k(t), exploramos c6mo
la memoria redefine las reglas. No es un salto a la oscuridad, sino una inmersiéon en un
océano de posibilidades controladas: la ecuacion post-markoviana preserva la tratabilidad
analitica, pero afiade capas de realismo. Cada solucién aqui obtenida no es un final, sino
una puerta a preguntas mas profundas: ;Puede la memoria ambiental convertirse en un
recurso? ;Como disefiar entornos que “programen” la dindmica cuantica mediante kernels
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especificos?

Este capitulo es la llave para desbloquear sistemas cuanticos en regimenes realistas,
donde el tiempo no es un enemigo, sino un cémplice. La memoria, lejos de ser un obstaculo,
es el lienzo donde pintamos el futuro de las tecnologias cuanticas.

3.1. SOLUCION DE LA ECUACION POST-MARKOVIANA

En el marco de la dindmica cuantica no markoviana, la ecuacién post-markoviana —propuesta
seminalmente por Shabani y Lidar— emerge como un puente conceptual entre el mapa exacto
de Kraus (de naturaleza discreta) y la ecuacion maestra generalizada de Nakajima-Zwanzig
(de caracter integro-diferencial). Dicha ecuacion esta expresada como

dp ' 1.0 Lt /
— =L | dtk(t')e=" p(t —1t). (3.1)
dt 0

Esta formulacion unificadora permite modelar sistemas cuanticos abiertos con memoria

finita, combinando precision y tratabilidad matematica.

3.1.1. Derivacion analitica de la solucién general

En este trabajo, nos enfocamos en resolver dicha ecuaciéon mediante una descomposicion
espectral de la matriz de densidad p(t) términos de vectores derechos {p,,}, andloga a la
metodologia empleada en el régimen markoviano. Dado que los eigenvectores de £ son
completos, podemos escribir la expansion:

p(t) = X, Cilt)pa (3.2)

donde los coeficientes dinamicos estan determinados como en (2.41). Aplicamos la derivada
temporal a la ecuacion anterior obteniendo asi,

p(t) = 2, Ci(D)pa, (3.3)

Introduciendo las ecuaciones (3.2) y (3.3) en la ecuacion post-markoviana (3.1), consegui-
mos

Nty = £ | drk(n)exp(Lo) B et~ o)
' t l (3.4)
= Zli Jo k(7)Ci(t — ) exp(Ait)dTpy,.

Alhacer la comparacion de ambos miembros de la ecuacion anterior, obtenemos una relacién
para los coeficientes dinamicos,

Cit) = A Jt k(7)Ci(t — 1) exp(AiT)dr. (3.5)

0

Recordemos que la convoluciéon de dos funciones f'y g se define como

(Feg)(t) = Ltf(t ~ r)g(r)dr, (56
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donde de esta definicion podemos suponer que g(7) = A;k(7) exp(Ai7) v f(t —7) = Ci(t — 7).
Por lo tanto, podemos escribir el lado derecho de la ecuacion (3.5) como

/‘lif k() exp(Ai7)Ci(t — 7)dt = Aik(7) exp(AiT) * Ci(t), (3.7)

0

lo cual nos permite reescribir la ecuacion (3.5) en la forma

Ci(t) = Aik(r) exp(Ait) = Ci(t). (3.8)

Ahora, podemos aplicar la transformada de Laplace a ambos lados de la ecuacién anterior,
Z{G(t)} = Z {ik(z) exp(Ait) = Ci(1)} . (3.9)

Es conocido, [28], que la transformada de Laplace de la derivada se define expresa
mediante la relacion

LAF'(t)} = sf(s) = £(0), (3.10)

la cual nos permite obtener
Z{Ci(1)} = sZ{Ci(1)}(s) — Ci(0) = sCi(s) — Ci(0), (3.11)

donde C;(s) := Z{Ci(t)} es la transformada de Laplace de la funcién C;(t).
Para el lado derecho de (3.9) invocamos la propiedad Z{f(t) = g(t)} = L{f(t)}Z{g(t)}

[28]. Esto nos permite escribir
L {dik (1) exp(AiT) = Ci(1)} = LCils)k(s — Ay). (3.12)
Introduciendo las relaciones (3.12) y (3.11) dentro de (3.9), concluimos que

~ Ci(0)
C,‘ S) = ——. .
( ) S — /L'k<S — /1,) (3 13)

Dado que nos interesa una expresion para calcular los coeficientes C;(t), aplicamos la
transformada inversa de Laplace a la ecuacion anterior, permitiéndonos escribir

1

Gl == {s — Aik(s — i)

}c,«o) — E(H)C(0). (3.14)

Para calcular explicitamente los coeficientes &;(t), necesitamos una funcién de kernel de
memoria, en este caso, nuestra eleccion es en forma exponencial:

k(t) = ye ", (3.15)
el cual nos permite expresar el término k(s — ;) como:

~ B Y
k“_lﬂ_sg(k—yy (3.16)
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De lo anterior, podemos representar el término en llaves de la ecuacion (3.14) en la forma

1 _ 1 B s+y—A
s—Ak(s =) Y s+ sy — sk — Ay
"\s+y—A
_ =My 1 Y
+y)s—A4) s+y (s+y)s—4) (3.17)

1 n Y 1 1
sty yH+Ah\s—A sty

- /11' 1 n Y 1
_}/—F/L' S-f-}/ }/—l-/li S—/li '
Por lo tanto,

1 i _ 1 _ 1
- e e
s — Aik(s — A;) Y+ A sty Y+ A s—Ai

(3.18)
A Y .
_ eyt At
n Aie + T Aie .
Finalmente, concluimos que
L(t) =27 ! _yet e (3.19)
‘ s — Aik(s — Ay) y+A '
Por lo tanto, la solucién final post-markoviana es:
p(t) = Y &(1)Ci(0)p,- (3.20)

La solucion de la ecuacion post-markoviana revela una dependencia critica en la relacion
entre la tasa de decaimiento del sistema, T', y la tasa de pérdida de memoria, y. Para los

eigenvalores A; = —2I'y A¢ = A1; = —TI, el denominador y + A; introduce una singularidad
cuando y = 2I'y y = T', respectivamente. A continuacion, se analizan los tres casos clave:
1. Caso I > y:

Memoria persistente Cuando I' domina sobre y, el término asociado a los eigenvalores
degenerados A¢ y 411 en la solucion adquiere la forma:

ye It —Te
y—T

Al descomponerlo, prevalece el término con e~ ?* para tiempos largos, ya que y es la
tasa mas lenta. Esto implica que la dindmica del sistema esta gobernada por la pérdida
de memoria. El sistema “recuerda” su historia debido a la persistencia de la memoria
(y pequeiia), lo que ralentiza su decaimiento efectivo.

2. CasoT' <y:
Régimen cuasi-Markoviano Si y es mayor que I', el denominador y — I es positivo, y
el término correspondiente a A¢ y Ay; se simplifica a:

It _ T —yt
re SARRPOR S (para t grandes).
y—T y—T
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Aqui, la rapida pérdida de memoria (y) suprime los efectos no-Markovianos, y el
sistema decae seguin su tasa intrinseca I'. Este régimen se asemeja a un comportamiento
Markoviano, donde la memoria del entorno no influye significativamente.

3. CasoI' =y:

Punto critico y resolucién de la indeterminacion. Cuando I' = y, el denominador y — T’
se anula, sugiriendo una indeterminacion. Sin embargo, al aplicar el limite y — I’
(usando la regla de L’'Hopital), el término critico para A y A1 se transforma en:
—Tt —yt

lim Y& —T¢ " e (1 +Tt).

y—T Yy — r
Este resultado muestra que, en el punto critico, la solucién adquiere un término lineal
en el tiempo multiplicado por una exponencial. Esta dependencia temporal indica una
desviacion fundamental del decaimiento exponencial puro, reflejando una competencia
exacta entre la pérdida de memoria y el decaimiento del sistema.

Este analisis subraya que la ecuacion post-markoviana no es meramente una extension
formal de modelos markovianos, sino una herramienta para explorar como la memoria
ambiental modula la evolucion de sistemas cuanticos abiertos, desde regimenes fuertemente
no-markovianos hasta transiciones criticas.

3.1.2. Limite markoviano

La solucion post-markoviana generaliza la dinamica de sistemas cuanticos abiertos al incor-
porar efectos de memoria finita. Sin embargo, es fundamental verificar que, en el régimen
donde la memoria del entorno se vuelve despreciable, se recupere la descripcion Markoviana
estandar. A continuacion, se demuestra como la solucion post-markoviana se reduce a la
dinamica de Lindblad cuando la tasa de pérdida de memoria y domina sobre la tasa de
decaimiento del sistema I'.

El limite Markoviano corresponde al caso donde el kernel de memoria k(¢) en la ecuacion
post-markoviana se aproxima a una delta de Dirac: k(t) — §(¢). Bajo esta aproximacion, la
integral de memoria en la ecuacién post-markoviana se simplifica:

t
Lf dt' 5(1)eL p(t — ') = LeL (1) = Lp(t), (3.21)
0
lo que reduce la ecuacion original a la ecuaciéon maestra de Lindblad:
dp
— = Lp(t).
- = Lr(t)

Con el kernel (o nicleo) que hemos elegido, la transicion al régimen Markoviano, se
realiza tomando el limite de pérdida de memoria infinita (y — o0) en la solucioén post-
markoviana. Partimos de la expresion general (3.20). En este limite, el término A;e 7" en
el numerador se suprime exponencialmente debido al decaimiento ultrarrapido de e,
reduciendo el numerador a ye*!. Simultineamente, el denominador y + J; se aproxima a y,
ya que y domina sobre cualquier eigenvalor A; (por ejemplo, A; = —T', —2T'). Esto simplifica
cada término en la solucion post-markoviana dandonos la solucion

C1,(0)p1, = €"C1,(0)pa,s (3.22)

Ait —yt Ait
et + Lie”Y . e
M 0)p, =L

que corresponde exactamente a la solucién de la ecuacion de Lindblad.
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La condicién y — oo implica que el entorno “olvida” instantdneamente las interacciones
pasadas con el sistema (Tmemoria ~ 1/y — 0). Como consecuencia, la dindmica se vuelve
local en el tiempo, y las correlaciones no-markovianas, proporcionales a e !, se suprimen.
La solucion resultante p(t) = e£*p(0) describe un semigrupo dinamico markoviano, donde
la evolucion depende inicamente del estado instantaneo del sistema.

Este analisis no solo valida la coherencia de la solucion post-markoviana con el marco
tedrico establecido, sino que ademas establece un criterio fundamental para determinar la
relevancia de los efectos de memoria: estos se vuelven significativos cuando el parametro y
es comparable o inferior a las tasas de decaimiento del sistema (T').

3.2. SOLUCION POST-MARKOVIANA PARA 1 TLS

En esta seccion estudiamos un sistema de dos niveles (TLS) dentro del régimen post-
markoviano, propuesto por Shabani y Lidar [6] y aplicada al problema de 1 qubit por
Maniscalco y Petruccione [7], que introduce memoria ambiental a través de un kernel
exponencial. Al igual que en el régimen markoviano, la solucién se construye mediante una
expansion espectral en el espacio de Liouville con los coeficientes dindmicos C;(t) defini-
dos en la ecuacion (2.41). Repetimos ahora dicho procedimiento usando los autovectores
derechos y sus eigenvalores asociados, lo que conduce a la forma general de la solucidon:

e—l‘t _ I“e—)/t ef(r/ziiw)t — (E — iw)efyt
pri(t) = Pny T le) el + pa —T = o_
y—3 tiw
—(T/2+iw)t _ (LT : —yt _Tt —vt
ye (5 +iw)e ye Tt —Te™r
+ pr2 — oy + [1 — pun . l9) <9l
y— 35— ilw Y —
(3.23)
) yefrt —Te 1t , ye—(F/Z—l—iw)t _ (g + iw)e—yt
11—}/_r 12 y—g—iw
e~ (I/2mi0)t _ (L _jgyet ~Tt —yt
Y 2 ye ' —Te
P21 I 1—pn T
y—3 tiw Y

Para analizar los efectos de la memoria en el sistema, resulta esclarecedor examinar
graficamente la evolucién temporal de los elementos de la matriz densidad. La comparacién
directa entre los regimenes markoviano y post-markoviano —especialmente de las poblacio-
nes (P, (t), Pyy(t)) y las coherencias (Pey(t), Pye(t))— permite visualizar de manera precisa
como la memoria modifica la dindmica del sistema.

Observemos que el coeficiente &(t) puede ser expresado como una funcion

ye—rt —Te Mt eIt _ Re~Tt/R

§o(t,R) = P (3.24)

donde R = T'/y es la razon de las tasas de decaimiento del sistema y de la memoria, respecti-
vamente. Por convencion, R grande indica memoria larga (relajacion lenta del entorno) y
R pequefio, memoria corta. Bajo esta definicion podemos expresar las poblaciones de p(t)

como:
Pee(t> = Pnfs(t, R),

(3.25)
Pgg(t) = 1 — Pee(2),
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mientras que las coherencias son
e (zHi)It _ R(% + i5>e—Ft/R

1—R(3 +i5)

Peg(t) = Pp(t) = pr2 , (3.26)
cond = w/T.

Procedemos con el analisis de la evolucion temporal de las poblaciones y coherencias
(utilizando el mismo estado inicial que en el caso markoviano, mostrado en (2.47)) tal como
se muestran en las siguientes figuras.

Poblaciones 1 TLS: markoviano vs post-markoviano

1.01
0.81

c 06 7 Pee(t) - PM

b Pgg(t) - PM

©

% Pee(t) - M

2 0.4 —== Pgg(t)-M
0.2
0.0

0 5 10 15 20

It

Figura 3.1: Evolucién post-markoviana de las poblaciones Pe(t) y Pyy(t) para 1 TLS; el aco-
plamiento con memoria ralentiza el vaciado de la excitacion inicial y genera un
tramo no-exponencial antes de la relajacion final. Mostramos una comparativa entre
la dinamica markoviana (lineas punteadas) y post-markoviana (lineas continuas)
bajo el pardmetro R = 2. La memoria ambiental atentia el decaimiento rapido tipico
del caso sin memoria, mostrando cémo el bano retroalimenta temporalmente la
ocupacion del estado excitado.

En la Figura 3.1 se observa que el decaimiento de P (t) y el crecimiento de Pgy(t)
son mas lentos en comparacion con el mostrado en el caso markoviano, reflejando efec-
tos no-Markovianos débiles. En particular, el inicio del decaimiento de P, (t) presenta un
comportamiento no exponencial, caracterizado por un tramo inicial retardado debido a
la retroalimentacion temporal del bafio ambiental, antes de transitar hacia una relajaciéon
final mas gradual. La dindmica mantiene monotonicidad, pero con una relajacién retardada,
evidenciando como la memoria ambiental influye temporalmente en la ocupacion del estado
excitado.

En la Figura 3.2, comparamos el médulo de la coherencia |Py(t)| con valores de R €
[0.2,0.5, 1, 2,5] frente al caso puramente markoviano. Para R grande la coherencia decae
lentamente con oscilaciones residuales, evidenciando efectos no-Markovianos dominantes
(memoria prolongada del entorno). Al disminuir R las curvas post-markovianas se aproximan
progresivamente a la dinimica markoviana. Para R = 0.2, el decaimiento de |P,4(t)| converge
a la curva del régimen markoviano por abajo.
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Un valor de R pequefo implica tiempos de memoria cortos en el entorno, suprimiendo la
influencia no-markoviana. Asi, el limite R — 0 recupera la descripcién markoviana estandar,
donde la interaccion sistema-entorno es instantanea y sin historia previa. Este resultado
confirma que el modelo post-markoviano generaliza la teoria markoviana, incorporando
memoria finita que se desvanece en el régimen de R pequefio.

Coherencias 1 TLS: markoviano vs post-markoviano

R
R

PM ( 5)
PM ( 2)
PM (R=1)
PM (R=0.5)
PM (R=0.2)
M (R-0)

[Peg(t)]

0 10 20
rt
Figura 3.2: Comparacion de la evolucion temporal de la coherencia |Pey(t)| de 1 TLS en el
régimen markoviano y post-markoviano. Para valores de R € [5,2,1,0.5,0.2] y
§ = 5, se observa que, al disminuir R, la solucién PM converge a la M, mientras que
para R grandes la cola de |Pey(t)| se prolonga debido a la influencia de la memoria.

3.3. SOLUCION POST-MARKOVIANA PARA 2 TLS

Después de haber analizado detalladamente el caso de un tnico sistema de dos niveles (1 TLS)
en el régimen post-markoviano, es natural extender ahora nuestro estudio hacia sistemas
mas complejos. En particular, examinaremos la dindmica de dos sistemas de dos niveles
acoplados (2 TLS) bajo las mismas condiciones post-markovianas. Aunque el régimen post-
markoviano ha sido estudiado en sistemas individuales, la extension a sistemas acoplados
como este no ha sido explorada en profundidad en la literatura existente, dejando un vacio
en la comprension de como la memoria ambiental afecta las interacciones colectivas entre
subsistemas cuanticos.

En esta seccion, presentamos por primera vez una solucion analitica cerrada para la
evolucion temporal de 2 TLS acoplados en el régimen post-markoviano, generalizando la
metodologia de expansion espectral del superoperador de Liouville al espacio bipartito.
Esta solucion, que hasta donde tenemos conocimiento no ha sido reportada previamente,
nos permite desentranar de manera precisa como los efectos de memoria del bafio no solo
modifican las poblaciones individuales de cada TLS, sino que también regulan la dindmica
de correlaciones cuanticas entre ellos.

Como aplicacion directa de esta solucion general, analizaremos en detalle la evolucion
partiendo no solo de estados de Bell —los cuales, debido a su entrelazamiento maximo, sirven
como un banco de pruebas ideal para cuantificar el impacto de la memoria ambiental en el
entrelazamiento—, sino también de estados particulares como |eg) {eg| o |ge) (ge|, con el fin
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de explorar si es posible generar entrelazamiento a partir de configuraciones inicialmente
separables y comparar esta creacion en los regimenes markoviano y post-markoviano. Los
resultados que presentamos a continuacioén no solo amplian el alcance de la dinamica post-
markoviana a sistemas multipartitos, sino que también proporcionan nuevas herramientas
conceptuales para entender la preservacion, generacion y control de correlaciones cuanticas
en entornos estructurados.

3.3.1. Solucion post-markoviana general

Para la solucion general del sistema de 2 TLS en el régimen post-markoviano, aprovecharemos
los coeficientes dinamicos previamente calculados en el contexto markoviano, los cuales ya
hemos definido en el capitulo 3 y se detallan exhaustivamente en la Tabla 2.6. Esta eleccién
se fundamenta en la similitud estructural que comparten ambas aproximaciones, lo que
no solo facilita la transiciéon entre regimenes, sino que también permite una formulaciéon
consistente y directa, asegurando que las dindmicas no markovianas se construyan sobre
una base solida ya establecida.

P (1) = pr&a(t) |ee)eel + %ﬁpw ba(t) lee)(+] + B2 &5(1) fee)(—|

+praalt) leeXggl + 2 £ (1) | ee

| =il + (pu + 2R Y (1) |44

+ 3 (P22 = P23 + psa — p3s3) & (1) |+)(—|

+ | () + 5 (pre+ pra) (B(0) — £,(0) | 1+)og

+ B2 (1) | =) eel + 3 (pa2 + pas — psz — p33) £ (1) |—)(+]
| = o £(e) + (pun + g Y (1) | )|

n [ B 8o (1) — 2% (pr2 — pus) (§1a(t) + &(1)) ] =99l

(3.27)

+ pa1 & () |gg)eel

+ | PR E () + 2 (pa + ) (&1(1) — £ (1) ] 199)¢+]

b 220 61,0) + 22 (s — p) (B10) — E00) | X

+ |1 — (2p11 + paz + p33) &(t) + p11 &(2) ] 199){99!,

donde seguimos usando la definiciéon Xzﬁ. Esta solucion, a pesar de estar escrita en
términos de la notacion |+ ), su forma matricial se encuentra en la base computacional. Los
argumentos son los mismos que usamos para explicar la soluciéon markoviana en la ecuacién
(2.51). Por lo tanto, la representacion matricial de la solucién post-markoviana es
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(P12 + p13)&(t) (P12 + pr3)&a(t)

t t
+(p1z — p13)&3(t)] —(p12 — p13)&3 ()] predalt)

puéi(t)

(&(t) — &(2)) %[X*@lz + p13) (&(t) —
P11(56

&(
31(p21 + ps1)&5 (1) o + p )5 () 3(p2s + p32) &6(t) +(p2a + p3a)&s(
+(pa1 — p31)& (1)] 1552( H+ ZzQ;(t) — 15&(t) + 108 (1) *%[X(Plz — pus) (Ena(t) + &(

—(p24 — p3a)ra(
1
PM = 12 13) (Es(t) — &(t
prt) pualElt) — (1) ¥ e+ oG

t

(

31(p21 + p31)&5 (1) 3 (P23 + ps2)&6(2) 4 +(pas + p3a)&s(t

- \ P 3 (P22 + p2s)&s(t)

(o1 = p31)§3 (t” * ZS§7(t) B ZQ§7 ® — ;Sejft — ;Qe;;k’ [X(Plz — p13)(&12 + &(
(

—(paa — p3a)Eral(t

o + o) @O - 8@) S xon + pa) B - E0)
(1) . +(paz + pa3)& (f)] ) +(paz + pas3) §§(f)] 1+ puéi(t)
- ) EW - 8) e - )@ - g T BT en Tl
—(paz — P43)flz(t)] —(paz — pa3)€ (t)]
(3.28)

con &;(t) definidos como en (3.19) y S, Q como lo definimos en la solucién markoviana (2.51).

Esta formulacion compacta permite centrar nuestro analisis en los aspectos cualitativos y
fisicos relevantes del problema, particularmente en la dindmica poblacional, la coherencia y el
entrelazamiento, facilitando asi la interpretacion y discusion de los efectos no-markovianos
derivados del entorno. Ademas, esta representacion abre el camino para explorar cuantita-
tivamente como el acoplamiento entre los dos sistemas influye en la evoluciéon temporal
del entrelazamiento, permitiendo un analisis de los fendmenos emergentes del régimen
post-markoviano.

3.3.2. Estados de Bell como condiciones iniciales

En esta subseccion estudiaremos especificamente la evoluciéon dinamica del sistema de 2
TLS utilizando como condiciones iniciales los estados de Bell, cuya representaciéon matricial
ya ha sido introducida en la ecuacion (2.53). La eleccion de estos estados iniciales resulta
particularmente interesante dado que corresponden a estados maximamente entrelazados,
ideales para analizar el comportamiento del entrelazamiento debido a efectos de memoria
ambiental en el régimen post-markoviano.

Las soluciones post-markovianas obtenidas correspondientes a estos cuatro estados son:

Caso d*:
Para el caso del estado inicial p(0) =
1 1 1 1
piu=o pu= ié, pa1 = ig, Pas = 2

con todos los demas p;; = 0. De esta forma, garantizamos que en t = 0 la solucion (3.28) se
transforme en pg+. Sustituyendo estos coeficientes en en la soluciéon general, obtenemos:

(t)

[\')l»—l

3E(t) 0 0 t38
0 e -&@) o 0
0 0 3(&(1) — & (1)) 0

+185(t) 0 0 sE(t) — &(t) +1

P (t) = (3.29)

t)
1]
t))

)]

t

)
)]
)
)]
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Caso ¥7:

Para el estado inicial p(0) = |®+)(®*

, elegimos los coeficientes p;;:

_l _+1 _+1 B
,022—2, P23—_2, ,032—_2, P33 =

B

1
2
con todos los demas p;; = 0. De esta forma, garantizamos que en t = 0 la solucion (3.28) se
transforme en py+. Sustituyendo estos coeficientes en en la solucion general, obtenemos:

0 0 0 0
PM _ 0 %§6<t) i%‘szé(t) 0
Pex(t) = | | Sle) a0 . (3.30)
0 0 0 1— &l(t)

Una vez presentadas estas soluciones explicitas, analizaremos su comportamiento me-
diante graficas. Dichas graficas ilustraran tanto la evolucion temporal de las poblaciones
como de las coherencias cuénticas, ofreciendo una visualizacion clara y directa del impacto
de la dinamica post-markoviana sobre estos estados inicialmente entrelazados.

Utilizando la defincion (3.24) podemos expresar las poblaciones de pi, () como:

P (1) = %§1(2t, 2R),

Plyeg(t) = %[s*s(t, R) — &i(2t, ZR)] = P () (3.31)
Pl og(t) = SE1(26,2R) — 6(LR) + 1

mientras que para las coherencias son

+ + 1| e~ (1+20)Tt _ R(1 + 2i8)e TH/R
PY (1) = [PS ()] = = : 3.32
ee,gg( ) [ gg,ee( )] —9 [ 1—R(1 + 21.5) ( )
cond = w/T.
Analogamente escribimos las poblaciones para py'y (t) como
1
Plheglt) = Pregelt) = JEs(6R),
eg’:g e 2 (3.33)
Py oo(t) =1 —&(tR),
y para las coherencias
+ + 1 1|e Tt — Re TUR
Py ge(t) = Prooy(t) = +2&6(5R) = 42 [ R (3.34)

En esta notacion es necesario aclarar que el limite markoviano se obtiene cuando R — 0
(equivalente a y — c0). A continuacion presentamos el analisis para las poblaciones y las
coherencias.
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Poblacién

Poblaciones 2 TLS

Estados de Bell |®*)
R=2.0

: markoviano vs post-markoviano

Estados de Bell |W*)
R=2.0

1.0

0.8 1

0.6 1

0.4 1

0.2 1

0.0 1

Pee,ee(t)-(PM) | 1
Peg,eq(t)-(PM)
Pygg, gg(t)-(PM)
Pee, ee(t)-(M)
Peg, eq(t)-(M)
Pgg, gg(t)-(M) E

—— Peg,eg(t)-(PM)
Pge, ge(t)-(PM)
Pgg, gg(t)-(PM)
Peg, eq(t)-(M)
Pge, ge(t)-(M)
Pgg,gg(t)-(M)

1.0

0.8 1

0.6 1

0.4 -

0.2 1

0.0 -

1.0+

0.8 -

0.6 -

0.4 1

0.2 1

0.0 1

15 0

It

15

Figura 3.3: Comparacién de las poblaciones markovianas vs post-markovianas para los valores
de R € [2,0.5,0.2]. Cuando R = 2, la memoria frena la relajacion y redondea
las curvas; para R = 0.5: la disipacion se acelera y el perfil se aproxima a la ley
exponencial; y R = 0.2 hace que las trayectorias confluyan practicamente con la
solucién markoviana, evidenciando la recuperacioén del limite sin memoria.

En la Figura 3.3 se muestra una comparacion de las trayectorias temporales de las
poblaciones Peece(t), Pegeg(t) = Pyege(t) ¥ Pyggq(t) en ambos régimenes cuando el sistema
de dos qubits evoluciona en un entorno con memoria finita; cada subfigura compara la
prediccion post-markoviana (lineas continuas) con el limite markoviano (lineas punteadas)
para distintos valores del parametro R.

« R = 2. La memoria ambiental es intensa: el drenaje de Pe.c.(7) se vuelve netamente
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mas lento que el exponencial markoviano, y el abultamiento intermedio de Peyy(7) se
prolonga antes de vaciarse en Pyy 44(7). El resultado es una relajacién global retardada:
el estado base tarda mas en alcanzar su ocupacion asintoética.

R = 0.5. El entorno ya “olvida” casi tan rapido como el propio sistema evoluciona.
Las diferencias entre ambos modelos pasan a ser marginales: las tres poblaciones
se superponen salvo por una sutil demora inicial en la post-markoviana. A efectos
practicos, la dinamica empieza a comportarse como markoviana.

R = 0.2. Con una memoria mas corta, la coincidencia es evidente en todo el in-
tervalo estudiado. El sistema recupera rapidamente el comportamiento exponencial
caracteristico del régimen sin memoria.

De esta forma ilustramos como el parametro y controla la transicion del régimen post-
markoviano al régimen markovano: a valores grandes de R, la interaccién con el entorno
retarda la transferencia de excitaciones y “ensancha” los tramos de una y dos excitaciones; a
medida que R decrece, las curvas se alinean progresivamente hasta reproducir el decaimiento
exponencial puro previsto por la teoria markoviana.

|Oee, go(T)|

Para el caso de las coherencias, en la Figura 3.4 mostramos una comparacion en el
régimen markoviano con el post-markoviano. El panel izquierdo, correspondiente a los
estados |d>i> con doble excitacion, se aprecia que la presencia de memoria transforma la
simple ley exponencial en un decaimiento estructurado:

0.5 1

0.4+

Coherencias 2 TLS: Markoviano vs Post-Markoviano

Estados de Bell: |®*) Estados de Bell: |W*)

—— PM, R=4 0.5 1 — PM,R=4
PM, R=2 PM, R=2
— PM.R=1 — PM,R=1
0.4+ —— PM, R=0.5 —— PM, R=0.5
—— PM, R=0.01 0.4 —— PM, R=0.01
== M(R-0) == M(R-0)

o
W
s

|Peg, ge(T)|

<
N
N

0.0

5 10 15 20 0 5 10 15 20
T=TIt

Figura 3.4: Comparacion de la evolucién temporal de la coherencia (|Pec ge(t)| para los &+

Y |Pegge(t)| para los ¥7F) entre la dindmica markoviana y post-markoviana para
8§ =50yRe[521,0.5,0.1]. Se observa que para el caso de los ®* hay curvas PM
que convergen a la curva M por abajo. Esto se debe a que el estado inicial es una
superposicion de dos excitaciones, mientras que para los ¥+ es una superposicién
de una excitacion, ocasionando que las curvas PM queden por encima de la M.

« Con R = 5y R = 2 estamos trabajando con memoria fuerte (es decir, un valor del

parametro memoria pequefia), entonces la atenuacién es mucho mas lenta y completa-
mente mondtona; el entorno devuelve informacion de fase, retardando la pérdida de
coherencia.

« Para R = 1 surgen oscilaciones amortiguadas —pequefias ondulaciones que no existen

en el limite markoviano— producto de la competencia entre la emision de fotones y la
retroalimentacion temporal del bafio.
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« Al disminuir a R = 0.5y R = 0.1, las curvas post-markovianas se pegan progresiva-
mente a la curva markoviana: el entorno “olvida” tan rapido que ya no puede sostener
la retroalimentacion, y se recupera el caso sin memoria. Observamos que las curvas
PM convergen a la curva M, pero por abaojo. Esto es producto de que la coherencia
esta entre dos excitaciones y cero excitaciones: |ee) <> |gg). Este sector tiene un canal
lateral inmediato: |ee) — {|eg),|ge)} (bloque de una excitacion). A corto tiempo, la
memoria alimenta precisamente a ese bloque lateral y eso roba peso a la coherencia.
Es por eso que la coherencia baja mas que en el caso markoviano y la convergencia de
las curva PM son por debajo de la markoviana. A tiempos largos, la memoria introduce
una escala lenta de atenuacion (vuelve parte de la fase) y eso alarga la cola y hace que
la coherencia no muera tan rapido como en la M.

El panel derecho, que corresponde a |‘I’i> (una sola excitacion), el efecto cualitativo es
similar pero mas suave. Las coherencias descienden siempre de forma puramente mondtona;
la degeneracion energética de |eg) y |ge) impide la aparicion de modulacion rapida. La
memoria se manifiesta sélo como un alargamiento del tiempo de decaimiento: cuanto mayor
es R, mas despacio cae la curva; a medida que R crece, la curva post-markoviana se acerca
a la markoviana. El entorno con memoria no abre un canal lateral fuerte que compita;
basicamente solo atenia mas lento esa misma coherencia. Es por esto que las curvas PM
van por encima de la M, ya que es la misma coherencia y solo cambia como la degrada el
entorno en el tiempo.

En conjunto, la Figura 3.4 muestra como el parametro de memoria gobierna una transicion
continua entre dos regimenes: para valores pequefios, la coherencia se erosiona lentamente
y puede presentar oscilaciones debidas a la retroalimentacion del entorno. A medida que R
diminuye, la memoria se acorta y el decaimiento vuelve a ser la exponencial del resultado
markoviano.

Con lo desarrollado a lo largo de este capitulo hemos completado la descripcion analitica de
la dinamica post-markoviana de 2 TLS acoplados. Primero, obtuvimos expresiones cerradas
para la matriz densidad p™(¢) que dependen explicitamente del pardmetro de memoria y y
se reducen sin ambigiiedades al resultado markoviano cuando y — co0. Con estas soluciones
exactas comprobamos que la memoria ambiental ralentiza la disipacion: las poblaciones
abandonan los niveles excitados con una pendiente mas suave y el retardo es tanto mayor
cuanto mas pequefia es y y mayor es el numero inicial de excitaciones.

El analisis de las coherencias mostré dos comportamientos distintivos. Para las superposi-
ciones de dos excitaciones la debilitaciéon de la fase combina una envolvente mas lenta con
oscilaciones amortiguadas; para la superposicion de una excitacion el decaimiento sigue
siendo monotono, pero su constante temporal se alarga de forma apreciable. En ambos casos
la huella de la memoria desaparece gradualmente a medida que se incrementa y, de modo
que la dinamica converge de forma continua hacia el régimen markoviano.

Estos resultados establecen que la memoria acttia como un regulador que interpola entre
una relajaciéon amortiguada por retroalimentacion y el régimen sin memoria. La escena queda
asi preparada para la cuestion central que abordaremos en el siguiente capitulo: evaluar,
mediante la concurrencia, como se degrada el entrelazamiento en ambos regimenes y hasta
qué punto la memoria del entorno puede ofrecer ventanas de preservacion de la correlaciéon
cuantica.



CAPITULO 4

Dinamica del entrelazamiento en el
régimen markoviano y
post-markoviano

El universo cuantico es un teatro de paradojas. En 1935, Einstein, Podolsky y Rosen (EPR)
lanzaron un desafio a la incipiente teoria cuantica al sefialar su aparente incompletitud: si
dos particulas entrelazadas pueden influirse instantaneamente a distancia, ;no violaria esto
la relatividad? [29]. Lo que EPR consideraron un «defecto» de la teoria se convirtid, décadas
después, en su caracteristica mas revolucionaria. El entrelazamiento cuantico —esa conexion
intima entre particulas que desafia la localidad— no solo fue confirmado experimentalmente
gracias a las desigualdades de Bell [30], sino que hoy es la piedra angular de tecnologias que
prometen redefinir el futuro, desde la computacion cuantica hasta la criptografia irrompible.

Sin embargo, la mayoria de estas pruebas se han llevado a cabo en condiciones que
se acercan a la idealizacion markoviana: los fotones o iones interactian con entornos
cuya memoria es despreciable. En la practica, los dispositivos cuanticos emergentes operan
inmersos en entornos con retardo, donde parte de la informacion expulsada regresa al
sistema. Esta dinamica post-markoviana no soélo afecta la coherencia individual de cada
qubit; también gobierna la supervivencia y las revivencias del entrelazamiento, redefiniendo
los limites de la no-localidad explotable.

En los capitulos anteriores derivamos la evolucién exacta de sistemas de dos niveles (TLS)
en ambos regimenes: markoviano (Capiutlo 2) y post-markoviano (Capitulo 3). El presente
capitulo toma esas soluciones como punto de partida y se concentra en el entrelazamiento
bipartito. Adoptaremos la concurrencia de Hill y Wootters como medida de entrelazamiento
y compararemos su comportamiento temporal en los dos escenarios [31]. Estudiaremos
como dos sistemas de dos niveles (TLS), aquellos «atomos tedricos» que tanto inspiraron
a David Bohm en su reformulacién de la mecénica cuéntica [32], pierden, ganan o incluso
generan entrelazamiento bajo la influencia de entornos con y sin memoria. ;jPuede la no-
localidad sobrevivir mejor en un mundo post-markoviano? ;O acaso la memoria ambiental
acelera su decadencia? Veremos cémo la memoria ambiental puede provocar la muerte
subita del entrelazamiento, ralentizar su decaimiento y, en ciertas condiciones, su inesperada
resurreccion [33], ofreciendo rutas para diseflar entornos que prolonguen la no-localidad
mas alla de los limites markovianos.

Al explorar estas preguntas, no solo honraremos el legado de EPR y Bell, sino que también
nos adentraremos en un territorio donde la teoria de sistemas abiertos se encuentra con las
fronteras de la informacion cuantica. Un territorio donde la dinamica abierta no es un mero
reto a superar, sino una herramienta que, bien controlada, puede convertirse en aliada del
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entrelazamiento. Aqui la memoria ambiental deja de ser un ruido molesto y se vuelve un
recurso que prolonga la coherencia y da paso a dispositivos cuanticos mas robustos.

4.1. ENTRELAZAMIENTO CUANTICO

El entrelazamiento cuantico representa la manifestaciéon mas nitida de la naturaleza no clasica
de los qubits y habilita aplicaciones como la teleportacion, la distribucion segura de claves y
numerosos algoritmos acelerados. A continuacion describiremos las principales médidas
para cuantificarlo, con énfasis en la concurrencia, y evaluaremos cémo esta evoluciona en
un par de sistemas de dos niveles bajo dindmicas markoviana y post-markoviana.

4.1.1. Concurrencia como medida de entrelazamiento

La cuantificacion rigurosa del entrelazamiento representa un desafio teérico fundamental.
Es importante sefnalar que, para estados mixtos en sistemas de dimension arbitraria, la cuan-
tificacion precisa del entrelazamiento sigue siendo un problema abierto en la teoria cuantica
de la informacion. Afortunadamente, para el caso particular de sistemas bipartitos de dos
niveles (2 qubits), contamos con medidas bien establecidas y computacionalmente tratables.
Entre estas métricas, la concurrencia destaca por su elegancia matematica y aplicabilidad
universal en sistemas 2 x 2. Introducida por William Wootters en 1998 [31], esta medida no
solo captura el grado de correlaciones no clasicas mediante un ingenioso “giro conceptual”
(la operacion de spin flip), sino que ofrece un valor dnico en el rango intuitivo [0, 1], donde
1 representa entrelazamiento maximo y 0 su ausencia total.
Para un estado de dos TLS descrito por la matriz densidad p, la concurrencia se calcula
como [31]:
C(p) = max{O, A1 — /12 — A.3 — A4} (41)

donde los A}s son las raices cuadradas de los eigenvalores de pp en orden decreciente y
p = (oy®0oy)p*(oy ®0y), (4.2)

con la definicion de la conjugacién compleja en la base estandar (computacional) y o, es
la matriz de Pauli-Y. Para ilustrar, si tomamos el estado de Bell |®#7) = (]00) + |11))/+/2,
resulta que A; = 1y las otras raices se anulan, de modo que C (|CI>+>) = 1: un ejemplo claro
de entrelazamiento maximo.

4.1.2. Concurrencia para estados X

En sistemas abiertos, los estados rara vez permanecen puros. En la practica, muchas evolu-
ciones relevantes—incluyendo las que obtuvimos en los Capitulos 2 y 3 a partir de estados
de Bell-mantienen una estructura de estado X [34], es decir, matrices de densidad que, ex-
presadas en la base computacional, presentan elementos no nulos inicamente en la diagonal
principal y la anti-diagonal:

pi 0 0 pyy
0 pao po3 O
px = ; (4.3)
0 p32 p33 O

P 0 0 pyy
con Tr[px] = 1. Para esta estructura, la concurrencia se simplifica a [35,36]:

C(px) = 2 max{0, |psz| — \/paap11 ., |p1a| — \/P33p22} (4.4)
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Dado que nuestras soluciones p(t) para el sistema de 2 TLS —tanto en el régimen markoviano
como en el post-markoviano— conservan la forma X cuando parten de estados de Bell,
emplearemos esta expresion compacta en las subsecciones siguientes para trazar la dinamica
temporal del entrelazamiento de manera rapida y transparente.

4.2. CONCURRENCIA PARA EL SISTEMA DE 2 TLS MARKOVIANO

Como ya se menciond, las soluciones markovianas para el problema de 2 TLS, obtenidas
en las ecuaciones (2.54) y (2.55), exhiben una estructura de estado X. Esto permite aplicar
directamente la formula de concurrencia en (4.4). Al comparar estas matrices con la forma
general en (4.3), observamos que comparten la misma estructura, con la condicion adicional
de ps3 = p3z = 0. Como resultado, la formula general de concurrencia se simplifica a:

P14| - \/P33P22}- (4.5)

Para las soluciones py , (t) (ver Ecuacion (2.54)), se tiene p1q = i% L'y pay = p33 =
1
2 r

5 (e7Tt — ¢72I')_ Sustituyendo estos valores en la férmula anterior conseguimos

- ¢ HORE >}

1 1
= 2 max {O, Ee*rt — E(e*rt - ezrt)}, e Tt > g2t

1
= 2 max {O, Eezn}

obteniendo la expresion para la concurrencia para pgp+ como

C(px) = 2 max{0,

el—T—2i0]

Cum(pot) = 2 max {0, ) + %e[—r—zm]t

Clpys) = e, (4.6)

Para el caso de las soluciones py, (t) (ver Ecuacion (2.55)), observamos que p1; = p14 = 0,
P32 = i%e‘rt y pas = 1 — e 1" Entonces, la formula (4.4), se simplifica a

p32| — +/Paspii}. (4.7)

De la forma en (2.55), es claro que ps4p1; = 0. Entonces,

C(px) = 2 max{0,

| 1 _
Clpys) =2 max{O, + 3¢ It }
(4.8)
1
= 2 max {0, —e_rt}
2
lo que nos conduce a la expresion para la concurrencia de py+,
C(pys) =M. (4.9)

A continuacién mostramos graficamente como es la evolucion temporal de la concurren-
cia lo que nos permitira analizar lo que sucede con el entrelazamiento cuantico.

En la Figura 4.1 se visualiza la suerte del entrelazamiento cuando el sistema evoluciona
en el régimen puramente markoviano. Las trayectorias parten de la unidad, reflejando que
los cuatro estados de Bell estan inicialmente maximamente entrelazados, y descienden sin
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quiebres ni mesetas hasta anularse de forma asintética. La pendiente més pronunciada
de C (pgi) = eI confirma que, al requerirse la emisién de dos fotones para destruir la
correlacion entre |ee) y |gg), la pérdida de coherencia es el doble de rapida que en C( pi‘f,i) =
e~ !, donde basta un tinico salto cuantico para suprimir la superposicién entre |eg) y |ge).
No se aprecia muerte subita de entrelazamiento: el valor de la concurrencia en ambos
casos se aproxima gradualmente a cero, lo que refuerza la naturaleza exponencial de la
disipacion en un bano sin memoria. Este comportamiento servira como referencia para la
subseccion siguiente, donde evaluaremos como la presencia de memoria ambiental modifica
—y potencialmente prolonga— la persistencia del entrelazamiento.

Concurrencia: markoviana

1.0 1 — C(p¥.): ™2t

— C(pl-): et

0.8 1

0.6 -

0.4

Concurrencia

0.2 1

0.0 -

Tiempo

Figura 4.1: Concurrencia para el sistema de 2 TLS en el régimen markoviano. La curva azul
muestra la ley C(p}, )(t) = e~2I'* que tiene un decaimiento mas rapido al partir
de dos excitaciones, mientras que la curva naranja reproduce C( prA,i) = e !, con

una perdida de entrelazamiento a la mitad de la velocidad cuando s6lo hay una

excitacion.

4.3. CONCURRENCIA PARA EL SISTEMA DE 2 TLS POST-MARKOVIANO

Las soluciones para el sistema de 2 TLS en el régimen post-markoviano estand determinadas
por las expresiones (3.29) y (3.30). Estas expresiones presentan una estructura de estados tipo
X, caracterizada por tener términos nulos fuera de la diagonal y la antidiagonal, con traza
unitaria. Esto permite aplicar directamente la ecuacion (4.4) para determinar la concurrencia.

Analizando especificamente p} (t) (ver Ecuacidn (3.29)), observamos que coinciden
estructuralmente con la forma X, con la particularidad de que el término en la posicion (2,3)
es cero. En este caso, la concurrencia adopta la misma forma simplificada mostrada en (4.5),

obteniendo asi:
e ¢ (%mw - §1<t>])2

= 2 max {0, %|§4(t)\ — %[E%(t) — & (1)] },

C(pgs) = 2 max 1 0,

(4.10)
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lo que nos permite escribir la expresion para la concurrencia,

E(t)] — |& () — & ()]} (4.11)

, en términos de la defincion (3.24), puede escribirse

C(ph.) = max {0,

La expresion |&(t)| — ’fé(t) — &(t)
explicitamente como:

e~ (14+2i6)Tt _ R(l + 2i5>e—rt/R e Tt _ Re~Tt/R  o=2Tt _ oRpp—Tt/R

G +) = _
pui(po) 1— R(1— 2id) 1-R 1- 2R
Si hacemos R — oo, el término e Tt/R — 0, permitiéndonos simplicar como
CPM<pri> _ ‘e(—1—2i5)1"t{ Tty 2t _ 2Tt (4.12)

Esto nos demuestra que en el caso de R muy pequefio (equivalente a memoria muy grande)
se recupera el caso markoviano (ver Ecuacion (4.6)).

Como dato final, utilizando la definicién mostrada en la ecuacién (3.24),y § = /T, la
concurrencia para los estados de Bell |<I>i> se puede expresar como:

C(pgs) = max{0, f(t,R, )} (4.13)
donde

e 2t + (1 + 46%)R%e~2[t/R — 2Re~(1+R)t/R[cos(287) + 26 sin(257) ]
f(t,RS) =
(1 —R)? + 46°R?

e Tt _ Re~Tt/R e—2lt _ ope—Tt/R

1—R 1—2R

(4.14)
Esta expresion también se reduce al caso markoviano cuando R — 0 ya que obtenemos
f(z,R,8) = e 2,
Para las soluciones py’, (t), (ver Ecuacion (3.30)), la forma matricial presenta términos
especificos con p1; = p14 = 0, p3 = i%flo(t) y paa = 1 — &(t). Esto simplifica la férmula
de concurrencia a la siguiente expresion:

clpi) - 2maxfo, |+ S0}

= 2 max {0, %&(t)} (4.15)
= max {0, &(t)},
obteniendo asi:
e Tt _Te 1t eIt Re—rt/R
Clo) = &(1) =1 - . (4.16)

y—T 1—-R

De la misma forma que lo hicimos con la ecuacion (4.11), si factorizamos y, y hacemos el
limite R — 0, se recupera el caso markoviano que se mostr6 en la ecuacion (4.9).

A continuacion procedemos a analizar graficamente la evolucion de la concurrencia en
este régimen.
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Analizamos una comparativa de la concurrencia en ambos régimenes para observar como
influye la memoria ambiental en el entrelazamiento.

Concurrencia: markoviano vs post-markoviano

Estados de Bell: |®*) Estados de Bell: |W*)

Concurrencia

rt

Figura 4.2: Comparacion de la evolucion temporal de la concurrencia en el regimen markoviano
(linea negra discontinua) y post-markoviano (lineas continuas) para valores R €
[4,2,1,0.5,0.2,0.1] y § = 5. El panel izquierdo corresponde a la concurrencia para
|©0+) (®%| como estado inicial; el derecho, a [¥+) (¥*|.

En la Figura 4.2 comparamos la concurrencia C(t) de dos TLS preparados inicialmente en
estados de Bell. Las curvas solidas corresponden a la dinamica post-markoviana (PM) para
distintos valores del pardmetro R = I'/y; la linea punteada negra es la referencia markoviana
(limite R — 0).

El Panel izquierdo: [®*) (superposicion de dos y cero excitaciones) Se distinguen
tres regimenes: (i) con memoria larga (R = 4,2) el decaimiento se ralentiza y aparecen
ondulaciones tempranas (véase el recuadro): la retroalimentacion del entorno devuelve
fase y poblacion, retrasando la pérdida de entrelazamiento frente al caso markoviano; (ii)
para memoria intermedia (R ~ 1) surge muerte subita seguida de un resurgimiento breve
antes del decaimiento final; (iii) con memoria corta (R < 0.5) las curvas post-markovianas
convergen a la curva markoviana por abajo. Esto es rasgo llamativo ya que algunas curvas
PM quedan por debajo de la markoviana durante un intervalo inicial. Esto no contradice la
idea de “memoria como recurso”; mas bien refleja que el efecto de la memoria sobre C(t) no
es monétono en ®*. La razon se entiende a partir de la férmula para estados X, (4.4). En ®*
el término tipico que domina es |p14| — /p33p22, donde py14 mide la coherencia |ee) <> |gg) y
\/P33pP22 penaliza la repoblacion del subespacio de una excitacion. La memoria, ademas de
aumentar |p14/, reinyecta poblacion desde el entorno por el canal |ee) — {|eg), |ge)} — - ;
si el incremento transitorio de p,y, p33 supera la ganancia en |p14/, la penalizaciéon domina y
resulta Cpy < Cy durante ese intervalo. En sintesis: para ®* la memoria aporta coherencia
en el bloque de una excitacion; segun R, este segundo efecto puede hundir temporalmente
la concurrencia por debajo de la markoviana antes del resurgimiento o de la ralentizacion.

Panel derecho: |‘Pi> (una excitacion). Aqui el decaimiento es monétono para todos los R.
La memoria se manifiesta casi exclusivamente como alargamiento del tiempo de coherencia:
cuanto menor es el parametro de memoria (equivalente a mayor R), mas lenta es la caida y
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mayor es C(t) respecto al caso markoviano. La concurrencia es solamente C(p, ) = |p23

evidenciando que no hay algtin término penalizador. Por ello, a diferencia del caso |(I>J—r>, las
curvas post-markovianas para |‘I’i> no caen por debajo de la curva markoviana: la memoria
unicamente modula la velocidad de decaimiento de |pz3(t)|, y en el limite de memoria
corta (R — 0) se recupera la ley markoviana. Podemos demostrar mateméaticamente que

PM

C(py) > C(py. ). De las expresiones (4.9) y (4.16) tenemos

e—rt —Re*rt/R 3 R B 3
AY = Clpyh) = Clpys) = ———p— ¢ "= gl = @)

De esta expresion podemos tomar casos por separado. Para el caso R > 1 es evidente que
R/(1—R) <0ye T < e TR dandonos A™ > 0. ParaR < 1, se tiene R/(1 —R) >0y
e It > ¢ Tt/R obteniendo asi A™ > 0. Finalmente, para el caso R = 1, implica que T’ = .
En este valor vimos que habia una indeterminacién (ver Caso 3 en la §Subseccion 3.1.1),
la cual se podia eliminar al tomar el limite I' — y (equivalente a R — 1). Entonces, en
este limite se tiene C(phy) — e "*(1 + T't), que es mayor que C(py.) = e ', lo cual
satisface la desigualdad requerida. Por lo tanto, concluimos que para el caso de ¥+, la curva
post-markoviana siempre estara por encima de la markoviana.

Tras este analisis, hemos observado que la memoria ambiental no siempre “mejora”
el entrelazamiento; su impacto depende de dénde reside el recurso: para ®* (coherencia
lee) <> |gg)) la repoblacion del bloque de una excitaciéon puede penalizar C(t) y situar Cpy
por debajo de Cy; de forma transitoria; para ¥+ (recurso en el bloque de una excitacién) no
hay penalizacion y la memoria prolonga de forma limpia la coherencia. En el limite R — 0
ambas familias convergen a la disipacion exponencial caracteristica del régimen markoviano.

En conjunto, la Figura 4.2 confirma que la memoria gobierna la velocidad con la que
el entrelazamiento se erosiona. Cuanto mas larga es la memoria, mas se retrasa la pérdida
y mas compleja se vuelve la trayectoria temporal, especialmente cuando intervienen dos
excitaciones; en el limite de memoria ultracorta, ambas familias de estados convergen hacia
la disipacion exponencial caracteristica del régimen markoviano.

4.4. GENERACION DE ENTRELAZAMIENTO A PARTIR DE ESTADOS SEPARABLES

Hasta ahora hemos estudiado la evolucion del entrelazamiento cuando el sistema parte de
estados maximamente entrelazados. Sin embargo, un fenémeno igualmente fascinante es
la generacion de entrelazamiento a partir de estados inicialmente separables. Este proceso
demuestra que el entorno, lejos de ser solo un agente destructivo, puede mediar en la creacion
de correlaciones no clasicas entre sistemas inicialmente independientes.

Para explorar este fendmeno, consideremos como estado inicial el estado separable |eg) =
le) ® |g), donde un qubit est4 excitado y el otro en el estado fundamental. El acoplamiento A
entre los atomos permite que interactien, lo que puede generar entrelazamiento a lo largo
del tiempo. La matriz densidad inicial es:

p(0) = leg)eg| = (4.18)

o O o O

0
0
0
0

oS O o O

0
1
0
0

Esto quiere decir que su matriz de densidad esta construida por ps; = 1y todos los demas
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pij = 0. Con esta informacién podemos determinar las solcuiones markoviana y post-
markoviana partiendo de este estado inicial.

Sustituyendo p;; = 1 en nuestra soluciéon markoviana (2.51), obtenemos

0 0 0 0
" 1 1[0 1+cos (2At) i sin 2At 0 41
peg,eg(t> =3¢ .. > ( ’ )
2 0 —isin2A  1— cos(2At) 0
0 0 0 2(eft — 1)

ya que
1 1 1
Z(e/w + e’l;kt) = ERe[e’W] = Ee_rt cos (2At),
(4.20)

1 1 1
;(W — M) = EIm[eM] = Ee*rtisin (2At),

con A; = —TI' — 2iA.
De la misma forma, sustituyendo ps; = 1 en la solucién post-markoviana (3.28) nos da

0 0 0 0
pPM (t) _ 1 0 ‘sz)(t) + Re[§7(t)] _iIm[§7(t)]
o 210 im[&(n)]  &(t) — Re[&(1)] 0

0 0 0 2(1 = &(1))

donde usamos &(t) + & (t) = 2Re[&(t)] y &(t) — & (t) = 2iIm[&(t)] con el mismo A7 y
e[ (1 1) cos(2a) + 2 sin(2ar)] + e [@)2 ca(2)'- ]

(1-5) e (3)
e Tt [%\ cos(2At) — (1 — %) Sin(ZAt)] _ Ayt

e

Dado que ambas matrices poseen la estructura de estado X, podemos emplear la formula
en (4.4) para calcular la concurrencia. En estas soluciones, pi4 = 0, lo que implica |p14| —

\/P33p22 < 0. Ademas, p;; = 0, por lo que |psz| — /puapi1 = |ps2|- En consecuencia, la
formula (4.4) se simplifica para estos casos a:

, (4.21)

&(t) =

(4.22)

C(p) = 2max{0,

p3zl}- (4.23)

Utilizando la formula anterior, logramos determinar que la concurrencia en ambos regimenes.
Para el caso markoviano tenemos

Clphyeqs) = € 'Isin (2A1)], (4.24)

mientras que para el post-markoviano es

e 1t [%\ cos(2At) — <1 — 5) sin(ZAt)] — %efﬂ

(=5 (8

ClPegeq) = [ml&(1)]] =

(4.25)
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Para esta tltima expresion se puede ver facilmente que en el limite y — o0 (memoria grande)
se recupera el caso markoviano.

Con una excitacion localizada, el acoplamiento coherente A mezcla los estados |eg) y
|ge), generando superposiciones tipo |‘I’i> en el subespacio de una excitacion. En estas
condiciones (sin bombeo hacia |ee) y sin coherencia |ee) <> |gg)), la concurrencia depende
solo de la coherencia de intercambio |py3(t)| entre |eg) v |ge).

Concurrencia: markoviana vs post-markoviana

M (y - )
PM, y=3.0
PM, y=1.0
PM, y=0.5

Concurrencia

It

Figura 4.3: Comparativa sobre la generacion de entrelazamiento en ambos regimenes para un
valor de acoplamiento A = 0.5T y valores de y € [3, 1,0.5]. La grafica muestra que
la curva negra (markoviana) tiene un pico alto pero decae més rapido a cero. Las
curvas post-markovianas tienen picos mas bajos, pero sus colas son mas largas,
indicando una mayor duracion del entrelazamiento a tiempos mayores.

En la Figura 4.3 analizamos como es la creacion del entrelazamiento en ambos regimenes.
En el régimen markoviano, la expresion C( pyg’eg) = eI sin (2At)| muestra oscilaciones
puras impulsadas por A, amortiguadas solo por la tasa de disipacion I'. Fisicamente, esto
significa que el bafio actia como un sumidero eficiente: disipa rapidamente cualquier corre-
lacion con el entorno, permitiendo que la interaccion interna (A) entre los TLS construya
entrelazamiento de manera libre al principio. Sin memoria en el bafio, no hay interferencia
retroactiva que “estorbe” la generacion inicial de entrelazamiento. Los atomos pueden in-
tercambiar excitaciones (via A) de forma coherente durante un corto tiempo, alcanzando
un maximo de entrelazamiento mas pronunciado. Es como si el sistema evolucionara casi
unitariamente al inicio, maximizando la superposicion entre estados como |eg) y |ge) (que
es la base del entrelazamiento aqui). Sin embargo, esta libertad inicial viene con un costo:
la disipacién es irrevocable, por lo que el entrelazamiento se pierde rapidamente (decae
exponencialmente). El bafio absorbe la coherencia sin devolver nada.

En el post-markoviano, la expresién de la concurrencia involucra términos con eV,
que reflejan la correlacion temporal del bafio (y es inversamente proporcional al tiempo de
memoria del bafio). Para y menor, el bafio retiene informacién por mas tiempo. La memoria
del bafio introduce una retroacciéon que compite con la interacciéon A. Fisicamente, cuando los
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TLS intentan entrelazarse, parte de la informacion se “presta” al bafio, pero este la devuelve
parcialmente en fases posteriores. Esto crea una especie de “friccion” o interferencia durante
la fase de creacion: el entrelazamiento no se acumula tan eficientemente porque el sistema
esta atado a las fluctuaciones del bafio. Por ejemplo, términos como (22) en el numerador
sugieren que un y pequefio amplifica esta interferencia, reduciendo el maximo alcanzable.
Sin embargo, aunque el pico en este régimen no es tan grande comparado con el markoviano,
la retroaccion permite reflujos de informacion: coherencia que se habia perdido regresa al
sistema, reviviendo parcialmente el entrelazamiento. Esto se manifiesta en decaimientos
no exponenciales y colas largas en la grafica (especialmente para y = 0.5). Es como si el
bafio actuara como un “reservorio temporal” que almacena y libera energia/correlaciones,
protegiendo el entrelazamiento de una disipacion total.



Conclusiones

La presente tesis ha explorado en profundidad la dinamica de sistemas cuanticos abiertos,
con una contribucion central en el analisis de dos sistemas de dos niveles (2 TLS) acoplados
en interaccion con un entorno con memoria. Este trabajo representa uno de los primeros
estudios exhaustivos que extiende el formalismo post-markoviano al caso bipartito, pro-
porcionando por primera vez una solucién analitica cerrada para este escenario. Nuestro
analisis se ha enfocado en caracterizar como la memoria ambiental afecta tanto la evolucién
como la generacion del entrelazamiento, uno de los recursos mas valiosos en informacion
cuantica.

La originalidad de nuestra investigacion radica en haber resuelto analiticamente la ecuacion
maestra para el régimen post-markoviano en 2 TLS, un problema que presenta desafios
sustanciales debido a la complejidad del espacio de Hilbert compuesto y a la interferencia
entre el acoplamiento directo y los efectos de memoria. Al emplear tanto estados de Bell
como estados separables iniciales, hemos caracterizado completamente como el entorno
modula las correlaciones cuanticas.

Mientras el régimen markoviano exhibié un decaimiento puramente exponencial —con
una pérdida irreversible del entrelazamiento—, nuestros resultados en el régimen post-
markoviano revelan comportamientos mas ricos y fisicamente relevantes. La inclusion de
memoria ambiental produce una dindmica no exponencial, con retardos en la relajacion y
modulaciones temporales que no solo prolongan significativamente la vida util de las corre-
laciones cuanticas existentes, sino que también modifican sustancialmente la generacion de
entrelazamiento a partir de estados inicialmente separables.

Un hallazgo muy particular es el comportamiento diferencial del entorno con memoria
segun el estado inicial: mientras que en estados inicialmente entrelazados actua preservando
las correlaciones existentes, cuando el sistema parte de estados separables como |eg) favo-
rece la generacion de entrelazamiento de manera mas sostenida en el tiempo. El analisis
comparativo muestra que, aunque el régimen markoviano genera picos mas pronunciados
de entrelazamiento, el post-markoviano produce correlaciones mas persistentes, con colas
temporales extendidas que evidencian la retroalimentacién del bafio estructurado.

Al analizar sistematicamente las coherencias y el entrelazamiento mediante la concurrencia,
hemos demostrado que el formalismo post-markoviano captura fenémenos no triviales como
la muerte subita, el resurgimiento parcial del entrelazamiento, y la generacion sostenida
de correlaciones desde estados separables. Estos efectos, que escapan a la descripcion mar-
koviana convencional, subrayan la importancia de considerar entornos estructurados en
modelos realistas de sistemas cuanticos.

En conjunto, esta tesis constituye un avance en la teoria de sistemas cuanticos abiertos al
proporcionar: (1) una solucion analitica completa para 2 TLS en régimen post-markoviano,
(2) una caracterizacion detallada de los efectos de memoria tanto en la evolucion como en la
generacion de entrelazamiento, y (3) herramientas conceptuales para el control de correla-
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ciones cuanticas en entornos estructurados. Estos desarrollos abren nuevas perspectivas
para aplicaciones en tecnologias cuanticas, donde la gestion precisa de recursos cuanticos
en condiciones realistas resulta esencial.
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APENDICE A

Determinacion del eigensistema total
markoviano

A.1. CALCULO DE LOS EIGENVALORES DEL SUPEROPERADOR K

Tal como se discutié previamente en la §Subseccion 2.1.4, el superoperador K posee un
espectro de 16 autovalores, los cuales estan determinados por la ecuacion (2.34). Partiendo
de los autovalores asociados a los operadores K y KT, definidos respectivamente como:

Espectro de K : ¢ = {2zh, Ti(z + A), h(z — A), 0},
(A1)
Espectro de K : & = {2z°R, hi(z* + A), hi(z* — A), 0}.

La combinacion de estos conjuntos permite derivar los 16 autovalores de K mediante opera-
ciones algebraicas especificas. El siguiente desarrollo ilustra paso a paso este procedimiento,
garantizando consistencia con la estructura matematica del sistema.

1 2h r r
/hzﬁ[el—ef]ZE[z—z*]z—Zi [w—ig—(w—i—ia) = —2i(—il) = —2T,

1 h [ r | 3r
/12:%[61—6‘;]:%[22—2*—/\]:;_Za)—ir—w—iE—A—:—?—i(w—A),
1 . h . [ . . | .
/13_%[61_83]:Z[22_2 +Al=-20—iT—w—iz-+A| =———i(lw+A),

i i i
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/) 1
A.() = .—[82 — 8;] = ‘—[Z + A — (Z* +A)] = T[Z—Z*] = —(—lr) = —F,
ih ih
" /] " 1 " 1 ) .
/172%[82—63]2%[2—1—/\—(2 —A)] =-[z—2"4+2A] = (=il +2A) = —T — 2iA
i i i i

. h 1 T r
AgZE[Sz—SLI]—E[2+A—O]—;[@—15+A] ——E—Z(C()+A),

h 1 T T r
A.g—E[S?,—ET]:E[Z—A—ZZ*]:7[&)-15-1\-2(@4‘15)] :—7+I(M+A),

1

A.l() = %[83 —Sg] = —[Z—A— (Z* +A)] = —_[Z—Z* - 2A] = —(—lr— ZA) =T +21A,
1 l

1 . 1 1
/111 = E[E@ —83] = —[Z—A— (Z —A)] = I[Z—Z ] = 7(-1]?),2 —T

1 h 1 r | r

= — — e = —[z—-—A— = — —i—— Al =——1 — A

A2 ih[gg el ih[z 0] ila) i | 5 i(w—A),

1 . h . 1 T\] 1 ) )
M3 = i—h[£4—£1] = 5[0—22 | = Z lz <a)+15)_ = ;(—Za)—zf) =T + 2iw,

1 . h . 1 T 1 T .
/114:i_h[€4_£2]_£[0_(z +A)]—,_ (a)+12> A_— 2+l(a)+A),

1 1

/116:%[84—82]2 [O—O]IO

i
A.2. DERIVACION DEL EIGENSISTEMA DERECHO PARA 2 TLS

En este apéndice se describe el método seguido para derivar de manera sistematica los
autovalores y autovectores derechos del superoperador de Liouville L. El procedimiento
consiste en dividir el espacio en bloques, analizar como los operadores de salto conectan
cada bloque con el estado fundamental y, finalmente, resolver las ecuaciones que se obtienen
al imponer la condicién de eigenvalor. A continuacion, se detallan los calculos necesarios
para encontrar el eigensistema derecho.

La Figura 2.2 muestra que el operador de brinco desexcita a bloques mas excitados. En
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este caso, dicho operador anula a los elementos en verde:

D{lgg)<{g9l. 199)<{+|. lg9){—1. |gg)eel, |+)<{ggl. |—){ggl. lee){ggl} = 0.

Con esta informacioén y como se mencioné en la §Subsubseccion 2.1.4.1, podemos hallar
facilmente los eigenvalores correspondientes a los eigenvectores anteriores.

Llg9) {99! = K199) g9l + D 199){99] = % [K 199) <991 — 199) <94 KT] = 01lg9) (49!

= M6 199) {99l ,

L1gg) (+l = Klgg) (+1+ Dlgg) (+1 = = [Klag) (+1 — lagh (+1KT| = ——-h(z" + 4) lgg) (+1

= i(z" + A)lgg) (+]

= Aialgg) (+1,

Llg9)(~| = Klgg){~| + Dlgg){~| = i [K 199 {—| — |99><—|KT] = —l.lh(Z* —A) lgg) {—|

h
=i(z" — A)lgg) (|
= Ais199) {—I,

1 1,

L1g9) (ee| = K1gg) (eel + D lgg) (ee| = — | K19g) (ee| — gg) (eel K'| = —=-22"T |gg) ee]
= 2iz" |gg) ee|
= M3 199) {eel,

1

L1+ ggl = K1+ (gl + D1+ (gl = = [K 1) (ogl — 14> g9l KT| = —hz + A) 1+ (ggl

= —i(z + M) [+) {99l

= s |+) (g9,

L£1-){9g) = K |=)<gg) + D |- <ggl = = [K1-)<ggl — 1 agl KT| = (e — 4) =) gyl

= —i(z = A)|—){g9l
= Az [—){g9l,

Llee) (ggl = K lee) (ggl + D lee) (gl = = [K lee) gl — Iee) (gg| K1| = —-22h |ee) (gl

ih
= —2iz|ee) (gg|

= A4 lee) (g9l

Es crucial destacar que el operador de salto no elimina los elementos residuales del
espacio de estados. Para completar la descripcion del eigensistema, es necesario analizar su
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efecto sobre dichos componentes.

Primero hagamos una observacion sobre la aplicacion de los operadores de subida y
bajada a los estados. Su aplicacion se ve como:

o ley=10 (el ot = (g
ot lg) = ley, {gloy =0,
(A.2)
o_ley =1lg) (elo- =
o-lg) =0, (glo- = {el.

Del analisis precedente, se desprende la acciéon fundamental de los operadores de ele-
vacion (O'f) y reduccién (o; ) sobre los estados simétricos |+ ). Estos operadores actan de
manera local sobre el i-ésimo qubit: o, induce una transicion al estado excitado, mientras
que o, promueve la relajacion al estado base. Sin embargo, su aplicacion esta sujeta a
restricciones cuanticas intrinsecas:

« Si el i-ésimo qubit se encuentra ya en el estado excitado (|e)), la accion de al.+ anula el
estado, dado que no es posible excitar un sistema en su maximo nivel energético.

» Analogamente, si el qubit reside en el estado base (|g)), la aplicacién de o; elimina el
estado, al no existir niveles inferiores para desexcitar.

Estos principios, basados en las reglas de conmutacion de los operadores de Pauli, permi-
ten deducir las siguientes relaciones para los estados simétricos |+ ):

o, lge) = o, leg) = lee),
o, leg) = a; |ge) = 199),
a; lee) = g, lgg) = lge),
a, lg9) = o, lee) = |eg),
o, lee) = o |ge) = g, |ge) = 0, leg) =0,

oF 1) = =07 (leg) + lge)) = +

NG lee),

Sl

o, |£) = \%Gl(lew * lge)) = \% 199 »

oF 15> = ——07 (leg) + |ge)) = — |ee),

V2 V2

= 05 (Ieg) + ge)) = +—= lgg).
V2 2
Sin embargo, aplicar los operadores de ascenso (c) y descenso (o) sobre vectores bra
({¢]), su comportamiento se invierte respecto a su accion habitual sobre kets (|¢/)). Esta
inversion surge de la propiedad fundamental de los operadores en mecanica cuantica: el
adjunto de o es 07, y viceversa. Asi, cuando o™ acttia sobre un bra, en lugar de excitar
(como haria sobre un ket), produce un efecto de desexcitacion, mientras que o~ aplicado a un
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bra genera una excitacion. Esto se debe a que, en el espacio dual, los operadores se comportan
como sus adjuntos. Por ejemplo, si o lleva |g) a |e) en el espacio de kets, su accién sobre el bra
{e| equivale a {g|, ya que (e|c™ = {g|. Esta dualidad no solo es consistente con el formalismo
matematico de la teoria cuantica, sino que también garantiza la coherencia en el calculo de
valores esperados y la hermiticidad de los operadores observables. En términos fisicos, aunque
esta inversion pueda interpretarse como un cambio de rol entre excitacién y desexcitacion, es
importante recordar que se trata de una consecuencia puramente matematica de la estructura
de los espacios de Hilbert y no de un proceso fisico observable. Esta propiedad resulta clave
en el analisis de operadores adjuntos y en la construccion de eigensistemas completos, donde
la accion dual de o0& sobre bras debe considerarse para mantener la consistencia algebraica
de las soluciones.

Calculamos los eigenvectores del bloque central que estad compuesto por los estados
{|4+)(+], [+ (=, =) {+],|-){=]}, y que el operador de brinco los transita al estado

199) {9l

Usando las propiedades anteriores, obtenemos:

D) (| =T (o] |+){(+|o] + 0, |£){*| )

el (o) () ()
(A.4)
= g[lgg> {99! + 199) {g9l]
=T |g9) {49
D) (F| =T (o7 |£){(Flo] + 05 |+)(F|c})
1 1 1 1
=T ( —=1lg99) ( —=(ggl) | £ —=(l99)) | F—=(ggl)
<\/§ <\/§ ) V2 < V2 >> (A.5)

S A

(199> <99 — 199) {g9l)

Ahora actuamos el operador de brinco al bloque conformado por los estados {|ee) (+|, |ee) (—|}
y que los transita al bloque conformado por los estados {|+){ggl,|—) {99}

Dleey(+| =T (o] lee) (*|o; + 0, lee) (+|oy)

T (Ige> \/%@gl + leg) \%(i@gl))

r\% (Ig¢) + leg)) (g

(A.6)

= +T'|£){ggl.

Ahora actuamos el operador de brinco al bloque conformado porlos estados {|+) {ee|, |—) {ee|}
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y que los transita al bloque conformado por los estados {|gg) {+], |99) {—|}.
1

V2

1

l99) (ge| + 7

D |+){ee| =T (o] |+){ee|o; + 0, |+){ee|o,) = F(

(199)) <eg|>

T W% ((Ceg] + {gel)

= £ T'|gg){£].
(A.7)
Finalmente, aplicamos el operador de brinco al estado |ee) {ee|,
D lee)(ee| =T (o7 lee)(ee| o) + o2 |ee) (ee| 0)") =T (Ige) {ge| + leg) {egl) A8)

= T([4+) (] + =) {=D).

Una vez teniendo la informacién de como actiia D sobre los elementos restantes de la
matriz de densidad, podemos proceder a calcular los eigenvalores y eigenvectores restantes
del superoperador L.

Para los elementos del bloque central {|+){+|,|+){—|,|—){+|,|—){—[}, proponemos
los siguientes ansatzes:

14 (H + (Xghgg) 199) (991,
1) (=1 + (Xpg44) 199) {99l
| = {1+ (X0 199) <99l

|=) =1+ (Xgg.49) 199) <991 -

Esta propuesta se basa en la consideraciéon de que los elementos del bloque central de la
matriz de densidad transitan al estado fundamental a través de la accion de D.

(A.9)

Por ejemplo, haciendo el calculo para el primer ansatz obtenemos
L[4+ (X540 199) <gg] |

= K(14) (] + (Xgpgg) 1990 (g91) + D (1) {+] + (Xgy44) 199) <991)

_ %[K(H—} A+ (Xhag) 1999 <991)

— (1) (H + (X550) 199) 9gDKT] + D |+) (+| (A.10)

= —[Blz + A)[+) (H = [+ CHA(E" + A)] + T lgg) gl
= —i(z — 2") [+){+| + T'lg9) (g9l
_ —i(Z . Z*) (|_|_><_|_| + ﬁ |gg><99|> .

Sin embargo, dado que z — z* = —iI' concluimos que X" L = —1. Por lo tanto

9999 — “i(z—z%)
|-++) {+] — |99 {gg| es eigenvector de L con eigenvalor A;; = —i(z — z*) = —i(—il') = —T.



A.Determinacion del eigensistema total markoviano 77

De manera analoga se hace el calculo para los ansatzes restantes obteniendo asi

o |+){—] es eigenvector de L con eigenvalor A; = —i(z — z* + 2A) = —T — 2iA.
« |—){+] es eigenvector de L con eigenvalor Ajg = —i(z — z* — 2A) = —T + 2iA.
o |—){—| = lg9){gg| es eigenvector de L con eigenvalor ¢ = —i(z — z*) = —T.

Calcularemos los eigenvalores y eigenvectores del bloque conformado por los elementos
{lee){+]|, |ee){—|}, y que el operador de brinco los transita al bloque {|+){ggl|,|—) {99}
Para hallar los eigenvectores proponemos los ansatzes siguientes:

lee) (1 + (X550 1+ gl

Jee) (| + (X%, |- (g

(A.11)

La propuesta se basa en la accion del superoperador D sobre los elementos |ee) {£| que
los transita a T |£) (gg| tal como se muestra en (A.6). Esto ocasiona que los eigenvectores
sean una combinacion lineal de dos términos, el elemento inicial y el elemento al que es
transitado. Primero aplicamos el superoperador £ al primer ansatz obteniendo:

Llee) C+l+ (x555) 14> gl
= K| lee) (+1 + (X550) 1+ agl | + D lee) (+ + (X51) 1+ gyl

= %[K(Iee><+| + (X 14+ ggl) — (leey (+] + (X550) |+><gg|)KT]

+ D|lee) (+| + (X0 1) <ol

= —[eshlee) (H + (XS5 Bz + A) 1) gl — lee) C+ (2" + A)] +T 1+) (gl

- —i[(Zz — (2" + A)) lee) (+] + ((X55,) (2 + A) +1iT) |+><gg|]

(X§%0)(z + A) + il

2z —zF — A

_ i(2z— 2"~ A) [|ee><+| i |+><99|].

(A.12)

Al hacer la comparacion de ambos miembros y el algebra necesaria, podemos encontrar

=TI

Xt = : A13
99 T —2iA (A13)
Finalmente, |ee) {+| — —— |+) {(gg| es eigenvector de L con eigenvalor y;; = —i(2z —

2 —A) =L —i(w—A).

De la misma forma, para el segundo ansatz obtenemos que |ee)(—| + Hﬁ |—>{gg| es

eigenvector de £ con eigenvalor A3 = —i(2z —z* + A) = =& —i(w + A).
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Procedemos con el calculo de los eigenvectores del bloque {|+) (ee|, |—) {ee|}, que tran-
sitan por medio de D al bloque {|gg) {+|, |99) {—|}. Proponemos los ansatzes siguientes:

|+ Ceel + (X, lgg) {+]

|—)<eel + (X,;%) 199) (1.

Al igual que el caso anterior la propuesta se debe a la forma de actuar de O que se muestra
en (A.7). Aplicamos £ al primer ansatz obteniendo asi:

(A.14)

L] 1) Ceel + (X,55) 1+ gl

— K| 1+) Ceel + (X55) 14+ agl | + D I1+) Ceel + (X555) 1+ gl

- ilh[K(l+><ee| (X 14+ Cagl) = (14 Ceel + (G55) 1+)<gg)) K |

+ D14) el + (X35%) 1+ <ol

(A.15)
1 * * ee
— [z A1) Ceel — 202" |+ Ceel — h(z" + X lgg) (+] + T 14+ <og
— —i[(z + A —2z%) |+ ){ee| — [Xg;ff(z* +A) — iF] |gg><+|]
X (2% + A) —iT
=—i(z—22"+A [ - — ]
i(z =22+ A)| |+) (eel o a9
Comparando ambos miembros y resolviendo el algebra se obtiene
—T
e = A.16
99+ T + 2iA (A.16)
Por lo tanto, |+) {ee| — w5 |99) (+| es eigenvector de £ con eigenvalor A5 = —i(z —

22 + A) = —L +i(w — A).

Siguiendo el mismo procedimiento podemos determinar para el segundo ansatz que
|- (ee| + 5= lgg) (+] es eigenvector de L con eigenvalor Ay = —i(z — 2z* + A) =
—3& +i(w+A).

Para completar el analisis espectral, abordaremos el calculo del autovector asociado
al element |ee) (ee|. Es fundamental recordar que el operador de salto mapea este estado
hacia el subespacio central, compuesto por todas las superposiciones coherentes de |+ ) {(+],

asi como hacia el estado base |gg) (gg|. Como se evidencia en (A.8), la accién de D sobre
lee) {ee| genera una mezcla de proyecciones en|+){(+|y |—){—|.

Adicionalmente, dado que los elementos del subespacio central son gradualmente mapea-
dos al estado fundamental, la construccion del ansatz debe incorporar: el propio elemento
lee) (ee|, los elementos |+) (+|, |—){—| y finalmente el |gg) {gg|. Esta combinacidn estraté-
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gica garantiza que el ansatz capture la dinamica completa inducida por O. Formalmente, se
expresa como:

lee) (eel + (XTT) |+) (1 + (XEZ) | =) (=1 + (XGggq) 199) {99 (A.17)

Aplicando £ al ansatz anterior obtenemos
L] leey Ceel + (XY |4 G+ (XE0) | =) (—| + (Xoee) 199> (agl |

= K| lee) Ceel + (XEE5) [4) (] + (X742) |=) (= + (Xggee) 199) (99l

+ D lee) Ceel + (XY [+ G 4+ (X2 =) (| + (Xgose) lgg) <99l

= [K(lee) eel + (X5 1) CH o+ (XE229) =) (-] + (Xggs) l9g) agl)

— (leey Ceel + (XE5) 1) (] + (XE2) =) (=1 + (Xggq) 199 <99|)KT]

+ D[|+><ee| + (X0 1+ (g9l

= [2ehlee) el + (XEESYR(z + A) 14 (] + (X2 )h(z = A) | =) (]

— 22" [ee) (ee| — (XOU)A(2" + A) [4+) (] — (XEE)R(2" — A) |_><_|]

+ T [+)(+| + X, T lgg) {ggl + X _T |gg)<ggl

= —if2(z — 2) lee) Ceel + [(XE<6) (= — 27) + iT] |+ (| + [(X4) (z = 27) + iT] |- (-

+il(X{Y + X) |gg) (g9 ]

xeeee 7 — % iT xeeee 7 — 7* i
= —2i(z — z*)[lee><ee| + ( Hz)((z — Z*)) i |4+ {+1 + ( ’2)((2 — Z*)) ! |—){~I
lr Xee,ee Xee,ee
( ;(Z _+Z*)_’_ loo 9l

Comparando ambos miembros de la ecuacién anterior y resolviendo el algebra podemos
determinar que
xeeee _ Xiefe = 1 y xeeee — 1.

+,+ 99.99
Por lo tanto, concluimos que |ee) (ee| — [+){+| — |—){—| + |gg) {gg| es eigenvector de
L con eigenvalor A; = —2i(z — z*) = —2T.

De esta manera hemos calculado el espectro completo del superoperador L, el cual
mostramos en la Tabla 2.3.
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A.3. DERIVACION DEL EIGENSISTEMA IZQUIERDO PARA 2 TLS

La determinacion del eigensistema izquierdo sigue una metodologia analoga a la empleada
en el calculo del eigensistema derecho. En este contexto, el objetivo central del apéndice
radica en elucidar la accién del operador de salto adjunto DT sobre los elementos de la matriz
de densidad izquierda, cuya estructura en la base diagonal de K se detalla en la Figura 2.3.
Como se establecio en la §Subsubseccion 2.1.4.2, aquellos elementos que contienen estados
excitados en su definicién son eliminados bajo la aplicacién de DT, fenémeno que puede
interpretarse —de manera puramente formal— como una excitacion inversa de estados de
menor energia. Es crucial enfatizar que este comportamiento no corresponde a un proceso
fisico real, sino a una proyeccién dual inherente a la estructura algebraica del superoperador
adjunto L.

En coherencia con lo anterior, y tal como se demostré en la seccién correspondiente, la
aplicacién sistematica de DT sobre los elementos con excitacién conduce a su aniquilacién
completa, tal que:

D{|gg) (eel, |-y eel, |+) (eel, |ee) {eel, lee) (+], lee)(—|, |ee){ggl} = DG’ =o.

Este resultado implica que la ecuacion maestra izquierda, al igual que su contraparte de-
recha, experimenta una simplificacion significativa. Para el conjunto de elementos denotado
como G’, la dinamica gobernada por £ se reduce exclusivamente a evaluar la contribucién
coherente K'G’, dado que el operador de salto izquierdo DT aniquila cualquier elemento
perteneciente a G'.

Ahora necesitamos ver c6mo es la aplicacion de DT sobre los elementos restantes. Para
esto haremos uso de las relaciones mencionadas en (A.3).

Bloque central (formado por las combinaciones de |+) (+])

DI (& =T [o] |£){(x|0o; + 0 |£)(£| 0, |

=0 (+5710) (-5 ) + (551) (5).

(A.18)
=T G lee) (ee| + % |ee><ee|)
— T ee) (ee|

D) (F| =T [of [£)(Flo] + 0] [£)(Flo, ]
EDICTRCICT .

r (—% o) eel + |ee><ee|)

=0
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Bloque formado por la combinacion {|+) (gg|}

DY +){ggl =T [o] 1+){ggl o] + 0} 1+){gg] o} |

~r[(£ 55 1e0) sl + (5 lee)) e

(A.20)
1
- T lee) (J-(Cegl + oel) )
= 4T |ee) (£|
Bloque formado por la combinacion de {|gg) (|}
Dlgg) (| =T [0 lgg) (£l oy + 07 lgg)(£la; ]
1 1
=T |leg) | t—{ee| | + |ge) | — {ee]
(e ()]

1 (S5leg) +190) ) Cee

= 4T |+) (ee|

Bloque formado por el elemento |gg) {gg]|

D199y (99| =T [0} |99) {99l 07 + o, 199) <99l o, |
=T [leg) (egl + |ge) {gel] (A.22)
+T([4+) (H+ =) {=D).

Con la informacion precedente podemos saber a qué elementos transita el operador de
salto DT. Con esto, al igual que en el caos derecho, podemos proponer ansatzes que nos
ayude a encontrar los eigenvectores izquierdos con sus respectivos eigenvalores.

PROPUESTA DE ANSATZES

Ansatzes para el bloque central
« Para |+)(+|y |—)(—| proponemos el ansatz: |+){+| + X;>F |ee) (ee]
« Para |+)(—|y |—)(+| proponemos el ansatz: |+)(F| + X;>'F |ee) ee]

Ansatzes para el bloque formado por {|+) {gg|}

« Para |+){gg| proponemos el ansatz: |+ ) {gg| + X:;’f’f lee) (+].

« Para |—){gg| proponemos el ansatz: |—){gg| + X% |ee) (| .

ee,—

Ansatzes para el bloque formado por {|gg) {+|}

« Para |gg) (+| proponemos el ansatz: |gg) {+| + X_’f:g |+ (eel .

« Para |gg)(—| proponemos el ansatz: |gg) (—| + X% |—) (ee].

—.ee
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Bloque formado por {|gg) (99|}
Para este caso el eigenvector derecho es la identidad 1. Esto se puede demostrar de la
siguiente manera.

L1-%'1+ 001
2
1 4 N
gt 1o
K1 1K) +T ), o] 1o;

j=1

(A.23)

2 2
_ + — + -
= FZGJ 9; +FZUJ 9;
=1 =
— 0.

Este resultado emerge al emplear el Hamiltoniano efectivo definido en (2.21), donde
se aprovecha la naturaleza hermitica tanto de H como del operador ajraj_, junto con la
condicién de tasas de decaimiento idénticas I} = I5. Bajo estos supuestos, se deduce que el
operador identidad 1 actia como un eigenvector izquierdo del sistema, asociado al eigenvalor
nulo.

Finalmente, con los ansatzes propuestos anteriormente y utilizando la misma metodologia
que en el eigensistema derecho, se encuentra el eigensistema izquierdo mostrado en la

Tabla 2.4.



APENDICE B
Calculo de los coeficientes C;(0)

Para calcular los coeficientes Cy,(0) = Tr[[)j; p(0)], expresamos tanto los eigenvectores
izquierdos g,, como el estado inicial p(0) en la base computacional {|ee), |eg), |ge), [99)},

denotada como {[$1), [$2), |¢3), [#a)}. Aqui, p(0) = 3., ; pijl$i){¢;|, con p;; siendo los ele-
mentos de matriz en la base computacional. A continuacion, se detalla el calculo para cada
coeficiente:

Coeficiente Cy,(0)
Eigenvector izquierdo: p), = |ee){ee| = /5;1 = |ee){ee|
C2,(0) = Tr[lee){ee[p(0)] = <ee|p(0)]ee) = p11

C1,(0) = p11

Coeficiente C,(0)
Eigenvector izquierdo: g;, = |ee)(+| = pVL = |+ Xee|
C1,(0) = Tr[[+)<ee|p(0)] = (ee|p(0)[+)

Usando |+) = —=(leg) + |ge)) = 5 (I¢2) + [¢3)):

C1(0) = = (Ceelpl0)] ) + eelp(0)69) = (o + pr)
C2,(0) = \%(PIZ + p13)
Coeficiente Cy,(0)
Eigenvector izquierdo: p;, = |ee)(—| = ﬁL = |—ee|

C1;(0) = Tr[[—)ee|p(0)] = (ee|p(0)]—)

Usando |—) = = (leg) — |ge)) = = (I¢2) — I¢3)):

C1,(0) = \%(<ee!p(0)\¢z> — Leelp(0)|¢s)) = —=(p12 = p13)

-

2
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C/la(o) = \%(Plz - ,013)

Coeficiente Cy,(0)

Eigenvector izquierdo: p), = |ee){gg| = /BL = |gg){ee|

Ca,(0) = Tr[|gg){ee|p(0)] = (ee|p(0)lgg) = pra

C1,(0) = p1a

Coeficiente C,(0)
Eigenvector izquierdo: g), = |+ ){ee| = ﬁL = |ee){+]
C15(0) = Tr([ee)(+[p(0)] = (+|p(0)[ee)

Usando {(+| = \%(<¢2| + ($5]):

Cy,(0) = \%(@ﬂp(o)le@ +(¢slp(0)[ee)) = \%(Pm + p31)
Cy;(0) = \%(Pm + ps1)
Coeficiente C (0)
Eigenvector izquierdo: gy, = |—)(—| + |ee){ee| = [)L = |—)}—| + |ee)ee|

Cis(0) = Tr[(|=){(—| + lee){ee|)p(0)] = Tr[|=){~[p(0)] + Tr(|ee){ee|p(0)]
Sabemos que Tr[|ee)(ee|p(0)] = pi1. Para el primer término:
Tr[|=)(=1p(0)] = {=[p(0)[-)
Usando |—) = —=(I¢2) — [¢3)) y (| = 75 ((fa| = {s)):

1p(O) > = Ll — BsDp(O)192) — I65)) = 3(p22 — pas — psa + )

Por lo tanto: .

Cy(0) = p11 + E(Pzz — P23 — P32 + P33)
1
Cy(0) = p11 + E(Pzz — P23 — P32 + P33)
Coeficiente C),(0)
Eigenvector izquierdo: py, = |[+){—| = ﬁL = |-+

C, (0) = Tr[[=){+|p(0)] = {+[p(0)| =)
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Usando |+) = —=(I¢2) + ¢3)) y =) = 5 (62) — [43)):

(+p(0)|—) = %(<¢2| +{p3)p(0)([¢2) — |¢3)) = %(Pzz — p23 + P32 — p33)

1
C1,(0) = 5('022 — pa23 + p3z — p33)

Coeficiente C,(0)

Eigenvector izquierdo: g, = |+){gg| + rJr21A|ee><—|—| = p/1 = [gg){(+| + 7= 2lA|—l—><ee|
r r
r=an X = 7=z

C1(0) = Tr[(lgg){+] + Xx"[+)Xee]) p(0)] = Tr[[gg){+[p(0)] + x* Tr[[+)<ee|p(0)]

Sabemos:

Definimos y =

Trllgg)(+1p(0)] = C+1p(0)lgg) = —=(p2s + p3a)

Tr[[+)eelp(0)] = Leelp(0)[+) = —=(p1z2 + p13)

P

Por lo tanto:

Cy(0) = %(Pzzx +p3a) + X7 %(Plz +p13) = \% [(p2a + p3s) + X" (P12 + p13)]
Crs(0) = - [(p24 + p3a) + X" (P12 + p13)]
V2
Coeficiente C),(0)
Eigenvector izquierdo: p), = |—){ee| = p/1 lee)(—|

C1,(0) = Tr([ee)(~[p(0)] = (—|p(0)[ee)
Usando (—| = —=({g2] — (¢s]):

Ci,(0) = —=((p2[p(0) ee) — (g3]p(0) ee)) = %(pzl — ps1)

Sl

Citg(o) = —(p21 — p31)

N

Coeficiente Cy,,(0)

Eigenvector izquierdo: g, , = |—X+| = pVLO = |+ ){—|
Ciy(0) = Tr[[+)(=[p(0)] = {=[p(0)|+)
Usando |—) = —=(I¢2) = [¢2)) y [+) = 5 (I62) + |43)):

1p(O)+) = 5 (ol = Bp(0) (2> + 199)) = 5 (22 + ps — psz — ps)
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1
Ci,,(0) = 5(/722 + pa3 — P32 — P33)

Coeficiente Cy,,(0)

Eigenvector izquierdo: j;,, = |+){(+| + |ee){ee| = p/11 |+ ){(+]| + |ee){ee]
Gy (0) = Tr[(|+){+| + |ee){ee|)p(0)] = Tr[|+){(+|p(0)] + Tr[[ee){ee|p(0)]
Sabemos Tr[|ee){ee|p(0)] = p1;. Para el primer término:

Tr[|+){+|p(0)] = (+]p(0)|+) = %(<¢2| +{#30)p(0)(|$2) + |$3)) = %(P22+P23+P32 +p33)

Por lo tanto: )
Ci, (0) = pu + E(Pzz + pa23 + p32 + p33)

1
Ci, (0) = pur + E(Pzz + pa23 + p32 + p33)

Coeficiente Cy,,(0)
Bigenvector izquierdos s, — |9l — xleeX(—| = 3], = lagX(~| — ezl ee

Ch,(0) = Tr[(lg9){~| — x|—)ee]) p(0)] = Tr[lgg){—|p(0)] — x Tr[|—){ee|p(0)]

Sabemos:

Trllgg)~1p(0)] = (=[p(0)lgg) = —=(p2s = p3a)

- %l

Tr[[—)(ee|p(0)] = (ee|p(0)|—) =

(Plz — p13)

Por lo tanto:

—_

C1,,(0) = (P24 —p3a) — X \%(Plz — p13) = \/—5 [(p24 — p3a) — x(p12 — p13)]

-

c%U—&ﬂ%—M>xmrmm

Coeficiente Cy,,(0)

Eigenvector izquierdo: gy, = |gg){ee| = pA . = |ee)(gg|
Ch;(0) = Tr([ee)(gg|p(0)] = {gglp(0)[ee) = pu

C/113 (0) = P41

Coeficiente Cy,,(0)
Eigenvector izquierdo: y,, = |gg){+| + = |+ ){ee| = p)L L= 1 Xagl + o lee)(+|

Chi,(0) = Tr[([+){gg| + xlee)X+]) p(0)] = Tr[|+){gglp(0)] + x Tr[|ee){+[p(0)]
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Sabemos:
Tr[|+)g9lp(0)] = {gg|p(0)[+) = %(pu + pa3)
Tr[lee)(+[p(0)] = (+|p(0)[ee) = \%(Pm + ps1)
Por lo tanto:
C1,,(0) = %(/Mz + pa3) + %(Pm + p31) = \;E [(paz + pa3) + x(p21 + p31)]

C1,,(0) = —= [(paz + pa3) + x(pa1 + p31)]

-

Coeficiente Cy,,(0)

Eigenvector izquierdo: fy,, = 99)(—| — | —eel = p) = |-)(9g| — Tz lee)~|

Cas(0) = Tr[(|=)Xgg| — x"[ee)X=[) p(0)] = Tr[|=){gglp(0)] — x" Tr[|ee)X~[p(0)]

Sabemos:

Tr[|—){gg|p(0)] = {gg|p(0)|—) =

(P42 P43)

Trllee)=1p(0)] = <=lp(0)lee) = —=(p21 = p31)

P

Por lo tanto:

Ci5(0) = (P42 pa3) — X" - (P21 — p31) = [(P42 pa3) — X" (p21 — p31)]

-
-
-

Ca5(0) = [(P42 paz) — X" (p21 — p31)]

-

Coeficiente Cy,,(0)

Eigenvector izquierdo: g;,, = 1 = /3116 =1

C1s(0) = Te{1p(0)] = Tr[p(0)] = 1

C1,,(0) =1

En este calculo sustituimos |+) = \%(|eg> + |ge)). Esto nos permiti6 hallar los coefi-

cientes C;(0) en la base computacional, lo cual es importante para todos nuestros calculos
en el desarrollo del trabajo. Esto asegura que las soluciones de 2TLS para ambos regimenes
estaran el base computacional.






APENDICE C

Representacion matricial en la base
computacional

En este apéndice mostramos la forma matricial de los elementos |-) {:| con todas las combi-
naciones del conjunto {|ee), |+), |gg)}, donde

1

|+) = leg) + |ge>),
) \/5( 9) £ 1g¢))
con representacié matricial.
1 0 0 0
0 1 0 0
lee) = . leg) = ,  lee) = . leg) =
=1, =1, =1, =1,
0 0 0 1

Entonces, las 16 matrices representadas en la base computacional estan dadas por:

100 0 0 1 +1 0 00 0 1
0 0 00 0 0 0000
lee) (ee| = lee) (| = \/% . leey{ggl =
0 0 00 0 0 00 00
00 0 0 00 0 0 00 00
0000 00 0 0 0000
111000 01 +1 0 1 100 0 1
|4) (ee| = — [+)<{t] =3 |+) <99l = —
V2110 0 0 2o 1 41 o vV2©1lo 0 0 1
0000 00 0 0 0000
0 0 0 0 0 0 0 0 00 00
|—><e€|=L Poo |—>{£| =3 o0 b Eo |—><99|=i 000
vV2l-1 00 0 0 -1 F1 0 V2o o o 1
0 0 0 0 0 0 0 O 00 00
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99) {ee| =

= o O O

oS o o O

S o o O

= L
s lgg) (£l = 5

S O O O

oS o o O

= o O O

- [= eI )
—_

S O O O

5

199> <99| =

S o o O

S O O O

oS o o O

= o O O
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