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Introduccion

Los objetos de estudio de este trabajo son dos estructuras algebraicas que llevan por nombre
semigrupo y monoide. Tales estructuras son mas laxas que otras conocidas como lo son los
grupos, anillos, etc, en el sentido de que las primeras solo son conjuntos equipados de una
operacién binaria asociativa, y en el mejor de los casos, también de un elemento neutro. A
pesar de las carencias, los semigrupos y monoides resultan tener propiedades interesantes,
ademds de que proporcionan ejemplos de atractivas construcciones. En la presente obra
de tesis se pretende dar testimonio de lo anteriormente dicho. Para tal efecto, se ha
organizado el escrito en diez capltulos. EL primero de ellos contiene conceptos y resultados
bastante conocidos sobre relaciones de equivalencia, relaciones de orden y funciones. Su
proposito es proporcionar las herramientas matemdticas esenciales para comprender y a
la vez fundamentar los resultados de los capitulos posteriores. En el sequndo capitulo se
encuentran conceptos y resultados basicos de la teorla de categor{as tales como la propia
definicién de categoria, morfismos y funtores, entre otros. Su objetivo es proporcionar lo
mi{nimo necesario sobre categorias con lo que se tratard en la parte primordial de la tesis. En
el tercer caplitulo se inicia con la parte principal de la obra. Aqu, el objeto de estudio serdn
los semigrupos y monoides. Se inicia estableciendo definiciones y resultados generales
para después estudiar, en el cuarto capltulo, al primer ejemplo concreto de semigrupo: los
semigrupos libres. A continuacion, en el quinto capitulo, se ve que la clase de todos los
semigrupos junto con los morfismos de semigrupos dan lugar a una categor{a. Se revisan
entonces algunas de sus propiedades. Posteriormente en los cap(tulos restantes, se lleva a
cabo un estudio de cierta clase de semigrupos a los que se les llamara semigrupos regulares.
Dentro de tales semigrupos se encontrardn a los semigrupos completamente regulares,
completamente simples, ortodoxos, inversos y de Clifford. Finalmente, se estudian otros
ejemplos concretos de semigrupos como lo son las bandas rectangulares, los semigrupos
matriz de Rees y el monoide biciclico. Cabe mencionar que esta tesis estd basada en el
primer capitulo de [1] y tiene por objetivo proporcionar las demostraciones que sus autores
omiten (que resulta ser la mayor{a) o bien citan en otros textos. Sobre los resultados que
se ofrecen en el presente escrito se puede decir lo siguiente: los enunciados de algunos
resultados fueron tomados de [2], algunos otros fueron producto de la propia investigacién y
de las necesidades que escribir este trabajo implicé y otros tantos aparecen como ejercicios
propuestos en la demds bibliografia. Dentro de estos ultimos se destacan el problema 3.2.12
pagina 77 de [7] (ver Teorema 1.4.31) y el problema 7H pagina 129 de [5] (ver Ejemplo
2.2.17 y Proposicidnes 2.2.16 y 5.2.13 ) cuyas soluciones se basaron en las sugerencias
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que los autores de aquellos libros indican. Salvo estas dos excepciones, todas las pruebas
presentadas en el presente trabajo son propias del autor. Por otra parte, a pesar de lo
voluminoso que pudiera parecer este trabajo de tesis una rdpida mirada a [2] indica que lo
que aqul se presenta es solo una introduccidn al tema. A lo largo del desarrollo del texto
se utilizard el simbolo e para indicar el final de una definicién, observacién o ejemplo y
se utilizard, como es costumbre, el simbolo O para indicar el final de la demostracidn de
un teorema, proposicién o corolario. Finalmente, cabe mencionar que el presente trabajo
ha sido revisado por un director de tesis y por una comision de sinodales, los cuales
emitieron valiosas observaciones, correciones y sugerencias a fin de presentar el mejor
resultado posible. Sin embargo, a pesar de que quien escribe traté de atender la totalidad
de inquietudes, es posible que atin permanezcan errores. Debe ser claro que todos aquellos
fallos que todavia permanezcan en esta tesis son responsabilidad entera del autor.
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Capitulo 1

Preliminares

El contenido de este capitulo es bastante conocido, sin embargo, constituye la "caja de
herramientas” matematicas fundamentales para la mejor comprensién del presente trabajo,
y con el fin de hacer de éste lo mds autocontenido posible, se presentan con demostracidn
la mayor parte de las proposiciones enunciadas, esperando también que pueda ser de
utilidad para algun lector interesado. Cabe mencionar que se tendrd oportunidad de utilizar
la informacién aqui presentada en los cap(tulos posteriores.

1.1.  Conjuntos y Relaciones

Sean A y B dos conjuntos, recordar que el producto cartesiano de A por B denotado por
A x B es:

Ax B:={(a,b)|a €A DbeB}.

Engeneral,sineN,n>2yA , A, .. ., A, son n conjuntos,
Al x Ay x - x Ay ={(ay, a2, ...,a,) | ay €A, a2 €A, .., a, €A}

Ademas, para cada (a1, @z, ..., a,), (X1, X2, ..., Xp) € Ay x Ay x -+ - X A,
(a1, a2, ...,a,) = (x1,x2, ..., X,) sty solo st a; = x; para cada 1 < i < n.

Recuérdese también que el conjunto potencia de A, denotado por cualquiera de los simbolos
p(A) 6 2" es:

p(A) == 2% == {X| X C Al

Con esto en mente se tiene la siguiente:
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Definicion 1.1.1.

Sean A y B dos conjuntos. Una relacidn binaria (o simplemente relacién) de A en B es
cualquier subconjunto de A x B .
St A = B, a cualquier relacién de A en A se le llamard simplemente relacion en A e

Observacion 1.1.2.

= Notar entonces que el conjunto p(A x B) tiene por miembros a todas las posibles
relaciones de Aen B .

= S{ R C A x B, suele usarse la notacién aRb para indicar que (a, b) € R.

= Al conjunto g(A x A) se le denotard usando el simbolo B(A) , que es el conjunto de
todas las relaciones binarias en A

Definicion 1.1.3.
Sea RC Ax B.

= El dominio de la relacidn R, denotado Dom(R), es :
Dom(R) :={a € Al(a,b) € R paraalgin b € B}
= El rango 6 imagen de la relacién R, denotado Ran(R) 6 Im(R) es:
ImR) = {b € B|(a,b) € R paraalgin a & A} e

Observacion 1.1.4.

Sea RCAxB.Si(a,b) € Rentonces a € Dom(R) y b € Im(R). Ast (a, b) € Dom(R) x
Im(R) y por lo tanto R C Dom(R) x Im(R). Puede suceder que R C Dom(R) x Im(R),
pues para R = {(x, x) | x € R} se tiene que Dom(R) =R = Im(R). As{ (2,3) € Rx R =
Dom(R) x Im(R) pero (2,3) €& R, por consiguiente R C Dom(R) x Im(R) e

Aquellas relaciones R tales que R = Dom(R) x Im(R) reciben un nombre especial:

Definicion 1.1.5.

Sea R C A x B. Se dice que R es una relacion rectanqgular si R verifica lo siguente:
(a,b)eR y (c,d)eR=(a,d)eR e

Puede caracterizarse a las relaciones rectanqulares de la siguiente manera:

Proposicion 1.1.6.

R C A x B es una relacidn rectangular si y solo st R = Dom(R) x Im(R).
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Demostracion. =) Suponga que R es relacidn rectanqular.

Sea (a,b) € Dom(R) x Im(R) . Luego a € Dom(R) y b € Im(R) , de donde (a,y) € R y
(x, b) € R para algunos x € Ay y € B. As(, como R es relacién rectangular se sigue que
(a,b) € R y por tanto Dom(R) x Im(R) C R. En consecuencia Dom(R) x Im(R) = R.
) Suponga que Dom(R) x Im(R) = R y sean (a,b) € R y (c,d) € R. Entonces
a € Dom(R) y d & Im(R), de donde (a,d) € Dom(R) x Im(R) = R. Por consiguiente R
es relacidn rectangular. O]

Ejemplo 1.1.7.

= R ={(x,x)|x € R} no es relacidn rectanqular.

= R={(m,n)eNxN|m espary n esimpar} sies relacién rectangular e

A partir de dos relaciones puede obtenerse una tercera:
Definicion 1.1.8.

Sean RCAx ByS C B x C.Se define la relacion S o R, lelda R sequida de S, como
sigue:

SoR ={(a,c)e AxCl|(a,b)eR y (bc)eS paraalgin b & B}e
Observacion 1.1.9.

= De acuerdo a la Definicion 1.1.8, observar que S o R es una relacion de A en C.

= Sea A un conjunto. A la relacién
Ay = {(a,a)|a € A}

se le llama la diagonal en A.

= Para cada R C A x B se verifica que RoAy = Ry Ago R = R. En efecto, sea
(a,b) € R. Como (b, b) € Ag, entonces (a,b) € Ago R, y por tanto R C Ago R.
Si (a, b) € Ago R, entonces existe ¢ € Btal que (a,c) € Ry (c,b) € Ag. Ast b = ¢
y (a, b) € R. Por lo tanto Ago R C Ry R = AgoR. La otra igualdad se verifica de

manera similar o

Proposicion 1.1.10.

Sean RCAXxB SCBxCy T CC xD.Entonces la siguiente igualdad se cumple:

To(SoR)=(ToS)oR
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Demostracion. Sea (a,d) € T o (S o R). Lueqo, existe ¢ € C tal que (a,c) € SoR y
(c,d) € T . Ahora bien, como (a,c) € SoR, debe haber un b € B para el cudl (a,b) € R
y (b,c) €S . Astse tiene a la vez que (a,b) € Ry (b,c) € Sy (c,d) € T .De aht que
(a,b) € Ry (b,d) € ToS ypor lo tanto (a,d) € (T oS)o R. Se sigue entonces que
To(SoR)C (T oS)oR . Ahora bien, si (a,d) € (T oS)o R, entonces existe b € B tal
que (a,b) € Ry (b,d) € ToS. Como (b,d) € T oS, entonces (b,c) € Sy (c,d)e T
para algun ¢ € C, asi se tiene a la vez que (a,b) € Ry (b,c) € Sy (c,d) € T, de donde
(a,c) e SoR y(c,d)e T.Porlotanto (a,d) e To(SoR)y(loS)oRC To(SoR)

O

A continuacién se enuncia la siguiente definicion.
Definicion 1.1.11.
Sea A un conjunto y sea R € B(A). Se dice que R es:
» reflexiva, si (a, a) € R para cada a € A
= irreflexiva, si (¢, a) ¢ R para cada a € A

= simétrica, si para cada a, b € A se verifica lo siguiente:

(a,b) € R = (b, a) € R.

= asimétrica, si para cada a, b € A se verifica lo siguiente:

(a,b) € R = (b, a) & R.

= antisimétrica, si para cada a, b € A se verifica lo siguiente:

(a,b)e Ry (ba)eR= a=0>b.

= transitiva, si para cada a, b, c € A se verifica lo siguiente:

(a,b)e R y (be)eR=(a,c)eR e

1.2. Relaciones de equivalencia

Se empieza esta subseccidn con la siguiente definicién.
Definicion 1.2.1.
Sea A un conjunto y sea R € B(A).

= Se dice que R es relacidn de equivalencia sobre A o simplemente una equivalencia
sobre A si R es a la vez reflexiva, simétrica y transitiva.
(ver Definicion 1.1.11)

= A la coleccion de todas las equivalencias sobre A se le denota usando el simbolo
E(A).
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= St a € A, la clase de equivalencia de a con respecto de R, denotada [alg, es:
[alg == {x € Al (x,a) € R}.

St b € [a]g, se dice entonces que b es un representante de la clase [a]g.

= El conjunto cociente A sobre R, denotado %, es:
A= {lajx|a € A} o

Observacion 1.2.2.

Para cada conjunto A la diagonal Ay es una relacién de equivalencia. Mds aln, si R es
una equivalencia en el conjunto A, entonces Ay C R e

Ejemplo 1.2.3.
Sea A+l y K C A Se define la siguiente relacion:

pk={x,y) e AxAlx,ye K 6 x=y}

pk es reflexiva, pues para cada x € A se tiene que x = x.

Pk €es simétrica, pues si (x,y) € px entonces x,y € K 06 x =y, o lo que es lo mismo
y,x € K 6 y = x. Por consiguiente (y, x) € pk.

Pk es transitiva, pues st (x, y) € px y (Y, z) € pk, entonces se tiene lo siguiente:

xyeK 6 x=y) y (yzeK o6 y=2
lo cudl es equivalente a que

xyeK vy yzeK) 6 (yzeK y x=y) 6 xyeK y y=2z 6
=y y y=2)

En cualquiera de los casos se concluye que x,z € K d x = z. Por consiguiente (x, z) €
pk- Asl px es transitiva y por lo tanto una equivalencia en A.

A pk se le llama equivalencia de Rees generada por K.

St x € A se tiene que

X ={yeAlxyeK 6 x=y}={yeAlxyeK}uU{x}

Observe que st x € K entonces K = {y € A|x,y € K} y por tanto [x],, = K.
Mientras que st x ¢ K,  {y € A|x,y € K} =0y por lo tanto [x],. = {x}.
As{, para cada x € A :

B K si xekK
Mo = {x} si x&K
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Se concluye que p% ={K}U{{x}|x¢ K} e
Observacién 1.2.4.

En el ejemplo anterior, st K = @ entonces px = Ay @
Proposicion 1.2.5.

Sean A+ 0, R e &A) ya,be A Son equivalentes los siguientes enunciados:
1. [a]r = [b]r.
2. [alg N[b]r #+ 0.
3. aRb.

Demostracién. 1) = 2). Suponga que [a|z = [b]r, entonces |alz N [b]gr = [a]r. Ademas ,
como R es reflexiva , a € [a|zr = [b]r, luego [a]g N[b]r + 0.

2) = 3) Suponga que [a]g N[b]gr # @ y sea ¢ € [algr N[b]r. Luego cRa y cRb, pero como
R es simétrica entonces aRc y cRb. As{, como R es transitiva se sigue que aRb.

3) = 1) Suponga que aRb y sea ¢ € |ar. Entonces cRa, pero también aRb, luego como
R es transitiva , cRb y por tanto ¢ € [b|r. Asl [alr C [b]r.

Que [b]r C [alr se sigue de manera similar. Por lo tanto [a]g = [b]r.

Definicion 1.2.6.

Sea A+ @ yld + F C p(A). Se dice que F es una particion de A si se verifica lo
sigutente:

« A=JF.
» Paracada X e F, X # 0.

» SUX,Y € FyX # Y entonces XNY = f, es decir, los elementos de F son
disjuntos por pares

Proposicion 1.2.7.

Sea A+ 0y R € EA). Entonces 4 := {[a]g | @ € A} es una particién de A.

Demostracion. Observar que todo elemento de % es no vaclo, pues como R es reflexiva, se
tiene que a € [a|r para cada a € A Mds alin, de esto también se sigue que para cada
a €A, a€clarCJ4 yporlotanto A=J4.
Finalmente, que los elementos de % sean disjuntos por pares se sigue de la Proposicién
1.25.

]

De acuerdo a la proposicion anterior toda equivalencia en A da lugar a una particién de
A. El reclproco también se verifica por la siguiente proposicion:
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Proposicion 1.2.8.

Sea A =+ { y F una particién de A. Entonces
Ry = {(a,b) € Ax Ala,b € X paraalgin X & F}

es una relacidn de equivalencia en A.

Demostracién. Como F es particion de A entonces A = | JF. As(, para cada a € A existe
X &€ F tal que a € X. Por lo tanto (a,a) € Ry para cada @ € A y Rr es reflexiva.
Ahora bien, st (a, b) € Rg, entonces existe X € F para el cudl a,b € X, o lo que es lo
mismo b, a € X. De ahl que (b, a) € Rr y Rr es simétrica. Finalmente, st (a,b) € Rr y
(b, c) € Rr entonces existen X, Y € F talesque a,b € X yb,ce Y .luegobe XNY
y por tanto X N'Y # @ . As{ que como los elementos de F son disjuntos por pares debe
ser entonces que X = Y. De ahi que a,c € X y (a,c) € Rr . Por consiguiente Rr es
transitiva y por lo tanto Rx es una equivalencia.

O

Observacion 1.2.9.

De acuerdo a las Proposiciones 1.2.7 y 1.2.8 toda equivalencia da lugar a una particion y
toda particion da lugar a una equivalencia. Mds aun , puede probarse (aunque no se hace
aqui) que hay una correspondencia biyectiva entre todas las equivalencias de un conjunto
dado y todas las particiones de éste

1.3. Relaciones de orden

Esta seccidn consta en su mayoria de definiciones, empezando por:

Definicion 1.3.1.

= Sea A un conjunto y <& B(A) (Véase Observacion 1.1.2). Se dice que < es una
relacion de orden parcial en A st < es a la vez reflexiva, antisimétrica y transitiva
(ver Definicion 1.1.11).

= Un conjunto parcialmente ordenado 6 copo es un par ordenado (A, <) donde A es
un conjunto y < es una relacion de orden parcial en A @

Observacion 1.3.2.

= |as relaciones de orden parcial suelen denotarse usando los simbolos <, < o pare-
cidos.

= Si (A <) esun copoy a, b €A se escribe a < b para indicar que a < b pero
a+be
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Ejemplo 1.3.3.

St A es un conjunto, entonces (B(A), C) es un copo. e

St(A, <) esuncopo y a, b € A puede suceder que a £ b, por ejemplo, en el copo (p(N), C)
se tiene para X = {1} y Y = {2} que X € Y. Esto da lugar a la siguiente :

Definicion 1.3.4.
Sea (A, <) un copo.

= St a,be A sedice que a y b son <- comparables o simplemente comparables si
a<bdb<a.

= Se dice que X C A es una <-cadena o simplemente una cadena, si cualesquiera
dos elementos de X son comparables.

= S{ X = A es una <-cadena, se dice entonces que < es un orden total y que (A, <)
es un conjunto totalmente ordenado e

Ejemplo 1.3.5.

(R, <) es un conjunto totalmente ordenado, donde < denota el orden usual entre nimeros
reales o

Definicion 1.3.6.

Sea (A, <) un copo y X C A Decimos que xp € X es:
1. Elemento minimal de X si para cada a € X se verifica lo siguiente:
a<xg=a=x
2. Elemento minimo de X si para cada a € X, xo < a.
3. Elemento maximal de X si para cada a € X se verifica lo siguiente:
X0 < 0= a=Xx
4. Elemento maximo de X si paracadaae X ,a<xy e

Proposicion 1.3.7.

Sea (A, <) un copo y X C A Entonces:

1. Todo elemento minimo (mdximo) de X (en caso de haber) es también elemento minimal
(maximal).
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2. St X tiene elemento m{nimo (mdximo) entonces éste debe ser Unico.

Demostracion. 1) Suponga que xo € X es elemento minimo de X y sea ¢ € X tal que
a < xp. Como xp es minimo, entonces xy < a, de manera que al ser < antisimétrica se
sigue que a = xp Yy por tanto xp es minimal.

2) Suponga que xp, yo € X son elementos minimos de X. Luego xo < yo Yy yo < Xp, de
donde xp = yo -

La demostracién para elementos mdximos es andloga.

A continuacién se enuncia una definicién parecida a la anterior:
Definicién 1.3.8.

Sea (A, <) un copo y X C A Decimos que ¢ € A es:

1. cota superior de X si para cada a € X, a < c.

2. supremo de X si c es elemento m{nimo del conjunto
{w e A| w es cota superior de X} .

3. cota inferior de X si para cada a € X, c < a.

4. infimo de X si c es elemento maximo del conjunto
{w € A| w es cota inferior de X} o

Observacion 1.3.9.

= Si X C A tiene supremo ((nfimo), entonces éste debe ser tnico seqgln la Proposicién
13.7.

= Si{ X C A tiene supremo, entonces este suele denotarse usando los stmbolos VX 6
supX .
En caso de tener (nfimo este se denota con cualquiera de los simbolos AX 6 infX
[ ]

Definicion 1.3.10.

Un conjunto bien ordenado es un copo (A, <) en el que todo subconjunto no vacto de A
tiene elemento minimo e
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Ejemplo 1.3.11.

St < denota el orden usual en N, entonces (N, <) es un conjunto bien ordenado e
Una clase especial de copos es la siguiente:

Definicion 1.3.12.

Decimos que un copo (A, <) es una :

—_

. semireticula inferior si para cada a, b € A el conjunto {a, b} tiene (nfimo.
semireticula inferior completa si todo subconjunto no vacio de A tiene (nfimo.
semireticula superior si para cada a,b € A el conjunto {a, b} tiene supremo.
semireticula superior completa si todo subconjunto no vaclo de A tiene supremo.

reticula si es a la vez una semireticula inferior y superior.

© ok~ W N

reticula completa si es a la vez una semireticula inferior completa y una semireticula
superior completa o

Algunas propiedades de las semireticulas son las siguientes:
Proposicion 1.3.13.

Sea (A, <) una semireticula superior (inferior) y para cada a,b € AseaaVb (aAb)el
supremo ( (nfimo ) de {a, b} . Entonces:

1. Paracadac e Aava=a (aANa=a).
2. Paracada a,b,ce AaVv(bVc)=(aVvb)Vec (aAN(bAc)=(aNDb)A:c).
3. Paracadaa,be A avb=bVa (aAb=bAa).

Demostracién. 1) Sea a € A. Esté claro que a es cota superior de {a,a} . Ademds , si
c € A es una cota superior de {a, a}, entonces a < ¢ . Por lo tanto a = a V a.

2) Sean a,b,c € A Como a V (b V ¢) es el supremo de {a, bV c}, entonces se tiene que
a<aV(bVc)ybVvc<aVv(bVc).Porotra parte, también b<bVcec y c<bVe
De maneraque b<aV(bVe) y c<aV(bVo).

Asl, se tiene a la vez lo siguiente:

a<aV(bVve y b<aVv(ibVve y c<aV(bVec)

De las dos primeras relaciones se sique que a V (b V ¢) es cota superior de {a, b} y en
consecuencia aVb <aV(bVc). Porlotantoavb<aV(bVce y c<aV(bVo).
De ahi que a VV (b V ¢) es cota superior de {a V b, c}.

Sea d € A una cota superior de {a V b, c}. EntoncesaVvb<d y c<d.

Ahora bien, como a < aVb y b <aVb, sesigue que
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a<d y b<d y c<d

De las dos ultimas relaciones se ve que d es cota superior de {b, c} y por tanto bV ¢ < d.
De esto Ultimo y de que a < d se sigue que d es cota superior de {a, bV ¢} y entonces
aV(bVvc) < d.Detodo lo anterior se concluye que aV (bV c) es el supremo de {a V b, c}
yastaVv(bVvec)=(aVb)Vec

3) a V b denota al supremo de {a, b}, mientras que bV a denota al supremo de {b, a}, y
como {a,b} = {b, a}, entonces a Vb =>bV a.

La demostracién para (nfimos es andloga.

1.4. Funciones

El concepto de funcidn resulta de bastante importancia dentro de las matemadticas:
Definiciéon 1.4.1.

Sean Ay B conjuntos y f C A x B. Se dice que f es una funcion de A en B si se verifica
lo siguiente:

1. Dom(f) = A

2. Para cada a € Ay cada by, b, € B :
(a,by)ef y (a,b))ef=by=bye

Observacion 1.4.2.

= Se escribe f : A— B para indicar que f es una funcién de A en B.

= Dos funciones f, g : A — B son la misma funcién, es decir, iguales, cuando f y g
son el mismo subconjunto de A x B.

= Sif:A— B esuna funcién, al conjunto B se le llama codominio de f.

= Si f: A — B es una funcién, entonces de acuerdo con la Definicién 1.4.1, para
cada a € A debe existir un Unico b € B tal que (a, b) € f.
As(, st a € A al Unico b € B tal que (a, b) € f se le denota escribiendo b = f(a) y
se dice que b es la imagen de a bajo f.

= De acuerdo a la notacidn establecida en el punto anterior se tiene que las funciones
f,g: A— B seran iquales si y solo si para cada a € A f(a) = g(a).

» Sif:A— B esuna funcidn y A # @, entonces B + 0.



1.4. FUNCIONES 15

= De manera intuitiva, una funcién es una "regla” que asigna a cada elemento de un
conjunto dado un Unico elemento de otro conjunto dado.

= En la prdctica, una funcion es definida a través de una “"regla de asignacién” en lugar
de a través de una coleccidn de parejas ordenadas e

Ejemplo 1.4.3.

Para cada conjunto A, la diagonal en A, A4, es una funcién de A en A.
Ax es llamada la funcidn identidad en A y se la denota escribiendo idy, esto es idy .= Ay
[ ]

Definicion 1.4.4.

St Ay B son conjuntos, se define:
B":= {f CAx B|f es funcién} e

Nétese que toda funcién es en particular una relacién entre dos conjuntos. As{ , si f € B*
y g € CB, tiene sentido entonces sequn la Definicién 1.1.8 considerar a la relacién g o f.
Veamos que de hecho gof € C*:

Proposicion 1.4.5.
Sean A, By C conjuntos. St f € B*y g € CB, entonces go f € C*

Demostracion. Observe que Dom(g o f) C A, pues g o f es una relacion de A en C. Sea
a € A. Como Dom(f) = A entonces existe b € B tal que (a, b) € f. Por otra parte, como
Dom(g) = B, entonces para b existe c € C tal que (b,c) € g. Asl (a,b) € fy (b,c) € g,
de donde (a,c) € gof y por tanto a € Dom(g o f). En consecuencia A C Dom(qg o f),
y por consiguiente Dom(g o f) = A. Suponga ahora que (a,c) € gof y (a,c’) € gof.
Entonces existen b, b’ € B tales que

(a,byef y (b,c)eg y (ab)ef y (b d)ey.
De esto se obtiene lo siguiente:
1. (a,b)ef y (a,b)ef.
2. (b,c)eg y (b, c)egqg.

De 1. se sigue que b = b’, lo que combinado con 2. resulta en que (b,c) € g y
(b, c’) € g. Por lo tanto c =’y gof € CA.
N
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Proposicion 1.4.6.
Sean Ay B conjuntos. Para cada f € BA, foidys =1y idgof ="f.
Demostracion. Se sigue de la Observacidn 1.1.9. O
Proposiciéon 1.4.7.
Sean A, By C conjuntos. Si f € B*y g € CB, entonces para cada a € A:
(g o f)(a) = g(f(a)).

Demostracién. Sea a € A arbitrario. Como gof € C*, entonces (g o f)(a) denota al Unico
elemento de C para el cudl (a,(g o f)(a)) € g o f. Por otro lado, también (a, f(a)) € f y

(f(a), g(f(a)) € g, luego (a, g(f(a)) € g of y por lo tanto (g o f)(a) = g(f(a)).
O

Hay diferentes tipos de funciones, empezando por:
Definicion 1.4.8.

Se dice que una funcién f : A — B es inyectiva si para cada ay,a, € Ay b € B se
verifica lo siguiente:

(a1,b) e f y (a2, b)ef = ay=ay
(O lo que es lo mismo: f(ay) = f(a;) = a1 = ay) e

Definicion 1.4.9.

= Sif:A— B esuna funcion y X C A, entonces
fix :={(a,b) € f|a € X}

es una funcidn de X en B llamada la restriccion de f en X.
» Cuando A= By f = ida a lafuncidn idax se le llama la inclusion de X en A

= Para cada X C A la inclusién de X en B es una funcién inyectiva e

Puede caracterizarse a las funciones inyectivas de acuerdo a la siguiente proposicién:
Proposicion 1.4.10.

Sea f : A — B una funcién con A + . Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. f es inyectiva.

2. Existe una funcién g : B — Atal que gof = ida.
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3. Para cada conjunto C y funciones a, 8 : C — A se verifica lo siguiente:
foa=foBf= a=p.

Demostracion. 1) = 2) Tomemos un ag € Ay dejémoslo fijo. Como f es inyectiva, entonces
para cada b € Im(f) existe un unico a € A tal que f(a) = b. Asi, para cada b € Im(f) sea
ap el tnico elemento de A para el cudl f(ap) = b. Considerese a la funcién g : B — A
definida como sigue:

| ay si belIm(f)
g(b) = { ag si b ¢ Im(f)

Sea x € Aarbitrario. Es claro que f(x) € Im(f). Ademds, en este caso se tiene que ay) = X.
Luego

g(f(x)) = ary

— ida(x).

De ahi que go f = ida.

2) = 3) Sea C un conjunto y a,B : C — A funciones tales que foa = fop.
Entonces go (foa) = go (f o B), de manera que de la Proposicion 1.1.10 se sigue que
(gofloa=(gof)opB, obienidysoa=idsopB yporlotanto a =F.

3) = 1) Sean ay, a, € A tales que f(a) = f(ay).

Sea C = {0, 1} y considérese a las funciones a, B : C —> A definidas como sigue:

() — a si x=0.
ax) = a si x=1.

B(X)ZZ{ a2 Slﬁ Xi?

ay si x

Entonces

f(a(0)) = f(a1) = f(az) = £(B(0))
mientras que

Ha(1)) = flaz) = flar) = F(B(1)).

Por lo tanto foa = fo B y en consecuencia @ = B. En particular debe ser que a(0) = B(0),

de donde a1 = a, y f es inyectiva.
O

Otra proposicién referente a funciones inyectivas es la siguiente:
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Proposicion 1.4.11.

Sean f:A— By g: B— C funciones.

1. St f y g son inyectivas, entonces g o f es inyectiva.

2. St gof es inyectiva, entonces f es inyectiva.

Demostracion. 1)
Como f y g son inyectivas, entonces existen funciones g’ : C — By ' : B — A tales
que f"of =idyy g og = idg Asl que se tiene lo siguiente:
(ffog)o(gof)=1"o(g'og)of
=f'oidgof
=fof
= idx
De ahi que g o f es inyectiva.
2) Como gof es inyectiva, entonces existe una funcion h: C — Atal que ho(gof) = ida

, luego (hog)of =idsyy f es inyectiva.
O]

Otro tipo importante de funciones es el siguiente:
Definicion 1.4.12.

Se dice que una funcién f : A — B es una funcion sobreyectiva si ocurre que /m(f) = B,
o lo que es lo mismo, st para cada b € B existe a € A tal que b = f(a) e

Hay una proposicién andloga a la Proposicién 1.4.10 pero ahora referente a funciones
sobreyectivas. Sin embargo, para establecerla se necesita hacer uso del llamado axioma
de eleccién que a continuacién se enuncia:

Axioma de eleccion:
Para cada familia F = @ cuyos miembros sean conjuntos no vacios, existe una funcién
¢ F — [ JF con la siguiente propiedad:

P(A) € Aparacada A€ F o

Haciendo uso de este axioma puede establecerse la siguiente proposicién.
Proposicion 1.4.13.

Los siguientes enunciados son equivalentes para una funcién f : A — B con A+ (-

1. f es sobreyectiva.
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2. Existe una funcion g : B — A tal que f o g = idp.

3. Para cada conjunto C y funciones a, B : B — C se verifica lo siguiente:
aof =Bof = a=§.

Demostracion. 1) = 2) Para cada b € B sea f~'(b) := {a € A|f(a) = b}. Como f es
sobreyectiva entonces para cada b € B resulta que f~'(b) # @ . Considerar la familia
F = {f~'(b)|b € B} cuyos miembros son conjuntos no vacios. Por el axioma de eleccién
debe haber una funcién ¢ : F — [ JF tal que ¢(f~'(b)) € f~'(b) para cada b € B.
Témese ay, := ¢(f~'(b)) y considere la funcién g : B — A definida por g(b) := ay.
Entonces st b € B, f(g(b)) = f(a,) = b. De ahi que fog = idg .

2) = 3) Sea C un conjunto y a, B : B — C funciones tales que aof = Bof. Entonces
(a¢of)og=(Bof)og de donde ado(fog)= Bo(fog)obien aoidg= Boidgyporlo
tanto a = B .

3) = 1) Sea C = {0, 1} y considerense a las funciones @, B : B — C definidas como
sigue:

[0 si beiml(f).
“wy_{1 si b e Im(f).

B(b) =1 para cada b € B.

St a € A entonces f(a) € Im(f) de manera que a(f(a)) = 1 = B(f(a)). De ahl que
aof =Bofyporlotanto a = B. Sea b € B, st b & Im(f), entonces a(b) = 0, pero
a = B, luego 0 = a(b) = B(b) = 1 lo cudl es una contradiccidn. Se concluye que B = Im(f)
y f es sobreyectiva.

]

Proposicion 1.4.14.
Sean f:A— By g: B — C funciones.

1. St f y g son sobreyectivas, entonces g o f es sobreyectiva.

2. St gof es sobreyectiva, entonces g es sobreyectiva.

Demostracion. 1) Como f y g son sobreyectivas, entonces existen funciones g’ : C — B
yf':B— Atales que fof' =idgygoqg = idc. Asl que se tiene lo siguiente:

(goflo(f'og)=go(fof)og
=goidgoq

=gog
— id¢
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De aht( que g o f es sobreyectiva.
2) Como gof es sobreyectiva, entonces existe una funcién h: C — Atal que (gof)oh =
idc , luego go(foh)=idcy g es sobreyectiva.

]

Definicion 1.4.15.

Sean f : A— By g: B — A funciones. Se dice que g es una:
1. inversa izquierda de f st go f = ida.
2. inversa derecha de f si f o g = idg.
3. inversade fsigof =idayfog=idge

Observacion 1.4.16.

= De acuerdo con la Proposiciéon 1.4.10 las funciones inyectivas son aquellas que
poseen al menos una inversa izquierda.

= El axioma de eleccién implica segun la Proposicidn 1.4.13 que toda funcidn sobre-
yectiva posee al menos una inversa derecha. e

A aquellas funciones que son a la vez inyectivas y sobreyectivas se les da un nombre
especial:

Definicion 1.4.17.

Se dice que una funcién f : A — B es una funcién biyectiva si f tiene al menos una
funcién inversa o

Proposicion 1.4.18.
Toda funcién biyectiva posee exactamente una funcién inversa.

Demostracion. Sea f : A — B una funcidén biyectiva y supongase que a, 8 : B — A son
ambas inversas de f. Se tiene entonces lo siguiente:

a=caoidg
=ao(fop)
=(aof)opB
=idyo P
=B.
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Proposicion 1.4.19.

Los siguientes enunciados son equivalentes para una funciéon f : A — B :

1. f es biyectiva.

2. f es inyectiva y sobreyectiva.

Demostracion. 1) = 2)

St g : B — A es la inversa de f, entonces gof = ida y f og = idg. Asi, de las
Proposiciones 1.4.10 y 1.4.13 se sigue lo pedido.

2) =1)

Si f es inyectiva y sobreyectiva, entonces seguin las Proposiciones 1.4.10 y 1.4.13, existen
funciones a, B : B — Atales que aof =idsyy fo B = idg. Luego

a=aoidg
=qao(fop)
(aof)oB
=idyopB
= B.

Por lo tanto a = B es la inversa de f y f es biyectiva.

Corolario 1.4.20.
Sif:A— Byg:B— C son biyectivas, entonces gof : A — C es también biyectiva.
Demostracion. Se sigue de las Proposiciones 1.4.19, 1411 y 1.4.14. O

A partir del concepto de funcién puede definirse el producto cartesiano de una familia
arbitraria de conjuntos:

Definicion 1.4.21.

Sea F = (Ai)ies una familia de conjuntos indexada por el conjunto /.
Se define el producto cartesiano de la familia F, denotado [ |,., A, como sigue:

[Nic/A={f:1— U Alfl) €A paracada i(€l} e

St F = (A)ies es una familia de conjuntos, [ ],.;Ai es su producto cartesiano e i € |,
entonces a la funcidn

T Hie/Ai — A
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definida por m;(f) := f(i) se le llama la i-ésima proyeccion. El producto cartesiano de una
familia de conjuntos junto con las proyecciones tienen la siguiente propiedad:

Proposicion 1.4.22.

Sea F = (A))ies una familia de conjuntos y [ ],c, Ai su producto cartesiano. Entonces para
cada conjunto P y cada familia de funciones {f; : P — A;}ic), existe una unica funcidén
d: P —[],.,A con la siguiente propiedad:

iel

Para cada i € [, f; = m 0 ®.

|—|ie/A[

Demostracion. Sean p € P e i € [ arbitrarios. Como cada funcidn f; va de P en el conjunto
A;, entonces fi(p) € A.. Tiene sentido ast considerar a la funcién ¢, : | — |-, A definida
por ¢,(i) := f(p). Ahora bien, como para cada i € / se tiene que f;(p) € A; , se sigue que
®p € [ |,c,Ai. De acuerdo con esto, es prudente considerar a la funcién ¢ : P — [ ], A
definida por ®(p) := ¢,.

Afirmacion: Para cada i € I, f; =m0 ®. En efecto, st p € P e i € [, entonces

7(®(p)) = mi(dp) = Ppli) = fi(p).

De aht que f; = m;0® y la afirmacién se sigue. Supongase ahora que la funcion ¢ : P —
[ 1,c;Ai es tal que para cada i € |, f; = moi. Sea p € P arbitrario. Entonces para cada
iel

Glp)(i) = m((p))
= fi(p)
= m(®(p))
= ®(p)(0).

Por lo tanto ¢(p) = ®(p) para cada p € Py ¢ = . O]

La siguiente proposicién afirma que bajo ciertas hipétesis, la unidn de una coleccidn de
funciones es de nuevo una funcidn:

Proposicion 1.4.23.

Sean F = (Aj)ie; una familia de conjuntos disjuntos por pares, (esto es, tal que si i,j € /
e i # j, entonces AiNA; = @), B un conjunto y {f; : Ay — B}e; una familia de funciones.
Entonces ., fi es una funcién de [ J,., A en B.
Mas alin, st a € A, entonces (., fi)(a) = fi(a).
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Demostracion. Veamos que Dom(| ., f;) = U, Ai: Sta € Dom(J,, fi), entonces (a, b) €
Ui, fi para algin b € B. De aht que existe i € [ para el cudl (a,b) € f; , y por tanto
a € Dom(fy) = A C |J,c,Ai Por otro lado, st a € [J,, A, entonces a € A; para al-
gun i € /, pero Dom(f;) = A;, pues f; es una funcién. Ast que a € Dom(f;) y por tanto
existe b € B tal que (a,b) € f; C ., fi. Se sigue que (a,b) € [, fi y con ello que
a € Dom(J,g, 1;). Por consiguiente Dom( ., fi) = U, Ai. Ahora bien, st a € [, Ay
b1, b, € B son tales que

(a,b1) € Uie/fi y (a,b2) € Ui, fi

entonces
(a,by)€fi y (a b)) et

para algunos i, j € . Lo anterior implica que a € Dom(f;) = A; y a € Dom(f;) = A; . y
como F = (A;)ie; es una familia de conjuntos disjuntos por pares, entonces debe ser que
[ = j . De esto se sigue que

(a,by) €ty y (a, b)) ef

ast, como f; es una funcién, entonces by = b, y |, f; es una funcién de | J,., A en B.
Finalmente, st @ € A, entonces (a, f;(a)) € f; € |, fi . luego (a, fi(a)) € U, fi y por lo

tanto (U, £)(a) = fi(a).
]

Sea, de nuevo, F = (A;)ic; una familia de conjuntos indexada por el conjunto /. Definase,
a partir de F, a la siguiente familia:

F' = (A x {i}ies

Observe que los elementos de F’ son disjuntos por pares. Sea | |, A == U, A x {i} y
para cada i € / considerar la funcién o; : A; — | |,c,A; definida por oi(a) := (a,i). EL

conjunto | |,., A junto con las funciones o; : A; — | ., A; tienen la siguiente propiedad:

Proposicion 1.4.24.

Sea F = (Ai)ies una familia de conjuntos. Entonces para cada conjunto Q y cada familia
de funciones {f; : A — Q} ¢/ existe una Unica funcién ¢ : | |..,A; — O con la siguiente
propiedad:

icl

Paracada i€/, f; = ¢oo.
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Demostracién. Para cada i € | considerar a la funcién f; : A; x {i} — O definida por
fi(a, i) := fi(a). Como F' := (A; x {i})ic; es una familia de conjuntos disjuntos por pares,
entonces de la Proposicidn 1.4.23 se sigue que | J,, f; es una funcién de o, Ai x {i} en
Q. Sea ¢ = Uiel f, y témese i € /, entonces, para cada a € A; :

plai(a)) = ¢la, i) = fi{a).

Se sigue as( que f; = ¢ o g;. Suponga que ¢ : | |
cadaiel, fi=yoa.
St (a,i) € A x {i}, entonces:

el

ie; Al — O es una funcidn tal que para

Por lo tanto ¢ = ¢ y la proposicion se sigue.

Definicion 1.4.25.
Al conjunto | |,c; A = U, Ai X {i} se le llama coproducto de la familia F = (A)ic/ ®

Aunque quizd debid haberse hecho antes, se aprovecha ahora para enunciar la siguiente
definicién:

Definicion 1.4.26.

Sif:A— Besunafuncion, X C Ay Y C B, a los conjuntos
=1 (Y):={a€Alf(a)e Y} y f(X):={f(a)|a e X}
se les llama imagen inversa de Y bajo f e imagen directa de X bajo f respectivamente o

Algunas propiedades de la imagen inversa y directa de una funcién son las siguientes:
Proposicion 1.4.27.
Sea f : A— B una funcién , X, Y C Ay U,V C B. Entonces:

1. A(XUY)=f(X)Uf(Y)

2. (WU V)=f1(yur(v.

3. (X NY)CHX)NF(Y).

4. (WUNV)=FU)NI V).
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5 f(X)Cf(Y), st XCY.
6. Y U)C (V) stUuCV.
7. X C f~1(f(X)) , déndose la igualdad cuando f es inyectiva.

8. f(f~'(U)) C U, dandose la igualdad cuando f es sobreyectiva.

Demostracion. Solo se probaran 7. y 8.

7. Si x € X entonces, f(x) € f(X) y por lo tanto x € f~(f(X)). De ahl que X C f~(f(X)).
Si en adicidén se supone que f es inyectiva entonces ocurre lo siguiente: Si x € f~1(f(X)),
entonces f(x) € f(X), de manera que f(x) = f(a) para algin @ € X y por tanto x = a € X,
ast F=1(f(X)) € X y en este caso X = f'(f(X)).

8. Sty € f(f~1(U)), entonces y = f(x) para algtin x € f~1(U), ast que f(x) € U y por tanto
y € U. De aht que f(f~'(U)) C U. Si en adicién se supone que f es sobreyectiva, entonces
ocurre lo siguiente: Sea y € U. Como f es sobreyectiva, entonces y = f(x) para algin
x € A Asi que f(x) € U y por tanto x € f~'(U). En consecuencia y = f(x) € f(f~(U)).
Se concluye en este caso que f(f~'(U)) = U. O]

El siguiente concepto es también importante dentro de las matematicas:

Definicion 1.4.28.

Sean Ay B conjuntos. Se dice que A es equipotente a B si existe al menos una funcién
biyectiva de Aen B e

La equipotencia entre conjuntos tiene la siguiente propiedad:
Proposicion 1.4.29.

Sean A, B y C conjuntos. Entonces:

1. A es equipotente consigo mismo.
2. SUA es equipotente a B, entonces B es equipotente a A.

3. St A es equipotente a B y B es equipotente a C, entonces A es equipotente a C.

Demostracion. Se sigue de que id4 es biyectiva, de que la inversa de una funcién biyectiva
es también biyectiva y del Corolario 1.4.20. O]

Un resultado notable con respecto a la equipotencia de conjuntos es el Teorema de Cantor-
Bernstein. Con el fin de establecer dicho resultado nos ayudaremos de la proposicién que
a continuacién se enuncia:
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Proposicion 1.4.30.

Sea A un conjunto y f : p(A) — p(A) una funcién. Supongase que f tiene la siguiente
propiedad:

Para cada X, Y € p(A) : X C Y = f(X) C f(Y).

Entonces existe S € p(A) tal que S = f(S).

Demostracién. Considere la familia F := {R € p(A)|R C f(R)} y sea
S = [JF. Veamos que S = f(S) : St x € S, entonces x € R para algin R € F,
as(, se tiene que R C f(R) y por tanto x € f(R). Por otro lado, como R & F entonces
R C|JF =S y de la hipdtesis se sigue por tanto que f(R) C f(S), de donde x € f(S) y
S C £(S). De esto dltimo se sigue que f(S) C f(f(S)) y con ello que f(S) € F. Por tanto
S) CJF =S y en definitiva S = £(S).
N

Teorema. 1.4.31. (Cantor-Bernstein.)

Sean Ay B conjuntos y sean f : A— By g : B — A un par de funciones. St f y g son
inyectivas, entonces A es equipotente a B.

Demostracion. Es preciso mostrar que existe una funcién biyectiva de A en B. Para tal fin
considere la funcion h : p(A) — p(A) definida por
h(X) := A— g(B — f(X)). Observar que entonces:

XCYCA= f(X)C 1Y)
= A—1(Y) CA=1(X)
= glA—f(Y)) € g(A— (X))

= A—g(A—=1(X)) CA—g(A—1(Y))
— h(X) C h(Y).

As(, de la Proposicion 1.4.30 se sigue que h(S) = S para algin S C A, o lo que es lo
mismo, A — g(B — f(S)) = S. Observar que de esto se sigue que g(B —f(S)) =A—S.
Afirmacion 1: Para cada a € A— S existe un unico b, € B — f(5) tal que a = g(b,). En
efecto, st a € A— S, la existencia de un b, € B—f(S) tal que a = g(b,) se sigue de que
g(B—1(S)=A—5. Seab e B—{(S) tal que a = g(b). Entonces g(b,) = a = g(b) y
de la inyectividad de g se concluye que b = b,.

Usando lo anterior puede considerarse a la funcién k : A — B definida como sigue:

Kla) = { fla) si aes.

b, si aeA-S.
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Afirmacion 2: Si k(a) = k(d’), entonces a,a" € S 6 a,da € A—S. En efecto, si
k(a) = k(a’), entonces no puede suceder que a € Sy a’ € A— S, pues de ser asi,
k(a) = f(a) € f(S) y k(a') = by € B—1(S) con f(S)N (B —{(S)) = @. De igual manera
se ve que tampoco puede suceder que @’ € Sy a € A— S. Por lo tanto debe ocurrir que
a,adeSbéaadeA-S.
Afirmacion 3: k es inyectiva. En efecto, sean a, a’ € A tales que k(a) = k(a’). Entonces
a,desS 6 a,deA- SSLaaESsetlenequef() k(a) = k(a') = f(a’), y de la
inyectividad de f se sigue que a = a’. St a,a’ € A— S, entonces b, = k(a) = k(a’') = by
de manera que @ = g(b,) = g(by) = d".
Afirmacion 4: k es sobreyectiva. En efecto, observe que B = f(S)U (B —f(5)). Sea b € B.
St b € f(S), entonces b = f(a) para algun a € S, de donde b = k(a). St b € B —(9),
entonces como g(B—1(S)) = A—S, se sigue que a := g(b) € A—S. Ahora bien, usando la
afirmacién 1 se ve que b, = b, de donde k(a) := b, = b y k es sobreyectiva. Se concluye
que k : A — B es biyectiva y el teorema queda establecido.

H

Una vez que ya se ha discutido el concepto de relacidn de equivalencia (ver Definicion 1.2.1)
y el de funcién (ver Definicion 1.4.1), podemos relacionar a ambos mediante la siguiente
proposicion.

Proposicion 1.4.32.
Toda funcién induce una relacidn de equivalencia sobre su dominio.

Demostracion. Sea f : A— B una funcion y considere la siguiente relacidn en A:
Ker(f) ;== {(a1, a2) € Ax Al f(a1) = f(a2) }.

) es reflexiva pues para cada a € A, f(a) = f(a).

) es simétrica pues si (a1, a;) € Ker(f), entonces f(a1) = f(az), o lo que es lo mismo
f(az) = f(a4), de donde (ay, ay) € Ker(f).

Ker(f) es transitiva, pues si (a1, a) € Ker(f) y (a2, a3) € Ker(f), entonces f(a,) = f(a)

y f(az) = f(as), luego f(ay) = f(a3) y (a1, a3) € Ker(f).

Se concluye que Ker(f) es una equivalencia en A

Ker(
Ker(
2) =

—~ ~~

Definicion 1.4.33.

= Sif:A— Besunafuncidn, al conjunto Ker(f) := {(ay, a2) € AxA|f(ay) = f(az)}
se le llama kernel de f.

= Sea A un conjunto y p € A x A una equivalencia sobre A. A la funcién 7, : A — %‘

definida por m,(a) := [a], se le llama la proyeccién canénica con respecto de p e
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Observacion 1.4.34.

Es facil ver que la proyeccidén candnica i, : A — %‘ es una funcién sobreyectiva o

A continuacidn se enuncia un resultado que relaciona el concepto de funcién, el de relacion
de equivalencia, el de kernel de una funcidn y el de proyeccion candnica:

Teorema. 1.4.35. (De homomorfismo para funciones.)

Sean f : A— B una funcién y p € A x A una equivalencia sobre A tal que p C Ker(f).

Entonces existe una unica funcién f : %‘ — Btal que f = o, Mds aun, st p = Ker(f),

entonces f es inyectiva, y st f es sobreyectiva, entonces f es también sobreyectiva.

A f B
A

Demostracién. Considerar la funcién f : %‘ — B definida por f((a],) := f(a). Observar que

los elementos del dominio de f son clases de equivalencia, y como una clase de equivalencia
puede tener, en general, varios representantes, se debe verificar entonces que el valor de f
en cualquier clase de equivalencia no depende del representante que se tome. Usualmente,
al hacer esto suele decirse que hay que verificar que f estd bien definida. Supongase
que [a], = [b],, entonces por la Proposicién 1.2.5 se sigue que (a,b) € p C Ker(f), asl
que (a, b) € Ker(f) y f(a) = f(b). Por lo tanto f([a],) = f([b],) y  estd bien definida. Para
cada a € A se tiene lo siguiente:

f(mp(a)) = f((al,) = f(a).

Se sigue entonces que f = fo,. Suponga que la funcion g : %‘ — Bestal que f = goum,.
Entonces:
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As{, f es inyectiva. Si f es sobreyectiva, y b € B, entonces b = f(a) para algin a € A
Ademds, observe que b = f(a) = f((a],), de donde f es sobreyectiva.
N

Se termina este capitulo con el siguiente corolario.
Corolario 1.4.36.
Toda funcién es la composicion de una funcidn sobreyectiva sequida de una inyectiva.

Demostracion. Sea f : A — B una funcién y sea p = Ker(f). De la Proposicién 1.4.35 se
tiene que f = f o 7, con f inyectiva. Ahora bien, del hecho de que la proyeccién candnica
7, sea sobreyectiva se sigue lo pedido. ]
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Capitulo 2

Categorias

En este capitulo se revisan algunas definiciones, conceptos y resultados de la teor(a de
categorias que serdn de utilidad en la parte principal de este trabajo. Haremos uso aqut
de algunos de los resultados presentados en el apartado anterior.

2.1. Definicion de Categoria

Definicion 2.1.1.

Una categoria A es un objeto matemdtico compuesto por:

1. Una clase O.
2. Para cada A, B € O, un conjunto Hom4(A, B).

3. Para cada A, B, C € O, una funcién (llamada ley de composicidn)
o: Homy(A B) x Homa(B, C) — Homy(A, C)

con o(f,g):==gof.
4. Para cada A € O, un elemento ids € Hom4(A, A).

Ademas, todo lo anterior debe estar sujeto a lo siguiente:

C1: Para cada A,B,C,D € O y cada f € Homu(A B), g € Homu(B,C) y h &
Hom(C, D) :

holgof)=(hog)of.

C2: Para cada A, B € O y cada f € Homu(A, B):

31
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idgof=1f y foidy="e

Observacion 2.1.2.
En el contexto de la Definicidn 2.1.1:
= La clase O es denotada por Ob(A) y a sus elementos se les llama objetos de A.

= La clase de morfismos de A, denotada por Mor(A), se define como sigue:

Mor(A) = U Hom4(A, B) .
(A.B)€0b(A)x Ob(A)

= St A, B € Ob(A), a cualquier elemento de Homy(A, B) se le llama morfismo (o
flecha) de A en B. Ademas, se escribe f : A — B para indicar que f € Hom4(A, B).

= Escribir f : A— B puede significar entonces que f es una funcién del conjunto A en
el conjunto B (ver Observacién 1.4.2) o que f € Hom4(A, B) para alguna categoria A
y algunos A, B € Ob(A). Se observa en un ejemplo posterior (ver Ejemplos 2.1.2) que
toda funcidn entre dos conjuntos es un morfismo entre dos objetos de una categorta,
sin embargo, no todo morfismo entre dos objetos de una categoria tiene que ser
necesariamente una funcidn. Asi, debe tenerse claro el contexto en el cudl se usa la
notacion f : A — B.

» St A€ Ob(A), al morfismo ids € Hom 4(A, A) se le llama morfismo identidad en A

2.1.1. Diagramas conmutativos

Suponga que f :A— B,g . B— C,h: D — Cei:A— D son morfismos de
una categoria \A. Entonces, suele representarse esta situacién dibujando un diagrama de
objetos y morfismos como el siguiente:

by

f
e

—
«Q

?
D

Un tal diagrama se dice que es conmutativo (o que conmuta) si gof = hoi.

~

—_
h

Mas generalmente, dada una categoria A, se dice que un diagrama de objetos y morfismos
de ésta es conmutativo (o conmuta) si siempre que existan dos caminos entre dos objetos,
digamos A y B del diagrama, el morfismo resultante de componer los morfismos del primer
camino coincide con el morfismo resultante de componer los morfismos del sequndo camino.
Por ejemplo, el diagrama
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A—7"_ B

N

C

serd conmutativo si f = g o h.

2.1.2. Algunos ejemplos

1. Denotemos por V a la clase de todos los conjuntos.

» Sea O =V.

» Para cada A, B € V, sea Hom(A, B) := B*.

= Sea o la composicion entre funciones.

» Para cada A € V sea idy € A* la funcién identidad.

De las Proposiciones 1.1.10, 1.45 y 1.4.6 se sigue que todo lo anterior da lugar a
una categoria llamada la categoria de conjuntos que es denotada por SET.

2. Sea M un monoide con elemento neutro e € M. Se define lo siguiente:
» 0= {M}.
» Hom(M, M) .= M.
= Sea o la operacion en el monoide M.

L ld/\/] = e.

De que la operacidn en el monoide M sea cerrada y asociativa y de las propiedades
de e € M se sigue que todo lo anterior da lugar a una categoria denotada por C(M).
Observar que esta es una categoria con un solo objeto, y ademds, los morfismos de
ella son los elementos del monoide M. (Mds adelante se discute con mas detalle el
concepto de monoide.)

3. Considérese a lo siguiente:

» Denotemos por O a la clase de todos los grupos.

» Para cada G, H € O sea
Hom(G, H) == {f : G — H|f es morfismo de grupos}.
= Sea o la composicién entre funciones.

» Para cada G € O sea idg la funcidon identidad.
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De que la composicidn entre dos morfismos de grupos es también un morfismo de
grupos, de que idg es un morfismo de grupos y de las Proposiciones 1.1.10 y 1.4.6
se ve que todo lo anterior forma una categoria llamada la categoria de grupos que
es denotada por GRP.

. Sea F un campo y considerese lo siguiente:

» Sea O la clase de todos los F — espacios vectoriales de dimensidn finita.

» Para cada V, W € O sea
Hom(V, W) = {T :V — W/|T es transformacién lineal}

» Sea o la composicién entre funciones.

s Para cada V € O sea idy la funcion identidad.

De que la composicién entre dos transformaciones lineales es también una trans-
formacién lineal, de que idy es una transformacién lineal y de las Proposiciones
1.1.10 y 1.4.6 se ve que todo lo anterior forma una categoria llamada la categoria
de F — espacios vectoriales de dimension finita que es denotada por VecF.

2.2. Tipos de morfismos

Definicion 2.2.1.

Sea A una cateqgoria y f € Hom 4(A, B). Se dice que f es una:

1. seccidn, st existe g € Hom 4(B, A) tal que el siguiente diagrama conmuta:

i

da A
N A
B

A

2. retraccion, si existe g € Hom 4(B, A) tal que el siguiente diagrama conmuta:

B idg B

N
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Ejemplos 2.2.2.

= Sequn las Proposiciones 1.4.10 y 1.4.13 en la categoria SE T las funciones inyectivas
son las secciones y las sobreyectivas las retracciones.

= Si G es un grupo, entonces puesto que cualquier elemento de G tiene un inverso, se
sigue que cualquier morfismo de la categoria C(G) es una seccidén y una retraccion
[ ]

A los morfismos que son a la vez secciones y retracciones se les da un nombre especial:
Definicion 2.2.3.

Sea A una categoria y f € Hom4(A, B). Se dice que f es un A-isomorfismo (o simple-
mente isomorfismo) si f es a la vez una seccién y una retraccién. St entre los objetos A y
B existe al menos un isomorfismo de A en B, entonces se dice que A es isomorfo a B y se
escribe A= B para indicar eso e

Puede caracterizarse a los isomorfismos de una categoria como lo muestra la siguiente
proposicion:

Proposicion 2.2.4.

Sea A una categorla y f € Homy(A, B). Los siguientes enunciados son equivalentes para

f:
1. f es un isomorfismo.

2. Existe g € Hom4(B, A) tal que el siguiente diagrama conmuta:

AU A
fwa
B~ B

Demostracion. 1) = 2) St f es isomorfismo, entonces existen g, g’ : B — A tales que
gof =idyyfog =idg Luego,

g=goidg
=gol(fog)
=(gof)og
=idAog/

/

Ast gof =idsy fog = idgy el diagrama siguente conmuta:



36 CAPITULO 2. CATEGORIAS

idp
A
f

B

W=<~—0>2

|\

idp

2) = 1) Se sigue de las Definiciones 2.2.1 y 2.2.3.

Proposicion 2.2.5.

Sea A una categorla y f € Homu4(A, B) un isomorfismo. Entonces existe un Unico g €
Hom 4(B, A) que hace conmutativo al siguiente diagrama:

idp

A
f
B

|\

W<~—2>2

idg

Demostracion. La existencia de un morfismo con las caracter(sticas indicadas se sigue de
2.2.4.Sean g, g" € Hom4(B, A) tales que los siguientes diagramas conmutan:

AL A y A g
fl%f fLVlf
B_>id5 B B—>[d8 B
Entonces:
g=goidg
=go(fog)
=(gof)og’
=idyoqg
g

Ejemplos 2.2.6.

= Seqgun la Definicidon 1.4.17 y la Proposicidn 2.2.4 en la categoria SE T las funciones
biyectivas son los isomorfismos.

= En la categoria SET dos conjuntos Ay B son isomorfos si y solo si son equipotentes
(ver Definicion 1.4.28).
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= Si G es un grupo, entonces cualquier morfismo de la categoria C(G) es una seccién
y una retraccion y por lo tanto un isomorfismo.

= Si A es un objeto de la categoria A, entonces ida es un isomorfismo, pues idsoids =
idA [ ]

Una propiedad de los morfismos descritos es la siguiente:
Proposicién 2.2.7.
Sean f :A— By g: B— C dos morfismos de una categoria \A.
1. St f y g son secciones, entonces g o f es seccidn.
2. St f y g son retracciones, entonces g o f es retraccién.
3. St f y g son isomorfismos, entonces g o f es isomorfismo.

Demostracion. 1) Como f y g son secciones, entonces existen morfismos ¢’ : C — By
f':B—> Atales que f'of = idsy g’ o g = idg. Asl que se tiene lo siguiente:

(ffog)olgof)=1"o(g'og)of
=foidgof
=fof
= ida
De ahi que g o f es seccién.
2) Como f y g son retracciones entonces existen morfismos g’ : C — By f' : B — A

tales que fof' =idg y go g’ = idc. Asl que se tiene lo siguiente:

(goflo(flog')=go(fofYoqg

=goidgog
=gog
= id¢
De ahi que g o f es retraccién.
3) Se sigue de los incisos anteriores. O

Otro tipo importante de morfismos son los siguientes:
Definicion 2.2.8.

Sea A una categoria y f € Hom4(A, B). Se dice que f es un:
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1. monomorfismo si para cada C € Ob(A) y morfismos a, B : C — A se verifica lo

siguiente:

Si el diagrama  C —%=A conmuta, entonces a = 5 .

)

O lo que es lo mismo, foa=fof = a=8.

. epimorfismo si para cada C € Ob(A) y morfismos a,B : B — C se verifica lo

siguiente:
St el diagrama A—L~ B conmuta, entonces a = 3.
f a

O lo que es lo mismo, aof =Bof= a=Fe

Resulta que la composicion entre dos monomorfismos (epimorfismos) es también un mono-
morfismo (epimorfismo). Mds formalmente se tiene lo siguiente:

Proposicién 2.2.9.

Sean f :A— By g: B— C dos morfismos de una categoria A.

1. St f y g son monomorfismos, entonces g o f es monomorfismo.

2. St f y g son epimorfismos, entonces g o f es epimorfismo.

Demostracion. 1) Sean D € Ob(A) y a,B : D — A tales que el siguiente cuadrado

conmuta:
DL A
at Lgof
A—>gof C
Entonces se tiene que:

(gof)oa=(gof)op
= go(foa)=go(fop
= foa=*fof
— a=§.

2) Sean D € Ob(A) y a,B: C — D tales que el siguiente cuadrado conmuta:
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A2 ¢
gofl lﬁ
CT‘D

Entonces se tiene que:

aolgof)=Bolgol

- (aog)of=(Bog)of
- aog=pBog
— a=§.

Proposicion 2.2.10.

En cualquier categoria toda seccién es un monomorfismo y toda retraccién es un epimor-
fismo.

Demostracion. Sea f : A — B un morfismo de la categoria \A. Supdngase que f es una
seccion y sean C € Ob(A)y a,B: C — Atales que foa = foB. Como f es una seccion
entonces existe un morfismo g : B — A tal que g o f = id,, de manera que se tiene lo
sitguiente:

foa=*fof
go(foa)=gol(fop)
(gofloa=(gof)op
[dAOO(ZidAOB

a=§.

Ll

De aht que f es un monomorfismo. La prueba para retracciones es similar y se omite. []
Observaciéon 2.2.11.

En general, no todo monomorfismo (epimorfismo) es una seccién (retraccion).

En efecto, considerar al monoide Z — {0} con operacién el producto usual entre nimeros
enteros. A partir de esto considerar a la categoria C(Z — {0}) (ver Ejemplos 2.1.2). Se
tiene que 2 € Hom(Z — {0},Z — {0}) es un monomorfismo, pues para cada m,n &
Hom(Z — {0}, Z — {0}):

2n=2m=n=m.

Sin embargo, 2 € Hom(Z — {0}, Z — {0}) no es una seccidn, pues no existe k € Hom(Z —
{0},Z — {0}) tal que 2k =1 o
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2.21. Ejemplos

Ejemplo 2.2.12. monomorfismos y epimorfismos en SET.

Con base en las Proposiciones 1.4.10 y 1.4.13 se deduce que los siguientes enunciados
son equivalentes para una funcién f : A — B con A #+ §:

1. f es inyectiva (sobreyectiva).
2. f es seccion (retraccion) en SET.
3. f es monomorfismo (epimorfismo) en SET e

Ejemplo 2.2.13. /somorfismos en VecF.

Sea [F un campo ysea 7 : V — W un morfismo de VecF (ver Ejemplos 2.1.2). As(, T debe
ser una transformacién lineal. Supongase que, ademds, T es una funcidn biyectiva. Entonces
por la Proposicion 1.4.18 existe una unica funcion S: W — V tal que T oS = idw y
5 ol = [d\/A

Afirmacion: S es una transformacién lineal. En efecto, sean wy, w, € W y a € F. Como
T es sobreyectiva, entonces wy = T(vy) y w, = T(v2) para algunos vy, v, € V. De ahl que
Swr) =S(Twn)=idy(v)=wvi y Swy)=S(T(v2)) =id,(v2) = v, . Lueqgo,

S(wi + wa) = S(T(v1) + T(w2))
= S(T(vi + n))
= idy(vy + )
=Vvi+ W
= S(wy) + S(wy).

S(lawy) = S(aT(w))
= S(T(awn))
= idy(awv)
= av

= aS(wy).

Por consiguiente S es transformacién lineal y por lo tanto, S € Hom(W, V). Debido a que
ToS =idyySoTl = idy se deduce que T es un isomorfismo de VecF. Supéngase ahora
que T : V. — W es un isomorfismo de VeclF. Entonces existe S € Hom(W, V) tal que
ToS=idyySoTl =idy. Como en particular 7 y S son funciones, se ve entonces que T
debe ser biyectiva. Se concluye de todo esto que en la categoria VecF, T € Hom(V, W)
es un isomorfismo st y solo st T es una funcién biyectiva o
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Ejemplo 2.2.14. Monomorfismos en VecF.

De nuevo, sea F un campo y sea T : V — W un morfismo de VecF. Supéngase que T
es un monomorfismo y sea U := Nu(T) donde

Nu(T) = {k € V| T(k) = 0w}

Observe que U es un subespacio vectorial de V, en particular, U es un F—espacio vectorial

de dimensién finita. Considerar a las funciones R, S : U — V definidas por R(k) .= k y
S(k) := 0y. Es facil ver que R y S son transformaciones lineales. Ahora bien, para cada
ke U:

mientras que
T(5(k)) = T(Ov) = Ow.

Se sigue entonces que ToR = ToS,ycomo T es un monomorfismo entonces R = S. De
ahl que si kK € U, entonces k = R(k) = S(k) = 0y. Se concluye que U := Nu(T) = {0y}
y en consecuencia [ es una funcidn inyectiva. Supdngase ahora que 7 es una funcidn
inyectiva y sean U € Ob(VecF) y R, S : U — V transformaciones lineales tales que
T'oR =T o5. Como en particular U, V, W son conjuntos y R, S, T son funciones, se
sigue de la Proposicion 1.4.10 que R = S y por lo tanto T debe ser un monomorfismo. Se
concluye de todo esto que en la categorla VecF, T € Hom(V, W) es un monomorfismo si
y solo st T es una funcién inyectiva @

El siguiente ejemplo estad dedicado a exhibir quiénes son los epimorfismos de la categoria de
grupos GRP. Para tal efecto, se necesita hacer uso de los siguientes resultados auxiliares:
Proposicion 2.2.15.
St f,g: G — H son morfismos de grupos, entonces

I(f, ) :={a € G[f(a) = g(a)}
es un subgrupo de G.

Demostracién. Notar que /(f, g) # @, pues si ec y ey son los elementos neutros de G y
H respectivamente, entonces f(eg) = ey = g(eq).
St a,b € I(f, g) se tiene lo siguiente:

flab™") =
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De ah{ que ab™" € I(f, g) y por lo tanto /(f, g) es un subgrupo de G.

Proposicion 2.2.16.

Sea H un grupo y sea K un subgrupo de H. Entonces, existe un grupo G y un par de
morfismos de grupos f;,f, : H — G tales que

K = I(fy, ).

Demostracion. Considerar el conjunto % = {hK | h € H} de clases laterales izquierdas de

K en H y sea K un conjunto tal que KNH = 0. Observar que como cada hK # @, entonces
K ¢ 2. Ast, {K} y £ son disjuntos. Sea X := {K} U £. Para cada h € H considerar las

funciones dh,éh ; % — X definidas por dy(aK) := haK y /§/7(GK) = h~'aK. Veamos
que B, estd bien definida:

aK =bK = a 'be K
— a 'eypb e K
— a 'hh b e K
— (h ') '"h e K
— h'aK = h™'bK
— By(aK) = By(bK).

De manera similar se ve que dj, estd bien definida. Ahora bien, sea ¢ la inclusién de {/A<}
en X. Como {K}y % son disjuntos, se sigue de la Proposicidn 1.4.23 que a; := d, Ut y

By := By U t son funciones de X en X, mas auln, se tiene que

haK si S =aK.
"h(5>={ R si S=K

h='aK si S =akK.
Bh(S):‘[ K si S=K.

Por otra parte, observe que

an(By(aK)) = ap(h'aK) = hh~'aK = aK si S =aK.
an(n(S)) = { an(B(K)) = ay(K) = K si S=K.

Por lo tanto a; o B, = idx. De manera similar se ve que B, 0 a, = idx y en consecuen-
cla, para cada h € H, a; es una funcién biyectiva. Las funciones «; tienen la siguiente
propiedad:
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Para cada h1, h, € H, ap,pn, = apn, 0 ap,.

En efecto, para S = aK:

O(hqhz(C’K) = h1h20/<
= am(hzaK)
= an(an, (aK)).

A

mientras que para S = K:

A

apn, (K) = K
= o, (K)

A

= ap, (a5, (K)).

Por lo tanto ay,p, = ap, © ap,. Sea G := Sx el grupo de permutaciones del conjunto X.
De todo lo anterior, se deduce que la funcién f; : H — G definida por f1(h) := a; es un
morfismo de grupos. Considerar ahora a la funcién p : X — X definida por

K si S=K.
p(S)=1 K si S=K.
S en otro caso.

Es decir, p intercambia a K por K, intercambia a K por K y deja a los demds elementos
de X fijos. Es facil ver que p es una funcién biyectiva. Sea h € H. Como fi(h) :== oy y
p son ambas biyectivas, tiene sentido considerar a la funcién f, : H — G definida por
f(h) == poayop~'. Si hy, h, € H entonces:

fr(h1hy) - = poapp, o p_1
=pol(ay oap)op
=po(ay olidxoay)op
=pofayop lopoay)op!
—(poan0p ) olpoa,op)
= f,(hq) o f5(h3).

—1

De aht que f, es un morfismo de grupos.
Afirmacion 1): Para cada k € K, poa = a; o p. En efecto, sea k € K.

= S{ S = aK donde a ¢ K, entonces aK # K y kaK # K, pues de otra forma,
kaK = K, de manera que ka € K y por tanto a € K (Contradiccién). Asi, en este
caso, p(ax(aK)) = p(kaK) = kaK, mientras que ax(p(aK)) = ax(aK) = kaK.
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A

= St S = K, entonces p(ax(K)) = p(kK) = p(K) = K, mientras que a(p(K)) =
w(K) =K.

= Si S =K, entonces p(ax(k)) = p(K) = K, mientras que ai(p(K)) = ax(K) = kK =
K.

Por lo tanto po ax = ax o p.

Afirmacion 2): K C [(fy, f;). En efecto, sea k € K. Por la Afirmacién 1) se sigue que
poa,=acop,dedonde poayop ' = a, oloquees lomismo, f1(k) = (k). Por lo
tanto kK € /(fy, f,).

Afirmacion 3): /(fy, ;) C K. En efecto, sea h € I(f, f,), entonces fi(h) = f,(h), de donde
poay,op ' = a,yportanto poay, = a0 p. Asi,

plan(K)) = an(p(K))

A

= p(K) = a,(K)
— K = hK
= h € K.

Por consiguente /(fy, ;) C K y K = I(f, £,).

Ejemplo 2.2.17. Epimorfismos en GRP.

Sea f : G — H un morfismo de la categorla GRP (ver Ejemplos 2.1.2). Suponga que f
es un epimorfismo en GRP. Como K := Im(f) es un subgrupo de H, de la Proposicién
2.2.16 se sigue que existe un grupo G’ y un par de morfismos de grupos fi,f, : H — G’
tales que K = [(f1, f,). Ahora bien, si a € G, entonces f(a) € Im(f) = I(f,, f,), de manera
que f1(f(a)) = £(f(a)) y por lo tanto fyof = f,of. Asi, como f es un epimorfismo se sigue
que f; = f, y en consecuencia Im(f) = I(f, f,) = I(f, h)) = {h € H|fi(h) = f1(h)} = H.
Se sigue entonces que f debe ser una funcién sobreyectiva. Suponga ahora que f es una
funcidn sobreyectiva y sean K € Ob(GRP) y a,B : H — K morfismos de grupos tales
que aof = Bof. Sea h & H. Como f es sobreyectiva, entonces h = f(a) para algin
a € G. Ast:

Por lo tanto @ = B y f es un epimorfismo. Se concluye de todo esto que en la categoria
GRP, f € Hom(G, H) es un epimorfismo st y solo st f es una funcidn sobreyectiva e
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2.2.2. Observaciones

Observacion 2.2.18.

Segtn el Ejemplo 2.2.12, los monomorfismos de la categorla SET son las funciones in-
yectivas y segun el Ejemplo 2.2.6, dos objetos de SET son isomorfos si y solo si son
equipotentes. De acuerdo con esto, el Teorema 1.4.371 afirma que la categoria SET tiene
la siguiente propiedad:
Sean A, B € Ob(SET). St existe un monomorfismo de A en B y un monomorfismo de B
en A, entonces A= B e

Observacion 2.2.19.

Sea F un campo ysean V, W € Ob(VecF). Supongaque 7 : V— WyR: W — V son
monomorfismos. De acuerdo con el Ejemplo 2.2.14, T y R deben ser inyectivas, de manera
que TV — Im(T) y R:W — Im(R) definidas por AT(\/) = T(v) y fA?(W) = R(w)
son transformaciones lineales biyectivas. Por lo tanto, del Ejemplo 2.2.13 se sigue que
V.= 1Im(T) y W = Im(R). De esto ultimo y de que /m(T) e Im(R) son subespacios
vectoriales de W y V' respectivamente, se sigue que DimV < DimW y DimW < DimV.
En consecuencia DimV = DimW y V = W. Se concluye que la categoria VecF tiene la
siguiente propiedad:

Sean V, W & Ob(VecF). Si existe un monomorfismo de V en W y un monomorfismo de
W en V, entonces V=W e

2.3. Productos y Coproductos

Definicion 2.3.1.

Sean A una categoria y (A;)ics € Ob(A) una familia de objetos indexada por el conjunto /.

= Un producto para la familia (A;);cs es un objeto P € Ob(A) junto con una familia de
morfismos {7; : P — A}/ con la siguiente propiedad:

Para cada P’ € Ob(A) y cada familia de morfismos {f; : P — A;}ic/ existe un
tnico morfismo ¢ : P" — P tal que para cada i € / el siguiente diagrama conmuta:

f; A
N A
P

= Un coproducto para la familia (A;);c; es un objeto Q &€ Ob(A) junto con una familia
de morfismos {o; : Ai — Q}.e/ con la siguiente propiedad:

P/

Para cada Q" € Ob(A) y cada familia de morfismos {f; : Ay — Q’}e/ existe un
tnico morfismo ¢y : Q — Q' tal que para cada i € / el siguiente diagrama conmuta:
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Proposicion 2.3.2.
Sean A una categoria y (A;)ies € Ob(A) una familia de objetos indexada por el conjunto /.

1. Suponga que P & Ob(A) junto con la familia de morfismos
{m: P — A}iesy PP € Ob(A) junto con la familia de morfismos {71/ : P — A}
son ambos productos para (A;);c;. Entonces P = P’

2. Suponga que Q € Ob(A) junto con la familia de morfismos
{0, Ai — Q}ic1y Q" € Ob(A) junto con la familia de morfismos {0/ : A; — Q'}icy
son ambos coproductos para (A;);c;. Entonces Q = Q.

Demostracion. 1) De que P junto con los morfismos i; , y P’ junto con los morfismos 7/
son productos, acompafado de las propiedades de los morfismos identidad, se sigue que
idp e idp son los Unicos morfismos tales que para cada i € / los siguientes diagramas
conmutan:

/
T

P’ (2.1)

BN

dpr
P

Ay P—I S A
/ P

De nuevo, de que P junto con los morfismos 7; , y P’ junto con los morfismos 7/ son
productos, se sigue que existen morfismos ¢ : P* — P y ¢ . P — P’ (que ademas
deben ser Unicos) tales que para cada i € / los siquientes tridngulos conmutan:

Ay P il
P pr

De aht que para cada i € I

P A

mo(dog)=(mop)od=mod=r

mio (o) =(modoy=miof=m
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Se sigue entonces que los morfismos o ¢ y ¢ o ¢y hacen conmutar a los diagramas (2. 1)
respectivamente, luego (o ¢ = idp y ¢po iy = idp. De esto Gltimo se ve que Y : P — P’
es un isomorfismo, y en consecuencia P = P’. La prueba de 2) es similar a la anterior y
se omite. [l

Observacion 2.3.3.

= Si P € Ob(A) junto con la familia de morfismos {x; : P — A;}ic; son un producto
para (A:)ic;, entonces al objeto P se le denota usando el simbolo |_|l.€,Al-.

= Si Q € Ob(A) junto con la familia de morfismos {g; : A; — Q} son un coproducto
para (A:)ic;, entonces al objeto Q se le denota usando el simbolo Uie/Ai °

Ejemplo 2.3.4.

En la categorla SET, el producto y coproducto de una familia (A;);c; estd dado en las
Definiciones 1.4.27 y 1.4.25 (ver también las Proposiciones 1.4.22 y 1.4.24) e

2.4. Funtores

Definicion 2.4.1.

Sean A y B cateqgorias. Un funtor de A en B es una pareja F = (Fy, F>) de clases-funciones
Fi: Ob(A) — Ob(B) y F, : Mor(A) — Mor(B) con las siguientes propiedades:

1. f e Homa(X,Y) = Fi(f) € Homp(F1(X), F1(Y)).
2. f € Homy(X,Y) y ge& Homu(Y,Z) = Fi(gof)= F.g)o Ff).
3. Para cada A € Ob(A), F,(ids) = idr,n) ®

Observacién 2.4.2.

= Si F = (F4, ) es un funtor, entonces suele usarse a F para denotar a 1 y a F».

= Se escribe F : A — B para indicar que F es un funtor de A en B e

St F: A — Besunfuntor y X,Y & Ob(A), entonces f € Homy(X,Y) implica que
F(f) € Homg(F(X), F(Y)). Por lo tanto, tiene sentido considerar para cada X, Y € Ob(A) a
la funcion Fxy : Homa (X, Y) — Hompg(F(X), F(Y)) definida por Fx y(f) := F(f). Pudiera
suceder que para cada X, Y € Ob(A) la funcion Fxy sea inyectiva (o sobreyectiva), en
cuyo caso al funtor F se le da un nombre especial:

Definicion 2.4.3.

Sea F : A — B un funtor. Se dice que F es un funtor:



48 CAPITULO 2. CATEGORIAS
= fiel, si para cada X, Y € Ob(A) la funcidn Fyx y es inyectiva.

= pleno, si para cada X, Y € Ob(A) la funcidn Fx,y es sobreyectiva o
Ejemplos 2.4.4.

1. Sean G y H dos grupos y considere las categorias C(G) y C(H). Suponga que
f: G — H es un morfismo de grupos y definase a 7 C(G) — C(H) por IA((G) =H
y para cada x € Hom(G, G) por lA‘(x) = f(x). Entonces f es un funtor, pues para cada
x,y € Hom(G, G) se tiene que ?(X oy) = f(xy) =f(x)f(y) = IA[(X) o JA‘(g), ademds de
que f(ldc) = f(ec) = ey = [d/_/ = l'd?(c) .

2. Se defined : GRP — SET como sigue: St (G, ) y (H, %) son grupos y f : G — H
es un morfismo de grupos, entonces U((G, ) == G y U(f) := f. Es facil ver que
U es un funtor, mds aun, U es un funtor fiel, sin embargo, U no es un funtor pleno,
pues si se toma al grupo (Z, +), entonces la funcién Uy y : Hom(Z,Z) — Z* no

es sobreyectiva, ya que a : Z — Z definida por a(n) := n + 2 no es morfismo de
grupos. Al funtor U se le llama funtor olvidadizo e

2.5. Categorias concretas

Definicion 2.5.1.

Sea X una categoria. Una categoria concreta sobre X es un par (A,U) donde A es una
categoria y U : A — X es un funtor fiel o

Observacion 2.5.2.

Resaltando las hipdtesis de la Definicion 2.5.1:

= Una categor{a concreta sobre SET se denomina constructo.

» SLA € Ob(A) y f € Mor(A), entonces se escribe |A| en lugar de U(A) y |f| en
lugar de U(f) @

Ejemplo 2.5.3.

El par (GRP,U) donde U es el funtor olvidadizo, es una categoria concreta sobre SET,
es decir, un constructo e



25 CATEGORIAS CONCRETAS 49

2.5.1. Objetos Libres

Se cierra este capltulo con los siguientes conceptos:
Definicion 2.5.4.

Sea (A,U) una categoria concreta sobre la categoria X y sea X € Ob(X):

= Un morfismo estructurado con dominio X es un par (f, A), stendo A un objeto de A
y f: X — |A| un morfismo de X.

= Un morfismo universal sobre X es un morfismo estructurado (U, A) con dominio X
con la siguiente propiedad:

Para cada morfismo estructurado (f, B) con dominio X, existe un tnico morfismo de
A, digamos n: A — B, que hace conmutativo al siguiente diagrama:

X d B|

N

= Un objeto libre sobre X es un objeto A € Ob(A) para el cudl existe un morfismo
universal (U, A) sobre X e

En el siguiente capitulo se vera un ejemplo que ilustre a estos ultimos conceptos.
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Capitulo 3

Semigrupos y Monoides

El presente capitulo da inicio a la parte esencial de este trabajo de tesis. Aqui, el objeto
principal de estudio serdn dos estructuras algebraicas que llevan por nombre semigrupo y
monoide. Se empieza con algunas definiciones y resultados generales para posteriormente
estudiar a ciertos semigrupos y monoides con propiedades particulares.

3.1. Definiciones y resultados generales

A partir de dos objetos de un mismo tipo, {cémo podemos obtener un tercero de ese mismo
tipo?. En este sentido se establece la siguiente definicién.

Definicion 3.1.1.

St X # § es un conjunto, una operacion binaria sobre X es simplemente una funcién de
XxXenXe

Observacion 3.1.2.

St o es una operacién binaria sobre el conjunto X # @, para cada a, b € X al elemento
o((a, b)) € X se le denota escribiendo a o b, y cuando no hay peligro de confusién la
notacion se simplifica més y se escribe simplemente ab ie, o((a, b)) :=aob:=ab e

Se distinguen los siguientes tipos de operaciones binarias:

Definicion 3.1.3.

Una operacidn binaria o sobre X # @ se dice que es:
= asociativa, si para cada a, b, c € X se verifica que a(bc) = (ab)c.
= conmutativa, si para cada a, b € X se verifica que ab = ba e

Con estos conceptos en mente, lo que sigue es definir el concepto de semigrupo, que como
se dijo antes, serd uno de los objetos principales de estudio de este capitulo.

51
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Definicion 3.1.4.

= Un grupoide es un par ordenado (X, o) donde X es un conjunto no vaclo y o es una
operacidn binaria sobre X.

= Un semigrupo es un grupoide (S, o) donde o es una operacién binaria asociativa e
Observacién 3.1.5.

= Como se puede apreciar en la definicidn anterior, un grupoide es un par ordenado
cuya primera componente es un conjunto no vacto y cuya sequnda componente es una
operacidn binaria sobre el conjunto de la primera componente. As(, de la igualdad
entre parejas ordenadas se sigue que dos grupoides (X, o) y (X, o’) serdn iguales si
ysolost X=X yo=0.

= A X se le llama conjunto subyacente del grupoide (X, o).

= En la practica, un grupoide es denotado a través de su conjunto subyacente, ast,
la frase " 'Sea X un grupoide’ ' significa que hay una operacién binaria sobre X,
digamos o, de tal manera que (X, o) es un grupoide.

= Un grupoide conmutativo es un grupoide (X, o) en el que o es una operacidn binaria
conmutativa e

3.2. Elementos especiales

St - denota el producto usual de nimeros enteros, entonces (Z, -) es un grupoide. Mds atn,
(Z, -) es un semigrupo. Nuestra experiencia con este semigrupo nos indica que para cada
neZ 1-n=n=n-11ie multiplicar por 1 no produce cambios. Este fenémeno motiva
la siguiente definicién.

Definicion 3.2.1.
Sea (X, o) un grupoide. Decimos que e € X es:
1. neutro izquierdo (o identidad izquierda) si para cada x € X ocurre que eo x = x.
2. neutro derecho (o identidad derecha) si para cada x € X ocurre que xoe = x.
3. neutro (o identidad ) si para cada x € X ocurre que eox =x =xoe ®
Proposicion 3.2.2.

Sea (X, o) un grupoide y suponga que e € X es neutro izquierdo y que e’ € X es neutro
derecho. Entonces e = ¢’.



32 ELEMENTOS ESPECIALES 53

Demostracion. Como e es neutro izquierdo, entonces ee’ = e’. Por otra parte, como e’ es
neutro derecho, entonces ee’ = e. De ahi que e = ¢’. ]

Corolario 3.2.3.
St un grupoide tiene elemento neutro, entonces éste debe ser Unico.

Demostracion. Directa de la Proposicion 3.2.2. O]

En el semigrupo (Z, -) también ocurre que para cada n € Z, n-0 =0 = 0-n. Esto motiva
la siguiente definicion.

Definicion 3.2.4.
Sea (X, o) un grupoide. Decimos que z € X es:

1. cero izquierdo si para cada x € X ocurre que zo x = z.

2. cero derecho si para cada x € X ocurre que x oz = z.

3. elemento cero si para cada x € X ocurre que zox =z =x02z e
Proposicion 3.2.5.

Sea (X, o) un grupoide y suponga que z € X es cero izquierdo y que z' € X es cero
derecho. Entonces z = 7.

Demostracion. Como z es cero izquierdo, entonces zz’' = z. Por otra parte, como 7z’ es cero
derecho, entonces zz’' = Z'. De ahi que z = 7. N

Corolario 3.2.6.
St un grupoide tiene elemento cero, entonces éste debe ser unico.
Demostracion. Directa de la Proposicién 3.2.5. O]

Definicion 3.2.7.

Un monoide es un semigrupo (M, o) que tiene elemento neutro e

La siguiente proposicidn no sera utilizada posteriormente, sin embargo, su contenido resulta
interesante.

Proposicion 3.2.8.

Sean (X, 0) y (X, o) grupoides con elementos neutros e € X y e’ € X respectivamente.
Suponga ademds, que para cada a,b,c,d € X

(@ob)o' (cod)=(aod c)o(bo d).
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Entonces o = o' y (X, o) es un monoide conmutativo.

Demostracion. Se empieza exhibiendo que e = e”:

e'=¢ede
= (eo €)' (e'oe)
= (eo e)o(e o e)
=eoe

=e
Ahora bien, para cada a,b € X:

ao'b=(aoe)o (eobh)
= (a0 e)o(ed b)
—(a /€0 (e b)

=agob
De ahi que o = o’. Mds aun:

aob=(eoa)o(boe)
—(eob)o(aoce)

=boa
As{, o es una operacién binaria conmutativa. Finalmente, observe que para cada a, b, c € X:

ao(boc)=(aoe)o(boc)
= (aob)o(eoc)
=(aob)oc

Se concluye que o es una operacién binaria asociativa. Por consiguiente (X, o) es un
monoide conmutativo.
]

Cuando un grupoide tiene elemento neutro, tiene sentido preguntarse por aquellos elemen-
tos que tienen un inverso con respecto del neutro. Mas precisamente, se tiene el siguiente
par de definiciones:

Definicion 3.2.9.
Sea (X, o) un grupoide con elemento identidad e € X y sean x,t € X. Se dice que t es :
1. inverso izquierdo de x, si tx = e.

2. inverso derecho de x, st xt = e.
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3. inversode x ,sitx =e =xt e

Definicion 3.2.10.

Sea (X, o) un grupoide con elemento identidad e € X. Se dice que x € X es:
1. invertible por la izquierda, si x tiene al menos un inverso izquierdo.
2. invertible por la derecha, si x tiene al menos un inverso derecho.

3. invertible , si x tiene al menos un inverso e

El Corolario 3.2.3 indica que en caso de que un grupoide tenga elemento neutro entonces
este es Unico (e, se garantiza la unicidad del neutro. Ahora bien, en caso de que un
elemento de un grupoide con identidad tenga inverso /puede garantizarse la unicidad de
éste?

Ejemplo 3.2.11.

Considerar el conjunto de tres elementos X = {e, a, b} y considerar también a la operacién
binaria o definida a través de la siguiente tabla:

(DT T

T |Q || O
T QDD
OIT|QQ

De la tabla se aprecia que e es neutro del grupoide (X, o). Mas aun, también se tiene
que aob =e =boaybob = e De ahl que a y b son ambos inversos de b ie,
b tiene mds de un inverso. Observe que o no es una operacidn binaria asociativa, pues
(cdoa)ob=bob =e mientras que ao(aob)=aoe=ae

/Bajo qué condiciones si puede garantizarse la unicidad de un inverso?
Proposicion 3.2.12.

Sea (X, o) un grupoide con elemento neutro e € X. Suponga que o es una operacidn
binaria asociativa. Entonces todo elemento de X tiene a lo mas un inverso.

Demostracion. Suponga que u,v € X son ambos inversos de x € X. Entonces u = ve =
u(xv) = (ux)v = ev =v. O

Observacion 3.2.13.

1

St M es un monoide y a € M es invertible, entonces se denota a su inverso por a~'

La siguiente estructura algebraica es de suma importancia para las matematicas, fisica,
quimica y otras ciencias.
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Definicion 3.2.14.
Un grupo es un monoide (G, o) en el que cada elemento es invertible o
Proposicion 3.2.15.

Sea (G, o) un semigrupo y sea e € G un neutro izquierdo. Suponga que para cada g € G
existe x, € G tal que x,g = e. Entonces (G, o) es un grupo.

Demostracion. Veamos que para cada g,x,y € G, gx = gy = x = .

gx = gy = x4(gx) = x4(gy)
= (Xgg)x = (X49)y

— ex = ey

— x =y.
St g € G es arbitrario, entonces ocurre que xy(ge) = (xsg)e = ee = e = x,g. Por
lo tanto x4(ge) = x4g9 y en consecuencia ge = g. De ahl que e es también neutro

derecho y por consiguiente elemento neutro. De lo anterior se sigue que (G, o) es un
monolide con elemento neutro e. De nuevo, si g e G es arbitrario, entonces se tiene que
Xg(gxq) = (xg9)xg = exy = x4 = xge. Por lo tanto x4(gxs) = xge y por consiguiente
gxg = e. Esto Ultimo aunado a que x,g = e permite concluir que x, es un inverso para g.
Por lo tanto todo elemento de (G, o) es invertible y por consiquiente (G, o) es un grupo. [

Observacion 3.2.16.

Grupo = Monoide = Semigrupo = Grupoide. Sin embarqo, las flechas no pueden
revertirse (ver Ejemplos 3.4) e

3.3. Potencias de un elemento

Definicion 3.3.1.

Sea (S, 0) un semigrupo y a € S. Para cada n € N se define

N a st n=1
a’ =
' a"'a si n>1

Y si ademas (S, o) es un monoide con neutro e € S, entonces > =ce
Proposicion 3.3.2.
Sea (S, 0) un semigrupo y a € S. Para cada n, m € N se cumple lo siguiente:

’]' anam — Gn+m'
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2. a"a™ = a"a". (Cualesquiera dos potencias de a conmutan)
3. (aﬂ)fﬂ — anm.

Demostracion. 1) Sea n € N arbitrario pero fijo. Se procederd usando induccidn sobre

m € N: para m = 1 se tiene que a"*' := a"a = a"a’, luego la afirmacién es vdlida
para m = 1. Suponga ahora que para m > 1 se verifica que a"a” = a"*". Entonces
gttt = ¢""g = (a"a™)a = a"(a™a) = a"a™'. As{, la afirmacién es cierta para

m + 1. Por consiguiente para cada m € N se tiene que a"a” = a"*".
2) a’qm = an+m — aern = qgm"qg"

3) Se sigue usando induccion y 1). ]

3.4. Algunos ejemplos

A continuacién se muestran los primeros ejemplos de grupoides, semigrupos, monoides y
grupos.

Ejemplo 3.4.1.
ELl Ejemplo 3.2.11 muestra un grupoide no asociativo e
Ejemplo 3.4.2.

Sea X # . Para cada a,b € X definase ab := a. Entonces, para a,b,c € X se tiene
que a(bc) = a = ab = (ab)c. Luego, X es un semigrupo con respecto a esta operacidn
binaria. Observe que todo elemento de este semigrupo es un cero izquierdo y un neutro
derecho. Ademads, si X tiene al menos dos elementos, entonces X no puede ser un monoide,
pues si fuese un monoide con neutro e, tdmese un x #+ e, de manera que como e es neutro,
entonces ex = x y también ex = e e, x = e, lo cudl es una contradiccidn. As(, cuando X
tiene al menos dos elementos esta construccidn proporciona un ejemplo de un semigrupo
que no es un monoide ®

Ejemplo 3.4.3.

Sea X # . De la Observacidon 1.1.9 y de la Proposicién 1.1.10 se sigue que (B(X), o) es
un monoide con neutro Ax (ver Observacion 1.1.2) e

Ejemplo 3.4.4.

Sea X # . Definase Ty := X*. De las Proposiciones 145, 1.1.10 y 14.6 se sigue que
(Ix,0) es un monoide con neutro idy. En el caso cuando X = N, la funcién f : N — N
definida por f(n) := 2n es inyectiva pero no sobreyectiva, luego, f no puede tener un
inverso derecho con respecto de o. Por consiguiente (7y, o) es un monoide que no es un
grupo e
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Ejemplo 3.4.5.

Sea X # {. Definase Sy = {f : X — X|f es biyectiva.}. De las Proposiciones 1.4.5,
1.1.10, 1.4.6 y el Corolario 1.4.20 se sigue que (Sx, o) es un monoide con neutro idx. Mds
aun, de la Definicion 1.4.17 (ver también Definicion 1.4.15 ) se deduce que (Sx, o) es un
grupo e

Ejemplos mas generales que los dos ultimos son los siguientes:
Ejemplo 3.4.6.

Sea A una categoria y X € Ob(A). Entonces (Hom(X, X), o) es un monoide con neu-
tro idyx. Mds aun, st Isom(X) := {f € Hom(X, X)|f es isomorfismo}, entonces de las
Proposiciones 2.2.4 y 2.2.7 se sigue que (/som(X), o) es un grupo e

Ejemplo 3.4.7.

Sea S un semigrupo y X # @ un conjunto. Si f, g € S¥, se define fg : X — S mediante la
regla (fg)(x) := f(x)g(x). Si f, g, h € S, entonces para cada x € X se tiene lo siguiente:

De ahi que f(gh) = (fg)h y por consiguiente S* es un semigrupo con esta operacién
binaria. Mds adn, si S es un monoide con neutro e, entonces SX es un monoide con neutro
la funcion £ : X — S definida por E(x) :==¢ @

Ejemplo 3.4.8.

Sea S un semigrupo. Sobre el conjunto S se define la siguiente operacién binaria: para cada
X,y €5, xxy = yx. Entonces xx(y*z) = xx(zy) = (zy)x = z(yx) = (yx)*z = (x*xy)*z.
Por lo tanto (S, *) es un semigrupo llamado semigrupo opuesto de S, el cudl es denotado
por S e

Observar que los primeros ejemplos muestran una manera de obtener semigrupos y mo-
noides a partir de un conjunto X = @ dado. Los ultimos, muestran una forma de obtener
nuevos semigrupos a partir de los que ya se tienen.
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3.5. Subestructuras

Un semigrupo (monoide) puede contener subconjuntos que a su vez sean también semigru-
pos (monoides) con respecto de la misma operacidn binaria. A tales subconjuntos se les da
un nombre especial.

Definicion 3.5.1.

Sean S un semigrupo y @ = H C S. Se dice que H es un subsemigrupo de S si para
cada a, b € H se verifica que ab & H o

Observacion 3.5.2.
= Cualquier semigrupo es subsemigrupo de st mismo.
= Si M es un monoide con neutro e, entonces {e} es un subsemigrupo de M.

= SU S es un semigrupo con elemento cero Os, entonces {0s} es un subsemigrupo de

Se
Proposicion 3.5.3.

Sea S un semigrupo y F #+ @ una familia de subsemigrupos de S. St (F = @, entonces
(F es un subsemigrupo de S.

Demostracién. Témense a,b € (| F y sea H € F arbitrario. Entonces a, b € H, y como
H es subsemigrupo, entonces ab € H. Por tanto ab € H para cada H € F. De ahi que
ab € (F y por consiguiente (| F es un subsemigrupo de S. O]

Observacion 3.5.4.

La interseccién de una familia de subsemigrupos puede ser vacia segun lo siguiente: Consi-
derar el semigrupo (N, +). Para cada n € N considerar el conjunto nN := {kn|k € N}. Se
tiene que nN es subsemigrupo de N, pues si nj, nk € nN, entonces nj+nk = n(j+k) € nN.

Afirmacion: (| nN = . En efecto, suponga que x € () nN y sea m un entero positivo
neN neN

que no divide a x. Como x € () nN, se tiene que en particular x € mN. De ahi que
neN

x = mk para algin k € N i,e, m divide a x, lo cudl es una contradiccidn. Por consiguiente

(NN=0e

neN

Sea S un semigrupo y @ #+ X C S. Considérese a la siguiente familia de subsemigrupos
de S:

Fx:={H C S|H es subsemigrupo de S y X C H}

Observe que Fx # @, pues S € Fy. Mds auln, como X C ((Fx y @ # X se sigue que
(Fx # 0. Asi, de la Proposicién 3.5.3 se deduce que [ Fx es un subsemigrupo de S.
Note que si H es un subsemigrupo de S tal que X C S, entonces H € Fx y por lo tanto
(Fx C H. Asi, [ Fx es el mds pequefo subsemigrupo de S que contiene a X.
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Definicion 3.5.5.

Sea S unsemigrupo y @ #+ X C S. Alsubsemigrupo (X) := [ Fx se le llama subsemigrupo
de S generado por X e

St S es un semigrupo y A, B C S, entonces AB := {ab|a € Ay b € B}. Mas general-
mente, st n € N, entonces A" := {a1a, - - - a,|a; € A}. A partir de este producto de
subconjuntos puede caracterizarse al subsemigrupo (X).

Proposicion 3.5.6.
Sea S un semigrupo y @ # X C S. Entonces (X) = [J X".

neN

Demostracién. Se exhibe primero que [J X" C (X): st x € [J X", entonces puede escri-
birse x = xyx - - - x, para algunos x; ENX yneN Ahorgetl)\{en, como X C (X) y (X)
es subsemigrupo, se sigue entonces que xix; - - - x, € (X). Por lo tanto [ J X" C (X).
Veamos ahora que [ J X" es un subsemigrupo de S:si x,y € [J X", er/;teé\]nces puede
escribirse x = x1x, e Xy Y Y = yiys - - -y, para algunos x;, g/néNX yn,m e N As|,

XY = x1X2 Xpy1yz -+ Y, € X" C | J X" Por consiguiente [ J X" es un subsemigrupo

neN neN
de S. Por otra parte, es claro que X C | J X", luego (X) C [J X". Se concluye asi que
neN neN
(X) = UX" a
neN

Para el caso de los monoides, un submonoide serd un subsemigrupo que contenga al
elemento neutro. Mas precisamente:

Definicion 3.5.7.

Sea M un monoide con neutro e y H C M. Se dice que H es un submonoide de M si H
es un subsemigrupo de M y ademds e € H o

Proposicion 3.5.8.

Sea M un monoide con neutro e y F # @ una familia de submonoides de M. Entonces
(F es un submonoide de M.

Demostracion. Se sigue de la Proposicién 3.5.3 y notando que cada elemento de F contiene
ae.

]
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Observacion 3.5.9.

Sea M un monoide con neutro ey, y H un subsemigrupo de M tal que existe ey € H de
manera que para cada h € H se verifica que eyh = h = hey. Entonces no necesariamente
em = ey. En efecto, considere el conjunto de dos elementos {a, b} y sobre él considere la
operacién binaria definida como en el Ejemplo 3.4.2. Como este conjunto tiene al menos dos
elementos, entonces {a, b} es un semigrupo que no es un monoide (ver de nuevo Ejemplo
3.4.2). Sea e un objeto que no pertenece a {a, b}. Se define ea = a = ae, eb = b = be
y e’ = e. Entonces no es dificil ver que M := {e, a, b} es un monoide con neutro e cuya
tabla de productos es la siguiente:

QDD

S |Q|®|O
T QQ|Q
T QT | T

b

Observar que lo que se ha hecho es afiadirle un neutro al semigrupo {a, b}. (Més adelante
se revisa con detalle esta construccidn) Ahora bien, como a’ = a, entonces {a} es un

subsemigrupo de M tal que ah = h = ha para todo h € {a}, y a pesar de ello a # e o

3.6. Congruencias y semigrupos cociente

A continuacidn, se revisan los resultados que permiten construir un grupo cociente. Lo
primero que hay que considerar es que todo subgrupo de un grupo genera una relacién de
equivalencia. Mas precisamente se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 3.6.1.

Sea G un grupo y H un subgrupo de G. Entonces py = {(a,b) € G x G|ab™' € H} es
una equivalencia sobre G. Més aun, [al,, = Ha.

Demostracion. Denotemos por e al neutro de G y sea a € G arbitrario. Como aa™' = e y

e € H, se sigue entonces que aa~' € H. Por lo tanto (a, a) € py y por consiguiente py
es reflexiva. Suponga ahora que a, b € G son tales que (a, b) € py, entonces ab™' € H,
de donde (ab™")"" € H, pero (ab™")™" = ba~". Por tanto ba~' € H y asi (b, a) € py,
de donde se sigue que py es simétrica. Ahora, suponga que a,b,c € G son tales que
(a,b) € py y (b, ¢) € py. Entonces ab™" € H y bc™' € H. De ah{ que ab™'bc™' € H, o
lo que es lo mismo, ac™" € H. En consecuencia (a, ¢) € H y py es transitiva. Concluimos
asl que py es una relacion de equivalencia sobre G. Finalmente, observe que

lal,, :={b € G|ba' € H}
={bec G|ba"=h paraalgin h e H}
={be G|b=ha paraalgin h e H}
= Ha
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]

Definicion 3.6.2.

St G es un grupo y H es un subgrupo de G, entonce % = p—CH .

Dentro de todos los subgrupos de un grupo dado, hay un tipo de ellos que son de particular
interés. Estos son los subgrupos normales. La definicién es la siguiente:

Definicion 3.6.3.

Sea G un grupo y N un subgrupo de G. Se dice que N es un subgrupo normal de G si
para cada g € G y para cada n € N se verifica que gng™—' € N.
Se escribe N < G para indicar que N es un subgrupo normal del grupo G e

La equivalencia py tiene las siguientes propiedades cuando N es un subgrupo normal.
Proposicién 3.6.4.

Sea G un grupo y N < G. Entonces se verifica lo siguiente:

1. Para todo ¢ € G, apyb = capncbh.
2. Para todo ¢ € G, apyb = acpnbe.

3. apnb Yy cpnd = acpnbd.

Demostracion. 1) Sea ¢ € G. Si apnb entonces ab™' € N. As{, de que N <« G se sigue
que cab='c™" € N, o lo que es lo mismo ca(ch)™" € N. Por lo tanto capnch.

2) St apnb, entonces ab=' € N, pero ab™' = acc™'b™" = ac(bc)™", luego ac(bc)™' € N
y por consiguiente acpnbc.

3) St apnb y cpnd entonces de 1) y 2) se sigue que acpnbc y bepybd. Finalmente, de
la transitividad de py se concluye que acpybd. ]

Podemos usar ahora estas propiedades para construir al grupo cociente.
Proposicion 3.6.5.

Sea G un grupo y N < G. Considerar al conjunto cociente ¢ := {Ng|g € G} y también
la siguiente operacidn entre clases laterales derechas:

Na - Nb := Nab

Se tiene entonces que dicha operacion estd bien definida y % es un grupo bajo este
producto de clases laterales.
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Demostracion. Solo se probard que este producto de clases laterales es una operacion
bien definida:
Na=Nx y Nb=Ny= apnx y bpny
= abpnxy
= Nab = Nxy
= Na-Nb = Nx-Ny

Definicion 3.6.6.
Al grupo % se le llama grupo cociente o grupo factor de G sobre N o

En resumen, un grupo cociente se construye a partir de la equivalencia pyn generada por
un subgrupo normal. Observar que py estd definida en términos de elementos inversos, lo
cudl se puede hacer, ya que en un grupo todo elemento de éste es invertible. Ahora bien,
como no todo semigrupo (monoide) es un grupo, para construir un semigrupo (monoide)
cociente no podremos imitar tal cudl la construccidon hecha para los grupos. Sin embargo,
observe que la demostracidén de la Proposicidn 3.6.5 sélo depende de las propiedades de
pn dadas en la Proposicidon 3.6.4. As(, con base en esto se tiene la siguiente definicidon:

Definicion 3.6.7.
Sea S un semigrupo y sea p una equivalencia sobre S. Decimos que p es una

= congruencia izquierda, si para cada ¢ € S se verifica lo siguiente:
apb = capcb.

= congruencia derecha, si para cada ¢ € S se verifica lo siguiente:
apb = acpbc.

= congruencia, st p es a la vez una congruencia izquierda y una congruencia derecha
[ ]

Proposicion 3.6.8.

Sea S un semigrupo y sea p una equivalencia sobre S. Entonces p es una congruencia si
y solosiapb y cpd = acpbd.

Demostracion. =) Suponga que p es una congruencia y que apb y cpd. Entonces acpbc
y bepbd. Lueqo, de la transitividad de p se sigue lo pedido.

=) Sea ¢ € S y suponga que apb. Como cpc, de la hipdtesis se sigue que capch y
acpbc. Asi, p es a la vez una congruencia izquierda y derecha. [
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Observacion 3.6.9.

St G es un grupo y N < G, entonces segun la Proposicion 3.6.4 py es una congruencia e

Para los semigrupos, serd a partir de una congruencia como se construird un semigrupo
cociente:

Proposicion 3.6.10.

Sea S un semigrupo y sea p una congruencia sobre S. Considere el conjunto cociente
% = {[a],| @ € S} y también la siguiente operacion entre clases de equivalencia:

[al,[b], := [ab],

Se tiene entonces que dicha operacién estd bien definida y % es un semigrupo bajo este
producto de clases de equivalencia.

Demostracion. Veamos primero que este producto de clases es una operacion bien definida:

lal, =[x, y [bl,=lyl,= apx y bpy
= abpxy
= [ab], = [xyl,
= [al,[b, = [x]ly],

Ahora bien, se tiene que

Por consiguiente, % es un semigrupo bajo este producto de clases de equivalencia. Mds
s

aln, st S es un monoide con neutro e entonces 2 es un monoide con neutro [e], pues,
[alle], = [ae], =[a], = [ed], = [e] [a],. H
Definicion 3.6.11.

Sea S un semigrupo y sea p una congruencia sobre S. Al semigrupo % se le llama
semigrupo cociente o semigrupo factor de S sobre p e
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3.7. Morfismos de semigrupos

Un morfismo de semigrupos sera una funcidn entre dos semigrupos que respete la estructura
de estos.

Definicion 3.7.1.

= Sean S y T semigrupos. Un morfismo de semigrupos de S en [ es una funcién
f:S— T tal que para cada x,y € S, f(xy) = f(x)f(y).

= S{ Sy T son monoides con neutros es y ey respectivamente, una funciéon f : S — T
es un morfismo de monoides si f es un morfismo de semigrupos y f(es) = ey ®

Observacion 3.7.2.

Sea M,(Z) el conjunto de todas las matrices de tamafio 2 x 2 con entradas enteras. Entonces
M5 (Z) es un monoide con respecto del producto usual de matrices. Ademds, el neutro de

este monoide es la matriz (2) ?) Considerar también al monoide (N, ) donde - denota

el producto usual de enteros. Sea f : N — M,(Z) definida por f(n) := (

=3 9) (3= (27 ) ~rom

Por consiguiente f es un morfismo de semigrupos. Sin embargo, observe que f(1) =

((1) 8) + (2) ?) e, f no manda el neutro en el neutro e

n 0
0 O)' Entonces

Proposicion 3.7.3.

Sean M y N monoides con neutros ey y ey respectivamente, y sea f ©: M — N un
morfismo sobreyectivo de semigrupos. Entonces f(ey) = en.

Demostracion. Sea n € N arbitrario. Como f es sobreyectiva puede escribirse n = f(m)
para algin m € M. Asi, nf(ey) = f(m)f(em) = f(mepn) = f(m) = n, y también f(ey)n =
flem)f(m) = f(emym) = f(m) = n. Por lo tanto f(ey) es neutro de N, de manera que del
Corolario 3.2.3 se deduce que f(ey) = en. ]

La composicion de morfismos de semigrupos es de nuevo un morfismo de semigrupos.
Proposicion 3.7.4.

Stf:S— T yg: T — R son morfismos de semigrupos (monoides), entonces g o f es
un morfismo de semigrupos (monoides):

y)) = g(f(x))g(f(y)). Ademés, st f y g son

Demostracion. Se tiene que g(f(xy)) = g(f(x)f(
(QT) = eR.

) =
morfismos de monoides, entonces g(f(es)) = g
N
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Definicion 3.7.5.

Un isomorfismo de semigrupos (monoides) es un morfismo de semigrupos (monoides)
f:S — T para el cual existe un morfismo de semigrupos g : I — S tal que gof = ids
y fog = idr. Se escribe S = T para indicar que existe un isomorfismo de semigrupos
(monoides) de S en T, y en ese caso se dice que S es isomorfoa [ e

De acuerdo con la definicién anterior, un isomorfismo de semigrupos debe ser, en particular,
una funcidén biyectiva.

Proposicion 3.7.6.

Sea f : S — T un morfismo biyectivo de semigrupos y g : T — S su funcién inversa.
Entonces g : I — S es un morfismo de semigrupos, y en consecuencia, f es un isomorfismo
de semigrupos.

Demostracion. Sean a,b € T. Como f es sobreyevtiva, entonces a = f(x) y b = f(y) para
algunos x,y € S. Ahora bien, como g es la inversa de f, entonces g(a) = g(f(x)) = x y
g(b) = g(f(y)) = y. Por otra parte, g(ab) = g(f(\)f(y)) = g(/(xy)) = xy = g(a)g(b). Por
consiguiente g es un morfismo de semigrupos.

]

Ejemplo 3.7.7.

St (S, 0) es un semigrupo (monoide), entonces ids : S — S es un isomorfismo de (S, o)
en st mismo e

Ejemplo 3.7.8.

Todo grupo es isomorfo a su grupo opuesto. En efecto, sea & un grupo y considere la funcion
f: G — G° definida por f(g) := g~'. Como todo elemento de G tiene un Unico inverso
se sigue entonces que f es biyectiva. Alin mds, para cada x,y € G, f(xy) = (xy)~' =
y~'x7 " = f(y)f(x) = f(x) * f(y). De ahi que f es un isomorfismo de grupos y G = G° e

Ejemplo 3.7.9.

En contraste con el ejemplo anterior, no todo monoide es isomorfo a su opuesto (ver Ejem-
plo3.4.8). En efecto, considere al monoide M de la Observacidn 3.5.9 cuya tabla de productos
es la siguiente

S |Q|®|O
S Q[D|®D
T Q| Q|Q
T Q| T T

Sea f : M — M una funcién biyectiva tal que f(e) = e. Entonces se tienen los siguientes
asos:
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1. fla) =ayf(b)=0>b
2. fla)=by f(b) =

En el primer caso f = idy y ast idy(ab) = idy(a) = a, mientras que idy(a) * idy(b) =
axb = ba = b. De ahl que idy; no es un isomorfismo de M en M. En el sequndo caso,
f(ab) = f(a) = b, mientras que f(a) * f(b) = b*a = ab = a. Por lo tanto f no es un
isomorfismo de M en M°. Se concluye que no hay isomorfismos de monoides de M en
M o

Todo morfismo de semigrupos induce una congruencia sobre su dominio.
Proposicion 3.7.10.
Sea f: S — T un morfismo de semigrupos (monoides). Entonces

= /m(f) = f(S) es un subsemigrupo (submonoide) de T.

= Ker(f) es una congruencia sobre S.

Demostracion. Sean x,y € Im(f). Luego x = f(a) y y = f(b) para algunos a,b € S. Asi,
xy = f(a)f(b) = f(ab) € Im(f), y por consiguiente /m(f) es subsemigrupo de 7. Si Sy
T son monoides con neutros es y ey respectivamente y f es un morfismo de monoides,
entonces et = f(es) € Im(f) y por lo tanto /m(f) es un submonoide de 7. Ahora bien, de la
Proposicién 1.4.32 se sigue que Ker(f) es una equivalencia sobre S. Ademds, si aKer(f)b
y cKer(f)d, entonces f(a) = f(b) y f(c) = f(d), de donde f(a)f(c) = f(b)f(d) y por tanto
f(ac) = f(bd). As(, acKer(f)bd y por consiguiente Ker(f) es una congruencia sobre S.
]

Observacion 3.7.11.

= Sea p una congruencia sobre el semigrupo S. Entonces la proyeccién candnica

T, S — % (ver Definicién 1.4.33) es un morfismo de semigrupos, pues ,(ab) =

lab], = [al,|b], = m,(a)m,(b). Ademds

Ker(m,) : = {(a,b) € S x S|m,(a) = 7,(b)}
= {(a.b) € 5 x S|la, = [b],}
={(a,b) € S x S|apb}

= Sea f: G — H un morfismo de grupos y Nu(f) .= {g € G|f(g) = ey}. Entonces
Nu(f)<a Gy

{(a,b) € Gx G|ab™" € Nu(f)}

= {(a,b) € G x G|f(ab™") = ey}

= {(a,b) € G x G| f(a) = f(b)}

PNu(f) - =
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La siguiente proposicion es la versién para los semigrupos del teorema de homomorfismo
que existe para otras estructuras como los grupos y anillos.

Proposicion 3.7.12. De homomorfismo para semigrupos.

Sea f :' S — T un morfismo de semigrupos y p una congruencia sobre S tal que
p C Ker(f). Entonces, existe un tnico morfismo de semigrupos f : % — [ tal que el

siguiente tridngulo conmuta:

S f T
N
)

P

Demostracién. De acuerdo con el Teorema 1.4.35, existe una Unica funcién f : % —s T
que hace al siquiente tridngulo conmutativo:

[ S

N, A

S
p

Tal funcién estd dada por f([a],) := f(a). Mds ain, f es un morfismo de semigrupos, pues
f(lale[blo) = T(labl,) = f(ab) = f(a)f(b) = f(lal)/([b],)
]

Corolario 3.7.13.

Sea f: S — T un morfismo de semigrupos. Entonces %r(f) = Im(f).

Demostracion. Sea f : S — T un morfismo de semigrupos y considere a la funcidn
F S — Im(f) definida por F(x) := f(x). Es claro que F es una funcién sobreyectiva.
Ademads, como F tiene la misma regla de correspondencia de f, se sigue entonces que F
es un morfismo de semigrupos. Mas atn, observe que

Ker(F)

{(a,b) € Sx S| F(a) = F(b)}
{(a,b) € S x S|f(a) = f(b)}
Ker(f)

La Proposicién 3.7.12 garantiza la existencia de un morfismo de semigrupos F : %(F) —

Im(f) tal que F = Foker(r). En particular, del Teorema 1.4.35 se deduce que F es biyectiva
y por lo tanto un isomorfismo de semigrupos. Por consiguiente %r(f) = %(F) = Im(f).
]
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Observacion 3.7.14.

Sea S un semigrupo. No es dificil ver que As, la diagonal en S, es una congruencia

sobre S. Asi, A—SS es un semigrupo. Mas aun, & = S. En efecto, considerar el morfismo de

semigrupos ids : S — S. En este caso se tiene que

Ker(ids) = {(a,b) € S x S|ids(a) = ids(b)}
={(a,b) € SxS|a=b}
= As

Como ids es sobreyectiva, del Corolario 3.7.13 se concluye que A—SS =Se

No es casualidad que Ker(ids) = As. Esto es una consecuencia de lo siguiente.
Proposicion 3.7.15.
Sea f: S — T una funcién. Entonces f es inyectiva si y solo si Ker(f) = As.

Demostracion. =) Suponga que f es inyectiva. Como Ker(f) es una equivalencia, enton-
ces As C Ker(f). Sea (a,b) € Ker(f), luego f(a) = f(b), asl que de la inyectividad de
f se sigue que @ = b y por consiguiente (a, b) € As. De ahl que Ker(f) € As y por lo
tanto Ker(f) = As.
=) Suponga que Ker(f) = As y sean a,b € S tales que f(a) = f(b). Entonces
(a,b) € Ker(f) = As, de donde @ = b y por consiguiente f es inyectiva.

N

Observacion 3.7.16.

Sean S, T y R semigrupos. Del Corolario 1.4.20 y la Proposicién 3.7.4 se sigue que si
S=TyT=R entonces S=R e

Proposicion 3.7.17.

St f:S — T es un morfismo inyectivo de semigrupos, entonces S = Im(f) ie, S es
isomorfo a un subsemigrupo de T.

Demostracion. Como f es inyectiva, entonces Ker(f) = As. Asi, del Corolario 3.7.13 se
sigue que A—SS = Kesr(f) = Im(f), pero S = i, luego S = Im(f).

]
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Ejemplo 3.7.18.

Sean S un semigrupo, X # @ un conjunto, f : S — X una funcién biyectivay g : X — S
su funcién inversa. Para cada x, y € X se define xy := f(g(x)g(y)). St x, y, z € X entonces

Por consiguiente X es un semigrupo bajo esta operacién binaria. Ademds, st S es un
monoide con neutro e y se define & := f(e), entonces

y también

De manera que X es un monoide con neutro é. Finalmente, observe que si s,t € S

F(s)I(t) = T(g(F(s))g((1))) = f(st)

de donde f es un isomorfismo de semigrupos y por tanto S = X. Asi, st un conjunto X es
equipotente a un semigrupo (monoide), entonces a partir de una funcién biyectiva puede
dotarse a X con estructura de semigrupo (monoide) ®
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3.8. El teorema de Cayley para semigrupos

El teorema de Cayley de la teorla de grupos afirma que todo grupo es isomorfo a algun
subgrupo de Sx para algun conjunto X (ver Ejemplo 3.4.5). La versidon para monoides
involucra al monoide 7x (ver Ejemplo 3.4.4) y es la siguiente.

Proposicion 3.8.1.
Todo monoide es isomorfo a algiin submonoide de 7x para algtn conjunto X.

Demostracién. Sea M un monoide con neutro e. Para cada m & M considere a la funcidn
fn : M — M definida por f,(x) := mx. Observe que

= m(nx)
[

(
m(nx)
= fun(fn(x))

As(, para cada m, n € M se tiene que f,,, = f,of,. Ahora bien, para m = e, f.(x) .= ex = x,
Le, fo = idy. Mas adn, si f,, = f,, entonces f,(e) = f,(e) y por tanto me = ne, de donde
m = n. Por consiguiente f, = f, = m = n. Todo lo anterior permite concluir que la
funcién ¢ : M — Ty, definida por ¢(m) := f, es un morfismo inyectivo de monoides. Por
consiguiente, de la Proposicidn 3.7.17 se concluye que M = Im(¢).

]

Observacion 3.8.2.

Observe que para mostrar la implicacion f,, = f, = m = n fue necesaria la existencia
del neutro e. Asl que como no todo semigrupo es un monoide, entonces la prueba de
la Proposicién 3.8.1 puede no ser vdlida para un semigrupo que carece de neutro. Sin
embargo, puede llevarse a cabo lo siguiente: Sea S un semigrupo y sea e un objeto tal
que e ¢ S. Entonces, conservando para los elementos de S la misma operacion que hay
en S y definiendo para cada x € S, ex := x, xe := x y e’ := e, se sigue que S U {e}
es un monoide con neutro e. Observar que lo que se ha hecho es anadirle un elemento
e al semigrupo S y después extender la operacion binaria que tiene S de tal forma que
S U {e} sea un monoide con neutro e. De momento, dendtese a este semigrupo por S(e) e

Proposicion 3.8.3.
Sea S un semigrupo y a, b objetos tales que a, b & S. Entonces S(a) = S(b).

Demostracion. Se sigue de observar que la funciéon f : S(a) — S(b) definida por

] x si xes.
f(X)'_{b si x=a.
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es un isomorfismo de monoides. O

De acuerdo con esto, puede hacerce la siguiente definicion.
Definicion 3.8.4.

Sean S un semigrupo y a un objeto tal que a & S. Se define S' := S(a), donde S(a) :=
S U {a} es el monoide definido en la Observacion 3.8.2 e

Observe que S es siempre un subsemigrupo de S'. Ahora, con ayuda del monoide S' puede
establecerse lo siguiente.

Teorema. 3.8.5. De Cayley para semigrupos.
Todo semigrupo es isomorfo a algtin subsemigrupo de 7y para algin conjunto X.

Demostracion. Sea S un semigrupo. De acuerdo a la Proposicién 3.8.1, existe un conjunto
X y un submonoide de 7y, digamos T, tal que S'= T. Sea ¢ : S' — T un isomorfismo
de monoides y considere la funcién ¢y : S — T definida por (x) := ¢(x). Es facil ver
que ¢ es un morfismo inyectivo de semigrupos. Asi, S = Im(¢)). Ahora bien, observe que
Im(¢) es un subsemigrupo de T y a su vez T es un subsemigrupo de 7y, por consiguiente
Im(¢) es un subsemigrupo de Tx y el resultado se sigue.

]

3.9. lIdeales

El concepto de ideal es bien conocido en teoria de anillos. Recordar que a partir de un
ideal es posible construir un nuevo anillo, mas precisamente un anillo cociente. Para el
caso de los semigrupos también existe el concepto de ideal y parecido al caso de los
anillos, un ideal permitird construir un semigrupo cociente.

Definicion 3.9.1.
Sea S un semigrupo e @ # | C S. Se dice que [ es un

1. ideal izquierdo de S si S/ C /, o lo que es lo mismo, si para cada x € S y cada
a € | ocurre que xa € /.

2. ideal derecho de Ssi /S C /, 0 lo que es lo mismo, st para cada x € Sy cadaa € /
ocurre que ax € /.

3. ideal bilatero (o simplemente ideal) de S, si / es un ideal izquierdo y un ideal
derecho e

Observaciéon 3.9.2.

= Todo ideal izquierdo, derecho o bilatero es también un subsemigrupo.
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= Por el contrario, no todo subsemigrupo es un ideal. Por ejemplo, para el semigrupo
(N, +) se tiene que 2N := {2n|n € N} es un subsemigrupo pero no un ideal, pues
la suma de un ndmero natural impar con un natural par da como resultado un nimero
tmpar.

= Cualquier semigrupo es un ideal de si mismo. Ademds, st S es un semigrupo con
elemento cero Os, entonces {Os} es un ideal.

= Si M es un monoide con neutro e e / es un ideal de M tal que e & /, entonces
I = M, pues para cada x € S debe ocurrir que x = xe € I.

= El Unico ideal de un grupo es él mismo. En efecto, sea G un grupo e / un ideal. Sea
g €I Entonces e =gg~' € /yportanto | =G e

Proposicion 3.9.3.

Sea S un semigrupo. Si / es un ideal izquierdo (derecho) de S entonces la equivalencia
de Rees p; (ver Ejemplo 1.2.3) es una congruencia izquierda (derecha).

Demostracion. Sea ¢ € S y suponga que ap;b. St a = b entonces, ca = cb y cap,ch. St
a,b € I, entonces de que / es un ideal izquierdo se sigue que ca, cb € I, luego capch.
Por consiguiente p; es una congruencia izquierda. La demostracién para ideales derechos
es andloga y se omite. [

De lo anterior, se sigue que si / es un ideal bildtero del semigrupo S, entonces p; es

una congruencia y por consiguiente f{ es un semigrupo. Del Ejemplo 1.23 se ve que

;%:{/}U{{XHXES—/} y ademas

[ si xyel

[X]p/[g]p/ = [Xg]p/ - { {xg} st xy & I

As(, st a € [ entonces para cada [x], & % se tiene que x|,/ = [x|,lal,, = [xal, =1
mientras que /x|, = [al,[x], = [ax], = . Por lo tanto [x],/ = | = x],. Se concluye que
f{ es un semigrupo con elemento cero el ideal /. Por lo tanto, todo ideal bildtero genera
un semigrupo con cero.

Observacion 3.9.4.

Sea S un semigrupo. De la definicidn de ideal se sigue que si / es un ideal de S y R es
un subsemigrupo de S tales que / C R C S, entonces / es ideal de R o

De la observacidn anterior se sigue que todo ideal de un semigrupo es también un ideal
de cualquier subsemigrupo que lo contenga. Asl que cuando se trabaje con la equivalencia
de Rees generada por un ideal serd necesario denotar sobre qué semigrupo se define esta.
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Definicion 3.9.5.

Sea S un semigrupo, / un ideal de S y R un subsemigrupo de S tales que I C R C S. Se
escribe pff para denotar a la equivalencia de Rees generada por / sobre el subsemigrupo

R y se escribe ? para denotar al semigrupo cociente — o

Pi
Proposicion 3.9.6.
Sea S un semigrupo y sean /, / ideales de S tales que / C J/ C S. Entonces

~

<0

Demostracidn. Considerar a la funcién f : 3 — 2 definida por f([a],s) == [a],s. Tal funcién

J
estd bien definida pues
lal,s =[bl,s = a,bel 6 a=b

= qa,be) 6 a=0b
:>[a]s=[b}s

] Pj
Es fécil ver que f es sobreyectiva. Ademds, f([al,s[bl,s) = f([ab],s) = [ab]pjs = [a]pjs[b]pf =
f(lal,s)f([b]ys). de donde f es un morfismo sobreyectivo de semigrupos y por consiguiente
% = %r(f) Ahora bien, obsérvese que
J .
al,s € ;e lals =1 ¢ [als ={a}t,ae /-1
—aecl 6 ac)—1
—aec]

S
De esto ultimo y de que / es un ideal de S se sigue que é es un ideal de T Por otra
parte se tiene lo siguiente:

(alys. [b]s) € Ker(f) <= f(al,s) = f([bl,s)

<= [a],s =[b],s
< abe] 6 a=b
J
— [a]p,s'[b]p,s < 7 0 [G}p,s = [b]p,s

= (al,s.1b],2) € p]

De ahi que Ker(f) = p/ y el resultado se sigue.

—~ 0
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La siguiente proposiciéon muestra cdmo se comportan los ideales bajo un morfismo de
semigrupos.

Proposicién 3.9.7.

Sean f : S — T un morfismo de semigrupos, / un ideal de S y J un ideal de 7. Entonces

1. f(/) es ideal de T, st f es sobreyectiva.

2. f7'(J) es un ideal de S.

Demostracion. 1) Sean a € T y b & f(/) arbitrarios. Entonces puede escribirse a = f(x)
y b = f(y) para algunos x € Sy y € . Asl, ab = f(x)f(y) = f(xy) € f(/) y también
ba = f(y)f(x) = f(yx) € f(I). Por lo tanto f(/) es ideal de T.

2) Sean x € f () y y € S arbitrarios. Entonces f(x) € J, de manera que f(xy) =
f(x)f(y) € J, y del mismo modo f(yx) = f(y)f(x) € J. De ahi que xy,yx € f~'(J) y por
consiguiente f'(J) es ideal de S. O

A pesar de ser sencillo, el siguente resultado serd de utilidad en lo posterior.

Proposicion 3.9.8.

1. St S es un semigrupo con cero Os e / es un ideal de S, entonces Os € /.

2. Sea f: S — T un morfismo sobreyectivo de semigrupos. St S es un semigrupo con
elemento cero Os, entonces f(0s) es elemento cero de T. En particular, todo morfismo
sobreyectivo de semigrupos con cero manda el cero en el cero.

Demostracion. 1) Témese a € I. Entonces 0s = a0s & /.
2) Sea t € T arbitrario. Entonces t = f(x) para algin x € S. Lueqo, tf(0s) = f(x)f(0s) =
f(x0s) = f(0s) y f(Os)t = f(0s)f(x) = f(Osx) = f(Os). En consecuencia, f(0s) es elemento

cero de . O]
Sea S un semigrupo e / un ideal de S. Considerar el morfismo proyeccién s : S — %
Entonces, de la Observacion 3.7.11 se ve que ker(m,s) = p7 ie, el kernel de 7,5 es la

congruencia de Rees generada por el ideal /. A los morﬁsmos que tengan esta proptedad
se les dard un nombre especial.

Definicion 3.9.9.

Sea f :' S — T un morfismo de semigrupos. Se dice que f es un morfismo de Rees si
ker(f) = pp para algin ideal / de S e

De acuerdo con lo siguiente, el codominio de un morfismo sobreyectivo de Rees debe ser
un semigrupo con cero.
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Proposicion 3.9.10.

St f:S — T esun morfismo sobreyectivo de Rees, entonces T es un semigrupo con cero.
Mds alin, si ker(f) = p? para algln ideal / y O es el cero de T, entonces f(/) = {07}.

Demostracion. De acuerdo con la Proposicién 3.7.12 existe un tnico morfismo de semigru-

pos f : 2 :— T tal que el tridnqulo siguiente conmuta

>
s— I .7
A /
s
/

Tal morfismo viene dado por f‘([a]p/s) = f(a), ademds f debe ser biyectiva. Ahora bien, como

% es un semigrupo con cero el ideal /, de la Proposicién 3.9.8 se sigue que (/) es elemento

cero de T. Hégase 07 := f(/). De que el tridngulo de arriba conmute se sigue que para
cada a €  es f(a) = I_((JTp/s(G)) = f([a]pls) = f(/) = 07. Por lo tanto f(/) = {07} O

Con la ayuda de estos resultados se puede establecer el siguiente teorema de correspon-
dencia.

Teorema. 3.9.11.

Sea f 'S — T un morfismo sobreyectivo de Rees con ker(f) = p; para algin ideal /.
Entonces los conjuntos que a continuacidn se definen son equipotentes:

X:={/CS|/esidealde Se/CJ} y Y:={KCT|Kesidealde T}

Demostracion. De acuerdo con la Proposicidon 3.9.7, la imagen directa de un ideal bajo
un morfismo sobreyectivo es también un ideal. Puede asi considerarse a la funcién F :
X — Y definida por F(J) := f(J). Ahora bien, sean J,J € X tales que F(J) = F(/).
Luego f(J) = f(J)). St @ € J, entonces f(a) € f(J) = f(/'), de manera que f(a) = f(b)
para algin b € J. De ah{ que (a,b) € ker(f) = pp y por lo tanto a,b € | C J' o bien
a = b. En cualquier caso se concluye que a € J. Por consiguiente / C J'. De manera
similar se deduce que J/ C J. Por lo tanto / = J' y en consecuencia F es inyectiva. Por
otro lado sea K € Y. De la Proposicién 3.9.7 se sigue que f~(K) es ideal de S. Sea 07
el elemento cero de 7. Como K es un ideal de T, entonces {07} C K. Ademds de eso,
de la Proposicién 3.9.10 se ve que f(/) = {07} y por lo tanto f(/) € K. De esto dltimo
y de la Proposicién 14.27 resulta que | C f~'(f(/)) C f~'(K), de donde f'(K) € X
Finalmente, como f es sobreyectiva, entonces K = f(f~'(K)) = F(f~'(K)) y por tanto F
es sobreyectiva. En definitiva £ es una funcion biyectiva y el resultado se sigue. ]

Para concluir esta discusidn, y como corolario de lo anterior, se caracteriza a los ideales

S
de 7
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Corolario 3.9.12.

Sean S un semigrupo e / un ideal de S. Entonces, ] es ideal de % st y solo si ] = é para
algun ideal / de S tal que / C J.

Demostracion. <=) Sea J un ideal de S tal que / C J. Obsérvese que

al,s € é = lals =1 ¢ [a,s ={at,ae /-1

e gecl 6 ae)—-1
e =

S
De esto Ultimo y de que J es un ideal de S se sigue que é es un ideal de 0
s

—>) Como el morfismo proyeccién m,s © S —> 3 es un morfismo sobreyectivo de Rees,

entonces de la prueba del Teorema 3.9.11 resulta que la funcién F : X — Y definida por
F(J) := m,s(J) es una biyeccién entre los conjuntos

X:={/CS|Jesidealde SelCJ} y Y:z{jg%wesldealde%}

Sea J un ideal de % Entonces | = F(J) = 7,s()) para algin ideal / de S tal que / C J.

Ahora bien, se tiene que

ws()) = {mys(a)a € J}
= {n,s(a)|a €l U{nys(a)ae -1}

={tu{{o}fae/—1}

Por consiguiente ] = é y el resultado queda demostrado.
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CAPITULO 3. SEMIGRUPOS Y MONOIDES



Capitulo 4

Semigrupos libres

Tomese un conjunto no vaclo y piénsese a éste como un ‘alfabeto’. Asi, se considerard a todas
las 'palabras’ que se puedan formar con este alfabeto para entonces definir un ‘producto’
entre palabras llamado concatenacidn. Resultard ser que la concatenacion entre palabras
es una operacion binaria asociativa y por consiguiente, se tendrd as( un semigrupo. Todas
estas ideas se formalizan empezando con el siguiente par de definiciones.

Definicion 4.0.1.

Sea X # @ un conjunto.

= Una palabra sobre el conjunto X es un simbolo de la forma x;x; - - - x, donde n € N
yx € X.

= Dos palabras aqa,---a, y b1b,--- b, serén iqguales si y solo st n = m y a; = b;
para cada i € {1,2, ..., n}.

= Se escribe X para denotar a la coleccidon de todas las palabras sobre el conjunto
X o

Definicion 4.0.2.

Sean X #+ 0 y ¥ € X*. De la definicion de igualdad entre palabras se sigue que existe
un unico n € N y unicos x1, x2,,, X, € X tales que ¥ = x1x2 - - - x,. Al entero positivo n se
le llamard la longitud de la palabra %. As(, observe que las palabras de longitud igual a 1
son simplemente los elementos de X, de manera que X C X*

Observacion 4.0.3.

La longitud de una palabra es entonces el nimero de palabras de longitud 1 de las que
ésta se compone e

Sean X # @y ayay---a,, biby-- b, € XT. A partir de estas dos palabras puede obtenerse
una tercera definiendo

79
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aia, - -ad, *biby--- b, = aia, - -a,biby--- b,

A esta nueva palabra se le llamard la concatenacion de aqa, - - - a, con byb, - - - b,. La
concatenacidn de palabras es asociativa, pues

aiay---dp*x(biby-- - by *xcicr---¢.)=ayax---a,*x(biby---bypcico- - ¢)
=010y aybibybuiC
= (0102"'Clnb1b2"'bm)*C1C2"~Cr

= (a1a;---a,xbyby---by)xcico- ¢

Por consiguiente, X™ junto con la concatenacién de palabras dan lugar a un semigrupo al
que se le llama semigrupo libre de palabras sobre X.

Observacion 4.0.4.

De la definicidn de concatenacién se aprecia que concatenar una palabra de longitud n
con una palabra de longitud m produce una palabra de longitud n + m e

A continuacién se define lo que se entenderd por una base de un semigrupo.
Definicion 4.0.5.
Sea (S, ©) un semigrupo y @ + X C S. Se dice que X es una base de S si se verifica que:
1.5 =(X)
2. Para cada a1, a5, ...,a,, b1, b>, ..., b, € X:
1060 -0a,=b0b,0---Ob, = n=mya; = b, para cada
ie{1,2,...n} e
Con respecto a la definicion de base se tiene lo siguiente.
Proposicion 4.0.6.

Sea X + @. Entonces X es una base de X*.

Demostracion. Ha de verificarse que X satisface las dos condiciones de la Definicién 4.0.5.
Para ver que 1) se satisface, sea ¥ € X arbitraria. Entonces ¥ = x;x, - - - x, para algun
n € Ny algunos x; € X. De la definicidn de concatenacién entre palabras se sigue que
X1k Xo % kX, = Xix0 - X, = X, ast & € (X) y XT = (X). Para 2), suponga que
ay,dyz, ..., a,, by, by, ..., b, € X son tales que ayxay*---xa, =byxbyx---xb,, luego
aia---a, = byb,--- b, de manera que de la igualdad entre dos palabras se sigue que
n=mya;=b; paracada i€ {1,2,,,n}. Por lo tanto X es base de X™. O



81

En general, los semigrupos X* no son conmutativos.
Proposicion 4.0.7.

Suponga que X # { tiene al menos dos elementos. Entonces X* no es un semigrupo
conmutativo.

Demostracion. Sean a, b € X con a # b. Entonces, de la igualdad entre palabras se sigue
que ab < ba y por consiquiente a x b #+ b x a.
O

Lo que sigue es justificar porqué se le llamd libre al semigrupo X*. Para tal efecto, considere
la definicion que sigue.

Definicion 4.0.8.

Sea S un semigrupo y @ #+ X C S. Se dice que S es un semigrupo libre con base X si
para cada semigrupo T y cada funcién f : X — T existe un tnico morfismo de semigrupos
¢:S — T que hace conmutar al diagrama

N4

donde ( : X — S es la funcidn inclusién e

X

Como es de esperarse, resulta que el semigrupo X* es un semigrupo libre en el sentido
de la Definicién 4.0.8.

Proposicion 4.0.9.
Sea X # @. Entonces X* es un semigrupo libre con base X.

Demostracion. Sean (T, ®) un semigrupo y f : X — T una funcién. A partir de f se
define a ¢ : X* — T como ¢(aaz -+ - a,) = f(ay) © flax) © - - - © f(a,). Observe que
para cada a € X se verifica que ¢(a) = f(a) y por consiguiente f = ¢ o (. Ahora bien, se
tiene que

o(avar - --a,*xbiby---by) = ¢larar- - a,biby - - by)
= f(a1) O f(a2) ©O---Of(a,) O f(b1) O (b)) O -Of(bn)
=1[f(a1) © f(az) © - O f(a,)]O[(f(br) © f(by) © - O f(bn)]
= Q(araz -+~ a,) © ¢(b1by -+ by)

Por lo tanto ¢ es un morfismo de semigrupos. Suponga ahora que ¢y : X* — T es un
morfismo de semigrupos tal que f = ¢y o (. Entonces, st aya; - - - a, € X*:
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Ylaraz - a,) =Ylar xar*- - xa,)
= (ar) O Y(az) © - - O Plan)
= f(a1) © f(a2) ©--- O f(a,)

= ¢laraz---a,)

De donde ¢ = ¢ y el resultado se sigue. ]

Resulta que cada semigrupo libre en el sentido de la Definicién 4.0.8 es isomorfo a alguno
de la forma X* como se establece a continuacidn.

Proposicion 4.0.10.
Sea S un semigrupo y @+ X C S. S S es libre con base X, entonces S = X*.

Demostracion. Considere las inclusiones ¢ : X — Xt y o : X — S. De que S y X*
son ambos semigrupos libres con base X se sigue que existen morfismos de semigrupos
$p:S— Xt yy: Xt — S (que ademds deben ser tnicos) que hacen conmutativos a
los siguientes diagramas

X 1 Xt X = S
N4 N A
S Xt

Por otra parte, es claro que los diagramas

(4] X+

= S X
NN A
S X

son conmutativos. De nuevo, como S y X* son ambos semigrupos libres con base X se
sigue que ids e idx+ son los Unicos morfismos de semigrupos que hacen conmutar al tltimo
par de diagramas. Ahora bien, de que el primer par de diagramas conmute se deduce que

(oo =Yo(pon)=Yoy =1 ytambién (po)oy =¢o(Youy)=¢don =1y

Por consiguiente, o ¢ y ¢ o ¢ son morfismos de semigrupos tales que

X

X y X - X+

I 5
N N L
S Xt

conmutan. De ahi que o ¢ = ids y ¢ oy = idx+. En consecuencia ¢y : X* — S es un
tsomorfismo de semigrupos y por lo tanto S = X™. [l




83

Observacion 4.0.11.

Puede determinarse de forma explicita al isomorfismo ¢ : X* — S que se menciona en
la prueba de la Proposicién 4.0.10. En efecto, ¢y es un morfismo de semigrupos tal que
Yoy = . Ast que para cada a € X es Y(a) = Y(u(a)) = w(a) = a. Luego, para cada
palabra aya, - - a, € X7 se tiene que

Ularay - - a,) = Wlayxar*---xa,)
= (ar) O Ylaz) © - - O Plan)
=010a,0--0Oa,

donde © denota la operacién en el semigrupo S e
Corolario 4.0.12.

Sean (S, ©) un semigrupo y @ = X € S. Si S es libre con base X, entonces la funcién

¢ Xt — S definida por Y(ara; - a,) = a1 ©a; O - O a, es un isomorfismo de
semigrupos.
Demostracion. Directa de la Proposicién 4.0.10 y la Observaciéon 4.0.11. ]

De acuerdo con la Proposicion 4.0.6, X es base de X* en el sentido de la Definicidn
4.0.5. También, en virtud de la Proposicidn 4.0.10 todo semigrupo libre en el sentido de la
Definicidon 4.0.8 es isomorfo a algun semigrupo de la forma X*. Asi, es de esperarse que
todo semigrupo libre en el sentido de la Definicidn 4.0.8 tenga una base en el sentido de
la Definicion 4.0.5. Para ver que eso sucede se hard uso de lo siguiente.

Proposicion 4.0.13.

Sea f:S — T unisomorfismo de semigrupos. St @ = X C S es una base de S, entonces
f(X) es una base de T.

Demostracion. Sea t € T arbitrario. Puesto que f es sobreyectiva puede escribirse t = f(s)
para algin s € S. Ahora bien, como S = (X)), entonces s = xx; - - - x,, para algunos n € N
y x; € X. De aht que t = f(s) = f(xix2 - - - x5) = f(x)f(x2) - - - F(x,) € (£(X)) y por lo tanto
T = (f(X)). Por otro lado, suponga que f(a4)f(ay) - - f(a,) = f(b)f(bs) - - - f(b,) donde
n,m & Ny a;, b; € X. Entonces f(aya, - - - a,) = f(bib, - - - b,), de manera que al ser f
inyectiva se sigue que aia; - - - a, = byb, - - - by,. Asl que como X es base de S, entonces
n=mya; = b; para cada i € {1,2,,,n}. Por consiguiente f(a;) = f(b;) y en definitiva
f(X) es una base de T. ]

Observacion 4.0.14.

En la demostracién de la Proposicion 4.0.13 xix2 - - - x, y f(x7)f(x2) - - - f(x,) no denotan
palabras en el sentido de la Definicidon 4.0.1, si no mas bien el producto de los elementos
X1, X2, ..., Xo Yy f(x1), f(x2), ..., f(x,) en el semigrupo S y T respectivamente e
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Proposicion 4.0.15.

Sean (S,®) un semigrupo y @ #+ X C S. St S es libre con base X, entonces X es una
base de S.

Demostracion. Del Corolario 4.0.12 se sigue que la funcién ¢ : X* — S definida por

Ylavay -+ -a,) = a1 0a, O - 0O a, es un isomorfismo de semigrupos. Obsérvese que
Y(X) = {Yla)|a € X} ={a|a € X} = X. Por consiguente, de la Proposicién 4.0.13 se
deduce que X es una base de S. O]

Se puede decir ahora que todo semigrupo libre tiene una base, pero ¢serd cierto el reci-
proco?

Proposicion 4.0.16.

Sea (S, ©) un semigrupo y @ #+ X C S. St X es base de S, entonces S es un semigrupo
libre con base X.

Demostracion. Sea (T, ®) un semigrupo y f : X — T una funcién. De que X es base de S
se sigue que S = (X). Luego, puede definirsea ® : S — T como (a1 0 a, O - Oa,) =
fla)) ® f(a2) ® - - - ® f(a,). Observese que

Pla1 O - 0a)Ob1O - Ob,)=P(a10- - 0a,ObiO O by,)
=fla1)® - - ®@f(a,) @ f(b1)®---®f(bn)
=[fla1)® - ®f(a,)]®[f(b1) ® - ® f(by)]
=P(a10O - 0a,)PbiObO--Oby,)

Por consiguiente ® es un morfismo de semigrupos. Mas alin, para cada a € X se tiene
que ®(a) = f(a) y en consecuencia f = ® o siendo ¢ : X — S la funcién inclusién. Sea
W:S — T un morfismo de semigrupos tal que f = ¥ o «. Entonces

V(a1 06,0  -0a,)=Ya)@WVame o Wa,
=f(01)®f(02)®---®f(0n)
=P(a10a;0---0Oa,)

De aht que ¥ = & y el resultado queda demostrado.

Observacion 4.0.17.

La Proposicién 4.0.9 es entonces una consecuencia de las Proposiciones 4.0.6 y 4.0.16 o
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Proposicion 4.0.18.
Sea S un semigrupo y @ # X C S. Los siguientes enunciados son equivalentes

1.'S es un semigrupo libre con base X.

2. X es una base de S.

Demostracion. =) Es la Proposicién 4.0.15.
<) Es la Proposicion 4.0.16. O

Por consiguiente, es valido decir que un semigrupo libre es aquel que tiene una base.
Ahora bien, jcudndo dos semigrupos libres son isomorfos?

Proposicion 4.0.19.

Sean X y Y conjuntos no vacios. Entonces X* = Y si y solo si X y Y son equipotentes.

Demostracion. =) Sea ¢ : X* — Y un isomorfismo de semigrupos. Afirmacidn: Si
a € X, entonces ¢(a) € Y ie, ¢(a) es una palabra de longitud igual a 1. En efecto,
supongase que ¢(a) es una palabra de longitud n > 1. Entonces ¢(a) = bib, - - - b,
donde cada b; € Y. Como ¢ es sobreyectiva, para cada i € {1,2,,,n} puede escribirse
b; = ¢(X;) siendo x; € X una palabra de longitud igual a m; > 1. Asi

¢(a) = biby - - b,

=b1>l<b2>l<--->l<bn
= o(%1) * p(ko) * - - - x P(Xy)
=¢()?1*5\(2**5\(n)

Al ser ¢ inyectiva se sigue que a = Xy *X*---*X, y de la igualdad entre palabras se deduce
que la longitud de %y X, % - - - x X, debe ser igual a 1. Por otra parte, Xy x %, % - - - % X, es la
concatenacion de n palabras de longitud al menos 1, luego, la longitud de %1%, %X, debe
ser al menos n y por tanto mayor que 1, lo cual es una contradiccion. Por consiguiente
¢(a) es una palabra de longitud igual a 1 y la afirmacidn se sigue. En virtud de lo
anterior, tiene sentido considerar a la funcién ® : X — Y definida por ®(a) := ¢(a).
De la inyectividad de ¢ se sigue que ® es también inyectiva. En resumen, a partir del
tsomorfismo ¢ : X* — Y* se ha obtenido una funcién inyectiva de X en Y. Usando
ahora al morfismo inverso de ¢ y argumentando de manera similar puede obtenerse una
funcidn inyectiva de Y en X. Por lo tanto, el Teorema 1.4.31 permite concluir que X y Y
son equipotentes.

&) Sea f : X — Y una funcién biyectiva. Se define a ¢ : X — Y™ como ¢(aq1a; - - -
a,) = f(ay)f(az) - - - f(a,). Este es un morfismo de semigrupos, pues

o(ayar - --a,*xbiby---by) = ¢larar---a,biby-- - by)
= fla1)f(az) - - - fan)f(by)f(b2) - - f(Dp)
= (flar)f(az) - - f(an)) * (F(D1)f(D2) - - - f(bm))
= ¢(araz - a,)* ¢(brby - - by)
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Observar que ¢ manda palabras de longitud n en palabras de longitud n. Ademas

laraz - - - ay) = @(biby - - - by)

= f(aq)f(ay) - - f(a,) = f(by)f(b2) - - f(bn)
= n=m y f(a)="F(b)
= a;=b;, paracada i€ {1,2,,, n}
= a4ay---a, = biby,- - b,

Por consiguiente ¢ es inyectiva. Finalmente, sea y1y, - - - y, € Y arbitraria. Como cada
y; € Y y f es sobreyectiva, entonces y; = f(x;) para algin x; € X. As(, y1y» - - - y, =
f(x))f(x2) - - - f(xn) = d(xix2 - - - x,) y por lo tanto ¢ es sobreyectiva. Se concluye que ¢ es
un isomorfismo de semigrupos y X* = Y. O

Corolario 4.0.20.

Sea S un semigrupo y @ #+ X, Y € S. St X y Y son bases de S, entonces X y Y son
equipotentes.

Demostracién. St X y Y son bases de S, entonces X* =Sy S = YY", luego Xt =Y+t y
en consecuencia X y Y son equipotentes. O

El corolario anterior le da sentido a la definicién que a continuacién se enuncia.

Definicion 4.0.21.

Suponga que S es un semigrupo que posee al menos una base (ver Definicion 4.0.5). Se
define el rango de S, denotado Rank(S), como Rank(S) := |X|, siendo X C S cualquier
base de S y |X]| el cardinal del conjunto X e

4.1. Observaciones

Se finaliza esta seccién con las siguientes 4 observaciones.

1. Para cada conjunto X # {J existe un semigrupo para el cual X es base, a saber, el
semigrupo X*.

2. X = {1} es base del semigrupo (N, +). Por consiguiente (N, +) es un semigrupo
libre.

3. Existen semigrupos que no tienen bases.

4. No todo subsemigrupo de un semigrupo libre es libre.

Para establecer la tercera de ellas haremos uso de lo siguiente.
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Proposicién 4.1.1.
Sean S y T semigrupos. St S = T y S es conmutativo, entonces T es conmutativo.

Demostracion. Sean f ©'S — T un isomorfismo de semigrupos y x,y € T. De la so-
breyectividad de f puede escribirse x = f(a) y y = f(b) para algunos a,b € S. Asi,
xy = f(a)f(b) = f(ab) = f(ba) = f(b)f(a) = yx y T es conmutativo. O

Ahora, se define lo que se entenderd por semigrupo monogénico ( o ciclico).
Definicion 4.1.2.

Se dice que un semigrupo S es un semigrupo monogénico ( o ciclico) si existe a € S tal
que S = (a) e

Proposicion 4.1.3.
St S es un semigrupo conmutativo y no monogénico, entonces S no posee bases.

Demostracién. Suponga que @ #+ X C S es una base de S. Luego, debe suceder que
S = X*. Por otro lado, como S es conmutativo, entonces X* también debe ser conmutativo.
Ahora bien, puesto que X es base de S se tiene que S = (X)), y como S no es monogénico,
entonces X debe tener al menos dos elementos. As(, de la Proposicion 4.0.7 se deduce que
X* no es conmutativo, lo cual es una contradiccién. Por consiguiente S no posee bases. [

A continuacién se muestran ejemplos de semigrupos con las caracter(sticas de la Proposi-
cion 4.1.3.

Ejemplo 4.1.4.

El semigrupo (N, -) es conmutativo y no monogénico. En efecto, supongase que (N, ) es un
semigrupo monogénico. Entonces N = (a) para algin ¢ € N. Asi que N = {a" |n € N}, y
en particular puede escribirse 2 = a” para algin n € N. De ah( que @ sea un divisor de 2,
y al ser este ultimo un numero primo debe ser entonces que o bien @ = 1 0 bien a = 2. En
el primer caso resulta que N = {1}, lo cual es falso. Luego, a =2 y ast N = {2" | n € N}.
Por lo tanto 3 = 2" para algin m € N y en consecuencia 2 debe ser un divisor de 3, lo
cual es una contradiccién. Se concluye que (N, ) no es un semigrupo monogénico. De la
Proposiciéon 4.1.3 se sigue que (N, -) no posee bases e

Ejemplo 4.1.5.

Considerar al conjunto 2N + 3N := {2n + 3m|n, m € N}. Este es un subsemigrupo de
(N, +) pues, (2a + 3b) + (2n +3m) = 2(a + n) + 3(b + m). Suponga que 2N+ 3N = (a) =
{na|n € N} para algin a € 2N + 3N. Como 5 € 2N + 3N, se sigue que 5 = na para
algin n € N. Ast que como 5 es un nimero primo debe ser que @ =1 o bien a = 5. De
que 2N + 3N = {1} se sigue que a = 5. As(, 2N + 3N = {5n | n € N}. Ahora bien, como
8 =2+ 3(2) € 2N + 3N, entonces 8 = 5m para algin m € N. De ah( que 5 es un divisor
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de 8, lo cual es falso. Se concluye que (2N + 3N, +) no es un semigrupo monogeénico, y en
particular no posee bases e

Para establecer la observacién 4 considere a (2N + 3N, +) que es un subsemigrupo del
semigrupo libre (N, +). Puesto que (2N+ 3N, +) no posee bases se sigue que (2N + 3N, +)
no es un semigrupo libre. Los ejemplos anteriores muestran que no todo semigrupo es un
semigrupo libre. Sin embargo, se tiene lo siguiente.

Proposicion 4.1.6.
Todo semigrupo es isomorfo a un cociente de algin semigrupo libre.

Demostracion. Sea S un semigrupo y considere al semigrupo libre S*. Para la funcidn
ids .S —> S existe un Unico morfismo de semigrupos f : ST — S tal que el diagrama

conmuta. De ah( que para cada s € S se tiene que s = f(i(s)) y por consiguiente f es
+

sobreyectiva. Por lo tanto = S y el resultado se sigue. ]

Ker(f)
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Capitulo 5

La categoria de semigrupos

Considere lo siguiente.

Dendtese por S a la clase de todos los semigrupos.

SiS, T eS8 sea

Hom(S, T) = {f:S — T|f es morfismo de semigrupos}

Para cada S € S sea ids la funcién identidad.

Sea o la composicion entre funciones.

De que la composicidon entre dos morfismos de semigrupos sea de nuevo un morfismo de
semigrupos, de que la funcién identidad sea un morfismo de semigrupos, de las Propo-
siciones 1.1.10 y 1.4.6 se deduce que todo lo anterior da lugar a una categoria (véase
Definicién 2.1.1) cuyos objetos son los semigrupos y cuyos morfismos son los morfismos
de semigrupos. Denotamos a ésta por SGRP y la llamamos categoria de semigrupos. Se
revisan en esta seccion algunas propiedades de SGRP.

Se da inicio a esta discusién con la definicién de subcategoria y enseguida se muestran
algunos ejemplos.

Definicion 5.0.1.

Sea A una categoria. Una subcategoria B de A consiste de

= Una subclase Ob(B) de la clase Ob(A).
» Para cada X, Y € Ob(B) un conjunto Homg(X, Y).

Ademds, para cada X, Y,Z € Ob(B) se ha de verificar que
1. Homp(X,Y) C Homa(X,Y).

90
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2. idy € Homp(X, X).
3. StfeHomp(X,Y)yge Homg(Y,Z) entonces go f € Homg(X, Z)

St en adicién ocurre que Homg(X, Y) = Homy(X, Y) para cada X, Y & Ob(B), entonces
se dice que B es una subcategoria plena de A o

Observacion 5.0.2.

Se hace evidente de la definicién anterior que toda subcategoria de una categoria es por
st misma una categori(a bajo la misma ley de composicién e

Ejemplos 5.0.3.

1. La categorla de grupos GRP (ver Ejemplos 2.1.2) es una subcategoria plena de
SGRP.

2. Sea M la clase de todos los monoides y para cada M, N € M sea Homy;on(M, N) :=
{f M — N|f es morfismo de monoides}. De que la funcién identidad sea un mor-
fismo de monoides aunado a que la composicidon entre morfismos de monoides es de
nuevo un morfismo de monoides, se sigue que lo anterior forma una subcategoria
de SGRP. Se denota a esta subcategoria por MON y se le llama la categoria de
monoides. De acuerdo con la Observacién 3.7.2, MON no es una subcategoria plena
de SGRP.

3. Sea A la clase de todos los grupos abelianos (conmutativos) y para cada A, B € A
sea Homap(A, B) == {f : A — B|f es morfismo de grupos}. De que la funcién
identidad sea un morfismo de grupos aunado a que la composicidn entre morfis-
mos de grupos es de nuevo un morfismo de grupos, se sigue que lo anterior forma
una subcategoria de GRP. Se denota a esta subcategoria por Ab y se le llama la
categoria de grupos abelianos e

5.1. Producto y coproducto en SGRP

Definicion 5.1.1.

Suponga que 51,5y, ..., S, son n semigrupos. Sobre el conjunto S7 x S, x -+ - x S, se
define la siguiente operacidn binaria

(01, a, ..., Gn)(b1, bz, R bn) = (G1b1, szz, ey C]nbn)

De la asociatividad de cada S; se sigue que esta operacién entre n-adas es asociativa
y por lo tanto 51 x S; x -+ x S, es un semigrupo. Cuando cada S; es un monoide con
neutro e; entonces S; x S, x - -+ x S, es un monoide con neutro la n-ada (e, ez, ..., €,).
Llamamos a este semigrupo (monoide) el producto directo de los semigrupos (monoides)
5,5,....5, e
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Proposicion 5.1.2.

St f:S — T es un morfismo de semigrupos, entonces Ker(f) es un subsemigrupo de
S x S.

Demostracion. Témense (a, b), (¢, d) € Ker(f). Entonces

— f(a)f(c) = f(b)f(d)
— flac) = f(bd)
— (a,b)(c, d) = (ac, bd) € Ker(f)

]

Observe que se ha definido el producto directo de una coleccién finita de semigrupos, pero
icdmo puede extenderse esto a una familia arbitraria?

Sea (S;)ic/ una familia de objetos de SGRP indexada por el conjunto | #+ @ y sea [ ]S
el producto cartesiano de la familia (S;);c; ( véase Definicion 1.4.21). Témense f, g € i§|/5[
e i € [ arbitrarios. Entonces debe ocurrir que f(i), g(i) € S; y por consiguiente tamiti/e’n
f(i)g(i) € S; . Tiene sentido asl considerar a la funcién fg : | — US[ definida por
(fg)(i) :== f(i)g(i). Observe que fg € [ ]S;. Mds aln, si se toman f, g, h lE€/|_|5,v, entonces

iel iel

[(Fg)h](i) = (fg)(i
[

Por consiguiente (fg)h = f(gh), de manera que [ ]S; es un semigrupo bajo esta operacién

e
binaria y por lo tanto un objeto de SGRP. St ademas cada S; es un monoide con neutro

e;, entonces de la definicion de fg se sigue que [ |S; es un monoide con neutro la funcidn
icl

é: | — [JS; definida por &(i) := e;. Recordar ahora que la i — esima funcién proyeccién
iel
7 [ 1S — S; estd definida por m;(f) := f(i). De acuerdo a esto se tiene que

iel
mi(fg) = (fg)()) = f(0)g(i) = m(f)m(q).

Por lo tanto cada funcidn proyeccidon ; es un morfismo de semigrupos y en consecuencia,

un morfismo de la categoria SGRP. Afirmacion: El objeto [ |S; junto con los morfismos
icl

proyeccion {m; : [ 1Si — Si}ies son un producto en SGRP para la familia (S;)ic/ (ver

iel
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Definicion 2.3.1). En efecto, sean T un semigrupo y {fi : T — S;}ic; una familia de
morfismos de semigrupos. De la Proposicién 1.4.22 se sigue que existe una unica funcidn
& T — []S; tal que para cada i € | el siguiente tridngulo conmuta:

el
T ! S,
\([)\ /
[15

iel

Mas aln, la funcidon & esta dada por ®(t) ;== ¢, donde ¢, : | — |JS; es definida como
icl

@(i) := fi(t). Por otro lado, st @, b € T, entonces ®(ab) .= ¢4 y para cada i € / se tiene

que

®(ab)(i) = ¢as(i)

= fi(ab)

= fila)fi(D)

= ¢ali)Ps(i)
®(a)(0)®(b)(i)
[®(a)P(b)](0)

Por consiguiente ®(ab) = P(a)P(b) y ® es un morfismo de semigrupos. Suponga que

Y T — []S: es un morfismo de semigrupos tal que para cada i € [/ se verifica que
icl

fi = oW, Como todo morfismo de semigrupos es en particular una funcidn, de la unicidad

de ® se concluye que ® = ¥ y la afirmacidn se sigue. Todo lo anterior puede resumirse

en la proposicién que a continuacién se enuncia.
Proposicion 5.1.3.
Toda familia no vacia de objetos de SGRP tiene un producto.

Demostracion. Se sigue de la discusidn anterior. ]

Ahora bien, jtoda familia no vacla de objetos de SGRP tendrd un coproducto?.

Sea (S;)ie; una familia de objetos de SGRP indexada por el conjunto / #+ @ y sea Q la
coleccion de todos los simbolos de la forma

(011 i1)(021 [2) T (Gnr [n)
donde n €N, iy € I, ar € S, e ix # iy41 para cada k € {1,2,....,.n —1}.

St a:= (a1, i1)(a2, i) - - (an, in) y b= (b1, ji)(b2, o) - - - (b, jm) se define
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P { (@1, t1)(02, i2) - - - (an, n)(D1, ji)(b2, ) - - - (b, jm) ST Lo F -
' (a1, t)az, i2) -+ (anbr, in)(b2, o) -+ (b, jm) — SU 1 = j1.

Observe que cuando el (ndice que aparece en el ultimo par ordenado de & difiere del
indice que aparece en el primer par ordenado de b, entonces los pares ordenados de
ay b se concatenan. En caso contrario, cuando el {ndice que aparece en el ultimo par
ordenado de @ coincide con el (ndice que aparece en el primer par ordenado de b entonces
los pares ordenados de @y b se concatenan, y luego se reemplaza a (a,, i,)(b1, j1) por
(a,b1, iy). Esto puede llevarse a cabo, puesto que como i, = j; entonces a, y by son ambos
elementos del semigrupo S; . Afirmacion: La operacidn * es asociativa. En efecto, sean

6 = (a1, 4)(a2, ) - (ap, in), b= (b1, j1)(ba, o) -+ (ba ) y &= (c1, K)o ko) - - (e, ki)
elementos de Q). Para establecer la aseveracion se ha de verificar que en todos los casos
que a continuacidn se enuncian resulta que @ * (b ¢) = (G * b) % C:

1. Los conjuntos {i,}, {ji}. {jn} y {k1} son disjuntos por pares.
2. iy = ji y los conjuntos {j1}, {jn} y {ki} son disjuntos por pares.
3. iy = jm y los conjuntos {ji}, {jn} y {ki} son disjuntos por pares.
4. i, = ky y los conjuntos {j1}, {jn} y {k1} son disjuntos por pares.
5. i, = ki y los conjuntos {i,}, {1} y {jn} son disjuntos por pares.
6. ji = ki y los conjuntos {i,}, {1} y {jm} son disjuntos por pares.
7. Jm = ki y los conjuntos {i,}, {/i} y {jn} son disjuntos por pares.
8. ji = jm y los conjuntos {i,}, {1} y {ki} son disjuntos por pares.
9. jm = ki y los conjuntos {i,}, {1} y {k} son disjuntos por pares.
10. jm = i, y los conjuntos {i,}, {1} y {ki} son disjuntos por pares.
1. ji =i, y los conjuntos {i,}, {jn} y {ki} son disjuntos por pares.
12. j1 = jm y los conjuntos {i,}, {jn} y {ki} son disjuntos por pares.
13. j1 = ky y los conjuntos {i,}, {jn} y {ki} son disjuntos por pares.
14 iv=j 1 FjnYjo=Kk.

15, &y = jm jw F 11 Y j1 = ki

16. in = ki, ki #F ji Y ji = jm-

17. in:ﬁ :]‘mﬁ/:/q
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18. in =1 = ki # jm
19. inzjm=k1 %ﬁ
20. j1 =jm=k1 %ln

21. in :j[ :jm = k1~

Caso 1. Aqui se tiene que @ * b = (a1, i1)(az, i2) - - - (an, in)(b1, 1)(b2, f2) - -+ (DB, jim)
hxt = (b1, ji)(b2, j2) - - - (bm, Jm)(c1, ki)(c2, k2) - - - (¢, k). Por consiguiente (G * /:3) * ¢ =
(a1, t1)(az, 2) - - (@n, 0n)(D1, 1) (D2, f2) - - - (D, Jm)(C1, K)(C2, ko) - (cr ki) y @ (D €) =
(a1, i1)(az, ) -+ (an, ) (b1, ji)(b2, f2) - (b, Jm)(cr, k)2 k2) - - (cr, k).

Caso 2. En este caso & * b = (a1, i)(a2, &) - -+ (anbr, in) (D2, o) - -+ (b, jm) Y hxe =
(b1, ji)(b2, j2) - (bm, jm)(c1, Ki)(c2, k2) -+ - (cr, k). Por consiguiente (axb)xC = (ay, i1)(az, i2)-

(anby, in)(b2, o) - -+ (bm, jm)(cr, ki)(ca, ko) - -+ (cr ki) y G (b €) = (aq, G4)(a2, 55) - - -
(anb1, (n)(b2, f2) -+ (b, jw)(Cr, Ki)(c2, ka) -+ - (cr, k).

Gy

Caso 5. En este caso & * b = (a1, i)(a2, ) - - (ap, in)(b1, i) (b2, f2) - -+ (B, jm) Y b «
¢ = (b1, p)(b2, o) - ( mo jm)(c1, ki)(c2, ka) - - - (cr, k;). Por consiguiente (a b) x ¢ =
(a1, 01)(a2,&2) - - - (@n, ()(D1, i) (b2, f2) - - - (b, jm)(cr, K1)(C2i ko) - - - (cr ki) Y G (b* €) =

(a1, t)(az, o) - - (Gn (n)(b1, M(bz,jz) (b, Jn)(cr, ki)(c2, k2) - - (e, Ke).

Caso 7. En este caso & « b = (a1, i1)(az, ) - - - (an, in)(b1, ) (b2, j2) - - (bm, Jm) Y bt =
(b1, ji)(ba, p) -+ - (bmci, jm)(C2, ko) -+ - (¢, kp). Por conslgulenteA(&*B) *C = (a1, 1)(az, i7)-

(an, 0a) (b1, )b, f2) - - - (bwCr, jim)(c2 ko) - - - (cr ki) y G (D o+ €) = (av, ia)(a2, i2) - - -
(an, in)(b1, f)(b2, 2) - - (bwct, jm)(c2, K2) -+ - (cr, Ke)

Caso 11. En este caso & x b = (a1, 1) - - (a,b1, j1)(b2, fo) -+ (bu, jm) y B & = (b1, jo) -
(b, jm)(c1, /<1)'-~(Cr,A/<r). Por lo tanto (G*b)*¢ = (ay, i1)---(a,b1, 1) (b2, jo) -+ (b, jm)(C1, /<1)
(e k) Yy G (bxC) = (a1, iy) - (anbr, ji)(b2, f2) -+ - (b, jm)(cr, Ka) - (cr, k)

Caso 14. En este caso & * b = (a1, i1)(az, ) - - (anbq, in)(b2, o) - (b, jm) Y hxe =

(b1, a)(b2, o) - - - (bwer, jm)(c2 ko) - - - (¢r, kp). Por consiguiente (& [3) xC = (aq, (1)(a2, i) - -

(anbr, in)(b2, o)+ (bwcr, jm)(ca ko) -+ (cry ki) y G (D C) = (ar, 1)(az, &2) -+~ (anbr, i)(b2, 2)-
“(bmcr, jm)c2, ko) - - (¢, k).

Caso 17. En este caso & % b = (a1, (1)(a2, i2) - - - (anbq, in)(b2, o) -

(b1, )(b2, o) (b jm)(cr, ki)(c2, k2) - -+ (¢, ;). Por consiguiente e (a
anbr, a)(ba, ) -+ (bw. )1 ki)(ca, ko) - - (e ki) y @ % (b s

(@nb1,in)(b2, j2) - (b, jim)(c1, Ki)c2, K2) - - - (cr, K.

Caso 20. En este caso & % b = (a1, i1)(a2, &) -+ - (an, 0)(b1, 1)(b2, 2
(b1, j))(ba, jo) - - - (bncr, ki)(c2, ko) -+ - (cr, k;). Por lo tanto (G * b) %

(@, i) (b1, )b, fo) - - - (bwer, ki) ka) -+ - (crke) y &% (B @
(@n, in)(b1, j))(b2, f2) - - - (bwcy, ka)(ca, k2) - -+ (cr k).

. * (bm, jim) Y bt =
*b) xC = (a1, i1)(az2, i2)-
¢) = (a1, ix)(az, tz)
J2) (b jm) Yy bx € =
6 = (01, iq)(Gz, iz) .
) = (a1, i)(a2,i5) - - -
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Los casos restantes se verifican de manera andloga a los anteriores y por eso se omiten. Se
concluye asl que * es una operacidn asociativa y la afirmacién se sigue. Por consiguiente
(Q, %) es un semigrupo. Ahora bien, para cada i € / sea 0; : S; — Q la funcién definida
por gi(a) := (a,i). St a,b € S; entonces g;(ab) .= (ab, i) = (a, i) * (b, i) = g;(a) * 0:(b) y
por lo tanto cada funcién o; es un morfismo de semigrupos. Sea T un semigrupo arbitrario
y {fi : Si — T}ies una familia de morfismos de semigrupos. Considere ahora a la funcién
Y : Q — T definida por W|(ay, i1)(az, )---(a,, in)] = fi,(a1)f,(a2) - f;, (a,). Veamos que W
es un morfismo de semigrupos: st @ := (a4, i1)(a2, 2)--(a,, in) Y b= (b1, ji)(b2, j2)- (D, jm),
entonces se tienen los siguientes dos casos

Caso (a) i, #+ ji. En esta situacién se tiene que

W(a* b) = W(ar, i1)(a2, ) - - (an, ia)b1, j1)(b2, j2) -+ (B )]
= fi(an)fi,(az) - - i (an)f}, (D1)f;,(b2) - - - 1), (bm)
= [fi(a)fi,(a2) - - - £ (an)]F; (b1)f;(D2) - - - £, (b))
= (@)W (b)

Caso (b) i, = ji. En este caso se tiene que

W(ab) = W[(ar, i1)(az, i2) - - (@nby, in) (b2, j2) -+ (b, fin)]
= fi(an)f,(a2) - - £, (@nb))f(b2) - - 1), (bu)
= fi(a)fu(ar) - £ (@n) (b)) (b2) -~ - £, (b)
= [fu(afyaz) - £ (@)]F, (b0 (b2) - £, (ba)]
Y(a)w(b)

-

De lo anterior puede concluirse que W es un morfismo de semigrupos. Mds aun, st i € / y
a € S;, entonces W(o;(a)) = W(a, i) = fi(a). Por lo tanto f; = Yo 0; y para cada i € [ el
siguiente tridngulo conmuta:

S, L T
N A
Q

Suponga ahora que ¥ : Q — T es un morfismo de semigrupos tal que f; = W o g; para
cada i € [. St & = (a1, i1)(a2, i2) - - - (a,, i) € O entonces
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Wi(@) = W(ar, it)a2, o) - - (Un in)]
= W(aq, i1) x (a2, i) % - - - % (a,, i,)]
= W(ay, i)V (az L) Wiay, i)
= Yo, (a1)¥W'(0;,(a2)) - - - V(g (an)
= fy(a)fi,(az) -~ 1, (an)
= LP[(GT ()(az, iz) - (ap, in”
= W(a)

De donde W' = W. Asi, de acuerdo con la Definicién 2.3.1 se sigue que | |S; := Q junto
icl

con la familia de morfismos de semigrupos {o; : S; — Q},; son un coproducto en SGRP

para la familia (5)e -

Proposicion 5.1.4.
Toda familia no vacla de objetos de SGRP tiene un coproducto.

Demostracion. Se sigue de la discusidn anterior. ]

5.2.  Monomorfismos, epimorfismos e isomorfismos en SGRP

Recuérdese que el Ejemplo 2.2.14 afirma que los monomorfismos en la categoria VecF
son precisamente las transformaciones lineales inyectivas. En la categoria de semigrupos
SGRP ocurre algo similar.

Proposicion 5.2.1. Monomorfismos en SGRP.

El morfismo de semigrupos f : S — T es un monomorfismo en SGRP si y solo si f es
una funcidn inyectiva.

Demostracion. =) Suponga que f : S — T es un monomorfismo en SGRP. De acuerdo
con la Proposicién 5.1.2 Ker(f) es subsemigrupo de S x S y por lo tanto Ker(f) es un
semigrupo. Considere a las funciones a, B : Ker(f) — S definidas por a(x,y) := x y
B(x, y) .= y. Observe que para cada (x, y), (w, z) € Ker(f) se tiene lo siguiente:

al(x, y)(w, 2)] = a(xw, y2)
= xw
= a(x, y)a(w, z)
De ah{ que a es un morfismo de semigrupos. De manera andloga se encuentra que S es

un morfismo de semigrupos. Mds aun, para cada (x, y) € Ker(f) se tiene que fla(x, y)] =
f(x) = f(y) = f[B(x, y)] y por consiguiente foa = foB. Ahora bien, como f es, por hipdtesis,
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monomorfismo en SGRP se sigue entonces que a = B. As(, para cada (x,y) € Ker(f)
se verifica que a(x,y) = B(x,y), de donde x = y y por tanto (x,y) € As. De ahi que
Ker(f) C As y por consiguiente Ker(f) = As. De la Proposicién 3.7.15 se concluye que f
debe ser inyectiva.

<) Suponga que f es inyectiva y sean R un semigrupo y a,B : R — S morfismos de
semigrupos tales que f o a = f o 8. Como en particular R, S y T son conjuntos y a,B y f
son funciones, entonces de la Proposicion 1.4.10 se sigue que a = B y por consiguiente f
debe ser un monomorfismo en SGRP. O]

Por otro lado, el Ejemplo 2.2.17 afirma que los epimorfismos de la categoria de grupos GRP
son precisamente los morfismos sobreyectivos de grupos. Sin embargo, en la categoria de
semigrupos no todo epimorfismo es un morfismo sobreyectivo.

Ejemplo 5.2.2.

Definase N* := NU {0} y considere a los semigrupos (N*, +) y (Z, +). Sea 1 : N* — Z la
funcion inclusion. Es claro que ¢ es un morfismo de semigrupos. Ademds, observe que ¢ no
es una funcidn sobreyectiva. Ahora bien, sean S un semigrupo y @, B : Z — S morfismos
de semigrupos tales que @ ot = B o« Afirmacion 1): a(Z) es un monoide con neutro
a(0). En efecto, puesto que @ es un morfismo de semigrupos, de la Proposicién 3.7.10 se
deduce que a(Z) es un subsemigrupo de S. Ahora bien, para cada n € Z se tiene que
a(na(0) = a(n + 0) = a(n) y también a(0)a(n) = a(0 + n) = a(n). Por consiguiente
a(n)a(0) = a(n) = a(0)a(n) y a(Z) es un monoide con neutro a(0). De manera andloga se
deduce que B(Z) es un monoide con neutro B(0). Observacion: Como aot = Boy, entonces
para cada n € N*

a(n) = afu(n))
Bld(n))

= B(n)
En particular ha de ser que a(0) = B(0). Afirmaciéon 2): a = B. En efecto, en virtud de la
observacién anterior, para hacer ver que a = B solo resta mostrar que para cada n € N
con n < 0 se tiene que a(n) = B(n). Sea n € N. Entonces —n < 0 y se tiene lo siguiente

a(—n) = a(—=n)a(0)
= a(=n)B(0)
= a(—=n)B(n + (—n))

a(—n)[B(n)B(—n)]

= a(=n)[a(n)B(—n)]
= [a(=n)a(n)|B(—n)
= a(—n+ n)B(—n)
= a(0)B(—n)
= B0)B(—n)
= B(—n)
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De lo anterior se sigue que, en definitiva, a = B. Esto ultimo permite concluir que ¢ :
N* — 7Z es un epimorfismo en SGRP que no es sobreyectivo e

A pesar de lo anterior, si se verifica lo siguiente.
Proposicion 5.2.3.
Todo morfismo sobreyectivo de semigrupos es un epimorfismo en la categoria SGRP.

Demostracion. Sea f : 'S — T un morfismo sobreyectivo de semigrupos. Témense un
semigrupo arbitrario, digamos R, y un par de morfismos de semigrupos o, : I — R
tales que aof = Bof. Si t € T, de la sobreyectividad de f puede escribirse t = f(s)
para algin s € S. Asi, a(t) = a(f(s)) = B(f(s)) = B(t) y por consiguiente a = B. En
consecuencia, f es un epimorfismo en SGRP. O]

Después de todo lo anterior, se puede decir que en SGRP todo morfismo sobreyectivo
es un epimorfismo, pero no todo epimorfismo es un morfismo sobreyectivo. Por lo tanto, a
diferencia de la categoria GRP, en la categorta SGRP no pueden caracterizarse a los
epimorfismos de ésta. Sin embargo, una caracterizacién para los epimorfismos de cierta
subcategoria de SGRP si puede llevarse a cabo. Las siguientes lineas tienen por objetivo
mostrar tal caracterizaciéon. Para tal fin se introducen las siguientes definiciones.

Definicion 5.2.4.

Sea S un semigrupo. Se dice que a € S es

1. cancelable a la izquierda si para cada x,y € S se verifica que
ax =ay = x =1y

2. cancelable a la derecha si para cada x,y € S se verifica que
Xa=ya = x=y

3. cancelable si @ es a la vez cancelable a la izquierda y a la derecha e

Definicion 5.2.5.

Se dice que el semigrupo S es
1. cancelable a la izquierda si todo elemento de S es cancelable a la izquierda.
2. cancelable a la derecha si todo elemento de S es cancelable a la derecha.

3. cancelable si todo elemento de S es cancelable e
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Ejemplos 5.2.6.

= Todo grupo es cancelable.

= £l monoide (N*, +) es cancelable

En lo que sigue, O denotard a la clase de todos los monoides conmutativos y cancelables.
Para cada M, N € O se define

Hompycc(M, N) := {f : M — N|f es morfismo de monoides}

No es dificil ver que lo anterior forma una subcategoria de SGRP a la que se denotard por
MCC. Témese M & O. Sobre el monoide producto M x M se define la siguiente relacién:

(a,b)p(c,d) &= ad = bc

Afirmacion (1): p es una equivalencia sobre M x M. En efecto, como M es conmutativo,
entonces para cada (a,b) € M x M se tiene que ab = ba. Luego (a, b)p(a,b) y p
es reflexiva. Suponga ahora que (a, b)p(c, d). Entonces ad = bc, o lo que es lo mismo
cb = da. De ahi que (c, d)p(a, b) y por consiguiente p es simétrica. Finalmente, suponga
que (a, b)p(c,d) y (c, d)p(e, f). Entonces ad = bc y cf = de, o lo que es lo mismo
ad = bc y de = fc. De la igualdad ad = bc se obtiene que ade = bce, y puesto
que de = fc se obtiene asi que afc = bce = bec. De esta ultima igualdad y de que
M es cancelable se sigue que af = be. Por lo tanto (a, b)p(e, f) y p es transitiva. Por
consiguiente p es una equivalencia sobre M x M. Afirmaciéon (2): p es una congruencia
sobre M x M. En primer lugar, observar que de la conmutatividad de M y de que la
operacién en el monoide producto se lleva a cabo entrada a entrada se sigue que M x M
es también conmutativo. Debido a esto, solo bastard mostrar que p es una congruencia
izquierda. Suponga que (a, b)p(c, d) y sea (x,y) € M x M arbitrario. Entonces ad = bc,
de donde xyad = xybc. As(, asociando y conmutando convenientemente se llega a que
xayd = ybxc. De ahl que (x, y)(a, b)p(x, y)(c, d) y por consiguiente p es una congruencia.
Una vez que se han establecido estas afirmaciones se puede concluir que si ey es el
elemento neutro de M, entonces % es un monoide con neutro [(ey, eum)], (ver Proposicion
3.6.10 ). Observaciones:

1. @ es un monoide conmutativo.

2. Para cada @ € M se verifica que (a, a)p(em, en) y por tanto [(a, a)l, = [(em. em)lp-
3. [(a, b)Jl(b, a)l, = [(enm, em)l,

La primera observacidn se deduce de la conmutatividad de M x M. La sequnda, se sigue
de notar que siempre se verifica la identidad aey; = aeps. Ahora bien, para cada (a, b) €
M x M se tiene que:
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[(a. b)l(b, a)l, = [(a, b)(b, a)l, =[(ab, ba)], = [(ab, ab)], = [(ex. e,

De donde la ultima observacién se sigue. (Qué se puede concluir de esto?. Note que
de las observaciones 1 y 3 se concluye que MM es entonces un grupo conmutativo. Se
denotard a este grupo por G(M) y se le llamara grupo de Grothendieck del monoide M.
Considere ahora a la funcién n: M — G(M) definida por n(a) := [(a, em)l,. St a, b € M
son tales que n(a) = n(b) entonces [(a, em)], = [(b, em)], de donde (a, em)p(b, en). Luego
aey = emb y asl a = b. Por consiguiente n es una funcién inyectiva. Mds aun, observe
que

De donde n es un morfismo inyectivo de monoides. As{, de la Proposicién 3.7.17 se sigue
que M es isomorfo a un submonoide de G(M). Llamaremos al morfismo n la inmersién de
M en G(M). A modo de sintesis y de conclusién se tiene la siguiente proposicion.

Proposicion 5.2.7.

Todo monoide conmutativo y cancelable se sumerge en un grupo conmutativo.

Demostracion. Directa de la discusidn anterior. O

El grupo de Grothendieck de M y el morfismo n : M — G(M) tienen la siguiente
propiedad.

Proposicion 5.2.8.
Para cada grupo conmutativo A y cada morfismo de monoides f : M — A con M € O

existe un unico morfismo de grupos F : G(M) — A que hace conmutar al siguiente
tridngulo

M ! A
N A
G(M)

Demostracion. Sean A un grupo conmutativo y f : M — A un morfismo de monoides. Se
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define a F : G(M) — A como F([(a, b)],) := f(a)f(b)~". Veamos que F estd bien definida:
[(a, b)], = [(c. )],

— (a,b)p(c, d)

= ad = bc

- f(ad) = f(bc)

— f(a)f(d) = f(b)f(c)
— fla)f(b)"" = f(o)f(d)”"
= F(l(a, b)lp) = F((c. d)l,)

Ahora, veamos que F es un morfismo de grupos:

Fl(a, b)ll(c. d)lp) = F((ac, bd)],)
flac)f(bd)™
f(a)f(c)f(b)~'1(d)""
=( )

(a)f(b)")(F(c)f(d) ")
F((a, b)) F(((c. d)},)

Mads aln, para cada a € M se tiene que
Fn(a)) = F(l(a, em)]p) = f(a)f(em)™" = f(a)ea = f(a).

Por consiguiente f = F on. Suponga ahora que F’': G(M) — A es un morfismo de grupos
para el cual f = F" o n. Entonces

F'([(a, b)l,)

~

Q

o
<
)
<
=
=

Q
D
<

~

Q
D
<

Q
D
<

= = = = =
— = = = =
Q
g
> T T . =

~

Q

[
M mM>7 T M TmTmn

Se concluye de esto Ultimo que F" = F y el resultado se sigue. O]

Nota: En lo posterior, se denorard a la clase de equivalencia de (a, b) por [(a, b)] en lugar
de [(a, b)], Le, prescindiremos del subindice p (Véase la definicién de p en la pdgina 100).

Tomense M, N € O ysean n1 : M — GM) y n, : N — G(N) las inmersiones de cada
monoide en su respectivo grupo de Grothendieck. Supéngase ahora que f: M — N es
un morfismo de monoides. De la Proposicién 5.2.8 se deduce que existe un tnico morfismo
de grupos * : G(M) — G(N) que hace conmutar al siguiente tridngulo
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O lo que es lo mismo, tal que f*om = n, o f. Mds aln, para cada [(a, b)] € G(M) de la
prueba de la Proposicion 5.2.8 se tiene que

FF((a, b)) - = (nz o 1)

Con esto, se tiene una manera de asignarle a cada morfismo de MCC, digamos f, un
morfismo de Ab, a saber, el morfismo f*.

Proposicion 5.2.9.

1. St M—L> N—L=T son morfismos de MCC, entonces (gof) =gof”
2. Para cada M € O se tiene que idy, = idg\w.
3. St f: M — N es un epimorfismo en MCC, entonces f* es un epimorfismo en Ab.

Demostracién. 1) Si [(a, b)] € G(M), entonces

Por consiguiente (g o f)* = g* o f*.

2) Sea M € O y|(a, b)] € GIM). Entonces idy,([(a, b)) = [(idwm(a), idm(b))] = [(a, b)] =
idi,)([(a, b)]) Por lo tanto ld;;/, = [dg(M).

3) Suponga que f : M — N es un epimorfismo de la categoria MCC. Sean A un grupo
conmutativo y a, B : G(N) — A un par de morfismos de grupos tales que a o f* = Bo f*
Como f*ony = of, entonces

(@of*)on = (Bof*)on
= ao(ffon)=Bo(fom)
= ao(npof)=po(nof
= (aom)of=(Bom)of
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Ahora bien, observe que como todo grupo es cancelable y todo morfismo de grupos es, en
particular, un morfismo de monoides, se deduce entonces que a o n, y B o n, son ambos
morfismos de MCC. As, de la igualdad (aom,)of = (Bomy)of y de que f es, por hipdtesis,
un epimorfismo en MCC, se sigue que a o1, = Bon,. De esto tltimo se concluye que los
siguientes tridngulos son conmutativos

aomn aomn

N Ay N A
N A N A
G(N) G(N)

La Proposicion 5.2.8 permite concluir que o = B. Asi, * : G(M) — G(N) es un epimorfismo
en Ab.

N
Corolario 5.2.10.
Se define 7 : MCC — Ab como sigue:
= St M es un objeto de MCC, T (M) := G(M).
s Sif: M — N esun morfismo de MCC, T (f) .= f*.
Entonces 7 : MCC — Ab es un funtor que transforma epimorfismos en epimorfismos.

Demostracion. Directa de la Proposicién 5.2.9. O]

Recordar que anteriormente se mencioné que se llevar{a a cabo una caracterizacidn para
los epimorfismos de cierta subcategoria de SGRP. Tal subcategoria resulta ser MCC.
Hasta este punto se tiene casi todo listo para realizar dicha tarea. Solo falta establecer lo
sigutente.

Proposicion 5.2.11. Epimorfismos en Ab.

Sea f : A— B un morfismo de grupos abelianos. Entonces, f es un epimorfismo en Ab si
y solo si f es una funcién sobreyectiva.

Demostracion. =) Suponga que f : A — B es un epimorfismo de Ab. Puesto que todos
los grupos involucrados son conmutativos, se sigue que Im(f) < B. As(, puede considerarse

al grupo cociente FB(f) el cual también es conmutativo. Sea 7 : B — #R(f) el morfismo

proyeccion candnica y sea a : B — #B(f) dada por a(b) := Im(f). No es dificil ver que
a es un morfismo de grupos. Por otra parte, observar que para cada x € A se tiene que
7(f(x)) = (Im(f))f(x) = Im(f) = a(f(x)) y por consiguiente mo f = a o f. Ast que como f
es epimorfismo en Ab debe ser que m = a. Sea b € B. Entonces x(b) = a(b), o lo que
es lo mismo (/m(f))b = Im(f). De aht que b € Im(f). Por consiguiente B = Im(f) y f es
sobreyectiva.

&) Es similar a la prueba de la Proposicién 5.2.3 y por eso se omite. [
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Observacion 5.2.12.

En comparacién con el Ejemplo 2.2.1/, la prueba para los epimorfismos en Ab es mucho
mds sencilla e

A continuacion, se caracterizan a los epimorfismos de MCC.
Proposicion 5.2.13. Epimorfismos en MCC.

Sea f : M — N un morfismo de MCC. Entonces, f es un epimorfismo en MCC si y solo
st para cada n € N existen a, b € M tales que nf(b) = f(a).

Demostracion. =) Suponga que f : M — N es un epimorfismo de MCC. Entonces, * :
G(M) — G(N) es un epimorfismo en Ab. De la Proposicion 5.2.11 se deduce que f* debe
ser una funcidn sobreyectiva. Asi, para n € N y [(n, en)] € G(N) existe [(a, b)] € G(M) tal
que [(n, en)] = f*((a, b)]) = [(f(a), f(b))]. De ahl que (n, en)p(f(a), (b)) y por consiguiente
nf(b) = enf(a) = f(a).

&) Suponga que para cada n € N existen a,b € M tales que nf(b) = f(a) y sean
a,B: N — T un par de morfismos de MCC tales que aof = Bof. Témese n € N.
Entonces, existen a, b € M para los cuales nf(b) = f(a).

De esta igualdad se desprende que a(n)a(f(b)) = a(nf(b)) = a(f(a)). De ahl que

Ahora bien, puesto que T es un monoide cancelable se sigue entonces que a(n) = B(n) y
por consiguiente a = B. En consecuencia, f es un epimorfismo en MCC.
]

Se finaliza esta subseccidn determinando a los isomorfismos de SGRP.
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Proposicion 5.2.14. [somorfismos en SGRP.

El morfismo de semigrupos f : S — T es un isomorfismo en SGRP si y solo si f es una
funcién biyectiva.

Demostracion. =) Suponga que f es un isomorfismo en SGRP. Luego, debe existir un
morfismo en SGRP, digamos g : T — S, tal que gof = ids y f o g = idy. De esto
ultimo y debido a que f y g son en particular funciones, se puede concluir que f debe ser
biyectiva.

<) Suponga que f : S — T es un morfismo biyectivo de semigrupos. De la Proposicidon
1418 se sigue que f tiene una Unica funcién inversa, digamos g : T — S, y de la
Proposicion 3.7.6 se deduce que g es un morfismo de semigrupos ie, un morfismo de
SGRP. Asi, como gof = ids y fog = idy se puede concluir que f es un isomorfismo en
SGRP. ]

5.3. Objetos libres

Seald : SGRP — SET el funtor olvidadizo (ver Ejemplos 2.4.4). Como tal funtor es un
funtor fiel, se sigue entonces que el par (SGRP,U) es una categoria concreta sobre SE T
(ver Definicion 2.5.1). Ademas, en este caso, para cada semigrupo S y cada morfismo de
semigrupos f se tiene que |S| = S y |f| = f (véase Observacién 25.2). Se aprovecha la
informacidn obtenida sobre semigrupos libres para establecer lo siguiente.

Proposicion 5.3.1.

Para cada conjunto X = @, el par (1, X™) donde ¢ : X — X es la inclusidn, es un morfismo
universal sobre X (ver Definicion 2.5.4).

Demostracion. Primero, ver la Definicién 4.0.8 y luego la Proposiciéon 4.0.9. ]

Corolario 5.3.2.

St X # @ es un conjunto, entonces el semigrupo libre X* es un objeto libre sobre X e

En conclusidn, en la categoria concreta (SGRP,U), todo semigrupo libre es un objeto libre
sobre su base.

5.4. Observacion final

Recordar que las Observaciones 2.2.18 y 2.2.19 afirman que las categorias SET y VecF
tienen la propiedad de que si Ay B son dos objetos tales que existe un monomorfismo de
A en By un monomorfismo de B en A entonces A = B. iSerd cierto que la categoria de
semigrupos SGRP también cuenta con tal atributo?. La respuesta a esta interrogante es
negativa y para establecerla haremos uso de los semigrupos libres.
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Proposicion 5.4.1.

Sean X, Y = @ dos conjuntos y considere a los semigrupos libres X* y Y*. Suponga que
f: X — Y™ es una funcién inyectiva tal que para cada x € X se verifica que f(x) € Y* es
una palabra de longitud k i, f transforma palabras de longitud 1 en palabras de longitud
k. Entonces, el morfismo de semigrupos ¢ : X* — Y que garantiza la Proposiciéon 4.0.9
debe ser una funcidén inyectiva.

Demostracién. Recordar que el morfismo ¢ : X* — Y™ que garantiza la Proposicidn
4.0.9 estd dado por ¢(x1x2 - - - x,) := f(xq)f(x2) - - - f(x,). Sean aya,---a, y byb, - b, dos
palabras de longitud n y m en X tales que

¢(0102 C Un) = ¢(b1bz Co bm)
Luego,

f(a1)f(az) - - - f(a,) = f(b1)f(b2) - - - f(by) (5.1)

Puesto que f transforma palabras de longitud 1 en palabras de longitud k entonces el
primer miembro de la igualdad (3.1) es la concatenacidn de n palabras de longitud k y el
segundo miembro de (3.1) es la concatenacion de m palabras de longitud k. De esto ultimo
y de la igualdad entre palabras se sigue que kn = km y por consiguiente n = m. Ahora
bien, para cada i € {1,2, ..., n} puede escribirse

fla;) =unup - -uyg gy f(b)=vavi v
Donde uyj, vij € Y. As, la iqualdad (3.1) toma la forma
Upplag - - Uqg s - UUp2 - - Upe = VVi2 - Vi s - ViV - ik

De manera que de la igualdad entre palabras se deduce que u;; = v; para cada i €
{1,2,...,n} ycada j € {1,2, ..., k}. Por consiguiente, para cada i € {1,2,...,n} se tiene
que f(a;) = f(b;), y dado que f es inyectiva, entonces a; = b; para cada i € {1,2,...,n}
y en consecuencia aqa; - - - a, = by1b, - - - b,. Por consiguiente ¢ debe ser inyectiva.

]

Proposicion 5.4.2.

Existe un par de semigrupos no isomorfos A y B para los cuales hay un monomorfismo de
A en B y un monomorfismo de B en A.

Demostracién. Considere a los conjuntos X = {a,b} y Y := {a,b,c} de dos y tres
elementos respectivamente y también a las funciones f : X — Y+t yg: Y — X*
definidas por

| a si x=a.
f(X)'_{b si x=b.
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aa st y=a.
gly) .=+ bb si y=b.
ab si y=c.

No es dificil ver que ambas funciones son inyectivas, y ademas, de su definicién se aprecia
que f transforma palabras de longitud 1 en palabras de longitud 1y g transforma palabras
de longitud 1 en palabras de longitud 2. Por lo tanto, de la Proposicion 5.4.1 se sigue que
existen morfismos inyectivos de semigrupos ¢ : X* — YT y ¢y : Y* — X", Ahora bien,
como en la categoria SGRP monomorfismo equivale a morfismo inyectivo (ver Proposicion
5.2.1) se sigue entonces que ¢ y ¢ son ambos monomorfismos. Finalmente, observe que X
y Y no son isomorfos, pues X y Y no son equipotentes (véase Proposicién 4.0.19). O]
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Capitulo 6

Bandas rectanqulares

En este capltulo se introduce a un tipo especial de semigrupos a los que se les dard el
nombre de bandas rectangulares. Se empieza dando una definicién general de ellos para,
posteriormente, ofrecer otras definiciones equivalentes.

Definicion 6.0.1.

Se dice que el semigrupo S es una banda rectangular si para cada a,b € S se verifica
que aba=a e

Ejemplos 6.0.2.

= [dmense dos conjuntos no vactos Ay By sobre el producto cartesiano A x B def(nase
la siguiente operacidn entre pares ordenados:

(a, b)(c, d) = (a, d)

Observe que

Por lo tanto, esta operacién es asociativa y A x B es entonces un semigrupo bajo tal
operacién. Mas aun, (a, b)(c, d)(a, b) = (a, b)(c, b) = (a, b). Por consiguiente A x B
es una banda rectanqular.

= Sea X # @ un conjunto y para cada a,b € X sea ab := a. Sequn el Ejemplo 3.4.2,
X es un semigrupo bajo esta operacién, y ademds, aba = a(ba) = ab = a. En
consecuencia X es una banda rectangular e

110
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Observacion 6.0.3.

Los dos ejemplos anteriores proporcionan una forma de obtener bandas rectangulares a
partir de conjuntos no vacios dados e

Proposicion 6.0.4.

Si S es una banda rectangular, entonces para cada @ € S, a’ = a.

3 2 2 2 2

Demostracién. Se tiene que @ = aa’a = a° y también @’ = a’aa’ = a°, lueqo a? =
a. ]

Una forma equivalente de definir a una banda rectangular viene dada en la siguiente
proposicion.

Proposicién 6.0.5.

Los siguientes enunciados son equivalentes para un semigrupo S.

1. S es una banda rectangular.

2. Paracadaa,b &S, ab=ba — a=0>b.

Demostracion. 1) = 2) Suponga que ab = ba. De esta igualdad se desprende que
aba = ba’ y bab = b?a. Ahora bien, de que S es una banda rectangular junto con la
Proposicidn 6.0.4, permite concluir que el dltimo par de igualdades toma la forma a = ba
y b = ba. Por consiquiente a = b.

2) = 1) Observe que a’a = aa’. Por lo tanto a®> = a para cada @ € S. De ah{ que
(aba)a = aba? = aba = a’ba = a(aba). Por consiguiente aba = a y S es una banda
rectangular.

O

Observacion 6.0.6.

La segunda parte de este resultado serd de utilidad cuando se pretenda exhibir que dos
elementos de una banda rectangular son iguales, pues solo bastard con mostrar que dichos
elementos conmutan e

Recuerde que el centro de un grupo (o un anillo) es definido como la coleccién de todos
aquellos elementos del grupo (o anillo) que conmutan con cualquier elemento del grupo (o
anillo). Siguiendo esta idea, también puede definirse al centro de un semigrupo.

Definicion 6.0.7.
Se define el centro de un semigrupo S como sique:

Z(S):={a € S|ab = ba para cada b € S}
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Ademds, para cada @ € S al conjunto
C(a):=={b € S|ab = ba}
se le llama centralizador de a e
Observe que con estas definiciones la Proposicién 6.0.5 puede ser enunciada como sigue:
Proposicion 6.0.8.

Los siguientes enunciados son equivalentes para un semigrupo S.

1. S es una banda rectangular.

2. Paracada a € S, C(a) = {a} e

Corolario 6.0.9.
Sea S una banda rectanqular. St Z(S) # @, entonces S tiene exactamente un elemento.

Demostracién. Témese k € Z(S) y sea @ € S arbitrario. Como ka = ak, entonces a €
C(k) = {k}. Ast a = k. De ahl que S = {k}. O

Del Corolario anterior se ve que cualquier banda rectangular con mas de un elemento
debe tener centro vaclo. Asi, a diferencia de los grupos, un semigrupo puede tener centro
vacto. Sin embargo, cuando el centro de un semigrupo tiene al menos un elemento sucede
lo siguiente.

Proposicion 6.0.10.
Sea S un semigrupo.
= Si Z(S) # @, entonces Z(S) es un subsemigrupo de S.

» Para cada a € S, C(a) es un subsemigrupo de S.

Demostracion. Témense z1,z, € Z(S). Entonces, para cada a € S se tiene que a(z12;) =

(az1)z; = (z10)z; = z1(az2) = z1(z2a) = (z122)a. De ahl que 21z, € Z(S) y por consiguiente
Z(S) es subsemigrupo de S. El argumento para ver que C(a) es siempre subsemigrupo de
S es similar al anterior y se omite. O]

Ahora bien, regresando al tema de las bandas rectangulares, resulta que todo semigrupo
isomorfo a una banda rectanqular debe ser también una banda rectangular.

Proposicion 6.0.11.

Suponga que S y T son dos semigrupos tales que S = T. Si S es una banda rectangular,
entonces [ es una banda rectangular.
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Demostracion. Sea f : S — T un isomorfismo de semigrupos y x, y € T. Puede escribirse
x = f(a)y y = f(b) para algunos a, b € S. Ast que xyx = f(a)f(b)f(a) = f(aba) = f(a) =
x. Por consiguiente T es una banda rectanqular. [

A continuacién se enuncian algunas propiedades adicionales de las bandas rectanqulares.
Proposicion 6.0.12.

Sea S una banda rectanqular y @ € S fijo. Entonces para cualesquiera x,y € S se
verifican las siguientes igualdades

1. xaya = xa
2. axay = ay
3. xya = xa
4. axy = ay

Demostracion. 1) Puesto que a = aya, se tiene entonces que xa = xaya.

4) Bastara con mostrar que axy conmuta con ay: observe que (axy)(ay) = ax(yay) = axy
mientras que (ay)(axy) = (aya)xy = axy. Por consiguiente (axy)(ay) = (ay)(axy). Las
dos identidades restantes se exhiben de manera similar. O

El primero de los Ejemplos 6.0.2 afirma que el producto cartesiano de dos conjuntos no
vaclos junto con la operacién que aht se define da lugar a una banda rectanqular. Re-
sulta interesante el hecho de que toda banda rectangular es isomorfa a algiin semigrupo
construido de esta forma.

Proposicion 6.0.13.

St S es una banda rectanqgular, entonces existen conjuntos no vaclos A y B tales que
S = A x B, donde A x B es un semigrupo construido como aparece en el primero de los
Ejemplos 6.0.2.

Demostracién. Témese a € S y fijelo. Considere ahora al conjunto S, := {(xa, ax)|x € S}.
Sobre este conjunto se define la siguiente operacién binaria:

(xa, ax)(ya, ay) := (xya, axy)

Se tiene entonces que

(xa, ax)|(ya, ay)(za, az)] = (xa, ax)(yza, ayz)

(

= (xyza, axyz)
= (xya, axy)(za, az)
=

(xa, ax)(ya, ay)|(za, az)
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Por lo tanto S, es un semigrupo bajo esta operacion. Ahora, sea f : S — S, la funcion
definida por f(x) := (xa, ax). Observe que

fixy) = (xya, axy)
= (xa, ax)(ya, ay)

(¥)1(y)
Asl(, f es un morfismo de semigrupos. De la definicidn de f queda claro que f es sobreyectiva.
Mads aun, st f(x) = f(y), entonces (xa, ax) = (ya, ay), de donde xa = ya y ax = ay.

Luego x = xax = yax y y = yay = yax. De ahi{ que x = y y por lo tanto f es inyectiva.
Se sigue entonces que f es un isomorfismo y por consiguiente S = S,. Considere a los
conjuntos A = {xa|x € S} y B:={ay|y € S} Afirmacién: S, = A x B. En efecto, es
claro que S, C A x B. Sea (xa, ay) € A x B y considere al elemento z := xay. De las
igualdades 1) y 2) que aparecen en la Proposiciéon 6.0.12 se sigue que xa = za y ay = az.
As(, (xa, ay) = (za,az) € S, y por consiguiente A x B C S,. En definitiva S, = A x B.
Finalmente, de las igualdades 3) y 4) que aparecen en la Proposicién 6.0.12, se deduce que
(xa, ax)(ya, ay) := (xya, axy) = (xa, ay). Por consiguiente S, es un semigrupo construido
como en el primero de los Ejemplos 6.0.2.

]

Proposicion 6.0.14.
Los siguientes enunciados son equivalentes.
1. S es una banda rectanqular.

2. S es isomorfo a algun semigrupo de la forma A x B con operacién binaria dada por
(a, b)(c, d) = (a, d).

Demostracion. 1) = 2) Es la Proposicién 6.0.13.

2) = 1) Puesto que todo semigrupo de la forma A x B con operacidon binaria dada
por (a, b)(c, d) := (a, d) es una banda rectangular, se sigue de la Proposicién 6.0.11 que
cualquier semigrupo isomorfo a alguno de este tipo es también una banda rectanqular. [
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Capitulo 7

Semigrupos requlares

En este capitulo se introduce a los semigrupos regulares, que incluyen a las bandas
rectangulares del capitulo anterior y a otro tipo de semigrupos mds generales que estos
ultimos. Cabe mencionar que gran parte de este trabajo de tesis se enfoca en estudiar
propiedades de algunos tipos de semigrupos que resultan ser semigrupos regulares, de
manera que comprender el contenido del presente cap(tulo resulta ser de suma importancia.

/.1. ldempotentes

Considere al monoide M,(Z) de la Observacién 3.7.2. Note que las siguientes matrices veri-

o [ L4 o o o
1T 0)\1 0 1 0/"10 0)\0 O 00 0 1/10 1 0 1
i,e, cada una de estas matrices es igual a su cuadrado. En general, a cada elemento de un
semigrupo que cumpla con esta propiedad se le dard el nombre de idempotente. Los idem-

potentes de un semigrupo jugaran un papel importante dentro de la teorla de semigrupos
reqgulares.

Definicion 7.1.1.

2

Sea S un semigrupo. Decimos que a € S es idempotente si a~ = a. Ademads, denotamos

por £(S) a la coleccidén de todos los idempotentes de S o

Ejemplos 7.1.2.
1. St M es un monoide con neutro e, entonces e es un idempotente.

2. Para cualquier grupo G con neutro e se tiene que E(G) = {e}. En efecto, st g € E(G)
entonces g> = g, de ah{ que g~'g> = ¢g~'g, o lo que es lo mismo g = e. Por
consiguiente £(G) = {e}.

3. El semigrupo (N, +) carece de idempotentes. As{, £(N) = {.

4. De acuerdo con la Proposicién 6.0.4, todo elemento de una banda rectangular es
idempotente i,e, st S es una banda rectangular, entonces E(S) =S e
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Se deduce del tercero de los Ejemplos 7.1.2 que un semigrupo puede no tener idempotentes.
Por otro lado, el uUltimo de estos ejemplos motiva a la siguiente definicidn.

Definicion 7.1.3.
Una banda es un semigrupo S para el cual se verifica que £E(S) =S e

Ahora bien, sea S un semigrupo para el cual E(S) # @. Sobre el conjunto £(S) se define
la siguiente relacidn:

a< B aB=a=PBa

Afirmacion: < es una relacion de orden parcial. En efecto, es claro que para cada a € E(5)
a < a, pues o’ = a. Por lo tanto < es reflexiva. Por otro lado, st a < B y B < a, entonces
af = a=Bay Ba=pF = af. De ahl que a = B y por consiguiente < es antisimétrica.
Finalmente, st a < By B < y, entonces af = a = Ba y By = B = yB. De este par de
igualdades se desprende que

ay = (ap)y
= a(By)
= QB

=Qa

ya = y(Ba)
= (vB)a
= Ba

=Qa

Por consiguiente a < y y ast < es transitiva. En definitiva < es una relacién de orden
parcial. Se tiene entonces lo siguiente.

Proposicién 7.1.4.

Sea S un semigrupo para el cual E(S) # @. Sobre el conjunto £(S) se define la relacién
a< B e af=a=pa

Entonces (£(S), <) es un copo.
Demostracién. Se sigue de la discusién anterior. ]
Ahora que se puede ver al conjunto de idempotentes de un semigrupo como un copo, tiene

sentido entonces considerar a los elementos minimales de éste. As{, se tiene la siguiente
definicion.
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Definicion 7.1.5.

Sea S un semigrupo para el cual £(S) # @. Se dice que el idempotente a es un idempotente
minimal si a es elemento minimal del copo (E(S), <) (ver Definiciéon 1.3.6) i,e, @ es un
idempotente minimal si para cada B € E(S) se verifica lo siguiente

B<a=a=fe

Antes de continuar con los idempotentes serd conveniente revisar el préximo resultado.
Proposicién 7.1.6.

St M es un monoide con neutro e, entonces /nv(M) := {x € M|x es invertible} es un
grupo.

Demostracion. Es claro que e es invertible, luego e &€ Inv(M). St x, y € Inv(M), entonces
(Y 'x xy) =y 'y =y ey =y ly=eyalavez (xy)ly x ) = x(yy Ix " =
xex™' = xx~! = e. Por consiguiente xy es invertible y xy € Inv(M). Se deduce que
Inv(M) es submonoide de M. Finalmente, de que el inverso de un elemento invertible es
también invertible se concluye que /nv(M) es un grupo. [

Ahora, suponga que @ es un idempotente del semigrupo S. A partir de a se puede definir
al conjunto

My = {axa|x € S}

Afirmacion: M, es un monoide con neutro a. En efecto, para cada x,y € S se tiene
que (axa)(aya) = a(xay)a € M,. Por lo tanto M, es un subsemigrupo de S. Mas
aun, puesto que a = aaa, se sigue entonces que a € M,. Ademds, para cada x € S,
alaxa) = a’xa = axa y (axa)a = axa’ = axa. Por consiguiente M, es un monoide
con neutro el idempotente a. Esto junto con la proposicidn anterior permite establecer la
siguiente definicion.

Definicion 7.1.7.

Sean S un semigrupo y a € E(S). Al grupo H, := Inv(M,) se le llamard grupo del
idempotente o e

Proposicion 7.1.8.
Si a € E(S), entonces H, = {x € M, | xx’ = a = x'x para algin x’ € S}
Demostracion. Por definicion

Hy = = Inv(M,)
= {x € M, | xz = a = zx para algin z € M, }
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Considere al conjunto A = {x € M,|xx" = a = x'x para algin x’ € S}. Es claro que
H, C A Ahora bien, si x € A entonces xx’ = a = x'x para algin X’ € S. As{, para
7z = ax’a € M, se tiene que zx = (ax'a)x = ax'(ax) = ax'x = o> = a y a la vez
xz = x(ax'a) = (xa)x’a = xx'a = a’> = a. Por lo tanto xz = a = zx y con ello x € H,.
De esto dltimo se sigue que H, = A. O

Con ayuda de estos resultados se puede ver que a partir de un elemento idempotente se
puede definir a un grupo, a saber, el grupo del idempotente. Ahora bien, apoydndonos del
monoide M, puede caracterizarse a los idempotentes minimales.

Proposicion 7.1.9.

Sea a un idempotente del semigrupo S. Entonces @ es un idempotente minimal si y solo
stM, NE(S) ={a}.

Demostracion. =) Suponga que a es idempotente minimal y sea B € M, N E(S). Puesto
que M, es un monoide con neutro a se sigue entonces que Ba = B = aB. De ahi que
B < a y por lo tanto a = B. Se concluye que M, N E(S) = {a}.

&) Suponga ahora que M, N E(S) = {a} y sea B € E(S) tal que B < a. Entonces
Ba = B = ap, de donde se sigue que B = aBa y por lo tanto B € M, N E(S) = {a}. Por
consiguiente o = B y a es idempotente minimal. O]

Para cada @ € S considere a los conjuntos
Sa :={xa|x € S} yaS :={ax|x € S}
Observacion 7.1.10.

Sea a € E(S). Es claro que M, C San aS. Ahora, si x € Sa N aS entonces x = au y
x = va para algunos u,v € S. Asi, au = va y por lo tanto ava = aau = a’u = au = x.

De ahi que x e M, yast M, = SanaS e
Proposicion 7.1.11.

Sean a, B € E(S). Entonces a < B st y solo st Sa C SBy aS C BS.

Demostracion. =) St a < B, entonces aff = a = Ba. Por lo tanto para cada x € S,
xa =xap € SB y ast Sa C SB. De manera analoga se ve que aS C BS.

=) Suponga que Sa C SB y aS C BS. Puesto que a = aa entonces a € Sa y
a € a5, de manera que puede escribirse o = xB y a = By para algunos x,y € S.
Asl que aB = (xB)B = xB> = xB = a, y también Ba = B(By) = B’y = By = a. Por
consiguiente a < B. ]
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/.2. Las equivalencias de Green

Recordar de la seccidn de ideales que a partir de un ideal bildtero de un semigrupo puede
obtenerse una relacidn de equivalencia, a saber, la equivalencia de Rees (ver Ejemplo 1.2.3
y Proposicion 3.9.3). Esta no es la unica forma de obtener relaciones de equivalencia a
partir de ideales. Resulta que a partir de ideales principales es posible definir a ciertas
relaciones de equivalencia llamadas equivalencias de Green.

Definicion 7.2.1.

Sean S un semigrupo y a € S. Se definen a los siguientes conjuntos

» Sa:={xa|x e S}
» S = {ax|x € S}

» SaS = {xay|x,y € S} e

Proposicion 7.2.2.
Sa, aS y Sa$s son ideales: izquierdo, derecho y bildtero respectivamente.

Demostracion. Veamos que Sa es un ideal izquierdo: para cada x,y € S se tiene que
x(ya) = (xy)a € Sa. Por consiguiente Sa es un ideal izquierdo. Ahora bien, para ver que
Sa$S es un ideal bildtero solo basta con observar que para cada x,y,z € S, z(xay) =
(zx)ay € SaS y (xay)z = xa(yz) € SaS. El argumento para verificar que a5 es un ideal
derecho es similar a los anteriores y se omite. O]

A pesar de que los ideales Sa, aS y Sa$ fueron definidos a partir de un elemento a,
puede suceder que a & Sa 6 a & aS 6 a ¢ SaS. En efecto, considerar al conjunto de
un solo elemento X = {a} y sea S = X*. Observe que todas las palabras de Sa, aS y
Sa$S son de longitud mayor a uno. Por consiguiente a no es elemento de ninguno de estos
ideales. Sin embargo, se tiene lo siguiente.

Proposicion 7.2.3.

Sea S un semigrupo y @ € S. Entonces los conjuntos
1. S'a ;= Sa U {a}
2. aS":=aSU{a}
3. S'aS" = SauaSUSaSU{a}

son ideales: izquierdo, derecho y bildtero respectivamente.
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Demostracion. Sea b € S'aS' y x € S. Se exhibird que xb, bx € S'aS' Si b € Sa,
entonces debido a que Sa es un ideal izquierdo se sigue que xb € Sa C S'aS'. Por
otra parte, puede escribirse b = ya para algin y € S. As{ bx = yax € SaS C S'aS".
Por consiguiente xb, bx € S'aS". Si b € aS se verifica de manera similar a la anterior
que xb,bx € S'aS'. Si b € SaS, entonces debido a que Sa$S es un ideal bildtero se
sigue que xb,bx € SaS C S'aS' Si b = a, entonces xb = xa € Sa C S'aS' y
bx = ax € aS C S'aS". Por consiguiente S'aS" es un ideal bildtero. Los argumentos
para establecer que S'a y aS' son ideales izquierdo y derecho respectivamente, son
similares al anterior y se omiten. ]

Observar que cada uno de los ideales: S'a, aS' y S'aS' contiene al elemento a. Mds
aun, sea / un ideal bildtero de S tal que a € I. Entonces para cada x,y € S se tiene que
xa, ax,xay € I. De ah( que cada uno de los ideales Sa, aS y Sa$ estan contenidos en /,
de donde S'aS" := SaUaSUSaSU{a} C I. Por consiguiente S'aS" es el menor ideal
bildtero que contiene a a en el sentido de que cualquier otro ideal bildtero que tenga a a
como uno de sus elementos debe contener a S'aS'. Afirmaciones andlogas se verifican con
los ideales S'a y aS'. A continuacién se define lo que se entenderd por un ideal principal.

Definicion 7.2.4.

Sean S un semigrupo y a € S. Se dice que
» S'a es el ideal principal izquierdo generado por a.
» aS' es el ideal principal derecho generado por a.

» S'aS" es el ideal principal generado por a e

Definicion 7.2.5.

Se dice que el semigrupo S es
= de ideales principales izquierdos si todo ideal izquierdo de S es de la forma S'a.
= de ideales principales derechos si todo ideal derecho de S es de la forma aS'.

= de ideales principales si todo ideal de S es de la forma S'aS' e

Observacion 7.2.6.

Suponga que a € S pertenece a cada uno de los ideales Sa, aS y SaS. De que S'a,
aS" y S'aS" son los menores ideales: izquierdo, derecho y bildtero que contienen a a
aunado a que por definicién Sa C S'a, aS C aS' y SaS C S'aS" se concluye que, en
este caso, Sa = S'a, aS = aS' y SaS =S"'aS" e
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Proposiciéon 7.2.7.
Sean S un semigrupo y a, b € S. Entonces
1. S'la=S"bsiysolosia=bd a=xbyb=uya paraalgunos x,y € S.

2. aS"=bS"siysolosia=b6a=bxyb=ay para algunos x,y € S.

Demostracién. 1) =) Suponga que S'a = S'b. Entonces @ € S'h y b € S'a. De aht
que a € Sbu{b} yb € Sau{a} Porlotantoa € Sboa=byb e Saob=aqa,
lo cual equivale a que a = b o a € Sby b € Sa, lo que a su vez es equivalente a que
a=bda=xbyb=uya paraalgunos x,y € S.

=) Suponga aqui que a = b 6 a = xb y b = ya para algunos x,y € S. St a = b,
entonces es inmediato que S'a = S'h. Por otro lado, si @ = xb y b = ya para algunos
X,y € S, entonces a € Sb y b € Sa, y puesto que Sa y Sb son ideales izquierdos se
sigue que para cada u € S, ua € Sb y ub € Sa. Por consiguiente Sa C Sb y Sb C Sa
y en consecuencia Sa = Sb. De esto Ultimo y de que a € Sb y b € Sa se sigue que
a € Sa y b € Sh, de manera que de la Observacién 7.26 se concluye que Sa = S'a y
Sb = S'b y por consiguiente S'a = S'b. La prueba para el inciso 2) es andloga y por
eso se omite. [l

A partir de ideales principales se pueden definir ciertas relaciones sobre un semigrupo
dado.

Definicion 7.2.8.
Sobre el semigrupo S se definen las siguientes relaciones
» alb & S'a=S"p
» dRb & aS' = bS'
» dHb <= aLlb y aRb
» 0Jb < S'aS' = S"hS!
» Db <= aRu y uLlb paraalginu &S e
Proposicién 7.2.9.
L, R, H, J y D son todas relaciones de equivalencia.

Demostracion. Debido a que la igualdad entre conjuntos es reflexiva, simétrica y transitiva y
puesto que £, R y J se definen en términos de igualdades entre ciertos conjuntos entonces
no resulta dificil ver que estas tres relaciones son reflexivas, simétricas, transitivas y por
lo tanto de equivalencia. Ahora bien, que H sea una equivalencia se sigue de que £ y R
lo son. ELl argumento para establecer que D es una equivalencia es mas complicado que
los anteriores y es el siguiente: que D sea reflexiva se sigue de observar que para cada
a €S,aRay ala. En cuanto a la simetria, suponga que aDb. Entonces aRu y uLlb
para algun v € S. Para a, b y u se tienen los siguientes casos:
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l.a=u=b>b
2.u=a#b
33 u=b+#a

4. a,b y u son distintos entre si.

En el primer caso se sigue de inmediato que bDa. En el sequndo caso, reemplazando u
por a se tiene que aLb, de donde bLa y por consiguiente bRb y bLa. De ahi que bDa.
Para el tercer caso se deduce de manera andloga al caso dos que bDa. En el cuarto y
Ultimo caso, como aS' = uS" y S'u = S'b de la Proposicién 7.2.7 se infiere que existen
X, y,p,q €S para los cuales a = ux, u = ay, u = pb y b = qu. Hagase v := qux. De
estas igualdades se desprende que v = qux = (qu)x = bx y v = qux = q(ux) = qa.
Por consiguiente v. = bx y v = ga. Mds aun, b = qu = q(ay) = (qa)y = vy y
a = ux = (pb)x = p(bx) = pv. Por lo tanto b = vy y a = pv. Tenemos entonces que
b=vyyv=bxya=pvyv=gqa. De las dos primeras iqualdades se sigue, con ayuda
de la Proposicién 7.2.7, que bS' = vS', y de las Ultimas dos que S'v = S'a. De ahi que
bRv y vLa. Por lo tanto bDa y D es simétrica. Finalmente, suponga que aDb y bDc.
Entonces, existen u, v € S tales que aRu y ulb y bRv y vLc. De que ulb y bRv se
desprende que vRb y bLu. Por lo tanto vDu, y al ser D simétrica se sigue entonces que
uDv. Asi, existe w € S para el cual URw y wLv. Por lo tanto tenemos lo siguiente: aRu
y URw y wLv y vLc. De ahl que aRw y wLc y por consiguiente aDc. Se concluye que
D es transitiva y por lo tanto una equivalencia. O

Definicion 7.2.10.

L, R, H, J yD son llamadas las equivalencias (o relaciones) de Green e

Las equivalencias de Green se relacionan entre st de la siguiente manera.

Proposicion 7.2.11.

T H=LNR
2. RoL=D=LoR

Demostracion. 2) St (x, y) € RoL, entonces existe u € S tal que (x,u) € L y (u,y) € R.
De aht que (y,u) € Ry (u,x) € L y por lo tanto (y,x) € D. De esto Ultimo se sigue
que (x,y) € D y por consiguiente R o L C D. Si ahora (x,y) € D, entonces (x,u) € R
y (u,y) € L para algin u € S, lo cual significa que (x,y) € £ oR. Por consiguiente
D C LoR. Finalmente, si (x,y) € L oR, entonces existe u € S para el cual (x,u) € R
y (u,y) € L. De ahl que (x,y) € D y por lo tanto (y, x) € D. Asi(, debe existir un v € S
tal que (y,v) € R y (v,x) € L. De esto se deduce que (x,v) € L y (v,y) € R y en
consecuencia (x, y) € R o L. Por consiguiente LoR C R o L. En definitiva RoL =D =
L oR. El inciso 1) se sigue directamente de la definicidon de H. ]
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Una vez que se ha establecido que las relaciones de Green son equivalencias, podemos
considerar entonces a la clase de equivalencia de un elemento con respecto de estas
relaciones. St S es un semigrupo y a € S, denotamos por Ly, Ry, Ha, Jo y D, a la clase
de equivalencia de a con respecto de £, R, H, J y D respectivamente. Llamamos a L, la
L-clase de a, a R, la R-clase de a y asl respectivamente con las demds relaciones.

Proposicion 7.2.12.

Sean S un semigrupo y a € E(S). Entonces, el grupo del idempotente a coincide con la
H-clase de a ie, H, = H,. (ver Definicién 7.1.7)

Demostracién. Sea x € H,. Entonces debe suceder que xa = x = ax y xx' = a = x'x
para algin x" € S. De acuerdo a la Proposicidn 7.2.7 las identidades x = xa y a = x'x
implican que S'x = S'a, y las identidades x = ax y a = xx” implican que xS' = aS'.
Por consiguiente xRa y xLa, de donde xHa. Se concluye que x € H, y por lo tanto
H, C H,. Ahora bien, sea x € H,. Si x = a, entonces es inmediato que x € H,. Si x # a,
entonces debido a que xHa, de la Proposicién 7.2.7 se sigue que existen a,b,c,d € S
tales que

X=aa (7.1)
a = bx (7.2)
X =ac (7.3)
a=xd (7.4)

De las identidades (3.2) y (3.4) se deduce que ax = a’°c = ac = x y xa = aa’ = aa = x.

Asi xa = x = ax, de donde x = axa y en consecuencia x € M,. Ahora bien, puesto
que xa = x = ax, de (3.3) y (3.5) se sigue que x = xa = xbx y x = ax = xdx. Por
consiguiente x = xbx y x = xdx. Definase x’ := bxd. Entonces

xx" = x(bxd)
= (xbx)d
= xd

=a
mientras que

x'x = (bxd)x
= b(xdx)
= bx
=a
Por consiguente xx’ = a = x’x, de manera que de la Proposicion 7.1.8 se concluye que

x € H, y por lo tanto H, C H,. En definitiva H, = H,.
O
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De acuerdo a la proposicion anterior, el grupo de un idempotente puede verse como la
coleccidn de los elementos inversos de un monoide o bien como una clase de equivalencia.

7.3. Definicion de semigrupo reqular y completamente re-
gular

A continuacidn se introduce a una clase particular de semigrupos llamados semigrupos
regulares.

Definicién 7.3.1.
Sea S un semigrupo y a,x € S. Se dice que x es
= pseudoinverso de a si ocurre que a = axa.

= inverso de @ si ocurre que a = axa y x = xax

Adicionalmente, se denota a la coleccidn de todos los inversos de a por V(a) ie,

V(a) .= {x € S|x es inverso de a} e

Observacion 7.3.2.

Sea M un monoide con neutro e y suponga que t es el inverso de x en el sentido de la
Definicion 3.2.9. Entonces xtx = x(tx) = xe = x y txt = t(xt) = te =t e, xtx = x y
txt = t. Por consiguiente t es un inverso de x en el sentido de la Definicion 7.3.1. Puede
concluirse as{ que en un monoide, todo inverso en el sentido de la Definicidn 3.2.9 es
también un inverso en el sentido de la Definicidn 7.3.1. Sin embargo, el rec{proco no se
10 . .
1 O) es un idempotente del monoide M,(Z). Por lo
tanto XXX = X y ast X es inversa de si misma en el sentido de la Definicidon 7.3.1. A
pesar de ello la matriz X no es inversa de s{ misma en el sentido de la Definicion 3.2.9 e

verifica. En efecto, la matriz X := (

Proposicion 7.3.3.

Sea S un semigrupo y suponga que a € S posee al menos un pseudoinverso. Entonces
1. E(S) + 0.
2. V(a) #+ 0.
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Demostracion. Suponga que x € S es pseudoinverso de a. Luego axa = a, de manera
que xaxa = xa y axax = ax. Por consiguiente xa, ax € E(S) y con ello £(S) # @. Ahora
bien, hdgase b := xax. Entonces

aba = a(xax)a
= (axa)xa
= axa

=a
mientras que

bab = (xax)a(xax)
= x(axa)xax
= x(axa)x
= Xxax

=b
Por consiguiente b € V(a) y as{ V(a) # 0. O

A aquellos elementos de un semigrupo que posean al menos un pseudoinverso se les
concederd un nombre especial.

Definicion 7.3.4.
Sea S un semigrupo. Decimos que
= g € S es reqular, st a posee al menos un pseudoinverso.

= S es un semigrupo reqular si todo elemento de S es regular e

Ejemplo 7.3.5.

De la Definicidn 6.0.1 se aprecia que toda banda rectanqular es un semigrupo regular.
Ademas, de la Observacién 7.3.2 se sigue que todo grupo es un semigrupo reqular e

Observacion 7.3.6.

St S es un semigrupo reqular y @ € S, entonces a = axa para algin x € S. De aht
que a € Sa y a € aS. Ademas observe que a = axa = (axa)xa = (ax)a(xa) y por
consiguiente a € Sa$S. Asi, de la Observacién 7.2.6 se concluye que en un semigrupo
reqgular

S'la=SayaS'=aSyS'aS"=SaS e



7.3 DEFINICION DE SEMIGRUPO REGULAR Y COMPLETAMENTE REGULAR 127

Una vez que se ha establecido la definicién de semigrupo reqular, puede verse enton-
ces que de acuerdo con la Proposicion 7.3.3 todo semigrupo regular posee idempotentes.
A continuacion, se muestra que cualesquiera dos idempotentes de un semigrupo reqular
generan una banda rectangular.

Proposicion 7.3.7.

Sea S un semigrupo reqular y a, B € E(S). Considere al conjunto
S(a.B)={g € E(S)[ga=g=Bg y agB=ap}

Entonces

» S(a, )+
= S(a, B) es subsemigrupo de S.
= S(a, B) es una banda rectangular.

Demostracion. Puesto que S es reqular, para el elemento af existe x € S tal que af =
aBxap. Definase g := BxaBxa. Entonces

g°> = (BxaBxa)(BxaBxa)

= Bx(aBxaB)xafxa

= Bx(aB)xaBxa

= Bx(aBxaB)xa

= BxaBxa

=g
Por consiquiente g € E(S). Ahora bien, observe que ga = (BxaBxa)a = Bxafxa’ =
Bxapxa = g y Bg = B(BxaBxa) = B’xaBxa = Bxafxa = g. Més aln, agB =
a(BxaBxa)B = (aBxaB)xaB = afxaf = ap. Por lo tanto g € S(a, B) y puede concluirse
asl que S(a, B) #+ 0. Afirmacion 1): Todo elemento g € S(a, B) satisface que g = Bga.
En efecto, puesto que todo elemento de S(a, B) es por definicién un idempotente, entonces
g = g° = Bgga = Bg’a = Bga. Afirmacién 2): Para cada g € S(a, B) se verifica que
aB = aBgap. En efecto, st g € S(a, B), entonces af = agp, lo que combinado con la
Afirmacion 1) resulta en que aff = afgaf como se requeria. Para mostrar que S(a, B) es
un subsemigrupo tdmense g, h € S(a, B). De las observaciones anteriores se sigue que

(gh)* = (Bga)(Bha)(Bga)(Bha)
= Bg(aBhaB)gaBha
= BgaBgapha
= Bg(aBgaP)ha
= BgaBha
= gh
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Por consiguiente gh € E(S). Por otra parte, (gh)a = g(ha) = gh a la vez que B(gh) =
(Bg)h = gh. Ademas

aghp = a(Bga)(Bha)B
= (aBgaB)hap
= aBhap
—aff

De todo lo anterior se deduce que gh € S(a, B) y por consiguiente S(a, B) es un subse-
migrupo de S. Finalmente, para cualesquiera g, h € S(a, )

ghg = (Bga)(Bha)(Bga)
= Bg(aBhaB)ga
= BgaBga
=g

Se concluye de esto que S(a, B) es una banda rectangular.
N

Algo notable de la demostracidn anterior es que proporciona una técnica para obtener un
nuevo idempotente a partir de dos ya dados: st a, B € E(S) y x es un pseudoinverso de
aB, entonces g := BxaBxa es un idempotente. Usaremos este método para establecer el
siguiente resultado.

Proposicion 7.3.8.

Sea S un semigrupo regular y sea p una congruencia sobre S. St [a], € E(%), entonces
lal, = [g], para algin g € E(S).

Demostracion. St [a], es un idempotente del semigrupo %, entonces [a) = [a], de donde

[a?], = [a], y por consiguiente a’pa. Debido a que S es regular se sigue de la Proposicién
733 que V(a) # 0. Sea x € V(a). Entonces debe suceder que

axa =a (7.5)

Xax = x (7.6)

Ahora bien, tdmese y € V(xaax) = V(xa’x). Entonces se verifican las iqualdades

xa’xyxa’x = xa’x (7.7)

gXGZXy =y
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Por otro lado, debido a que xa y ax son idempotentes se concluye que g := axyxa’xyxa
es un idempotente. Observe que de la iqualdad (3.9) se sigue que g = axyxa’xyxa =
ax(yxa’xy)xa = axyxa. Afirmacién: apg. En efecto, primero observe que

a’pa (7.9)
— xa* p xa
— xa’x p  xax (711
y también
a’pa (7.12)
— yxa’ p yxa (7.13)
— yxa’x p yxax (7.14)

De (3.12) y (3.15) se desprende que xa’xyxa’x p xaxyxax. Ahora bien, de esto Ultimo
y de las igualdades (3.7) y (3.8) se sigue que xa’x p xyx, lo cual en combinacién con
(3.7) y (3.12) permite concluir que x p xyx. En consecuencia axa p axyxa, o lo que

es lo mismo apg. De ahl que [a], = [g], lo cual concluye la prueba.
[

A continuacidn, haciendo uso de las equivalencias de Green se caracteriza a los semigrupos
reqgulares.

Proposicion 7.3.9.

Los siguientes enunciados son equivalentes para un semigrupo S.

1.'S es un semigrupo regular.
2. Para cada x € S existe a € E(S) tal que xLa

3. Para cada x € S existe B € E(S) tal que xRB

Demostracion. 1) = 2) St S es reqular y x € S, entonces existe b € S para el cual
x = xbx. De ahl que bx = bxbx y por lo tanto bx € E(S). Sea a := bx. Entonces puede
escribirse x = xa de manera que de la Proposicién 7.2.7 se deduce que S'x = S'a, y por
consiguiente xLa.

2) = 3) Sea x € S. Por hipétesis, existe a € E(S) tal que xLa. St x = a entonces para
B = «a se verifica de inmediato que xXRpB. En otro caso, de la Proposicién 7.2.7 se sigue
que existen p,g € S tales que x = pa y a = gx. De la primera igualdad se sigue que
xa = pa’ = pa = x, lo que combinado con la sequnda iqualdad resulta en que x = xgx.
Por consiguiente xg = xgxq y xq € E(S). Hdgase B := xg. Entonces puede escribirse
x = Bx y por lo tanto, de la Proposicién 7.2.7 y de la definicién de R puede concluirse



130 CAPITULO 7. SEMIGRUPOS REGULARES

que xRB.

3) = 1) Veamos que todo elemento de S es reqular: si x € S entonces por hipdtesis, existe
B € E(S) para el cual xXRB. St x = B entonces x es idempotente y por lo tanto reqular.
En otro caso, de la Proposicion 7.2.7 se sigue que existen p,qg € S tales que x = Bp y
B = xq. De la primera igualdad se sigue que Bx = B%p = Bp = x, lo que combinado con
la segunda iqualdad resulta en que x = xgx. Por consiguiente x es reqular. ]

Proposicion 7.3.10.

Sea S un semigrupo y sea x € S. Entonces x pertenece a la H-clase de algin idempotente
st y solo si existe b € S tal que x = xbx y xb = bx.

Demostracion. Sea S un semigrupo. St x = xbx, entonces xb y bx son ambos idempotentes,
y ademads, de la primera parte de la prueba de la Proposicién 7.3.9 se ve que xLbx.
Usando un argumento similar se deduce también que xRxb, de tal manera que si bx = xb,
entonces xLbx y xXRbx, de donde xHbx. De esto se sigue que si un elemento regular
tlene un pseudoinverso conmutativo, entonces tal elemento pertenece a la H-clase de
algiin idempotente. E inversamente, suponga que xHa para algin idempotente a. As(, x
pertenece a la clase de equivalencia H, que, segtn la Proposicién 7.2.12, debe ser el grupo
del idempotente a. Por lo tanto, debe existir b € S tal que xb = a = bx, de tal manera
que xbx = (xb)x = ax = x. Por consiguiente b es un pseudoinverso de x que conmuta
con x.

O

Lo anterior suscita la siguiente definicion.
Definicion 7.3.11.

Se dice que el semigrupo S es completamente reqular si para cada x € S existe b € S tal
que x = xbx y xb = bx. A uno de tales b € S se le llamard pseudoinverso conmutativo
de x o

Proposiciéon 7.3.12.
Los siguientes enunciados son equivalentes para un semigrupo S.

1. S es completamente regular.

2.5= |J H,
acE(S)

Demostracion. Directa de la definicion de semigrupo completamente reqular y de la Pro-
posicion 7.3.10 @ O]

De este resultado se puede apreciar que un semigrupo completamente reqular es una union
ajena de grupos.
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Observacién 7.3.13.
Suponga que S es un semigrupo completamente reqular y considere a la familia
F ={H.|a € E(S)}

Debido a que cada H, es una clase de equivalencia, se sigue entonces que los miembros
de F son no vaclos y disjuntos por pares. Por consiguiente, de la proposicién anterior
puede concluirse que F es una particion de S o

Observe que por definicién, todo semigrupo completamente regular es también un semigrupo
reqgular. Sin embargo, el reclproco no se verifica.

Ejemplo 7.3.14.

Hay un semigrupo reqular que no es completamente reqgular. En efecto, considerar al
monoide M,(R) con el producto usual de matrices. St A es una matriz invertible con inversa
X, entonces es claro que AXA = Ay por consiguiente A es reqular. St A es la matriz cero,
. . a b .
entonces es claro que AAA = A y ast A es reqular. St A = . ) esuna matriz no

invertible y diferente de la matriz cero, entonces Det(A) = ad — bc = 0 y ademds, sin
1
a

00

o) e )
e
(e

Por consiguiente A = AXA y asl A es reqular. Se concluye de esto que M,(R) es un

0 O). Afirmacion 1): Toda

perder generalidad, puede suponerse que a # 0. Sea X = ( ) Se tiene entonces

que

semigrupo regular. Ahora bien, considere a la matriz A := 10

matriz de la forma [* 0 conmuta con A. En efecto, 0P 00y (00 y a
z X z x|/ \1 0 x 0

la vez 0 0} (x 0} _ (00 . Afirmacidn 2): Si la matriz Y] conmuta con la
10/ \z x x 0 w
: _ _ C[(x oy 0 0y (0 O0) (x y
matriz A entonces y = 0 y x = w. En efecto, si (z W) (1 O) = (1 ol |, w

0

entonces (g
w 0

) - (S 8) de donde y = 0 y x = w. De este par de afirmaciones se
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deduce que todas aquellas matrices que conmutan con la matriz A son las de la forma

x 0 . . .
( x)' Para una cualquiera de tales matrices se tiene que

ol ) fa)=Col (3o

OO OO O o

Por lo tanto ninguna matriz que conmute con A puede ser pseudoinverso de A, de tal
manera que la matriz A carece de pseudoinversos conmutativos. Por consiguiente M,(R)
no es completamente reqgular e

A partir de un semigrupo completamente reqular se puede obtener una banda conmutativa.
Sin embargo, para establecer tal aseveracidn se necesita saber cuando dos ideales de la
forma SaS y SbS son iquales. Esto no resulta complicado de averiguar y es el contenido
de la siguiente proposicion.

Proposicion 7.3.15.

St S es un semigrupo regular, entonces SaS = SbS sty solosi a = xby y b = paq para
algunos x,y,p,q € S.

Demostracion. En la Observacion 7.3.6 se ve que para cada elemento a € S se verifica que
a € Sa$, de manera que st SaS = SbS entonces a € SbS y b € Sa$S. Por consiguiente
a = xby y b = paqg para algunos x,y,p,qg € S. Y viceversa, suponga que a = xby y
b = pagq para algunos x,y,p, g € S. Luego a € SbS y b € Sa$5, y puesto que SaS y
SbS son ideales bilateros se tiene entonces que para cada s, t,u,v € S, sat € SbS y
ubv € Sa$S. De ahl que SaS C SbS y SbS C SaS. Por consiguiente SaS = SbS. [

Proposicion 7.3.16.

St S es un semigrupo completamente regular, entonces J (ver Definicion 7.2.8) es una

congruencia. Mas aun, el semigrupo cociente 7 resulta ser una banda conmutativa (ver
Definicién 7.1.3).

Demostracién. Recordar que aJb <= S'aS' = S'hS'. Ahora bien, como en este caso
S es un semigrupo regular, entonces para cada a € S se tiene que S'aS' = SaS (ver
Observacion 7.3.6). Por lo tanto aJb < Sa$S = SbS. Veamos que para cada a € S,
aJa’: st a € S entonces existe x € S tal que @ = axa y xa = ax. Luego a = axa =

(axa)xa = (axa)ax = (ax)a’x mientras que a’ = (axa)a = (ax)aa. Por consiguiente,
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de la Proposicién 7.3.15 se deduce que aJa’. Veamos ahora que para cada a,b € S,
abJba: para el elemento ab € S existe x € S tal que ab = abxab y xab = abx. Ast
que ab = abxab = ababx = a(ba)(bx). Por otra parte, para el elemento ba € S existe
y € S tal que ba = bayba y yba = bay. Ast que ba = bayba = babay = b(ab)(ay).
Por lo tanto, de la Proposicién 7.3.15 se infiere que abJba. A continuacién se exhibe
que J es una congruencia izquierda: suponga que aJb y sea x € S. Puede escribirse
a = pbq y b = uav para algunos p,q,u,v € S. De la primera de estas igualdades se
sigue que xa = xpbg. Ahora bien, como S es reqular, entonces x = xtx para algin t € S.
Asl que xpbg = xtxpbq = (xt)x(pb)g € Sx(pb)S = S(pb)xS C SbxS = SxbS. Por
consiguiente xa = xpbg € SxbS, y ast SxaS C SxbS. De la igualdad b = vav se
sigue que xb = xtxuav, pero xtxuav € Sx(ua)S = S(ua)xS C SaxS = Sxa$S. Por lo
tanto xb = xtxuav € Sxa$S y ast SxbS C SxaS. En definitiva SxaS = SxbS y por
consiguiente xaJxb. Concluimos de ello que J es una congruencia izquierda. Observe
que para probar esto Ultimo se us6 reiteradamente el hecho de que abJba, o lo que es lo
mismo, SabS = SbaS. Probar que J es una congruencia derecha serd sencillo usando
la informacidn anterior: suponga que aJb y sea x € S. Puesto que J es una congruencia
izquierda, entonces xaJ xb, pero axJxa y xbJ bx, de manera que de la transitividad de
J se sigue que axJbx y por consiguiente J es una congruencia derecha. Concluimos de

todo lo anterior que J es una congruencia sobre S y que 3 es un semigrupo conmutativo
S
en el que todo elemento es un idempotente (e, ? es una banda conmutativa. O]

Corolario 7.3.17.

St S es un semigrupo completamente regular, entonces para cada x € S existe a € E(S)

tal que SxS = Sas.

Demostracion. Directa de las Proposiciones 7.3.8 y 7.3.16. ]
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Capitulo 8

Semigrupos completamente simples y el
Teorema de Rees

8.1. Semigrupos matriz de Rees

A continuacién se introduce a los llamados semigrupos matriz de Rees. Para constriur a
uno de tales semigrupos serdn necesarios algunos ingredientes, a saber, dos conjuntos no
vacios, un semigrupo y una funcién que relacione a estos.

Sean A y B conjuntos no vaclos, S un semigrupo y P : B x A — S una funcién.
Denotamos al conjunto A x S x B por M(S, A, B, P). Sobre M(S, A, B, P) se define la
siguiente operacién binaria:

(a,q,b)(c, h,d):=(a,gP(b, c)h,d) (8.1)

Observe que la segunda coordenada de la terna que aparece a la derecha de la igualdad
(3.16) es en efecto un elemento del semigrupo S, pues el codominio de la funcion P es el
semigrupo S. Ademds,

(a, g, b)(c, h,d)e, i f)=(a, g, b)c, hP(d,e)i,f)
= (a, gP(b, )["P(d, e)i], )
= (a,[gP(b, c)h]P(d, e)i, f)
= (a, gP(b, c)h,d)(e, i, )
=|(a, g, b)(c, h,d)|(e, i, f)
Por consiguiente M(S, A, B,P) es un semigrupo bajo esta operacién entre ternas. A

M(S, A B,P) se le llama semigrupo matriz de Rees con matriz sandwich P." Serd de
interés el caso cuando S = G sea un grupo, pues en esta situacién los semigrupos matriz

'El nombre semigrupo matriz de Rees con matriz sandwich P fue tomado de [1] Véase capitulo 1, pagina
18, Ejemplo 2.15 (j) de la referencia citada.

135
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de Rees tendrdn propiedades interesantes. As(, y a menos que se indique otra cosa, en
lo posterior ; denotard un grupo. Observe también que los semigrupos matriz de Rees
proporcionan una técnica para obtener nuevos semigrupos a partir de los ya conocidos.
Una primera propiedad de este tipo de semigrupos es la siguiente.

Proposicion 8.1.1.
Toda banda rectangular es isomorfa a un semigrupo de la forma M(G, A, B, P).

Demostracion. Suponga que S es una banda rectangular. De acuerdo a la Proposicion
6.0.13 existen un par de conjuntos, digamos A y B, tales que S = A x B donde la operacién
en A x B esta dada por (a, b)(c, d) .= (a, d). Sea G = {e} el grupo con un solo elemento
y considere a la funcién P : B x A — G dada por P(b, a) := e. Veamos que A x B =
M(G,A B P):seaf:AxB — M(G,A, B,P) la funcién definida por f(a, b) := (a, e, b).
Es claro que f es biyectiva y ademas

f(a, b)f(c, ) (a,e, b)(c, e, d)

Ast f es un isomorfismo de semigrupos y por lo tanto A x B = M(G, A, B,P). De esto
Ultimo y de que S = A x B se sigue que S = M(G, A, B,P).
N

Otras propiedades adicionales de los semigrupos matriz de Rees sobre un grupo son dadas
a continuacion.

Proposicion 8.1.2.
Sea S = M(G, A, B,P). Entonces
E(S)+ 0
2. Todo idempotente de S es minimal.

3. S es completamente reqular.

Demostracion. Denotemos por e¢ al neutro de G. En primer lugar, observe que debido a
que P toma valores en el grupo G, entonces tiene sentido considerar al inverso de P(b, a).
Asl, para cada @ € Ay b € B se tiene que (a,P(b,a)~", b) es un idempotente. En efecto

(a,P(b,a)”", b)(a,P(b,a)™", b) = (a,P(b,a)” "P(b, a)P(b,a)", b)
= (a, ecP(b, 0)71, b)
= (a,P(b,a)”", b)
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Mads aun, todo idempotente es de esa forma, pues si (a, g, b) es idempotente, entonces

(a.9.b)=(a,g,b)(a g,b)=(a, gP(b, a)g,b)

De donde gP(b, a)g = g y por consiguiente g = P(b, a)~". Se puede concluir as{ que
E(S)={(a.g.b)|g =P(b,a)"'}

(Sera conveniente aqul ver la Proposicién 7.1.4). Ahora bien, sean (a, g, b) y (x, h, y) dos
tdempotentes para los cuales (x, h,y) < (a, g, b). Entonces (x, h, y)(a, g, b) = (x, h,y) =
(a,qg, b)(x, h,y), de lo cual se desprende que (x, hP(y, a)g, b) = (x, h, y) y al mismo tiempo
(a,gP(b,x)h,y) = (x, h, y). De este par de igualdades se sigue que a = x y b = y. Por
consiguiente (x, h,y) = (a,g,b) y en consecuencia todo idempotente de S es minimal
(véase Proposicion 7.1.4 y Definicién 7.1.5). Finalmente, veamos que todo elemento de S
tiene un pseudoinverso conmutativo. Sea (a, g, b) un elemento arbitrario de S y considere
a la terna (a, h, b) donde h :=P(b, a)'g~'"P(b, a)~". Entonces

(a,9,b)(a,h,b) = (a,g,b)a,P(b,a)'g”"P(b,a)”", b)
= (a, gP(b, a)P(b,a)'g~"P(b,a)”", b)
— (a,P(b,a)™", b)

y a la vez

(a, h,b)(a,g,b) = (a,P(b,a)'g "P(b,a)”", b)(a, g, b)
= (a,P(b, a)’1g7177(b, 0)7177([), a)g, b)
= (a,P(b,a)™", b)

Por lo tanto (a, g, b) conmuta con (a, h, b). Ademas

(0., b)(a, h,b)a,g,b)=(a,P(b,a)", b)(a,g,b)
= (a,P(b, a)_173(b, a)g, b)
= (a,g,b)

As( (a, h, b) es un pseudoinverso conmutativo de (a, g, b) y por consiguiente S es comple-
tamente reqular. ]
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8.2. Semigrupos completamente simples

En esta parte se introduce a los llamados semigrupos completamente simples que son
semigrupos que contienen ideales con ciertas propiedades. Iniciamos la discusién con el
concepto de semigrupo simple.

Definicion 8.2.1.

Decimos que el semigrupo S es
= simple izquierdo si el Unico ideal izquierdo de S es S.
= simple derecho si el tnico ideal derecho de S es S.
= simple si el Unico ideal bildtero de Ses S e

Ejemplos 8.2.2.

= Sobre el conjunto X # {J se define para cada a,b € X, ab := a Segun el Ejemplo
342, X es un semigrupo. Sea / un ideal izquierdo de X y témense x € X' y a € /
arbitrarios. Entonces x = xa € | y por consiquiente / = X. Ast X es un semigrupo
simple izquierdo.

= Sea G un grupo y suponga que / es in ideal izquierdo de G. Si a € /, entonces
e =a 'a € |. De ah( que para cada g € G, g = ge € | y por consiguiente | = G.
Aslt G es un semigrupo simple izquierdo. De manera similar se exhibe que G es
simple derecho y por consiguiente también simple e

A continuacién se revisa un resultado que relaciona los nuevos conceptos definidos con las
relaciones de Green.

Proposicion 8.2.3.

Sea S un semigrupo. Entonces
1. S es simple izquierdo si y solo st S x S =L
2. S es simple derecho st y solosi S x S=R
3. Sessimplesiysolost S xS =7

Demostracion. 3) Suponga que S es un semigrupo simple y sean a,b € S arbitrarios.
Entonces, puesto que S es simple, S'aS' = S = S'hS' y por lo tanto aJb. Ast Sx S = J.
Ahora bien, suponga que Sx S = J ysea / un ideal bildtero de S. Témese a & [ arbitrario.
Entonces S'aS' C /, y puesto que S x S = 7, para cada x € S debe suceder que xJa,
o lo que es lo mismo S'xS" = S'aS" C /. De aht que x € I y por consiguiente / = S. Se
concluye ast que S es simple. Las pruebas de 1) y 2) son similares que la ya hecha y por
eso se omiten. 0
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El siguiente tipo de ideales serd fundamental en toda esta exposicién, y de hecho, nos
permitird definir a los ya mencionados semigrupos completamente simples.

Definicion 8.2.4.

Sean S un semigrupo e | € S. Se dice que / es un ideal izquierdo (derecho) minimal de
S si se verifican las siguientes condiciones:

= / es ideal izquierdo (derecho) de S.

= Para cada ideal izquierdo (derecho) /" de S
I'Cl=1=1e

Definicion 8.2.5.

Decimos que el semigrupo S es completamente simple si S es simple y si contiene al
menos un ideal izquierdo minimal y un ideal derecho minimal e

Antes de dar un ejemplo se establece que ser completamente simple es un invariante bajo
isomorfismo.

Proposicion 8.2.6.
StS =Ty T es completamente simple, entonces S es completamente simple.

Demostracion. Sean f ' S — T un isomorfismo de semigrupos e / un ideal bildtero de
S. De la sobreyectividad de f y de acuerdo con la Proposicién 3.9.7 f(/) debe ser un ideal
bildtero del semigrupo simple 7. Por lo tanto f(/) = T y en consecuencia f~'(f(/)) =
f=YT) = '(f(S)). De la Proposicién 1427 se sigue que / = S y por consiguiente S
es simple. Ahora bien, sean / y J ideales izquierdo y derecho minimales, respectivamente,
de T. Segln la Proposicién 3.9.7 f~1(/) debe ser un ideal izquierdo de S. Mds aln, si /'
es cualquier ideal izquierdo de S para el cual /" C f~'(/), entonces f(I') C f(f~'(I)) C I.
De esto ultimo y de que f(/) sea un ideal izquierdo de T se sigue que f(/') = I y por
lo tanto /" = f~'(/). Podemos concluir que f~'(/) es un ideal izquierdo minimal de S. De
forma andloga se exhibe que f~'(J) es un ideal derecho minimal de S y por consiguiente
S es completamente simple.

]

La siguiente proposicidn proporciona el primer ejemplo de semigrupos completamente sim-
ples.

Proposicion 8.2.7.

Todo semigrupo de la forma M(G, A, B, P) es completamente simple.
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Demostracion. En esta demostracion escribiremos M en lugar de M(G, A, B, P). Afir-
macion 1): Si / es ideal izquierdo de M y (a,g,b) € [, entonces para cada x € A
y cada h € G se tiene que (x,h,b) € [. En efecto, de que / sea un ideal izquier-
do se sigue que (x, hg='"P(b,a)™", b)(a,g,b) € I, pero (x,hg~'"P(b,a)~", b)(a, g, b) =
(x, hg='"P(b, a)""P(b, a)g, b) = (x, h, b). Por consiguiente (x, h, b) € . Afirmacién 2): Si J
es ideal derecho de M y (a, g, b) € J, entonces para cada y € B ycada h € G se tiene que
(a, h,y) € J. En efecto, como J es un ideal derecho, entonces (a, g, b)(a, P(b, a)'g~'h, y) €
J, pero (a, g, b)(a,P(b,a)"'g~"h,y) = (a,gP(b, a)P(b,a)"'g~"h, y) = (a, h, y). Por con-
siquiente (a, h,y) € J. Afirmacion 3): M es simple. En efecto, sea / un ideal bila-
tero de M y témese (a,g,b) € [. De las afirmaciones anteriores se deduce que si
(x,h,y) € M es arbitrario, entonces (x, P(b,a)”",b) € Iy (a,h,y) € I. En conse-
cuencia (x, h,y) = (x,P(b,a)~', b)(a, h,y) € Iy por lo tanto /| = M. De ahi que M
es simple. Afirmacion 4): Todo ideal principal izquierdo es un ideal izquierdo minimal.
En efecto, sea & := (x, h,y) € M arbitrario. Es preciso mostrar que M@ es un ideal
izquierdo minimal. Para ello, suponga que / es un ideal izquierdo tal que / C Ma. Témese
(a,g,b) € I. De la afirmacién 1) se sigue que (x, h, b) € . Ahora bien, como /| C Ma,
entonces puede escribirse (x, h, b) = (c, k, d)(x, h, y) para algin (c, k,d) € M. De aht
que (x, h, b) = (¢, kKP(d, x)h, y) y en consecuencia b = y. Ast 0 := (x, h,y) = (x, h,b) € |
y por consiguiente Ma C /. Se concluye que Ma = | y por lo tanto M es un ideal
izquierdo minimal. Usando un argumento similar a este se puede mostrar que todo ideal
principal derecho de M es un ideal derecho minimal. As(, de todo lo anterior se concluye
que M es completamente simple.

]
Corolario 8.2.8.
Toda banda rectangular es un semigrupo completamente simple.
Demostracion. Se sigue de las Proposiciones 8.1.1, 8.2.6 y 8.2.7.

]

Asi, los semigrupos matriz de Rees sobre un grupo son una especie de fabrica generadora
de semigrupos completamente simples. A continuacién haremos una pequefa digresion para
revisar un sencillo pero Util resultado sobre ideales.

Proposicion 8.2.9.

Sea S un semigrupo y suponga que / y J/ son ideales izquierdo y derecho respectivamente.
Entonces

1. JIC InJ, y por consiguiente I N J + @.
2. Si todo elemento de /N J es regular entonces /I = 1N J.

3. I/ es un ideal bildtero de S.



82 SEMIGRUPOS COMPLETAMENTE SIMPLES 141

4. Para cada # = X C S el conjunto /X/ es un ideal bildtero de S. (Cuando X = {a}
se escribe /a/ en lugar de /{a}J)

Demostracién. 1) Recordar que JI := {jili € Iy j € J}. St a € JI, entonces a = ji para
algunos i € 'y j € J. Como / es ideal izquierdo, entonces a = ji € I, y puesto que J es
ideal derecho, entonces a = ji € J. De ahl{ que @ € I N J y por consiguiente /[ C /N J.
2) Sea a € | N J. Por hipétesis debe existir x € S para el cual @ = axa. Debido a
que [ es ideal izquierdo, entonces xa € [. Ast que a = a(xa) € JI y por consiguiente
Jl=1nJ. 4) Sean x € S y a € IXJ. Entonces a = itj para algunos i € I, j € J y
t € X. De aht que xa = x(itj) = (xi)tj, pero como xi € /, entonces xa & /X/. Por otro
lado, ax = (itj)x = it(jx) con jx € J. Luego ax &€ [XJ. Por consiguiente /X/ es un ideal
bildtero. La prueba de 3) es similar a esta y se omite.

]

Ahora bien, aparte de la misma definicion ;bajo qué condiciones se puede implicar que
un semigrupo es completamente simple? En el sentido de esta pregunta es que van los
siguientes tres resultados.

Proposicion 8.2.10.

St un semigrupo simple contiene al menos un idempotente minimal, entonces el semigrupo
debe ser completamente simple.

Demostracion. Sea S un semigrupo simple y sea a un idempotente minimal. La prueba
consiste en exhibir que S contiene un ideal izquierdo y uno derecho minimal. Afirmacidn:
Sa es un ideal izquierdo minimal. En efecto, suponga que / es un ideal izquierdo de S
tal que / C Sa. Témese x € [. Entonces Sx C [ y ademds x = sa para algun s € S. De
aht que x = xa. Ahora bien, puesto que S es simple y debido a que Saxa$S es un ideal
bildtero (ver Proposicion 8.2.9) se deduce que S = Saxa$S. Por otra parte, como a € S,
entonces puede escribirse @ = paxaq para algunos p, g € S. Hagase v := pa y v = aq.
No es diflcil ver que v = vua y v = av. Entonces a = uxv con ua = u y av = v. Sea
B := vaux. Observe que

B’ = (vaux)(vaux)
= va(uxv)aux
= vaaaux

= vaux
=B

Por lo tanto B es un idempotente. Mas aun, ap = a(vaux) = (av)aux = vaux = By
a la vez Ba = (vaux)a = vau(xa) = vaux = B. Por consiguiente B < a, y al ser «a
idempotente minimal, entonces a = B. De ahl que o = vaux € Sx C | y en consecuencia
a € . Por lo tanto Sa C [ y en definitiva /| = Sa. Se concluye que Sa es un ideal
izquierdo minimal. Usando un argumento andlogo a este (haciendo ahora B := xvau) se
muestra que aS es un ideal derecho minimal. Por consiguiente S es completamente simple.

]
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Proposicion 8.2.11.
Todo semigrupo simple y completamente regular debe ser completamente simple.

Demostracion. Sea S un semigrupo simple y completamente regular. Mostraremos que bajo
estas hipdtesis todo idempotente de S es minimal: sean a y B idempotentes tales que a < B.
Luego, aB = a = Ba. Por otro lado, puesto que S es simple, entonces S = Saaa$, y
debido a que B € S puede escribirse 8 = paaaq para algunos p, g € S. Hagase u .= pa
y v := aq. No es dificil ver que u = va y v = av. De lo anterior se tiene que f = uav
con ua = u y av = v. Observe que, entonces B = uvav = u(aB)v = (ua)Bv = uBv
e, B = uPBv. Ensequida, y debido a que la prueba se basa en ellas, enlistaremos las
identidades hasta aqui obtenidas

aB =a = Ba (8.2)
B =uav (8.3)
B = uBv (8.4)

Ahora bien, de que S sea completamente reqular se sigue que existen y, 0 € E(S) tales
que u € H, y v € Hs (ver Proposicién 7.3.12). De la identidad (3.18) se obtiene que
yB = y(uav) = (yu)av = uav = B y a la vez B0 = (vav)o = ua(vo) = vav = B.
Por lo tanto y8 = B = B0. De esto ultimo se sigue que yBa = Ba y aBd = ap,
lo que combinado con (3.17) resulta en que ya = a = ad. Por otro lado, sea u~' el
inverso de u en el grupo H, y sea v~ el inverso de v en el grupo Hs. De (3.18) se
deduce que v 'Bv! = u N (uav)v! = (uu)a(vw!) = yad = (ya)d = ad = a, o lo
que es lo mismo u~'Bv~" = a. En cuanto a la igualdad (3.19), de ella se desprende que
uT Bt = v wBv)v! = (uu)B(vw!) = yBO = (yB)d = Bd = B y por lo tanto
u~'Bv=! = B. Asl, tenemos simultdneamente que v 'Bv ! = a y u'Bv ! = By por
consiguiente a = B. Se concluye que todo idempotente de S es minimal. Para deducir que
S es completamente simple solo bastarad con aplicar la Proposicién 8.2.10. [

Proposicion 8.2.12.

St en un semigrupo regular todo idempotente es minimal, entonces el semigrupo debe ser
completamente simple.

Demostracion. Sea S un semigrupo regular en el que cualquiera de sus idempotentes es
minimal. Afirmacién 1: Todo ideal izquierdo (derecho) de S contiene idempotentes. En
efecto, sea / un ideal izquierdo (/ un ideal derecho) y témese a € / (a € J). Puesto que S
es regular, entonces existe x € S tal que a = axa. De ahl que xa € E(S) (ax € E(S)),
pero debido a que @ € / (@ € J) se sigue entonces que xa € / (ax € J). Por consiguiente /
(/) contiene idempotentes. Afirmacidn 2: La interseccién de cualquier ideal izquierdo con
cualquier ideal derecho contiene idempotentes. En efecto, sea / un ideal izquierdo y sea J
un ideal derecho. Tomemos a € / y B € J/ ambos idempotentes y sea x un pseudoinverso
de aB. Entonces g ;= BxaBxa es un idempotente (véase la demostracién de la Proposicidn
/.3.7). St u = BxaBx y v = xaBxa, entonces es claro que g = ua y g = Bv. De ah( que
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gelyge ) Porlotanto g € I'NJ y ast la interseccién /N J contiene idempotentes.
Afirmacion 3: Para cada a € E(S) el ideal Sa es un ideal izquierdo minimal y el ideal oS
es un ideal derecho minimal. En efecto, sean / un ideal izquierdo y J un ideal derecho tales
que | € SayJ C aS. Entonces INJ C Sana$S = M, (véase Observacién 7.1.10). Témese
B € INJidempotente, entonces B € M,, y debido a que M, es un monoide con neutro a ha
de suceder que Ba = B = aB y por lo tanto B < a. As(, como todo idempotente se supone
minimal se sigue que 5 = a. De ahi que a € /N J y en consecuencia Sa C [y aS C /.
Por consiguiente /| = Sa, / = a5 y la afirmacién queda establecida. Afirmacion 4: Para
cada x € S el ideal Sx es un ideal izquierdo minimal y el ideal xS es un ideal derecho
minimal. En efecto, si x € S de la Proposicion 7.3.9 se sigue que existen a, B € E(S) para
los cuales xLa y xRB, o lo que es lo mismo, tales que Sx = Sa y xS = BS. De esto
ultimo y de la afirmacion 3 se sigue lo deseado. Hasta este punto, para establecer que
S es completamente simple solo resta averiguar st S es simple. St podemos exhibir eso
la demostracion quedard completa. Afirmacion 5: S es simple. En efecto, sean a,b € S
arbitrarios. Observar que ab € Sb y ba € Sa. De aht que Sab C Sb y Sba C Sa. Por
lo tanto, de la afirmacién 4 se sigue que Sab = Sb y Sba = Sa. Ast a € Sa = Sha,
b € Sb = Sab y en consecuencia puede escribirse a = xba y b = yab para algunos
x,y € S, de manera que de la Proposicion 7.3.15 se deduce que SaS = SbS y por lo
tanto aJb. Podemos concluir ast que S x S = J y por consiguiente, de la Proposicién
8.2.3 se sigue que S es un semigrupo simple. [l

Observacion 8.2.13.

Recordar que si @ es un idempotente del semigrupo S, entonces la ‘H-clase de a, H,,
coincide con el grupo del idempotente @, el cual es un grupo bajo la misma operacién de S.
Ademas, el elemento neutro de tal grupo es el propio «, de manera que a se comporta como
tal para cualquier elemento de H,. Asl mismo, todo elemento de H, debe tener un inverso
con respecto del neutro a. Mas atin, puesto que un grupo no contiene otro idempotente salvo
su elemento neutro, se sigue que el Unico idempotente que pertenece a H, es el propio a.
Quiza lo anteriormente dicho suene solo a la repeticién de la definicién de grupo, pero lo
que se trata de decir es que st un semigrupo contiene al menos un elemento idempotente,
entonces sin importar las carencias que tal semigrupo tenga, este se comportara localmente
como un grupo. El uso de las virtudes de las H-clases de elementos idempotentes ya se
ha podido observar en la prueba de la Proposicién 8.2.11 y tales atributos se sequirdn
usando en lo posterior e

Hasta ahora se han establecido algunas condiciones que implican que un semigrupo sea
completamente simple, pero (qué propiedades tienen los semigrupos completamente sim-
ples?, jserdn ciertos los reciprocos de las tres proposiciones anteriores? La siguiente pro-
posicion serd de utilidad con el fin de contestar estas preguntas.

Proposicion 8.2.14.

Sea S un semigrupo y suponga que [ es un ideal izquierdo minimal y que J es un ideal
derecho minimal. Entonces
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1. Todo elemento de /N J es regular, y por lo tanto /N J = JI.

2. 1N J contiene idempotentes, mas atin, /N J contiene un solo idempotente el cual debe

ser minimal.

3. Para cada x € [ ocurre que L, = [ = S'x.

4. Para cada y € J ocurre que R, =/ = yS".

5. /N J es un grupo. Mds precisamente / N/ = H, para algun idempotente a.
Demostracién. Afirmacién: Para cada @ € /N J existen x, y € S tales que a’y = a = xa?
y ay = xa. En efecto, tdmese a € [ N J arbitrario. Al ser / y J ideales: izquierdo y
derecho respectivamente, se deduce que a*> € /N J. De ah{ que a*> € | y a*> € J y por
consiguiente Sa? C | y a*S C J. Ahora bien, puesto que / es un ideal izquierdo minimal
y J es un ideal derecho minimal se sigue que Sa’? = | y a’S = /. As{ que a € Sa? y
a € a’S, de manera que puede escribirse @ = xa’ y a = a’y para algunos x,y € S.
De estas igualdades se desprende que ay = (xa’)y = x(a’y) = xa ie, ay = xa. Por
consiguiente la afirmacién queda establecida. 1) y 2) Sea @ € /N J. Entonces de acuerdo
a lo anterior, deben existir x, y € S para los cuales a’y = a = xa’ y ay = xa. As{ que
axa = a(xa) = alay) = a’y = a iL,e a = axa ( por consiguiente todo elemento de /N J
es reqular, y en consecuencia /N J = JI'), de aht que xa € E(S). Ahora bien, observe que
como a € /, entonces xa € /, y también como a € J, entonces ay € J, pero ay = xa. Por
consiguiente xa es un idempotente que pertenece a / N J. Se concluye que /N J contiene
idempotentes. Afirmacion: St o es un idempotente tal que o € /N J, entonces I NJ = M,.
En efecto, st @ € /N J, entonces a € Iy a € J y por lo tanto Sa C [ y aS C J. De aht
que Sa =1y aS =/ Ast que SanaS=1N]J, o lo que es lo mismo /N J = M, (véase
Observacién 7.1.10). Suponga que a y B son idempotentes que pertenecen a / N J. De la
anterior afirmacién se sigue que M, = I'NJ/ = Mg y por lo tanto M, = Mpg. De aht que
a € MgypB e M,,ypuesto que M, y Mg son monoides con neutros a y B respectivamente,
se deduce que aff = a y a la vez af = B. Por consiquiente a = B y ast puede concluirse
que / N J contiene exactamente un idempotente, digamos a. Debido a que a es el Unico
tdempotente que pertenece a / N J = M, se sigue entonces que M, N E(S) = {a}, de
manera que la Proposicién 7.1.9 permite concluir que a es un idempotente minimal. 4) Sea
y € J arbitrario. Entonces yS' C J y por lo tanto yS' = J. Ahora bien, para cada b € R,
sucede que b € bS' = yS' = J, de donde se ve que todo elemento de R, pertenece a / y
por consiguiente R, C J. Por otro lado si b € J, entonces bS' C J y ast bS' = J = yS'.
De ah{ que b € R, y en consecuencia / C R,. En definitiva R, = / = yS" siempre que
y € J. La prueba de 3) es similar a esta y se omite. 5) Sea « el tnico idempotente de /N /.
Entonces de 3) y 4) se sigue que | = L,y J = R,, de manera que INJ = L,NR, = H,. [

Proposicion 8.2.15.

Sea S un semigrupo completamente simple y sean / un ideal izquierdo minimal y J un
ideal derecho minimal. Entonces:
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1.S=1H,) con INJ=Hy, = ]Iy a idempotente minimal.

2.Sta,cel g heH,yb,de Json tales que agh = chd, entonces aS = ¢S y
Sb = 5d.

3. S es completamente reqular.

4. Para cada x € S, Sx es ideal izquierdo minimal y xS es ideal derecho minimal.

Demostracion. Suponga que S es un semigrupo completamente simple. Luego, S debe
contener ideales minimales izquierdo y derecho. Sea / un ideal izquierdo minimal y sea J
un ideal derecho minimal. De la Proposicién 8.2.14 puede concluirse que JI =1NJ = H,
para algin a idempotente minimal. Como o € /N J de la Proposicidn 8.2.14 se desprende
que | = Say / = aS. Asl si x € [, entonces x = ta para algin t € S, de manera
que xa = ta’ = a = x ie, para cada x € | se satisface que x = xa. De manera
andloga se verifica que y = ay para cada y € J. Ahora bien, como S es simple y debido
a que [H,J es un ideal bildtero se sigue que S = [H,J. Asi, todo elemento de S es
de la forma agb para algunos a € [, g € H, y b € J. Con respecto a que H, es un
grupo, para cada g € H, denotemos por g~ al inverso de g en el grupo H,. As{, de
que JI = H, se ve que st a € | y b € J, entonces ba € J| = H, de forma que puede
considerarse a su inverso (ba)~'. En particular, si @ € | y b € J, entonces aa y ba
deben ser ambos miembros del grupo H,. Para a € [ se tiene que (aa) '(aa) = a, pero
puesto que « es el neutro de H, y (aa)~! € H,, entonces (aa)'a = (aa)~", de donde
a = (aa) " aa) = [(aa)"ala = (aa)~"a ie, para cada a € I, (aa)"'a = a. De manera
andloga, se sigue que para cada b € J, b(ba)~" = a. Afirmacién : St a,c € /, g, h e H,
y b, d € J son tales que agh = chd, entonces aS' = ¢S' y S'h = S'd. En efecto

agb = chd
== agb(ba)™" = chd(ba)™
- aga = chd(ba)™
= ag = chd(ba)™
- agg~' = chd(ba) g™
== aa = chd(ba) g™
— a = chd(ba) g™
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mientras que

agb = chd
— agb(da)™" = chd(da)™
= agb(da)™" = cha
— agb(da)™" = ch
= agb(da)™'h™" = chh™
- agb(da)'h™" = ca
- agb(da) 'h™' = ¢

Asi, de la Proposicién 7.2.7 se concluye que aS' = ¢S'. De manera similar se muestra que
S'h = S'd. Por otra parte, para cada a € /| y para cada b € J se tiene que a(ba)~'b es
idempotente, pues [a(ba)~'b]a(ba)~"b] = a(ba)~|(ba)(ba)~']b = a(ba)'ab = a(ba)~'b.
Témese x € S arbitrario. Entonces puede escribirse x = agb para algunos a € /, g € H,
y b €/ Seay:=a(ba)"'g "(ba)"'h. Entonces

xy = (agb)la(ba) 'g""(ba) 'b)
— ag(ba)(ba) g ~'(ba) b

= agag '(ba)”'b
= agqg '(ba)"'b
= aa(ba)™'b
— a(ba)™'b
Y

yx =[a(ba)"'g~"(ba)"'bl(agb)
= a(ba)'g'(ba)""(ba)gb
= a(ba)"'g"agh
= a(ba)'g 'gb
— a(ba) 'ab
= a(ba)™'b

Por consiguiente xy = yx y asi y conmuta con x. Mds aun

Xyx = (xy)x

= [a(ba)"'b)(agb)
= a(ba)~'(ba)gb
= aagb

= agb

=X
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De aht que y es un pseudoinverso conmutativo de x. De que x € S fue elegido arbitraria-
mente puede concluirse que S es completamente regular. De esto ultimo y de acuerdo con
la Observacion 7.3.6 las equivalencias de Green para S toman la forma:

alb &< Sa = 5Sb
dRb & aS =bS
aJb & SaS = SbS

Afirmacion: Para cada @ € / y para cada b € J, a$S es un ideal derecho minimal y Sb es
un ideal izquierdo minimal. En efecto, sea @ € / y suponga que /" es un ideal derecho tal
que I C aS. Tomese x € I". Entonces xS C I’ y x = at para algtin t € S. Ahora bien,
como S = /H,J, entonces t = chb para algunos c € I, h € H,, y b € J, de manera que
x = at = (aa)(chb) = d[(ac)h]b, pero ac € JI = H,, ast que g = (ac)h € H, y por
consiguiente x = agb cona €/, g € H, y b € J. Observe que

xla(ba)"'g™"] = (agb)la(ba)~'g]
= ag(ba)(ba)~'g""
= agagf1

—1

= agg
=aa

=4da

Por lo tanto a es de la forma xs con s € S. De ello se sigue que @ € xS y en consecuencia
aS C xS C /' Por consiguiente aS C I' y en definitiva I' = aS. Se concluye que aS
es un ideal derecho minimal. Con una técnica totalmente andloga a esta y haciendo las
modificaciones pertinentes se exhibe que si b € J, entonces Sb es un ideal izquierdo
minimal. A partir de esto puede mostrarse que para cada x € S, Sx es un ideal izquierdo
minimal y xS es un ideal derecho minimal. En efecto, témese x &€ S arbitrario. Entonces
x = agb para alqunos a € I, g € H, y b € J. De ahi que x € aS y x € Sb, de donde
xS C aS y Sx C Sh. Ast que de la afirmacién anterior se sigue que Sx = Sb y xS = a$S
y por consiguiente Sx es ideal izquierdo minimal y xS es ideal derecho minimal. O]

Corolario 8.2.16.

St S es un semigrupo completamente simple, entonces:

1. Para cada x, y € S se tiene que SxNyS es un grupo. Mds precisamente SxNyS =
H, para algun o idempotente minimal.

2.D=SxS.

3. Todo idempotente de S debe ser minimal.
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Demostracion. Sean x,y € S. De acuerdo con la Proposicién 8.2.15 [ := Sx es un ideal
izquierdo minimal y J := yS es un ideal derecho minimal. Asi que de la Proposicion 8.2.14
se sigue que SxNyS = H, para algun idempotente minimal a. Mds aun, de la Proposicién
8.2.14 se sigue que L, = Sx y R, = yS, de donde L, N R, = SxNyS = H, # 0. Témese
u € L,NR,. Entonces yRu y uLlx, o lo que es lo mismo yDx. De ahi que D = S x S.
Finalmente, para cada o € E(S) se tiene que M, = SanaS =L, N R, = H,, de donde
My N E(S) = Hy, N E(S) = {a}. Por consiquiente, de la Proposicién 7.1.9 se deduce que
cada idempotente de S es minimal. [

La Proposicion 8.2.15 y el Corolario 8.2.16 permiten concluir que los reciprocos de las
Proposiciones 8.2.10, 8.2.11 y 8.2.12 son todos verdaderos. Asi(, se tiene lo siguiente.

Teorema. 8.2.17.

Los siguientes enunciados son equivalentes para un semigrupo S.
1. S es completamente simple.
2. S es simple y contiene al menos un idempotente minimal.
3. S es simple y completamente regular.

4. S es reqgular y todo idempotente es minimal e

Sea S un semigrupo completamente simple. De acuerdo con la Proposicion 8215 S es
también completamente reqular. Asi, de acuerdo con la Observacién 7.3.13 la coleccién

F = {H,|a € E(S)}

constituye una particidén de S. Sin embargo, en este caso, todos los miembros de F tienen
el mismo tamafio como se establece adelante.

Proposicion 8.2.18.

St S es un semigrupo completamente simple, entonces para cada a, 8 € E(S) los grupos
H, y Hpg son equipotentes.

Demostracion. Antes que nada observe primero que si y es idempotente, entonces H, =
L,NR, = SynyS = {yxy|x € S} (véanse las Proposiciones 8214 y 8.2.15 y la
Observacién 7.1.10). Ahora, sean a, 8 € E(S) y tdmense u € SaNBSyv € aSN S
arbitrarios. Entonces, de acuerdo al inciso 4 de la Proposicién 8.2.15 y a los incisos 3 y 4
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de la Proposiciéon 8.2.14 debe suceder que Sa = Su, aS =vS, BS = uS y SB = Sv. De
estas iqualdades se desprende que

a=au (8.5)
u=ba (8.6)
a=vp (87)
v=aq (8.8)
u=pBc (8.9)
v=rp (8.10)

para algunos a, b, ¢, p, g, r € S. Ahora bien, de las igualdades (3.21),(3.23), (3.24) y (3.25)
se sigue que

ua =u (8.11)
av =v (8.12)
Bu=u (8.13)
vB =v (8.14)
Observar que si g € H,, entonces ugv = (Bu)g(vB) = B(ugv)B € Hg. Por lo tanto tiene
sentido considerar a la funcién f : H, — Hp definida por f(g) := ugv. Afirmacioén:

f es biyectiva. En efecto, suponga que g, h € H, son tales que f(g) = f(h). Entonces
ugv = uhv de manera que a(ugv)p = a(uhv)p, de donde (au)g(vp) = (au)h(vp). De esta
ultima iqualdad y de (3.20) y (3.22) se sigue que aga = aha y en consecuencia g = h.
Por consiguiente f es inyectiva. Por otra parte, de que S = uS y SB = Sv se desprende
que Hg = BSNSB = uS N Sv = (uS)(Sv). Asl st t € Hp, entonces t = uxv para
algun x € S, pero de acuerdo a (3.20) y (3.27), t = (ua)x(av) = u(axa)v con axa € H,.
Por consiguiente t = f(axa) y en consecuencia f es sobreyectiva. En definitiva f es una
biyeccidn. ]

Una caracteristica sobresaliente de la demostracién anterior es que construye una funcion
biyectiva a partir de dos elementos elegidos arbitrariamente. Mds precisamente, si u &€
SanNBSyveaSnSH entonces la funcién f : H, — Hpg definida por f(g) := ugv es
una biyeccién. Por otro lado, resulta que las H-clases de elementos idempotentes en un
semigrupo completamente simple no solo son equipotentes, sino que también son isomorfas
entre st como grupos. Para demostrar este hecho nos apoyaremos del siguiente resultado.

Proposicion 8.2.19.

Sea S un semigrupo completamente simple. St a, B € E(S), entonces para cada u &
SanpBS existe ve aSNSPtal que vu = a yuv =p.

Demostracion. Sea u € Sa N BS. Puesto que Sa y BS son ideales izquierdo y derecho
minimales, se sigue que Su = Sa y uS = BS. De ahtl que existen x,y, z, w € S para los
cuales
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u=xa (8.15)
a=yu (8.16)
u=pBz (8.17)
B=uw (8.18)

De (3.30) se sigue que ua = xa’ = xa = u, lo que combinado con (3.31) resulta en que

u = uyu. Por otra parte, de (3.32) se sigue que Bu = B°z = Bz = u, lo que en conjunto
con (3.33) da como resultado que v = uwu. Sea v ;= yuw. Observe que de acuerdo a
(3.31) puede escribirse v = aw, mientras que de acuerdo a (3.33), v = yp. Por consiguiente
v e aSNSE. Finalmente,

uv = u(yuw)
= (uyu)w
=uw

8

vu = (yuw)u
— y(uwu)
— yu
=a

Corolario 8.2.20.

St S es un semigrupo completamente simple, entonces para cada a, B € E(S) se tiene que
H, = Hp.

Demostracion. Elijase u € Sa N BS. Entonces debe existir v & aS N SB para el cual
vu = a. De acuerdo a la demostracién de la Proposicién 8.2.18 la funciéon f : H, — Hpg
dada por f(g) := ugv debe ser biyectiva. Mds aun, se tiene que para cada g, h € H,

Hg)f(h) = (ugv)(uhv)
= ug(vu)hv
= ugahv
= ughv
— f(gh)

Por consiguiente f es un isomorfismo de grupos y el resultado se sigue. ]
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8.3. Teorema de Lagrange para semigrupos

Recordar que un Teorema de Lagrange sobre grupos finitos afirma que el orden de todo
subgrupo de un grupo finito es un divisor del orden del grupo. Los semigrupos finitos y
completamente simples también cuentan con tal atributo. Antes de formalizar esto ultimo,
se revisa una propiedad mas de las H-clases de elementos idempotentes.

Proposicion 8.3.1.

Sea S un semigrupo y H € S. Suponga que H es un grupo bajo la misma operacién de S
y sea a el elemento neutro de H. Entonces H C H,.

Demostracién. Se tiene que H, = {x € M,|xx" = a = x'x para algtin x’ € S} (Véase
Proposicién 7.1.8). Ahora bien, debido a que H es un grupo con neutro a, entonces para
cada x € H debe suceder que xa = x = ax y xx’ = a = x'x para algin x’ € H. De esto
se sigue que H C H,. [

As(, st a es un idempotente del semigrupo S, entonces H, es el grupo mas grande que
contiene a a en el sentido de que cualquier subgrupo de S que tenga a a como elemento
debe estar contenido en H,.

Teorema. 8.3.2. De Lagrange para semigrupos.
Sea S un semigrupo finito y completamente simple. Entonces
1. Para cada a € E(S), |S| = |H.||E(S)].

2. St H C S es un grupo bajo la misma operacién de S entonces |H| es un divisor de

|S]

Demostracion. 1) Segun la Proposicién 8.2.18 todas las H-clases de elementos idempo-
tentes deben tener el mismo nimero de elementos, digamos k. Asi, k = |H,| para cada
a € E(S). Ahora bien, puesto que todo semigrupo completamente simple es completamente
regular, entonces la coleccion F := {H, | o € E(S)} es una particién de S, de manera que

puede escribirse S = (] H,. De ahl que
acE(S)

5] =

U "

acE(S)

= ) |Hdl

acE(S)

:Zk

acE(S)
= k|E(S)]

Por consiqguiente para cada a € E(S), |S| = |H4||E(S)].
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2) Suponga que H C S es un grupo bajo la misma operacién de S y sea a el neutro de H.
Entonces H C H,. En particular H es un subgrupo de H,, de manera que por el terorema
de Lagrange |H| debe ser un divisor de |H,|, pero de acuerdo a 1) |H,| es un divisor de
|S|. Por consiguiente |H| es un divisor de |S|. O

8.4. Un teorema de Rees

Después de haber revisado ya cierta cantidad de informacién sobre semigrupos completa-
mente simples, es de notar que solo se ha dado un ejemplo de ellos, a saber, los semigrupos
matriz de Rees sobre un grupo. Resulta interesante el hecho de que, salvo isomorfismo,
este es el Unico ejemplo que puede darse. Mas precisamente, se tiene que todo semigrupo
completamente simple debe ser isomorfo a algiin semigrupo de la forma M(G, A, B, P).
Este interesante resultado es atribuido al matematico D. Rees. La prueba que en este tra-
bajo se presenta estd basada en los resultados anteriores y consiste en hallar un grupo,
dos conjuntos adecuados y una funcién entre estos, de tal suerte que el semigrupo matriz
de Rees que se obtiene sea isomorfo al semigrupo dado. Ahora bien, a partir de un semi-
grupo completamente simple, /cdmo hallamos un grupo que tenga algo que ver con él?. La
respuesta es sencilla: tomaremos un ideal izquierdo minimal, un ideal derecho minimal y
después consideraremos su interseccidn, que por resultados anteriores debe ser un grupo.
En sequida, tomaremos al elemento neutro de este grupo y dejaremos fijos a nuestro par
de ideales y al elemento neutro que denotaremos por a. Una vez que ya tenemos al grupo
que tiene que ver con el semigrupo dado, queda hallar un par de conjuntos y una funcién
que relacione a nuestros ingredientes. De nuevo, este par de conjuntos serd obtenido a
partir de los ideales que hemos tomado. Resulta que lo mejor para definir a tales conjuntos
es la de hacer que cada uno de sus miembros sea un idempotente, pues aprovecharemos el
hecho de que todo grupo solo cuenta con un elemento idempotente, a saber, su elemento
neutro. Lo que haremos serd considerar a los conjuntos de la forma SaNBS y aSN S
( que por resultados anteriores deben ser grupos ) y haremos correr a S sobre el conjunto
de idempotentes E(S). Después, seleccionaremos a cada uno de los elementos neutros de
estos grupos y a partir de ellos es que definiremos a los conjuntos requeridos. Finalmente,
definiremos una funcidn adecuada que relacione a lo anterior y construiremos un isomorfis-
mo entre nuestro semigrupo completamente simple y el semigrupo matriz de Rees obtenido
con todos estos ingredientes.

Teorema. 8.4.1. Teorema de Rees.

Todo semigrupo completamente simple es isomorfo a algin semigrupo matriz de Rees sobre
un grupo.

Demostracion. Suponga que S es un semigrupo completamente simple y sean / un ideal
izquierdo minimal y J un ideal derecho minimal. De acuerdo a la Proposicién 8.2.15 debe
suceder que /N J = H, = JI con a un idempotente. Ademds, se tiene que | = Sa y
J = aS. Dejemos fijos a los ideales [ y J y también al idempotente a. Ahora bien, para
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cada B € E(S) considere a los conjuntos Sa N BS y aS N SB que segun el Corolario
8.2.16 deben ser grupos. Para cada B € E(S) sea ug el elemento neutro de Sa N BS y
sea vg el elemento neutro de aS N SB. Se definen los siguientes conjuntos:

A={ug|BE E(S)} y B:={w|BecE(5)}

Observe que por definicién, cada elemento de A es un idempotente que pertenece al ideal
| = Sa y cada elemento de B es un idempotente que pertenece al ideal / = aS. Debido
a esto y a que H, = JI es que tiene sentido considerar a la funcién P : B x A — H,
definida por P(vg, us) := vgus. Afirmacion: S = M(H,, A, B,P). En efecto, considere a
la funcién ¢ : M(H,, A, B,P) — S definida por ¢(ug, g, v5) :== uggvs. Veamos que ¢
es inyectiva: st (ug, g, vs) Yy (ug, h, vs) son tales que ¢(ug, g, vs) = @(ug, h, vs) entonces
uggvs = ughvg. Asi, del inciso 2 de la Proposicién 8.2.15 se sigue que ugS = ugS y
Svs = Svy. Por otro lado, puesto que ug es por definicidn el elemento neutro de SaNBS,
se sigue que en particular ug € BS y por consiguiente ugS = BS. De la misma forma
se concluye que ugS = B'S. Ahora bien, puesto que por definicién v; es el elemento
neutro de aS N S0 se sigue en particular que vs € S0 y en consecuencia Svy = S90.
Del mismo modo se verifica que Svy = S0’. De las igualdades anteriores se deduce que
SanNBS =SanugS = SaNugS = Sanp'S ytambién aSN Sd = aSN Svs =
aSNSvy = aSN SO’ De aht que ug y ug son neutros del grupo SaNBS = Sanp’'Sy
V5, vy son neutros del grupo aS N Sd = aS N So'. Por consiguiente ug = ug y vs = vy.
Ast, la igualdad uggvs = ughvy toma la forma uggvs = ughvs. Ahora bien, puesto que
A C |y B C Jaunado a que /I = H, se tiene entonces que aug y vsa pertenecen ambos al
grupo H,. Denotemos por (aug)™' y (vsa)~" a los inversos de aug y vsa, respectivamente,
en el grupo H,. Entonces

uggvs = ughvs

= a(uggvs)a = a(ughvs)a

= (aug)g(vsa) = (aug)h(vsa)

— (aug) ™ (aug)glvsa)(vsa)™" = (aug) " (aug)hlvsa)(vsa)”
== aga = aha

== g=n~h

Por consiguiente (ug, g, vs) = (ug,h,vy) y ast ¢ debe ser inyectiva. Veamos que ¢ es
sobreyectiva: como S es también completamente reqular (ver Proposicién 8.2.15), entonces

puede escribirse S = | J Hjg. Asi, para x € S arbitrario, existe B € E(S) tal que x € Hj.
B<E(S)

De acuerdo a la prueba de la Proposicién 8.2.18 la funcién f : H, — Hp dada por

f(g) :== uggvg es una biyeccién. De ahl que x = uggvg para algin g € H, y por lo

tanto x = ¢(ug, g, vg). Se concluye que ¢ debe ser sobreyectiva y por consiguiente una
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biyeccidn. Finalmente, veamos que ¢ es un morfismo de semigrupos:

Pllup, g, vo)lug, h, )] = Plug, gP(vs, up)h, viy)
= ¢(ug, g(vsup)h, ve)
= ugg(vsug)hvy
= (uggvs)(ughvy)
= @up, g, vs)Pup. h, vi)

Asi, ¢ es un isomorfismo de semigrupos y por consiguiente S = M(H,, A, B, P). O

Observe que de acuerdo a las Proposiciones 8.2.6 y 8.2.7 el reciproco de este teorema
también se verifica. Recolectamos todos los resultados sobre semigrupos completamene
simples como sique:

Teorema. 8.4.2.
Los siguientes enunciados son equivalentes para un semigrupo S:
1. S es completamente simple.

2. S es simple y contiene al menos un idempotente minimal.

W

. S es simple y completamente reqular.

A

. S es reqular y cualquiera de sus idempotentes es minimal.

5. S es isomorfo a algtin semigrupo de la forma M(G, A, B, P)
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Capitulo 9

Otras clases importantes de semigrupos

9.1. Semigrupos ortodoxos

No siempre el producto de dos idempotentes es un idempotente. En efecto, 2) (1) y
10 : T 1y (1 0 2 0 :
(1 O) son idempotentes de M;(R) pero (O 0) (1 O) = (O O) no lo es. Si sucede

que en un semigrupo reqular el producto de cualesquiera dos idempotentes es de nuevo
un idempotente, entonces a tal semigrupo se le concede un nombre especial.

Definicion 9.1.1.

Decimos que el semigrupo S es un semigrupo ortodoxo si

= S es reqular.

= £(S) es un subsemigrupo de S e

Ejemplo 9.1.2.

Toda banda rectangular es un semigrupo ortodoxo, pues en esta clase de semigrupos
reqgulares cualquiera de sus elementos es un idempotente. Adicionalmente, todo grupo es
un semigrupo ortodoxo. Un ejemplo de un semigrupo ortodoxo que no es banda rectanqular
ni grupo es el monoide biciclico (ver Definicidon 10.0.2 y Proposicién 10.0.4) e

Proposicion 9.1.3.
Los siguientes enunciados son equivalentes para un semigrupo regular S:
1. S es ortodoxo.
2. Paracadax,y e S
xeVx) y y e V() = yx € V(xy) (véase Definicion 7.3.1).

156
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3. Para cada a € E(S), V(a) C E(S).

Demostracion. 1) = 2) Sean x,y € S y témense x’ € V(x) y y" € V(y). Entonces tienen
lugar las siguientes igualdades:

xx'x = x (9.1)
xX'xx" = x' (9.2)
yy'y =y (9.3)
y'yy' =y’ (9.4)

De las iqualdades (3.34) y (3.36) se sigue que x'x y yy’ son idempotentes. Por consiguiente
x'xyy" y yy'x’x deben ser también idempotentes. Ahora bien, observe que

xy = (xx'x)(yy'y)
= x(X'xyy’)y
= x(X'xyy'x'xyy’)y
= (x'x)yy’x'x(yy'y)
= (xy)(y'x)(xy)

y ademds

/ )(X/XX/)

y'xx)x’
yy'x'xyy'x'x)x’
y'yy X' xyy'(x'xx')
X)(xy)(y'x’)

=(y'y
=y'ly
=y
_
= ('

Por consiguiente y’x” € V(xy).

2) = 3) Sea a € E(S) y témese x € V(a). Entonces x = xax. Ahora bien, de la hipdtesis

se sigue que x> € V(a?) = V(a) y por lo tanto ax’a = a. Asl que x* = (xax)(xax) =

xax?ax = xax = x. De ah{ que x € £(S) y por consiguiente V(a) C E(S).

3) = 1) Sean a, B € E(S). Puesto que S es regular de la Proposicion 7.3.7 se sigue que
existe g € E(S) tal que ga =g = Bg y agB = ap. Ast que

gaBg = (ga)(Bg)
=gg
= 92
=g
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aBgaB = a(Bg)ap
= agaf
= a(ga)B
= agp
= af

Por consiguiente af & V/(g). Ahora bien, por hipétesis debe suceder que V(g) C E(S).
En consecuencia aB € E(S) y ast E(S) es subsemigrupo de S. Por consiguiente S es
ortodoxo.

]

Hagamos una digresidn para revisar los siguientes resultados con respecto al producto
directo de dos semigrupos (ver Definicidon 5.1.1).

Proposicion 9.1.4.
Sean S y T semigrupos. Entonces
1. E(SxT)=E(S)x E(T).
2. Sx T esregularsi Sy T lo son.
3. S x T esortodoxo st Sy T lo son.
4. S x T es completamente simple st S y T lo son.

Demostracion. 1) Sea (s, t) € E(S x T). Entonces (s, t)(s, t) = (s, t), de donde (s, t?) =
(s, t) y en consecuencia s> = s y t* = t. De ahi que (s, t) € E(S) x E(T) y por lo tanto
E(SxT)C E(S)xE(T). Témese ahora (s, t) € E(S)x E(T). Entonces (s, t)(s, t) = (s*, %) =
(s, t). De aht que (s, t) € E(Sx T)y por consiguiente E(S)x E(T) C E(Sx T). En definitiva
E(SxT)=E(S)x E(T).2) Suponga que S y T son semigrupos requlares y sea (s, t) €
S x T arbitrario. Para s existe x € S tal que s = sxs y para t existe y € T tal que t = tyt.
Asl, (s, t)(x, y)(s, t) = (sx, ty)(s, t) = (sxs, tyt) = (s, t). Por consiguiente S x T es regular.
3) Suponga que S y T son semigrupos ortodoxos. Entonces S y T deben ser reqgulares y
por consiguiente S x T es reqular. Tomense (s, t), (x, y) € E(S x T). Del inciso 1) se sigue
que s,x € E(S) y t,y € E(T). Asi, puesto que S y T son ortodoxos debe suceder que
sx € E(S) y ty € E(T). Por consiguiente (s, t)(x, y) = (sx, ty) € E(S)x E(T)=E(SxT)
y ast S x T es ortodoxo. 4) Suponga que S y T son semigrupos completamente simples.
En particular S y T deben ser requlares y por consiguiente S x T es también regular.
Ahora bien, sean (s, t), (x,y) € E(Sx T) = E(S) x E(T) tales que (s, t) < (x, y). Entonces
(s, t)(x, y) = (s, t) = (x, y)(s, t) y por consiguiente (sx, ty) = (s, t) = (xs, yt). De ah( que
sx =s=xsyty=t=uyt oloqueeslomismos < xyt<y. De esto lltimo y de
que todos los idempotentes de S y T son minimales se deduce que s = x y t = y. Asi,
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(s, t) = (x,y) y por lo tanto todo idempotente de S x T es minimal. La Proposicién 8.2.12
permite concluir que S x T es completamente simple.
N

A continuacion se introduce a otra clase de semigrupos.
Definicion 9.1.5.

Se dice que el semigrupo S es un grupo rectangular st S es isomorfo a alglin semigrupo
de la forma G x B donde G es un grupo y B una banda rectangular e

Observe que como todo grupo y toda banda rectangular son ortodoxos y completamente
simples, entonces de la proposicion anterior se sigue que todo grupo rectangular es ortodoxo
y completamente simple. De hecho veremos adelante que el reciproco también se verifica.

Proposicion 9.1.6.

Todo semigrupo ortodoxo y completamente simple debe ser un grupo rectangular.

Demostracion. Sea S un semigrupo ortodoxo y completamente simple. Suponga que / es un
ideal izquierdo minimal y que J es un ideal derecho minimal. Entonces INJ = H, = JI para
alguin idempotente a. Considere a la funcién P : B x A — H, dada por P(vg, us) := vgus
siendo A y B definidos como en la prueba del Teorema 8.4.1. Ahora bien, como todos
los elementos de A y B son idempotentes, entonces de que S es ortodoxo se sigue que
para cada us € A y cada vg € B el elemento P(vg, us) := vgus es un idempotente del
grupo H,. En consecuencia P(vg, us) = a. Por otra parte, de la prueba del Teorema 8.4.1
se tiene que S = M(H,,A B,P) .= A x H, x B. Considere a la banda rectangular
A x B con operacién binaria dada por (ug, vs)(ug, vs) :== (ug, vs) (véase el primero de los
Ejemplos 6.0.2). Afirmaciéon: M(H,, A, B, P) = H, x (A x B). En efecto, sea la funcién
f: M(Hq A B,P) — H, x (A x B) definida por f(ug, g, vs) := (g, (ug, v5)). No es dificil
ver que f es una funcién biyectiva. Mds aun,

flug, g, vs)f(up, h,vs) = (g, (ug, vs))(h, (ug v))
= (gh, (ug, vs)(ug, ve))
= (gh, (up, vs))

mientras que

fl(ug, g, vs)(ug, h, ve)] = f(ug, gP(vs, ug)h, vey)
= f(ug, gah, vy)

= f(ug, gh, vy)

= (gh, (ug, ve))

Por lo tanto f es un isomorfismo de semigrupos y M(H,, A, B, P) = H, x (A x B). De esto
ultimo se deduce que S = H, x (A x B) y el resultado se sigue. O
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Asl{, ortodoxo y completamente simple equivale a grupo rectangular.

9.2. Semigrupos inversos

Recordar que una banda (ver Definicidn 7.1.3) es un semigrupo en el que cualquiera de
sus elementos es idempotente. Ahora bien, suponga que S es una banda conmutativa ie,
una banda en la que cualesquiera dos elementos conmutan. Sobre S se define la siguiente
relacion:

a<b&eab=a

Observe que < es reflexiva, pues para cada @ € S, a° = a. Ademds, si a < by b < a
entonces ab = a y ba = b, lo que combinado con que S es conmutativo resulta en que
a = b y por consiguiente < es antisimétrica. Por otra parte, st @ < b y b < ¢ entonces
ab = ay bc = b. De ahl que ac = (ab)c = a(bc) = ab = a y por lo tanto a < c.
As( que < es transitiva y por consiguiente una relacion de orden parcial. Sean a,b € S.
Entonces ab < a y ab < b, pues (ab)a = (ba)a = ba’* = ba = ab y (ab)b = ab’ = ab.
Por consiguiente ab es cota inferior de {a, b}. Mds aun, si ¢ es cualquier cota inferior de
{a, b} entonces ¢ < a y ¢ < b, de donde ca = c y cb = ¢. Ast que cab = cb = c y
entonces ¢ < ab. Puede concluirse que ab = inf{a, b} y por consiguiente (S, <) es una
semireticula inferior (ver Definicion 1.3.12). E inversamente, sea (X, <) una semireticula
inferior. Sobre X se define la siguiente operacién binaria:

ab:=aANDb

Entonces, de la Proposicion 1.3.13 se sigue que X junto con tal operacién binaria dan
lugar a una banda conmutativa. Se puede concluir que toda banda conmutativa induce
una semireticula inferior y que toda semireticula inferior induce una banda conmutativa.
De manera similar y haciendo las modificaciones pertinentes, se exhibe que toda banda
conmutativa induce una semireticula superior y que toda semireticula superior induce una
banda conmutativa. Es debido a esto que se usard la palabra semireticula como sindnimo de
banda conmutativa. Una vez realizada esta discusion se introduce a los llamados semigrupos
inversos.

Definicion 9.2.1.

Se dice que el semigrupo S es un semigrupo inverso si para cada a € S el conjunto V/(a)
(véase Definicidn 7.3.1) tiene exactamente un elemento e

Puesto que todo inverso (en el sentido de la Definicién 7.3.1) es en particular un pseudo-
inverso, se tiene entonces que por definicidn, todo semigrupo inverso debe ser también un
semigrupo regular.
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Ejemplo 9.2.2.

Todo grupo es un semigrupo inverso. En efecto, sea G un grupo. Puesto que G es en
particular un monoide, entonces de acuerdo a la Observacién 7.3.2, inverso en el sentido
de la Definicidn 3.2.9 implica inverso en el sentido de la Definicién 7.3.1. Y viceversa, sea
y € G un inverso de x € G en el sentido de la Definicién 7.3.1. Entonces xyx = x. Ahora
bien, sea x~! el inverso de x en el sentido de la Definicién 3.29. Se tiene que

XUX = X
1 1
— xxyxxh = x"Txx
— eye = ex”
—_— y = X_1

Por consiguiente, inverso en el sentido de la Definicion 7.3.1 implica inverso en el sentido
de la Definiciéon 3.2.9. Se concluye que en todo grupo, inverso en el sentido de la Definicién
3.2.9 equivale a inverso en el sentido de la Definicién 7.3.1. De esto ultimo, y de que todo
elemento de un grupo tiene un unico inverso en el sentido de la Definicién 3.2.9 se deduce
que todo grupo es un semigrupo inverso e

A continuacidn, se establecen algunas formas equivalentes de definir a un semigrupo in-
verso.

Proposicion 9.2.3.
Los siguientes enunciados son equivalentes para un semigrupo S:

1. S es reqular y E(S) es una semireticula (subsemigrupo conmutativo de S).
2. Para cada x € S existen Unicos a, B € E(S) tales que xLa y xRB.

3. S es un semigrupo inverso.

Demostracion. 1) = 2) Sea x € S. Como S es regular, entonces de la Proposicidn
/.39 se sigue que existen a,B € E(S) tales que xLa y xXRB. Suponga ahora que o’
es otro idempotente para el cual xLa’. Entonces aLa’, de manera que Sa = Sa’ y por
lo tanto a = sa’ y @ = ta para algunos s,t € S. De estas igualdades se sigue que
ad’ = a y a’a = &' Ahora bien, como E(S) es una semireticula, entonces cualesquiera
dos idempotentes conmutan. En particular aa’ = o’a y por consiguiente a = o’. Asi, a es
el Unico idempotente para el cual xLa. De manera andloga se exhibe que S es el Unico
idempotente tal que xRp.

2) = 3) Sea a € S arbitrario y tdmense x, y € V(a). Entonces tienen lugar las siquientes
igualdades:

axa =a (9.5)
Xax = x (9.6)
aya = a (9.7)
yay =y (9.8)
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De estas igualdades junto con la Proposicion 7.2.7 se deduce que xa, ax, ya, y ay son
idempotentes tales que aLxa, aLya, aRax y aRay. Por consiguiente, de la hipdtesis
se sigue que xa = ya y ax = ay. De esto se desprende que x = xax = yax y
y = yay = yax. Por consiguiente x = y y ast a € S tiene un Unico inverso. Se
concluye que S es un semigrupo inverso.

3) = 1) SU S es un semigrupo inverso entonces, en particular, también debe ser reqular.
Afirmacion: Para cada y € E£(S) se tiene que V(y) = {y}. En efecto st y € E(S), entonces
yyYy = vy y por lo tanto y € V(y). Asi, de que S es inverso se deduce que V(y) = {y}.
De esto ultimo y de la Proposicidon 9.1.3 se sigue que S debe ser ortodoxo i,e, £(S) es un
subsemigrupo de S. Para exhibir que E(S) es una semireticula solo resta entonces mostrar
que cualesquiera dos idempotentes de S conmutan: si a y B son idempotentes, entonces
aB y Ba también son idempotentes. Mds aln, (aB)(Ba)(aB) = aB*a’B = aBaB = aB y
a la vez (Ba)(aB)(Ba) = Ba’B?a = BaBa = Ba. De ahi que Ba € V(aB) = {aB} y por

consiguiente af = Ba. l

Observe que de esta proposicion se sigue que todo semigrupo inverso debe ser ortodoxo. Por
otra parte, anteriormente se vio que grupo rectangular equivale a semigrupo completamente
simple y ortodoxo. Ahora bien, (qué se obtendrd de un semigrupo completamente simple e
inverso?.

Proposicion 9.2.4.
El semigrupo S es un grupo si y sélo st S es completamente simple e inverso.

Demostracion. <=) Suponga que S es un semigrupo completamente simple e inverso y sea
a € E(S) arbitrario. Afirmacion: £(S) = {a}. En efecto, sea B € E(S). Debido a que S es
inverso, entonces E£(S) es una semireticula. De aht que af = Ba € E(S). Ahora bien como
S es completamente simple, entonces H, = SaNaS. Observe que aff = Ba € SanasS =
H,. Luego, af = Ba es un idempotente del grupo H, y por consiquiente af = a = Ba, o lo
que es lo mismo, a < B. Como todo idempotente de S es minimal (pues S es completamente
simple) se concluye que a = B y por consiguiente £(S) = {a}. Finalmente, de que
todo semigrupo completamente simple es también completamente reqular se sigue que
S= J Hg= J Hg= H, y por consiguiente S es un grupo.
BEE(S) Be{a}

—) Se sigue de los Ejemplos 8.2.2 y 9.2.2 ]

9.3. Semireticulas de subsemigrupos

En el estudio de otras estructuras algebraicas tales como los grupos, se encuentran resul-
tados como el Teorema fundamental de los grupos abelianos finitos que afirma que todo
grupo abeliano finito es isomorfo al producto directo de grupos ciclicos, los cuales son de
clerta forma, grupos mds conocidos. También, dentro del algebra lineal existe la nocidn
de suma directa de subespacios, y de igual forma, existen teoremas que afirman que bajo
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clertas condiciones, un espacio vectorial es suma directa de ciertos subespacios de éste.
En general, este proceso de descomponer una estructura en otras mds conocidas también
prevalece dentro de la teorla de semigrupos.

Definicion 9.3.1.

Sea S un semigrupo y sea F = {S;|i € I} una familia de subconjuntos de S indexada
por el conjunto /. Se dice que S es semireticula de sus subsemigrupos S; si se verifica lo
sigutente:

1. F es una particion de S (véase Definicion 1.2.6).
2. | es una semireticula (banda conmutativa) (véase Definicién 7.1.3).

3. Para cada i, j € [ se tiene que 5;5, C S;; donde ij denota la operacion en /.

St en adicion, cada miembro de F verifica una cierta propiedad 7, entonces se dice que
S es semireticula de subsemigrupos del tipo 7 e

Observacion 9.3.2.

Suponga que S es un semigrupo y que F = {S;| i € I} es una familia de subconjuntos de
S que verifica todas las condiciones de la definicidon anterior. Entonces S es, por definicidn,
semireticula de sus subsemigrupos S;. Sin embargo, y a pesar del nombre, la Definicion
9.3.1 no exige que los S; sean subsemigrupos de S. No obstante, puede probarse que de
hecho lo son. En efecto, observe primero que cada miembro de F debe ser no vaclo, pues
F es particion de S. As(si x, y € S;, entonces xy € 5;5; C Sp = S;. De ahl que xy € S;
y por consiguiente cada S; es un subsemigrupo de S o

Antes de continuar, es preciso hacer algunas observaciones a la prueba de la Proposi-
cién 8.2.11, la cual afirma que todo semigrupo simple y completamente regular debe ser
completamente simple. La demostracién consiste en mostrar que bajo estas dos hipotesis,
cualesquiera dos idempotentes a y B tales que af = a = Ba deben ser iguales. Pa-
ra llevar a cabo esta tarea, es fundamental poder establecer desde el inicio la identidad
B = uav donde u,v € S son tales que ua = u y av = v. Esto es posible a partir de
suponer que S es un semigrupo simple, y de hecho, esta es la Unica vez que se hace uso de
tal hipdtesis. Todo lo siguiente y que se desprende de la identidad f = vav Unicamente
hace uso de suponer que S es completamente regular. As(, st se remueve la hipétesis de
ser un semigrupo simple y en su lugar se da por hecho que puede escribirse f = uav con
u=uay v = av entonces de igual forma podrd implicarse que a = B. Todo lo anterior
permite establecer el siguiente resultado.

Proposicion 9.3.3.

Sea S un semigrupo completamente regular y suponga que a y B son idempotentes de
S tales que af = a = Ba. St B = uav para algunos u,v € S con ua = u yv = ay,
entonces a = B.
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Demostracion. A partir de la identidad B = uvav Usese la misma técnica que aparece en
la prueba de la Proposicion 8.2.11. O]

A continuacion se muestra un primer resultado con respecto a las semireticulas de subse-
migrupos.

Proposicion 9.3.4.

Todo semigrupo completamente regular es semireticula de semigrupos completamente sim-
ples.

Demostracion. Sea S un semigrupo completamente reqgular. Es preciso hallar una familia
F de subconjuntos de S que cumpla todas las condiciones que exige la Definicion 9.3.1.
En particular, tal familia deberd estar indexada por una banda conmutativa. Ahora bien,
icdmo obtenemos una banda conmutativa que tenga alguna relacidén con S?. Pues bien, de
acuerdo con la Proposicién 7.3.16 la relaciéon J es una congruencia sobre S y ademads

el semigrupo cociente 3 es una banda conmutativa. Mds adn, como J es relacion de

equivalencia entonces — es una particion de S (ver Proposicidn 1.2.7). Hagase [ := % y

para cada J, € [/ definase S;, := J,. Considere a la familia F := {S,, |/, € I}. Es claro
que F = % Luego F es una particion de S. Por otra parte, sean J,,J, € | y tdmense
Xx€5,yy €S, Entonces x € J, y y € Jp, de manera que xJa y yJb. Asi, como J
es una congruencia se sigue entonces que xyJab y en consecuencia xy € Jp, 0 lo que
es lo mismo xy € S;,. De ahl que 5,5, € S),,. Ahora bien, recuerde que la operacién
en | = % que denotaremos por -, es el producto entre clases de equivalencia, asl que
Jo - Jp = Jap. Por lo tanto S;,, = Sj,.;, . Se puede concluir de todo esto que 5,5, € Sy, ,
y por consiguiente F cumple todos los requisitos que aparecen en la Definicion 9.3.1.
Para establecer el resultado exhibiremos que todos los miembros de F son subsemigrupos
completamente simples: de acuerdo a la Observacion 9.3.2 cada miembro de F es un
subsemigrupo de S, mds aun, sea x € S;, ;= J,. Como S es reqular, entonces V/(x) = 0.
Asi, st y € V/(x) debe ocurrir que x = xyx y y = yxy. Ahora bien, puesto que F es particion
de S existe J, € [ tal que y € J,. De ahi que x = xyx € Jolody C Jaba = Jo2p = Jab Y
por consiguiente x € Jyp. Asl que x € J, N Jyp Yy por lo tanto J, = Jop. En cuanto a la
identidad y = yxy, de esta se sigue que y € JoJoado C Joap = J2a = Jba = Jap = Ja.
Por consiguiente y € S;, = J,. Observe que entonces y es un pseudoinverso de x que
pertenece a J,. Por consiguiente S, := J, es un semigrupo reqular. Ahora bien, sean
a y B idempotentes de S;, = J, (que en particular son idempotentes de S) tales que
a < B. Entonces aff = a = Ba. Puesto que a, 5 € J, se sigue que aJf y por lo tanto
SaS = SBS. De esto se deduce que B = xay para algunos x, y € S. Ahora bien, como «
es idempotente, entonces B = xay = (xa)a(ay) = uvav donde v := xa y v := ay. No es
dificil ver que u = va y v = av. Finalmente, debido a que S es completamente reqular la
Proposicidon 9.3.3 permite concluir que o = B. Por consiguiente J, es un semigrupo reqular
en el que cualquiera de sus idempotentes es minimal. Por lo tanto de la Proposicién 8.2.12
se concluye que cada S;, = J, es completamente simple. [
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Recuerde que todo semigrupo completamente simple es también completamente regular. Sin
embargo, aunque el reciproco no se verifica sabemos ahora que todo semigrupo completa-
mente reqular se puede descomponer en semigrupos completamente simples. A continuacién
se establece otro resultado de este tipo, sin embargo, se necesitard hacer uso del siguiente
resultado auxiliar.

Proposicion 9.3.5.
Los siguientes enunciados son equivalentes para un semigrupo S:

1. S es completamente simple y E(S) = S.

2. S es una banda rectangular.

Demostracion. 1) = 2) Sean a,b € S = E(S) arbitrarios. De que S es completamente
simple se sigue que H, = Sa N aS. Ahora bien, como el Unico idempotente del grupo
H, es a, entonces de que E(S) = S se deduce que H, = {a}. As(, observe que aba €
SanaS = {a} y por lo tanto aba = a. En definitiva S es una banda rectangular.

2) = 1) Se sigue de la Proposicién 6.0.4 y del Corolario 8.2.8. O

Proposicion 9.3.6.

Toda banda es semireticula de bandas rectanqulares.

Demostracion. Sea B una banda i,e, un semigrupo para el cual £(B) = B. Entonces para
cada a € B se verifica que @ = aaa y por consiguiente B es completamente regular. Ast,
de la Proposicién 9.3.4 se sigue que existe una familia F := {S;|i € I} de subsemigrupos
completamente simples que verifica todas las condiciones de la Definicién 9.3.1. Ahora
bien, como todo elemento de B es idempotente, entonces en particular, cada elemento de
cada subsemigrupo S; también es idempotente. Por lo tanto para cada i € / se tiene que
E(S;) = S;. De acuerdo con esto, la Proposicion 9.3.5 permite deducir que cada S; es una
banda rectangular y la prueba queda terminada. ]

9.4. Semigrupos de Clifford

Para finalizar nuestro estudio de los semigrupos requlares se introduce a los llamados
semigrupos de Clifford.

Definicion 9.4.1.
Decimos que el semigrupo S es un semigrupo de Clifford si:

1. S es regular.

2. E(S)C Z(S) e

As(, un semigrupo de Clifford es un semigrupo regular en el que cada idempotente es
central (véase Definicion 6.0.7 ).
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Proposicion 9.4.2.

Los siguientes enunciados son equivalentes para un semigrupo S:
1. S es un semigrupo de Clifford.
2. S es completamente reqular e inverso.
3. S es semireticula de grupos.

Demostracion. 1) = 2) Suponga que S es un semigrupo de Clifford y témense o, B €
E(S) arbitrarios. Entonces de que E£(S) C Z(S) se sigue que af = Ba y en consecuencia
(aB)? = (aB)(aB) = a(Ba)B = a(aB)B = a’B* = aB. Por consiquiente aff € E£(S). De
todo esto se puede concluir que E(S) es un subsemigrupo conmutativo de S, o lo que es
lo mismo, £(S) es una semireticula. Asi que de esto ultimo aunado a que S es reqular se
deduce de la Proposicién 9.2.3 que S es inverso. Ahora bien, sea a € S arbitrario. Puesto
que S es reqular debe existir x € S tal que axa = a. De esta igualdad se sigue que
ax,xa € E(S) C Z(S). Como una consecuencia de lo anterior observe que

xa = (xa)(xa)
= x(ax)a
= (ax)xa
= ax’a

mientras que

ax = (ax)(ax)
= a(xa)x
= ax(xa)
= ax’a
Por consiguiente ax = xa y ast x es un pseudoinverso conmutativo de a. De ah{ que S es
completamente reqular.

2) = 3) Suponga que S es un semigrupo completamente regular e inverso. De acuerdo a
la Proposicién 9.3.4 existe una familia F := {S;|i € I} de subsemigrupos completamente
simples que verifica todas las condiciones de la Definicién 9.3.1. Afirmacidon: Cada S; es
un semigrupo inverso. En efecto, para cada a € S; sea Vi(a) el conjunto de inversos de
a en el semigrupo S;. Puesto que S; es completamente simple se sigue que en particular
debe ser reqular. As{ V;(a) + @. Debido a que la operacidn binaria de S; C S es la misma
que la de S se sigue entonces que Vi(a) C V(a) e, todo inverso de @ en S; es un inverso
de a en S. Ahora bien, como S es, por hipétesis, un semigrupo inverso, entonces V/(a)
tiene exactamente un elemento. Por consiguiente, de que @ # Vi(a) C V/(a) se deduce que
Vi(a) = V(a) de manera que Vj(a) tiene exactamente un elemento. De ahl que cada S;
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es un semigrupo inverso. Tenemos entonces que cada S; es un semigrupo completamente
simple e inverso y asi de la Proposicidon 9.2.4 se sigue que cada S; debe ser un grupo. Por
consiguiente S es una semireticula de grupos.

3) = 1) Suponga que S es una semireticula de grupos. Entonces existe una familia
F ={S;|i € I} de subgrupos de S que satisface todas las condiciones de la Definicion
9.3.1. Para cada i € | sea a; € E(S) el elemento neutro de S;. Seguin la Proposicion 8.3.1
debe suceder que S; C H,,. Lueqo, se tiene que S = [JS; C (JH, € | H. y por lo

el iel acE(S)
tanto S = | J H, De ahl que S es completamente regular y en particular reqular. As{,
acE(S)
para cada a € S sucede que V(a) # 0. Mds aun, V(a) tiene exactamente un elemento.
En efecto, sea a € S. Puesto que S = [ JS; se tiene que a € S; para algin i € /. Sea
icl

a; € E(S) el elemento neutro del grupo SE, Entonces existe b € S; tal que ab = a; = ba.
De esto se sigue que aba = o;a = a y bab = a;b = b. Por consiquiente b € V(a).
Veamos que V(a) = {b}. St x € V(a), entonces x = xax y a = axa, ademds, se tiene
que x € S; para algln j € . As{, se tiene que a = axa € 5,5;5; C S;;; = Sp; = Sy;. Por
consiguiente a € S;; a la vez que a € S;. Luego, de que los miembros de F son disjuntos
por pares se concluye que S; = S;;. En cuanto a la identidad x = xax, de ella se sigue
que x = xax € 5,55, C S;; = S = S; = S;. Por consiguiente x € S;. Ahora bien,
observe que

a = axa
- bab = baxab
== b = a;xq;
—= b= x

Por consiguiente V/(a) = {b}. En particular V/(a) tiene exactamente un elemento, de manera
que S debe ser un semigrupo inverso. Tenemos asi que de acuerdo a la Proposicion
9.23 E(S) debe ser un subsemigrupo conmutativo de S, en especial, el producto de dos
idempotentes debe ser un idempotente, ademds de que cualesquiera dos de ellos conmutan.
Estos hechos nos permitirdn exhibir que todo idempotente de S es central. En efecto,
sean a € E(S) y x € S arbitrarios. Se tiene que x € S;y a € S; para algunos
i,j € I. Denotemos por o; € E(S) al elemento neutro del grupo S; y sea x™' € S; el
inverso de x en el sentido de la Definicién 3.29. Observe que aa; € 5,5, C Sj; = S y
xax~ ! € 555 C S = Sp; = Sy Le, aa; = a;a (pues cualesquiera dos idempotentes
conmutan) y xax~' pertenecen ambos al grupo S;;. Afirmacién: xax~' es idempotente. En
efecto
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)2 = (xax ") (xax")

= xa(x 'x)ax™"

1

(xax

= XQa;ax

= )(0(,-0(0()(’1

= (xa)aax™

= xa’x”!

= xax™!
Por consiguiente aa; = a;a y xax~' son idempotentes que pertenecen al grupo S;;. En

consecuencia xax~ ' = aa;. De esta identidad se sigue que

(xax "x = (aa)x
1

- xa(x™'x) = alax)
— xXaa; = ax
= XQo = ax
- (xai)a = ax
— xa = ax

De esto se sigue que todo idempotente conmuta con cualquier elemento de S ie, E(S) C
Z(S). Por consiguiente S es un semigrupo de Clifford.
N



94. SEMIGRUPOS DE CLIFFORD 169



Capitulo 10

El monoide biciclico

En lo sucesivo Ny := N U {0}. El presente capitulo tiene por objetivo estudiar a aquellos
monoides M con neutro e que son generados por dos elementos, digamos u y v, tales que
uv = e pero vu # e. Veamos a continuacidn que uno de tales monoides existe.

Observacion 10.0.1.

Existe un monoide M con neutro e tal que M = (u, v) para algunos u,v € M con uv = e
y vu #+ e. En efecto, considere al monoide Ty (ver Ejemplo 3.4.4) y sea v € Ty definida por
v(n) := 2n. No es dificil ver que v es inyectiva pero no sobreyectiva. Por lo tanto existe
ue Tytal que uov = idy y vou # idy. Sea M el submonoide de Ty definido por
M = (u, v). Es claro entonces que M cumple las condiciones requeridas e

Sea M un monoide con neutro e tal que M = (u, v) para algunos u,v € M con uv = e y
vu # e. En la siguiente sucesién de afirmaciones se establecen algunas propiedades que
debe tener el monoide M.

Afirmacion 1: Para cada n € Ny se cumple que u"v” = e. En efecto, se procede por
induccién sobre n: para n = 0 se tiene que u®v! = ee = e (ver Definicién 3.3.1). Suponga
ahora que para n > 1, u"v" = e. Entonces u(u"v")v = uev, de donde u™ v = yv = ¢

y por lo tanto la afirmacidn es valida para n + 1, lo que completa la induccién.

Afirmacion 2: Para cada m, n € Ny

pom U™ osion>m.
% st n<m.

En efecto st n > m, entonces puede escribirse n = m + r para algin r > 1. Asl que
utvm =yt = u"(u™v") = u"e = u" = u""". En caso de que n < m, puede escribirse
m = n + s para algiin s > 0. Luego, u"v" = u™V""* = (u"™V")v* = ev® = v* = v

Afirmacion 3: M = {v"u" | m, n € No}. En efecto, considere al conjunto A := {v"u" | m,n €
No} y X := {u, v}. Probaremos por induccién que para cada n € N:
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St xy, X2, ..., X, € X, entonces x1x; - - - x, € A

El caso n = 1 se verifica de inmediato. Suponga ahora que la proposicidn es valida para
n >1ysean xy,x2, ..., X5, Xo01 € X. De la hipotesis se tiene que x1xz - - - x, € A, luego
puede escribirse x;x;---x, = v°u' para algunos s, t € Ny. St ocurre que x,1 = u, entonces

X1X0 - XpXnat = Voulu = viultl € A
St x,41 = Vv se tiene que
S5,
X1X2 - XpXpp1 = VUV

Observe que si t = 0, entonces viu'v = viev = v°v = vt e A y st t > 1, entonces
viulv = v*(u'v) = vsu'™" € A En cualquier caso se concluye que

X1X2  XpXpy1 € A

As{ la proposicién es vélida para n + 1 y la induccién queda completa. Por otra parte, es
claro que A C M, y ademds, por hipdtesis

M={(uv)y={xx---x,|neN y x &{uv}}
Por consiguiente, de lo anteriormente probado se sigue que M = A.

Afirmacion 4: v" = e <= m = 0. En efecto, suponga que v = e y que m > 1. Entonces
u” = u"e = u"™v" = e, de donde v"u™ = ee = e. Esto ultimo se puede reescribir como
v (vu)u™ " = e, de manera que multiplicando a la izquierda por u y a la derecha
por v~ ! en la identidad anterior se obtiene que u™ v (vu)um v = gyl y
por consiguiente vu = e, lo cual es una contradiccién. Se concluye ast que m = 0. La
implicacidn restante se verifica de inmediato.

m—1

n __

Afirmacion 5: u" = e &= n = 0. En efecto, suponga que u" = e, entonces v" = ev
u"v" = e y por consiguiente n = 0. La implicacién restante se verifica de inmediato.

Afirmaciéon 6: u"v" = e &= n = m. En efecto st n > m, entonces u"™" = u"v" = e y
por lo tanto n — m = 0, de donde n = m, lo cual es una contradiccién. Por consiguiente
debe ser que n < m. As(, v"™" = u"v™ = e y por tanto m — n = 0. De ah{ que m = n. La
implicacidn restante es evidente.

Afirmacién 7: viuk = e &= k = 0. En efecto, suponga que vku* = e y que kK > 1.
Entonces v~ (vu)u*~" = e, de manera que multiplicando a la izquierda por u*~' y a la
derecha por vf~" en la identidad anterior se obtiene que u*~"v&=T(vu)u*—TvA=T = yk=TykT

y por consiguiente vu = e, lo cual es una contradiccién. Se concluye ast que kK = 0. La
implicacidn restante se verifica de inmediato.

Afirmacion 8: u” = u® <= n = s. En efecto si v” = v°, entonces u"v* = u°v* = e y en
consecuencia n = s. La implicacidn restante es evidente.
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Afirmacion 9: v" = v/ <= m = r. En efecto si v = V', entonces u"v" = u'v" = e y por
consiguiente m = r. La implicacién restante es evidente.

Afirmacion 10: v7y" = v"hyt = k =0 y n = s. En efecto, la identidad v"u" =
vy puede reescribirse como vu" = v™vku® de donde se obtiene que u"v"u" =
u™v™vku® y por consiguiente u" = v us. Ahora bien, multiplicando a la derecha por v* a
ambos miembros de esta identidad se obtiene que u”v* = v¥, de donde u"*kv* = ukvk =
e y por consiguiente n + k = s. La igualdad v"u" = v""ku* toma entonces la forma

vTu" = v™ky"tk o Lo que es lo mismo vu” = v"vkuku". Multiplicando esta identidad a

la izquierda por u™ y a la derecha por v" se obtiene que (u™v™)(u"v") = (u™v™)\vEuk(u"v")
y en consecuencia viuk = e, de manera que k = 0. Finalmente, de que n + k = s se

deduce que n = s.

Afirmacion 11: v"u" = viv> = m = r y n = s. En efecto, suponga sin perder
generalidad que m < r. Entonces r = m + k para algin k > 0. La identidad v"u" = v'u®
toma entonces la forma v"u" = v™**y* de donde se sigue que k = 0 y n = s. Finalmente,

de la igualdad r = m + k se deduce que m = r.

Afirmacion 12: (v u")(vPud) = ymontmaxnp)yq-ptmiing) Ep efecto, puesto que

e ,
I Prsi n>p.
vPm st n < p.

entonces

vPuITPt o sion > p.
my (P 9\ —
(\/ u )(\/ u ) { vientPyd sion S p.

o lo que es lo mismo
m—n+n, ,gq—p+n H
(Vmun)(vpuq) = VIU*I’H* v —p+ 5[' - p
Vv Pud=prP st n < p.

y por consiguiente

(Vmun)(vpuq) _ meneréx(n,p)uquera'x(n,p)

Una vez establecido todo esto, de las afirmaciones 3 y 11 se deduce que para cada x € M
existen unicos m,n € Ny tales que x = v"u". Ahora bien, esto ultimo asegura que la
relacion f: M — Ny x Ny definida por f(x) := (m, n) donde m, n € Ny son los tnicos
enteros no negativos tales que x = v™u" es una funcién. Mas aun, st g : Ng x Ny — M
es definida por g(m, n) := v"u" entonces g(f(v"u")) = g(m,n) = v"u" y f(g(m, n)) =
f(v"u") = (m, n) y por consiguiente go f = idy y f o g = idy,xn,- Se sigue asl que f es
una funcién biyectiva con inversa g. Denotemos por B al conjunto Ny x Ny. De acuerdo con
el Ejemplo 3.7.18 a partir del monoide M y de las funciones f y g puede definirse sobre
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el conjunto B una operacién binaria asociativa de manera que B sea un monoide con tal
operacion, a saber:

(m, n)(p.q):=flg(m, n)g(p, q)]
— fl(v" VPUQ]

f(\/m n+méx(n p)uq p+max(n, p))
= (m— n +méx(n, p). g — p + max(n, p))

Y mas aun, el Ejemplo 3.7.18 afirma que f debe ser un isomorfismo de semigrupos. A B
junto con la operacidn anterior se le concede un nombre especial.

Definicion 10.0.2.

A B := Ny x Ny con la operacion binaria asociativa dada por

(m, n)(p, q) == (m —n+max(n,p), g — p+ max(n, p))

se le llama monoide biciclico e

Con esta nueva definicién podemos resumir toda la discusién previa como sigue:
Proposicion 10.0.3.

Todo monoide M con neutro e generado por dos elementos v y v tales que uv = e pero
vu = e es isomorfo al monoide biciclico.

Demostracion. Se sigue de la discusidn anterior. ]

A continuacion se exhiben algunas propiedades del monoide B.
Proposicion 10.0.4.

1. EB) = {(n,n)| n € Ny} (ver Definicidn 7.1.1).

2. B es un semigrupo reqular (ver Definicion /7.3.4).

3. B es un semigrupo inverso (ver Definicion 9.2.1 ).

Demostracion. 1) Sea n € Ny. Entonces

n,n)(n, n)
— n +max(n, n),n —n + max(n, n))

—n+n,n—n+n)

=
=(n
=(n
=

=S

1)
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Por consiquiente toda pareja de la forma (n, n) es un idempotente de B. Y viceversa, si
(m,n) € E(B) entonces

(m, n) = (m, n)?
= (m, n)(m, n)
= (m — n 4+ méax(n, m), n — m + max(n, m))
= (m — n 4+ max(n, m), n — m + max(n, m))
De manera que m = m —n + max(n,m) y n = n — m + max(n, m), o lo que es lo

mismo n = max(n, m) y m = max(n, m). Por consiguiente m = n y en definitiva £(B) =
{(n,n)|n € Np}.

2) Sea (m, n) € B arbitrario. Observe que

(m, n)(n, m)(m, n) = (m—n+ max(n,n), m—n+ max(n, n))(m, n)

(m

= (m, m)(m, n)
= (m — m + max(m, m), n —m + max(m, m))
= (m,

n)

Por consiguiente (n, m) es pseudoinverso de (m, n) y ast B es reqular

3) Para cualesquiera dos idempotentes de B se tiene que

(m, m)(n, n) = (m — m 4+ max(n, m), n — n + max(n, m))

= (max(n, m), max(n, m))

y también

(n,n)(m, m) = (n—n -+ max(n, m),m — m + max(n, m))

= (max(n, m), max(n, m))

De esto se sigue que el producto de dos idempotentes es de nuevo un idempotente, ademds
de que cualesquiera dos de ellos conmutan. Por consiguiente E(B) es un subsemigrupo
conmutativo de B. Esto ultimo aunado a que B es reqular permite concluir de acuerdo a

la Proposicién 9.2.3 que B es un semigrupo inverso.
]

Ahora que sabemos quienes son los idempotentes de B podemos establecer un criterio para
saber cuando uno es menor o igual que otro (véase Proposicion 7.1.4).
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Proposicion 10.0.5.
(m,m) < (n,n)=n<m
Demostracion. =) St (m, m) < (n, n) entonces
(m, m) = (m, m)(n, n) = (max(n, m), max(n, m))

y por lo tanto m = max(n, m). De ahl que n < m.

&) Si n < m, entonces

(m, m)(n, n) = (max(n, m), max(n, m))

= (m, m)

y por consiguiente (m, m) < (n, n).

Corolario 10.0.6.
B no contiene idempotentes minimales.

Demostracion. Sea (n, n) € E(B) arbitrario y tdmese m > n. Entonces debe suceder que
(m, m) < (n,n)y (n,n) % (m, m). Por consiguiente ningun idempotente de B es minimal.
O

En cuanto a los ideales de B se tiene lo siguiente (véase 7.2.4).

Proposicion 10.0.7.

1. B es un semigrupo simple (ver Definicion 8.2.1).
2. B es de ideales principales izquierdos (ver Definicion 7.2.5).

3. B es de ideales principales derechos (ver Definicion 7.2.5).

Demostracion. 1) Sea | un ideal bildtero de B y sean (m, n) € B y (x,y) € [ arbitrarios.
Entonces (x, y)(y, x) € /, 0 lo que es lo mismo (x, x) € /. De aht que (m, x) = (m, x)(x, x) € [
y (x,n) = (x,x)(x,n) € Iy por lo tanto (m, n) = (m, x)(x,n) € I. Se deduce de esto que
B = / y por consiguiente B es simple.

2) Sea [ un ideal izquierdo de B y sea (m,n) € [. Entonces se tiene que (n,n) =
(n, m)(m, n) € I. Por consiguiente

A={neNy|(nnelt+0



176 CAPITULO 10. EL MONOIDE BICICLICO

Sea p := minA y definamos p := (p, p). Es claro que Bp C /. Ahora bien, st (x,y) € /
es arbitrario, entonces (y, y) = (y, x)(x, y) € I y por consiguiente y € A. En consecuencia
p < y. Asi, de la Proposicion 10.0.5 se sigue que (y,y) < (p,p) o lo que es lo mismo
(Y, y)(p, p) = (y,y). De esto se deduce que

(X y) = (x. Y)Y, y)
= (x. y)(y. y)(p. p)
y en consecuencia (x,y) € Bp. Por consiguiente / € Bp y con ello / = Bp. As(, | es un

ideal principal izquierdo. La prueba de 3) es similar a la anterior y por eso se omite.
]

Mas adn, de la demostracion anterior se aprecia que todo ideal izquierdo (derecho) de B
es de la forma Bn ( AB ) donde n := (n, n) ie, todo ideal izquierdo y todo ideal derecho
es generado por un idempotente. Para cada n € Ny sea /, .= Bn y J, := nB donde
n :=(n, n). Entonces la familia

F = {/n|n = No}
contiene a todos los ideales izquierdos de B y la familia
G :={l|neNp}

contiene a todos los ideales derechos de B. Hagamos ahora una ligera digresién para
revisar el siguiente resultado.

Proposicion 10.0.8.
Sea S un semigrupo y sean a, 8 € E(S). St a < B entonces Sa C SBy aS C BS.

Demostracion. Suponga que a < B. Entonces de la Proposicién 7.1.11 se sigue que Sa C
SByaS C BS. Afirmacion: B ¢ aS y B ¢ Sa. En efecto, suponga que B € aS. Entonces
puede escribirse B = ax para algin x € S y por lo tanto af = a’x = ax = B. Ahora
bien, puesto que a < B, entonces af = a con a # B. Ast que a = af = B, lo cual es
una contradiccidn. Por consiguiente 8 & aS. De manera andloga se muestra que B & Sa.
Esto ultimo sumado a que B € SB y B € BS permite concluir que Sa C SBy aS C BS.

O

Retomando a las familias F y G en ellas se verifica lo siguiente.

Proposicion 10.0.9.

Para cada n € Ny se tiene que /,41 € I, y Jos1 € Jo. En consecuencia F y G son cadenas
descendentes que no se estacionan.
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Demostracion. Sea n € Ny. Puesto que n < n + 1 de la Proposicién 10.0.5 se sigue que
(n+1,n+1) < (n,n) de manera que de la Proposicién 10.0.8 se deduce que /,.1 € I, y

jn+1 g jn~
L]

Corolario 10.0.10.

B no es completamente simple.

Demostracion. De que F y G son cadenas descendentes que no se estacionan se sigue que
B no contiene ideales izquierdos minimales ni ideales derechos minimales. Por consiguiente

B no puede ser completamente simple.
O]
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Conclusiones

Los semigrupos son de las estructuras mds basicas del dlgebra en el sentido de que éstos
solo cuentan con una operacidn binaria asociativa. Ast que las carencias exigen cierta dosis
de esfuerzo al momento de establecer resultados concernientes a ellos. Una buena técnica
para obtener ideas al momento de trabajar con semigrupos es la de importar técnicas,
métodos o conceptos ya conocidos de otras estructuras mas complejas. Un ejemplo de ello
es el concepto de semigrupo cociente o el concepto de ideal de un semigrupo, que como es
de esperarse, fueron inspirados en el de grupo cociente y en el de ideal de un anillo. Con
respecto a los semigrupos regulares, en esta parte del trabajo se pudo apreciar que los
elementos idempotentes fueron una parte fundamental de la teor(a, pues a partir de ellos
es posible definir grupos, de manera que puede tratarse a un semigrupo regular localmente
como si fuese un grupo y aprovechar entonces las propiedades que tales estructuras poseen.
Algunas veces también fue necesario obtener elementos con propiedades particulares que
nos ayuden a resolver ciertas cuestiones. Por ejemplo, es fructifero obtener maneras de
consequir idempotentes a partir de otros elementos dados. Varios de estos métodos se
pueden encontrar en las pruebas de la seccién de semigrupos regulares. En cuanto al orden
como concepto basico en el estudio de los semigrupos, dotar al conjunto de idempotentes
de un semigrupo de cierta relacion de orden parcial resulté indispensable en el estudio
de los semigrupos completamente simples, pues como pudo verse, este tipo de semigrupos
reqgulares tiene la caracteristica de que cualquiera de sus idempotentes es minimal, ademds
de que, de hecho, los semigrupos completamente simples estdn definidos por medio de
ideales minimales, definicién que en el fondo resulta de ordenar a los ideales izquierdos
y derechos a través de la inclusion y entonces considerar a sus elementos minimales.
También resulta interesante el hecho de que cierto tipo de semigrupos (a saber, las bandas
conmutativas), permiten definir a ciertas estructuras de orden (a saber, las semireticulas
inferiores y superiores), y viceversa. Finalmente, las relaciones de Green son herramientas
importantes dentro de la teor(a de semigrupos, pues como se vio, a partir de ellas se pueden
definir relaciones de equivalencia que permiten descomponer a un semigrupo en clases, en
algunos casos, mas sencillas de manipular.
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