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Introducción

Los objetos de estudio de este trabajo son dos estructuras algebraicas que llevan por nombresemigrupo y monoide. Tales estructuras son más laxas que otras conocidas como lo son losgrupos, anillos, etc, en el sentido de que las primeras solo son conjuntos equipados de unaoperación binaria asociativa, y en el mejor de los casos, también de un elemento neutro. Apesar de las carencias, los semigrupos y monoides resultan tener propiedades interesantes,además de que proporcionan ejemplos de atractivas construcciones. En la presente obrade tesis se pretende dar testimonio de lo anteriormente dicho. Para tal efecto, se haorganizado el escrito en diez capítulos. El primero de ellos contiene conceptos y resultadosbastante conocidos sobre relaciones de equivalencia, relaciones de orden y funciones. Supropósito es proporcionar las herramientas matemáticas esenciales para comprender y ala vez fundamentar los resultados de los capítulos posteriores. En el segundo capítulo seencuentran conceptos y resultados básicos de la teoría de categorías tales como la propiadefinición de categoría, morfismos y funtores, entre otros. Su objetivo es proporcionar lomínimo necesario sobre categorías con lo que se tratará en la parte primordial de la tesis. Enel tercer capítulo se inicia con la parte principal de la obra. Aquí, el objeto de estudio seránlos semigrupos y monoides. Se inicia estableciendo definiciones y resultados generalespara después estudiar, en el cuarto capítulo, al primer ejemplo concreto de semigrupo: lossemigrupos libres. A continuación, en el quinto capítulo, se ve que la clase de todos lossemigrupos junto con los morfismos de semigrupos dan lugar a una categoría. Se revisanentonces algunas de sus propiedades. Posteriormente en los capítulos restantes, se lleva acabo un estudio de cierta clase de semigrupos a los que se les llamará semigrupos regulares.Dentro de tales semigrupos se encontrarán a los semigrupos completamente regulares,completamente simples, ortodoxos, inversos y de Clifford. Finalmente, se estudian otrosejemplos concretos de semigrupos como lo son las bandas rectangulares, los semigruposmatriz de Rees y el monoide bicíclico. Cabe mencionar que esta tesis está basada en elprimer capítulo de [1] y tiene por objetivo proporcionar las demostraciones que sus autoresomiten (que resulta ser la mayoría) o bien citan en otros textos. Sobre los resultados quese ofrecen en el presente escrito se puede decir lo siguiente: los enunciados de algunosresultados fueron tomados de [2], algunos otros fueron producto de la propia investigación yde las necesidades que escribir este trabajo implicó y otros tantos aparecen como ejerciciospropuestos en la demás bibliografía. Dentro de estos últimos se destacan el problema 3.2.12página 77 de [7] (ver Teorema 1.4.31) y el problema 7H página 129 de [5] (ver Ejemplo2.2.17 y Proposiciónes 2.2.16 y 5.2.13 ) cuyas soluciones se basaron en las sugerencias
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que los autores de aquellos libros indican. Salvo estas dos excepciones, todas las pruebaspresentadas en el presente trabajo son propias del autor. Por otra parte, a pesar de lovoluminoso que pudiera parecer este trabajo de tesis una rápida mirada a [2] indica que loque aquí se presenta es solo una introducción al tema. A lo largo del desarrollo del textose utilizará el símbolo • para indicar el final de una definición, observación o ejemplo yse utilizará, como es costumbre, el símbolo 2 para indicar el final de la demostración deun teorema, proposición o corolario. Finalmente, cabe mencionar que el presente trabajoha sido revisado por un director de tesis y por una comisión de sinodales, los cualesemitieron valiosas observaciones, correciones y sugerencias a fin de presentar el mejorresultado posible. Sin embargo, a pesar de que quien escribe trató de atender la totalidadde inquietudes, es posible que aún permanezcan errores. Debe ser claro que todos aquellosfallos que todavía permanezcan en esta tesis son responsabilidad entera del autor.
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Capítulo 1

Preliminares

El contenido de este capítulo es bastante conocido, sin embargo, constituye la ”caja deherramientas” matemáticas fundamentales para la mejor comprensión del presente trabajo,y con el fin de hacer de éste lo más autocontenido posible, se presentan con demostraciónla mayor parte de las proposiciones enunciadas, esperando también que pueda ser deutilidad para algún lector interesado. Cabe mencionar que se tendrá oportunidad de utilizarla información aquí presentada en los capítulos posteriores.
1.1. Conjuntos y Relaciones
Sean A y B dos conjuntos, recordar que el producto cartesiano de A por B denotado por
A × B es:

A × B := {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}.
En general, si n ∈ N , n ≥ 2 y A1 , A2 , . . . , An son n conjuntos,

A1 × A2 × · · · × An := {(a1, a2, ..., an) | a1 ∈ A1, a2 ∈ A2, ..., an ∈ An}.Ademas, para cada (a1, a2, ..., an), (x1, x2, ..., xn) ∈ A1 × A2 × · · · × An

(a1, a2, ..., an) = (x1, x2, ..., xn) si y solo si ai = xi para cada 1 ≤ i ≤ n.
Recuérdese también que el conjunto potencia de A, denotado por cualquiera de los símbolos
℘(A) ó 2A es:

℘(A) := 2A := {X | X ⊆ A}.
Con esto en mente se tiene la siguiente:
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1.1. CONJUNTOS Y RELACIONES 5
Definición 1.1.1.Sean A y B dos conjuntos. Una relación binaria (o simplemente relación) de A en B escualquier subconjunto de A × B .Si A = B, a cualquier relación de A en A se le llamará simplemente relación en A •

Observación 1.1.2.

Notar entonces que el conjunto ℘(A × B) tiene por miembros a todas las posiblesrelaciones de A en B .Si R ⊆ A × B, suele usarse la notación aRb para indicar que (a, b) ∈ R .Al conjunto ℘(A × A) se le denotará usando el símbolo B (A) , que es el conjunto detodas las relaciones binarias en A •

Definición 1.1.3.Sea R ⊆ A × B.
El dominio de la relación R , denotado Dom(R ), es :

Dom(R ) := {a ∈ A | (a, b) ∈ R para algún b ∈ B}

El rango ó imagen de la relación R , denotado Ran(R ) ó Im(R ) es:
Im(R ) := {b ∈ B | (a, b) ∈ R para algún a ∈ A} •

Observación 1.1.4.Sea R ⊆ A×B . Si (a, b) ∈ R entonces a ∈ Dom(R ) y b ∈ Im(R ). Así (a, b) ∈ Dom(R )×
Im(R ) y por lo tanto R ⊆ Dom(R ) × Im(R ). Puede suceder que R ⊊ Dom(R ) × Im(R ),pues para R = {(x, x) | x ∈ R} se tiene que Dom(R ) = R = Im(R ). Así (2, 3) ∈ R × R =
Dom(R ) × Im(R ) pero (2, 3) /∈ R , por consiguiente R ⊊ Dom(R ) × Im(R ) •

Aquellas relaciones R tales que R = Dom(R ) × Im(R ) reciben un nombre especial:
Definición 1.1.5.Sea R ⊆ A × B. Se dice que R es una relación rectangular si R verifica lo siguente:(a, b) ∈ R y (c, d) ∈ R =⇒ (a, d) ∈ R •Puede caracterizarse a las relaciones rectangulares de la siguiente manera:
Proposición 1.1.6.

R ⊆ A × B es una relación rectangular si y solo si R = Dom(R ) × Im(R ).



6 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Demostración. =⇒ ) Suponga que R es relación rectangular.Sea (a, b) ∈ Dom(R ) × Im(R ) . Luego a ∈ Dom(R ) y b ∈ Im(R ) , de donde (a, y) ∈ R y(x, b) ∈ R para algunos x ∈ A y y ∈ B. Así, como R es relación rectangular se sigue que(a, b) ∈ R y por tanto Dom(R ) × Im(R ) ⊆ R . En consecuencia Dom(R ) × Im(R ) = R .
⇐= ) Suponga que Dom(R ) × Im(R ) = R y sean (a, b) ∈ R y (c, d) ∈ R . Entonces
a ∈ Dom(R ) y d ∈ Im(R ) , de donde (a, d) ∈ Dom(R ) × Im(R ) = R . Por consiguiente Res relación rectangular.
Ejemplo 1.1.7.

R = {(x, x) | x ∈ R} no es relación rectangular.
R = {(m, n) ∈ N × N | m es par y n es impar} si es relación rectangular •

A partir de dos relaciones puede obtenerse una tercera:
Definición 1.1.8.

Sean R ⊆ A × B y S ⊆ B × C . Se define la relación S ◦ R , leída R seguida de S , comosigue:
S ◦ R := {(a, c) ∈ A × C | (a, b) ∈ R y (b, c) ∈ S para algún b ∈ B}•

Observación 1.1.9.

De acuerdo a la Definición 1.1.8, observar que S ◦ R es una relación de A en C .
Sea A un conjunto. A la relación

∆A := {(a, a) | a ∈ A}

se le llama la diagonal en A.
Para cada R ⊆ A × B se verifica que R ◦ ∆A = R y ∆B ◦ R = R . En efecto, sea(a, b) ∈ R . Como (b, b) ∈ ∆B , entonces (a, b) ∈ ∆B ◦ R , y por tanto R ⊆ ∆B ◦ R .Si (a, b) ∈ ∆B ◦R , entonces existe c ∈ B tal que (a, c) ∈ R y (c, b) ∈ ∆B . Así b = cy (a, b) ∈ R . Por lo tanto ∆B ◦ R ⊆ R y R = ∆B ◦ R . La otra igualdad se verifica demanera similar •

Proposición 1.1.10.

Sean R ⊆ A × B, S ⊆ B × C y T ⊆ C × D. Entonces la siguiente igualdad se cumple:
T ◦ (S ◦ R ) = (T ◦ S) ◦ R



1.2. RELACIONES DE EQUIVALENCIA 7
Demostración. Sea (a, d) ∈ T ◦ (S ◦ R ). Luego, existe c ∈ C tal que (a, c) ∈ S ◦ R y(c, d) ∈ T . Ahora bien , como (a, c) ∈ S◦R , debe haber un b ∈ B para el cuál (a, b) ∈ Ry (b, c) ∈ S . Así se tiene a la vez que (a, b) ∈ R y (b, c) ∈ S y (c, d) ∈ T . De ahí que(a, b) ∈ R y (b, d) ∈ T ◦ S y por lo tanto (a, d) ∈ (T ◦ S) ◦ R . Se sigue entonces que
T ◦ (S ◦ R ) ⊆ (T ◦ S) ◦ R . Ahora bien, si (a, d) ∈ (T ◦ S) ◦ R , entonces existe b ∈ B talque (a, b) ∈ R y (b, d) ∈ T ◦ S . Como (b, d) ∈ T ◦ S , entonces (b, c) ∈ S y (c, d) ∈ Tpara algún c ∈ C , así se tiene a la vez que (a, b) ∈ R y (b, c) ∈ S y (c, d) ∈ T , de donde(a, c) ∈ S ◦ R y (c, d) ∈ T . Por lo tanto (a, d) ∈ T ◦ (S ◦ R ) y (T ◦ S) ◦ R ⊆ T ◦ (S ◦ R ).A continuación se enuncia la siguiente definición.
Definición 1.1.11.Sea A un conjunto y sea R ∈ B (A). Se dice que R es:

reflexiva, si (a, a) ∈ R para cada a ∈ A.
irreflexiva, si (a, a) /∈ R para cada a ∈ A.
simétrica, si para cada a, b ∈ A se verifica lo siguiente:(a, b) ∈ R =⇒ (b, a) ∈ R .
asimétrica, si para cada a, b ∈ A se verifica lo siguiente:(a, b) ∈ R =⇒ (b, a) /∈ R .
antisimétrica, si para cada a, b ∈ A se verifica lo siguiente:(a, b) ∈ R y (b, a) ∈ R =⇒ a = b.
transitiva, si para cada a, b, c ∈ A se verifica lo siguiente:(a, b) ∈ R y (b, c) ∈ R =⇒ (a, c) ∈ R •

1.2. Relaciones de equivalencia
Se empieza esta subsección con la siguiente definición.
Definición 1.2.1.Sea A un conjunto y sea R ∈ B (A).

Se dice que R es relación de equivalencia sobre A o simplemente una equivalenciasobre A si R es a la vez reflexiva, simétrica y transitiva.(ver Definición 1.1.11)A la colección de todas las equivalencias sobre A se le denota usando el símbolo
E (A).
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Si a ∈ A , la clase de equivalencia de a con respecto de R , denotada [a]R , es:
[a]R := {x ∈ A | (x, a) ∈ R}.

Si b ∈ [a]R , se dice entonces que b es un representante de la clase [a]R .El conjunto cociente A sobre R , denotado A
R , es:

A
R := { [a]R | a ∈ A} •

Observación 1.2.2.Para cada conjunto A la diagonal ∆A es una relación de equivalencia. Más aún, si R esuna equivalencia en el conjunto A, entonces ∆A ⊆ R •

Ejemplo 1.2.3.Sea A ̸= ∅ y K ⊆ A. Se define la siguiente relación:
ρK = {(x, y) ∈ A × A | x, y ∈ K ó x = y}.

ρK es reflexiva, pues para cada x ∈ A se tiene que x = x .
ρK es simétrica, pues si (x, y) ∈ ρK entonces x, y ∈ K ó x = y, o lo que es lo mismo
y, x ∈ K ó y = x . Por consiguiente (y, x) ∈ ρK .
ρK es transitiva, pues si (x, y) ∈ ρK y (y, z) ∈ ρK , entonces se tiene lo siguiente:

(x, y ∈ K ó x = y) y (y, z ∈ K ó y = z)
lo cuál es equivalente a que(x, y ∈ K y y, z ∈ K ) ó (y, z ∈ K y x = y) ó (x, y ∈ K y y = z) ó(x = y y y = z).En cualquiera de los casos se concluye que x, z ∈ K ó x = z . Por consiguiente (x, z) ∈
ρK . Así ρK es transitiva y por lo tanto una equivalencia en A.A ρK se le llama equivalencia de Rees generada por K .Si x ∈ A se tiene que

[x ]ρK := {y ∈ A | x, y ∈ K ó x = y} = {y ∈ A | x, y ∈ K} ∪ {x}

Observe que si x ∈ K entonces K = {y ∈ A | x, y ∈ K} y por tanto [x ]ρK = K .Mientras que si x /∈ K , {y ∈ A | x, y ∈ K} = ∅ y por lo tanto [x ]ρK = {x}.Así, para cada x ∈ A :
[x ]ρK = {

K si x ∈ K
{x} si x /∈ K
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Se concluye que A

ρK = {K} ∪ {{x} |x /∈ K} •

Observación 1.2.4.En el ejemplo anterior, si K = ∅ entonces ρK = ∆A •

Proposición 1.2.5.Sean A ̸= ∅ , R ∈ E (A) y a, b ∈ A. Son equivalentes los siguientes enunciados:
1. [a]R = [b]R .2. [a]R ∩ [b]R ̸= ∅.3. aRb.

Demostración. 1) =⇒ 2). Suponga que [a]R = [b]R , entonces [a]R ∩ [b]R = [a]R . Además ,como R es reflexiva , a ∈ [a]R = [b]R , luego [a]R ∩ [b]R ̸= ∅.2) =⇒ 3) Suponga que [a]R ∩ [b]R ̸= ∅ y sea c ∈ [a]R ∩ [b]R . Luego cRa y cRb, pero como
R es simétrica entonces aRc y cRb. Así, como R es transitiva se sigue que aRb.3) =⇒ 1) Suponga que aRb y sea c ∈ [a]R . Entonces cRa, pero también aRb, luego como
R es transitiva , cRb y por tanto c ∈ [b]R . Así [a]R ⊆ [b]R .Que [b]R ⊆ [a]R se sigue de manera similar. Por lo tanto [a]R = [b]R .
Definición 1.2.6.Sea A ̸= ∅ y ∅ ≠ F ⊆ ℘(A). Se dice que F es una partición de A si se verifica losiguiente:

A = ⋃
F .Para cada X ∈ F , X ̸= ∅.Si X, Y ∈ F y X ̸= Y entonces X ∩ Y = ∅, es decir, los elementos de F sondisjuntos por pares •

Proposición 1.2.7.Sea A ̸= ∅ y R ∈ E (A). Entonces A
R := {[a]R | a ∈ A} es una partición de A.

Demostración. Observar que todo elemento de A
R es no vacío, pues como R es reflexiva, setiene que a ∈ [a]R para cada a ∈ A. Más aún, de esto también se sigue que para cada

a ∈ A , a ∈ [a]R ⊆
⋃ A

R y por lo tanto A = ⋃ A
R .Finalmente, que los elementos de A

R sean disjuntos por pares se sigue de la Proposición1.2.5.
De acuerdo a la proposición anterior toda equivalencia en A da lugar a una partición de
A. El recíproco también se verifica por la siguiente proposición:
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Proposición 1.2.8.

Sea A ̸= ∅ y F una partición de A. Entonces
RF := {(a, b) ∈ A × A | a, b ∈ X para algún X ∈ F}

es una relación de equivalencia en A.
Demostración. Como F es partición de A entonces A = ⋃

F . Así, para cada a ∈ A existe
X ∈ F tal que a ∈ X . Por lo tanto (a, a) ∈ RF para cada a ∈ A y RF es reflexiva.Ahora bien, si (a, b) ∈ RF , entonces existe X ∈ F para el cuál a, b ∈ X , o lo que es lomismo b, a ∈ X . De ahí que (b, a) ∈ RF y RF es simétrica. Finalmente, si (a, b) ∈ RF y(b, c) ∈ RF entonces existen X, Y ∈ F tales que a, b ∈ X y b, c ∈ Y . Luego b ∈ X ∩ Yy por tanto X ∩ Y ̸= ∅ . Así que como los elementos de F son disjuntos por pares debeser entonces que X = Y . De ahí que a, c ∈ X y (a, c) ∈ RF . Por consiguiente RF estransitiva y por lo tanto RF es una equivalencia.
Observación 1.2.9.

De acuerdo a las Proposiciones 1.2.7 y 1.2.8 toda equivalencia da lugar a una partición ytoda partición da lugar a una equivalencia. Más aún , puede probarse (aunque no se haceaquí) que hay una correspondencia biyectiva entre todas las equivalencias de un conjuntodado y todas las particiones de éste •

1.3. Relaciones de orden
Esta sección consta en su mayoría de definiciones, empezando por:
Definición 1.3.1.

Sea A un conjunto y ≤∈ B (A) (Véase Observación 1.1.2). Se dice que ≤ es una
relación de orden parcial en A si ≤ es a la vez reflexiva, antisimétrica y transitiva(ver Definición 1.1.11).
Un conjunto parcialmente ordenado ó copo es un par ordenado (A,≤) donde A esun conjunto y ≤ es una relación de orden parcial en A •

Observación 1.3.2.

Las relaciones de orden parcial suelen denotarse usando los símbolos ≤,≼ o pare-cidos.
Si (A,≤) es un copo y a, b ∈ A, se escribe a < b para indicar que a ≤ b pero
a ̸= b •
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Ejemplo 1.3.3.Si A es un conjunto, entonces (B (A), ⊆) es un copo. •

Si (A,≤) es un copo y a, b ∈ A, puede suceder que a ≰ b, por ejemplo, en el copo (℘(N), ⊆)se tiene para X = {1} y Y = {2} que X ⊈ Y . Esto da lugar a la siguiente :
Definición 1.3.4.Sea (A,≤) un copo.

Si a, b ∈ A, se dice que a y b son ≤- comparables o simplemente comparables si
a ≤ b ó b ≤ a.Se dice que X ⊆ A es una ≤-cadena o simplemente una cadena, si cualesquierados elementos de X son comparables.Si X = A es una ≤-cadena, se dice entonces que ≤ es un orden total y que (A,≤)es un conjunto totalmente ordenado •

Ejemplo 1.3.5.(R, ≤) es un conjunto totalmente ordenado, donde ≤ denota el orden usual entre númerosreales •

Definición 1.3.6.Sea (A,≤) un copo y X ⊆ A. Decimos que x0 ∈ X es:
1. Elemento minimal de X si para cada a ∈ X se verifica lo siguiente:

a ≤ x0 =⇒ a = x0
2. Elemento mínimo de X si para cada a ∈ X , x0 ≤ a.3. Elemento maximal de X si para cada a ∈ X se verifica lo siguiente:

x0 ≤ a =⇒ a = x0
4. Elemento máximo de X si para cada a ∈ X , a ≤ x0 •

Proposición 1.3.7.Sea (A,≤) un copo y X ⊆ A. Entonces:
1. Todo elemento mínimo (máximo) de X (en caso de haber) es también elemento minimal(maximal).
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2. Si X tiene elemento mínimo (máximo) entonces éste debe ser único.
Demostración. 1) Suponga que x0 ∈ X es elemento mínimo de X y sea a ∈ X tal que
a ≤ x0. Como x0 es mínimo, entonces x0 ≤ a, de manera que al ser ≤ antisimétrica sesigue que a = x0 y por tanto x0 es minimal.2) Suponga que x0, y0 ∈ X son elementos mínimos de X . Luego x0 ≤ y0 y y0 ≤ x0, dedonde x0 = y0 .La demostración para elementos máximos es análoga.
A continuación se enuncia una definición parecida a la anterior:
Definición 1.3.8.Sea (A,≤) un copo y X ⊆ A. Decimos que c ∈ A es:

1. cota superior de X si para cada a ∈ X , a ≤ c.2. supremo de X si c es elemento mínimo del conjunto
{w ∈ A | w es cota superior de X} .

3. cota inferior de X si para cada a ∈ X , c ≤ a.4. ínfimo de X si c es elemento máximo del conjunto
{w ∈ A | w es cota inferior de X} •

Observación 1.3.9.

Si X ⊆ A tiene supremo (ínfimo), entonces éste debe ser único según la Proposición1.3.7.Si X ⊆ A tiene supremo, entonces este suele denotarse usando los símbolos ∨X ó
supX .En caso de tener ínfimo este se denota con cualquiera de los símbolos ∧X ó infX
•

Definición 1.3.10.Un conjunto bien ordenado es un copo (A,≤) en el que todo subconjunto no vacío de Atiene elemento mínimo •
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Ejemplo 1.3.11.Si ≤ denota el orden usual en N, entonces (N, ≤) es un conjunto bien ordenado •Una clase especial de copos es la siguiente:
Definición 1.3.12.Decimos que un copo (A,≤) es una :

1. semiretícula inferior si para cada a, b ∈ A el conjunto {a, b} tiene ínfimo.2. semiretícula inferior completa si todo subconjunto no vacío de A tiene ínfimo.3. semiretícula superior si para cada a, b ∈ A el conjunto {a, b} tiene supremo.4. semiretícula superior completa si todo subconjunto no vacío de A tiene supremo.5. retícula si es a la vez una semiretícula inferior y superior.6. retícula completa si es a la vez una semiretícula inferior completa y una semiretículasuperior completa •

Algunas propiedades de las semiretículas son las siguientes:
Proposición 1.3.13.Sea (A,≤) una semiretícula superior (inferior) y para cada a, b ∈ A sea a ∨ b ( a ∧ b ) elsupremo ( ínfimo ) de {a, b} . Entonces:

1. Para cada a ∈ A, a ∨ a = a ( a ∧ a = a ) .2. Para cada a, b, c ∈ A, a ∨ (b ∨ c) = (a ∨ b) ∨ c ( a ∧ (b ∧ c) = (a ∧ b) ∧ c).3. Para cada a, b ∈ A, a ∨ b = b ∨ a ( a ∧ b = b ∧ a ).
Demostración. 1) Sea a ∈ A. Está claro que a es cota superior de {a, a} . Además , si
c ∈ A es una cota superior de {a, a}, entonces a ≤ c . Por lo tanto a = a ∨ a.2) Sean a, b, c ∈ A. Como a ∨ (b ∨ c) es el supremo de {a, b ∨ c}, entonces se tiene que
a ≤ a∨ (b ∨ c) y b ∨ c ≤ a∨ (b ∨ c) . Por otra parte, también b ≤ b∨ c y c ≤ b ∨ c.De manera que b ≤ a ∨ (b ∨ c) y c ≤ a ∨ (b ∨ c).Así, se tiene a la vez lo siguiente:

a ≤ a ∨ (b ∨ c) y b ≤ a ∨ (b ∨ c) y c ≤ a ∨ (b ∨ c)De las dos primeras relaciones se sigue que a ∨ (b ∨ c) es cota superior de {a, b} y enconsecuencia a ∨ b ≤ a ∨ (b ∨ c). Por lo tanto a ∨ b ≤ a ∨ (b ∨ c) y c ≤ a ∨ (b ∨ c).De ahí que a ∨ (b ∨ c) es cota superior de {a ∨ b, c}.Sea d ∈ A una cota superior de {a ∨ b, c}. Entonces a ∨ b ≤ d y c ≤ d.Ahora bien, como a ≤ a ∨ b y b ≤ a ∨ b, se sigue que
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a ≤ d y b ≤ d y c ≤ d.De las dos últimas relaciones se ve que d es cota superior de {b, c} y por tanto b∨c ≤ d.De esto último y de que a ≤ d se sigue que d es cota superior de {a, b ∨ c} y entonces
a∨ (b∨c) ≤ d . De todo lo anterior se concluye que a∨ (b∨c) es el supremo de {a ∨ b, c}y así a ∨ (b ∨ c) = (a ∨ b) ∨ c.3) a ∨ b denota al supremo de {a, b}, mientras que b ∨ a denota al supremo de {b, a}, ycomo {a, b} = {b, a}, entonces a ∨ b = b ∨ a.La demostración para ínfimos es análoga.
1.4. Funciones
El concepto de función resulta de bastante importancia dentro de las matemáticas:
Definición 1.4.1.

Sean A y B conjuntos y f ⊆ A ×B. Se dice que f es una función de A en B si se verificalo siguiente:
1. Dom(f ) = A.

2. Para cada a ∈ A y cada b1, b2 ∈ B :
(a, b1) ∈ f y (a, b2) ∈ f =⇒ b1 = b2 •

Observación 1.4.2.

Se escribe f : A −→ B para indicar que f es una función de A en B.
Dos funciones f , g : A −→ B son la misma función, es decir, iguales, cuando f y gson el mismo subconjunto de A × B.
Si f : A −→ B es una función, al conjunto B se le llama codominio de f .
Si f : A −→ B es una función, entonces de acuerdo con la Definición 1.4.1, paracada a ∈ A debe existir un único b ∈ B tal que (a, b) ∈ f .Así, si a ∈ A, al único b ∈ B tal que (a, b) ∈ f se le denota escribiendo b = f (a) yse dice que b es la imagen de a bajo f .
De acuerdo a la notación establecida en el punto anterior se tiene que las funciones
f , g : A −→ B serán iguales si y solo si para cada a ∈ A, f (a) = g(a).
Si f : A −→ B es una función y A ̸= ∅, entonces B ̸= ∅.
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De manera intuitiva, una función es una ”regla” que asigna a cada elemento de unconjunto dado un único elemento de otro conjunto dado.En la práctica, una función es definida a través de una ”regla de asignación” en lugarde a través de una colección de parejas ordenadas •

Ejemplo 1.4.3.Para cada conjunto A, la diagonal en A, ∆A, es una función de A en A.∆A es llamada la función identidad en A y se la denota escribiendo idA, esto es idA := ∆A
•

Definición 1.4.4.Si A y B son conjuntos, se define:
BA := {f ⊆ A × B | f es función} •

Nótese que toda función es en particular una relación entre dos conjuntos. Así , si f ∈ BAy g ∈ CB , tiene sentido entonces según la Definición 1.1.8 considerar a la relación g ◦ f .Veamos que de hecho g ◦ f ∈ CA :
Proposición 1.4.5.Sean A , B y C conjuntos. Si f ∈ BA y g ∈ CB , entonces g ◦ f ∈ CA.
Demostración. Observe que Dom(g ◦ f ) ⊆ A , pues g ◦ f es una relación de A en C . Sea
a ∈ A. Como Dom(f ) = A, entonces existe b ∈ B tal que (a, b) ∈ f . Por otra parte, como
Dom(g) = B, entonces para b existe c ∈ C tal que (b, c) ∈ g. Así (a, b) ∈ f y (b, c) ∈ g,de donde (a, c) ∈ g ◦ f y por tanto a ∈ Dom(g ◦ f ). En consecuencia A ⊆ Dom(g ◦ f ),y por consiguiente Dom(g ◦ f ) = A. Suponga ahora que (a, c) ∈ g ◦ f y (a, c′) ∈ g ◦ f .Entonces existen b, b′ ∈ B tales que(a, b) ∈ f y (b, c) ∈ g y (a, b′) ∈ f y (b′, c′) ∈ g.De esto se obtiene lo siguiente:

1. (a, b) ∈ f y (a, b′) ∈ f .2. (b, c) ∈ g y (b′, c′) ∈ g.
De 1. se sigue que b = b′, lo que combinado con 2. resulta en que (b, c) ∈ g y(b, c′) ∈ g. Por lo tanto c = c′ y g ◦ f ∈ CA.
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Proposición 1.4.6.Sean A y B conjuntos. Para cada f ∈ BA, f ◦ idA = f y idB ◦ f = f .
Demostración. Se sigue de la Observación 1.1.9.
Proposición 1.4.7.Sean A, B y C conjuntos. Si f ∈ BA y g ∈ CB , entonces para cada a ∈ A:(g ◦ f )(a) = g(f (a)).
Demostración. Sea a ∈ A arbitrario. Como g ◦ f ∈ CA, entonces (g ◦ f )(a) denota al únicoelemento de C para el cuál (a, (g ◦ f )(a)) ∈ g ◦ f . Por otro lado, también (a, f (a)) ∈ f y(f (a), g(f (a)) ∈ g, luego (a, g(f (a)) ∈ g ◦ f y por lo tanto (g ◦ f )(a) = g(f (a)).
Hay diferentes tipos de funciones, empezando por:
Definición 1.4.8.Se dice que una función f : A −→ B es inyectiva si para cada a1, a2 ∈ A y b ∈ B severifica lo siguiente: (a1, b) ∈ f y (a2, b) ∈ f =⇒ a1 = a2.(O lo que es lo mismo: f (a1) = f (a2) =⇒ a1 = a2) •

Definición 1.4.9.

Si f : A −→ B es una función y X ⊆ A, entonces
f|X := {(a, b) ∈ f | a ∈ X}

es una función de X en B llamada la restricción de f en X .Cuando A = B y f = idA, a la función idA|X se le llama la inclusión de X en A.Para cada X ⊆ A, la inclusión de X en B es una función inyectiva •

Puede caracterizarse a las funciones inyectivas de acuerdo a la siguiente proposición:
Proposición 1.4.10.Sea f : A −→ B una función con A ̸= ∅. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. f es inyectiva.2. Existe una función g : B −→ A tal que g ◦ f = idA.
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3. Para cada conjunto C y funciones α, β : C −→ A se verifica lo siguiente:

f ◦ α = f ◦ β =⇒ α = β .
Demostración. 1) =⇒ 2) Tomemos un a0 ∈ A y dejémoslo fijo. Como f es inyectiva, entoncespara cada b ∈ Im(f ) existe un único a ∈ A tal que f (a) = b. Así, para cada b ∈ Im(f ) sea
ab el único elemento de A para el cuál f (ab) = b. Considerese a la función g : B −→ Adefinida como sigue:

g(b) := {
ab si b ∈ Im(f )
a0 si b /∈ Im(f )Sea x ∈ A arbitrario. Es claro que f (x) ∈ Im(f ). Además, en este caso se tiene que af (x) = x .Luego

g(f (x)) = af (x)= x= idA(x).
De ahí que g ◦ f = idA.2) =⇒ 3) Sea C un conjunto y α, β : C −→ A funciones tales que f ◦ α = f ◦ β .Entonces g ◦ (f ◦ α) = g ◦ (f ◦ β), de manera que de la Proposición 1.1.10 se sigue que(g ◦ f ) ◦ α = (g ◦ f ) ◦ β , o bien idA ◦ α = idA ◦ β y por lo tanto α = β .3) =⇒ 1) Sean a1, a2 ∈ A tales que f (a1) = f (a2).Sea C = {0, 1} y considérese a las funciones α, β : C −→ A definidas como sigue:

α(x) := {
a1 si x = 0.
a2 si x = 1.y

β(x) := {
a2 si x = 0.
a1 si x = 1.Entonces

f (α(0)) = f (a1) = f (a2) = f (β(0))mientras que
f (α(1)) = f (a2) = f (a1) = f (β(1)).Por lo tanto f ◦α = f ◦β y en consecuencia α = β . En particular debe ser que α(0) = β(0),de donde a1 = a2 y f es inyectiva.

Otra proposición referente a funciones inyectivas es la siguiente:
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Proposición 1.4.11.Sean f : A −→ B y g : B −→ C funciones.
1. Si f y g son inyectivas, entonces g ◦ f es inyectiva.2. Si g ◦ f es inyectiva, entonces f es inyectiva.

Demostración. 1)Como f y g son inyectivas, entonces existen funciones g′ : C −→ B y f ′ : B −→ A talesque f ′ ◦ f = idA y g′ ◦ g = idB . Así que se tiene lo siguiente:
(f ′ ◦ g′) ◦ (g ◦ f ) = f ′ ◦ (g′ ◦ g) ◦ f= f ′ ◦ idB ◦ f= f ′ ◦ f= idADe ahí que g ◦ f es inyectiva.2) Como g◦f es inyectiva, entonces existe una función h : C −→ A tal que h◦ (g◦f ) = idA, luego (h ◦ g) ◦ f = idA y f es inyectiva.

Otro tipo importante de funciones es el siguiente:
Definición 1.4.12.Se dice que una función f : A −→ B es una función sobreyectiva si ocurre que Im(f ) = B,o lo que es lo mismo, si para cada b ∈ B existe a ∈ A tal que b = f (a) •

Hay una proposición análoga a la Proposición 1.4.10 pero ahora referente a funcionessobreyectivas. Sin embargo, para establecerla se necesita hacer uso del llamado axiomade elección que a continuación se enuncia:
Axioma de elección:Para cada familia F ̸= ∅ cuyos miembros sean conjuntos no vacios, existe una función
φ : F −→

⋃
F con la siguiente propiedad:

φ(A) ∈ A para cada A ∈ F •

Haciendo uso de este axioma puede establecerse la siguiente proposición.
Proposición 1.4.13.Los siguientes enunciados son equivalentes para una función f : A −→ B con A ̸= ∅ :

1. f es sobreyectiva.
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2. Existe una función g : B −→ A tal que f ◦ g = idB .3. Para cada conjunto C y funciones α, β : B −→ C se verifica lo siguiente:

α ◦ f = β ◦ f =⇒ α = β .
Demostración. 1) =⇒ 2) Para cada b ∈ B sea f−1(b) := {a ∈ A|f (a) = b}. Como f essobreyectiva entonces para cada b ∈ B resulta que f−1(b) ̸= ∅ . Considerar la familia
F := {f−1(b)|b ∈ B} cuyos miembros son conjuntos no vacios. Por el axioma de eleccióndebe haber una función φ : F −→

⋃
F tal que φ(f−1(b)) ∈ f−1(b) para cada b ∈ B.Tómese ab := φ(f−1(b)) y considere la función g : B −→ A definida por g(b) := ab.Entonces si b ∈ B, f (g(b)) = f (ab) = b. De ahí que f ◦ g = idB .2) =⇒ 3) Sea C un conjunto y α, β : B −→ C funciones tales que α ◦ f = β ◦ f . Entonces(α ◦ f ) ◦ g = (β ◦ f ) ◦ g de donde α ◦ (f ◦ g) = β ◦ (f ◦ g) o bien α ◦ idB = β ◦ idB y por lotanto α = β .3) =⇒ 1) Sea C = {0, 1} y considerense a las funciones α, β : B −→ C definidas comosigue:

α(b) := { 0 si b /∈ Im(f ).1 si b ∈ Im(f ).y
β(b) := 1 para cada b ∈ B.Si a ∈ A, entonces f (a) ∈ Im(f ) de manera que α(f (a)) = 1 = β(f (a)). De ahí que

α ◦ f = β ◦ f y por lo tanto α = β . Sea b ∈ B, si b /∈ Im(f ), entonces α(b) = 0, pero
α = β , luego 0 = α(b) = β(b) = 1 lo cuál es una contradicción. Se concluye que B = Im(f )y f es sobreyectiva.
Proposición 1.4.14.Sean f : A −→ B y g : B −→ C funciones.

1. Si f y g son sobreyectivas, entonces g ◦ f es sobreyectiva.2. Si g ◦ f es sobreyectiva, entonces g es sobreyectiva.
Demostración. 1) Como f y g son sobreyectivas, entonces existen funciones g′ : C −→ By f ′ : B −→ A tales que f ◦ f ′ = idB y g ◦ g′ = idC . Así que se tiene lo siguiente:

(g ◦ f ) ◦ (f ′ ◦ g′) = g ◦ (f ◦ f ′) ◦ g′= g ◦ idB ◦ g′= g ◦ g′= idC
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De ahí que g ◦ f es sobreyectiva.2) Como g◦ f es sobreyectiva, entonces existe una función h : C −→ A tal que (g◦ f )◦h =
idC , luego g ◦ (f ◦ h) = idC y g es sobreyectiva.
Definición 1.4.15.Sean f : A −→ B y g : B −→ A funciones. Se dice que g es una:1. inversa izquierda de f si g ◦ f = idA.2. inversa derecha de f si f ◦ g = idB .3. inversa de f si g ◦ f = idA y f ◦ g = idB •

Observación 1.4.16.

De acuerdo con la Proposición 1.4.10 las funciones inyectivas son aquellas queposeen al menos una inversa izquierda.El axioma de elección implica según la Proposición 1.4.13 que toda función sobre-yectiva posee al menos una inversa derecha. •

A aquellas funciones que son a la vez inyectivas y sobreyectivas se les da un nombreespecial:
Definición 1.4.17.Se dice que una función f : A −→ B es una función biyectiva si f tiene al menos unafunción inversa •

Proposición 1.4.18.Toda función biyectiva posee exactamente una función inversa.
Demostración. Sea f : A −→ B una función biyectiva y supongase que α, β : B −→ A sonambas inversas de f . Se tiene entonces lo siguiente:

α = α ◦ idB= α ◦ (f ◦ β)= (α ◦ f ) ◦ β= idA ◦ β= β.
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Proposición 1.4.19.

Los siguientes enunciados son equivalentes para una función f : A −→ B :
1. f es biyectiva.
2. f es inyectiva y sobreyectiva.

Demostración. 1) =⇒ 2)Si g : B −→ A es la inversa de f , entonces g ◦ f = idA y f ◦ g = idB . Así, de lasProposiciones 1.4.10 y 1.4.13 se sigue lo pedido.2) =⇒ 1)Si f es inyectiva y sobreyectiva, entonces según las Proposiciones 1.4.10 y 1.4.13, existenfunciones α, β : B −→ A tales que α ◦ f = idA y f ◦ β = idB . Luego
α = α ◦ idB= α ◦ (f ◦ β)= (α ◦ f ) ◦ β= idA ◦ β= β.

Por lo tanto α = β es la inversa de f y f es biyectiva.
Corolario 1.4.20.

Si f : A −→ B y g : B −→ C son biyectivas, entonces g◦f : A −→ C es también biyectiva.
Demostración. Se sigue de las Proposiciones 1.4.19, 1.4.11 y 1.4.14.
A partir del concepto de función puede definirse el producto cartesiano de una familiaarbitraria de conjuntos:
Definición 1.4.21.

Sea F = (Ai)i∈I una familia de conjuntos indexada por el conjunto I .Se define el producto cartesiano de la familia F , denotado ∏
i∈I Ai, como sigue:∏

i∈I Ai := {f : I −→
⋃
i∈I Ai | f (i) ∈ Ai para cada i ∈ I} •

Si F = (Ai)i∈I es una familia de conjuntos, ∏
i∈I Ai es su producto cartesiano e i ∈ I ,entonces a la función

πi : ∏
i∈I Ai −→ Ai
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definida por πi(f ) := f (i) se le llama la i-ésima proyección. El producto cartesiano de unafamilia de conjuntos junto con las proyecciones tienen la siguiente propiedad:
Proposición 1.4.22.

Sea F = (Ai)i∈I una familia de conjuntos y ∏
i∈I Ai su producto cartesiano. Entonces paracada conjunto P y cada familia de funciones {fi : P −→ Ai}i∈I , existe una única funciónΦ : P −→

∏
i∈I Ai con la siguiente propiedad:

Para cada i ∈ I , fi = πi ◦ Φ.
P

Φ ""

fi // Ai

∏
i∈I Ai

πi

<<

Demostración. Sean p ∈ P e i ∈ I arbitrarios. Como cada función fi va de P en el conjunto
Ai, entonces fi(p) ∈ Ai. Tiene sentido así considerar a la función φp : I −→

⋃
i∈I Ai definidapor φp(i) := fi(p). Ahora bien, como para cada i ∈ I se tiene que fi(p) ∈ Ai , se sigue que

φp ∈
∏

i∈I Ai. De acuerdo con esto, es prudente considerar a la función Φ : P −→
∏

i∈I Aidefinida por Φ(p) := φp.
Afirmación: Para cada i ∈ I , fi = πi ◦ Φ. En efecto, si p ∈ P e i ∈ I , entonces

πi(Φ(p)) = πi(φp) = φp(i) = fi(p).De ahí que fi = πi ◦Φ y la afirmación se sigue. Supongase ahora que la función ψ : P −→∏
i∈I Ai es tal que para cada i ∈ I , fi = πi ◦ψ . Sea p ∈ P arbitrario. Entonces para cada

i ∈ I:
ψ(p)(i) = πi(ψ(p))= fi(p)= πi(Φ(p))= Φ(p)(i).

Por lo tanto ψ(p) = Φ(p) para cada p ∈ P y ψ = Φ.La siguiente proposición afirma que bajo ciertas hipótesis, la unión de una colección defunciones es de nuevo una función:
Proposición 1.4.23.

Sean F = (Ai)i∈I una familia de conjuntos disjuntos por pares, (esto es, tal que si i, j ∈ Ie i ̸= j , entonces Ai ∩Aj = ∅ ), B un conjunto y {fi : Ai −→ B}i∈I una familia de funciones.Entonces ⋃
i∈I fi es una función de ⋃

i∈I Ai en B.Más aún, si a ∈ Ai, entonces (⋃i∈I fi)(a) = fi(a).
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Demostración. Veamos que Dom(⋃i∈I fi) = ⋃

i∈I Ai : Si a ∈ Dom(⋃i∈I fi), entonces (a, b) ∈⋃
i∈I fi para algún b ∈ B. De ahí que existe i ∈ I para el cuál (a, b) ∈ fi , y por tanto

a ∈ Dom(fi) = Ai ⊆
⋃
i∈I Ai. Por otro lado, si a ∈

⋃
i∈I Ai, entonces a ∈ Ai para al-gún i ∈ I , pero Dom(fi) = Ai, pues fi es una función. Así que a ∈ Dom(fi) y por tantoexiste b ∈ B tal que (a, b) ∈ fi ⊆

⋃
i∈I fi. Se sigue que (a, b) ∈

⋃
i∈I fi y con ello que

a ∈ Dom(⋃i∈I fi). Por consiguiente Dom(⋃i∈I fi) = ⋃
i∈I Ai. Ahora bien, si a ∈

⋃
i∈I Ai y

b1, b2 ∈ B son tales que
(a, b1) ∈

⋃
i∈I fi y (a, b2) ∈

⋃
i∈I fientonces

(a, b1) ∈ fi y (a, b2) ∈ fjpara algunos i, j ∈ I . Lo anterior implíca que a ∈ Dom(fi) = Ai y a ∈ Dom(fj ) = Aj , ycomo F = (Ai)i∈I es una familia de conjuntos disjuntos por pares, entonces debe ser que
i = j . De esto se sigue que

(a, b1) ∈ fi y (a, b2) ∈ fiasí, como fi es una función, entonces b1 = b2 y ⋃
i∈I fi es una función de ⋃

i∈I Ai en B.Finalmente, si a ∈ Ai, entonces (a, fi(a)) ∈ fi ⊆
⋃
i∈I fi , luego (a, fi(a)) ∈

⋃
i∈I fi y por lotanto (⋃i∈I fi)(a) = fi(a).

Sea, de nuevo, F = (Ai)i∈I una familia de conjuntos indexada por el conjunto I . Defínase,a partir de F , a la siguiente familia:
F ′ := (Ai × {i})i∈IObserve que los elementos de F ′ son disjuntos por pares. Sea ∐

i∈I Ai := ⋃
i∈I Ai × {i} ypara cada i ∈ I considerar la función σi : Ai −→

∐
i∈I Ai definida por σi(a) := (a, i). Elconjunto ∐

i∈I Ai junto con las funciones σi : Ai −→
∐

i∈I Ai tienen la siguiente propiedad:
Proposición 1.4.24.

Sea F = (Ai)i∈I una familia de conjuntos. Entonces para cada conjunto Q y cada familiade funciones {fi : Ai −→ Q}i∈I existe una única función φ : ∐
i∈I Ai −→ Q con la siguientepropiedad:

Para cada i ∈ I , fi = φ ◦ σi.
Ai

σi ""

fi // Q

∐
i∈I Ai

φ

<<
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Demostración. Para cada i ∈ I considerar a la función f̄i : Ai × {i} −→ Q definida por
f̄i(a, i) := fi(a). Como F ′ := (Ai × {i})i∈I es una familia de conjuntos disjuntos por pares,entonces de la Proposición 1.4.23 se sigue que ⋃

i∈I f̄i es una función de ⋃
i∈I Ai × {i} en

Q. Sea φ := ⋃
i∈I f̄i y tómese i ∈ I , entonces, para cada a ∈ Ai :

φ(σi(a)) = φ(a, i) = fi(a).Se sigue así que fi = φ ◦ σi. Suponga que ψ : ∐
i∈I Ai −→ Q es una función tal que paracada i ∈ I , fi = ψ ◦ σi.Si (a, i) ∈ Ai × {i}, entonces:

ψ(a, i) = ψ(σi(a))= fi(a)= φ(σi(a))= φ(a, i).
Por lo tanto φ = ψ y la proposición se sigue.
Definición 1.4.25.Al conjunto ∐

i∈I Ai := ⋃
i∈I Ai × {i} se le llama coproducto de la familia F = (Ai)i∈I •

Aunque quizá debió haberse hecho antes, se aprovecha ahora para enunciar la siguientedefinición:
Definición 1.4.26.Si f : A −→ B es una función , X ⊆ A y Y ⊆ B, a los conjuntos

f−1(Y ) := {a ∈ A | f (a) ∈ Y} y f (X ) := {f (a) | a ∈ X}

se les llama imagen inversa de Y bajo f e imagen directa de X bajo f respectivamente •

Algunas propiedades de la imagen inversa y directa de una función son las siguientes:
Proposición 1.4.27.Sea f : A −→ B una función , X, Y ⊆ A y U, V ⊆ B. Entonces:

1. f (X ∪ Y ) = f (X ) ∪ f (Y ).2. f−1(U ∪ V ) = f−1(U) ∪ f−1(V ).3. f (X ∩ Y ) ⊆ f (X ) ∩ f (Y ).4. f−1(U ∩ V ) = f−1(U) ∩ f−1(V ).
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5. f (X ) ⊆ f (Y ), si X ⊆ Y .6. f−1(U) ⊆ f−1(V ), si U ⊆ V .7. X ⊆ f−1(f (X )) , dándose la igualdad cuando f es inyectiva.8. f (f−1(U)) ⊆ U , dándose la igualdad cuando f es sobreyectiva.

Demostración. Solo se probarán 7. y 8.7. Si x ∈ X entonces, f (x) ∈ f (X ) y por lo tanto x ∈ f−1(f (X )). De ahí que X ⊆ f−1(f (X )).Si en adición se supone que f es inyectiva entonces ocurre lo siguiente: Si x ∈ f−1(f (X )),entonces f (x) ∈ f (X ), de manera que f (x) = f (a) para algún a ∈ X y por tanto x = a ∈ X ,así f−1(f (X )) ⊆ X y en este caso X = f−1(f (X )).8. Si y ∈ f (f−1(U)), entonces y = f (x) para algún x ∈ f−1(U), así que f (x) ∈ U y por tanto
y ∈ U . De ahí que f (f−1(U)) ⊆ U . Si en adición se supone que f es sobreyectiva, entoncesocurre lo siguiente: Sea y ∈ U . Como f es sobreyectiva, entonces y = f (x) para algún
x ∈ A. Así que f (x) ∈ U y por tanto x ∈ f−1(U). En consecuencia y = f (x) ∈ f (f−1(U)).Se concluye en este caso que f (f−1(U)) = U .El siguiente concepto es también importante dentro de las matemáticas:
Definición 1.4.28.Sean A y B conjuntos. Se dice que A es equipotente a B si existe al menos una funciónbiyectiva de A en B •

La equipotencia entre conjuntos tiene la siguiente propiedad:
Proposición 1.4.29.Sean A , B y C conjuntos. Entonces:

1. A es equipotente consigo mismo.2. Si A es equipotente a B, entonces B es equipotente a A.3. Si A es equipotente a B y B es equipotente a C , entonces A es equipotente a C .
Demostración. Se sigue de que idA es biyectiva, de que la inversa de una función biyectivaes también biyectiva y del Corolario 1.4.20.
Un resultado notable con respecto a la equipotencia de conjuntos es el Teorema de Cantor-Bernstein. Con el fin de establecer dicho resultado nos ayudaremos de la proposición quea continuación se enuncia:
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Proposición 1.4.30.

Sea A un conjunto y f : ℘(A) −→ ℘(A) una función. Supongase que f tiene la siguientepropiedad:
Para cada X, Y ∈ ℘(A) : X ⊆ Y =⇒ f (X ) ⊆ f (Y ).

Entonces existe S ∈ ℘(A) tal que S = f (S).
Demostración. Considere la familia F := {R ∈ ℘(A)|R ⊆ f (R )} y sea
S := ⋃

F . Veamos que S = f (S) : Si x ∈ S , entonces x ∈ R para algún R ∈ F ,así, se tiene que R ⊆ f (R ) y por tanto x ∈ f (R ). Por otro lado, como R ∈ F entonces
R ⊆

⋃
F = S y de la hipótesis se sigue por tanto que f (R ) ⊆ f (S), de donde x ∈ f (S) y

S ⊆ f (S). De esto último se sigue que f (S) ⊆ f (f (S)) y con ello que f (S) ∈ F . Por tanto
f (S) ⊆

⋃
F = S y en definitiva S = f (S).

Teorema. 1.4.31. (Cantor-Bernstein.)

Sean A y B conjuntos y sean f : A −→ B y g : B −→ A un par de funciones. Si f y g soninyectivas, entonces A es equipotente a B.
Demostración. Es preciso mostrar que existe una función biyectiva de A en B. Para tal finconsidere la función h : ℘(A) −→ ℘(A) definida por
h(X ) := A − g(B − f (X )). Observar que entonces:

X ⊆ Y ⊆ A =⇒ f (X ) ⊆ f (Y )=⇒ A − f (Y ) ⊆ A − f (X )=⇒ g(A − f (Y )) ⊆ g(A − f (X ))=⇒ A − g(A − f (X )) ⊆ A − g(A − f (Y ))=⇒ h(X ) ⊆ h(Y ).
Así, de la Proposición 1.4.30 se sigue que h(S) = S para algún S ⊆ A, o lo que es lomismo, A − g(B − f (S)) = S . Observar que de esto se sigue que g(B − f (S)) = A − S .
Afirmación 1: Para cada a ∈ A − S existe un único ba ∈ B − f (S) tal que a = g(ba). Enefecto, si a ∈ A−S , la existencia de un ba ∈ B− f (S) tal que a = g(ba) se sigue de que
g(B − f (S)) = A − S . Sea b ∈ B − f (S) tal que a = g(b). Entonces g(ba) = a = g(b) yde la inyectividad de g se concluye que b = ba.
Usando lo anterior puede considerarse a la función k : A −→ B definida como sigue:

k (a) := {
f (a) si a ∈ S.
ba si a ∈ A − S.
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Afirmación 2: Si k (a) = k (a′), entonces a, a′ ∈ S ó a, a′ ∈ A − S . En efecto, si
k (a) = k (a′), entonces no puede suceder que a ∈ S y a′ ∈ A − S , pues de ser así,
k (a) = f (a) ∈ f (S) y k (a′) = ba′ ∈ B − f (S) con f (S) ∩ (B − f (S)) = ∅. De igual manerase ve que tampoco puede suceder que a′ ∈ S y a ∈ A − S . Por lo tanto debe ocurrir que
a, a′ ∈ S ó a, a′ ∈ A − S .
Afirmación 3: k es inyectiva. En efecto, sean a, a′ ∈ A tales que k (a) = k (a′). Entonces
a, a′ ∈ S ó a, a′ ∈ A−S . Si a, a′ ∈ S , se tiene que f (a) = k (a) = k (a′) = f (a′), y de lainyectividad de f se sigue que a = a′. Si a, a′ ∈ A−S , entonces ba = k (a) = k (a′) = ba′de manera que a = g(ba) = g(ba′) = a′.
Afirmación 4: k es sobreyectiva. En efecto, observe que B = f (S) ∪ (B− f (S)). Sea b ∈ B.Si b ∈ f (S), entonces b = f (a) para algún a ∈ S , de donde b = k (a). Si b ∈ B − f (S),entonces como g(B−f (S)) = A−S , se sigue que a := g(b) ∈ A−S . Ahora bien, usando laafirmación 1 se ve que ba = b, de donde k (a) := ba = b y k es sobreyectiva. Se concluyeque k : A −→ B es biyectiva y el teorema queda establecido.
Una vez que ya se ha discutido el concepto de relación de equivalencia (ver Definición 1.2.1)y el de función (ver Definición 1.4.1), podemos relacionar a ambos mediante la siguienteproposición.
Proposición 1.4.32.Toda función induce una relación de equivalencia sobre su dominio.
Demostración. Sea f : A −→ B una función y considere la siguiente relación en A:

Ker(f ) := {(a1, a2) ∈ A × A | f (a1) = f (a2)}.
Ker(f ) es reflexiva pues para cada a ∈ A, f (a) = f (a).
Ker(f ) es simétrica pues si (a1, a2) ∈ Ker(f ), entonces f (a1) = f (a2), o lo que es lo mismo
f (a2) = f (a1), de donde (a2, a1) ∈ Ker(f ).
Ker(f ) es transitiva, pues si (a1, a2) ∈ Ker(f ) y (a2, a3) ∈ Ker(f ), entonces f (a1) = f (a2)y f (a2) = f (a3), luego f (a1) = f (a3) y (a1, a3) ∈ Ker(f ).Se concluye que Ker(f ) es una equivalencia en A.
Definición 1.4.33.

Si f : A −→ B es una función, al conjunto Ker(f ) := {(a1, a2) ∈ A×A | f (a1) = f (a2)}se le llama kernel de f .Sea A un conjunto y ρ ⊆ A×A una equivalencia sobre A. A la función πρ : A −→ A
ρdefinida por πρ(a) := [a]ρ se le llama la proyección canónica con respecto de ρ •
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Observación 1.4.34.Es fácil ver que la proyección canónica πρ : A −→ A
ρ es una función sobreyectiva •

A continuación se enuncia un resultado que relaciona el concepto de función, el de relaciónde equivalencia, el de kernel de una función y el de proyección canónica:
Teorema. 1.4.35. (De homomorfismo para funciones.)Sean f : A −→ B una función y ρ ⊆ A × A una equivalencia sobre A tal que ρ ⊆ Ker(f ).Entonces existe una única función f̄ : Aρ −→ B tal que f = f̄ ◦ πρ . Más aún, si ρ = Ker(f ),entonces f̄ es inyectiva, y si f es sobreyectiva, entonces f̄ es también sobreyectiva.

A

πρ
��

f // B

A
ρ

f̄

AA

Demostración. Considerar la función f̄ : Aρ −→ B definida por f̄ ([a]ρ) := f (a). Observar quelos elementos del dominio de f̄ son clases de equivalencia, y como una clase de equivalenciapuede tener, en general, varios representantes, se debe verificar entonces que el valor de f̄en cualquier clase de equivalencia no depende del representante que se tome. Usualmente,al hacer esto suele decirse que hay que verificar que f̄ está bien definida. Supongaseque [a]ρ = [b]ρ , entonces por la Proposición 1.2.5 se sigue que (a, b) ∈ ρ ⊆ Ker(f ), asíque (a, b) ∈ Ker(f ) y f (a) = f (b). Por lo tanto f̄ ([a]ρ) = f̄ ([b]ρ) y f̄ está bien definida. Paracada a ∈ A, se tiene lo siguiente:̄
f (πρ(a)) = f̄ ([a]ρ) = f (a).

Se sigue entonces que f = f̄ ◦πρ . Suponga que la función g : Aρ −→ B es tal que f = g◦πρ .Entonces:
g([a]ρ) = g(πρ(a))= f (a)= f̄ (πρ(a))= f̄ ([a]ρ).

De ahí que f̄ = g. Ahora bien, en el caso en que ρ = Ker(f ) se tiene que
f̄ ([a]ρ) = f̄ ([b]ρ) =⇒ f (a) = f (b)=⇒ (a, b) ∈ Ker(f ) = ρ=⇒ [a]ρ = [b]ρ.
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Así, f̄ es inyectiva. Si f es sobreyectiva, y b ∈ B, entonces b = f (a) para algún a ∈ A.Además, observe que b = f (a) = f̄ ([a]ρ), de donde f̄ es sobreyectiva.
Se termina este capítulo con el siguiente corolario.
Corolario 1.4.36.Toda función es la composición de una función sobreyectiva seguida de una inyectiva.
Demostración. Sea f : A −→ B una función y sea ρ = Ker(f ). De la Proposición 1.4.35 setiene que f = f̄ ◦ πρ con f̄ inyectiva. Ahora bien, del hecho de que la proyección canónica
πρ sea sobreyectiva se sigue lo pedido.
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Capítulo 2

Categorías

En este capítulo se revisan algunas definiciones, conceptos y resultados de la teoría decategorías que serán de utilidad en la parte principal de este trabajo. Haremos uso aquíde algunos de los resultados presentados en el apartado anterior.
2.1. Definición de Categoría
Definición 2.1.1.

Una categoría A es un objeto matemático compuesto por:
1. Una clase O.
2. Para cada A, B ∈ O, un conjunto HomA(A, B).
3. Para cada A, B, C ∈ O, una función (llamada ley de composición)

◦ : HomA(A, B) ×HomA(B, C ) −→ HomA(A, C )
con ◦(f , g) := g ◦ f .

4. Para cada A ∈ O, un elemento idA ∈ HomA(A, A).
Además, todo lo anterior debe estar sujeto a lo siguiente:

C1: Para cada A, B, C,D ∈ O y cada f ∈ HomA(A, B), g ∈ HomA(B, C ) y h ∈
HomA(C,D) :

h ◦ (g ◦ f ) = (h ◦ g) ◦ f .
C2: Para cada A, B ∈ O y cada f ∈ HomA(A, B):

31
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idB ◦ f = f y f ◦ idA = f •

Observación 2.1.2.

En el contexto de la Definición 2.1.1:
La clase O es denotada por Ob(A) y a sus elementos se les llama objetos de A.
La clase de morfismos de A, denotada por Mor(A), se define como sigue:

Mor(A) := ⋃
(A,B)∈Ob(A)×Ob(A)HomA(A, B) .

Si A, B ∈ Ob(A), a cualquier elemento de HomA(A, B) se le llama morfismo (o
flecha) de A en B. Además, se escribe f : A −→ B para indicar que f ∈ HomA(A, B).
Escribir f : A −→ B puede significar entonces que f es una función del conjunto A enel conjunto B (ver Observación 1.4.2) o que f ∈ HomA(A, B) para alguna categoría Ay algunos A, B ∈ Ob(A). Se observa en un ejemplo posterior (ver Ejemplos 2.1.2) quetoda función entre dos conjuntos es un morfismo entre dos objetos de una categoría,sin embargo, no todo morfismo entre dos objetos de una categoría tiene que sernecesariamente una función. Así, debe tenerse claro el contexto en el cuál se usa lanotación f : A −→ B.
Si A ∈ Ob(A), al morfismo idA ∈ HomA(A, A) se le llama morfismo identidad en A
•

2.1.1. Diagramas conmutativosSuponga que f : A −→ B, g : B −→ C , h : D −→ C e i : A −→ D son morfismos deuna categoría A. Entonces, suele representarse esta situación dibujando un diagrama deobjetos y morfismos como el siguiente:
A
i
��

f // B
g
��

D h
// C

Un tal diagrama se dice que es conmutativo (o que conmuta) si g ◦ f = h ◦ i.
Más generalmente, dada una categoría A, se dice que un diagrama de objetos y morfismosde ésta es conmutativo (o conmuta) si siempre que existan dos caminos entre dos objetos,digamos A y B del diagrama, el morfismo resultante de componer los morfismos del primercamino coincide con el morfismo resultante de componer los morfismos del segundo camino.Por ejemplo, el diagrama
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A

h ��

f // B

C
g

??

será conmutativo si f = g ◦ h.
2.1.2. Algunos ejemplos1. Denotemos por V a la clase de todos los conjuntos.

Sea O = V .Para cada A, B ∈ V , sea Hom(A, B) := BA.Sea ◦ la composición entre funciones.Para cada A ∈ V sea idA ∈ AA la función identidad.
De las Proposiciones 1.1.10, 1.4.5 y 1.4.6 se sigue que todo lo anterior da lugar auna categoría llamada la categoría de conjuntos que es denotada por SET .

2. Sea M un monoide con elemento neutro e ∈ M . Se define lo siguiente:
O := {M}.
Hom(M,M) := M.Sea ◦ la operación en el monoide M .
idM := e.

De que la operación en el monoide M sea cerrada y asociativa y de las propiedadesde e ∈ M se sigue que todo lo anterior da lugar a una categoría denotada por C (M).Observar que esta es una categoría con un solo objeto, y además, los morfismos deella son los elementos del monoide M . (Más adelante se discute con más detalle elconcepto de monoide.)
3. Considérese a lo siguiente:

Denotemos por O a la clase de todos los grupos.Para cada G,H ∈ O sea
Hom(G,H) := {f : G −→ H | f es morfismo de grupos}.Sea ◦ la composición entre funciones.Para cada G ∈ O sea idG la función identidad.
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De que la composición entre dos morfismos de grupos es también un morfismo degrupos, de que idG es un morfismo de grupos y de las Proposiciones 1.1.10 y 1.4.6se ve que todo lo anterior forma una categoría llamada la categoría de grupos quees denotada por GRP .4. Sea F un campo y considerese lo siguiente:Sea O la clase de todos los F − espacios vectoriales de dimensión finita.Para cada V ,W ∈ O sea
Hom(V ,W ) := {T : V −→ W |T es transformación lineal}

Sea ◦ la composición entre funciones.Para cada V ∈ O sea idV la función identidad.De que la composición entre dos transformaciones lineales es también una trans-formación lineal, de que idV es una transformación lineal y de las Proposiciones1.1.10 y 1.4.6 se ve que todo lo anterior forma una categoría llamada la categoría
de F − espacios vectoriales de dimensión finita que es denotada por VecF.

2.2. Tipos de morfismos
Definición 2.2.1.Sea A una categoría y f ∈ HomA(A, B). Se dice que f es una:

1. sección, si existe g ∈ HomA(B, A) tal que el siguiente diagrama conmuta:
A idA //

f ��

A

B
g

??

2. retracción, si existe g ∈ HomA(B, A) tal que el siguiente diagrama conmuta:
B idB //

g
��

B

A
f

??

•
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Ejemplos 2.2.2.

Según las Proposiciones 1.4.10 y 1.4.13 en la categoría SET las funciones inyectivasson las secciones y las sobreyectivas las retracciones.Si G es un grupo, entonces puesto que cualquier elemento de G tiene un inverso, sesigue que cualquier morfismo de la categoría C (G) es una sección y una retracción
•

A los morfismos que son a la vez secciones y retracciones se les da un nombre especial:
Definición 2.2.3.Sea A una categoría y f ∈ HomA(A, B). Se dice que f es un A-isomorfismo (o simple-
mente isomorfismo) si f es a la vez una sección y una retracción. Si entre los objetos A y
B existe al menos un isomorfismo de A en B, entonces se dice que A es isomorfo a B y seescribe A ∼= B para indicar eso •

Puede caracterizarse a los isomorfismos de una categoría como lo muestra la siguienteproposición:
Proposición 2.2.4.Sea A una categoría y f ∈ HomA(A, B). Los siguientes enunciados son equivalentes para
f :

1. f es un isomorfismo.2. Existe g ∈ HomA(B, A) tal que el siguiente diagrama conmuta:
A
f
��

idA // A
f
��

B

g
??

idB
// B

Demostración. 1) =⇒ 2) Si f es isomorfismo, entonces existen g, g′ : B −→ A tales que
g ◦ f = idA y f ◦ g′ = idB . Luego,

g = g ◦ idB= g ◦ (f ◦ g′)= (g ◦ f ) ◦ g′= idA ◦ g′= g′.

Así g ◦ f = idA y f ◦ g = idB y el diagrama siguente conmuta:



36 CAPÍTULO 2. CATEGORÍAS

A
f
��

idA // A
f
��

B

g
??

idB
// B

2) =⇒ 1) Se sigue de las Definiciones 2.2.1 y 2.2.3.
Proposición 2.2.5.

Sea A una categoría y f ∈ HomA(A, B) un isomorfismo. Entonces existe un único g ∈
HomA(B, A) que hace conmutativo al siguiente diagrama:

A
f
��

idA // A
f
��

B

g
??

idB
// B

Demostración. La existencia de un morfismo con las características indicadas se sigue de2.2.4. Sean g, g′ ∈ HomA(B, A) tales que los siguientes diagramas conmutan:
A
f
��

idA // A
f
��

B

g
??

idB
// B

y A
f
��

idA // A
f
��

B

g′
??

idB
// B

Entonces:
g = g ◦ idB= g ◦ (f ◦ g′)= (g ◦ f ) ◦ g′= idA ◦ g′= g′.

Ejemplos 2.2.6.

Según la Definición 1.4.17 y la Proposición 2.2.4 en la categoría SET las funcionesbiyectivas son los isomorfismos.
En la categoría SET dos conjuntos A y B son isomorfos si y solo si son equipotentes(ver Definición 1.4.28).
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Si G es un grupo, entonces cualquier morfismo de la categoría C (G) es una seccióny una retracción y por lo tanto un isomorfismo.
Si A es un objeto de la categoría A, entonces idA es un isomorfismo, pues idA◦idA =
idA •

Una propiedad de los morfismos descritos es la siguiente:
Proposición 2.2.7.

Sean f : A −→ B y g : B −→ C dos morfismos de una categoría A.
1. Si f y g son secciones, entonces g ◦ f es sección.
2. Si f y g son retracciones, entonces g ◦ f es retracción.
3. Si f y g son isomorfismos, entonces g ◦ f es isomorfismo.

Demostración. 1) Como f y g son secciones, entonces existen morfismos g′ : C −→ B y
f ′ : B −→ A tales que f ′ ◦ f = idA y g′ ◦ g = idB . Así que se tiene lo siguiente:

(f ′ ◦ g′) ◦ (g ◦ f ) = f ′ ◦ (g′ ◦ g) ◦ f= f ′ ◦ idB ◦ f= f ′ ◦ f= idA

De ahí que g ◦ f es sección.2) Como f y g son retracciones entonces existen morfismos g′ : C −→ B y f ′ : B −→ Atales que f ◦ f ′ = idB y g ◦ g′ = idC . Así que se tiene lo siguiente:
(g ◦ f ) ◦ (f ′ ◦ g′) = g ◦ (f ◦ f ′) ◦ g′= g ◦ idB ◦ g′= g ◦ g′= idC

De ahí que g ◦ f es retracción.3) Se sigue de los incisos anteriores.
Otro tipo importante de morfismos son los siguientes:
Definición 2.2.8.

Sea A una categoría y f ∈ HomA(A, B). Se dice que f es un:
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1. monomorfismo si para cada C ∈ Ob(A) y morfismos α, β : C −→ A se verifica losiguiente:Si el diagrama C α //

β
��

A
f
��

A
f
// B

conmuta, entonces α = β .

O lo que es lo mismo, f ◦ α = f ◦ β =⇒ α = β .2. epimorfismo si para cada C ∈ Ob(A) y morfismos α, β : B −→ C se verifica losiguiente:Si el diagrama A f //

f
��

B
α
��

B
β
// C

conmuta, entonces α = β .

O lo que es lo mismo, α ◦ f = β ◦ f =⇒ α = β •

Resulta que la composición entre dos monomorfismos (epimorfismos) es también un mono-morfismo (epimorfismo). Más formalmente se tiene lo siguiente:
Proposición 2.2.9.Sean f : A −→ B y g : B −→ C dos morfismos de una categoría A.

1. Si f y g son monomorfismos, entonces g ◦ f es monomorfismo.2. Si f y g son epimorfismos, entonces g ◦ f es epimorfismo.
Demostración. 1) Sean D ∈ Ob(A) y α, β : D −→ A tales que el siguiente cuadradoconmuta:

D β //

α
��

A
g◦f
��

A g◦f
// C

Entonces se tiene que:
(g ◦ f ) ◦ α = (g ◦ f ) ◦ β=⇒ g ◦ (f ◦ α) = g ◦ (f ◦ β)=⇒ f ◦ α = f ◦ β=⇒ α = β.

2) Sean D ∈ Ob(A) y α, β : C −→ D tales que el siguiente cuadrado conmuta:
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A g◦f //

g◦f
��

C
β
��

C α
// D

Entonces se tiene que:
α ◦ (g ◦ f ) = β ◦ (g ◦ f )=⇒ (α ◦ g) ◦ f = (β ◦ g) ◦ f=⇒ α ◦ g = β ◦ g=⇒ α = β.

Proposición 2.2.10.En cualquier categoría toda sección es un monomorfismo y toda retracción es un epimor-fismo.
Demostración. Sea f : A −→ B un morfismo de la categoría A. Supóngase que f es unasección y sean C ∈ Ob(A) y α, β : C −→ A tales que f ◦α = f ◦β . Como f es una secciónentonces existe un morfismo g : B −→ A tal que g ◦ f = idA, de manera que se tiene losiguiente:

f ◦ α = f ◦ β=⇒ g ◦ (f ◦ α) = g ◦ (f ◦ β)=⇒ (g ◦ f ) ◦ α = (g ◦ f ) ◦ β=⇒ idA ◦ α = idA ◦ β=⇒ α = β.

De ahí que f es un monomorfismo. La prueba para retracciones es similar y se omite.
Observación 2.2.11.En general, no todo monomorfismo (epimorfismo) es una sección (retracción).En efecto, considerar al monoide Z − {0} con operación el producto usual entre númerosenteros. A partir de esto considerar a la categoría C (Z − {0}) (ver Ejemplos 2.1.2). Setiene que 2 ∈ Hom(Z − {0},Z − {0}) es un monomorfismo, pues para cada m, n ∈
Hom(Z − {0},Z − {0}):

2n = 2m =⇒ n = m.

Sin embargo, 2 ∈ Hom(Z−{0},Z−{0}) no es una sección, pues no existe k ∈ Hom(Z−
{0},Z − {0}) tal que 2k = 1 •
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2.2.1. Ejemplos
Ejemplo 2.2.12. monomorfismos y epimorfismos en SET .Con base en las Proposiciones 1.4.10 y 1.4.13 se deduce que los siguientes enunciadosson equivalentes para una función f : A −→ B con A ̸= ∅:1. f es inyectiva (sobreyectiva).2. f es sección (retracción) en SET .3. f es monomorfismo (epimorfismo) en SET •

Ejemplo 2.2.13. Isomorfismos en VecF.Sea F un campo y sea T : V −→ W un morfismo de VecF (ver Ejemplos 2.1.2). Así, T debeser una transformación lineal. Supongase que, además, T es una función biyectiva. Entoncespor la Proposición 1.4.18 existe una única función S : W −→ V tal que T ◦ S = idW y
S ◦ T = idV .
Afirmación: S es una transformación lineal. En efecto, sean w1, w2 ∈ W y α ∈ F. Como
T es sobreyectiva, entonces w1 = T (v1) y w2 = T (v2) para algunos v1, v2 ∈ V . De ahí que
S(w1) = S(T (v1)) = idv (v1) = v1 y S(w2) = S(T (v2)) = idv (v2) = v2 . Luego,

S(w1 + w2) = S(T (v1) + T (v2))= S(T (v1 + v2))= idV (v1 + v2)= v1 + v2= S(w1) + S(w2).y
S(αw1) = S(αT (v1))= S(T (αv1))= idV (αv1)= αv1= αS(w1).Por consiguiente S es transformación lineal y por lo tanto, S ∈ Hom(W,V ). Debido a que

T ◦S = idW y S◦T = idV se deduce que T es un isomorfismo de VecF. Supóngase ahoraque T : V −→ W es un isomorfismo de VecF. Entonces existe S ∈ Hom(W,V ) tal que
T ◦S = idW y S ◦T = idV . Como en particular T y S son funciones, se ve entonces que Tdebe ser biyectiva. Se concluye de todo esto que en la categoría VecF, T ∈ Hom(V ,W )es un isomorfismo si y solo si T es una función biyectiva •
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Ejemplo 2.2.14. Monomorfismos en VecF.De nuevo, sea F un campo y sea T : V −→ W un morfismo de VecF. Supóngase que Tes un monomorfismo y sea U := Nu(T ) donde

Nu(T ) := {k ∈ V | T (k ) = 0W}.Observe que U es un subespacio vectorial de V , en particular, U es un F−espacio vectorialde dimensión finita. Considerar a las funciones R, S : U −→ V definidas por R (k ) := k y
S(k ) := 0V . Es fácil ver que R y S son transformaciones lineales. Ahora bien, para cada
k ∈ U :

T (R (k )) = T (k ) = 0W .mientras que
T (S(k )) = T (0V ) = 0W .Se sigue entonces que T ◦R = T ◦S , y como T es un monomorfismo entonces R = S . Deahí que si k ∈ U , entonces k = R (k ) = S(k ) = 0V . Se concluye que U := Nu(T ) = {0V}y en consecuencia T es una función inyectiva. Supóngase ahora que T es una funcióninyectiva y sean U ∈ Ob(VecF) y R, S : U −→ V transformaciones lineales tales que

T ◦ R = T ◦ S . Como en particular U, V ,W son conjuntos y R, S, T son funciones, sesigue de la Proposición 1.4.10 que R = S y por lo tanto T debe ser un monomorfismo. Seconcluye de todo esto que en la categoría VecF, T ∈ Hom(V ,W ) es un monomorfismo siy solo si T es una función inyectiva •

El siguiente ejemplo está dedicado a exhibir quiénes son los epimorfismos de la categoría degrupos GRP . Para tal efecto, se necesita hacer uso de los siguientes resultados auxiliares:
Proposición 2.2.15.Si f , g : G −→ H son morfismos de grupos, entonces

I(f , g) := {a ∈ G | f (a) = g(a)}es un subgrupo de G .
Demostración. Notar que I(f , g) ̸= ∅, pues si eG y eH son los elementos neutros de G y
H respectivamente, entonces f (eG) = eH = g(eG).Si a, b ∈ I(f , g) se tiene lo siguiente:

f (ab−1) = f (a)f (b−1)= f (a)f (b)−1= g(a)g(b)−1= g(a)g(b−1)= g(ab−1).
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De ahí que ab−1 ∈ I(f , g) y por lo tanto I(f , g) es un subgrupo de G .
Proposición 2.2.16.

Sea H un grupo y sea K un subgrupo de H . Entonces, existe un grupo G y un par demorfismos de grupos f1, f2 : H −→ G tales que
K = I(f1, f2).

Demostración. Considerar el conjunto H
K := {hK | h ∈ H} de clases laterales izquierdas de

K en H y sea K̂ un conjunto tal que K̂ ∩H = ∅. Observar que como cada hK ̸= ∅, entonces
K̂ /∈ H

K . Así, {K̂ } y H
K son disjuntos. Sea X := {K̂ } ∪ H

K . Para cada h ∈ H considerar lasfunciones α̂h, β̂h : H
K −→ X definidas por α̂h(aK ) := haK y β̂h(aK ) := h−1aK . Veamosque β̂h está bien definida:

aK = bK =⇒ a−1b ∈ K=⇒ a−1eHb ∈ K=⇒ a−1hh−1b ∈ K=⇒ (h−1a)−1h−1b ∈ K=⇒ h−1aK = h−1bK=⇒ β̂h(aK ) = β̂h(bK ).
De manera similar se ve que α̂h está bien definida. Ahora bien, sea ι la inclusión de {K̂ }en X . Como {K̂ } y H

K son disjuntos, se sigue de la Proposición 1.4.23 que αh := α̂h ∪ ι y
βh := β̂h ∪ ι son funciones de X en X , más aún, se tiene que

αh(S) = {
haK si S = aK .
K̂ si S = K̂ .y

βh(S) = {
h−1aK si S = aK .
K̂ si S = K̂ .Por otra parte, observe que

αh(βh(S)) = {
αh(βh(aK )) = αh(h−1aK ) = hh−1aK = aK si S = aK .

αh(βh(K̂ )) = αh(K̂ ) = K̂ si S = K̂ .Por lo tanto αh ◦ βh = idX . De manera similar se ve que βh ◦ αh = idX y en consecuen-cia, para cada h ∈ H , αh es una función biyectiva. Las funciones αh tienen la siguientepropiedad:
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Para cada h1, h2 ∈ H , αh1h2 = αh1 ◦ αh2 .En efecto, para S = aK :

αh1h2(aK ) := h1h2aK= αh1(h2aK )= αh1(αh2(aK )).
mientras que para S = K̂ :

αh1h2(K̂ ) := K̂= αh1(K̂ )= αh1(αh2(K̂ )).
Por lo tanto αh1h2 = αh1 ◦ αh2 . Sea G := SX el grupo de permutaciones del conjunto X .De todo lo anterior, se deduce que la función f1 : H −→ G definida por f1(h) := αh es unmorfismo de grupos. Considerar ahora a la función ρ : X −→ X definida por

ρ(S) =
 K si S = K̂ .

K̂ si S = K.
S en otro caso.

Es decir, ρ intercambia a K por K̂ , intercambia a K̂ por K y deja a los demás elementosde X fijos. Es fácil ver que ρ es una función biyectiva. Sea h ∈ H . Como f1(h) := αh y
ρ son ambas biyectivas, tiene sentido considerar a la función f2 : H −→ G definida por
f2(h) := ρ ◦ αh ◦ ρ−1. Si h1, h2 ∈ H entonces:

f2(h1h2) : = ρ ◦ αh1h2 ◦ ρ−1= ρ ◦ (αh1 ◦ αh2) ◦ ρ−1= ρ ◦ (αh1 ◦ idX ◦ αh2) ◦ ρ−1= ρ ◦ (αh1 ◦ ρ−1 ◦ ρ ◦ αh2) ◦ ρ−1= (ρ ◦ αh1 ◦ ρ−1) ◦ (ρ ◦ αh2 ◦ ρ−1)= f2(h1) ◦ f2(h2).De ahí que f2 es un morfismo de grupos.
Afirmación 1): Para cada k ∈ K , ρ ◦ αk = αk ◦ ρ. En efecto, sea k ∈ K .

Si S = aK donde a /∈ K , entonces aK ̸= K y kaK ̸= K , pues de otra forma,
kaK = K , de manera que ka ∈ K y por tanto a ∈ K (Contradicción). Así, en estecaso, ρ(αk (aK )) = ρ(kaK ) = kaK , mientras que αk (ρ(aK )) = αk (aK ) = kaK .
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Si S = K , entonces ρ(αk (K )) = ρ(kK ) = ρ(K ) = K̂ , mientras que αk (ρ(K )) =
αk (K̂ ) = K̂ .Si S = K̂ , entonces ρ(αk (k̂ )) = ρ(K̂ ) = K , mientras que αk (ρ(K̂ )) = αk (K ) = kK =
K .

Por lo tanto ρ ◦ αk = αk ◦ ρ.
Afirmación 2): K ⊆ I(f1, f2). En efecto, sea k ∈ K . Por la Afirmación 1) se sigue que
ρ ◦ αk = αk ◦ ρ , de donde ρ ◦ αk ◦ ρ−1 = αk , o lo que es lo mismo, f1(k ) = f2(k ). Por lotanto k ∈ I(f1, f2).
Afirmación 3): I(f1, f2) ⊆ K . En efecto, sea h ∈ I(f1, f2), entonces f1(h) = f2(h), de donde
ρ ◦ αh ◦ ρ−1 = αh y por tanto ρ ◦ αh = αh ◦ ρ. Así,

ρ(αh(K̂ )) = αh(ρ(K̂ ))=⇒ ρ(K̂ ) = αh(K )=⇒ K = hK=⇒ h ∈ K.

Por consiguente I(f1, f2) ⊆ K y K = I(f1, f2).
Ejemplo 2.2.17. Epimorfismos en GRP.Sea f : G −→ H un morfismo de la categoría GRP (ver Ejemplos 2.1.2). Suponga que fes un epimorfismo en GRP . Como K := Im(f ) es un subgrupo de H , de la Proposición2.2.16 se sigue que existe un grupo G′ y un par de morfismos de grupos f1, f2 : H −→ G′tales que K = I(f1, f2). Ahora bien, si a ∈ G , entonces f (a) ∈ Im(f ) = I(f1, f2), de maneraque f1(f (a)) = f2(f (a)) y por lo tanto f1 ◦ f = f2 ◦ f . Así, como f es un epimorfismo se sigueque f1 = f2 y en consecuencia Im(f ) = I(f1, f2) = I(f1, f1) = {h ∈ H | f1(h) = f1(h)} = H .Se sigue entonces que f debe ser una función sobreyectiva. Suponga ahora que f es unafunción sobreyectiva y sean K ∈ Ob(GRP) y α, β : H −→ K morfismos de grupos talesque α ◦ f = β ◦ f . Sea h ∈ H . Como f es sobreyectiva, entonces h = f (a) para algún
a ∈ G . Así:

α(h) = α(f (a)) = β(f (a)) = β(h).Por lo tanto α = β y f es un epimorfismo. Se concluye de todo esto que en la categoría
GRP , f ∈ Hom(G,H) es un epimorfismo si y solo si f es una función sobreyectiva •
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2.2.2. Observaciones
Observación 2.2.18.Según el Ejemplo 2.2.12, los monomorfismos de la categoría SET son las funciones in-yectivas y según el Ejemplo 2.2.6, dos objetos de SET son isomorfos si y solo si sonequipotentes. De acuerdo con esto, el Teorema 1.4.31 afirma que la categoría SET tienela siguiente propiedad:Sean A, B ∈ Ob(SET ). Si existe un monomorfismo de A en B y un monomorfismo de Ben A, entonces A ∼= B •
Observación 2.2.19.Sea F un campo y sean V ,W ∈ Ob(VecF). Suponga que T : V −→ W y R : W −→ V sonmonomorfismos. De acuerdo con el Ejemplo 2.2.14, T y R deben ser inyectivas, de maneraque T̂ : V −→ Im(T ) y R̂ : W −→ Im(R ) definidas por T̂ (v ) := T (v ) y R̂ (w) := R (w)son transformaciones lineales biyectivas. Por lo tanto, del Ejemplo 2.2.13 se sigue que
V ∼= Im(T ) y W ∼= Im(R ). De esto último y de que Im(T ) e Im(R ) son subespaciosvectoriales de W y V respectivamente, se sigue que DimV ≤ DimW y DimW ≤ DimV .En consecuencia DimV = DimW y V ∼= W . Se concluye que la categoría VecF tiene lasiguiente propiedad:Sean V ,W ∈ Ob(VecF). Si existe un monomorfismo de V en W y un monomorfismo de
W en V , entonces V ∼= W •

2.3. Productos y Coproductos
Definición 2.3.1.Sean A una categoría y (Ai)i∈I ⊆ Ob(A) una familia de objetos indexada por el conjunto I .Un producto para la familia (Ai)i∈I es un objeto P ∈ Ob(A) junto con una familia demorfismos {πi : P −→ Ai}i∈I con la siguiente propiedad:

Para cada P ′ ∈ Ob(A) y cada familia de morfismos {fi : P ′ −→ Ai}i∈I existe unúnico morfismo φ : P ′ −→ P tal que para cada i ∈ I el siguiente diagrama conmuta:
P ′ fi //

φ ��

Ai

P
πi

??

Un coproducto para la familia (Ai)i∈I es un objeto Q ∈ Ob(A) junto con una familiade morfismos {σi : Ai −→ Q}i∈I con la siguiente propiedad:
Para cada Q′ ∈ Ob(A) y cada familia de morfismos {fi : Ai −→ Q′}i∈I existe unúnico morfismo ψ : Q −→ Q′ tal que para cada i ∈ I el siguiente diagrama conmuta:



46 CAPÍTULO 2. CATEGORÍAS

Ai
fi //

σi ��

Q′

Q
ψ

??

•

Proposición 2.3.2.

Sean A una categoría y (Ai)i∈I ⊆ Ob(A) una familia de objetos indexada por el conjunto I .
1. Suponga que P ∈ Ob(A) junto con la familia de morfismos

{πi : P −→ Ai}i∈I y P ′ ∈ Ob(A) junto con la familia de morfismos {π′
i : P ′ −→ Ai}i∈Ison ambos productos para (Ai)i∈I . Entonces P ∼= P ′.

2. Suponga que Q ∈ Ob(A) junto con la familia de morfismos
{σi : Ai −→ Q}i∈I y Q′ ∈ Ob(A) junto con la familia de morfismos {σ ′

i : Ai −→ Q′}i∈Ison ambos coproductos para (Ai)i∈I . Entonces Q ∼= Q′.
Demostración. 1) De que P junto con los morfismos πi , y P ′ junto con los morfismos π′

ison productos, acompañado de las propiedades de los morfismos identidad, se sigue que
idP e idP ′ son los únicos morfismos tales que para cada i ∈ I los siguientes diagramasconmutan:

P ′ π′
i //

idP′   

Ai

P ′
π′
i

?? y P πi //

idP ��

Ai

P
πi

?? (2.1)
De nuevo, de que P junto con los morfismos πi , y P ′ junto con los morfismos π′

i sonproductos, se sigue que existen morfismos φ : P ′ −→ P y ψ : P −→ P ′ (que ademásdeben ser únicos) tales que para cada i ∈ I los siguientes triángulos conmutan:
P ′ π′

i //

φ ��

Ai

P
πi

?? y P πi //

ψ ��

Ai

P ′
π′
i

??

De ahí que para cada i ∈ I:
π′
i ◦ (ψ ◦ φ) = (π′

i ◦ ψ) ◦ φ = πi ◦ φ = π′
iy

πi ◦ (φ ◦ ψ) = (πi ◦ φ) ◦ ψ = π′
i ◦ ψ = πi
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Se sigue entonces que los morfismos ψ ◦ φ y φ ◦ ψ hacen conmutar a los diagramas (2. 1)respectivamente, luego ψ ◦φ = idP ′ y φ ◦ψ = idP . De esto último se ve que ψ : P −→ P ′es un isomorfismo, y en consecuencia P ∼= P ′. La prueba de 2) es similar a la anterior yse omite.
Observación 2.3.3.

Si P ∈ Ob(A) junto con la familia de morfismos {πi : P −→ Ai}i∈I son un productopara (Ai)i∈I , entonces al objeto P se le denota usando el símbolo ∏
i∈I Ai.Si Q ∈ Ob(A) junto con la familia de morfismos {σi : Ai −→ Q}i∈I son un coproductopara (Ai)i∈I , entonces al objeto Q se le denota usando el símbolo ∐
i∈I Ai •

Ejemplo 2.3.4.En la categoría SET , el producto y coproducto de una familia (Ai)i∈I está dado en lasDefiniciones 1.4.21 y 1.4.25 (ver también las Proposiciones 1.4.22 y 1.4.24) •

2.4. Funtores
Definición 2.4.1.Sean A y B categorías. Un funtor de A en B es una pareja F = (F1, F2) de clases-funciones
F1 : Ob(A) −→ Ob(B ) y F2 : Mor(A) −→ Mor(B ) con las siguientes propiedades:

1. f ∈ HomA(X, Y ) =⇒ F2(f ) ∈ HomB (F1(X ), F1(Y )).2. f ∈ HomA(X, Y ) y g ∈ HomA(Y , Z ) =⇒ F2(g ◦ f ) = F2(g) ◦ F2(f ).3. Para cada A ∈ Ob(A), F2(idA) = idF1(A) •

Observación 2.4.2.

Si F = (F1, F2) es un funtor, entonces suele usarse a F para denotar a F1 y a F2.Se escribe F : A −→ B para indicar que F es un funtor de A en B •

Si F : A −→ B es un funtor y X, Y ∈ Ob(A), entonces f ∈ HomA(X, Y ) implica que
F (f ) ∈ HomB (F (X ), F (Y )). Por lo tanto, tiene sentido considerar para cada X, Y ∈ Ob(A) ala función FX,Y : HomA(X, Y ) −→ HomB (F (X ), F (Y )) definida por FX,Y (f ) := F (f ). Pudierasuceder que para cada X, Y ∈ Ob(A) la función FX,Y sea inyectiva (o sobreyectiva), encuyo caso al funtor F se le da un nombre especial:
Definición 2.4.3.Sea F : A −→ B un funtor. Se dice que F es un funtor:
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fiel, si para cada X, Y ∈ Ob(A) la función FX,Y es inyectiva.
pleno, si para cada X, Y ∈ Ob(A) la función FX,Y es sobreyectiva •

Ejemplos 2.4.4.

1. Sean G y H dos grupos y considere las categorías C (G) y C (H). Suponga que
f : G −→ H es un morfismo de grupos y defínase a f̂ : C (G) −→ C (H) por f̂ (G) := Hy para cada x ∈ Hom(G,G) por f̂ (x) := f (x). Entonces f̂ es un funtor, pues para cada
x, y ∈ Hom(G,G) se tiene que f̂ (x ◦ y) = f (xy) = f (x)f (y) = f̂ (x) ◦ f̂ (y), además deque f̂ (idG) = f (eG) = eH = idH = idf̂ (G) .

2. Se define U : GRP −→ SET como sigue: Si (G, ·) y (H, ∗) son grupos y f : G −→ Hes un morfismo de grupos, entonces U((G, ·)) := G y U(f ) := f . Es fácil ver que
U es un funtor, más aún, U es un funtor fiel, sin embargo, U no es un funtor pleno,pues si se toma al grupo (Z,+), entonces la función UZ,Z : Hom(Z,Z) −→ ZZ noes sobreyectiva, ya que α : Z −→ Z definida por α(n) := n + 2 no es morfismo degrupos. Al funtor U se le llama funtor olvidadizo •

2.5. Categorías concretas
Definición 2.5.1.

Sea X una categoría. Una categoría concreta sobre X es un par (A,U) donde A es unacategoría y U : A −→ X es un funtor fiel •

Observación 2.5.2.

Resaltando las hipótesis de la Definición 2.5.1:
Una categoría concreta sobre SET se denomina constructo.
Si A ∈ Ob(A) y f ∈ Mor(A), entonces se escribe |A| en lugar de U(A) y |f | enlugar de U(f ) •

Ejemplo 2.5.3.

El par (GRP, U) donde U es el funtor olvidadizo, es una categoría concreta sobre SET ,es decir, un constructo •
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2.5.1. Objetos LibresSe cierra este capítulo con los siguientes conceptos:
Definición 2.5.4.Sea (A,U) una categoría concreta sobre la categoría X y sea X ∈ Ob(X ):

Un morfismo estructurado con dominio X es un par (f , A), siendo A un objeto de Ay f : X −→ |A| un morfismo de X .Un morfismo universal sobre X es un morfismo estructurado (U, A) con dominio Xcon la siguiente propiedad:
Para cada morfismo estructurado (f , B) con dominio X , existe un único morfismo de
A, digamos η : A −→ B, que hace conmutativo al siguiente diagrama:

X f //

U ��

|B|

|A|
|η|

>>

Un objeto libre sobre X es un objeto A ∈ Ob(A) para el cuál existe un morfismouniversal (U, A) sobre X •

En el siguiente capítulo se verá un ejemplo que ilustre a estos últimos conceptos.
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Capítulo 3

Semigrupos y Monoides

El presente capítulo da inicio a la parte esencial de este trabajo de tesis. Aquí, el objetoprincipal de estudio serán dos estructuras algebraicas que llevan por nombre semigrupo y
monoide. Se empieza con algunas definiciones y resultados generales para posteriormenteestudiar a ciertos semigrupos y monoides con propiedades particulares.
3.1. Definiciones y resultados generales
A partir de dos objetos de un mismo tipo, ¿cómo podemos obtener un tercero de ese mismotipo?. En este sentido se establece la siguiente definición.
Definición 3.1.1.

Si X ̸= ∅ es un conjunto, una operación binaria sobre X es simplemente una función de
X × X en X •

Observación 3.1.2.

Si ◦ es una operación binaria sobre el conjunto X ̸= ∅, para cada a, b ∈ X al elemento
◦((a, b)) ∈ X se le denota escribiendo a ◦ b, y cuando no hay peligro de confusión lanotación se simplifica más y se escribe simplemente ab i,e, ◦((a, b)) := a ◦ b := ab •Se distinguen los siguientes tipos de operaciones binarias:
Definición 3.1.3.

Una operación binaria ◦ sobre X ̸= ∅ se dice que es:
asociativa, si para cada a, b, c ∈ X se verifica que a(bc) = (ab)c.
conmutativa, si para cada a, b ∈ X se verifica que ab = ba •

Con estos conceptos en mente, lo que sigue es definir el concepto de semigrupo, que comose dijo antes, será uno de los objetos principales de estudio de este capítulo.
51
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Definición 3.1.4.

Un grupoide es un par ordenado (X, ◦) donde X es un conjunto no vacío y ◦ es unaoperación binaria sobre X .
Un semigrupo es un grupoide (S, ◦) donde ◦ es una operación binaria asociativa •

Observación 3.1.5.

Como se puede apreciar en la definición anterior, un grupoide es un par ordenadocuya primera componente es un conjunto no vacío y cuya segunda componente es unaoperación binaria sobre el conjunto de la primera componente. Así, de la igualdadentre parejas ordenadas se sigue que dos grupoides (X, ◦) y (X ′, ◦′) serán iguales siy solo si X = X ′ y ◦ = ◦′.
A X se le llama conjunto subyacente del grupoide (X, ◦).
En la práctica, un grupoide es denotado a través de su conjunto subyacente, así,la frase ’ ’Sea X un grupoide’ ’ significa que hay una operación binaria sobre X ,digamos ◦, de tal manera que (X, ◦) es un grupoide.
Un grupoide conmutativo es un grupoide (X, ◦) en el que ◦ es una operación binariaconmutativa •

3.2. Elementos especiales
Si · denota el producto usual de números enteros, entonces (Z, ·) es un grupoide. Más aún,(Z, ·) es un semigrupo. Nuestra experiencia con este semigrupo nos indica que para cada
n ∈ Z, 1 · n = n = n · 1 i,e, multiplicar por 1 no produce cambios. Este fenómeno motivala siguiente definición.
Definición 3.2.1.

Sea (X, ◦) un grupoide. Decimos que e ∈ X es:
1. neutro izquierdo (o identidad izquierda) si para cada x ∈ X ocurre que e ◦ x = x .
2. neutro derecho (o identidad derecha) si para cada x ∈ X ocurre que x ◦ e = x .
3. neutro (o identidad ) si para cada x ∈ X ocurre que e ◦ x = x = x ◦ e •

Proposición 3.2.2.

Sea (X, ◦) un grupoide y suponga que e ∈ X es neutro izquierdo y que e′ ∈ X es neutroderecho. Entonces e = e′.
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Demostración. Como e es neutro izquierdo, entonces ee′ = e′. Por otra parte, como e′ esneutro derecho, entonces ee′ = e. De ahí que e = e′.
Corolario 3.2.3.

Si un grupoide tiene elemento neutro, entonces éste debe ser único.
Demostración. Directa de la Proposición 3.2.2.
En el semigrupo (Z, ·) también ocurre que para cada n ∈ Z, n · 0 = 0 = 0 · n. Esto motivala siguiente definición.
Definición 3.2.4.

Sea (X, ◦) un grupoide. Decimos que z ∈ X es:
1. cero izquierdo si para cada x ∈ X ocurre que z ◦ x = z .
2. cero derecho si para cada x ∈ X ocurre que x ◦ z = z .
3. elemento cero si para cada x ∈ X ocurre que z ◦ x = z = x ◦ z •

Proposición 3.2.5.

Sea (X, ◦) un grupoide y suponga que z ∈ X es cero izquierdo y que z′ ∈ X es ceroderecho. Entonces z = z′.
Demostración. Como z es cero izquierdo, entonces zz′ = z . Por otra parte, como z′ es ceroderecho, entonces zz′ = z′. De ahí que z = z′.
Corolario 3.2.6.

Si un grupoide tiene elemento cero, entonces éste debe ser único.
Demostración. Directa de la Proposición 3.2.5.
Definición 3.2.7.

Un monoide es un semigrupo (M, ◦) que tiene elemento neutro •

La siguiente proposición no será utilizada posteriormente, sin embargo, su contenido resultainteresante.
Proposición 3.2.8.

Sean (X, ◦) y (X, ◦′) grupoides con elementos neutros e ∈ X y e′ ∈ X respectivamente.Suponga además, que para cada a, b, c, d ∈ X

(a ◦ b) ◦′ (c ◦ d) = (a ◦′ c) ◦ (b ◦′ d).
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Entonces ◦ = ◦′ y (X, ◦) es un monoide conmutativo.
Demostración. Se empieza exhibiendo que e = e′:

e′ = e′ ◦′ e′= (e ◦ e′) ◦′ (e′ ◦ e)= (e ◦′ e′) ◦ (e′ ◦′ e)= e ◦ e= e

Ahora bien, para cada a, b ∈ X :
a ◦′ b = (a ◦ e) ◦′ (e ◦ b)= (a ◦′ e) ◦ (e ◦′ b)= (a ◦′ e′) ◦ (e′ ◦′ b)= a ◦ b

De ahí que ◦ = ◦′. Más aún:
a ◦ b = (e ◦ a) ◦ (b ◦ e)= (e ◦ b) ◦ (a ◦ e)= b ◦ a

Así, ◦ es una operación binaria conmutativa. Finalmente, observe que para cada a, b, c ∈ X :
a ◦ (b ◦ c) = (a ◦ e) ◦ (b ◦ c)= (a ◦ b) ◦ (e ◦ c)= (a ◦ b) ◦ c

Se concluye que ◦ es una operación binaria asociativa. Por consiguiente (X, ◦) es unmonoide conmutativo.
Cuando un grupoide tiene elemento neutro, tiene sentido preguntarse por aquellos elemen-tos que tienen un inverso con respecto del neutro. Más precisamente, se tiene el siguientepar de definiciones:
Definición 3.2.9.Sea (X, ◦) un grupoide con elemento identidad e ∈ X y sean x, t ∈ X . Se dice que t es :1. inverso izquierdo de x , si tx = e.2. inverso derecho de x , si xt = e.
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3. inverso de x , si tx = e = xt •

Definición 3.2.10.Sea (X, ◦) un grupoide con elemento identidad e ∈ X . Se dice que x ∈ X es:1. invertible por la izquierda, si x tiene al menos un inverso izquierdo.2. invertible por la derecha, si x tiene al menos un inverso derecho.3. invertible , si x tiene al menos un inverso •

El Corolario 3.2.3 indica que en caso de que un grupoide tenga elemento neutro entonceseste es único i,e, se garantiza la unicidad del neutro. Ahora bien, en caso de que unelemento de un grupoide con identidad tenga inverso ¿puede garantizarse la unicidad deéste?
Ejemplo 3.2.11.Considerar el conjunto de tres elementos X = {e, a, b} y considerar también a la operaciónbinaria ◦ definida a través de la siguiente tabla:

◦ e a b
e e a b
a a b e
b b e e

De la tabla se aprecia que e es neutro del grupoide (X, ◦). Más aún, también se tieneque a ◦ b = e = b ◦ a y b ◦ b = e. De ahí que a y b son ambos inversos de b i,e,
b tiene más de un inverso. Observe que ◦ no es una operación binaria asociativa, pues(a ◦ a) ◦ b = b ◦ b = e mientras que a ◦ (a ◦ b) = a ◦ e = a •

¿Bajo qué condiciones si puede garantizarse la unicidad de un inverso?
Proposición 3.2.12.Sea (X, ◦) un grupoide con elemento neutro e ∈ X . Suponga que ◦ es una operaciónbinaria asociativa. Entonces todo elemento de X tiene a lo más un inverso.
Demostración. Suponga que u, v ∈ X son ambos inversos de x ∈ X . Entonces u = ue =
u(xv ) = (ux)v = ev = v .
Observación 3.2.13.Si M es un monoide y a ∈ M es invertible, entonces se denota a su inverso por a−1 •La siguiente estructura algebraica es de suma importancia para las matemáticas, física,química y otras ciencias.
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Definición 3.2.14.

Un grupo es un monoide (G, ◦) en el que cada elemento es invertible •

Proposición 3.2.15.

Sea (G, ◦) un semigrupo y sea e ∈ G un neutro izquierdo. Suponga que para cada g ∈ Gexiste xg ∈ G tal que xgg = e. Entonces (G, ◦) es un grupo.
Demostración. Veamos que para cada g, x, y ∈ G , gx = gy =⇒ x = y:

gx = gy =⇒ xg(gx) = xg(gy)=⇒ (xgg)x = (xgg)y=⇒ ex = ey=⇒ x = y.

Si g ∈ G es arbitrario, entonces ocurre que xg(ge) = (xgg)e = ee = e = xgg. Porlo tanto xg(ge) = xgg y en consecuencia ge = g. De ahí que e es también neutroderecho y por consiguiente elemento neutro. De lo anterior se sigue que (G, ◦) es unmonoide con elemento neutro e. De nuevo, si g ∈ G es arbitrario, entonces se tiene que
xg(gxg) = (xgg)xg = exg = xg = xge. Por lo tanto xg(gxg) = xge y por consiguiente
gxg = e. Esto último aunado a que xgg = e permite concluir que xg es un inverso para g.Por lo tanto todo elemento de (G, ◦) es invertible y por consiguiente (G, ◦) es un grupo.
Observación 3.2.16.

Grupo =⇒ Monoide =⇒ Semigrupo =⇒ Grupoide. Sin embargo, las flechas no puedenrevertirse (ver Ejemplos 3.4) •

3.3. Potencias de un elemento
Definición 3.3.1.

Sea (S, ◦) un semigrupo y a ∈ S . Para cada n ∈ N se define
an := {

a si n = 1.
an−1a si n > 1.

Y si además (S, ◦) es un monoide con neutro e ∈ S , entonces a0 := e •

Proposición 3.3.2.

Sea (S, ◦) un semigrupo y a ∈ S . Para cada n,m ∈ N se cumple lo siguiente:
1. anam = an+m.
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2. anam = aman. (Cualesquiera dos potencias de a conmutan)3. (an)m = anm.

Demostración. 1) Sea n ∈ N arbitrario pero fijo. Se procederá usando inducción sobre
m ∈ N: para m = 1 se tiene que an+1 := ana = ana1, luego la afirmación es válidapara m = 1. Suponga ahora que para m > 1 se verifica que anam = an+m. Entonces
an+(m+1) := an+ma = (anam)a = an(ama) = anam+1. Así, la afirmación es cierta para
m+ 1. Por consiguiente para cada m ∈ N se tiene que anam = an+m.2) anam = an+m = am+n = aman.3) Se sigue usando inducción y 1).
3.4. Algunos ejemplos
A continuación se muestran los primeros ejemplos de grupoides, semigrupos, monoides ygrupos.
Ejemplo 3.4.1.El Ejemplo 3.2.11 muestra un grupoide no asociativo •

Ejemplo 3.4.2.Sea X ̸= ∅. Para cada a, b ∈ X defínase ab := a. Entonces, para a, b, c ∈ X se tieneque a(bc) = a = ab = (ab)c. Luego, X es un semigrupo con respecto a esta operaciónbinaria. Observe que todo elemento de este semigrupo es un cero izquierdo y un neutroderecho. Además, si X tiene al menos dos elementos, entonces X no puede ser un monoide,pues si fuese un monoide con neutro e, tómese un x ̸= e, de manera que como e es neutro,entonces ex = x y también ex = e i,e, x = e, lo cuál es una contradicción. Así, cuando Xtiene al menos dos elementos esta construcción proporciona un ejemplo de un semigrupoque no es un monoide •

Ejemplo 3.4.3.Sea X ̸= ∅. De la Observación 1.1.9 y de la Proposición 1.1.10 se sigue que (B (X ), ◦) esun monoide con neutro ∆X (ver Observación 1.1.2) •

Ejemplo 3.4.4.Sea X ̸= ∅. Defínase TX := XX . De las Proposiciones 1.4.5, 1.1.10 y 1.4.6 se sigue que(TX , ◦) es un monoide con neutro idX . En el caso cuando X = N, la función f : N −→ Ndefinida por f (n) := 2n es inyectiva pero no sobreyectiva, luego, f no puede tener uninverso derecho con respecto de ◦. Por consiguiente (TN, ◦) es un monoide que no es ungrupo •
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Ejemplo 3.4.5.

Sea X ̸= ∅. Defínase SX := {f : X −→ X | f es biyectiva.}. De las Proposiciones 1.4.5,1.1.10, 1.4.6 y el Corolario 1.4.20 se sigue que (SX , ◦) es un monoide con neutro idX . Másaún, de la Definición 1.4.17 (ver también Definición 1.4.15 ) se deduce que (SX , ◦) es ungrupo •

Ejemplos más generales que los dos últimos son los siguientes:
Ejemplo 3.4.6.

Sea A una categoría y X ∈ Ob(A). Entonces (Hom(X, X ), ◦) es un monoide con neu-tro idX . Más aún, si Isom(X ) := {f ∈ Hom(X, X ) | f es isomorfismo}, entonces de lasProposiciones 2.2.4 y 2.2.7 se sigue que (Isom(X ), ◦) es un grupo •

Ejemplo 3.4.7.

Sea S un semigrupo y X ̸= ∅ un conjunto. Si f , g ∈ SX , se define fg : X −→ S mediante laregla (fg)(x) := f (x)g(x). Si f , g, h ∈ SX , entonces para cada x ∈ X se tiene lo siguiente:
(f (gh))(x) : = f (x)(gh)(x)= f (x)(g(x)h(x))= (f (x)g(x))h(x)= (fg)(x)h(x)= ((fg)h)(x)

De ahí que f (gh) = (fg)h y por consiguiente SX es un semigrupo con esta operaciónbinaria. Más aún, si S es un monoide con neutro e, entonces SX es un monoide con neutrola función E : X −→ S definida por E (x) := e •

Ejemplo 3.4.8.

Sea S un semigrupo. Sobre el conjunto S se define la siguiente operación binaria: para cada
x, y ∈ S , x ∗y := yx . Entonces x ∗ (y∗z) = x ∗ (zy) = (zy)x = z(yx) = (yx)∗z = (x ∗y)∗z .Por lo tanto (S, ∗) es un semigrupo llamado semigrupo opuesto de S , el cuál es denotadopor Sop •

Observar que los primeros ejemplos muestran una manera de obtener semigrupos y mo-noides a partir de un conjunto X ̸= ∅ dado. Los últimos, muestran una forma de obtenernuevos semigrupos a partir de los que ya se tienen.
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3.5. Subestructuras
Un semigrupo (monoide) puede contener subconjuntos que a su vez sean también semigru-pos (monoides) con respecto de la misma operación binaria. A tales subconjuntos se les daun nombre especial.
Definición 3.5.1.Sean S un semigrupo y ∅ ≠ H ⊆ S . Se dice que H es un subsemigrupo de S si paracada a, b ∈ H se verifica que ab ∈ H •
Observación 3.5.2.Cualquier semigrupo es subsemigrupo de sí mismo.Si M es un monoide con neutro e, entonces {e} es un subsemigrupo de M .Si S es un semigrupo con elemento cero 0S , entonces {0S} es un subsemigrupo de

S •

Proposición 3.5.3.Sea S un semigrupo y F ≠ ∅ una familia de subsemigrupos de S . Si ⋂
F ≠ ∅, entonces⋂

F es un subsemigrupo de S .
Demostración. Tómense a, b ∈

⋂
F y sea H ∈ F arbitrario. Entonces a, b ∈ H , y como

H es subsemigrupo, entonces ab ∈ H . Por tanto ab ∈ H para cada H ∈ F . De ahí que
ab ∈

⋂
F y por consiguiente ⋂

F es un subsemigrupo de S .
Observación 3.5.4.La intersección de una familia de subsemigrupos puede ser vacía según lo siguiente: Consi-derar el semigrupo (N,+). Para cada n ∈ N considerar el conjunto nN := {kn|k ∈ N}. Setiene que nN es subsemigrupo de N, pues si nj, nk ∈ nN, entonces nj+nk = n(j+k ) ∈ nN.
Afirmación:

⋂
n∈N

nN = ∅. En efecto, suponga que x ∈
⋂
n∈N

nN y sea m un entero positivoque no divide a x . Como x ∈
⋂
n∈N

nN, se tiene que en particular x ∈ mN. De ahí que
x = mk para algún k ∈ N i,e, m divide a x , lo cuál es una contradicción. Por consiguiente⋂
n∈N

nN = ∅ •

Sea S un semigrupo y ∅ ̸= X ⊆ S . Considérese a la siguiente familia de subsemigruposde S:
FX := {H ⊆ S |H es subsemigrupo de S y X ⊆ H}Observe que FX ̸= ∅, pues S ∈ FX . Más aún, como X ⊆

⋂
FX y ∅ ≠ X se sigue que⋂

FX ̸= ∅. Así, de la Proposición 3.5.3 se deduce que ⋂
FX es un subsemigrupo de S .Note que si H es un subsemigrupo de S tal que X ⊆ S , entonces H ∈ FX y por lo tanto⋂

FX ⊆ H . Así, ⋂
FX es el más pequeño subsemigrupo de S que contiene a X .
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Definición 3.5.5.Sea S un semigrupo y ∅ ≠ X ⊆ S . Al subsemigrupo ⟨X⟩ := ⋂
FX se le llama subsemigrupo

de S generado por X •

Si S es un semigrupo y A, B ⊆ S , entonces AB := {ab | a ∈ A y b ∈ B}. Más general-mente, si n ∈ N, entonces An := {a1a2 · · · an | ai ∈ A}. A partir de este producto desubconjuntos puede caracterizarse al subsemigrupo ⟨X⟩.
Proposición 3.5.6.Sea S un semigrupo y ∅ ≠ X ⊆ S . Entonces ⟨X⟩ = ⋃

n∈N
X n.

Demostración. Se exhibe primero que ⋃
n∈N

X n ⊆ ⟨X⟩: si x ∈
⋃
n∈N

X n, entonces puede escri-birse x = x1x2 · · · xn para algunos xi ∈ X y n ∈ N. Ahora bien, como X ⊆ ⟨X⟩ y ⟨X⟩es subsemigrupo, se sigue entonces que x1x2 · · · xn ∈ ⟨X⟩. Por lo tanto ⋃
n∈N

X n ⊆ ⟨X⟩.Veamos ahora que ⋃
n∈N

X n es un subsemigrupo de S: si x, y ∈
⋃
n∈N

X n, entonces puedeescribirse x = x1x2 · · · xn y y = y1y2 · · · ym para algunos xi, yj ∈ X y n,m ∈ N. Así,
xy = x1x2 · · · xny1y2 · · · ym ∈ X n+m ⊆

⋃
n∈N

X n. Por consiguiente ⋃
n∈N

X n es un subsemigrupode S . Por otra parte, es claro que X ⊆
⋃
n∈N

X n, luego ⟨X⟩ ⊆
⋃
n∈N

X n. Se concluye así que
⟨X⟩ = ⋃

n∈N
X n.

Para el caso de los monoides, un submonoide será un subsemigrupo que contenga alelemento neutro. Más precisamente:
Definición 3.5.7.Sea M un monoide con neutro e y H ⊆ M . Se dice que H es un submonoide de M si Hes un subsemigrupo de M y además e ∈ H •

Proposición 3.5.8.Sea M un monoide con neutro e y F ̸= ∅ una familia de submonoides de M . Entonces⋂
F es un submonoide de M .

Demostración. Se sigue de la Proposición 3.5.3 y notando que cada elemento de F contienea e.



3.6. CONGRUENCIAS Y SEMIGRUPOS COCIENTE 61
Observación 3.5.9.Sea M un monoide con neutro eM y H un subsemigrupo de M tal que existe eH ∈ H demanera que para cada h ∈ H se verifica que eHh = h = heH . Entonces no necesariamente
eM = eH . En efecto, considere el conjunto de dos elementos {a, b} y sobre él considere laoperación binaria definida como en el Ejemplo 3.4.2. Como este conjunto tiene al menos doselementos, entonces {a, b} es un semigrupo que no es un monoide (ver de nuevo Ejemplo3.4.2). Sea e un objeto que no pertenece a {a, b}. Se define ea = a = ae, eb = b = bey e2 = e. Entonces no es difícil ver que M := {e, a, b} es un monoide con neutro e cuyatabla de productos es la siguiente:

◦ e a b
e e a b
a a a a
b b b bObservar que lo que se ha hecho es añadirle un neutro al semigrupo {a, b}. (Más adelantese revisa con detalle esta construcción) Ahora bien, como a2 = a, entonces {a} es unsubsemigrupo de M tal que ah = h = ha para todo h ∈ {a}, y a pesar de ello a ̸= e •

3.6. Congruencias y semigrupos cociente
A continuación, se revisan los resultados que permiten construir un grupo cociente. Loprimero que hay que considerar es que todo subgrupo de un grupo genera una relación deequivalencia. Más precisamente se tiene el siguiente resultado.
Proposición 3.6.1.Sea G un grupo y H un subgrupo de G . Entonces ρH := {(a, b) ∈ G × G | ab−1 ∈ H} esuna equivalencia sobre G . Más aún, [a]ρH = Ha.
Demostración. Denotemos por e al neutro de G y sea a ∈ G arbitrario. Como aa−1 = e y
e ∈ H , se sigue entonces que aa−1 ∈ H . Por lo tanto (a, a) ∈ ρH y por consiguiente ρHes reflexiva. Suponga ahora que a, b ∈ G son tales que (a, b) ∈ ρH , entonces ab−1 ∈ H ,de donde (ab−1)−1 ∈ H , pero (ab−1)−1 = ba−1. Por tanto ba−1 ∈ H y así (b, a) ∈ ρH ,de donde se sigue que ρH es simétrica. Ahora, suponga que a, b, c ∈ G son tales que(a, b) ∈ ρH y (b, c) ∈ ρH . Entonces ab−1 ∈ H y bc−1 ∈ H . De ahí que ab−1bc−1 ∈ H , olo que es lo mismo, ac−1 ∈ H . En consecuencia (a, c) ∈ H y ρH es transitiva. Concluimosasí que ρH es una relación de equivalencia sobre G . Finalmente, observe que

[a]ρH : = {b ∈ G | ba−1 ∈ H}= {b ∈ G | ba−1 = h para algún h ∈ H}= {b ∈ G | b = ha para algún h ∈ H}= Ha
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Definición 3.6.2.

Si G es un grupo y H es un subgrupo de G , entonce G
H := G

ρH •Dentro de todos los subgrupos de un grupo dado, hay un tipo de ellos que son de particularinterés. Estos son los subgrupos normales. La definición es la siguiente:
Definición 3.6.3.

Sea G un grupo y N un subgrupo de G . Se dice que N es un subgrupo normal de G sipara cada g ∈ G y para cada n ∈ N se verifica que gng−1 ∈ N .Se escribe N ◁ G para indicar que N es un subgrupo normal del grupo G •La equivalencia ρN tiene las siguientes propiedades cuando N es un subgrupo normal.
Proposición 3.6.4.

Sea G un grupo y N ◁ G . Entonces se verifica lo siguiente:
1. Para todo c ∈ G , aρNb =⇒ caρNcb.
2. Para todo c ∈ G , aρNb =⇒ acρNbc.
3. aρNb y cρNd =⇒ acρNbd.

Demostración. 1) Sea c ∈ G . Si aρNb entonces ab−1 ∈ N . Así, de que N ◁ G se sigueque cab−1c−1 ∈ N , o lo que es lo mismo ca(cb)−1 ∈ N . Por lo tanto caρNcb.2) Si aρNb, entonces ab−1 ∈ N , pero ab−1 = acc−1b−1 = ac(bc)−1, luego ac(bc)−1 ∈ Ny por consiguiente acρNbc.3) Si aρNb y cρNd entonces de 1) y 2) se sigue que acρNbc y bcρNbd. Finalmente, dela transitividad de ρN se concluye que acρNbd.
Podemos usar ahora estas propiedades para construir al grupo cociente.
Proposición 3.6.5.

Sea G un grupo y N ◁ G. Considerar al conjunto cociente G
N := {Ng | g ∈ G} y tambiénla siguiente operación entre clases laterales derechas:

Na · Nb := Nab

Se tiene entonces que dicha operación está bien definida y G
N es un grupo bajo esteproducto de clases laterales.
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Demostración. Solo se probará que este producto de clases laterales es una operaciónbien definida:

Na = Nx y Nb = Ny =⇒ aρNx y bρNy=⇒ abρNxy=⇒ Nab = Nxy=⇒ Na · Nb = Nx · Ny

Definición 3.6.6.Al grupo G
N se le llama grupo cociente o grupo factor de G sobre N •En resumen, un grupo cociente se construye a partir de la equivalencia ρN generada porun subgrupo normal. Observar que ρN está definida en términos de elementos inversos, locuál se puede hacer, ya que en un grupo todo elemento de éste es invertible. Ahora bien,como no todo semigrupo (monoide) es un grupo, para construir un semigrupo (monoide)

cociente no podremos imitar tal cuál la construcción hecha para los grupos. Sin embargo,observe que la demostración de la Proposición 3.6.5 sólo depende de las propiedades de
ρN dadas en la Proposición 3.6.4. Así, con base en esto se tiene la siguiente definición:
Definición 3.6.7.Sea S un semigrupo y sea ρ una equivalencia sobre S . Decimos que ρ es una

congruencia izquierda, si para cada c ∈ S se verifica lo siguiente:
aρb =⇒ caρcb.

congruencia derecha, si para cada c ∈ S se verifica lo siguiente:
aρb =⇒ acρbc.

congruencia, si ρ es a la vez una congruencia izquierda y una congruencia derecha
•

Proposición 3.6.8.Sea S un semigrupo y sea ρ una equivalencia sobre S . Entonces ρ es una congruencia siy solo si aρb y cρd =⇒ acρbd.
Demostración. =⇒) Suponga que ρ es una congruencia y que aρb y cρd. Entonces acρbcy bcρbd. Luego, de la transitividad de ρ se sigue lo pedido.
⇐=) Sea c ∈ S y suponga que aρb. Como cρc, de la hipótesis se sigue que caρcb y
acρbc. Así, ρ es a la vez una congruencia izquierda y derecha.
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Observación 3.6.9.

Si G es un grupo y N ◁ G , entonces según la Proposición 3.6.4 ρN es una congruencia •Para los semigrupos, será a partir de una congruencia como se construirá un semigrupocociente:
Proposición 3.6.10.

Sea S un semigrupo y sea ρ una congruencia sobre S . Considere el conjunto cociente
S
ρ := {[a]ρ | a ∈ S} y también la siguiente operación entre clases de equivalencia:

[a]ρ[b]ρ := [ab]ρ
Se tiene entonces que dicha operación está bien definida y S

ρ es un semigrupo bajo esteproducto de clases de equivalencia.
Demostración. Veamos primero que este producto de clases es una operación bien definida:

[a]ρ = [x ]ρ y [b]ρ = [y]ρ =⇒ aρx y bρy=⇒ abρxy=⇒ [ab]ρ = [xy]ρ=⇒ [a]ρ[b]ρ = [x ]ρ[y]ρ
Ahora bien, se tiene que

[a]ρ([b]ρ[c]ρ) = [a]ρ[bc]ρ= [a(bc)]ρ= [(ab)c]ρ= [ab]ρ[c]ρ= ([a]ρ[b]ρ)[c]ρ
Por consiguiente, S

ρ es un semigrupo bajo este producto de clases de equivalencia. Másaún, si S es un monoide con neutro e entonces S
ρ es un monoide con neutro [e]ρ pues,[a]ρ[e]ρ = [ae]ρ = [a]ρ = [ea]ρ = [e]ρ[a]ρ .

Definición 3.6.11.

Sea S un semigrupo y sea ρ una congruencia sobre S . Al semigrupo S
ρ se le llama

semigrupo cociente o semigrupo factor de S sobre ρ •
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3.7. Morfismos de semigrupos
Un morfismo de semigrupos será una función entre dos semigrupos que respete la estructurade estos.
Definición 3.7.1.Sean S y T semigrupos. Un morfismo de semigrupos de S en T es una función

f : S −→ T tal que para cada x, y ∈ S , f (xy) = f (x)f (y).Si S y T son monoides con neutros eS y eT respectivamente, una función f : S −→ Tes un morfismo de monoides si f es un morfismo de semigrupos y f (eS ) = eT •

Observación 3.7.2.Sea M2(Z) el conjunto de todas las matrices de tamaño 2×2 con entradas enteras. Entonces
M2(Z) es un monoide con respecto del producto usual de matrices. Además, el neutro deeste monoide es la matriz (1 00 1). Considerar también al monoide (N, ·) donde · denota
el producto usual de enteros. Sea f : N −→ M2(Z) definida por f (n) := (

n 00 0). Entonces
f (n)f (m) = (

n 00 0) (
m 00 0) = (

nm 00 0) = f (nm)
Por consiguiente f es un morfismo de semigrupos. Sin embargo, observe que f (1) =(1 00 0)

̸= (1 00 1) i,e, f no manda el neutro en el neutro •

Proposición 3.7.3.Sean M y N monoides con neutros eM y eN respectivamente, y sea f : M −→ N unmorfismo sobreyectivo de semigrupos. Entonces f (eM ) = eN .
Demostración. Sea n ∈ N arbitrario. Como f es sobreyectiva puede escribirse n = f (m)para algún m ∈ M . Así, nf (eM ) = f (m)f (eM ) = f (meM ) = f (m) = n, y también f (eM )n =
f (eM )f (m) = f (eMm) = f (m) = n. Por lo tanto f (eM ) es neutro de N , de manera que delCorolario 3.2.3 se deduce que f (eM ) = eN .La composición de morfismos de semigrupos es de nuevo un morfismo de semigrupos.
Proposición 3.7.4.Si f : S −→ T y g : T −→ R son morfismos de semigrupos (monoides), entonces g ◦ f esun morfismo de semigrupos (monoides):
Demostración. Se tiene que g(f (xy)) = g(f (x)f (y)) = g(f (x))g(f (y)). Además, si f y g sonmorfismos de monoides, entonces g(f (eS )) = g(eT ) = eR .
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Definición 3.7.5.Un isomorfismo de semigrupos (monoides) es un morfismo de semigrupos (monoides)
f : S −→ T para el cual existe un morfismo de semigrupos g : T −→ S tal que g◦f = idSy f ◦ g = idT . Se escribe S ∼= T para indicar que existe un isomorfismo de semigrupos(monoides) de S en T , y en ese caso se dice que S es isomorfo a T •De acuerdo con la definición anterior, un isomorfismo de semigrupos debe ser, en particular,una función biyectiva.
Proposición 3.7.6.Sea f : S −→ T un morfismo biyectivo de semigrupos y g : T −→ S su función inversa.Entonces g : T −→ S es un morfismo de semigrupos, y en consecuencia, f es un isomorfismode semigrupos.
Demostración. Sean a, b ∈ T . Como f es sobreyevtiva, entonces a = f (x) y b = f (y) paraalgunos x, y ∈ S . Ahora bien, como g es la inversa de f , entonces g(a) = g(f (x)) = x y
g(b) = g(f (y)) = y. Por otra parte, g(ab) = g(f (x)f (y)) = g(f (xy)) = xy = g(a)g(b). Porconsiguiente g es un morfismo de semigrupos.
Ejemplo 3.7.7.Si (S, ◦) es un semigrupo (monoide), entonces idS : S −→ S es un isomorfismo de (S, ◦)en sí mismo •

Ejemplo 3.7.8.Todo grupo es isomorfo a su grupo opuesto. En efecto, sea G un grupo y considere la función
f : G −→ Gop definida por f (g) := g−1. Como todo elemento de G tiene un único inversose sigue entonces que f es biyectiva. Aún más, para cada x, y ∈ G , f (xy) = (xy)−1 =
y−1x−1 = f (y)f (x) = f (x) ∗ f (y). De ahí que f es un isomorfismo de grupos y G ∼= Gop •

Ejemplo 3.7.9.En contraste con el ejemplo anterior, no todo monoide es isomorfo a su opuesto (ver Ejem-plo3.4.8). En efecto, considere al monoideM de la Observación 3.5.9 cuya tabla de productoses la siguiente
◦ e a b
e e a b
a a a a
b b b b

Sea f : M −→ M una función biyectiva tal que f (e) = e. Entonces se tienen los siguientescasos:
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1. f (a) = a y f (b) = b2. f (a) = b y f (b) = aEn el primer caso f = idM y así idM (ab) = idM (a) = a, mientras que idM (a) ∗ idM (b) =

a ∗ b = ba = b. De ahí que idM no es un isomorfismo de M en Mop. En el segundo caso,
f (ab) = f (a) = b, mientras que f (a) ∗ f (b) = b ∗ a = ab = a. Por lo tanto f no es unisomorfismo de M en Mop. Se concluye que no hay isomorfismos de monoides de M en
Mop •Todo morfismo de semigrupos induce una congruencia sobre su dominio.
Proposición 3.7.10.Sea f : S −→ T un morfismo de semigrupos (monoides). Entonces

Im(f ) = f (S) es un subsemigrupo (submonoide) de T .
Ker(f ) es una congruencia sobre S .

Demostración. Sean x, y ∈ Im(f ). Luego x = f (a) y y = f (b) para algunos a, b ∈ S . Así,
xy = f (a)f (b) = f (ab) ∈ Im(f ), y por consiguiente Im(f ) es subsemigrupo de T . Si S y
T son monoides con neutros eS y eT respectivamente y f es un morfismo de monoides,entonces eT = f (eS ) ∈ Im(f ) y por lo tanto Im(f ) es un submonoide de T . Ahora bien, de laProposición 1.4.32 se sigue que Ker(f ) es una equivalencia sobre S . Además, si aKer(f )by cKer(f )d, entonces f (a) = f (b) y f (c) = f (d), de donde f (a)f (c) = f (b)f (d) y por tanto
f (ac) = f (bd). Así, acKer(f )bd y por consiguiente Ker(f ) es una congruencia sobre S .
Observación 3.7.11.Sea ρ una congruencia sobre el semigrupo S . Entonces la proyección canónica

πρ : S −→ S
ρ (ver Definición 1.4.33) es un morfismo de semigrupos, pues πρ(ab) =[ab]ρ = [a]ρ[b]ρ = πρ(a)πρ(b). Además

Ker(πρ) : = {(a, b) ∈ S × S | πρ(a) = πρ(b)}= {(a, b) ∈ S × S | [a]ρ = [b]ρ}= {(a, b) ∈ S × S | aρb}= ρ •

Sea f : G −→ H un morfismo de grupos y Nu(f ) := {g ∈ G | f (g) = eH}. Entonces
Nu(f ) ◁ G y

ρNu(f ) : = {(a, b) ∈ G × G | ab−1 ∈ Nu(f )}= {(a, b) ∈ G × G | f (ab−1) = eH}= {(a, b) ∈ G × G | f (a) = f (b)}= Ker(f ) •
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La siguiente proposición es la versión para los semigrupos del teorema de homomorfismoque existe para otras estructuras como los grupos y anillos.
Proposición 3.7.12. De homomorfismo para semigrupos.Sea f : S −→ T un morfismo de semigrupos y ρ una congruencia sobre S tal que
ρ ⊆ Ker(f ). Entonces, existe un único morfismo de semigrupos f̄ : S

ρ −→ T tal que elsiguiente triángulo conmuta:
S f //

πρ
��

T

S
ρ

f̄

AA

Demostración. De acuerdo con el Teorema 1.4.35, existe una única función f̄ : S
ρ −→ Tque hace al siguiente triángulo conmutativo:

S f //

πρ
��

T

S
ρ

f̄

AA

Tal función está dada por f̄ ([a]ρ) := f (a). Más aún, f̄ es un morfismo de semigrupos, pues
f̄ ([a]ρ[b]ρ) = f̄ ([ab]ρ) = f (ab) = f (a)f (b) = f̄ ([a]ρ)f̄ ([b]ρ).
Corolario 3.7.13.Sea f : S −→ T un morfismo de semigrupos. Entonces S

Ker(f ) ∼= Im(f ).
Demostración. Sea f : S −→ T un morfismo de semigrupos y considere a la función
F : S −→ Im(f ) definida por F (x) := f (x). Es claro que F es una función sobreyectiva.Además, como F tiene la misma regla de correspondencia de f , se sigue entonces que Fes un morfismo de semigrupos. Más aún, observe que

Ker(F ) = {(a, b) ∈ S × S | F (a) = F (b)}= {(a, b) ∈ S × S | f (a) = f (b)}= Ker(f )
La Proposición 3.7.12 garantiza la existencia de un morfismo de semigrupos F̄ : S

Ker(F ) −→
Im(f ) tal que F = F̄ ◦πKer(F ). En particular, del Teorema 1.4.35 se deduce que F̄ es biyectivay por lo tanto un isomorfismo de semigrupos. Por consiguiente S

Ker(f ) = S
Ker(F ) ∼= Im(f ).
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Observación 3.7.14.Sea S un semigrupo. No es difícil ver que ∆S , la diagonal en S , es una congruenciasobre S . Así, S∆S es un semigrupo. Más aún, S∆S ∼= S . En efecto, considerar el morfismo desemigrupos idS : S −→ S . En este caso se tiene que

Ker(idS ) = {(a, b) ∈ S × S | idS (a) = idS (b)}= {(a, b) ∈ S × S | a = b}= ∆S

Como idS es sobreyectiva, del Corolario 3.7.13 se concluye que S∆S ∼= S •No es casualidad que Ker(idS ) = ∆S . Esto es una consecuencia de lo siguiente.
Proposición 3.7.15.Sea f : S −→ T una función. Entonces f es inyectiva si y solo si Ker(f ) = ∆S .
Demostración. =⇒) Suponga que f es inyectiva. Como Ker(f ) es una equivalencia, enton-ces ∆S ⊆ Ker(f ). Sea (a, b) ∈ Ker(f ), luego f (a) = f (b), así que de la inyectividad de
f se sigue que a = b y por consiguiente (a, b) ∈ ∆S . De ahí que Ker(f ) ⊆ ∆S y por lotanto Ker(f ) = ∆S .
⇐=) Suponga que Ker(f ) = ∆S y sean a, b ∈ S tales que f (a) = f (b). Entonces(a, b) ∈ Ker(f ) = ∆S , de donde a = b y por consiguiente f es inyectiva.
Observación 3.7.16.Sean S , T y R semigrupos. Del Corolario 1.4.20 y la Proposición 3.7.4 se sigue que si
S ∼= T y T ∼= R , entonces S ∼= R •

Proposición 3.7.17.Si f : S −→ T es un morfismo inyectivo de semigrupos, entonces S ∼= Im(f ) i,e, S esisomorfo a un subsemigrupo de T .
Demostración. Como f es inyectiva, entonces Ker(f ) = ∆S . Así, del Corolario 3.7.13 sesigue que S∆S = S

Ker(f ) ∼= Im(f ), pero S ∼= S∆S , luego S ∼= Im(f ).
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Ejemplo 3.7.18.

Sean S un semigrupo, X ̸= ∅ un conjunto , f : S −→ X una función biyectiva y g : X −→ Ssu función inversa. Para cada x, y ∈ X se define xy := f (g(x)g(y)). Si x, y, z ∈ X entonces
x(yz) = xf (g(y)g(z))= f (g(x)g(f (g(y)g(z))))= f (g(x)(g(y)g(z)))= f ((g(x)g(y))g(z))= f (g(f (g(x)g(y)))g(z))= f (g(x)g(y))z= (xy)z

Por consiguiente X es un semigrupo bajo esta operación binaria. Además, si S es unmonoide con neutro e y se define ē := f (e), entonces
xē = xf (e)= f (g(x)g(f (e)))= f (g(x)e)= f (g(x))= x

y también
ēx = f (e)x= f (g(f (e))g(x))= f (eg(x))= f (g(x))= x

De manera que X es un monoide con neutro ē. Finalmente, observe que si s, t ∈ S

f (s)f (t) := f (g(f (s))g(f (t))) = f (st)
de donde f es un isomorfismo de semigrupos y por tanto S ∼= X . Así, si un conjunto X esequipotente a un semigrupo (monoide), entonces a partir de una función biyectiva puededotarse a X con estructura de semigrupo (monoide) •
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3.8. El teorema de Cayley para semigrupos
El teorema de Cayley de la teoría de grupos afirma que todo grupo es isomorfo a algúnsubgrupo de SX para algún conjunto X (ver Ejemplo 3.4.5). La versión para monoidesinvolucra al monoide TX (ver Ejemplo 3.4.4) y es la siguiente.
Proposición 3.8.1.

Todo monoide es isomorfo a algún submonoide de TX para algún conjunto X .
Demostración. Sea M un monoide con neutro e. Para cada m ∈ M considere a la función
fm : M −→ M definida por fm(x) := mx . Observe que

fmn(x) = (mn)x= m(nx)= fm(nx)= fm(fn(x))
Así, para cada m, n ∈ M se tiene que fmn = fm◦fn. Ahora bien, para m = e, fe(x) := ex = x ,i,e, fe = idM . Más aún, si fm = fn, entonces fm(e) = fn(e) y por tanto me = ne, de donde
m = n. Por consiguiente fm = fn =⇒ m = n. Todo lo anterior permite concluir que lafunción φ : M −→ TM definida por φ(m) := fm es un morfismo inyectivo de monoides. Porconsiguiente, de la Proposición 3.7.17 se concluye que M ∼= Im(φ).
Observación 3.8.2.

Observe que para mostrar la implicación fm = fn =⇒ m = n fue necesaria la existenciadel neutro e. Así que como no todo semigrupo es un monoide, entonces la prueba dela Proposición 3.8.1 puede no ser válida para un semigrupo que carece de neutro. Sinembargo, puede llevarse a cabo lo siguiente: Sea S un semigrupo y sea e un objeto talque e /∈ S . Entonces, conservando para los elementos de S la misma operación que hayen S y definiendo para cada x ∈ S , ex := x , xe := x y e2 := e, se sigue que S ∪ {e}es un monoide con neutro e. Observar que lo que se ha hecho es añadirle un elemento
e al semigrupo S y después extender la operación binaria que tiene S de tal forma que
S ∪ {e} sea un monoide con neutro e. De momento, denótese a este semigrupo por S(e) •

Proposición 3.8.3.

Sea S un semigrupo y a, b objetos tales que a, b /∈ S . Entonces S(a) ∼= S(b).
Demostración. Se sigue de observar que la función f : S(a) −→ S(b) definida por

f (x) := {
x si x ∈ S.
b si x = a.
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es un isomorfismo de monoides.
De acuerdo con esto, puede hacerce la siguiente definición.
Definición 3.8.4.Sean S un semigrupo y a un objeto tal que a /∈ S . Se define S1 := S(a), donde S(a) :=
S ∪ {a} es el monoide definido en la Observación 3.8.2 •Observe que S es siempre un subsemigrupo de S1. Ahora, con ayuda del monoide S1 puedeestablecerse lo siguiente.
Teorema. 3.8.5. De Cayley para semigrupos.Todo semigrupo es isomorfo a algún subsemigrupo de TX para algún conjunto X .
Demostración. Sea S un semigrupo. De acuerdo a la Proposición 3.8.1, existe un conjunto
X y un submonoide de TX , digamos T , tal que S1 ∼= T . Sea φ : S1 −→ T un isomorfismode monoides y considere la función ψ : S −→ T definida por ψ(x) := φ(x). Es fácil verque ψ es un morfismo inyectivo de semigrupos. Así, S ∼= Im(ψ). Ahora bien, observe que
Im(ψ) es un subsemigrupo de T y a su vez T es un subsemigrupo de TX , por consiguiente
Im(ψ) es un subsemigrupo de TX y el resultado se sigue.
3.9. Ideales
El concepto de ideal es bien conocido en teoría de anillos. Recordar que a partir de unideal es posible construir un nuevo anillo, más precisamente un anillo cociente. Para elcaso de los semigrupos también existe el concepto de ideal y parecido al caso de losanillos, un ideal permitirá construir un semigrupo cociente.
Definición 3.9.1.Sea S un semigrupo e ∅ ≠ I ⊆ S . Se dice que I es un1. ideal izquierdo de S si SI ⊆ I , o lo que es lo mismo, si para cada x ∈ S y cada

a ∈ I ocurre que xa ∈ I .2. ideal derecho de S si IS ⊆ I , o lo que es lo mismo, si para cada x ∈ S y cada a ∈ Iocurre que ax ∈ I .3. ideal bilátero (o simplemente ideal) de S , si I es un ideal izquierdo y un idealderecho •

Observación 3.9.2.

Todo ideal izquierdo, derecho o bilátero es también un subsemigrupo.
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Por el contrario, no todo subsemigrupo es un ideal. Por ejemplo, para el semigrupo(N,+) se tiene que 2N := {2n | n ∈ N} es un subsemigrupo pero no un ideal, puesla suma de un número natural impar con un natural par da como resultado un númeroimpar.Cualquier semigrupo es un ideal de sí mismo. Además, si S es un semigrupo conelemento cero 0S , entonces {0S} es un ideal.Si M es un monoide con neutro e e I es un ideal de M tal que e ∈ I , entonces
I = M , pues para cada x ∈ S debe ocurrir que x = xe ∈ I .El único ideal de un grupo es él mismo. En efecto, sea G un grupo e I un ideal. Sea
g ∈ I . Entonces e = gg−1 ∈ I y por tanto I = G •

Proposición 3.9.3.Sea S un semigrupo. Si I es un ideal izquierdo (derecho) de S entonces la equivalenciade Rees ρI (ver Ejemplo 1.2.3) es una congruencia izquierda (derecha).
Demostración. Sea c ∈ S y suponga que aρIb. Si a = b entonces, ca = cb y caρIcb. Si
a, b ∈ I , entonces de que I es un ideal izquierdo se sigue que ca, cb ∈ I , luego caρIcb.Por consiguiente ρI es una congruencia izquierda. La demostración para ideales derechoses análoga y se omite.
De lo anterior, se sigue que si I es un ideal bilátero del semigrupo S , entonces ρI esuna congruencia y por consiguiente S

ρI es un semigrupo. Del Ejemplo 1.2.3 se ve que
S
ρI = {I} ∪ {{x} | x ∈ S − I} y además

[x ]ρI [y]ρI := [xy]ρI = {
I si xy ∈ I.

{xy} si xy /∈ I.

Así, si a ∈ I entonces para cada [x ]ρI ∈ S
ρI se tiene que [x ]ρI I = [x ]ρI [a]ρI = [xa]ρI = Imientras que I [x ]ρI = [a]ρI [x ]ρI = [ax ]ρI = I . Por lo tanto [x ]ρI I = I = I [x ]ρI . Se concluye que

S
ρI es un semigrupo con elemento cero el ideal I . Por lo tanto, todo ideal bilátero generaun semigrupo con cero.
Observación 3.9.4.Sea S un semigrupo. De la definición de ideal se sigue que si I es un ideal de S y R esun subsemigrupo de S tales que I ⊆ R ⊆ S , entonces I es ideal de R •De la observación anterior se sigue que todo ideal de un semigrupo es también un idealde cualquier subsemigrupo que lo contenga. Así que cuando se trabaje con la equivalenciade Rees generada por un ideal será necesario denotar sobre qué semigrupo se define esta.
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Definición 3.9.5.Sea S un semigrupo, I un ideal de S y R un subsemigrupo de S tales que I ⊆ R ⊆ S . Seescribe ρRI para denotar a la equivalencia de Rees generada por I sobre el subsemigrupo
R y se escribe R

I para denotar al semigrupo cociente R
ρRI

•

Proposición 3.9.6.Sea S un semigrupo y sean I, J ideales de S tales que I ⊆ J ⊆ S . Entonces
S
J

∼= S
I
J
I

Demostración. Considerar a la función f : SI −→ S
J definida por f ([a]ρSI ) := [a]ρSJ . Tal funciónestá bien definida pues [a]ρSI = [b]ρSI =⇒ a, b ∈ I ó a = b=⇒ a, b ∈ J ó a = b=⇒ [a]ρSJ = [b]ρSJEs fácil ver que f es sobreyectiva. Además, f ([a]ρSI [b]ρSI ) = f ([ab]ρSI ) = [ab]ρSJ = [a]ρSJ [b]ρSJ =

f ([a]ρSI )f ([b]ρSI ), de donde f es un morfismo sobreyectivo de semigrupos y por consiguiente
S
J

∼= S
I

Ker(f ) . Ahora bien, obsérvese que
[a]ρSI ∈ J

I ⇐⇒ [a]ρSI = I ó [a]ρSI = {a}, a ∈ J − I

⇐⇒ a ∈ I ó a ∈ J − I
⇐⇒ a ∈ J

De esto último y de que J es un ideal de S se sigue que J
I es un ideal de S

I . Por otraparte se tiene lo siguiente:
([a]ρSI , [b]ρSI ) ∈ Ker(f ) ⇐⇒ f ([a]ρSI ) = f ([b]ρSI )

⇐⇒ [a]ρSJ = [b]ρSJ
⇐⇒ a, b ∈ J ó a = b

⇐⇒ [a]ρSI , [b]ρSI ∈ J
I ó [a]ρSI = [b]ρSI

⇐⇒ ([a]ρSI , [b]ρSI ) ∈ ρ
S
I
J
IDe ahí que Ker(f ) = ρ

S
I
J
I

y el resultado se sigue.
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La siguiente proposición muestra cómo se comportan los ideales bajo un morfismo desemigrupos.
Proposición 3.9.7.

Sean f : S −→ T un morfismo de semigrupos, I un ideal de S y J un ideal de T . Entonces
1. f (I) es ideal de T , si f es sobreyectiva.
2. f−1(J) es un ideal de S .

Demostración. 1) Sean a ∈ T y b ∈ f (I) arbitrarios. Entonces puede escribirse a = f (x)y b = f (y) para algunos x ∈ S y y ∈ I . Así, ab = f (x)f (y) = f (xy) ∈ f (I) y también
ba = f (y)f (x) = f (yx) ∈ f (I). Por lo tanto f (I) es ideal de T .2) Sean x ∈ f−1(J) y y ∈ S arbitrarios. Entonces f (x) ∈ J , de manera que f (xy) =
f (x)f (y) ∈ J , y del mismo modo f (yx) = f (y)f (x) ∈ J . De ahí que xy, yx ∈ f−1(J) y porconsiguiente f−1(J) es ideal de S .
A pesar de ser sencillo, el siguente resultado será de utilidad en lo posterior.
Proposición 3.9.8.

1. Si S es un semigrupo con cero 0S e I es un ideal de S , entonces 0S ∈ I .
2. Sea f : S −→ T un morfismo sobreyectivo de semigrupos. Si S es un semigrupo conelemento cero 0S , entonces f (0S ) es elemento cero de T . En particular, todo morfismosobreyectivo de semigrupos con cero manda el cero en el cero.

Demostración. 1) Tómese a ∈ I . Entonces 0S = a0S ∈ I .2) Sea t ∈ T arbitrario. Entonces t = f (x) para algún x ∈ S . Luego, tf (0S ) = f (x)f (0S ) =
f (x0S ) = f (0S ) y f (0S )t = f (0s)f (x) = f (0Sx) = f (0S ). En consecuencia, f (0S ) es elementocero de T .
Sea S un semigrupo e I un ideal de S . Considerar el morfismo proyección πρSI : S −→ S

I .Entonces, de la Observación 3.7.11 se ve que ker(πρSI ) = ρSI i,e, el kernel de πρSI es lacongruencia de Rees generada por el ideal I . A los morfismos que tengan esta propiedadse les dará un nombre especial.
Definición 3.9.9.

Sea f : S −→ T un morfismo de semigrupos. Se dice que f es un morfismo de Rees si
ker(f ) = ρSI para algún ideal I de S •

De acuerdo con lo siguiente, el codominio de un morfismo sobreyectivo de Rees debe serun semigrupo con cero.
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Proposición 3.9.10.Si f : S −→ T es un morfismo sobreyectivo de Rees, entonces T es un semigrupo con cero.Más aún, si ker(f ) = ρSI para algún ideal I y 0T es el cero de T , entonces f (I) = {0T}.
Demostración. De acuerdo con la Proposición 3.7.12 existe un único morfismo de semigru-pos f̄ : SI :−→ T tal que el triángulo siguiente conmuta

S f //

πρSI ��

T

S
I

f̄

@@

Tal morfismo viene dado por f̄ ([a]ρSI ) := f (a), además f̄ debe ser biyectiva. Ahora bien, como
S
I es un semigrupo con cero el ideal I , de la Proposición 3.9.8 se sigue que f̄ (I) es elementocero de T . Hágase 0T := f̄ (I). De que el triángulo de arriba conmute se sigue que paracada a ∈ I es f (a) = f̄ (πρSI (a)) = f̄ ([a]ρSI ) = f̄ (I) = 0T . Por lo tanto f (I) = {0T}.
Con la ayuda de estos resultados se puede establecer el siguiente teorema de correspon-dencia.
Teorema. 3.9.11.Sea f : S −→ T un morfismo sobreyectivo de Rees con ker(f ) = ρSI para algún ideal I .Entonces los conjuntos que a continuación se definen son equipotentes:

X := {J ⊆ S | J es ideal de S e I ⊆ J} y Y := {K ⊆ T |K es ideal de T}

Demostración. De acuerdo con la Proposición 3.9.7, la imagen directa de un ideal bajoun morfismo sobreyectivo es también un ideal. Puede así considerarse a la función F :
X −→ Y definida por F (J) := f (J). Ahora bien, sean J, J ′ ∈ X tales que F (J) = F (J ′).Luego f (J) = f (J ′). Si a ∈ J , entonces f (a) ∈ f (J) = f (J ′), de manera que f (a) = f (b)para algún b ∈ J ′. De ahí que (a, b) ∈ ker(f ) = ρSI y por lo tanto a, b ∈ I ⊆ J ′ o bien
a = b. En cualquier caso se concluye que a ∈ J ′. Por consiguiente J ⊆ J ′. De manerasimilar se deduce que J ′ ⊆ J . Por lo tanto J = J ′ y en consecuencia F es inyectiva. Porotro lado sea K ∈ Y. De la Proposición 3.9.7 se sigue que f−1(K ) es ideal de S . Sea 0Tel elemento cero de T . Como K es un ideal de T , entonces {0T} ⊆ K . Además de eso,de la Proposición 3.9.10 se ve que f (I) = {0T} y por lo tanto f (I) ⊆ K . De esto últimoy de la Proposición 1.4.27 resulta que I ⊆ f−1(f (I)) ⊆ f−1(K ), de donde f−1(K ) ∈ X.Finalmente, como f es sobreyectiva, entonces K = f (f−1(K )) = F (f−1(K )) y por tanto Fes sobreyectiva. En definitiva F es una función biyectiva y el resultado se sigue.
Para concluir esta discusión, y como corolario de lo anterior, se caracteriza a los idealesde S

I .
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Corolario 3.9.12.

Sean S un semigrupo e I un ideal de S . Entonces, Ĵ es ideal de S
I si y solo si Ĵ = J

I paraalgún ideal J de S tal que I ⊆ J .
Demostración. ⇐=) Sea J un ideal de S tal que I ⊆ J . Obsérvese que

[a]ρSI ∈ J
I ⇐⇒ [a]ρSI = I ó [a]ρSI = {a}, a ∈ J − I

⇐⇒ a ∈ I ó a ∈ J − I
⇐⇒ a ∈ J

De esto último y de que J es un ideal de S se sigue que J
I es un ideal de S

I .=⇒) Como el morfismo proyección πρSI : S −→ S
I es un morfismo sobreyectivo de Rees,entonces de la prueba del Teorema 3.9.11 resulta que la función F : X −→ Y definida por

F (J) := πρSI (J) es una biyección entre los conjuntos
X := {J ⊆ S | J es ideal de S e I ⊆ J} y Y := {Ĵ ⊆ S

I | Ĵ es ideal de S
I }Sea Ĵ un ideal de S

I . Entonces Ĵ = F (J) = πρSI (J) para algún ideal J de S tal que I ⊆ J .Ahora bien, se tiene que
πρSI (J) = {πρSI (a) | a ∈ J}= {πρSI (a) | a ∈ I} ∪ {πρSI (a) | a ∈ J − I}= {I} ∪ {{a} | a ∈ J − I}

= J
I

Por consiguiente Ĵ = J
I y el resultado queda demostrado.
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.



Capítulo 4

Semigrupos libres

Tómese un conjunto no vacío y piénsese a éste como un ’alfabeto’. Así, se considerará a todaslas ’palabras’ que se puedan formar con este alfabeto para entonces definir un ’producto’entre palabras llamado concatenación. Resultará ser que la concatenación entre palabrases una operación binaria asociativa y por consiguiente, se tendrá así un semigrupo. Todasestas ideas se formalizan empezando con el siguiente par de definiciones.
Definición 4.0.1.

Sea X ̸= ∅ un conjunto.
Una palabra sobre el conjunto X es un símbolo de la forma x1x2 · · · xn donde n ∈ Ny xi ∈ X .
Dos palabras a1a2 · · · an y b1b2 · · · bm serán iguales si y solo si n = m y ai = bipara cada i ∈ {1, 2, ..., n}.
Se escribe X+ para denotar a la colección de todas las palabras sobre el conjunto
X •

Definición 4.0.2.

Sean X ̸= ∅ y x̂ ∈ X+. De la definición de igualdad entre palabras se sigue que existeun único n ∈ N y únicos x1, x2, , , xn ∈ X tales que x̂ = x1x2 · · · xn. Al entero positivo n sele llamará la longitud de la palabra x̂ . Así, observe que las palabras de longitud igual a 1son simplemente los elementos de X , de manera que X ⊆ X+ •

Observación 4.0.3.

La longitud de una palabra es entonces el número de palabras de longitud 1 de las queésta se compone •

Sean X ̸= ∅ y a1a2 · · ·an, b1b2 · · ·bm ∈ X+. A partir de estas dos palabras puede obtenerseuna tercera definiendo
79
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a1a2 · · · an ∗ b1b2 · · · bm := a1a2 · · · anb1b2 · · · bm

A esta nueva palabra se le llamará la concatenación de a1a2 · · · an con b1b2 · · · bm. Laconcatenación de palabras es asociativa, pues
a1a2 · · · an ∗ (b1b2 · · · bm ∗ c1c2 · · · cr) = a1a2 · · · an ∗ (b1b2 · · · bmc1c2 · · · cr)= a1a2 · · · anb1b2 · · · bmc1c2 · · · cr= (a1a2 · · · anb1b2 · · · bm) ∗ c1c2 · · · cr= (a1a2 · · · an ∗ b1b2 · · · bm) ∗ c1c2 · · · cr

Por consiguiente, X+ junto con la concatenación de palabras dan lugar a un semigrupo alque se le llama semigrupo libre de palabras sobre X .
Observación 4.0.4.

De la definición de concatenación se aprecia que concatenar una palabra de longitud ncon una palabra de longitud m produce una palabra de longitud n+m •

A continuación se define lo que se entenderá por una base de un semigrupo.
Definición 4.0.5.

Sea (S,⊙) un semigrupo y ∅ ≠ X ⊆ S . Se dice que X es una base de S si se verifica que:
1. S = ⟨X⟩

2. Para cada a1, a2, ..., an, b1, b2, ..., bm ∈ X :
a1 ⊙ a2 ⊙ · · · ⊙ an = b1 ⊙ b2 ⊙ · · · ⊙ bm =⇒ n = m y ai = bi para cada

i ∈ {1, 2, ..., n} •

Con respecto a la definición de base se tiene lo siguiente.
Proposición 4.0.6.

Sea X ̸= ∅. Entonces X es una base de X+.
Demostración. Ha de verificarse que X satisface las dos condiciones de la Definición 4.0.5.Para ver que 1) se satisface, sea x̂ ∈ X+ arbitraria. Entonces x̂ = x1x2 · · · xn para algún
n ∈ N y algunos xi ∈ X . De la definición de concatenación entre palabras se sigue que
x1 ∗ x2 ∗ · · · ∗ xn = x1x2 · · · xn = x̂ , así x̂ ∈ ⟨X⟩ y X+ = ⟨X⟩. Para 2), suponga que
a1, a2, ..., an, b1, b2, ..., bm ∈ X son tales que a1 ∗ a2 ∗ · · · ∗ an = b1 ∗ b2 ∗ · · · ∗ bm, luego
a1a2 · · · an = b1b2 · · · bm de manera que de la igualdad entre dos palabras se sigue que
n = m y ai = bi para cada i ∈ {1, 2, , , n}. Por lo tanto X es base de X+.
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En general, los semigrupos X+ no son conmutativos.
Proposición 4.0.7.Suponga que X ̸= ∅ tiene al menos dos elementos. Entonces X+ no es un semigrupoconmutativo.
Demostración. Sean a, b ∈ X con a ̸= b. Entonces, de la igualdad entre palabras se sigueque ab ̸= ba y por consiguiente a ∗ b ̸= b ∗ a.
Lo que sigue es justificar porqué se le llamó libre al semigrupo X+. Para tal efecto, considerela definición que sigue.
Definición 4.0.8.Sea S un semigrupo y ∅ ≠ X ⊆ S . Se dice que S es un semigrupo libre con base X sipara cada semigrupo T y cada función f : X −→ T existe un único morfismo de semigrupos
φ : S −→ T que hace conmutar al diagrama

X f //

ι
��

T

S
φ

??

donde ι : X −→ S es la función inclusión •Como es de esperarse, resulta que el semigrupo X+ es un semigrupo libre en el sentidode la Definición 4.0.8.
Proposición 4.0.9.Sea X ̸= ∅. Entonces X+ es un semigrupo libre con base X .
Demostración. Sean (T ,⊙) un semigrupo y f : X −→ T una función. A partir de f sedefine a φ : X+ −→ T como φ(a1a2 · · · an) := f (a1) ⊙ f (a2) ⊙ · · · ⊙ f (an). Observe quepara cada a ∈ X se verifica que φ(a) = f (a) y por consiguiente f = φ ◦ ι . Ahora bien, setiene que
φ(a1a2 · · · an ∗ b1b2 · · · bm) = φ(a1a2 · · · anb1b2 · · · bm)= f (a1) ⊙ f (a2) ⊙ · · · ⊙ f (an) ⊙ f (b1) ⊙ f (b2) ⊙ · · · ⊙ f (bm)= [f (a1) ⊙ f (a2) ⊙ · · · ⊙ f (an)] ⊙ [(f (b1) ⊙ f (b2) ⊙ · · · ⊙ f (bm)]= φ(a1a2 · · · an) ⊙ φ(b1b2 · · · bm)
Por lo tanto φ es un morfismo de semigrupos. Suponga ahora que ψ : X+ −→ T es unmorfismo de semigrupos tal que f = ψ ◦ ι . Entonces, si a1a2 · · · an ∈ X+:



82 CAPÍTULO 4. SEMIGRUPOS LIBRES

ψ(a1a2 · · · an) = ψ(a1 ∗ a2 ∗ · · · ∗ an)= ψ(a1) ⊙ ψ(a2) ⊙ · · · ⊙ ψ(an)= f (a1) ⊙ f (a2) ⊙ · · · ⊙ f (an)= φ(a1a2 · · · an)
De donde φ = ψ y el resultado se sigue.
Resulta que cada semigrupo libre en el sentido de la Definición 4.0.8 es isomorfo a algunode la forma X+ como se establece a continuación.
Proposición 4.0.10.Sea S un semigrupo y ∅ ≠ X ⊆ S . Si S es libre con base X , entonces S ∼= X+.
Demostración. Considere las inclusiones ι1 : X −→ X+ y ι2 : X −→ S . De que S y X+son ambos semigrupos libres con base X se sigue que existen morfismos de semigrupos
φ : S −→ X+ y ψ : X+ −→ S (que además deben ser únicos) que hacen conmutativos alos siguientes diagramas

X ι1 //

ι2 ��

X+

S
φ

>> X ι2 //

ι1   

S

X+ ψ

>>

Por otra parte, es claro que los diagramas
X ι2 //

ι2 ��

S

S
idS

?? X ι1 //

ι1   

X+

X+ idX+
==

son conmutativos. De nuevo, como S y X+ son ambos semigrupos libres con base X sesigue que idS e idX+ son los únicos morfismos de semigrupos que hacen conmutar al últimopar de diagramas. Ahora bien, de que el primer par de diagramas conmute se deduce que(ψ ◦ φ) ◦ ι2 = ψ ◦ (φ ◦ ι2) = ψ ◦ ι1 = ι2 y también (φ ◦ ψ) ◦ ι1 = φ ◦ (ψ ◦ ι1) = φ ◦ ι2 = ι1.Por consiguiente, ψ ◦ φ y φ ◦ ψ son morfismos de semigrupos tales que
X ι2 //

ι2 ��

S

S
ψ◦φ

?? y X ι1 //

ι1   

X+

X+ φ◦ψ

==

conmutan. De ahí que ψ ◦ φ = idS y φ ◦ ψ = idX+ . En consecuencia ψ : X+ −→ S es unisomorfismo de semigrupos y por lo tanto S ∼= X+.
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Observación 4.0.11.

Puede determinarse de forma explícita al isomorfismo ψ : X+ −→ S que se menciona enla prueba de la Proposición 4.0.10. En efecto, ψ es un morfismo de semigrupos tal que
ψ ◦ ι1 = ι2. Así que para cada a ∈ X es ψ(a) = ψ(ι1(a)) = ι2(a) = a. Luego, para cadapalabra a1a2 · · · an ∈ X+ se tiene que

ψ(a1a2 · · · an) = ψ(a1 ∗ a2 ∗ · · · ∗ an)= ψ(a1) ⊙ ψ(a2) ⊙ · · · ⊙ ψ(an)= a1 ⊙ a2 ⊙ · · · ⊙ an

donde ⊙ denota la operación en el semigrupo S •

Corolario 4.0.12.

Sean (S,⊙) un semigrupo y ∅ ≠ X ⊆ S . Si S es libre con base X , entonces la función
ψ : X+ −→ S definida por ψ(a1a2 · · · an) = a1 ⊙ a2 ⊙ · · · ⊙ an es un isomorfismo desemigrupos.
Demostración. Directa de la Proposición 4.0.10 y la Observación 4.0.11.
De acuerdo con la Proposición 4.0.6, X es base de X+ en el sentido de la Definición4.0.5. También, en virtud de la Proposición 4.0.10 todo semigrupo libre en el sentido de laDefinición 4.0.8 es isomorfo a algún semigrupo de la forma X+. Así, es de esperarse quetodo semigrupo libre en el sentido de la Definición 4.0.8 tenga una base en el sentido dela Definición 4.0.5. Para ver que eso sucede se hará uso de lo siguiente.
Proposición 4.0.13.

Sea f : S −→ T un isomorfismo de semigrupos. Si ∅ ≠ X ⊆ S es una base de S , entonces
f (X ) es una base de T .
Demostración. Sea t ∈ T arbitrario. Puesto que f es sobreyectiva puede escribirse t = f (s)para algún s ∈ S . Ahora bien, como S = ⟨X⟩, entonces s = x1x2 · · · xn para algunos n ∈ Ny xi ∈ X . De ahí que t = f (s) = f (x1x2 · · · xn) = f (x1)f (x2) · · · f (xn) ∈ ⟨f (X )⟩ y por lo tanto
T = ⟨f (X )⟩. Por otro lado, suponga que f (a1)f (a2) · · · f (an) = f (b1)f (b2) · · · f (bm) donde
n,m ∈ N y ai, bi ∈ X . Entonces f (a1a2 · · · an) = f (b1b2 · · · bm), de manera que al ser finyectiva se sigue que a1a2 · · · an = b1b2 · · · bm. Así que como X es base de S , entonces
n = m y ai = bi para cada i ∈ {1, 2, , , n}. Por consiguiente f (ai) = f (bi) y en definitiva
f (X ) es una base de T .
Observación 4.0.14.

En la demostración de la Proposición 4.0.13 x1x2 · · · xn y f (x1)f (x2) · · · f (xn) no denotanpalabras en el sentido de la Definición 4.0.1, si no más bien el producto de los elementos
x1, x2, ..., xn y f (x1), f (x2), ..., f (xn) en el semigrupo S y T respectivamente •
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Proposición 4.0.15.Sean (S,⊙) un semigrupo y ∅ ≠ X ⊆ S . Si S es libre con base X , entonces X es unabase de S .
Demostración. Del Corolario 4.0.12 se sigue que la función ψ : X+ −→ S definida por
ψ(a1a2 · · · an) = a1 ⊙ a2 ⊙ · · · ⊙ an es un isomorfismo de semigrupos. Obsérvese que
ψ(X ) := {ψ(a) | a ∈ X} = {a | a ∈ X} = X . Por consiguente, de la Proposición 4.0.13 sededuce que X es una base de S .
Se puede decir ahora que todo semigrupo libre tiene una base, pero ¿será cierto el recí-proco?
Proposición 4.0.16.Sea (S,⊙) un semigrupo y ∅ ≠ X ⊆ S . Si X es base de S , entonces S es un semigrupolibre con base X .
Demostración. Sea (T ,⊗) un semigrupo y f : X −→ T una función. De que X es base de Sse sigue que S = ⟨X⟩. Luego, puede definirse a Φ : S −→ T como Φ(a1 ⊙a2 ⊙· · ·⊙an) :=
f (a1) ⊗ f (a2) ⊗ · · · ⊗ f (an). Observese que

Φ([a1 ⊙ · · · ⊙ an] ⊙ [b1 ⊙ · · · ⊙ bm]) = Φ(a1 ⊙ · · · ⊙ an ⊙ b1 ⊙ · · · ⊙ bm)= f (a1) ⊗ · · · ⊗ f (an) ⊗ f (b1) ⊗ · · · ⊗ f (bm)= [f (a1) ⊗ · · · ⊗ f (an)] ⊗ [f (b1) ⊗ · · · ⊗ f (bm)]= Φ(a1 ⊙ · · · ⊙ an) ⊗ Φ(b1 ⊙ b2 ⊙ · · · ⊙ bm)
Por consiguiente Φ es un morfismo de semigrupos. Más aún, para cada a ∈ X se tieneque Φ(a) = f (a) y en consecuencia f = Φ ◦ ι siendo ι : X −→ S la función inclusión. SeaΨ : S −→ T un morfismo de semigrupos tal que f = Ψ ◦ ι. Entonces

Ψ(a1 ⊙ a2 ⊙ · · · ⊙ an) = Ψ(a1) ⊗ Ψ(a2) ⊗ · · · ⊗ Ψ(an)= f (a1) ⊗ f (a2) ⊗ · · · ⊗ f (an)= Φ(a1 ⊙ a2 ⊙ · · · ⊙ an)
De ahí que Ψ = Φ y el resultado queda demostrado.
Observación 4.0.17.La Proposición 4.0.9 es entonces una consecuencia de las Proposiciones 4.0.6 y 4.0.16 •
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Proposición 4.0.18.Sea S un semigrupo y ∅ ≠ X ⊆ S . Los siguientes enunciados son equivalentes1. S es un semigrupo libre con base X .2. X es una base de S .
Demostración. =⇒) Es la Proposición 4.0.15.
⇐=) Es la Proposición 4.0.16.
Por consiguiente, es válido decir que un semigrupo libre es aquel que tiene una base.Ahora bien, ¿cuándo dos semigrupos libres son isomorfos?
Proposición 4.0.19.Sean X y Y conjuntos no vacíos. Entonces X+ ∼= Y + si y solo si X y Y son equipotentes.
Demostración. =⇒) Sea φ : X+ −→ Y + un isomorfismo de semigrupos. Afirmación: Si
a ∈ X , entonces φ(a) ∈ Y i,e, φ(a) es una palabra de longitud igual a 1. En efecto,supongase que φ(a) es una palabra de longitud n > 1. Entonces φ(a) = b1b2 · · · bndonde cada bi ∈ Y . Como φ es sobreyectiva, para cada i ∈ {1, 2, , , n} puede escribirse
bi = φ(x̂i) siendo x̂i ∈ X+ una palabra de longitud igual a mi ≥ 1. Así

φ(a) = b1b2 · · · bn= b1 ∗ b2 ∗ · · · ∗ bn= φ(x̂1) ∗ φ(x̂2) ∗ · · · ∗ φ(x̂n)= φ(x̂1 ∗ x̂2 ∗ · · · ∗ x̂n)Al ser φ inyectiva se sigue que a = x̂1∗x̂2∗···∗x̂n y de la igualdad entre palabras se deduceque la longitud de x̂1 ∗ x̂2 ∗ · · · ∗ x̂n debe ser igual a 1. Por otra parte, x̂1 ∗ x̂2 ∗ · · · ∗ x̂n es laconcatenación de n palabras de longitud al menos 1, luego, la longitud de x̂1∗x̂2∗···∗x̂n debeser al menos n y por tanto mayor que 1, lo cual es una contradicción. Por consiguiente
φ(a) es una palabra de longitud igual a 1 y la afirmación se sigue. En virtud de loanterior, tiene sentido considerar a la función Φ : X −→ Y definida por Φ(a) := φ(a).De la inyectividad de φ se sigue que Φ es también inyectiva. En resumen, a partir delisomorfismo φ : X+ −→ Y + se ha obtenido una función inyectiva de X en Y . Usandoahora al morfismo inverso de φ y argumentando de manera similar puede obtenerse unafunción inyectiva de Y en X . Por lo tanto, el Teorema 1.4.31 permite concluir que X y Yson equipotentes.
⇐=) Sea f : X −→ Y una función biyectiva. Se define a φ : X+ −→ Y + como φ(a1a2 · · ·
an) := f (a1)f (a2) · · · f (an). Este es un morfismo de semigrupos, pues

φ(a1a2 · · · an ∗ b1b2 · · · bm) = φ(a1a2 · · · anb1b2 · · · bm)= f (a1)f (a2) · · · f (an)f (b1)f (b2) · · · f (bm)= (f (a1)f (a2) · · · f (an)) ∗ (f (b1)f (b2) · · · f (bm))= φ(a1a2 · · · an) ∗ φ(b1b2 · · · bm)
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Observar que φ manda palabras de longitud n en palabras de longitud n. Además
φ(a1a2 · · · an) = φ(b1b2 · · · bm)=⇒ f (a1)f (a2) · · · f (an) = f (b1)f (b2) · · · f (bm)=⇒ n = m y f (ai) = f (bi)=⇒ ai = bi para cada i ∈ {1, 2, , , n}=⇒ a1a2 · · · an = b1b2 · · · bm

Por consiguiente φ es inyectiva. Finalmente, sea y1y2 · · · yn ∈ Y + arbitraria. Como cada
yi ∈ Y y f es sobreyectiva, entonces yi = f (xi) para algún xi ∈ X . Así, y1y2 · · · yn =
f (x1)f (x2) · · · f (xn) = φ(x1x2 · · · xn) y por lo tanto φ es sobreyectiva. Se concluye que φ esun isomorfismo de semigrupos y X+ ∼= Y +.
Corolario 4.0.20.

Sea S un semigrupo y ∅ ≠ X, Y ⊆ S . Si X y Y son bases de S , entonces X y Y sonequipotentes.
Demostración. Si X y Y son bases de S , entonces X+ ∼= S y S ∼= Y +, luego X+ ∼= Y + yen consecuencia X y Y son equipotentes.El corolario anterior le da sentido a la definición que a continuación se enuncia.
Definición 4.0.21.

Suponga que S es un semigrupo que posee al menos una base (ver Definición 4.0.5). Sedefine el rango de S , denotado Rank (S), como Rank (S) := |X |, siendo X ⊆ S cualquierbase de S y |X | el cardinal del conjunto X •

4.1. Observaciones
Se finaliza esta sección con las siguientes 4 observaciones.

1. Para cada conjunto X ̸= ∅ existe un semigrupo para el cual X es base, a saber, elsemigrupo X+.
2. X = {1} es base del semigrupo (N,+). Por consiguiente (N,+) es un semigrupolibre.
3. Existen semigrupos que no tienen bases.
4. No todo subsemigrupo de un semigrupo libre es libre.

Para establecer la tercera de ellas haremos uso de lo siguiente.
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Proposición 4.1.1.Sean S y T semigrupos. Si S ∼= T y S es conmutativo, entonces T es conmutativo.
Demostración. Sean f : S −→ T un isomorfismo de semigrupos y x, y ∈ T . De la so-breyectividad de f puede escribirse x = f (a) y y = f (b) para algunos a, b ∈ S . Así,
xy = f (a)f (b) = f (ab) = f (ba) = f (b)f (a) = yx y T es conmutativo.
Ahora, se define lo que se entenderá por semigrupo monogénico ( o cíclico).
Definición 4.1.2.Se dice que un semigrupo S es un semigrupo monogénico ( o cíclico) si existe a ∈ S talque S = ⟨a⟩ •

Proposición 4.1.3.Si S es un semigrupo conmutativo y no monogénico, entonces S no posee bases.
Demostración. Suponga que ∅ ̸= X ⊆ S es una base de S . Luego, debe suceder que
S ∼= X+. Por otro lado, como S es conmutativo, entonces X+ también debe ser conmutativo.Ahora bien, puesto que X es base de S se tiene que S = ⟨X⟩, y como S no es monogénico,entonces X debe tener al menos dos elementos. Así, de la Proposición 4.0.7 se deduce que
X+ no es conmutativo, lo cual es una contradicción. Por consiguiente S no posee bases.
A continuación se muestran ejemplos de semigrupos con las características de la Proposi-ción 4.1.3.
Ejemplo 4.1.4.El semigrupo (N, ·) es conmutativo y no monogénico. En efecto, supongase que (N, ·) es unsemigrupo monogénico. Entonces N = ⟨a⟩ para algún a ∈ N. Así que N = {an | n ∈ N}, yen particular puede escribirse 2 = an para algún n ∈ N. De ahí que a sea un divisor de 2,y al ser este último un número primo debe ser entonces que o bien a = 1 o bien a = 2. Enel primer caso resulta que N = {1}, lo cual es falso. Luego, a = 2 y así N = {2n | n ∈ N}.Por lo tanto 3 = 2m para algún m ∈ N y en consecuencia 2 debe ser un divisor de 3, locual es una contradicción. Se concluye que (N, ·) no es un semigrupo monogénico. De laProposición 4.1.3 se sigue que (N, ·) no posee bases •

Ejemplo 4.1.5.Considerar al conjunto 2N + 3N := {2n + 3m | n,m ∈ N}. Este es un subsemigrupo de(N,+) pues, (2a+3b) + (2n+3m) = 2(a+n) + 3(b+m). Suponga que 2N+3N = ⟨a⟩ =
{na | n ∈ N} para algún a ∈ 2N + 3N. Como 5 ∈ 2N + 3N, se sigue que 5 = na paraalgún n ∈ N. Así que como 5 es un número primo debe ser que a = 1 o bien a = 5. Deque 2N + 3N ̸= {1} se sigue que a = 5. Así, 2N + 3N = {5n | n ∈ N}. Ahora bien, como8 = 2 + 3(2) ∈ 2N+ 3N, entonces 8 = 5m para algún m ∈ N. De ahí que 5 es un divisor
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de 8, lo cual es falso. Se concluye que (2N+3N,+) no es un semigrupo monogénico, y enparticular no posee bases •Para establecer la observación 4 considere a (2N + 3N,+) que es un subsemigrupo delsemigrupo libre (N,+). Puesto que (2N+3N,+) no posee bases se sigue que (2N+3N,+)no es un semigrupo libre. Los ejemplos anteriores muestran que no todo semigrupo es unsemigrupo libre. Sin embargo, se tiene lo siguiente.
Proposición 4.1.6.Todo semigrupo es isomorfo a un cociente de algún semigrupo libre.
Demostración. Sea S un semigrupo y considere al semigrupo libre S+. Para la función
idS : S −→ S existe un único morfismo de semigrupos f : S+ −→ S tal que el diagrama

S idS //

ι   

S

S+ f

>>

conmuta. De ahí que para cada s ∈ S se tiene que s = f (ι(s)) y por consiguiente f essobreyectiva. Por lo tanto S+
Ker(f ) ∼= S y el resultado se sigue.
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Capítulo 5

La categoría de semigrupos

Considere lo siguiente.
Denótese por S a la clase de todos los semigrupos.
Si S, T ∈ S sea

Hom(S, T ) := {f : S −→ T | f es morfismo de semigrupos}
Para cada S ∈ S sea idS la función identidad.
Sea ◦ la composición entre funciones.

De que la composición entre dos morfismos de semigrupos sea de nuevo un morfismo desemigrupos, de que la función identidad sea un morfismo de semigrupos, de las Propo-siciones 1.1.10 y 1.4.6 se deduce que todo lo anterior da lugar a una categoría (véaseDefinición 2.1.1) cuyos objetos son los semigrupos y cuyos morfismos son los morfismosde semigrupos. Denotamos a ésta por SGRP y la llamamos categoría de semigrupos. Serevisan en esta sección algunas propiedades de SGRP .Se da inicio a esta discusión con la definición de subcategoría y enseguida se muestranalgunos ejemplos.
Definición 5.0.1.

Sea A una categoría. Una subcategoría B de A consiste de
Una subclase Ob(B ) de la clase Ob(A).
Para cada X, Y ∈ Ob(B ) un conjunto HomB (X, Y ).

Además, para cada X, Y , Z ∈ Ob(B ) se ha de verificar que
1. HomB (X, Y ) ⊆ HomA(X, Y ).

90
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2. idX ∈ HomB (X, X ).3. Si f ∈ HomB (X, Y ) y g ∈ HomB (Y , Z ) entonces g ◦ f ∈ HomB (X, Z )Si en adición ocurre que HomB (X, Y ) = HomA(X, Y ) para cada X, Y ∈ Ob(B ), entoncesse dice que B es una subcategoría plena de A •

Observación 5.0.2.Se hace evidente de la definición anterior que toda subcategoría de una categoría es porsí misma una categoría bajo la misma ley de composición •

Ejemplos 5.0.3.1. La categoría de grupos GRP (ver Ejemplos 2.1.2) es una subcategoría plena de
SGRP .2. Sea M la clase de todos los monoides y para cadaM,N ∈ M sea HomMON (M,N) :=
{f : M −→ N | f es morfismo de monoides}. De que la función identidad sea un mor-fismo de monoides aunado a que la composición entre morfismos de monoides es denuevo un morfismo de monoides, se sigue que lo anterior forma una subcategoríade SGRP . Se denota a esta subcategoría por MON y se le llama la categoría de
monoides. De acuerdo con la Observación 3.7.2, MON no es una subcategoría plenade SGRP .3. Sea A la clase de todos los grupos abelianos (conmutativos) y para cada A, B ∈ Asea HomAb(A, B) := {f : A −→ B | f es morfismo de grupos}. De que la funciónidentidad sea un morfismo de grupos aunado a que la composición entre morfis-mos de grupos es de nuevo un morfismo de grupos, se sigue que lo anterior formauna subcategoría de GRP . Se denota a esta subcategoría por Ab y se le llama la
categoría de grupos abelianos •

5.1. Producto y coproducto en SGRP

Definición 5.1.1.Suponga que S1, S2, ..., Sn son n semigrupos. Sobre el conjunto S1 × S2 × · · · × Sn sedefine la siguiente operación binaria(a1, a2, ..., an)(b1, b2, ..., bn) := (a1b1, a2b2, ..., anbn)De la asociatividad de cada Si se sigue que esta operación entre n-adas es asociativay por lo tanto S1 × S2 × · · · × Sn es un semigrupo. Cuando cada Si es un monoide conneutro ei entonces S1 × S2 × · · · × Sn es un monoide con neutro la n-ada (e1, e2, ..., en).Llamamos a este semigrupo (monoide) el producto directo de los semigrupos (monoides)
S1, S2, ..., Sn •
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Proposición 5.1.2.Si f : S −→ T es un morfismo de semigrupos, entonces Ker(f ) es un subsemigrupo de
S × S .
Demostración. Tómense (a, b), (c, d) ∈ Ker(f ). Entonces

f (a) = f (b) y f (c) = f (d)=⇒ f (a)f (c) = f (b)f (d)=⇒ f (ac) = f (bd)=⇒ (a, b)(c, d) = (ac, bd) ∈ Ker(f )
Observe que se ha definido el producto directo de una colección finita de semigrupos, pero¿cómo puede extenderse esto a una familia arbitraria?Sea (Si)i∈I una familia de objetos de SGRP indexada por el conjunto I ̸= ∅ y sea ∏

i∈I
Siel producto cartesiano de la familia (Si)i∈I ( véase Definición 1.4.21). Tómense f , g ∈

∏
i∈I
Sie i ∈ I arbitrarios. Entonces debe ocurrir que f (i), g(i) ∈ Si y por consiguiente también

f (i)g(i) ∈ Si . Tiene sentido así considerar a la función fg : I −→
⋃
i∈I
Si definida por(fg)(i) := f (i)g(i). Observe que fg ∈

∏
i∈I
Si. Más aún, si se toman f , g, h ∈

∏
i∈I
Si, entonces

[(fg)h](i) = (fg)(i)h(i)= [f (i)g(i)]h(i)= f (i)[g(i)h(i)]= f (i)(gh)(i)= [f (gh)](i)
Por consiguiente (fg)h = f (gh), de manera que ∏

i∈I
Si es un semigrupo bajo esta operaciónbinaria y por lo tanto un objeto de SGRP . Si además cada Si es un monoide con neutro

ei, entonces de la definición de fg se sigue que ∏
i∈I
Si es un monoide con neutro la función

ê : I −→
⋃
i∈I
Si definida por ê(i) := ei. Recordar ahora que la i − esima función proyección

πi : ∏
i∈I
Si −→ Si está definida por πi(f ) := f (i). De acuerdo a esto se tiene que

πi(fg) = (fg)(i) = f (i)g(i) = πi(f )πi(g).Por lo tanto cada función proyección πi es un morfismo de semigrupos y en consecuencia,un morfismo de la categoría SGRP . Afirmación: El objeto ∏
i∈I
Si junto con los morfismosproyección {πi : ∏

i∈I
Si −→ Si}i∈I son un producto en SGRP para la familia (Si)i∈I (ver
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Definición 2.3.1). En efecto, sean T un semigrupo y {fi : T −→ Si}i∈I una familia demorfismos de semigrupos. De la Proposición 1.4.22 se sigue que existe una única funciónΦ : T −→

∏
i∈I
Si tal que para cada i ∈ I el siguiente triángulo conmuta:

T fi //

Φ ��

Si

∏
i∈I
Si

πi

??

Más aún, la función Φ está dada por Φ(t) := φt donde φt : I −→
⋃
i∈I
Si es definida como

φt(i) := fi(t). Por otro lado, si a, b ∈ T , entonces Φ(ab) := φab y para cada i ∈ I se tieneque
Φ(ab)(i) = φab(i)= fi(ab)= fi(a)fi(b)= φa(i)φb(i)= Φ(a)(i)Φ(b)(i)= [Φ(a)Φ(b)](i)

Por consiguiente Φ(ab) = Φ(a)Φ(b) y Φ es un morfismo de semigrupos. Suponga queΨ : T −→
∏
i∈I
Si es un morfismo de semigrupos tal que para cada i ∈ I se verifica que

fi = πi ◦Ψ. Como todo morfismo de semigrupos es en particular una función, de la unicidadde Φ se concluye que Φ = Ψ y la afirmación se sigue. Todo lo anterior puede resumirseen la proposición que a continuación se enuncia.
Proposición 5.1.3.Toda familia no vacía de objetos de SGRP tiene un producto.
Demostración. Se sigue de la discusión anterior.
Ahora bien, ¿toda familia no vacía de objetos de SGRP tendrá un coproducto?.Sea (Si)i∈I una familia de objetos de SGRP indexada por el conjunto I ̸= ∅ y sea Q lacolección de todos los símbolos de la forma

(a1, i1)(a2, i2) · · · (an, in)donde n ∈ N, ik ∈ I , ak ∈ Sik e ik ̸= ik+1 para cada k ∈ {1, 2, ..., n − 1}.Si â := (a1, i1)(a2, i2) · · · (an, in) y b̂ := (b1, j1)(b2, j2) · · · (bm, jm) se define
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â ∗ b̂ := { (a1, i1)(a2, i2) · · · (an, in)(b1, j1)(b2, j2) · · · (bm, jm) si in ̸= j1.(a1, i1)(a2, i2) · · · (anb1, in)(b2, j2) · · · (bm, jm) si in = j1.
Observe que cuando el índice que aparece en el último par ordenado de â difiere delíndice que aparece en el primer par ordenado de b̂, entonces los pares ordenados de
â y b̂ se concatenan. En caso contrario, cuando el índice que aparece en el último parordenado de â coincide con el índice que aparece en el primer par ordenado de b̂ entonceslos pares ordenados de â y b̂ se concatenan, y luego se reemplaza a (an, in)(b1, j1) por(anb1, in). Esto puede llevarse a cabo, puesto que como in = j1 entonces an y b1 son amboselementos del semigrupo Sin . Afirmación: La operación ∗ es asociativa. En efecto, sean
â := (a1, i1)(a2, i2) · · · (an, in), b̂ := (b1, j1)(b2, j2) · · · (bm, jm) y ĉ := (c1, k1)(c2, k2) · · · (cr, kr)elementos de Q. Para establecer la aseveración se ha de verificar que en todos los casosque a continuación se enuncian resulta que â ∗ (b̂ ∗ ĉ) = (â ∗ b̂) ∗ ĉ:

1. Los conjuntos {in}, {j1}, {jm} y {k1} son disjuntos por pares.
2. in = j1 y los conjuntos {j1}, {jm} y {k1} son disjuntos por pares.
3. in = jm y los conjuntos {j1}, {jm} y {k1} son disjuntos por pares.
4. in = k1 y los conjuntos {j1}, {jm} y {k1} son disjuntos por pares.
5. in = k1 y los conjuntos {in}, {j1} y {jm} son disjuntos por pares.
6. j1 = k1 y los conjuntos {in}, {j1} y {jm} son disjuntos por pares.
7. jm = k1 y los conjuntos {in}, {j1} y {jm} son disjuntos por pares.
8. j1 = jm y los conjuntos {in}, {j1} y {k1} son disjuntos por pares.
9. jm = k1 y los conjuntos {in}, {j1} y {k1} son disjuntos por pares.

10. jm = in y los conjuntos {in}, {j1} y {k1} son disjuntos por pares.
11. j1 = in y los conjuntos {in}, {jm} y {k1} son disjuntos por pares.
12. j1 = jm y los conjuntos {in}, {jm} y {k1} son disjuntos por pares.
13. j1 = k1 y los conjuntos {in}, {jm} y {k1} son disjuntos por pares.
14. in = j1, j1 ̸= jm y jm = k1.15. in = jm, jm ̸= j1 y j1 = k1.16. in = k1, k1 ̸= j1 y j1 = jm.
17. in = j1 = jm ̸= k1
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18. in = j1 = k1 ̸= jm

19. in = jm = k1 ̸= j1
20. j1 = jm = k1 ̸= in

21. in = ji = jm = k1.
Caso 1. Aquí se tiene que â ∗ b̂ = (a1, i1)(a2, i2) · · · (an, in)(b1, j1)(b2, j2) · · · (bm, jm) y
b̂ ∗ ĉ = (b1, j1)(b2, j2) · · · (bm, jm)(c1, k1)(c2, k2) · · · (cr, kr). Por consiguiente (â ∗ b̂) ∗ ĉ =(a1, i1)(a2, i2) · · · (an, in)(b1, j1)(b2, j2) · · · (bm, jm)(c1, k1)(c2, k2) · · · (cr, kr) y â ∗ (b̂ ∗ ĉ) =(a1, i1)(a2, i2) · · · (an, in)(b1, j1)(b2, j2) · · · (bm, jm)(c1, k1)(c2, k2) · · · (cr, kr).
Caso 2. En este caso â ∗ b̂ = (a1, i1)(a2, i2) · · · (anb1, in)(b2, j2) · · · (bm, jm) y b̂ ∗ ĉ =(b1, j1)(b2, j2) · · · (bm, jm)(c1, k1)(c2, k2) · · · (cr, kr). Por consiguiente (â∗ b̂)∗ĉ = (a1, i1)(a2, i2) ·
· · (anb1, in)(b2, j2) · · · (bm, jm)(c1, k1)(c2, k2) · · · (cr, kr) y â ∗ (b̂ ∗ ĉ) = (a1, i1)(a2, i2) · · ·(anb1, in)(b2, j2) · · · (bm, jm)(c1, k1)(c2, k2) · · · (cr, kr).
Caso 5. En este caso â ∗ b̂ = (a1, i1)(a2, i2) · · · (an, in)(b1, j1)(b2, j2) · · · (bm, jm) y b̂ ∗
ĉ = (b1, j1)(b2, j2) · · · (bm, jm)(c1, k1)(c2, k2) · · · (cr, kr). Por consiguiente (â ∗ b̂) ∗ ĉ =(a1, i1)(a2, i2) · · · (an, in)(b1, j1)(b2, j2) · · · (bm, jm)(c1, k1)(c2, k2) · · · (cr, kr) y â ∗ (b̂ ∗ ĉ) =(a1, i1)(a2, i2) · · · (an, in)(b1, j1)(b2, j2) · · · (bm, jm)(c1, k1)(c2, k2) · · · (cr, kr).
Caso 7. En este caso â ∗ b̂ = (a1, i1)(a2, i2) · · · (an, in)(b1, j1)(b2, j2) · · · (bm, jm) y b̂ ∗ ĉ =(b1, j1)(b2, j2) · · · (bmc1, jm)(c2, k2) · · · (cr, kr). Por consiguiente (â ∗ b̂)∗ ĉ = (a1, i1)(a2, i2) ·
· · (an, in)(b1, j1)(b2, j2) · · · (bmc1, jm)(c2, k2) · · · (cr, kr) y â ∗ (b̂ ∗ ĉ) = (a1, i1)(a2, i2) · · ·(an, in)(b1, j1)(b2, j2) · · · (bmc1, jm)(c2, k2) · · · (cr, kr).
Caso 11. En este caso â ∗ b̂ = (a1, i1) · · · (anb1, j1)(b2, j2) · · · (bm, jm) y b̂ ∗ ĉ = (b1, j1) · · ·(bm, jm)(c1, k1)···(cr, kr). Por lo tanto (â∗b̂)∗ĉ = (a1, i1)···(anb1, j1)(b2, j2)···(bm, jm)(c1, k1)·
· · (cr, kr) y â ∗ (b̂ ∗ ĉ) = (a1, i1) · · · (anb1, j1)(b2, j2) · · · (bm, jm)(c1, k1) · · · (cr, kr)
Caso 14. En este caso â ∗ b̂ = (a1, i1)(a2, i2) · · · (anb1, in)(b2, j2) · · · (bm, jm) y b̂ ∗ ĉ =(b1, j1)(b2, j2) · · · (bmc1, jm)(c2, k2) · · · (cr, kr). Por consiguiente (â ∗ b̂) ∗ ĉ = (a1, i1)(a2, i2) · · ·(anb1, in)(b2, j2) · · · (bmc1, jm)(c2, k2) · · · (cr, kr) y â∗ (b̂∗ĉ) = (a1, i1)(a2, i2) · · · (anb1, in)(b2, j2) ·
· · (bmc1, jm)(c2, k2) · · · (cr, kr).
Caso 17. En este caso â ∗ b̂ = (a1, i1)(a2, i2) · · · (anb1, in)(b2, j2) · · · (bm, jm) y b̂ ∗ ĉ =(b1, j1)(b2, j2) · · · (bm, jm)(c1, k1)(c2, k2) · · · (cr, kr). Por consiguiente (â∗ b̂)∗ĉ = (a1, i1)(a2, i2) ·
· · (anb1, in)(b2, j2) · · · (bm, jm)(c1, k1)(c2, k2) · · · (cr, kr) y â ∗ (b̂ ∗ ĉ) = (a1, i1)(a2, i2) · · ·(anb1, in)(b2, j2) · · · (bm, jm)(c1, k1)(c2, k2) · · · (cr, kr).
Caso 20. En este caso â ∗ b̂ = (a1, i1)(a2, i2) · · · (an, in)(b1, j1)(b2, j2) · · · (bm, jm) y b̂ ∗ ĉ =(b1, j1)(b2, j2) · · · (bmc1, k1)(c2, k2) · · · (cr, kr). Por lo tanto (â ∗ b̂) ∗ ĉ = (a1, i1)(a2, i2) ·
· · (an, in)(b1, j1)(b2, j2) · · · (bmc1, k1)(c2, k2) · · · (cr, kr) y â ∗ (b̂ ∗ ĉ) = (a1, i1)(a2, i2) · · ·(an, in)(b1, j1)(b2, j2) · · · (bmc1, k1)(c2, k2) · · · (cr, kr).
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Los casos restantes se verifican de manera análoga a los anteriores y por eso se omiten. Seconcluye así que ∗ es una operación asociativa y la afirmación se sigue. Por consiguiente(Q, ∗) es un semigrupo. Ahora bien, para cada i ∈ I sea σi : Si −→ Q la función definidapor σi(a) := (a, i). Si a, b ∈ Si entonces σi(ab) := (ab, i) = (a, i) ∗ (b, i) = σi(a) ∗ σi(b) ypor lo tanto cada función σi es un morfismo de semigrupos. Sea T un semigrupo arbitrarioy {fi : Si −→ T}i∈I una familia de morfismos de semigrupos. Considere ahora a la funciónΨ : Q −→ T definida por Ψ[(a1, i1)(a2, i2)···(an, in)] := fi1(a1)fi2(a2)···fin(an). Veamos que Ψes un morfismo de semigrupos: si â := (a1, i1)(a2, i2)···(an, in) y b̂ := (b1, j1)(b2, j2)···(bm, jm),entonces se tienen los siguientes dos casos
Caso (a) in ̸= j1. En esta situación se tiene que

Ψ(â ∗ b̂) = Ψ[(a1, i1)(a2, i2) · · · (an, in)(b1, j1)(b2, j2) · · · (bm, jm)]= fi1(a1)fi2(a2) · · · fin(an)fj1(b1)fj2(b2) · · · fjm(bm)= [fi1(a1)fi2(a2) · · · fin(an)][fj1(b1)fj2(b2) · · · fjm(bm)]= Ψ(â)Ψ(b̂)
Caso (b) in = j1. En este caso se tiene que

Ψ(â ∗ b̂) = Ψ[(a1, i1)(a2, i2) · · · (anb1, in)(b2, j2) · · · (bm, jm)]= fi1(a1)fi2(a2) · · · fin(anb1)fj2(b2) · · · fjm(bm)= fi1(a1)fi2(a2) · · · fin(an)fj1(b1)fj2(b2) · · · fjm(bm)= [fi1(a1)fi2(a2) · · · fin(an)][fj1(b1)fj2(b2) · · · fjm(bm)]= Ψ(â)Ψ(b̂)
De lo anterior puede concluirse que Ψ es un morfismo de semigrupos. Más aún, si i ∈ I y
a ∈ Si, entonces Ψ(σi(a)) = Ψ(a, i) = fi(a). Por lo tanto fi = Ψ ◦ σi y para cada i ∈ I elsiguiente triángulo conmuta:

Si
fi //

σi ��

T

Q
Ψ
@@

Suponga ahora que Ψ′ : Q −→ T es un morfismo de semigrupos tal que fi = Ψ′ ◦ σi paracada i ∈ I . Si â := (a1, i1)(a2, i2) · · · (an, in) ∈ Q entonces
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Ψ′(â) = Ψ′[(a1, i1)(a2, i2) · · · (an, in)]= Ψ′[(a1, i1) ∗ (a2, i2) ∗ · · · ∗ (an, in)]= Ψ′(a1, i1)Ψ′(a2, i2) · · · Ψ′(an, in)= Ψ′(σi1(a1))Ψ′(σi2(a2)) · · · Ψ′(σin(an))= fi1(a1)fi2(a2) · · · fin(an)= Ψ[(a1, i1)(a2, i2) · · · (an, in)]= Ψ(â)

De donde Ψ′ = Ψ. Así, de acuerdo con la Definición 2.3.1 se sigue que ∐
i∈I
Si := Q juntocon la familia de morfismos de semigrupos {σi : Si −→ Q}i∈I son un coproducto en SGRPpara la familia (Si)i∈I .

Proposición 5.1.4.

Toda familia no vacía de objetos de SGRP tiene un coproducto.
Demostración. Se sigue de la discusión anterior.
5.2. Monomorfismos, epimorfismos e isomorfismos en SGRP
Recuérdese que el Ejemplo 2.2.14 afirma que los monomorfismos en la categoría VecFson precisamente las transformaciones lineales inyectivas. En la categoría de semigrupos
SGRP ocurre algo similar.
Proposición 5.2.1. Monomorfismos en SGRP.

El morfismo de semigrupos f : S −→ T es un monomorfismo en SGRP si y solo si f esuna función inyectiva.
Demostración. =⇒) Suponga que f : S −→ T es un monomorfismo en SGRP . De acuerdocon la Proposición 5.1.2 Ker(f ) es subsemigrupo de S × S y por lo tanto Ker(f ) es unsemigrupo. Considere a las funciones α, β : Ker(f ) −→ S definidas por α(x, y) := x y
β(x, y) := y. Observe que para cada (x, y), (w, z) ∈ Ker(f ) se tiene lo siguiente:

α [(x, y)(w, z)] = α(xw, yz)= xw= α(x, y)α(w, z)
De ahí que α es un morfismo de semigrupos. De manera análoga se encuentra que β esun morfismo de semigrupos. Más aún, para cada (x, y) ∈ Ker(f ) se tiene que f [α(x, y)] =
f (x) = f (y) = f [β(x, y)] y por consiguiente f ◦α = f ◦β . Ahora bien, como f es, por hipótesis,
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monomorfismo en SGRP se sigue entonces que α = β . Así, para cada (x, y) ∈ Ker(f )se verifica que α(x, y) = β(x, y), de donde x = y y por tanto (x, y) ∈ ∆S . De ahí que
Ker(f ) ⊆ ∆S y por consiguiente Ker(f ) = ∆S . De la Proposición 3.7.15 se concluye que fdebe ser inyectiva.
⇐=) Suponga que f es inyectiva y sean R un semigrupo y α, β : R −→ S morfismos desemigrupos tales que f ◦ α = f ◦ β . Como en particular R, S y T son conjuntos y α, β y fson funciones, entonces de la Proposición 1.4.10 se sigue que α = β y por consiguiente fdebe ser un monomorfismo en SGRP .
Por otro lado, el Ejemplo 2.2.17 afirma que los epimorfismos de la categoría de grupos GRPson precisamente los morfismos sobreyectivos de grupos. Sin embargo, en la categoría desemigrupos no todo epimorfismo es un morfismo sobreyectivo.
Ejemplo 5.2.2.Defínase N∗ := N∪{0} y considere a los semigrupos (N∗,+) y (Z,+). Sea ι : N∗ −→ Z lafunción inclusión. Es claro que ι es un morfismo de semigrupos. Además, observe que ι noes una función sobreyectiva. Ahora bien, sean S un semigrupo y α, β : Z −→ S morfismosde semigrupos tales que α ◦ ι = β ◦ ι. Afirmación 1): α(Z) es un monoide con neutro
α(0). En efecto, puesto que α es un morfismo de semigrupos, de la Proposición 3.7.10 sededuce que α(Z) es un subsemigrupo de S . Ahora bien, para cada n ∈ Z se tiene que
α(n)α(0) = α(n + 0) = α(n) y también α(0)α(n) = α(0 + n) = α(n). Por consiguiente
α(n)α(0) = α(n) = α(0)α(n) y α(Z) es un monoide con neutro α(0). De manera análoga sededuce que β(Z) es un monoide con neutro β(0). Observación: Como α ◦ ι = β ◦ ι, entoncespara cada n ∈ N∗

α(n) = α(ι(n))= β(ι(n))= β(n)En particular ha de ser que α(0) = β(0). Afirmación 2): α = β . En efecto, en virtud de laobservación anterior, para hacer ver que α = β solo resta mostrar que para cada n ∈ Ncon n < 0 se tiene que α(n) = β(n). Sea n ∈ N. Entonces −n < 0 y se tiene lo siguiente
α(−n) = α(−n)α(0)= α(−n)β(0)= α(−n)β(n+ (−n))= α(−n)[β(n)β(−n)]= α(−n)[α(n)β(−n)]= [α(−n)α(n)]β(−n)= α(−n+ n)β(−n)= α(0)β(−n)= β(0)β(−n)= β(−n)
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De lo anterior se sigue que, en definitiva, α = β . Esto último permite concluir que ι :
N∗ −→ Z es un epimorfismo en SGRP que no es sobreyectivo •A pesar de lo anterior, si se verifica lo siguiente.
Proposición 5.2.3.

Todo morfismo sobreyectivo de semigrupos es un epimorfismo en la categoría SGRP .
Demostración. Sea f : S −→ T un morfismo sobreyectivo de semigrupos. Tómense unsemigrupo arbitrario, digamos R , y un par de morfismos de semigrupos α, β : T −→ Rtales que α ◦ f = β ◦ f . Si t ∈ T , de la sobreyectividad de f puede escribirse t = f (s)para algún s ∈ S . Así, α(t) = α(f (s)) = β(f (s)) = β(t) y por consiguiente α = β . Enconsecuencia, f es un epimorfismo en SGRP .
Después de todo lo anterior, se puede decir que en SGRP todo morfismo sobreyectivoes un epimorfismo, pero no todo epimorfismo es un morfismo sobreyectivo. Por lo tanto, adiferencia de la categoría GRP , en la categoría SGRP no pueden caracterizarse a losepimorfismos de ésta. Sin embargo, una caracterización para los epimorfismos de ciertasubcategoría de SGRP si puede llevarse a cabo. Las siguientes líneas tienen por objetivomostrar tal caracterización. Para tal fin se introducen las siguientes definiciones.
Definición 5.2.4.

Sea S un semigrupo. Se dice que a ∈ S es
1. cancelable a la izquierda si para cada x, y ∈ S se verifica que

ax = ay =⇒ x = y

2. cancelable a la derecha si para cada x, y ∈ S se verifica que
xa = ya =⇒ x = y

3. cancelable si a es a la vez cancelable a la izquierda y a la derecha •

Definición 5.2.5.

Se dice que el semigrupo S es
1. cancelable a la izquierda si todo elemento de S es cancelable a la izquierda.
2. cancelable a la derecha si todo elemento de S es cancelable a la derecha.
3. cancelable si todo elemento de S es cancelable •
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Ejemplos 5.2.6.

Todo grupo es cancelable.
El monoide (N∗,+) es cancelable •

En lo que sigue, O denotará a la clase de todos los monoides conmutativos y cancelables.Para cada M,N ∈ O se define
HomMCC (M,N) := {f : M −→ N | f es morfismo de monoides}

No es difícil ver que lo anterior forma una subcategoría de SGRP a la que se denotará por
MCC . Tómese M ∈ O. Sobre el monoide producto M ×M se define la siguiente relación:

(a, b)ρ(c, d) ⇐⇒ ad = bc

Afirmación (1): ρ es una equivalencia sobre M × M . En efecto, como M es conmutativo,entonces para cada (a, b) ∈ M × M se tiene que ab = ba. Luego (a, b)ρ(a, b) y ρes reflexiva. Suponga ahora que (a, b)ρ(c, d). Entonces ad = bc, o lo que es lo mismo
cb = da. De ahí que (c, d)ρ(a, b) y por consiguiente ρ es simétrica. Finalmente, supongaque (a, b)ρ(c, d) y (c, d)ρ(e, f ). Entonces ad = bc y cf = de, o lo que es lo mismo
ad = bc y de = f c. De la igualdad ad = bc se obtiene que ade = bce, y puestoque de = f c se obtiene así que afc = bce = bec. De esta última igualdad y de que
M es cancelable se sigue que af = be. Por lo tanto (a, b)ρ(e, f ) y ρ es transitiva. Porconsiguiente ρ es una equivalencia sobre M × M . Afirmación (2): ρ es una congruenciasobre M × M . En primer lugar, observar que de la conmutatividad de M y de que laoperación en el monoide producto se lleva a cabo entrada a entrada se sigue que M ×Mes también conmutativo. Debido a esto, solo bastará mostrar que ρ es una congruenciaizquierda. Suponga que (a, b)ρ(c, d) y sea (x, y) ∈ M × M arbitrario. Entonces ad = bc,de donde xyad = xybc. Así, asociando y conmutando convenientemente se llega a que
xayd = ybxc. De ahí que (x, y)(a, b)ρ(x, y)(c, d) y por consiguiente ρ es una congruencia.Una vez que se han establecido estas afirmaciones se puede concluir que si eM es elelemento neutro de M , entonces M×M

ρ es un monoide con neutro [(eM , eM )]ρ (ver Proposición3.6.10 ). Observaciones:

1. M×M
ρ es un monoide conmutativo.

2. Para cada a ∈ M se verifica que (a, a)ρ(eM , eM ) y por tanto [(a, a)]ρ = [(eM , eM )]ρ .3. [(a, b)]ρ[(b, a)]ρ = [(eM , eM )]ρ
La primera observación se deduce de la conmutatividad de M × M . La segunda, se siguede notar que siempre se verifica la identidad aeM = aeM . Ahora bien, para cada (a, b) ∈
M ×M se tiene que:
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[(a, b)]ρ[(b, a)]ρ = [(a, b)(b, a)]ρ = [(ab, ba)]ρ = [(ab, ab)]ρ = [(eM , eM )]ρ

De donde la última observación se sigue. ¿Qué se puede concluir de esto?. Note quede las observaciones 1 y 3 se concluye que M×M
ρ es entonces un grupo conmutativo. Sedenotará a este grupo por G(M) y se le llamará grupo de Grothendieck del monoide M .Considere ahora a la función η : M −→ G(M) definida por η(a) := [(a, eM )]ρ . Si a, b ∈ Mson tales que η(a) = η(b) entonces [(a, eM )]ρ = [(b, eM )]ρ de donde (a, eM )ρ(b, eM ). Luego

aeM = eMb y así a = b. Por consiguiente η es una función inyectiva. Más aún, observeque
η(ab) : = [(ab, eM )]ρ= [(a, eM )(b, eM )]ρ= [(a, eM )]ρ[(b, eM )]ρ= η(a)η(b)

De donde η es un morfismo inyectivo de monoides. Así, de la Proposición 3.7.17 se sigueque M es isomorfo a un submonoide de G(M). Llamaremos al morfismo η la inmersión de
M en G(M). A modo de síntesis y de conclusión se tiene la siguiente proposición.
Proposición 5.2.7.

Todo monoide conmutativo y cancelable se sumerge en un grupo conmutativo.
Demostración. Directa de la discusión anterior.
El grupo de Grothendieck de M y el morfismo η : M −→ G(M) tienen la siguientepropiedad.
Proposición 5.2.8.

Para cada grupo conmutativo A y cada morfismo de monoides f : M −→ A con M ∈ Oexiste un único morfismo de grupos F : G(M) −→ A que hace conmutar al siguientetriángulo
M f //

η ""

A

G(M) F

==

Demostración. Sean A un grupo conmutativo y f : M −→ A un morfismo de monoides. Se
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define a F : G(M) −→ A como F ([(a, b)]ρ) := f (a)f (b)−1. Veamos que F está bien definida:[(a, b)]ρ = [(c, d)]ρ=⇒ (a, b)ρ(c, d)=⇒ ad = bc=⇒ f (ad) = f (bc)=⇒ f (a)f (d) = f (b)f (c)=⇒ f (a)f (b)−1 = f (c)f (d)−1=⇒ F ([(a, b)]ρ) = F ([(c, d)]ρ)Ahora, veamos que F es un morfismo de grupos:
F ([(a, b)]ρ[(c, d)]ρ) = F ([(ac, bd)]ρ)= f (ac)f (bd)−1= f (a)f (c)f (b)−1f (d)−1= (f (a)f (b)−1)(f (c)f (d)−1)= F ([(a, b)]ρ)F ([(c, d)]ρ)Más aún, para cada a ∈ M se tiene que

F (η(a)) = F ([(a, eM )]ρ) = f (a)f (eM )−1 = f (a)eA = f (a).Por consiguiente f = F ◦η. Suponga ahora que F ′ : G(M) −→ A es un morfismo de grupospara el cual f = F ′ ◦ η. Entonces
F ′([(a, b)]ρ) = F ′([(a, eM )(eM , b)]ρ)= F ′([(a, eM )]ρ[(eM , b)]ρ)= F ′([(a, eM )]ρ)F ′([(eM , b)]ρ)= F ′([(a, eM )]ρ)F ′([(b, eM )]−1

ρ )= F ′([(a, eM )]ρ)F ′([(b, eM )]ρ)−1= F ′(η(a))F ′(η(b))−1= f (a)f (b)−1= F ([(a, b)]ρ)Se concluye de esto último que F ′ = F y el resultado se sigue.
Nota: En lo posterior, se denorará a la clase de equivalencia de (a, b) por [(a, b)] en lugarde [(a, b)]ρ i,e, prescindiremos del subíndice ρ (Véase la definición de ρ en la página 100).Tómense M,N ∈ O y sean η1 : M −→ G(M) y η2 : N −→ G(N) las inmersiones de cadamonoide en su respectivo grupo de Grothendieck. Supóngase ahora que f : M −→ N esun morfismo de monoides. De la Proposición 5.2.8 se deduce que existe un único morfismode grupos f ∗ : G(M) −→ G(N) que hace conmutar al siguiente triángulo
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M f //

η1 !!

N η2 // G(N)
G(M) f ∗

;;

O lo que es lo mismo, tal que f ∗ ◦ η1 = η2 ◦ f . Más aún, para cada [(a, b)] ∈ G(M) de laprueba de la Proposición 5.2.8 se tiene que
f ∗([(a, b)]) : = (η2 ◦ f )(a)(η2 ◦ f )(b)−1= η2(f (a))η2(f (b))−1= [(f (a), eN )][(f (b), eN )]−1= [(f (a), eN )][(eN , f (b))]= [(f (a), f (b))]Con esto, se tiene una manera de asignarle a cada morfismo de MCC , digamos f , unmorfismo de Ab, a saber, el morfismo f ∗.

Proposición 5.2.9.

1. Si M f // N g // T son morfismos de MCC , entonces (g ◦ f )∗ = g∗ ◦ f ∗.2. Para cada M ∈ O se tiene que id∗
M = idG(M).3. Si f : M −→ N es un epimorfismo en MCC , entonces f ∗ es un epimorfismo en Ab.

Demostración. 1) Si [(a, b)] ∈ G(M), entonces(g ◦ f )∗([(a, b)]) = [((g ◦ f )(a), (g ◦ f )(b))]= [(g(f (a)), g(f (b)))]= g∗([(f (a), f (b))])= g∗(f ∗([(a, b)]))= (g∗ ◦ f ∗)([(a, b)])Por consiguiente (g ◦ f )∗ = g∗ ◦ f ∗.2) Sea M ∈ O y [(a, b)] ∈ G(M). Entonces id∗
M ([(a, b)]) = [(idM (a), idM (b))] = [(a, b)] =

idG(M)([(a, b)]). Por lo tanto id∗
M = idG(M).3) Suponga que f : M −→ N es un epimorfismo de la categoría MCC . Sean A un grupoconmutativo y α, β : G(N) −→ A un par de morfismos de grupos tales que α ◦ f ∗ = β ◦ f ∗.Como f ∗ ◦ η1 = η2 ◦ f , entonces (α ◦ f ∗) ◦ η1 = (β ◦ f ∗) ◦ η1=⇒ α ◦ (f ∗ ◦ η1) = β ◦ (f ∗ ◦ η1)=⇒ α ◦ (η2 ◦ f ) = β ◦ (η2 ◦ f )=⇒ (α ◦ η2) ◦ f = (β ◦ η2) ◦ f
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Ahora bien, observe que como todo grupo es cancelable y todo morfismo de grupos es, enparticular, un morfismo de monoides, se deduce entonces que α ◦ η2 y β ◦ η2 son ambosmorfismos de MCC . Así, de la igualdad (α ◦η2)◦f = (β ◦η2)◦f y de que f es, por hipótesis,un epimorfismo en MCC , se sigue que α ◦ η2 = β ◦ η2. De esto último se concluye que lossiguientes triángulos son conmutativos
N α◦η2 //

η2 !!

A

G(N) α

== y N α◦η2 //

η2 !!

A

G(N) β

==

La Proposición 5.2.8 permite concluir que α = β . Así, f ∗ : G(M) −→ G(N) es un epimorfismoen Ab.
Corolario 5.2.10.Se define T : MCC −→ Ab como sigue:Si M es un objeto de MCC , T (M) := G(M).Si f : M −→ N es un morfismo de MCC , T (f ) := f ∗.Entonces T : MCC −→ Ab es un funtor que transforma epimorfismos en epimorfismos.
Demostración. Directa de la Proposición 5.2.9.
Recordar que anteriormente se mencionó que se llevaría a cabo una caracterización paralos epimorfismos de cierta subcategoría de SGRP . Tal subcategoría resulta ser MCC .Hasta este punto se tiene casi todo listo para realizar dicha tarea. Solo falta establecer losiguiente.
Proposición 5.2.11. Epimorfismos en Ab.Sea f : A −→ B un morfismo de grupos abelianos. Entonces, f es un epimorfismo en Ab siy solo si f es una función sobreyectiva.
Demostración. =⇒) Suponga que f : A −→ B es un epimorfismo de Ab. Puesto que todoslos grupos involucrados son conmutativos, se sigue que Im(f ) ◁ B. Así, puede considerarseal grupo cociente B

Im(f ) el cual también es conmutativo. Sea π : B −→ B
Im(f ) el morfismoproyección canónica y sea α : B −→ B

Im(f ) dada por α(b) := Im(f ). No es difícil ver que
α es un morfismo de grupos. Por otra parte, observar que para cada x ∈ A se tiene que
π(f (x)) = (Im(f ))f (x) = Im(f ) = α(f (x)) y por consiguiente π ◦ f = α ◦ f . Así que como fes epimorfismo en Ab debe ser que π = α . Sea b ∈ B. Entonces π(b) = α(b), o lo quees lo mismo (Im(f ))b = Im(f ). De ahí que b ∈ Im(f ). Por consiguiente B = Im(f ) y f essobreyectiva.
⇐=) Es similar a la prueba de la Proposición 5.2.3 y por eso se omite.
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Observación 5.2.12.En comparación con el Ejemplo 2.2.17, la prueba para los epimorfismos en Ab es muchomás sencilla •A continuación, se caracterizan a los epimorfismos de MCC .
Proposición 5.2.13. Epimorfismos en MCC.Sea f : M −→ N un morfismo de MCC . Entonces, f es un epimorfismo en MCC si y solosi para cada n ∈ N existen a, b ∈ M tales que nf (b) = f (a).
Demostración. =⇒) Suponga que f : M −→ N es un epimorfismo de MCC . Entonces, f ∗ :
G(M) −→ G(N) es un epimorfismo en Ab. De la Proposición 5.2.11 se deduce que f ∗ debeser una función sobreyectiva. Así, para n ∈ N y [(n, eN )] ∈ G(N) existe [(a, b)] ∈ G(M) talque [(n, eN )] = f ∗([(a, b)]) = [(f (a), f (b))]. De ahí que (n, eN )ρ(f (a), f (b)) y por consiguiente
nf (b) = eNf (a) = f (a).
⇐=) Suponga que para cada n ∈ N existen a, b ∈ M tales que nf (b) = f (a) y sean
α, β : N −→ T un par de morfismos de MCC tales que α ◦ f = β ◦ f . Tómese n ∈ N .Entonces, existen a, b ∈ M para los cuales nf (b) = f (a).De esta igualdad se desprende que α(n)α(f (b)) = α(nf (b)) = α(f (a)). De ahí que

α(n)α(f (b)) = α(f (a))= β(f (a))= β(nf (b))= β(n)β(f (b))= β(n)α(f (b))
Ahora bien, puesto que T es un monoide cancelable se sigue entonces que α(n) = β(n) ypor consiguiente α = β . En consecuencia, f es un epimorfismo en MCC .
Se finaliza esta subsección determinando a los isomorfismos de SGRP .
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Proposición 5.2.14. Isomorfismos en SGRP.El morfismo de semigrupos f : S −→ T es un isomorfismo en SGRP si y solo si f es unafunción biyectiva.
Demostración. =⇒) Suponga que f es un isomorfismo en SGRP . Luego, debe existir unmorfismo en SGRP , digamos g : T −→ S , tal que g ◦ f = idS y f ◦ g = idT . De estoúltimo y debido a que f y g son en particular funciones, se puede concluir que f debe serbiyectiva.
⇐=) Suponga que f : S −→ T es un morfismo biyectivo de semigrupos. De la Proposición1.4.18 se sigue que f tiene una única función inversa, digamos g : T −→ S , y de laProposición 3.7.6 se deduce que g es un morfismo de semigrupos i,e, un morfismo de
SGRP . Así, como g ◦ f = idS y f ◦ g = idT se puede concluir que f es un isomorfismo en
SGRP .
5.3. Objetos libres
Sea U : SGRP −→ SET el funtor olvidadizo (ver Ejemplos 2.4.4). Como tal funtor es unfuntor fiel, se sigue entonces que el par (SGRP, U) es una categoría concreta sobre SET(ver Definición 2.5.1). Además, en este caso, para cada semigrupo S y cada morfismo desemigrupos f se tiene que |S| = S y |f | = f (véase Observación 2.5.2). Se aprovecha lainformación obtenida sobre semigrupos libres para establecer lo siguiente.
Proposición 5.3.1.Para cada conjunto X ̸= ∅, el par (ι, X+) donde ι : X −→ X+ es la inclusión, es un morfismouniversal sobre X (ver Definición 2.5.4).
Demostración. Primero, ver la Definición 4.0.8 y luego la Proposición 4.0.9.
Corolario 5.3.2.Si X ̸= ∅ es un conjunto, entonces el semigrupo libre X+ es un objeto libre sobre X •En conclusión, en la categoría concreta (SGRP, U), todo semigrupo libre es un objeto libresobre su base.
5.4. Observación final
Recordar que las Observaciones 2.2.18 y 2.2.19 afirman que las categorías SET y VecFtienen la propiedad de que si A y B son dos objetos tales que existe un monomorfismo de
A en B y un monomorfismo de B en A entonces A ∼= B. ¿Será cierto que la categoría desemigrupos SGRP también cuenta con tal atributo?. La respuesta a esta interrogante esnegativa y para establecerla haremos uso de los semigrupos libres.
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Proposición 5.4.1.

Sean X, Y ̸= ∅ dos conjuntos y considere a los semigrupos libres X+ y Y +. Suponga que
f : X −→ Y + es una función inyectiva tal que para cada x ∈ X se verifica que f (x) ∈ Y + esuna palabra de longitud k i,e, f transforma palabras de longitud 1 en palabras de longitud
k . Entonces, el morfismo de semigrupos φ : X+ −→ Y + que garantiza la Proposición 4.0.9debe ser una función inyectiva.
Demostración. Recordar que el morfismo φ : X+ −→ Y + que garantiza la Proposición4.0.9 está dado por φ(x1x2 · · · xn) := f (x1)f (x2) · · · f (xn). Sean a1a2 · · · an y b1b2 · · · bm dospalabras de longitud n y m en X+ tales que

φ(a1a2 · · · an) = φ(b1b2 · · · bm)Luego,
f (a1)f (a2) · · · f (an) = f (b1)f (b2) · · · f (bm) (5.1)

Puesto que f transforma palabras de longitud 1 en palabras de longitud k entonces elprimer miembro de la igualdad (3.1) es la concatenación de n palabras de longitud k y elsegundo miembro de (3.1) es la concatenación de m palabras de longitud k . De esto últimoy de la igualdad entre palabras se sigue que kn = km y por consiguiente n = m. Ahorabien, para cada i ∈ {1, 2, ..., n} puede escribirse
f (ai) = ui1ui2 · · · uik y f (bi) = vi1vi2 · · · vikDonde uij , vij ∈ Y . Así, la igualdad (3.1) toma la forma

u11u12 · · · u1k · · · un1un2 · · · unk = v11v12 · · · v1k · · · vn1vn2 · · · vnkDe manera que de la igualdad entre palabras se deduce que uij = vij para cada i ∈
{1, 2, ..., n} y cada j ∈ {1, 2, ..., k}. Por consiguiente, para cada i ∈ {1, 2, ..., n} se tieneque f (ai) = f (bi), y dado que f es inyectiva, entonces ai = bi para cada i ∈ {1, 2, ..., n}y en consecuencia a1a2 · · · an = b1b2 · · · bm. Por consiguiente φ debe ser inyectiva.
Proposición 5.4.2.

Existe un par de semigrupos no isomorfos A y B para los cuales hay un monomorfismo de
A en B y un monomorfismo de B en A.
Demostración. Considere a los conjuntos X := {a, b} y Y := {a, b, c} de dos y treselementos respectivamente y también a las funciones f : X −→ Y + y g : Y −→ X+definidas por

f (x) := {
a si x = a.
b si x = b.y
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g(y) :=
 aa si y = a.

bb si y = b.
ab si y = c.No es difícil ver que ambas funciones son inyectivas, y además, de su definición se apreciaque f transforma palabras de longitud 1 en palabras de longitud 1 y g transforma palabrasde longitud 1 en palabras de longitud 2. Por lo tanto, de la Proposición 5.4.1 se sigue queexisten morfismos inyectivos de semigrupos φ : X+ −→ Y + y ψ : Y + −→ X+. Ahora bien,como en la categoría SGRP monomorfismo equivale a morfismo inyectivo (ver Proposición5.2.1) se sigue entonces que φ y ψ son ambos monomorfismos. Finalmente, observe que X+y Y + no son isomorfos, pues X y Y no son equipotentes (véase Proposición 4.0.19).
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Capítulo 6

Bandas rectangulares

En este capítulo se introduce a un tipo especial de semigrupos a los que se les dará elnombre de bandas rectangulares. Se empieza dando una definición general de ellos para,posteriormente, ofrecer otras definiciones equivalentes.
Definición 6.0.1.Se dice que el semigrupo S es una banda rectangular si para cada a, b ∈ S se verificaque aba = a •

Ejemplos 6.0.2.

Tómense dos conjuntos no vacíos A y B y sobre el producto cartesiano A×B defínasela siguiente operación entre pares ordenados:
(a, b)(c, d) := (a, d)

Observe que
(a, b)[(c, d)(e, f )] = (a, b)(c, f )= (a, f )= (a, d)(c, f )= [(a, b)(c, d)](e, f )

Por lo tanto, esta operación es asociativa y A×B es entonces un semigrupo bajo taloperación. Más aún, (a, b)(c, d)(a, b) = (a, b)(c, b) = (a, b). Por consiguiente A × Bes una banda rectangular.Sea X ̸= ∅ un conjunto y para cada a, b ∈ X sea ab := a. Según el Ejemplo 3.4.2,
X es un semigrupo bajo esta operación, y además, aba = a(ba) = ab = a. Enconsecuencia X es una banda rectangular •
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Observación 6.0.3.Los dos ejemplos anteriores proporcionan una forma de obtener bandas rectangulares apartir de conjuntos no vacíos dados •

Proposición 6.0.4.Si S es una banda rectangular, entonces para cada a ∈ S , a2 = a.
Demostración. Se tiene que a = aa3a = a5 y también a2 = a2aa2 = a5, luego a2 =
a.
Una forma equivalente de definir a una banda rectangular viene dada en la siguienteproposición.
Proposición 6.0.5.Los siguientes enunciados son equivalentes para un semigrupo S .

1. S es una banda rectangular.2. Para cada a, b ∈ S , ab = ba =⇒ a = b.
Demostración. 1) =⇒ 2) Suponga que ab = ba. De esta igualdad se desprende que
aba = ba2 y bab = b2a. Ahora bien, de que S es una banda rectangular junto con laProposición 6.0.4, permite concluir que el último par de igualdades toma la forma a = bay b = ba. Por consiguiente a = b.2) =⇒ 1) Observe que a2a = aa2. Por lo tanto a2 = a para cada a ∈ S . De ahí que(aba)a = aba2 = aba = a2ba = a(aba). Por consiguiente aba = a y S es una bandarectangular.
Observación 6.0.6.La segunda parte de este resultado será de utilidad cuando se pretenda exhibir que doselementos de una banda rectangular son iguales, pues solo bastará con mostrar que dichoselementos conmutan •Recuerde que el centro de un grupo (o un anillo) es definido como la colección de todosaquellos elementos del grupo (o anillo) que conmutan con cualquier elemento del grupo (oanillo). Siguiendo esta idea, también puede definirse al centro de un semigrupo.
Definición 6.0.7.Se define el centro de un semigrupo S como sigue:

Z (S) := {a ∈ S | ab = ba para cada b ∈ S}
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Además, para cada a ∈ S al conjunto
C (a) := {b ∈ S | ab = ba}

se le llama centralizador de a •Observe que con estas definiciones la Proposición 6.0.5 puede ser enunciada como sigue:
Proposición 6.0.8.Los siguientes enunciados son equivalentes para un semigrupo S .

1. S es una banda rectangular.2. Para cada a ∈ S , C (a) = {a} •

Corolario 6.0.9.Sea S una banda rectangular. Si Z (S) ̸= ∅, entonces S tiene exactamente un elemento.
Demostración. Tómese k ∈ Z (S) y sea a ∈ S arbitrario. Como ka = ak , entonces a ∈
C (k ) = {k}. Así a = k . De ahí que S = {k}.
Del Corolario anterior se ve que cualquier banda rectangular con más de un elementodebe tener centro vacío. Así, a diferencia de los grupos, un semigrupo puede tener centrovacío. Sin embargo, cuando el centro de un semigrupo tiene al menos un elemento sucedelo siguiente.
Proposición 6.0.10.Sea S un semigrupo.

Si Z (S) ̸= ∅, entonces Z (S) es un subsemigrupo de S .Para cada a ∈ S , C (a) es un subsemigrupo de S .
Demostración. Tómense z1, z2 ∈ Z (S). Entonces, para cada a ∈ S se tiene que a(z1z2) =(az1)z2 = (z1a)z2 = z1(az2) = z1(z2a) = (z1z2)a. De ahí que z1z2 ∈ Z (S) y por consiguiente
Z (S) es subsemigrupo de S . El argumento para ver que C (a) es siempre subsemigrupo de
S es similar al anterior y se omite.
Ahora bien, regresando al tema de las bandas rectangulares, resulta que todo semigrupoisomorfo a una banda rectangular debe ser también una banda rectangular.
Proposición 6.0.11.Suponga que S y T son dos semigrupos tales que S ∼= T . Si S es una banda rectangular,entonces T es una banda rectangular.
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Demostración. Sea f : S −→ T un isomorfismo de semigrupos y x, y ∈ T . Puede escribirse
x = f (a) y y = f (b) para algunos a, b ∈ S . Así que xyx = f (a)f (b)f (a) = f (aba) = f (a) =
x . Por consiguiente T es una banda rectangular.
A continuación se enuncian algunas propiedades adicionales de las bandas rectangulares.
Proposición 6.0.12.

Sea S una banda rectangular y a ∈ S fijo. Entonces para cualesquiera x, y ∈ S severifican las siguientes igualdades
1. xaya = xa

2. axay = ay

3. xya = xa

4. axy = ay

Demostración. 1) Puesto que a = aya, se tiene entonces que xa = xaya.4) Bastará con mostrar que axy conmuta con ay: observe que (axy)(ay) = ax(yay) = axymientras que (ay)(axy) = (aya)xy = axy. Por consiguiente (axy)(ay) = (ay)(axy). Lasdos identidades restantes se exhiben de manera similar.
El primero de los Ejemplos 6.0.2 afirma que el producto cartesiano de dos conjuntos novacíos junto con la operación que ahí se define da lugar a una banda rectangular. Re-sulta interesante el hecho de que toda banda rectangular es isomorfa a algún semigrupoconstruido de esta forma.
Proposición 6.0.13.

Si S es una banda rectangular, entonces existen conjuntos no vacíos A y B tales que
S ∼= A × B, donde A × B es un semigrupo construido como aparece en el primero de losEjemplos 6.0.2.
Demostración. Tómese a ∈ S y fíjelo. Considere ahora al conjunto Sa := {(xa, ax) | x ∈ S}.Sobre este conjunto se define la siguiente operación binaria:(xa, ax)(ya, ay) := (xya, axy)Se tiene entonces que

(xa, ax)[(ya, ay)(za, az)] = (xa, ax)(yza, ayz)= (xyza, axyz)= (xya, axy)(za, az)= [(xa, ax)(ya, ay)](za, az)
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Por lo tanto Sa es un semigrupo bajo esta operación. Ahora, sea f : S −→ Sa la funcióndefinida por f (x) := (xa, ax). Observe que
f (xy) = (xya, axy)= (xa, ax)(ya, ay)= f (x)f (y)

Así, f es un morfismo de semigrupos. De la definición de f queda claro que f es sobreyectiva.Más aún, si f (x) = f (y), entonces (xa, ax) = (ya, ay), de donde xa = ya y ax = ay.Luego x = xax = yax y y = yay = yax . De ahí que x = y y por lo tanto f es inyectiva.Se sigue entonces que f es un isomorfismo y por consiguiente S ∼= Sa. Considere a losconjuntos A := {xa | x ∈ S} y B := {ay | y ∈ S}. Afirmación: Sa = A × B. En efecto, esclaro que Sa ⊆ A × B. Sea (xa, ay) ∈ A × B y considere al elemento z := xay. De lasigualdades 1) y 2) que aparecen en la Proposición 6.0.12 se sigue que xa = za y ay = az .Así, (xa, ay) = (za, az) ∈ Sa y por consiguiente A × B ⊆ Sa. En definitiva Sa = A × B.Finalmente, de las igualdades 3) y 4) que aparecen en la Proposición 6.0.12, se deduce que(xa, ax)(ya, ay) := (xya, axy) = (xa, ay). Por consiguiente Sa es un semigrupo construidocomo en el primero de los Ejemplos 6.0.2.
Proposición 6.0.14.Los siguientes enunciados son equivalentes.1. S es una banda rectangular.2. S es isomorfo a algún semigrupo de la forma A × B con operación binaria dada por(a, b)(c, d) := (a, d).
Demostración. 1) =⇒ 2) Es la Proposición 6.0.13.2) =⇒ 1) Puesto que todo semigrupo de la forma A × B con operación binaria dadapor (a, b)(c, d) := (a, d) es una banda rectangular, se sigue de la Proposición 6.0.11 quecualquier semigrupo isomorfo a alguno de este tipo es también una banda rectangular.
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Capítulo 7

Semigrupos regulares

En este capítulo se introduce a los semigrupos regulares, que incluyen a las bandasrectangulares del capítulo anterior y a otro tipo de semigrupos más generales que estosúltimos. Cabe mencionar que gran parte de este trabajo de tesis se enfoca en estudiarpropiedades de algunos tipos de semigrupos que resultan ser semigrupos regulares, demanera que comprender el contenido del presente capítulo resulta ser de suma importancia.
7.1. Idempotentes
Considere al monoide M2(Z) de la Observación 3.7.2. Note que las siguientes matrices veri-fican que (1 01 0)(1 01 0)=(1 01 0); (1 00 0)(1 00 0)=(1 00 0) y (1 00 1)(1 00 1)=(1 00 1)
i,e, cada una de estas matrices es igual a su cuadrado. En general, a cada elemento de unsemigrupo que cumpla con esta propiedad se le dará el nombre de idempotente. Los idem-potentes de un semigrupo jugarán un papel importante dentro de la teoría de semigruposregulares.
Definición 7.1.1.Sea S un semigrupo. Decimos que α ∈ S es idempotente si α2 = α . Además, denotamospor E (S) a la colección de todos los idempotentes de S •

Ejemplos 7.1.2.1. Si M es un monoide con neutro e, entonces e es un idempotente.2. Para cualquier grupo G con neutro e se tiene que E (G) = {e}. En efecto, si g ∈ E (G)entonces g2 = g, de ahí que g−1g2 = g−1g, o lo que es lo mismo g = e. Porconsiguiente E (G) = {e}.3. El semigrupo (N,+) carece de idempotentes. Así, E (N) = ∅.4. De acuerdo con la Proposición 6.0.4, todo elemento de una banda rectangular esidempotente i,e, si S es una banda rectangular, entonces E (S) = S •
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Se deduce del tercero de los Ejemplos 7.1.2 que un semigrupo puede no tener idempotentes.Por otro lado, el último de estos ejemplos motiva a la siguiente definición.
Definición 7.1.3.Una banda es un semigrupo S para el cual se verifica que E (S) = S •Ahora bien, sea S un semigrupo para el cual E (S) ̸= ∅. Sobre el conjunto E (S) se definela siguiente relación:

α ≤ β ⇐⇒ αβ = α = βα

Afirmación: ≤ es una relación de orden parcial. En efecto, es claro que para cada α ∈ E (S)
α ≤ α , pues α2 = α . Por lo tanto ≤ es reflexiva. Por otro lado, si α ≤ β y β ≤ α , entonces
αβ = α = βα y βα = β = αβ . De ahí que α = β y por consiguiente ≤ es antisimétrica.Finalmente, si α ≤ β y β ≤ γ , entonces αβ = α = βα y βγ = β = γβ . De este par deigualdades se desprende que

αγ = (αβ)γ= α(βγ)= αβ= α

y
γα = γ(βα)= (γβ)α= βα= α

Por consiguiente α ≤ γ y así ≤ es transitiva. En definitiva ≤ es una relación de ordenparcial. Se tiene entonces lo siguiente.
Proposición 7.1.4.Sea S un semigrupo para el cual E (S) ̸= ∅. Sobre el conjunto E (S) se define la relación

α ≤ β ⇐⇒ αβ = α = βα

Entonces (E (S), ≤) es un copo.
Demostración. Se sigue de la discusión anterior.
Ahora que se puede ver al conjunto de idempotentes de un semigrupo como un copo, tienesentido entonces considerar a los elementos minimales de éste. Así, se tiene la siguientedefinición.
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Definición 7.1.5.Sea S un semigrupo para el cual E (S) ̸= ∅. Se dice que el idempotente α es un idempotente
minimal si α es elemento minimal del copo (E (S), ≤) (ver Definición 1.3.6) i,e, α es unidempotente minimal si para cada β ∈ E (S) se verifica lo siguiente

β ≤ α =⇒ α = β •

Antes de continuar con los idempotentes será conveniente revisar el próximo resultado.
Proposición 7.1.6.Si M es un monoide con neutro e, entonces Inv (M) := {x ∈ M | x es invertible} es ungrupo.
Demostración. Es claro que e es invertible, luego e ∈ Inv (M). Si x, y ∈ Inv (M), entonces(y−1x−1)(xy) = y−1(x−1x)y = y−1ey = y−1y = e y a la vez (xy)(y−1x−1) = x(yy−1)x−1 =
xex−1 = xx−1 = e. Por consiguiente xy es invertible y xy ∈ Inv (M). Se deduce que
Inv (M) es submonoide de M . Finalmente, de que el inverso de un elemento invertible estambién invertible se concluye que Inv (M) es un grupo.
Ahora, suponga que α es un idempotente del semigrupo S . A partir de α se puede definiral conjunto

Mα := {αxα | x ∈ S}

Afirmación: Mα es un monoide con neutro α . En efecto, para cada x, y ∈ S se tieneque (αxα)(αyα) = α(xαy)α ∈ Mα . Por lo tanto Mα es un subsemigrupo de S . Másaún, puesto que α = ααα , se sigue entonces que α ∈ Mα . Además, para cada x ∈ S ,
α(αxα) = α2xα = αxα y (αxα)α = αxα2 = αxα . Por consiguiente Mα es un monoidecon neutro el idempotente α . Esto junto con la proposición anterior permite establecer lasiguiente definición.
Definición 7.1.7.Sean S un semigrupo y α ∈ E (S). Al grupo H̄α := Inv (Mα ) se le llamará grupo del
idempotente α •

Proposición 7.1.8.Si α ∈ E (S), entonces H̄α = {x ∈ Mα | xx ′ = α = x ′x para algún x ′ ∈ S}

Demostración. Por definición
H̄α : = Inv (Mα )= {x ∈ Mα | xz = α = zx para algún z ∈ Mα}
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Considere al conjunto A := {x ∈ Mα |xx ′ = α = x ′x para algún x ′ ∈ S}. Es claro que
H̄α ⊆ A. Ahora bien, si x ∈ A, entonces xx ′ = α = x ′x para algún x ′ ∈ S . Así, para
z := αx ′α ∈ Mα se tiene que zx = (αx ′α)x = αx ′(αx) = αx ′x = α2 = α y a la vez
xz = x(αx ′α) = (xα)x ′α = xx ′α = α2 = α . Por lo tanto xz = α = zx y con ello x ∈ H̄α .De esto último se sigue que H̄α = A.
Con ayuda de estos resultados se puede ver que a partir de un elemento idempotente sepuede definir a un grupo, a saber, el grupo del idempotente. Ahora bien, apoyándonos delmonoide Mα puede caracterizarse a los idempotentes minimales.
Proposición 7.1.9.

Sea α un idempotente del semigrupo S . Entonces α es un idempotente minimal si y solosi Mα ∩ E (S) = {α}.
Demostración. =⇒) Suponga que α es idempotente minimal y sea β ∈ Mα ∩E (S). Puestoque Mα es un monoide con neutro α se sigue entonces que βα = β = αβ . De ahí que
β ≤ α y por lo tanto α = β . Se concluye que Mα ∩ E (S) = {α}.
⇐=) Suponga ahora que Mα ∩ E (S) = {α} y sea β ∈ E (S) tal que β ≤ α . Entonces
βα = β = αβ , de donde se sigue que β = αβα y por lo tanto β ∈ Mα ∩E (S) = {α}. Porconsiguiente α = β y α es idempotente minimal.
Para cada a ∈ S considere a los conjuntos

Sa := {xa | x ∈ S} y aS := {ax | x ∈ S}

Observación 7.1.10.

Sea α ∈ E (S). Es claro que Mα ⊆ Sα ∩ αS . Ahora, si x ∈ Sα ∩ αS entonces x = αu y
x = vα para algunos u, v ∈ S . Así, αu = vα y por lo tanto αvα = ααu = α2u = αu = x .De ahí que x ∈ Mα y así Mα = Sα ∩ αS •

Proposición 7.1.11.

Sean α, β ∈ E (S). Entonces α ≤ β si y solo si Sα ⊆ Sβ y αS ⊆ βS .
Demostración. =⇒) Si α ≤ β , entonces αβ = α = βα . Por lo tanto para cada x ∈ S ,
xα = xαβ ∈ Sβ y así Sα ⊆ Sβ . De manera análoga se ve que αS ⊆ βS .
⇐=) Suponga que Sα ⊆ Sβ y αS ⊆ βS . Puesto que α = αα entonces α ∈ Sα y
α ∈ αS , de manera que puede escribirse α = xβ y α = βy para algunos x, y ∈ S .Así que αβ = (xβ)β = xβ2 = xβ = α , y también βα = β(βy) = β2y = βy = α . Porconsiguiente α ≤ β .
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7.2. Las equivalencias de Green
Recordar de la sección de ideales que a partir de un ideal bilátero de un semigrupo puedeobtenerse una relación de equivalencia, a saber, la equivalencia de Rees (ver Ejemplo 1.2.3y Proposición 3.9.3). Esta no es la única forma de obtener relaciones de equivalencia apartir de ideales. Resulta que a partir de ideales principales es posible definir a ciertasrelaciones de equivalencia llamadas equivalencias de Green.
Definición 7.2.1.

Sean S un semigrupo y a ∈ S . Se definen a los siguientes conjuntos
Sa := {xa | x ∈ S}

aS := {ax | x ∈ S}

SaS := {xay | x, y ∈ S} •

Proposición 7.2.2.

Sa, aS y SaS son ideales: izquierdo, derecho y bilátero respectivamente.
Demostración. Veamos que Sa es un ideal izquierdo: para cada x, y ∈ S se tiene que
x(ya) = (xy)a ∈ Sa. Por consiguiente Sa es un ideal izquierdo. Ahora bien, para ver que
SaS es un ideal bilátero solo basta con observar que para cada x, y, z ∈ S , z(xay) =(zx)ay ∈ SaS y (xay)z = xa(yz) ∈ SaS . El argumento para verificar que aS es un idealderecho es similar a los anteriores y se omite.
A pesar de que los ideales Sa, aS y SaS fueron definidos a partir de un elemento a,puede suceder que a /∈ Sa ó a /∈ aS ó a /∈ SaS . En efecto, considerar al conjunto deun solo elemento X = {a} y sea S = X+. Observe que todas las palabras de Sa, aS y
SaS son de longitud mayor a uno. Por consiguiente a no es elemento de ninguno de estosideales. Sin embargo, se tiene lo siguiente.
Proposición 7.2.3.

Sea S un semigrupo y a ∈ S . Entonces los conjuntos
1. S1a := Sa ∪ {a}

2. aS1 := aS ∪ {a}

3. S1aS1 := Sa ∪ aS ∪ SaS ∪ {a}

son ideales: izquierdo, derecho y bilátero respectivamente.
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Demostración. Sea b ∈ S1aS1 y x ∈ S . Se exhibirá que xb, bx ∈ S1aS1. Si b ∈ Sa,entonces debido a que Sa es un ideal izquierdo se sigue que xb ∈ Sa ⊆ S1aS1. Porotra parte, puede escribirse b = ya para algún y ∈ S . Así bx = yax ∈ SaS ⊆ S1aS1.Por consiguiente xb, bx ∈ S1aS1. Si b ∈ aS se verifica de manera similar a la anteriorque xb, bx ∈ S1aS1. Si b ∈ SaS , entonces debido a que SaS es un ideal bilátero sesigue que xb, bx ∈ SaS ⊆ S1aS1. Si b = a, entonces xb = xa ∈ Sa ⊆ S1aS1 y
bx = ax ∈ aS ⊆ S1aS1. Por consiguiente S1aS1 es un ideal bilátero. Los argumentospara establecer que S1a y aS1 son ideales izquierdo y derecho respectivamente, sonsimilares al anterior y se omiten.
Observar que cada uno de los ideales: S1a, aS1 y S1aS1 contiene al elemento a. Másaún, sea I un ideal bilátero de S tal que a ∈ I . Entonces para cada x, y ∈ S se tiene que
xa, ax, xay ∈ I . De ahí que cada uno de los ideales Sa, aS y SaS están contenidos en I ,de donde S1aS1 := Sa∪aS ∪SaS ∪ {a} ⊆ I . Por consiguiente S1aS1 es el menor idealbilátero que contiene a a en el sentido de que cualquier otro ideal bilátero que tenga a acomo uno de sus elementos debe contener a S1aS1. Afirmaciones análogas se verifican conlos ideales S1a y aS1. A continuación se define lo que se entenderá por un ideal principal.
Definición 7.2.4.

Sean S un semigrupo y a ∈ S . Se dice que
S1a es el ideal principal izquierdo generado por a.

aS1 es el ideal principal derecho generado por a.

S1aS1 es el ideal principal generado por a •

Definición 7.2.5.

Se dice que el semigrupo S es
de ideales principales izquierdos si todo ideal izquierdo de S es de la forma S1a.
de ideales principales derechos si todo ideal derecho de S es de la forma aS1.
de ideales principales si todo ideal de S es de la forma S1aS1 •

Observación 7.2.6.

Suponga que a ∈ S pertenece a cada uno de los ideales Sa, aS y SaS . De que S1a,
aS1 y S1aS1 son los menores ideales: izquierdo, derecho y bilátero que contienen a aaunado a que por definición Sa ⊆ S1a, aS ⊆ aS1 y SaS ⊆ S1aS1 se concluye que, eneste caso, Sa = S1a, aS = aS1 y SaS = S1aS1 •
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Proposición 7.2.7.Sean S un semigrupo y a, b ∈ S . Entonces1. S1a = S1b si y solo si a = b ó a = xb y b = ya para algunos x, y ∈ S .2. aS1 = bS1 si y solo si a = b ó a = bx y b = ay para algunos x, y ∈ S .
Demostración. 1) =⇒) Suponga que S1a = S1b. Entonces a ∈ S1b y b ∈ S1a. De ahíque a ∈ Sb ∪ {b} y b ∈ Sa ∪ {a}. Por lo tanto a ∈ Sb o a = b y b ∈ Sa o b = a,lo cual equivale a que a = b o a ∈ Sb y b ∈ Sa, lo que a su vez es equivalente a que
a = b ó a = xb y b = ya para algunos x, y ∈ S .
⇐=) Suponga aquí que a = b ó a = xb y b = ya para algunos x, y ∈ S . Si a = b,entonces es inmediato que S1a = S1b. Por otro lado, si a = xb y b = ya para algunos
x, y ∈ S , entonces a ∈ Sb y b ∈ Sa, y puesto que Sa y Sb son ideales izquierdos sesigue que para cada u ∈ S , ua ∈ Sb y ub ∈ Sa. Por consiguiente Sa ⊆ Sb y Sb ⊆ Say en consecuencia Sa = Sb. De esto último y de que a ∈ Sb y b ∈ Sa se sigue que
a ∈ Sa y b ∈ Sb, de manera que de la Observación 7.2.6 se concluye que Sa = S1a y
Sb = S1b y por consiguiente S1a = S1b. La prueba para el inciso 2) es análoga y poreso se omite.
A partir de ideales principales se pueden definir ciertas relaciones sobre un semigrupodado.
Definición 7.2.8.Sobre el semigrupo S se definen las siguientes relaciones

aLb ⇐⇒ S1a = S1b
aRb ⇐⇒ aS1 = bS1
aHb ⇐⇒ aLb y aRb

aJb ⇐⇒ S1aS1 = S1bS1
aD b ⇐⇒ aRu y uLb para algún u ∈ S •

Proposición 7.2.9.
L, R, H, J y D son todas relaciones de equivalencia.
Demostración. Debido a que la igualdad entre conjuntos es reflexiva, simétrica y transitiva ypuesto que L, R y J se definen en términos de igualdades entre ciertos conjuntos entoncesno resulta difícil ver que estas tres relaciones son reflexivas, simétricas, transitivas y porlo tanto de equivalencia. Ahora bien, que H sea una equivalencia se sigue de que L y Rlo son. El argumento para establecer que D es una equivalencia es más complicado quelos anteriores y es el siguiente: que D sea reflexiva se sigue de observar que para cada
a ∈ S , aRa y aLa. En cuanto a la simetría, suponga que aD b. Entonces aRu y uLbpara algún u ∈ S . Para a, b y u se tienen los siguientes casos:
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1. a = u = b2. u = a ̸= b3. u = b ̸= a4. a, b y u son distintos entre si.En el primer caso se sigue de inmediato que bD a. En el segundo caso, reemplazando upor a se tiene que aLb, de donde bLa y por consiguiente bRb y bLa. De ahí que bD a.Para el tercer caso se deduce de manera análoga al caso dos que bD a. En el cuarto yúltimo caso, como aS1 = uS1 y S1u = S1b de la Proposición 7.2.7 se infiere que existen

x, y, p, q ∈ S para los cuales a = ux , u = ay, u = pb y b = qu. Hágase v := qux . Deestas igualdades se desprende que v = qux = (qu)x = bx y v = qux = q(ux) = qa.Por consiguiente v = bx y v = qa. Más aún, b = qu = q(ay) = (qa)y = vy y
a = ux = (pb)x = p(bx) = pv . Por lo tanto b = vy y a = pv . Tenemos entonces que
b = vy y v = bx y a = pv y v = qa. De las dos primeras igualdades se sigue, con ayudade la Proposición 7.2.7, que bS1 = vS1, y de las últimas dos que S1v = S1a. De ahí que
bRv y vLa. Por lo tanto bD a y D es simétrica. Finalmente, suponga que aD b y bD c.Entonces, existen u, v ∈ S tales que aRu y uLb y bRv y vLc. De que uLb y bRv sedesprende que vRb y bLu. Por lo tanto vD u, y al ser D simétrica se sigue entonces que
uD v . Así, existe w ∈ S para el cual uRw y wLv . Por lo tanto tenemos lo siguiente: aRuy uRw y wLv y vLc. De ahí que aRw y wLc y por consiguiente aD c. Se concluye que
D es transitiva y por lo tanto una equivalencia.
Definición 7.2.10.

L, R, H, J y D son llamadas las equivalencias (o relaciones) de Green •Las equivalencias de Green se relacionan entre sí de la siguiente manera.
Proposición 7.2.11.

1. H = L ∩ R2. R ◦ L = D = L ◦ R

Demostración. 2) Si (x, y) ∈ R◦L, entonces existe u ∈ S tal que (x, u) ∈ L y (u, y) ∈ R.De ahí que (y, u) ∈ R y (u, x) ∈ L y por lo tanto (y, x) ∈ D . De esto último se sigueque (x, y) ∈ D y por consiguiente R ◦ L ⊆ D . Si ahora (x, y) ∈ D , entonces (x, u) ∈ Ry (u, y) ∈ L para algún u ∈ S , lo cual significa que (x, y) ∈ L ◦ R. Por consiguiente
D ⊆ L ◦ R. Finalmente, si (x, y) ∈ L ◦ R, entonces existe u ∈ S para el cual (x, u) ∈ Ry (u, y) ∈ L. De ahí que (x, y) ∈ D y por lo tanto (y, x) ∈ D . Así, debe existir un v ∈ Stal que (y, v ) ∈ R y (v, x) ∈ L. De esto se deduce que (x, v ) ∈ L y (v, y) ∈ R y enconsecuencia (x, y) ∈ R ◦ L. Por consiguiente L ◦ R ⊆ R ◦ L. En definitiva R ◦ L = D =
L ◦ R. El inciso 1) se sigue directamente de la definición de H.
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Una vez que se ha establecido que las relaciones de Green son equivalencias, podemosconsiderar entonces a la clase de equivalencia de un elemento con respecto de estasrelaciones. Si S es un semigrupo y a ∈ S , denotamos por La, Ra, Ha, Ja y Da a la clasede equivalencia de a con respecto de L, R, H, J y D respectivamente. Llamamos a La la
L-clase de a, a Ra la R-clase de a y así respectivamente con las demás relaciones.
Proposición 7.2.12.Sean S un semigrupo y α ∈ E (S). Entonces, el grupo del idempotente α coincide con la
H-clase de α i,e, H̄α = Hα . (ver Definición 7.1.7)
Demostración. Sea x ∈ H̄α . Entonces debe suceder que xα = x = αx y xx ′ = α = x ′xpara algún x ′ ∈ S . De acuerdo a la Proposición 7.2.7 las identidades x = xα y α = x ′ximplican que S1x = S1α , y las identidades x = αx y α = xx ′ implican que xS1 = αS1.Por consiguiente xRα y xLα , de donde xHα . Se concluye que x ∈ Hα y por lo tanto
H̄α ⊆ Hα . Ahora bien, sea x ∈ Hα . Si x = α , entonces es inmediato que x ∈ H̄α . Si x ̸= α ,entonces debido a que xHα , de la Proposición 7.2.7 se sigue que existen a, b, c, d ∈ Stales que

x = aα (7.1)
α = bx (7.2)
x = αc (7.3)
α = xd (7.4)

De las identidades (3.2) y (3.4) se deduce que αx = α2c = αc = x y xα = aα2 = aα = x .Así xα = x = αx , de donde x = αxα y en consecuencia x ∈ Mα . Ahora bien, puestoque xα = x = αx , de (3.3) y (3.5) se sigue que x = xα = xbx y x = αx = xdx . Porconsiguiente x = xbx y x = xdx . Defínase x ′ := bxd. Entonces
xx ′ = x(bxd)= (xbx)d= xd= α

mientras que
x ′x = (bxd)x= b(xdx)= bx= α

Por consiguente xx ′ = α = x ′x , de manera que de la Proposición 7.1.8 se concluye que
x ∈ H̄α y por lo tanto Hα ⊆ H̄α . En definitiva H̄α = Hα .
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De acuerdo a la proposición anterior, el grupo de un idempotente puede verse como lacolección de los elementos inversos de un monoide o bien como una clase de equivalencia.
7.3. Definición de semigrupo regular y completamente re-

gular
A continuación se introduce a una clase particular de semigrupos llamados semigrupos
regulares.
Definición 7.3.1.

Sea S un semigrupo y a, x ∈ S . Se dice que x es
pseudoinverso de a si ocurre que a = axa.
inverso de a si ocurre que a = axa y x = xaxAdicionalmente, se denota a la colección de todos los inversos de a por V (a) i,e,

V (a) := {x ∈ S | x es inverso de a} •

Observación 7.3.2.

Sea M un monoide con neutro e y suponga que t es el inverso de x en el sentido de laDefinición 3.2.9. Entonces xtx = x(tx) = xe = x y txt = t(xt) = te = t i,e, xtx = x y
txt = t . Por consiguiente t es un inverso de x en el sentido de la Definición 7.3.1. Puedeconcluirse así que en un monoide, todo inverso en el sentido de la Definición 3.2.9 estambién un inverso en el sentido de la Definición 7.3.1. Sin embargo, el recíproco no severifica. En efecto, la matriz X := (1 01 0) es un idempotente del monoide M2(Z). Por lotanto XXX = X y así X es inversa de sí misma en el sentido de la Definición 7.3.1. Apesar de ello la matriz X no es inversa de sí misma en el sentido de la Definición 3.2.9 •

Proposición 7.3.3.

Sea S un semigrupo y suponga que a ∈ S posee al menos un pseudoinverso. Entonces
1. E (S) ̸= ∅.
2. V (a) ̸= ∅.
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Demostración. Suponga que x ∈ S es pseudoinverso de a. Luego axa = a, de maneraque xaxa = xa y axax = ax . Por consiguiente xa, ax ∈ E (S) y con ello E (S) ̸= ∅. Ahorabien, hágase b := xax . Entonces
aba = a(xax)a= (axa)xa= axa= a

mientras que
bab = (xax)a(xax)= x(axa)xax= x(axa)x= xax= b

Por consiguiente b ∈ V (a) y así V (a) ̸= ∅.
A aquellos elementos de un semigrupo que posean al menos un pseudoinverso se lesconcederá un nombre especial.
Definición 7.3.4.

Sea S un semigrupo. Decimos que
a ∈ S es regular, si a posee al menos un pseudoinverso.
S es un semigrupo regular si todo elemento de S es regular •

Ejemplo 7.3.5.

De la Definición 6.0.1 se aprecia que toda banda rectangular es un semigrupo regular.Además, de la Observación 7.3.2 se sigue que todo grupo es un semigrupo regular •

Observación 7.3.6.

Si S es un semigrupo regular y a ∈ S , entonces a = axa para algún x ∈ S . De ahíque a ∈ Sa y a ∈ aS . Además observe que a = axa = (axa)xa = (ax)a(xa) y porconsiguiente a ∈ SaS . Así, de la Observación 7.2.6 se concluye que en un semigruporegular
S1a = Sa y aS1 = aS y S1aS1 = SaS •
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Una vez que se ha establecido la definición de semigrupo regular, puede verse enton-ces que de acuerdo con la Proposición 7.3.3 todo semigrupo regular posee idempotentes.A continuación, se muestra que cualesquiera dos idempotentes de un semigrupo regulargeneran una banda rectangular.
Proposición 7.3.7.Sea S un semigrupo regular y α, β ∈ E (S). Considere al conjunto

S(α, β) := {g ∈ E (S) | gα = g = βg y αgβ = αβ}Entonces
S(α, β) ̸= ∅

S(α, β) es subsemigrupo de S .
S(α, β) es una banda rectangular.

Demostración. Puesto que S es regular, para el elemento αβ existe x ∈ S tal que αβ =
αβxαβ . Defínase g := βxαβxα . Entonces

g2 = (βxαβxα)(βxαβxα)= βx(αβxαβ)xαβxα= βx(αβ)xαβxα= βx(αβxαβ)xα= βxαβxα= g

Por consiguiente g ∈ E (S). Ahora bien, observe que gα = (βxαβxα)α = βxαβxα2 =
βxαβxα = g y βg = β(βxαβxα) = β2xαβxα = βxαβxα = g. Más aún, αgβ =
α(βxαβxα)β = (αβxαβ)xαβ = αβxαβ = αβ . Por lo tanto g ∈ S(α, β) y puede concluirseasí que S(α, β) ̸= ∅. Afirmación 1): Todo elemento g ∈ S(α, β) satisface que g = βgα .En efecto, puesto que todo elemento de S(α, β) es por definición un idempotente, entonces
g = g2 = βggα = βg2α = βgα . Afirmación 2): Para cada g ∈ S(α, β) se verifica que
αβ = αβgαβ . En efecto, si g ∈ S(α, β), entonces αβ = αgβ , lo que combinado con laAfirmación 1) resulta en que αβ = αβgαβ como se requería. Para mostrar que S(α, β) esun subsemigrupo tómense g, h ∈ S(α, β). De las observaciones anteriores se sigue que

(gh)2 = (βgα)(βhα)(βgα)(βhα)= βg(αβhαβ)gαβhα= βgαβgαβhα= βg(αβgαβ)hα= βgαβhα= gh
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Por consiguiente gh ∈ E (S). Por otra parte, (gh)α = g(hα) = gh a la vez que β(gh) =(βg)h = gh. Además
αghβ = α(βgα)(βhα)β= (αβgαβ)hαβ= αβhαβ= αβ

De todo lo anterior se deduce que gh ∈ S(α, β) y por consiguiente S(α, β) es un subse-migrupo de S . Finalmente, para cualesquiera g, h ∈ S(α, β)
ghg = (βgα)(βhα)(βgα)= βg(αβhαβ)gα= βgαβgα= g2= g

Se concluye de esto que S(α, β) es una banda rectangular.
Algo notable de la demostración anterior es que proporciona una técnica para obtener unnuevo idempotente a partir de dos ya dados: si α, β ∈ E (S) y x es un pseudoinverso de
αβ , entonces g := βxαβxα es un idempotente. Usaremos este método para establecer elsiguiente resultado.
Proposición 7.3.8.Sea S un semigrupo regular y sea ρ una congruencia sobre S . Si [a]ρ ∈ E (Sρ ), entonces[a]ρ = [g]ρ para algún g ∈ E (S).
Demostración. Si [a]ρ es un idempotente del semigrupo S

ρ , entonces [a]2ρ = [a]ρ de donde[a2]ρ = [a]ρ y por consiguiente a2ρa. Debido a que S es regular se sigue de la Proposición7.3.3 que V (a) ̸= ∅. Sea x ∈ V (a). Entonces debe suceder que
axa = a (7.5)
xax = x (7.6)

Ahora bien, tómese y ∈ V (xaax) = V (xa2x). Entonces se verifican las igualdades
xa2xyxa2x = xa2x (7.7)

yxa2xy = y (7.8)
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Por otro lado, debido a que xa y ax son idempotentes se concluye que g := axyxa2xyxaes un idempotente. Observe que de la igualdad (3.9) se sigue que g := axyxa2xyxa =
ax(yxa2xy)xa = axyxa. Afirmación: aρg. En efecto, primero observe que

a2ρa (7.9)=⇒ xa2 ρ xa (7.10)=⇒ xa2x ρ xax (7.11)
y también

a2ρa (7.12)=⇒ yxa2 ρ yxa (7.13)=⇒ yxa2x ρ yxax (7.14)
De (3.12) y (3.15) se desprende que xa2xyxa2x ρ xaxyxax . Ahora bien, de esto últimoy de las igualdades (3.7) y (3.8) se sigue que xa2x ρ xyx , lo cual en combinación con(3.7) y (3.12) permite concluir que x ρ xyx . En consecuencia axa ρ axyxa, o lo quees lo mismo aρg. De ahí que [a]ρ = [g]ρ lo cual concluye la prueba.
A continuación, haciendo uso de las equivalencias de Green se caracteriza a los semigruposregulares.
Proposición 7.3.9.Los siguientes enunciados son equivalentes para un semigrupo S .

1. S es un semigrupo regular.2. Para cada x ∈ S existe α ∈ E (S) tal que xLα3. Para cada x ∈ S existe β ∈ E (S) tal que xRβ
Demostración. 1) =⇒ 2) Si S es regular y x ∈ S , entonces existe b ∈ S para el cual
x = xbx . De ahí que bx = bxbx y por lo tanto bx ∈ E (S). Sea α := bx . Entonces puedeescribirse x = xα de manera que de la Proposición 7.2.7 se deduce que S1x = S1α , y porconsiguiente xLα .2) =⇒ 3) Sea x ∈ S . Por hipótesis, existe α ∈ E (S) tal que xLα . Si x = α entonces para
β = α se verifica de inmediato que xRβ . En otro caso, de la Proposición 7.2.7 se sigueque existen p, q ∈ S tales que x = pα y α = qx . De la primera igualdad se sigue que
xα = pα2 = pα = x , lo que combinado con la segunda igualdad resulta en que x = xqx .Por consiguiente xq = xqxq y xq ∈ E (S). Hágase β := xq. Entonces puede escribirse
x = βx y por lo tanto, de la Proposición 7.2.7 y de la definición de R puede concluirse
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que xRβ .3) =⇒ 1) Veamos que todo elemento de S es regular: si x ∈ S entonces por hipótesis, existe
β ∈ E (S) para el cual xRβ . Si x = β entonces x es idempotente y por lo tanto regular.En otro caso, de la Proposición 7.2.7 se sigue que existen p, q ∈ S tales que x = βp y
β = xq. De la primera igualdad se sigue que βx = β2p = βp = x , lo que combinado conla segunda igualdad resulta en que x = xqx . Por consiguiente x es regular.
Proposición 7.3.10.Sea S un semigrupo y sea x ∈ S . Entonces x pertenece a la H-clase de algún idempotentesi y solo si existe b ∈ S tal que x = xbx y xb = bx .
Demostración. Sea S un semigrupo. Si x = xbx , entonces xb y bx son ambos idempotentes,y además, de la primera parte de la prueba de la Proposición 7.3.9 se ve que xLbx .Usando un argumento similar se deduce también que xRxb, de tal manera que si bx = xb,entonces xLbx y xRbx , de donde xHbx . De esto se sigue que si un elemento regulartiene un pseudoinverso conmutativo, entonces tal elemento pertenece a la H-clase dealgún idempotente. E inversamente, suponga que xHα para algún idempotente α . Así, xpertenece a la clase de equivalencia Hα que, según la Proposición 7.2.12, debe ser el grupodel idempotente α . Por lo tanto, debe existir b ∈ S tal que xb = α = bx , de tal maneraque xbx = (xb)x = αx = x . Por consiguiente b es un pseudoinverso de x que conmutacon x .
Lo anterior suscita la siguiente definición.
Definición 7.3.11.Se dice que el semigrupo S es completamente regular si para cada x ∈ S existe b ∈ S talque x = xbx y xb = bx . A uno de tales b ∈ S se le llamará pseudoinverso conmutativode x •

Proposición 7.3.12.Los siguientes enunciados son equivalentes para un semigrupo S .1. S es completamente regular.2. S = ⋃
α∈E (S)Hα

Demostración. Directa de la definición de semigrupo completamente regular y de la Pro-posición 7.3.10 •

De este resultado se puede apreciar que un semigrupo completamente regular es una uniónajena de grupos.
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Observación 7.3.13.

Suponga que S es un semigrupo completamente regular y considere a la familia
F := {Hα | α ∈ E (S)}

Debido a que cada Hα es una clase de equivalencia, se sigue entonces que los miembrosde F son no vacíos y disjuntos por pares. Por consiguiente, de la proposición anteriorpuede concluirse que F es una partición de S •

Observe que por definición, todo semigrupo completamente regular es también un semigruporegular. Sin embargo, el recíproco no se verifica.
Ejemplo 7.3.14.

Hay un semigrupo regular que no es completamente regular. En efecto, considerar almonoide M2(R) con el producto usual de matrices. Si A es una matriz invertible con inversa
X , entonces es claro que AXA = A y por consiguiente A es regular. Si A es la matriz cero,entonces es claro que AAA = A y así A es regular. Si A = (

a b
c d

) es una matriz noinvertible y diferente de la matriz cero, entonces Det(A) = ad − bc = 0 y además, sinperder generalidad, puede suponerse que a ̸= 0. Sea X := ( 1
a 00 0). Se tiene entoncesque (

a b
c d

) ( 1
a 00 0) (

a b
c d

) = (1 0
c
a 0) (

a b
c d

)
= (

a b
c bc

a

)
= (

a b
c d

)
Por consiguiente A = AXA y así A es regular. Se concluye de esto que M2(R) es unsemigrupo regular. Ahora bien, considere a la matriz A := (0 01 0). Afirmación 1): Toda
matriz de la forma (

x 0
z x

) conmuta con A. En efecto, (
x 0
z x

) (0 01 0) = (0 0
x 0) y a

la vez (0 01 0) (
x 0
z x

) = (0 0
x 0). Afirmación 2): Si la matriz (

x y
z w

) conmuta con la
matriz A entonces y = 0 y x = w . En efecto, si (

x y
z w

) (0 01 0) = (0 01 0) (
x y
z w

)
entonces (

y 0
w 0) = (0 0

x y

) de donde y = 0 y x = w . De este par de afirmaciones se
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deduce que todas aquellas matrices que conmutan con la matriz A son las de la forma(
x 0
z x

). Para una cualquiera de tales matrices se tiene que
(0 01 0) (

x 0
z x

) (0 01 0) = (0 0
x 0) (0 01 0)

= (0 00 0)
̸= (0 01 0)

Por lo tanto ninguna matriz que conmute con A puede ser pseudoinverso de A, de talmanera que la matriz A carece de pseudoinversos conmutativos. Por consiguiente M2(R)no es completamente regular •A partir de un semigrupo completamente regular se puede obtener una banda conmutativa.Sin embargo, para establecer tal aseveración se necesita saber cuando dos ideales de laforma SaS y SbS son iguales. Esto no resulta complicado de averiguar y es el contenidode la siguiente proposición.
Proposición 7.3.15.Si S es un semigrupo regular, entonces SaS = SbS si y solo si a = xby y b = paq paraalgunos x, y, p, q ∈ S .
Demostración. En la Observación 7.3.6 se ve que para cada elemento a ∈ S se verifica que
a ∈ SaS , de manera que si SaS = SbS entonces a ∈ SbS y b ∈ SaS . Por consiguiente
a = xby y b = paq para algunos x, y, p, q ∈ S . Y viceversa, suponga que a = xby y
b = paq para algunos x, y, p, q ∈ S . Luego a ∈ SbS y b ∈ SaS , y puesto que SaS y
SbS son ideales biláteros se tiene entonces que para cada s, t, u, v ∈ S , sat ∈ SbS y
ubv ∈ SaS . De ahí que SaS ⊆ SbS y SbS ⊆ SaS . Por consiguiente SaS = SbS .
Proposición 7.3.16.Si S es un semigrupo completamente regular, entonces J (ver Definición 7.2.8) es unacongruencia. Más aún, el semigrupo cociente S

J resulta ser una banda conmutativa (verDefinición 7.1.3).
Demostración. Recordar que aJb ⇐⇒ S1aS1 = S1bS1. Ahora bien, como en este caso
S es un semigrupo regular, entonces para cada a ∈ S se tiene que S1aS1 = SaS (verObservación 7.3.6). Por lo tanto aJb ⇐⇒ SaS = SbS . Veamos que para cada a ∈ S ,
aJa2: si a ∈ S entonces existe x ∈ S tal que a = axa y xa = ax . Luego a = axa =(axa)xa = (axa)ax = (ax)a2x mientras que a2 = (axa)a = (ax)aa. Por consiguiente,
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de la Proposición 7.3.15 se deduce que aJa2. Veamos ahora que para cada a, b ∈ S ,
abJba: para el elemento ab ∈ S existe x ∈ S tal que ab = abxab y xab = abx . Asíque ab = abxab = ababx = a(ba)(bx). Por otra parte, para el elemento ba ∈ S existe
y ∈ S tal que ba = bayba y yba = bay. Así que ba = bayba = babay = b(ab)(ay).Por lo tanto, de la Proposición 7.3.15 se infiere que abJba. A continuación se exhibeque J es una congruencia izquierda: suponga que aJb y sea x ∈ S . Puede escribirse
a = pbq y b = uav para algunos p, q, u, v ∈ S . De la primera de estas igualdades sesigue que xa = xpbq. Ahora bien, como S es regular, entonces x = xtx para algún t ∈ S .Así que xpbq = xtxpbq = (xt)x(pb)q ∈ Sx(pb)S = S(pb)xS ⊆ SbxS = SxbS . Porconsiguiente xa = xpbq ∈ SxbS , y así SxaS ⊆ SxbS . De la igualdad b = uav sesigue que xb = xtxuav , pero xtxuav ∈ Sx(ua)S = S(ua)xS ⊆ SaxS = SxaS . Por lotanto xb = xtxuav ∈ SxaS y así SxbS ⊆ SxaS . En definitiva SxaS = SxbS y porconsiguiente xaJ xb. Concluimos de ello que J es una congruencia izquierda. Observeque para probar esto último se usó reiteradamente el hecho de que abJba, o lo que es lomismo, SabS = SbaS . Probar que J es una congruencia derecha será sencillo usandola información anterior: suponga que aJb y sea x ∈ S . Puesto que J es una congruenciaizquierda, entonces xaJ xb, pero axJ xa y xbJbx , de manera que de la transitividad de
J se sigue que axJbx y por consiguiente J es una congruencia derecha. Concluimos detodo lo anterior que J es una congruencia sobre S y que S

J es un semigrupo conmutativo
en el que todo elemento es un idempotente i,e, SJ es una banda conmutativa.
Corolario 7.3.17.Si S es un semigrupo completamente regular, entonces para cada x ∈ S existe α ∈ E (S)tal que SxS = SαS .
Demostración. Directa de las Proposiciones 7.3.8 y 7.3.16.
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.



Capítulo 8

Semigrupos completamente simples y el
Teorema de Rees

8.1. Semigrupos matriz de Rees
A continuación se introduce a los llamados semigrupos matriz de Rees. Para constriur auno de tales semigrupos serán necesarios algunos ingredientes, a saber, dos conjuntos novacíos, un semigrupo y una función que relacione a estos.Sean A y B conjuntos no vacíos, S un semigrupo y P : B × A −→ S una función.Denotamos al conjunto A × S × B por M(S, A, B, P). Sobre M(S, A, B, P) se define lasiguiente operación binaria:

(a, g, b)(c, h, d) := (a, gP(b, c)h, d) (8.1)Observe que la segunda coordenada de la terna que aparece a la derecha de la igualdad(3.16) es en efecto un elemento del semigrupo S , pues el codominio de la función P es elsemigrupo S . Además,
(a, g, b)[(c, h, d)(e, i, f )] = (a, g, b)(c, hP(d, e)i, f )= (a, gP(b, c)[hP(d, e)i], f )= (a, [gP(b, c)h]P(d, e)i, f )= (a, gP(b, c)h, d)(e, i, f )= [(a, g, b)(c, h, d)](e, i, f )

Por consiguiente M(S, A, B, P) es un semigrupo bajo esta operación entre ternas. A
M(S, A, B, P) se le llama semigrupo matriz de Rees con matriz sandwich P.1 Será deinterés el caso cuando S = G sea un grupo, pues en esta situación los semigrupos matriz

1El nombre semigrupo matriz de Rees con matriz sandwich P fue tomado de [1]. Véase capítulo 1, página18, Ejemplo 2.15 (j) de la referencia citada.
135
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de Rees tendrán propiedades interesantes. Así, y a menos que se indique otra cosa, enlo posterior G denotará un grupo. Observe también que los semigrupos matriz de Reesproporcionan una técnica para obtener nuevos semigrupos a partir de los ya conocidos.Una primera propiedad de este tipo de semigrupos es la siguiente.
Proposición 8.1.1.Toda banda rectangular es isomorfa a un semigrupo de la forma M(G, A, B, P).
Demostración. Suponga que S es una banda rectangular. De acuerdo a la Proposición6.0.13 existen un par de conjuntos, digamos A y B, tales que S ∼= A×B donde la operaciónen A × B está dada por (a, b)(c, d) := (a, d). Sea G = {e} el grupo con un solo elementoy considere a la función P : B × A −→ G dada por P(b, a) := e. Veamos que A × B ∼=
M(G, A, B, P): sea f : A×B −→ M(G, A, B, P) la función definida por f (a, b) := (a, e, b).Es claro que f es biyectiva y además

f (a, b)f (c, d) = (a, e, b)(c, e, d)= (a, eP(b, c)e, d)= (a, e3, d)= (a, e, d)= f (a, d)= f [(a, b)(c, d)]Así f es un isomorfismo de semigrupos y por lo tanto A × B ∼= M(G, A, B, P). De estoúltimo y de que S ∼= A × B se sigue que S ∼= M(G, A, B, P).
Otras propiedades adicionales de los semigrupos matriz de Rees sobre un grupo son dadasa continuación.
Proposición 8.1.2.Sea S = M(G, A, B, P). Entonces1. E (S) ̸= ∅2. Todo idempotente de S es minimal.3. S es completamente regular.
Demostración. Denotemos por eG al neutro de G . En primer lugar, observe que debido aque P toma valores en el grupo G , entonces tiene sentido considerar al inverso de P(b, a).Así, para cada a ∈ A y b ∈ B se tiene que (a,P(b, a)−1, b) es un idempotente. En efecto(a,P(b, a)−1, b)(a,P(b, a)−1, b) = (a,P(b, a)−1P(b, a)P(b, a)−1, b)= (a, eGP(b, a)−1, b)= (a,P(b, a)−1, b)
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Más aún, todo idempotente es de esa forma, pues si (a, g, b) es idempotente, entonces

(a, g, b) = (a, g, b)(a, g, b) = (a, gP(b, a)g, b)
De donde gP(b, a)g = g y por consiguiente g = P(b, a)−1. Se puede concluir así que

E (S) = {(a, g, b) | g = P(b, a)−1}
(Será conveniente aquí ver la Proposición 7.1.4). Ahora bien, sean (a, g, b) y (x, h, y) dosidempotentes para los cuales (x, h, y) ≤ (a, g, b). Entonces (x, h, y)(a, g, b) = (x, h, y) =(a, g, b)(x, h, y), de lo cual se desprende que (x, hP(y, a)g, b) = (x, h, y) y al mismo tiempo(a, gP(b, x)h, y) = (x, h, y). De este par de igualdades se sigue que a = x y b = y. Porconsiguiente (x, h, y) = (a, g, b) y en consecuencia todo idempotente de S es minimal(véase Proposición 7.1.4 y Definición 7.1.5). Finalmente, veamos que todo elemento de Stiene un pseudoinverso conmutativo. Sea (a, g, b) un elemento arbitrario de S y considerea la terna (a, h, b) donde h := P(b, a)−1g−1P(b, a)−1. Entonces

(a, g, b)(a, h, b) = (a, g, b)(a,P(b, a)−1g−1P(b, a)−1, b)= (a, gP(b, a)P(b, a)−1g−1P(b, a)−1, b)= (a,P(b, a)−1, b)
y a la vez

(a, h, b)(a, g, b) = (a,P(b, a)−1g−1P(b, a)−1, b)(a, g, b)= (a,P(b, a)−1g−1P(b, a)−1P(b, a)g, b)= (a,P(b, a)−1, b)
Por lo tanto (a, g, b) conmuta con (a, h, b). Además

(a, g, b)(a, h, b)(a, g, b) = (a,P(b, a)−1, b)(a, g, b)= (a,P(b, a)−1P(b, a)g, b)= (a, g, b)
Así (a, h, b) es un pseudoinverso conmutativo de (a, g, b) y por consiguiente S es comple-tamente regular.
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8.2. Semigrupos completamente simples
En esta parte se introduce a los llamados semigrupos completamente simples que sonsemigrupos que contienen ideales con ciertas propiedades. Iniciamos la discusión con elconcepto de semigrupo simple.
Definición 8.2.1.Decimos que el semigrupo S es

simple izquierdo si el único ideal izquierdo de S es S .
simple derecho si el único ideal derecho de S es S .
simple si el único ideal bilátero de S es S •

Ejemplos 8.2.2.

Sobre el conjunto X ̸= ∅ se define para cada a, b ∈ X , ab := a Según el Ejemplo3.4.2, X es un semigrupo. Sea I un ideal izquierdo de X y tómense x ∈ X y a ∈ Iarbitrarios. Entonces x = xa ∈ I y por consiguiente I = X . Así X es un semigruposimple izquierdo.Sea G un grupo y suponga que I es in ideal izquierdo de G . Si a ∈ I , entonces
e = a−1a ∈ I . De ahí que para cada g ∈ G , g = ge ∈ I y por consiguiente I = G .Así G es un semigrupo simple izquierdo. De manera similar se exhibe que G essimple derecho y por consiguiente también simple •

A continuación se revisa un resultado que relaciona los nuevos conceptos definidos con lasrelaciones de Green.
Proposición 8.2.3.Sea S un semigrupo. Entonces

1. S es simple izquierdo si y solo si S × S = L2. S es simple derecho si y solo si S × S = R3. S es simple si y solo si S × S = J

Demostración. 3) Suponga que S es un semigrupo simple y sean a, b ∈ S arbitrarios.Entonces, puesto que S es simple, S1aS1 = S = S1bS1 y por lo tanto aJb. Así S×S = J .Ahora bien, suponga que S×S = J y sea I un ideal bilátero de S . Tómese a ∈ I arbitrario.Entonces S1aS1 ⊆ I , y puesto que S × S = J , para cada x ∈ S debe suceder que xJa,o lo que es lo mismo S1xS1 = S1aS1 ⊆ I . De ahí que x ∈ I y por consiguiente I = S . Seconcluye así que S es simple. Las pruebas de 1) y 2) son similares que la ya hecha y poreso se omiten.
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El siguiente tipo de ideales será fundamental en toda esta exposición, y de hecho, nospermitirá definir a los ya mencionados semigrupos completamente simples.
Definición 8.2.4.

Sean S un semigrupo e I ⊆ S . Se dice que I es un ideal izquierdo (derecho) minimal de
S si se verifican las siguientes condiciones:

I es ideal izquierdo (derecho) de S .
Para cada ideal izquierdo (derecho) I ′ de S

I ′ ⊆ I =⇒ I ′ = I •

Definición 8.2.5.

Decimos que el semigrupo S es completamente simple si S es simple y si contiene almenos un ideal izquierdo minimal y un ideal derecho minimal •Antes de dar un ejemplo se establece que ser completamente simple es un invariante bajoisomorfismo.
Proposición 8.2.6.

Si S ∼= T y T es completamente simple, entonces S es completamente simple.
Demostración. Sean f : S −→ T un isomorfismo de semigrupos e I un ideal bilátero de
S . De la sobreyectividad de f y de acuerdo con la Proposición 3.9.7 f (I) debe ser un idealbilátero del semigrupo simple T . Por lo tanto f (I) = T y en consecuencia f−1(f (I)) =
f−1(T ) = f−1(f (S)). De la Proposición 1.4.27 se sigue que I = S y por consiguiente Ses simple. Ahora bien, sean I y J ideales izquierdo y derecho minimales, respectivamente,de T . Según la Proposición 3.9.7 f−1(I) debe ser un ideal izquierdo de S . Más aún, si I ′es cualquier ideal izquierdo de S para el cual I ′ ⊆ f−1(I), entonces f (I ′) ⊆ f (f−1(I)) ⊆ I .De esto último y de que f (I ′) sea un ideal izquierdo de T se sigue que f (I ′) = I y porlo tanto I ′ = f−1(I). Podemos concluir que f−1(I) es un ideal izquierdo minimal de S . Deforma análoga se exhibe que f−1(J) es un ideal derecho minimal de S y por consiguiente
S es completamente simple.
La siguiente proposición proporciona el primer ejemplo de semigrupos completamente sim-ples.
Proposición 8.2.7.

Todo semigrupo de la forma M(G, A, B, P) es completamente simple.
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Demostración. En esta demostración escribiremos M en lugar de M(G, A, B, P). Afir-
mación 1): Si I es ideal izquierdo de M y (a, g, b) ∈ I , entonces para cada x ∈ Ay cada h ∈ G se tiene que (x, h, b) ∈ I . En efecto, de que I sea un ideal izquier-do se sigue que (x, hg−1P(b, a)−1, b)(a, g, b) ∈ I , pero (x, hg−1P(b, a)−1, b)(a, g, b) =(x, hg−1P(b, a)−1P(b, a)g, b) = (x, h, b). Por consiguiente (x, h, b) ∈ I . Afirmación 2): Si Jes ideal derecho de M y (a, g, b) ∈ J , entonces para cada y ∈ B y cada h ∈ G se tiene que(a, h, y) ∈ J . En efecto, como J es un ideal derecho, entonces (a, g, b)(a,P(b, a)−1g−1h, y) ∈
J , pero (a, g, b)(a,P(b, a)−1g−1h, y) = (a, gP(b, a)P(b, a)−1g−1h, y) = (a, h, y). Por con-siguiente (a, h, y) ∈ J . Afirmación 3): M es simple. En efecto, sea I un ideal bilá-tero de M y tómese (a, g, b) ∈ I . De las afirmaciones anteriores se deduce que si(x, h, y) ∈ M es arbitrario, entonces (x, P(b, a)−1, b) ∈ I y (a, h, y) ∈ I . En conse-cuencia (x, h, y) = (x, P(b, a)−1, b)(a, h, y) ∈ I y por lo tanto I = M. De ahí que Mes simple. Afirmación 4): Todo ideal principal izquierdo es un ideal izquierdo minimal.En efecto, sea ū := (x, h, y) ∈ M arbitrario. Es preciso mostrar que Mū es un idealizquierdo minimal. Para ello, suponga que I es un ideal izquierdo tal que I ⊆ Mū. Tómese(a, g, b) ∈ I . De la afirmación 1) se sigue que (x, h, b) ∈ I . Ahora bien, como I ⊆ Mū,entonces puede escribirse (x, h, b) = (c, k, d)(x, h, y) para algún (c, k, d) ∈ M. De ahíque (x, h, b) = (c, kP(d, x)h, y) y en consecuencia b = y. Así ū := (x, h, y) = (x, h, b) ∈ Iy por consiguiente Mū ⊆ I . Se concluye que Mū = I y por lo tanto Mū es un idealizquierdo minimal. Usando un argumento similar a este se puede mostrar que todo idealprincipal derecho de M es un ideal derecho minimal. Así, de todo lo anterior se concluyeque M es completamente simple.
Corolario 8.2.8.

Toda banda rectangular es un semigrupo completamente simple.
Demostración. Se sigue de las Proposiciones 8.1.1, 8.2.6 y 8.2.7.
Así, los semigrupos matriz de Rees sobre un grupo son una especie de fábrica generadorade semigrupos completamente simples. A continuación haremos una pequeña digresión pararevisar un sencillo pero útil resultado sobre ideales.
Proposición 8.2.9.

Sea S un semigrupo y suponga que I y J son ideales izquierdo y derecho respectivamente.Entonces
1. JI ⊆ I ∩ J , y por consiguiente I ∩ J ̸= ∅.
2. Si todo elemento de I ∩ J es regular entonces JI = I ∩ J .
3. IJ es un ideal bilátero de S .
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4. Para cada ∅ ̸= X ⊆ S el conjunto IX J es un ideal bilátero de S . (Cuando X = {a}se escribe IaJ en lugar de I{a}J)

Demostración. 1) Recordar que JI := {ji|i ∈ I y j ∈ J}. Si a ∈ JI , entonces a = ji paraalgunos i ∈ I y j ∈ J . Como I es ideal izquierdo, entonces a = ji ∈ I , y puesto que J esideal derecho, entonces a = ji ∈ J . De ahí que a ∈ I ∩ J y por consiguiente JI ⊆ I ∩ J .2) Sea a ∈ I ∩ J . Por hipótesis debe existir x ∈ S para el cual a = axa. Debido aque I es ideal izquierdo, entonces xa ∈ I . Así que a = a(xa) ∈ JI y por consiguiente
JI = I ∩ J . 4) Sean x ∈ S y a ∈ IXJ . Entonces a = itj para algunos i ∈ I , j ∈ J y
t ∈ X . De ahí que xa = x(itj) = (xi)tj , pero como xi ∈ I , entonces xa ∈ IXJ . Por otrolado, ax = (itj)x = it(jx) con jx ∈ J . Luego ax ∈ IXJ . Por consiguiente IX J es un idealbilátero. La prueba de 3) es similar a esta y se omite.
Ahora bien, aparte de la misma definición ¿bajo qué condiciones se puede implicar queun semigrupo es completamente simple? En el sentido de esta pregunta es que van lossiguientes tres resultados.
Proposición 8.2.10.Si un semigrupo simple contiene al menos un idempotente minimal, entonces el semigrupodebe ser completamente simple.
Demostración. Sea S un semigrupo simple y sea α un idempotente minimal. La pruebaconsiste en exhibir que S contiene un ideal izquierdo y uno derecho minimal. Afirmación:
Sα es un ideal izquierdo minimal. En efecto, suponga que I es un ideal izquierdo de Stal que I ⊆ Sα . Tómese x ∈ I . Entonces Sx ⊆ I y además x = sα para algún s ∈ S . Deahí que x = xα . Ahora bien, puesto que S es simple y debido a que SαxαS es un idealbilátero (ver Proposición 8.2.9) se deduce que S = SαxαS . Por otra parte, como α ∈ S ,entonces puede escribirse α = pαxαq para algunos p, q ∈ S . Hágase u := pα y v := αq.No es difícil ver que u = uα y v = αv . Entonces α = uxv con uα = u y αv = v . Sea
β := vαux . Observe que

β2 = (vαux)(vαux)= vα(uxv )αux= vαααux= vαux= βPor lo tanto β es un idempotente. Más aún, αβ = α(vαux) = (αv )αux = vαux = β ya la vez βα = (vαux)α = vαu(xα) = vαux = β . Por consiguiente β ≤ α , y al ser αidempotente minimal, entonces α = β . De ahí que α = vαux ∈ Sx ⊆ I y en consecuencia
α ∈ I . Por lo tanto Sα ⊆ I y en definitiva I = Sα . Se concluye que Sα es un idealizquierdo minimal. Usando un argumento análogo a este (haciendo ahora β := xvαu) semuestra que αS es un ideal derecho minimal. Por consiguiente S es completamente simple.
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Proposición 8.2.11.Todo semigrupo simple y completamente regular debe ser completamente simple.
Demostración. Sea S un semigrupo simple y completamente regular. Mostraremos que bajoestas hipótesis todo idempotente de S es minimal: sean α y β idempotentes tales que α ≤ β .Luego, αβ = α = βα . Por otro lado, puesto que S es simple, entonces S = SαααS , ydebido a que β ∈ S puede escribirse β = pαααq para algunos p, q ∈ S . Hágase u := pαy v := αq. No es difícil ver que u = uα y v = αv . De lo anterior se tiene que β = uαvcon uα = u y αv = v . Observe que, entonces β = uαv = u(αβ)v = (uα)βv = uβvi,e, β = uβv . Enseguida, y debido a que la prueba se basa en ellas, enlistaremos lasidentidades hasta aquí obtenidas

αβ =α = βα (8.2)
β = uαv (8.3)
β = uβv (8.4)

Ahora bien, de que S sea completamente regular se sigue que existen γ, δ ∈ E (S) talesque u ∈ Hγ y v ∈ Hδ (ver Proposición 7.3.12). De la identidad (3.18) se obtiene que
γβ = γ(uαv ) = (γu)αv = uαv = β y a la vez βδ = (uαv )δ = uα(vδ) = uαv = β .Por lo tanto γβ = β = βδ . De esto último se sigue que γβα = βα y αβδ = αβ ,lo que combinado con (3.17) resulta en que γα = α = αδ . Por otro lado, sea u−1 elinverso de u en el grupo Hγ y sea v−1 el inverso de v en el grupo Hδ . De (3.18) sededuce que u−1βv−1 = u−1(uαv )v−1 = (u−1u)α(vv−1) = γαδ = (γα)δ = αδ = α , o loque es lo mismo u−1βv−1 = α . En cuanto a la igualdad (3.19), de ella se desprende que
u−1βv−1 = u−1(uβv )v−1 = (u−1u)β(vv−1) = γβδ = (γβ)δ = βδ = β y por lo tanto
u−1βv−1 = β . Así, tenemos simultáneamente que u−1βv−1 = α y u−1βv−1 = β y porconsiguiente α = β . Se concluye que todo idempotente de S es minimal. Para deducir que
S es completamente simple solo bastará con aplicar la Proposición 8.2.10.
Proposición 8.2.12.Si en un semigrupo regular todo idempotente es minimal, entonces el semigrupo debe sercompletamente simple.
Demostración. Sea S un semigrupo regular en el que cualquiera de sus idempotentes esminimal. Afirmación 1: Todo ideal izquierdo (derecho) de S contiene idempotentes. Enefecto, sea I un ideal izquierdo (J un ideal derecho) y tómese a ∈ I (a ∈ J). Puesto que Ses regular, entonces existe x ∈ S tal que a = axa. De ahí que xa ∈ E (S) (ax ∈ E (S)),pero debido a que a ∈ I (a ∈ J) se sigue entonces que xa ∈ I (ax ∈ J). Por consiguiente I( J ) contiene idempotentes. Afirmación 2: La intersección de cualquier ideal izquierdo concualquier ideal derecho contiene idempotentes. En efecto, sea I un ideal izquierdo y sea Jun ideal derecho. Tomemos α ∈ I y β ∈ J ambos idempotentes y sea x un pseudoinversode αβ . Entonces g := βxαβxα es un idempotente (véase la demostración de la Proposición7.3.7). Si u := βxαβx y v := xαβxα , entonces es claro que g = uα y g = βv . De ahí que
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g ∈ I y g ∈ J . Por lo tanto g ∈ I ∩ J y así la intersección I ∩ J contiene idempotentes.
Afirmación 3: Para cada α ∈ E (S) el ideal Sα es un ideal izquierdo minimal y el ideal αSes un ideal derecho minimal. En efecto, sean I un ideal izquierdo y J un ideal derecho talesque I ⊆ Sα y J ⊆ αS . Entonces I ∩J ⊆ Sα ∩αS = Mα (véase Observación 7.1.10). Tómese
β ∈ I∩J idempotente, entonces β ∈ Mα , y debido a que Mα es un monoide con neutro α hade suceder que βα = β = αβ y por lo tanto β ≤ α . Así, como todo idempotente se suponeminimal se sigue que β = α . De ahí que α ∈ I ∩ J y en consecuencia Sα ⊆ I y αS ⊆ J .Por consiguiente I = Sα , J = αS y la afirmación queda establecida. Afirmación 4: Paracada x ∈ S el ideal Sx es un ideal izquierdo minimal y el ideal xS es un ideal derechominimal. En efecto, si x ∈ S de la Proposición 7.3.9 se sigue que existen α, β ∈ E (S) paralos cuales xLα y xRβ , o lo que es lo mismo, tales que Sx = Sα y xS = βS . De estoúltimo y de la afirmación 3 se sigue lo deseado. Hasta este punto, para establecer que
S es completamente simple solo resta averiguar si S es simple. Si podemos exhibir esola demostración quedará completa. Afirmación 5: S es simple. En efecto, sean a, b ∈ Sarbitrarios. Observar que ab ∈ Sb y ba ∈ Sa. De ahí que Sab ⊆ Sb y Sba ⊆ Sa. Porlo tanto, de la afirmación 4 se sigue que Sab = Sb y Sba = Sa. Así a ∈ Sa = Sba,
b ∈ Sb = Sab y en consecuencia puede escribirse a = xba y b = yab para algunos
x, y ∈ S , de manera que de la Proposición 7.3.15 se deduce que SaS = SbS y por lotanto aJb. Podemos concluir así que S × S = J y por consiguiente, de la Proposición8.2.3 se sigue que S es un semigrupo simple.
Observación 8.2.13.

Recordar que si α es un idempotente del semigrupo S , entonces la H-clase de α , Hα ,coincide con el grupo del idempotente α , el cual es un grupo bajo la misma operación de S .Además, el elemento neutro de tal grupo es el propio α , de manera que α se comporta comotal para cualquier elemento de Hα . Así mismo, todo elemento de Hα debe tener un inversocon respecto del neutro α . Más aún, puesto que un grupo no contiene otro idempotente salvosu elemento neutro, se sigue que el único idempotente que pertenece a Hα es el propio α .Quizá lo anteriormente dicho suene solo a la repetición de la definición de grupo, pero loque se trata de decir es que si un semigrupo contiene al menos un elemento idempotente,entonces sin importar las carencias que tal semigrupo tenga, este se comportará localmentecomo un grupo. El uso de las virtudes de las H-clases de elementos idempotentes ya seha podido observar en la prueba de la Proposición 8.2.11 y tales atributos se seguiránusando en lo posterior •Hasta ahora se han establecido algunas condiciones que implican que un semigrupo seacompletamente simple, pero ¿qué propiedades tienen los semigrupos completamente sim-ples?, ¿serán ciertos los recíprocos de las tres proposiciones anteriores? La siguiente pro-posición será de utilidad con el fin de contestar estas preguntas.
Proposición 8.2.14.

Sea S un semigrupo y suponga que I es un ideal izquierdo minimal y que J es un idealderecho minimal. Entonces
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1. Todo elemento de I ∩ J es regular, y por lo tanto I ∩ J = JI .
2. I ∩ J contiene idempotentes, más aún, I ∩ J contiene un solo idempotente el cual debeser minimal.
3. Para cada x ∈ I ocurre que Lx = I = S1x .
4. Para cada y ∈ J ocurre que Ry = J = yS1.
5. I ∩ J es un grupo. Más precisamente I ∩ J = Hα para algún idempotente α .

Demostración. Afirmación: Para cada a ∈ I ∩ J existen x, y ∈ S tales que a2y = a = xa2y ay = xa. En efecto, tómese a ∈ I ∩ J arbitrario. Al ser I y J ideales: izquierdo yderecho respectivamente, se deduce que a2 ∈ I ∩ J . De ahí que a2 ∈ I y a2 ∈ J y porconsiguiente Sa2 ⊆ I y a2S ⊆ J . Ahora bien, puesto que I es un ideal izquierdo minimaly J es un ideal derecho minimal se sigue que Sa2 = I y a2S = J . Así que a ∈ Sa2 y
a ∈ a2S , de manera que puede escribirse a = xa2 y a = a2y para algunos x, y ∈ S .De estas igualdades se desprende que ay = (xa2)y = x(a2y) = xa i,e, ay = xa. Porconsiguiente la afirmación queda establecida. 1) y 2) Sea a ∈ I ∩ J . Entonces de acuerdoa lo anterior, deben existir x, y ∈ S para los cuales a2y = a = xa2 y ay = xa. Así que
axa = a(xa) = a(ay) = a2y = a i,e a = axa ( por consiguiente todo elemento de I ∩ Jes regular, y en consecuencia I ∩ J = JI ), de ahí que xa ∈ E (S). Ahora bien, observe quecomo a ∈ I , entonces xa ∈ I , y también como a ∈ J , entonces ay ∈ J , pero ay = xa. Porconsiguiente xa es un idempotente que pertenece a I ∩ J . Se concluye que I ∩ J contieneidempotentes. Afirmación: Si α es un idempotente tal que α ∈ I ∩ J , entonces I ∩ J = Mα .En efecto, si α ∈ I ∩ J , entonces α ∈ I y α ∈ J y por lo tanto Sα ⊆ I y αS ⊆ J . De ahíque Sα = I y αS = J . Así que Sα ∩ αS = I ∩ J , o lo que es lo mismo I ∩ J = Mα (véaseObservación 7.1.10). Suponga que α y β son idempotentes que pertenecen a I ∩ J . De laanterior afirmación se sigue que Mα = I ∩ J = Mβ y por lo tanto Mα = Mβ . De ahí que
α ∈ Mβ y β ∈ Mα , y puesto que Mα y Mβ son monoides con neutros α y β respectivamente,se deduce que αβ = α y a la vez αβ = β . Por consiguiente α = β y así puede concluirseque I ∩ J contiene exactamente un idempotente, digamos α . Debido a que α es el únicoidempotente que pertenece a I ∩ J = Mα se sigue entonces que Mα ∩ E (S) = {α}, demanera que la Proposición 7.1.9 permite concluir que α es un idempotente minimal. 4) Sea
y ∈ J arbitrario. Entonces yS1 ⊆ J y por lo tanto yS1 = J . Ahora bien, para cada b ∈ Rysucede que b ∈ bS1 = yS1 = J , de donde se ve que todo elemento de Ry pertenece a J ypor consiguiente Ry ⊆ J . Por otro lado si b ∈ J , entonces bS1 ⊆ J y así bS1 = J = yS1.De ahí que b ∈ Ry y en consecuencia J ⊆ Ry. En definitiva Ry = J = yS1 siempre que
y ∈ J . La prueba de 3) es similar a esta y se omite. 5) Sea α el único idempotente de I ∩ J .Entonces de 3) y 4) se sigue que I = Lα y J = Rα , de manera que I ∩J = Lα ∩Rα = Hα .
Proposición 8.2.15.

Sea S un semigrupo completamente simple y sean I un ideal izquierdo minimal y J unideal derecho minimal. Entonces:
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1. S = IHαJ con I ∩ J = Hα = JI y α idempotente minimal.
2. Si a, c ∈ I , g, h ∈ Hα y b, d ∈ J son tales que agb = chd, entonces aS = cS y
Sb = Sd.

3. S es completamente regular.
4. Para cada x ∈ S , Sx es ideal izquierdo minimal y xS es ideal derecho minimal.

Demostración. Suponga que S es un semigrupo completamente simple. Luego, S debecontener ideales minimales izquierdo y derecho. Sea I un ideal izquierdo minimal y sea Jun ideal derecho minimal. De la Proposición 8.2.14 puede concluirse que JI = I ∩ J = Hαpara algún α idempotente minimal. Como α ∈ I ∩ J de la Proposición 8.2.14 se desprendeque I = Sα y J = αS . Así si x ∈ I , entonces x = tα para algún t ∈ S , de maneraque xα = tα2 = α = x i,e, para cada x ∈ I se satisface que x = xα . De maneraanáloga se verifica que y = αy para cada y ∈ J . Ahora bien, como S es simple y debidoa que IHαJ es un ideal bilátero se sigue que S = IHαJ . Así, todo elemento de S esde la forma agb para algunos a ∈ I , g ∈ Hα y b ∈ J . Con respecto a que Hα es ungrupo, para cada g ∈ Hα denotemos por g−1 al inverso de g en el grupo Hα . Así, deque JI = Hα se ve que si a ∈ I y b ∈ J , entonces ba ∈ JI = Hα de forma que puedeconsiderarse a su inverso (ba)−1. En particular, si a ∈ I y b ∈ J , entonces αa y bαdeben ser ambos miembros del grupo Hα . Para a ∈ I se tiene que (αa)−1(αa) = α , peropuesto que α es el neutro de Hα y (αa)−1 ∈ Hα , entonces (αa)−1α = (αa)−1, de donde
α = (αa)−1(αa) = [(αa)−1α ]a = (αa)−1a i,e, para cada a ∈ I , (αa)−1a = α . De maneraanáloga, se sigue que para cada b ∈ J , b(bα)−1 = α . Afirmación : Si a, c ∈ I , g, h ∈ Hαy b, d ∈ J son tales que agb = chd, entonces aS1 = cS1 y S1b = S1d. En efecto

agb = chd=⇒ agb(bα)−1 = chd(bα)−1=⇒ agα = chd(bα)−1=⇒ ag = chd(bα)−1=⇒ agg−1 = chd(bα)−1g−1=⇒ aα = chd(bα)−1g−1=⇒ a = chd(bα)−1g−1
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mientras que
agb = chd=⇒ agb(dα)−1 = chd(dα)−1=⇒ agb(dα)−1 = chα=⇒ agb(dα)−1 = ch=⇒ agb(dα)−1h−1 = chh−1=⇒ agb(dα)−1h−1 = cα=⇒ agb(dα)−1h−1 = cAsi, de la Proposición 7.2.7 se concluye que aS1 = cS1. De manera similar se muestra que

S1b = S1d. Por otra parte, para cada a ∈ I y para cada b ∈ J se tiene que a(ba)−1b esidempotente, pues [a(ba)−1b][a(ba)−1b] = a(ba)−1[(ba)(ba)−1]b = a(ba)−1αb = a(ba)−1b.Tómese x ∈ S arbitrario. Entonces puede escribirse x = agb para algunos a ∈ I , g ∈ Hαy b ∈ J . Sea y := a(ba)−1g−1(ba)−1b. Entonces
xy = (agb)[a(ba)−1g−1(ba)−1b]= ag(ba)(ba)−1g−1(ba)−1b= agαg−1(ba)−1b= agg−1(ba)−1b= aα(ba)−1b= a(ba)−1by
yx = [a(ba)−1g−1(ba)−1b](agb)= a(ba)−1g−1(ba)−1(ba)gb= a(ba)−1g−1αgb= a(ba)−1g−1gb= a(ba)−1αb= a(ba)−1bPor consiguiente xy = yx y así y conmuta con x . Más aún

xyx = (xy)x= [a(ba)−1b](agb)= a(ba)−1(ba)gb= aαgb= agb= x
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De ahí que y es un pseudoinverso conmutativo de x . De que x ∈ S fue elegido arbitraria-mente puede concluirse que S es completamente regular. De esto último y de acuerdo conla Observación 7.3.6 las equivalencias de Green para S toman la forma:

aLb ⇐⇒ Sa = Sb
aRb ⇐⇒ aS = bS
aJb ⇐⇒ SaS = SbS

Afirmación: Para cada a ∈ I y para cada b ∈ J , aS es un ideal derecho minimal y Sb esun ideal izquierdo minimal. En efecto, sea a ∈ I y suponga que I ′ es un ideal derecho talque I ′ ⊆ aS . Tómese x ∈ I ′. Entonces xS ⊆ I ′ y x = at para algún t ∈ S . Ahora bien,como S = IHαJ , entonces t = chb para algunos c ∈ I , h ∈ Hα , y b ∈ J , de manera que
x = at = (aα)(chb) = a[(αc)h]b, pero αc ∈ JI = Hα , así que g := (αc)h ∈ Hα y porconsiguiente x = agb con a ∈ I , g ∈ Hα y b ∈ J . Observe que

x [a(ba)−1g−1] = (agb)[a(ba)−1g−1]= ag(ba)(ba)−1g−1= agαg−1= agg−1= aα= a

Por lo tanto a es de la forma xs con s ∈ S . De ello se sigue que a ∈ xS y en consecuencia
aS ⊆ xS ⊆ I ′. Por consiguiente aS ⊆ I ′ y en definitiva I ′ = aS . Se concluye que aSes un ideal derecho minimal. Con una técnica totalmente análoga a esta y haciendo lasmodificaciones pertinentes se exhibe que si b ∈ J , entonces Sb es un ideal izquierdominimal. A partir de esto puede mostrarse que para cada x ∈ S , Sx es un ideal izquierdominimal y xS es un ideal derecho minimal. En efecto, tómese x ∈ S arbitrario. Entonces
x = agb para algunos a ∈ I , g ∈ Hα y b ∈ J . De ahí que x ∈ aS y x ∈ Sb, de donde
xS ⊆ aS y Sx ⊆ Sb. Así que de la afirmación anterior se sigue que Sx = Sb y xS = aSy por consiguiente Sx es ideal izquierdo minimal y xS es ideal derecho minimal.
Corolario 8.2.16.Si S es un semigrupo completamente simple, entonces:

1. Para cada x, y ∈ S se tiene que Sx ∩yS es un grupo. Más precisamente Sx ∩yS =
Hα para algún α idempotente minimal.2. D = S × S .3. Todo idempotente de S debe ser minimal.



148CAPÍTULO 8. SEMIGRUPOS COMPLETAMENTE SIMPLES Y EL TEOREMA DE REES

Demostración. Sean x, y ∈ S . De acuerdo con la Proposición 8.2.15 I := Sx es un idealizquierdo minimal y J := yS es un ideal derecho minimal. Así que de la Proposición 8.2.14se sigue que Sx∩yS = Hα para algún idempotente minimal α . Más aún, de la Proposición8.2.14 se sigue que Lx = Sx y Ry = yS , de donde Lx ∩ Ry = Sx ∩ yS = Hα ̸= ∅. Tómese
u ∈ Lx ∩ Ry. Entonces yRu y uLx , o lo que es lo mismo yD x . De ahí que D = S × S .Finalmente, para cada α ∈ E (S) se tiene que Mα = Sα ∩ αS = Lα ∩ Rα = Hα , de donde
Mα ∩ E (S) = Hα ∩ E (S) = {α}. Por consiguiente, de la Proposición 7.1.9 se deduce quecada idempotente de S es minimal.
La Proposicion 8.2.15 y el Corolario 8.2.16 permiten concluir que los recíprocos de lasProposiciones 8.2.10, 8.2.11 y 8.2.12 son todos verdaderos. Así, se tiene lo siguiente.
Teorema. 8.2.17.

Los siguientes enunciados son equivalentes para un semigrupo S .
1. S es completamente simple.
2. S es simple y contiene al menos un idempotente minimal.
3. S es simple y completamente regular.
4. S es regular y todo idempotente es minimal •

Sea S un semigrupo completamente simple. De acuerdo con la Proposición 8.2.15 S estambién completamente regular. Así, de acuerdo con la Observación 7.3.13 la colección
F := {Hα | α ∈ E (S)}

constituye una partición de S . Sin embargo, en este caso, todos los miembros de F tienenel mismo tamaño como se establece adelante.
Proposición 8.2.18.

Si S es un semigrupo completamente simple, entonces para cada α, β ∈ E (S) los grupos
Hα y Hβ son equipotentes.
Demostración. Antes que nada observe primero que si γ es idempotente, entonces Hγ =
Lγ ∩ Rγ = Sγ ∩ γS = {γxγ | x ∈ S} (véanse las Proposiciones 8.2.14 y 8.2.15 y laObservación 7.1.10). Ahora, sean α, β ∈ E (S) y tómense u ∈ Sα ∩ βS y v ∈ αS ∩ Sβarbitrarios. Entonces, de acuerdo al inciso 4 de la Proposición 8.2.15 y a los incisos 3 y 4
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de la Proposición 8.2.14 debe suceder que Sα = Su, αS = vS , βS = uS y Sβ = Sv . Deestas igualdades se desprende que

α = au (8.5)
u = bα (8.6)
α = vp (8.7)
v = αq (8.8)
u = βc (8.9)
v = rβ (8.10)para algunos a, b, c, p, q, r ∈ S . Ahora bien, de las igualdades (3.21),(3.23), (3.24) y (3.25)se sigue que
uα = u (8.11)
αv = v (8.12)
βu = u (8.13)
vβ = v (8.14)Observar que si g ∈ Hα , entonces ugv = (βu)g(vβ) = β(ugv )β ∈ Hβ . Por lo tanto tienesentido considerar a la función f : Hα −→ Hβ definida por f (g) := ugv . Afirmación:

f es biyectiva. En efecto, suponga que g, h ∈ Hα son tales que f (g) = f (h). Entonces
ugv = uhv de manera que a(ugv )p = a(uhv )p, de donde (au)g(vp) = (au)h(vp). De estaúltima igualdad y de (3.20) y (3.22) se sigue que αgα = αhα y en consecuencia g = h.Por consiguiente f es inyectiva. Por otra parte, de que βS = uS y Sβ = Sv se desprendeque Hβ = βS ∩ Sβ = uS ∩ Sv = (uS)(Sv ). Así si t ∈ Hβ , entonces t = uxv paraalgún x ∈ S , pero de acuerdo a (3.26) y (3.27), t = (uα)x(αv ) = u(αxα)v con αxα ∈ Hα .Por consiguiente t = f (αxα) y en consecuencia f es sobreyectiva. En definitiva f es unabiyección.
Una característica sobresaliente de la demostración anterior es que construye una funciónbiyectiva a partir de dos elementos elegidos arbitrariamente. Más precisamente, si u ∈
Sα ∩ βS y v ∈ αS ∩ Sβ , entonces la función f : Hα −→ Hβ definida por f (g) := ugv esuna biyección. Por otro lado, resulta que las H-clases de elementos idempotentes en unsemigrupo completamente simple no solo son equipotentes, sino que también son isomorfasentre sí como grupos. Para demostrar este hecho nos apoyaremos del siguiente resultado.
Proposición 8.2.19.Sea S un semigrupo completamente simple. Si α, β ∈ E (S), entonces para cada u ∈
Sα ∩ βS existe v ∈ αS ∩ Sβ tal que vu = α y uv = β .
Demostración. Sea u ∈ Sα ∩ βS . Puesto que Sα y βS son ideales izquierdo y derechominimales, se sigue que Su = Sα y uS = βS . De ahí que existen x, y, z, w ∈ S para loscuales
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u = xα (8.15)
α = yu (8.16)
u = βz (8.17)
β = uw (8.18)

De (3.30) se sigue que uα = xα2 = xα = u, lo que combinado con (3.31) resulta en que
u = uyu. Por otra parte, de (3.32) se sigue que βu = β2z = βz = u, lo que en conjuntocon (3.33) da como resultado que u = uwu. Sea v := yuw . Observe que de acuerdo a(3.31) puede escribirse v = αw , mientras que de acuerdo a (3.33), v = yβ . Por consiguiente
v ∈ αS ∩ Sβ . Finalmente,

uv = u(yuw)= (uyu)w= uw= β

y
vu = (yuw)u= y(uwu)= yu= α

Corolario 8.2.20.Si S es un semigrupo completamente simple, entonces para cada α, β ∈ E (S) se tiene que
Hα

∼= Hβ .
Demostración. Elíjase u ∈ Sα ∩ βS . Entonces debe existir v ∈ αS ∩ Sβ para el cual
vu = α . De acuerdo a la demostración de la Proposición 8.2.18 la función f : Hα −→ Hβdada por f (g) := ugv debe ser biyectiva. Más aún, se tiene que para cada g, h ∈ Hα

f (g)f (h) = (ugv )(uhv )= ug(vu)hv= ugαhv= ughv= f (gh)
Por consiguiente f es un isomorfismo de grupos y el resultado se sigue.
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8.3. Teorema de Lagrange para semigrupos
Recordar que un Teorema de Lagrange sobre grupos finitos afirma que el orden de todosubgrupo de un grupo finito es un divisor del orden del grupo. Los semigrupos finitos ycompletamente simples también cuentan con tal atributo. Antes de formalizar esto último,se revisa una propiedad más de las H-clases de elementos idempotentes.
Proposición 8.3.1.Sea S un semigrupo y H ⊆ S . Suponga que H es un grupo bajo la misma operación de Sy sea α el elemento neutro de H . Entonces H ⊆ Hα .
Demostración. Se tiene que Hα = {x ∈ Mα | xx ′ = α = x ′x para algún x ′ ∈ S} (VéaseProposición 7.1.8). Ahora bien, debido a que H es un grupo con neutro α , entonces paracada x ∈ H debe suceder que xα = x = αx y xx ′ = α = x ′x para algún x ′ ∈ H . De estose sigue que H ⊆ Hα .
Así, si α es un idempotente del semigrupo S , entonces Hα es el grupo más grande quecontiene a α en el sentido de que cualquier subgrupo de S que tenga a α como elementodebe estar contenido en Hα .
Teorema. 8.3.2. De Lagrange para semigrupos.Sea S un semigrupo finito y completamente simple. Entonces1. Para cada α ∈ E (S), |S| = |Hα ||E (S)|.2. Si H ⊆ S es un grupo bajo la misma operación de S entonces |H| es un divisor de

|S|.
Demostración. 1) Según la Proposición 8.2.18 todas las H-clases de elementos idempo-tentes deben tener el mismo número de elementos, digamos k . Así, k = |Hα | para cada
α ∈ E (S). Ahora bien, puesto que todo semigrupo completamente simple es completamenteregular, entonces la colección F := {Hα | α ∈ E (S)} es una partición de S , de manera quepuede escribirse S = ⋃

α∈E (S)Hα . De ahí que
|S| = ∣∣∣∣ ⋃

α∈E (S)Hα

∣∣∣∣
= ∑

α∈E (S) |Hα |

= ∑
α∈E (S) k= k|E (S)|

Por consiguiente para cada α ∈ E (S), |S| = |Hα ||E (S)|.
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2) Suponga que H ⊆ S es un grupo bajo la misma operación de S y sea α el neutro de H .Entonces H ⊆ Hα . En particular H es un subgrupo de Hα , de manera que por el teroremade Lagrange |H| debe ser un divisor de |Hα |, pero de acuerdo a 1) |Hα | es un divisor de
|S|. Por consiguiente |H| es un divisor de |S|.
8.4. Un teorema de Rees
Después de haber revisado ya cierta cantidad de información sobre semigrupos completa-mente simples, es de notar que solo se ha dado un ejemplo de ellos, a saber, los semigruposmatriz de Rees sobre un grupo. Resulta interesante el hecho de que, salvo isomorfismo,este es el único ejemplo que puede darse. Más precisamente, se tiene que todo semigrupocompletamente simple debe ser isomorfo a algún semigrupo de la forma M(G, A, B, P).Este interesante resultado es atribuido al matemático D. Rees. La prueba que en este tra-bajo se presenta está basada en los resultados anteriores y consiste en hallar un grupo,dos conjuntos adecuados y una función entre estos, de tal suerte que el semigrupo matrizde Rees que se obtiene sea isomorfo al semigrupo dado. Ahora bien, a partir de un semi-grupo completamente simple, ¿cómo hallamos un grupo que tenga algo que ver con él?. Larespuesta es sencilla: tomaremos un ideal izquierdo minimal, un ideal derecho minimal ydespués consideraremos su intersección, que por resultados anteriores debe ser un grupo.En seguida, tomaremos al elemento neutro de este grupo y dejaremos fijos a nuestro parde ideales y al elemento neutro que denotaremos por α . Una vez que ya tenemos al grupoque tiene que ver con el semigrupo dado, queda hallar un par de conjuntos y una funciónque relacione a nuestros ingredientes. De nuevo, este par de conjuntos será obtenido apartir de los ideales que hemos tomado. Resulta que lo mejor para definir a tales conjuntoses la de hacer que cada uno de sus miembros sea un idempotente, pues aprovecharemos elhecho de que todo grupo solo cuenta con un elemento idempotente, a saber, su elementoneutro. Lo que haremos será considerar a los conjuntos de la forma Sα ∩ βS y αS ∩ Sβ( que por resultados anteriores deben ser grupos ) y haremos correr a β sobre el conjuntode idempotentes E (S). Después, seleccionaremos a cada uno de los elementos neutros deestos grupos y a partir de ellos es que definiremos a los conjuntos requeridos. Finalmente,definiremos una función adecuada que relacione a lo anterior y construiremos un isomorfis-mo entre nuestro semigrupo completamente simple y el semigrupo matriz de Rees obtenidocon todos estos ingredientes.
Teorema. 8.4.1. Teorema de Rees.

Todo semigrupo completamente simple es isomorfo a algún semigrupo matriz de Rees sobreun grupo.
Demostración. Suponga que S es un semigrupo completamente simple y sean I un idealizquierdo minimal y J un ideal derecho minimal. De acuerdo a la Proposición 8.2.15 debesuceder que I ∩ J = Hα = JI con α un idempotente. Además, se tiene que I = Sα y
J = αS . Dejemos fijos a los ideales I y J y también al idempotente α . Ahora bien, para
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cada β ∈ E (S) considere a los conjuntos Sα ∩ βS y αS ∩ Sβ que según el Corolario8.2.16 deben ser grupos. Para cada β ∈ E (S) sea uβ el elemento neutro de Sα ∩ βS ysea vβ el elemento neutro de αS ∩ Sβ . Se definen los siguientes conjuntos:

A := {uβ | β ∈ E (S)} y B := {vβ | β ∈ E (S)}
Observe que por definición, cada elemento de A es un idempotente que pertenece al ideal
I = Sα y cada elemento de B es un idempotente que pertenece al ideal J = αS . Debidoa esto y a que Hα = JI es que tiene sentido considerar a la función P : B × A −→ Hαdefinida por P(vβ , uδ ) := vβuδ . Afirmación: S ∼= M(Hα , A, B, P). En efecto, considere ala función φ : M(Hα , A, B, P) −→ S definida por φ(uβ , g, vδ ) := uβgvδ . Veamos que φes inyectiva: si (uβ , g, vδ ) y (uβ ′, h, vδ ′) son tales que φ(uβ , g, vδ ) = φ(uβ ′, h, vδ ′) entonces
uβgvδ = uβ ′hvδ ′ . Así, del inciso 2 de la Proposición 8.2.15 se sigue que uβS = uβ ′S y
Svδ = Svδ ′ . Por otro lado, puesto que uβ es por definición el elemento neutro de Sα ∩βS ,se sigue que en particular uβ ∈ βS y por consiguiente uβS = βS . De la misma formase concluye que uβ ′S = β ′S . Ahora bien, puesto que por definición vδ es el elementoneutro de αS ∩ Sδ se sigue en particular que vδ ∈ Sδ y en consecuencia Svδ = Sδ .Del mismo modo se verifica que Svδ ′ = Sδ ′. De las igualdades anteriores se deduce que
Sα ∩ βS = Sα ∩ uβS = Sα ∩ uβ ′S = Sα ∩ β ′S y también αS ∩ Sδ = αS ∩ Svδ =
αS ∩Svδ ′ = αS ∩Sδ ′. De ahí que uβ y uβ ′ son neutros del grupo Sα ∩βS = Sα ∩β ′S y
vδ , vδ ′ son neutros del grupo αS ∩ Sδ = αS ∩ Sδ ′. Por consiguiente uβ = uβ ′ y vδ = vδ ′ .Así, la igualdad uβgvδ = uβ ′hvδ ′ toma la forma uβgvδ = uβhvδ . Ahora bien, puesto que
A ⊆ I y B ⊆ J aunado a que JI = Hα se tiene entonces que αuβ y vδα pertenecen ambos algrupo Hα . Denotemos por (αuβ)−1 y (vδα)−1 a los inversos de αuβ y vδα , respectivamente,en el grupo Hα . Entonces

uβgvδ = uβhvδ=⇒ α(uβgvδ )α = α(uβhvδ )α=⇒ (αuβ)g(vδα) = (αuβ)h(vδα)=⇒ (αuβ)−1(αuβ)g(vδα)(vδα)−1 = (αuβ)−1(αuβ)h(vδα)(vδα)−1=⇒ αgα = αhα=⇒ g = h

Por consiguiente (uβ , g, vδ ) = (uβ ′, h, vδ ′) y así φ debe ser inyectiva. Veamos que φ essobreyectiva: como S es también completamente regular (ver Proposición 8.2.15), entoncespuede escribirse S = ⋃
β∈E (S)Hβ . Asi, para x ∈ S arbitrario, existe β ∈ E (S) tal que x ∈ Hβ .De acuerdo a la prueba de la Proposición 8.2.18 la función f : Hα −→ Hβ dada por

f (g) := uβgvβ es una biyección. De ahí que x = uβgvβ para algún g ∈ Hα y por lotanto x = φ(uβ , g, vβ). Se concluye que φ debe ser sobreyectiva y por consiguiente una
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biyección. Finalmente, veamos que φ es un morfismo de semigrupos:
φ[(uβ , g, vδ )(uβ ′, h, vδ ′)] = φ(uβ , gP(vδ , uβ ′)h, vδ ′)= φ(uβ , g(vδuβ ′)h, vδ ′)= uβg(vδuβ ′)hvδ ′= (uβgvδ )(uβ ′hvδ ′)= φ(uβ , g, vδ )φ(uβ ′, h, vδ ′)

Así, φ es un isomorfismo de semigrupos y por consiguiente S ∼= M(Hα , A, B, P).
Observe que de acuerdo a las Proposiciones 8.2.6 y 8.2.7 el recíproco de este teorematambién se verifica. Recolectamos todos los resultados sobre semigrupos completamenesimples como sigue:
Teorema. 8.4.2.Los siguientes enunciados son equivalentes para un semigrupo S:1. S es completamente simple.2. S es simple y contiene al menos un idempotente minimal.3. S es simple y completamente regular.4. S es regular y cualquiera de sus idempotentes es minimal.5. S es isomorfo a algún semigrupo de la forma M(G, A, B, P) •
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Capítulo 9

Otras clases importantes de semigrupos

9.1. Semigrupos ortodoxos

No siempre el producto de dos idempotentes es un idempotente. En efecto, (1 10 0) y(1 01 0) son idempotentes de M2(R) pero (1 10 0)(1 01 0)=(2 00 0) no lo es. Si sucedeque en un semigrupo regular el producto de cualesquiera dos idempotentes es de nuevoun idempotente, entonces a tal semigrupo se le concede un nombre especial.
Definición 9.1.1.Decimos que el semigrupo S es un semigrupo ortodoxo si

S es regular.
E (S) es un subsemigrupo de S •

Ejemplo 9.1.2.Toda banda rectangular es un semigrupo ortodoxo, pues en esta clase de semigruposregulares cualquiera de sus elementos es un idempotente. Adicionalmente, todo grupo esun semigrupo ortodoxo. Un ejemplo de un semigrupo ortodoxo que no es banda rectangularni grupo es el monoide bicíclico (ver Definición 10.0.2 y Proposición 10.0.4) •

Proposición 9.1.3.Los siguientes enunciados son equivalentes para un semigrupo regular S:1. S es ortodoxo.2. Para cada x, y ∈ S

x ′ ∈ V (x) y y′ ∈ V (y) =⇒ y′x ′ ∈ V (xy) (véase Definición 7.3.1).
156
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3. Para cada α ∈ E (S), V (α) ⊆ E (S).

Demostración. 1) =⇒ 2) Sean x, y ∈ S y tómense x ′ ∈ V (x) y y′ ∈ V (y). Entonces tienenlugar las siguientes igualdades:
xx ′x = x (9.1)
x ′xx ′ = x ′ (9.2)
yy′y = y (9.3)
y′yy′ = y′ (9.4)

De las igualdades (3.34) y (3.36) se sigue que x ′x y yy′ son idempotentes. Por consiguiente
x ′xyy′ y yy′x ′x deben ser también idempotentes. Ahora bien, observe que

xy = (xx ′x)(yy′y)= x(x ′xyy′)y= x(x ′xyy′x ′xyy′)y= (xx ′x)yy′x ′x(yy′y)= (xy)(y′x ′)(xy)
y además

y′x ′ = (y′yy′)(x ′xx ′)= y′(yy′x ′x)x ′= y′(yy′x ′xyy′x ′x)x ′= (y′yy′)x ′xyy′(x ′xx ′)= (y′x ′)(xy)(y′x ′)
Por consiguiente y′x ′ ∈ V (xy).2) =⇒ 3) Sea α ∈ E (S) y tómese x ∈ V (α). Entonces x = xαx . Ahora bien, de la hipótesisse sigue que x2 ∈ V (α2) = V (α) y por lo tanto αx2α = α . Así que x2 = (xαx)(xαx) =
xαx2αx = xαx = x . De ahí que x ∈ E (S) y por consiguiente V (α) ⊆ E (S).3) =⇒ 1) Sean α, β ∈ E (S). Puesto que S es regular de la Proposición 7.3.7 se sigue queexiste g ∈ E (S) tal que gα = g = βg y αgβ = αβ . Así que

gαβg = (gα)(βg)= gg= g2= g
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y
αβgαβ = α(βg)αβ= αgαβ= α(gα)β= αgβ= αβ

Por consiguiente αβ ∈ V (g). Ahora bien, por hipótesis debe suceder que V (g) ⊆ E (S).En consecuencia αβ ∈ E (S) y así E (S) es subsemigrupo de S . Por consiguiente S esortodoxo.
Hagamos una digresión para revisar los siguientes resultados con respecto al productodirecto de dos semigrupos (ver Definición 5.1.1).
Proposición 9.1.4.Sean S y T semigrupos. Entonces1. E (S × T ) = E (S) × E (T ).2. S × T es regular si S y T lo son.3. S × T es ortodoxo si S y T lo son.4. S × T es completamente simple si S y T lo son.
Demostración. 1) Sea (s, t) ∈ E (S × T ). Entonces (s, t)(s, t) = (s, t), de donde (s2, t2) =(s, t) y en consecuencia s2 = s y t2 = t . De ahí que (s, t) ∈ E (S) × E (T ) y por lo tanto
E (S×T ) ⊆ E (S)×E (T ). Tómese ahora (s, t) ∈ E (S)×E (T ). Entonces (s, t)(s, t) = (s2, t2) =(s, t). De ahí que (s, t) ∈ E (S×T ) y por consiguiente E (S)×E (T ) ⊆ E (S×T ). En definitiva
E (S × T ) = E (S) ×E (T ). 2) Suponga que S y T son semigrupos regulares y sea (s, t) ∈
S×T arbitrario. Para s existe x ∈ S tal que s = sxs y para t existe y ∈ T tal que t = tyt .Así, (s, t)(x, y)(s, t) = (sx, ty)(s, t) = (sxs, tyt) = (s, t). Por consiguiente S × T es regular.
3) Suponga que S y T son semigrupos ortodoxos. Entonces S y T deben ser regulares ypor consiguiente S×T es regular. Tómense (s, t), (x, y) ∈ E (S×T ). Del inciso 1) se sigueque s, x ∈ E (S) y t, y ∈ E (T ). Así, puesto que S y T son ortodoxos debe suceder que
sx ∈ E (S) y ty ∈ E (T ). Por consiguiente (s, t)(x, y) = (sx, ty) ∈ E (S)×E (T ) = E (S×T )y así S × T es ortodoxo. 4) Suponga que S y T son semigrupos completamente simples.En particular S y T deben ser regulares y por consiguiente S × T es también regular.Ahora bien, sean (s, t), (x, y) ∈ E (S ×T ) = E (S) ×E (T ) tales que (s, t) ≤ (x, y). Entonces(s, t)(x, y) = (s, t) = (x, y)(s, t) y por consiguiente (sx, ty) = (s, t) = (xs, yt). De ahí que
sx = s = xs y ty = t = yt , o lo que es lo mismo s ≤ x y t ≤ y. De esto último y deque todos los idempotentes de S y T son minimales se deduce que s = x y t = y. Así,



9.1. SEMIGRUPOS ORTODOXOS 159
(s, t) = (x, y) y por lo tanto todo idempotente de S × T es minimal. La Proposición 8.2.12permite concluir que S × T es completamente simple.
A continuación se introduce a otra clase de semigrupos.
Definición 9.1.5.Se dice que el semigrupo S es un grupo rectangular si S es isomorfo a algún semigrupode la forma G × B donde G es un grupo y B una banda rectangular •Observe que como todo grupo y toda banda rectangular son ortodoxos y completamentesimples, entonces de la proposición anterior se sigue que todo grupo rectangular es ortodoxoy completamente simple. De hecho veremos adelante que el recíproco también se verifica.
Proposición 9.1.6.Todo semigrupo ortodoxo y completamente simple debe ser un grupo rectangular.
Demostración. Sea S un semigrupo ortodoxo y completamente simple. Suponga que I es unideal izquierdo minimal y que J es un ideal derecho minimal. Entonces I ∩J = Hα = JI paraalgún idempotente α . Considere a la función P : B×A −→ Hα dada por P(vβ , uδ ) := vβuδsiendo A y B definidos como en la prueba del Teorema 8.4.1. Ahora bien, como todoslos elementos de A y B son idempotentes, entonces de que S es ortodoxo se sigue quepara cada uδ ∈ A y cada vβ ∈ B el elemento P(vβ , uδ ) := vβuδ es un idempotente delgrupo Hα . En consecuencia P(vβ , uδ ) = α . Por otra parte, de la prueba del Teorema 8.4.1se tiene que S ∼= M(Hα , A, B, P) := A × Hα × B. Considere a la banda rectangular
A × B con operación binaria dada por (uβ , vδ )(uβ ′, vδ ′) := (uβ , vδ ′) (véase el primero de losEjemplos 6.0.2). Afirmación: M(Hα , A, B, P) ∼= Hα × (A × B). En efecto, sea la función
f : M(Hα , A, B, P) −→ Hα × (A × B) definida por f (uβ , g, vδ ) := (g, (uβ , vδ )). No es difícilver que f es una función biyectiva. Más aún,

f (uβ , g, vδ )f (uβ ′, h, vδ ′) = (g, (uβ , vδ ))(h, (uβ ′, vδ ′))= (gh, (uβ , vδ )(uβ ′, vδ ′))= (gh, (uβ , vδ ′))mientras que
f [(uβ , g, vδ )(uβ ′, h, vδ ′)] = f (uβ , gP(vδ , uβ ′)h, vδ ′)= f (uβ , gαh, vδ ′)= f (uβ , gh, vδ ′)= (gh, (uβ , vδ ′))Por lo tanto f es un isomorfismo de semigrupos y M(Hα , A, B, P) ∼= Hα × (A×B). De estoúltimo se deduce que S ∼= Hα × (A × B) y el resultado se sigue.



160 CAPÍTULO 9. OTRAS CLASES IMPORTANTES DE SEMIGRUPOS

Así, ortodoxo y completamente simple equivale a grupo rectangular.
9.2. Semigrupos inversos
Recordar que una banda (ver Definición 7.1.3) es un semigrupo en el que cualquiera desus elementos es idempotente. Ahora bien, suponga que S es una banda conmutativa i,e,una banda en la que cualesquiera dos elementos conmutan. Sobre S se define la siguienterelación:

a ≤ b ⇐⇒ ab = aObserve que ≤ es reflexiva, pues para cada a ∈ S , a2 = a. Además, si a ≤ b y b ≤ aentonces ab = a y ba = b, lo que combinado con que S es conmutativo resulta en que
a = b y por consiguiente ≤ es antisimétrica. Por otra parte, si a ≤ b y b ≤ c entonces
ab = a y bc = b. De ahí que ac = (ab)c = a(bc) = ab = a y por lo tanto a ≤ c.Así que ≤ es transitiva y por consiguiente una relación de orden parcial. Sean a, b ∈ S .Entonces ab ≤ a y ab ≤ b, pues (ab)a = (ba)a = ba2 = ba = ab y (ab)b = ab2 = ab.Por consiguiente ab es cota inferior de {a, b}. Más aún, si c es cualquier cota inferior de
{a, b} entonces c ≤ a y c ≤ b, de donde ca = c y cb = c. Así que cab = cb = c yentonces c ≤ ab. Puede concluirse que ab = inf{a, b} y por consiguiente (S,≤) es unasemiretícula inferior (ver Definición 1.3.12). E inversamente, sea (X,≤) una semiretículainferior. Sobre X se define la siguiente operación binaria:

ab := a ∧ bEntonces, de la Proposición 1.3.13 se sigue que X junto con tal operación binaria danlugar a una banda conmutativa. Se puede concluir que toda banda conmutativa induceuna semiretícula inferior y que toda semiretícula inferior induce una banda conmutativa.De manera similar y haciendo las modificaciones pertinentes, se exhibe que toda bandaconmutativa induce una semiretícula superior y que toda semiretícula superior induce unabanda conmutativa. Es debido a esto que se usará la palabra semiretícula como sinónimo debanda conmutativa. Una vez realizada esta discusión se introduce a los llamados semigruposinversos.
Definición 9.2.1.Se dice que el semigrupo S es un semigrupo inverso si para cada a ∈ S el conjunto V (a)(véase Definición 7.3.1) tiene exactamente un elemento •Puesto que todo inverso (en el sentido de la Definición 7.3.1) es en particular un pseudo-inverso, se tiene entonces que por definición, todo semigrupo inverso debe ser también unsemigrupo regular.
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Ejemplo 9.2.2.Todo grupo es un semigrupo inverso. En efecto, sea G un grupo. Puesto que G es enparticular un monoide, entonces de acuerdo a la Observación 7.3.2, inverso en el sentidode la Definición 3.2.9 implica inverso en el sentido de la Definición 7.3.1. Y viceversa, sea
y ∈ G un inverso de x ∈ G en el sentido de la Definición 7.3.1. Entonces xyx = x . Ahorabien, sea x−1 el inverso de x en el sentido de la Definición 3.2.9. Se tiene que

xyx = x=⇒ x−1xyxx−1 = x−1xx−1=⇒ eye = ex−1=⇒ y = x−1
Por consiguiente, inverso en el sentido de la Definición 7.3.1 implica inverso en el sentidode la Definición 3.2.9. Se concluye que en todo grupo, inverso en el sentido de la Definición3.2.9 equivale a inverso en el sentido de la Definición 7.3.1. De esto último, y de que todoelemento de un grupo tiene un único inverso en el sentido de la Definición 3.2.9 se deduceque todo grupo es un semigrupo inverso •A continuación, se establecen algunas formas equivalentes de definir a un semigrupo in-verso.
Proposición 9.2.3.Los siguientes enunciados son equivalentes para un semigrupo S:1. S es regular y E (S) es una semiretícula (subsemigrupo conmutativo de S).2. Para cada x ∈ S existen únicos α, β ∈ E (S) tales que xLα y xRβ .3. S es un semigrupo inverso.
Demostración. 1) =⇒ 2) Sea x ∈ S . Como S es regular, entonces de la Proposición7.3.9 se sigue que existen α, β ∈ E (S) tales que xLα y xRβ . Suponga ahora que α ′es otro idempotente para el cual xLα ′. Entonces αLα ′, de manera que Sα = Sα ′ y porlo tanto α = sα ′ y α ′ = tα para algunos s, t ∈ S . De estas igualdades se sigue que
αα ′ = α y α ′α = α ′. Ahora bien, como E (S) es una semiretícula, entonces cualesquierados idempotentes conmutan. En particular αα ′ = α ′α y por consiguiente α = α ′. Así, α esel único idempotente para el cual xLα . De manera análoga se exhibe que β es el únicoidempotente tal que xRβ .2) =⇒ 3) Sea a ∈ S arbitrario y tómense x, y ∈ V (a). Entonces tienen lugar las siguientesigualdades:

axa = a (9.5)
xax = x (9.6)
aya = a (9.7)
yay = y (9.8)
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De estas igualdades junto con la Proposición 7.2.7 se deduce que xa, ax , ya, y ay sonidempotentes tales que aLxa, aLya, aRax y aRay. Por consiguiente, de la hipótesisse sigue que xa = ya y ax = ay. De esto se desprende que x = xax = yax y
y = yay = yax . Por consiguiente x = y y así a ∈ S tiene un único inverso. Seconcluye que S es un semigrupo inverso.3) =⇒ 1) Si S es un semigrupo inverso entonces, en particular, también debe ser regular.
Afirmación: Para cada γ ∈ E (S) se tiene que V (γ) = {γ}. En efecto si γ ∈ E (S), entonces
γγγ = γ y por lo tanto γ ∈ V (γ). Así, de que S es inverso se deduce que V (γ) = {γ}.De esto último y de la Proposición 9.1.3 se sigue que S debe ser ortodoxo i,e, E (S) es unsubsemigrupo de S . Para exhibir que E (S) es una semiretícula solo resta entonces mostrarque cualesquiera dos idempotentes de S conmutan: si α y β son idempotentes, entonces
αβ y βα también son idempotentes. Más aún, (αβ)(βα)(αβ) = αβ2α2β = αβαβ = αβ ya la vez (βα)(αβ)(βα) = βα2β2α = βαβα = βα . De ahí que βα ∈ V (αβ) = {αβ} y porconsiguiente αβ = βα .
Observe que de esta proposición se sigue que todo semigrupo inverso debe ser ortodoxo. Porotra parte, anteriormente se vio que grupo rectangular equivale a semigrupo completamentesimple y ortodoxo. Ahora bien, ¿qué se obtendrá de un semigrupo completamente simple einverso?.
Proposición 9.2.4.El semigrupo S es un grupo si y sólo si S es completamente simple e inverso.
Demostración. ⇐=) Suponga que S es un semigrupo completamente simple e inverso y sea
α ∈ E (S) arbitrario. Afirmación: E (S) = {α}. En efecto, sea β ∈ E (S). Debido a que S esinverso, entonces E (S) es una semiretícula. De ahí que αβ = βα ∈ E (S). Ahora bien como
S es completamente simple, entonces Hα = Sα ∩αS . Observe que αβ = βα ∈ Sα ∩αS =
Hα . Luego, αβ = βα es un idempotente del grupo Hα y por consiguiente αβ = α = βα , o loque es lo mismo, α ≤ β . Como todo idempotente de S es minimal (pues S es completamentesimple) se concluye que α = β y por consiguiente E (S) = {α}. Finalmente, de quetodo semigrupo completamente simple es también completamente regular se sigue que
S = ⋃

β∈E (S)Hβ = ⋃
β∈{α}

Hβ = Hα y por consiguiente S es un grupo.
=⇒) Se sigue de los Ejemplos 8.2.2 y 9.2.2
9.3. Semiretículas de subsemigrupos
En el estudio de otras estructuras algebraicas tales como los grupos, se encuentran resul-tados como el Teorema fundamental de los grupos abelianos finitos que afirma que todogrupo abeliano finito es isomorfo al producto directo de grupos cíclicos, los cuales son decierta forma, grupos más conocidos. También, dentro del álgebra lineal existe la nociónde suma directa de subespacios, y de igual forma, existen teoremas que afirman que bajo
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ciertas condiciones, un espacio vectorial es suma directa de ciertos subespacios de éste.En general, este proceso de descomponer una estructura en otras más conocidas tambiénprevalece dentro de la teoría de semigrupos.
Definición 9.3.1.Sea S un semigrupo y sea F = {Si | i ∈ I} una familia de subconjuntos de S indexadapor el conjunto I . Se dice que S es semiretícula de sus subsemigrupos Si si se verifica losiguiente:

1. F es una partición de S (véase Definición 1.2.6).2. I es una semiretícula (banda conmutativa) (véase Definición 7.1.3).3. Para cada i, j ∈ I se tiene que SiSJ ⊆ Sij donde ij denota la operación en I .
Si en adición, cada miembro de F verifica una cierta propiedad T , entonces se dice que
S es semiretícula de subsemigrupos del tipo T •

Observación 9.3.2.Suponga que S es un semigrupo y que F = {Si | i ∈ I} es una familia de subconjuntos de
S que verifica todas las condiciones de la definición anterior. Entonces S es, por definición,semiretícula de sus subsemigrupos Si. Sin embargo, y a pesar del nombre, la Definición9.3.1 no exige que los Si sean subsemigrupos de S . No obstante, puede probarse que dehecho lo son. En efecto, observe primero que cada miembro de F debe ser no vacío, pues
F es partición de S . Así si x, y ∈ Si, entonces xy ∈ SiSi ⊆ Si2 = Si. De ahí que xy ∈ Siy por consiguiente cada Si es un subsemigrupo de S •Antes de continuar, es preciso hacer algunas observaciones a la prueba de la Proposi-ción 8.2.11, la cual afirma que todo semigrupo simple y completamente regular debe sercompletamente simple. La demostración consiste en mostrar que bajo estas dos hipòtesis,cualesquiera dos idempotentes α y β tales que αβ = α = βα deben ser iguales. Pa-ra llevar a cabo esta tarea, es fundamental poder establecer desde el inicio la identidad
β = uαv donde u, v ∈ S son tales que uα = u y αv = v . Esto es posible a partir desuponer que S es un semigrupo simple, y de hecho, esta es la única vez que se hace uso detal hipótesis. Todo lo siguiente y que se desprende de la identidad β = uαv únicamentehace uso de suponer que S es completamente regular. Así, si se remueve la hipótesis deser un semigrupo simple y en su lugar se da por hecho que puede escribirse β = uαv con
u = uα y v = αv entonces de igual forma podrá implicarse que α = β . Todo lo anteriorpermite establecer el siguiente resultado.
Proposición 9.3.3.Sea S un semigrupo completamente regular y suponga que α y β son idempotentes de
S tales que αβ = α = βα . Si β = uαv para algunos u, v ∈ S con uα = u y v = αv ,entonces α = β .
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Demostración. A partir de la identidad β = uαv úsese la misma técnica que aparece enla prueba de la Proposición 8.2.11.
A continuación se muestra un primer resultado con respecto a las semiretículas de subse-migrupos.
Proposición 9.3.4.Todo semigrupo completamente regular es semiretícula de semigrupos completamente sim-ples.
Demostración. Sea S un semigrupo completamente regular. Es preciso hallar una familia
F de subconjuntos de S que cumpla todas las condiciones que exige la Definición 9.3.1.En particular, tal familia deberá estar indexada por una banda conmutativa. Ahora bien,¿cómo obtenemos una banda conmutativa que tenga alguna relación con S?. Pues bien, deacuerdo con la Proposición 7.3.16 la relación J es una congruencia sobre S y ademásel semigrupo cociente S

J es una banda conmutativa. Más aún, como J es relación de
equivalencia entonces S

J es una partición de S (ver Proposición 1.2.7). Hágase I := S
J ypara cada Ja ∈ I defínase SJa := Ja. Considere a la familia F := {SJa | Ja ∈ I}. Es claroque F = S

J . Luego F es una partición de S . Por otra parte, sean Ja, Jb ∈ I y tómense
x ∈ SJa y y ∈ SJb . Entonces x ∈ Ja y y ∈ Jb de manera que xJa y yJb. Así, como Jes una congruencia se sigue entonces que xyJab y en consecuencia xy ∈ Jab, o lo quees lo mismo xy ∈ SJab . De ahí que SJaSJb ⊆ SJab . Ahora bien, recuerde que la operaciónen I := S

J , que denotaremos por · , es el producto entre clases de equivalencia, así que
Ja · Jb = Jab. Por lo tanto SJab = SJa·Jb . Se puede concluir de todo esto que SJaSJb ⊆ SJa·Jby por consiguiente F cumple todos los requisitos que aparecen en la Definición 9.3.1.Para establecer el resultado exhibiremos que todos los miembros de F son subsemigruposcompletamente simples: de acuerdo a la Observación 9.3.2 cada miembro de F es unsubsemigrupo de S , más aún, sea x ∈ SJa := Ja. Como S es regular, entonces V (x) ̸= ∅.Así, si y ∈ V (x) debe ocurrir que x = xyx y y = yxy. Ahora bien, puesto que F es particiónde S existe Jb ∈ I tal que y ∈ Jb. De ahí que x = xyx ∈ JaJbJa ⊆ Jaba = Ja2b = Jab ypor consiguiente x ∈ Jab. Así que x ∈ Ja ∩ Jab y por lo tanto Ja = Jab. En cuanto a laidentidad y = yxy, de esta se sigue que y ∈ JbJaJb ⊆ Jbab = Jb2a = Jba = Jab = Ja.Por consiguiente y ∈ SJa := Ja. Observe que entonces y es un pseudoinverso de x quepertenece a Ja. Por consiguiente SJa := Ja es un semigrupo regular. Ahora bien, sean
α y β idempotentes de SJa := Ja (que en particular son idempotentes de S) tales que
α ≤ β . Entonces αβ = α = βα . Puesto que α, β ∈ Ja se sigue que αJβ y por lo tanto
SαS = SβS . De esto se deduce que β = xαy para algunos x, y ∈ S . Ahora bien, como αes idempotente, entonces β = xαy = (xα)α(αy) = uαv donde u := xα y v := αy. No esdifícil ver que u = uα y v = αv . Finalmente, debido a que S es completamente regular laProposición 9.3.3 permite concluir que α = β . Por consiguiente Ja es un semigrupo regularen el que cualquiera de sus idempotentes es minimal. Por lo tanto de la Proposición 8.2.12se concluye que cada SJa := Ja es completamente simple.
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Recuerde que todo semigrupo completamente simple es también completamente regular. Sinembargo, aunque el recíproco no se verifica sabemos ahora que todo semigrupo completa-mente regular se puede descomponer en semigrupos completamente simples. A continuaciónse establece otro resultado de este tipo, sin embargo, se necesitará hacer uso del siguienteresultado auxiliar.
Proposición 9.3.5.Los siguientes enunciados son equivalentes para un semigrupo S:1. S es completamente simple y E (S) = S .2. S es una banda rectangular.
Demostración. 1) =⇒ 2) Sean a, b ∈ S = E (S) arbitrarios. De que S es completamentesimple se sigue que Ha = Sa ∩ aS . Ahora bien, como el único idempotente del grupo
Ha es a, entonces de que E (S) = S se deduce que Ha = {a}. Así, observe que aba ∈
Sa ∩ aS = {a} y por lo tanto aba = a. En definitiva S es una banda rectangular.2) =⇒ 1) Se sigue de la Proposición 6.0.4 y del Corolario 8.2.8.
Proposición 9.3.6.Toda banda es semiretícula de bandas rectangulares.
Demostración. Sea B una banda i,e, un semigrupo para el cual E (B) = B. Entonces paracada a ∈ B se verifica que a = aaa y por consiguiente B es completamente regular. Así,de la Proposición 9.3.4 se sigue que existe una familia F := {Si | i ∈ I} de subsemigruposcompletamente simples que verifica todas las condiciones de la Definición 9.3.1. Ahorabien, como todo elemento de B es idempotente, entonces en particular, cada elemento decada subsemigrupo Si también es idempotente. Por lo tanto para cada i ∈ I se tiene que
E (Si) = Si. De acuerdo con esto, la Proposición 9.3.5 permite deducir que cada Si es unabanda rectangular y la prueba queda terminada.
9.4. Semigrupos de Clifford
Para finalizar nuestro estudio de los semigrupos regulares se introduce a los llamadossemigrupos de Clifford.
Definición 9.4.1.Decimos que el semigrupo S es un semigrupo de Clifford si:1. S es regular.2. E (S) ⊆ Z (S) •

Así, un semigrupo de Clifford es un semigrupo regular en el que cada idempotente escentral (véase Definición 6.0.7 ).
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Proposición 9.4.2.Los siguientes enunciados son equivalentes para un semigrupo S:1. S es un semigrupo de Clifford.2. S es completamente regular e inverso.3. S es semiretícula de grupos.
Demostración. 1) =⇒ 2) Suponga que S es un semigrupo de Clifford y tómense α, β ∈
E (S) arbitrarios. Entonces de que E (S) ⊆ Z (S) se sigue que αβ = βα y en consecuencia(αβ)2 = (αβ)(αβ) = α(βα)β = α(αβ)β = α2β2 = αβ . Por consiguiente αβ ∈ E (S). Detodo esto se puede concluir que E (S) es un subsemigrupo conmutativo de S , o lo que eslo mismo, E (S) es una semiretícula. Así que de esto último aunado a que S es regular sededuce de la Proposición 9.2.3 que S es inverso. Ahora bien, sea a ∈ S arbitrario. Puestoque S es regular debe existir x ∈ S tal que axa = a. De esta igualdad se sigue que
ax, xa ∈ E (S) ⊆ Z (S). Como una consecuencia de lo anterior observe que

xa = (xa)(xa)= x(ax)a= (ax)xa= ax2a
mientras que

ax = (ax)(ax)= a(xa)x= ax(xa)= ax2a
Por consiguiente ax = xa y así x es un pseudoinverso conmutativo de a. De ahí que S escompletamente regular.2) =⇒ 3) Suponga que S es un semigrupo completamente regular e inverso. De acuerdo ala Proposición 9.3.4 existe una familia F := {Si | i ∈ I} de subsemigrupos completamentesimples que verifica todas las condiciones de la Definición 9.3.1. Afirmación: Cada Si esun semigrupo inverso. En efecto, para cada a ∈ Si sea Vi(a) el conjunto de inversos de
a en el semigrupo Si. Puesto que Si es completamente simple se sigue que en particulardebe ser regular. Así Vi(a) ̸= ∅. Debido a que la operación binaria de Si ⊆ S es la mismaque la de S se sigue entonces que Vi(a) ⊆ V (a) i,e, todo inverso de a en Si es un inversode a en S . Ahora bien, como S es, por hipótesis, un semigrupo inverso, entonces V (a)tiene exactamente un elemento. Por consiguiente, de que ∅ ≠ Vi(a) ⊆ V (a) se deduce que
Vi(a) = V (a) de manera que Vi(a) tiene exactamente un elemento. De ahí que cada Si
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es un semigrupo inverso. Tenemos entonces que cada Si es un semigrupo completamentesimple e inverso y así de la Proposición 9.2.4 se sigue que cada Si debe ser un grupo. Porconsiguiente S es una semiretícula de grupos.3) =⇒ 1) Suponga que S es una semiretícula de grupos. Entonces existe una familia
F = {Si | i ∈ I} de subgrupos de S que satisface todas las condiciones de la Definición9.3.1. Para cada i ∈ I sea αi ∈ E (S) el elemento neutro de Si. Según la Proposición 8.3.1debe suceder que Si ⊆ Hαi . Luego, se tiene que S = ⋃

i∈I
Si ⊆

⋃
i∈I
Hαi ⊆

⋃
α∈E (S)Hα y por lotanto S = ⋃

α∈E (S)Hα . De ahí que S es completamente regular y en particular regular. Así,para cada a ∈ S sucede que V (a) ̸= ∅. Más aún, V (a) tiene exactamente un elemento.En efecto, sea a ∈ S . Puesto que S = ⋃
i∈I
Si se tiene que a ∈ Si para algún i ∈ I . Sea

αi ∈ E (S) el elemento neutro del grupo Si. Entonces existe b ∈ Si tal que ab = αi = ba.De esto se sigue que aba = αia = a y bab = αib = b. Por consiguiente b ∈ V (a).Veamos que V (a) = {b}. Si x ∈ V (a), entonces x = xax y a = axa, además, se tieneque x ∈ Sj para algún j ∈ I . Así, se tiene que a = axa ∈ SiSjSi ⊆ Siji = Si2j = Sij . Porconsiguiente a ∈ Sij a la vez que a ∈ Si. Luego, de que los miembros de F son disjuntospor pares se concluye que Si = Sij . En cuanto a la identidad x = xax , de ella se sigueque x = xax ∈ SjSiSj ⊆ Sjij = Sij2 = Sij = Si. Por consiguiente x ∈ Si. Ahora bien,observe que

a = axa=⇒ bab = baxab=⇒ b = αixαi=⇒ b = x

Por consiguiente V (a) = {b}. En particular V (a) tiene exactamente un elemento, de maneraque S debe ser un semigrupo inverso. Tenemos así que de acuerdo a la Proposición9.2.3 E (S) debe ser un subsemigrupo conmutativo de S , en especial, el producto de dosidempotentes debe ser un idempotente, además de que cualesquiera dos de ellos conmutan.Estos hechos nos permitirán exhibir que todo idempotente de S es central. En efecto,sean α ∈ E (S) y x ∈ S arbitrarios. Se tiene que x ∈ Si y α ∈ Sj para algunos
i, j ∈ I . Denotemos por αi ∈ E (S) al elemento neutro del grupo Si y sea x−1 ∈ Si elinverso de x en el sentido de la Definición 3.2.9. Observe que ααi ∈ SjSi ⊆ Sji = Sij y
xαx−1 ∈ SiSjSi ⊆ Siji = Si2j = Sij i,e, ααi = αiα (pues cualesquiera dos idempotentesconmutan) y xαx−1 pertenecen ambos al grupo Sij . Afirmación: xαx−1 es idempotente. Enefecto
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(xαx−1)2 = (xαx−1)(xαx−1)= xα(x−1x)αx−1= xααiαx−1= xαiααx−1= (xαi)ααx−1= xα2x−1= xαx−1
Por consiguiente ααi = αiα y xαx−1 son idempotentes que pertenecen al grupo Sij . Enconsecuencia xαx−1 = ααi. De esta identidad se sigue que

(xαx−1)x = (ααi)x=⇒ xα(x−1x) = α(αix)=⇒ xααi = αx=⇒ xαiα = αx=⇒ (xαi)α = αx=⇒ xα = αx

De esto se sigue que todo idempotente conmuta con cualquier elemento de S i,e, E (S) ⊆
Z (S). Por consiguiente S es un semigrupo de Clifford.
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Capítulo 10

El monoide bicíclico

En lo sucesivo N0 := N ∪ {0}. El presente capítulo tiene por objetivo estudiar a aquellosmonoides M con neutro e que son generados por dos elementos, digamos u y v , tales que
uv = e pero vu ̸= e. Veamos a continuación que uno de tales monoides existe.
Observación 10.0.1.

Existe un monoide M con neutro e tal que M = ⟨u, v⟩ para algunos u, v ∈ M con uv = ey vu ̸= e. En efecto, considere al monoide TN (ver Ejemplo 3.4.4) y sea v ∈ TN definida por
v (n) := 2n. No es difícil ver que v es inyectiva pero no sobreyectiva. Por lo tanto existe
u ∈ TN tal que u ◦ v = idN y v ◦ u ̸= idN. Sea M el submonoide de TN definido por
M = ⟨u, v⟩. Es claro entonces que M cumple las condiciones requeridas •Sea M un monoide con neutro e tal que M = ⟨u, v⟩ para algunos u, v ∈ M con uv = e y
vu ̸= e. En la siguiente sucesión de afirmaciones se establecen algunas propiedades quedebe tener el monoide M .
Afirmación 1: Para cada n ∈ N0 se cumple que unvn = e. En efecto, se procede porinducción sobre n: para n = 0 se tiene que u0v0 = ee = e (ver Definición 3.3.1). Supongaahora que para n ≥ 1, unvn = e. Entonces u(unvn)v = uev , de donde un+1vn+1 = uv = ey por lo tanto la afirmación es válida para n+ 1, lo que completa la inducción.
Afirmación 2: Para cada m, n ∈ N0

unvm = {
un−m si n > m.
vm−n si n ≤ m.

En efecto si n > m, entonces puede escribirse n = m + r para algún r ≥ 1. Así que
unvm = um+rvm = ur(umvm) = ure = ur = un−m. En caso de que n ≤ m, puede escribirse
m = n+ s para algún s ≥ 0. Luego, unvm = unvn+s = (unvn)v s = ev s = v s = vm−n.
Afirmación 3: M = {vmun | m, n ∈ N0}. En efecto, considere al conjunto A := {vmun | m, n ∈
N0} y X := {u, v}. Probaremos por inducción que para cada n ∈ N:
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Si x1, x2, ..., xn ∈ X , entonces x1x2 · · · xn ∈ A.

El caso n = 1 se verifica de inmediato. Suponga ahora que la proposición es válida para
n ≥ 1 y sean x1, x2, ..., xn, xn+1 ∈ X . De la hipótesis se tiene que x1x2 · · · xn ∈ A, luegopuede escribirse x1x2 · · ·xn = v sut para algunos s, t ∈ N0. Si ocurre que xn+1 = u, entonces

x1x2 · · · xnxn+1 = v sutu = v sut+1 ∈ A

Si xn+1 = v se tiene que
x1x2 · · · xnxn+1 = v sutv

Observe que si t = 0, entonces v sutv = v sev = v sv = v s+1 ∈ A y si t ≥ 1, entonces
v sutv = v s(utv ) = v sut−1 ∈ A. En cualquier caso se concluye que

x1x2 · · · xnxn+1 ∈ A

Así la proposición es válida para n+ 1 y la inducción queda completa. Por otra parte, esclaro que A ⊆ M , y además, por hipótesis
M = ⟨u, v⟩ = {x1x2 · · · xn | n ∈ N y xi ∈ {u, v}}

Por consiguiente, de lo anteriormente probado se sigue que M = A.
Afirmación 4: vm = e ⇐⇒ m = 0. En efecto, suponga que vm = e y que m ≥ 1. Entonces
um = ume = umvm = e, de donde vmum = ee = e. Esto último se puede reescribir como
vm−1(vu)um−1 = e, de manera que multiplicando a la izquierda por um−1 y a la derechapor vm−1 en la identidad anterior se obtiene que um−1vm−1(vu)um−1vm−1 = um−1vm−1 ypor consiguiente vu = e, lo cual es una contradicción. Se concluye así que m = 0. Laimplicación restante se verifica de inmediato.
Afirmación 5: un = e ⇐⇒ n = 0. En efecto, suponga que un = e, entonces vn = evn =
unvn = e y por consiguiente n = 0. La implicación restante se verifica de inmediato.
Afirmación 6: unvm = e ⇐⇒ n = m. En efecto si n > m, entonces un−m = unvm = e ypor lo tanto n − m = 0, de donde n = m, lo cual es una contradicción. Por consiguientedebe ser que n ≤ m. Así, vm−n = unvm = e y por tanto m− n = 0. De ahí que m = n. Laimplicación restante es evidente.
Afirmación 7: v kuk = e ⇐⇒ k = 0. En efecto, suponga que v kuk = e y que k ≥ 1.Entonces v k−1(vu)uk−1 = e, de manera que multiplicando a la izquierda por uk−1 y a laderecha por v k−1 en la identidad anterior se obtiene que uk−1v k−1(vu)uk−1v k−1 = uk−1v k−1y por consiguiente vu = e, lo cual es una contradicción. Se concluye así que k = 0. Laimplicación restante se verifica de inmediato.
Afirmación 8: un = us ⇐⇒ n = s. En efecto si un = us, entonces unv s = usv s = e y enconsecuencia n = s. La implicación restante es evidente.



172 CAPÍTULO 10. EL MONOIDE BICÍCLICO

Afirmación 9: vm = v r ⇐⇒ m = r . En efecto si vm = v r , entonces urvm = urv r = e y porconsiguiente m = r . La implicación restante es evidente.
Afirmación 10: vmun = vm+kus =⇒ k = 0 y n = s. En efecto, la identidad vmun =
vm+kus puede reescribirse como vmun = vmv kus de donde se obtiene que umvmun =
umvmv kus y por consiguiente un = v kus. Ahora bien, multiplicando a la derecha por v s aambos miembros de esta identidad se obtiene que unv s = v k , de donde un+kv s = ukv k =
e y por consiguiente n + k = s. La igualdad vmun = vm+kus toma entonces la forma
vmun = vm+kun+k o lo que es lo mismo vmun = vmv kukun. Multiplicando esta identidad ala izquierda por um y a la derecha por vn se obtiene que (umvm)(unvn) = (umvm)v kuk (unvn)y en consecuencia v kuk = e, de manera que k = 0. Finalmente, de que n + k = s sededuce que n = s.
Afirmación 11: vmun = v rus =⇒ m = r y n = s. En efecto, suponga sin perdergeneralidad que m ≤ r . Entonces r = m+ k para algún k ≥ 0. La identidad vmun = v rustoma entonces la forma vmun = vm+kus de donde se sigue que k = 0 y n = s. Finalmente,de la igualdad r = m+ k se deduce que m = r .
Afirmación 12: (vmun)(vpuq) = vm−n+máx(n,p)uq−p+máx(n,p). En efecto, puesto que

unvp = {
un−p si n > p.
vp−n si n ≤ p.

entonces
(vmun)(vpuq) = {

vmuq−p+n si n > p.
vm−n+puq si n ≤ p.

o lo que es lo mismo
(vmun)(vpuq) = {

vm−n+nuq−p+n si n > p.
vm−n+puq−p+p si n ≤ p.

y por consiguiente
(vmun)(vpuq) = vm−n+máx(n,p)uq−p+máx(n,p)

Una vez establecido todo esto, de las afirmaciones 3 y 11 se deduce que para cada x ∈ Mexisten únicos m, n ∈ N0 tales que x = vmun. Ahora bien, esto último asegura que larelación f : M −→ N0 × N0 definida por f (x) := (m, n) donde m, n ∈ N0 son los únicosenteros no negativos tales que x = vmun es una función. Más aún, si g : N0 × N0 −→ Mes definida por g(m, n) := vmun entonces g(f (vmun)) = g(m, n) = vmun y f (g(m, n)) =
f (vmun) = (m, n) y por consiguiente g ◦ f = idM y f ◦ g = idN0×N0 . Se sigue así que f esuna función biyectiva con inversa g. Denotemos por B al conjunto N0 ×N0. De acuerdo conel Ejemplo 3.7.18 a partir del monoide M y de las funciones f y g puede definirse sobre
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el conjunto B una operación binaria asociativa de manera que B sea un monoide con taloperación, a saber:

(m, n)(p, q) : = f [g(m, n)g(p, q)]= f [(vmun)(vpuq)]= f (vm−n+máx(n,p)uq−p+máx(n,p))= (m− n+ máx(n, p), q − p+ máx(n, p))
Y más aún, el Ejemplo 3.7.18 afirma que f debe ser un isomorfismo de semigrupos. A Bjunto con la operación anterior se le concede un nombre especial.
Definición 10.0.2.A B := N0 × N0 con la operación binaria asociativa dada por

(m, n)(p, q) := (m− n+ máx(n, p), q − p+ máx(n, p))
se le llama monoide bicíclico •

Con esta nueva definición podemos resumir toda la discusión previa como sigue:
Proposición 10.0.3.Todo monoide M con neutro e generado por dos elementos u y v tales que uv = e pero
vu ̸= e es isomorfo al monoide bicíclico.
Demostración. Se sigue de la discusión anterior.
A continuación se exhiben algunas propiedades del monoide B.
Proposición 10.0.4.

1. E (B) = {(n, n) | n ∈ N0} (ver Definición 7.1.1).2. B es un semigrupo regular (ver Definición 7.3.4).3. B es un semigrupo inverso (ver Definición 9.2.1 ).
Demostración. 1) Sea n ∈ N0. Entonces

(n, n)2 = (n, n)(n, n)= (n − n+ máx(n, n), n − n+ máx(n, n))= (n − n+ n, n − n+ n)= (n, n)
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Por consiguiente toda pareja de la forma (n, n) es un idempotente de B. Y viceversa, si(m, n) ∈ E (B) entonces
(m, n) = (m, n)2= (m, n)(m, n)= (m− n+ máx(n,m), n − m+ máx(n,m))= (m− n+ máx(n,m), n − m+ máx(n,m))

De manera que m = m − n + máx(n,m) y n = n − m + máx(n,m), o lo que es lomismo n = máx(n,m) y m = máx(n,m). Por consiguiente m = n y en definitiva E (B) =
{(n, n) | n ∈ N0}.
2) Sea (m, n) ∈ B arbitrario. Observe que

(m, n)(n,m)(m, n) = (m− n+ máx(n, n), m − n+ máx(n, n))(m, n)= (m,m)(m, n)= (m−m+ máx(m,m), n − m+ máx(m,m))= (m, n)
Por consiguiente (n,m) es pseudoinverso de (m, n) y así B es regular.
3) Para cualesquiera dos idempotentes de B se tiene que

(m,m)(n, n) = (m−m+ máx(n,m), n − n+ máx(n,m))= (máx(n,m),máx(n,m))
y también

(n, n)(m,m) = (n − n+ máx(n,m), m − m+ máx(n,m))= (máx(n,m),máx(n,m))
De esto se sigue que el producto de dos idempotentes es de nuevo un idempotente, ademásde que cualesquiera dos de ellos conmutan. Por consiguiente E (B) es un subsemigrupoconmutativo de B. Esto último aunado a que B es regular permite concluir de acuerdo ala Proposición 9.2.3 que B es un semigrupo inverso.
Ahora que sabemos quienes son los idempotentes de B podemos establecer un criterio parasaber cuando uno es menor o igual que otro (véase Proposición 7.1.4).
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Proposición 10.0.5.

(m,m) ≤ (n, n) ⇐⇒ n ≤ m

Demostración. =⇒) Si (m,m) ≤ (n, n) entonces(m,m) = (m,m)(n, n) = (máx(n,m),máx(n,m))y por lo tanto m = máx(n,m). De ahí que n ≤ m.
⇐=) Si n ≤ m, entonces

(m,m)(n, n) = (máx(n,m),máx(n,m))= (m,m)
y por consiguiente (m,m) ≤ (n, n).
Corolario 10.0.6.

B no contiene idempotentes minimales.
Demostración. Sea (n, n) ∈ E (B) arbitrario y tómese m > n. Entonces debe suceder que(m,m) ≤ (n, n) y (n, n) ̸= (m,m). Por consiguiente ningún idempotente de B es minimal.
En cuanto a los ideales de B se tiene lo siguiente (véase 7.2.4).
Proposición 10.0.7.

1. B es un semigrupo simple (ver Definición 8.2.1).
2. B es de ideales principales izquierdos (ver Definición 7.2.5).
3. B es de ideales principales derechos (ver Definición 7.2.5).

Demostración. 1) Sea I un ideal bilátero de B y sean (m, n) ∈ B y (x, y) ∈ I arbitrarios.Entonces (x, y)(y, x) ∈ I , o lo que es lo mismo (x, x) ∈ I . De ahí que (m, x) = (m, x)(x, x) ∈ Iy (x, n) = (x, x)(x, n) ∈ I y por lo tanto (m, n) = (m, x)(x, n) ∈ I . Se deduce de esto que
B = I y por consiguiente B es simple.
2) Sea I un ideal izquierdo de B y sea (m, n) ∈ I . Entonces se tiene que (n, n) =(n,m)(m, n) ∈ I . Por consiguiente

A := {n ∈ N0 | (n, n) ∈ I} ≠ ∅
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Sea p := mı́nA y definamos p̄ := (p, p). Es claro que Bp̄ ⊆ I . Ahora bien, si (x, y) ∈ Ies arbitrario, entonces (y, y) = (y, x)(x, y) ∈ I y por consiguiente y ∈ A. En consecuencia
p ≤ y. Así, de la Proposición 10.0.5 se sigue que (y, y) ≤ (p, p) o lo que es lo mismo(y, y)(p, p) = (y, y). De esto se deduce que

(x, y) = (x, y)(y, y)= (x, y)(y, y)(p, p)
y en consecuencia (x, y) ∈ Bp̄. Por consiguiente I ⊆ Bp̄ y con ello I = Bp̄. Así, I es unideal principal izquierdo. La prueba de 3) es similar a la anterior y por eso se omite.
Más aún, de la demostración anterior se aprecia que todo ideal izquierdo (derecho) de Bes de la forma Bn̄ ( n̄B ) donde n̄ := (n, n) i,e, todo ideal izquierdo y todo ideal derechoes generado por un idempotente. Para cada n ∈ N0 sea In := Bn̄ y Jn := n̄B donde
n̄ := (n, n). Entonces la familia

F := {In | n ∈ N0}contiene a todos los ideales izquierdos de B y la familia
G := {Jn | n ∈ N0}contiene a todos los ideales derechos de B. Hagamos ahora una ligera digresión pararevisar el siguiente resultado.

Proposición 10.0.8.Sea S un semigrupo y sean α, β ∈ E (S). Si α < β entonces Sα ⊊ Sβ y αS ⊊ βS .
Demostración. Suponga que α < β . Entonces de la Proposición 7.1.11 se sigue que Sα ⊆
Sβ y αS ⊆ βS . Afirmación: β /∈ αS y β /∈ Sα . En efecto, suponga que β ∈ αS . Entoncespuede escribirse β = αx para algún x ∈ S y por lo tanto αβ = α2x = αx = β . Ahorabien, puesto que α < β , entonces αβ = α con α ̸= β . Así que α = αβ = β , lo cual esuna contradicción. Por consiguiente β /∈ αS . De manera análoga se muestra que β /∈ Sα .Esto último sumado a que β ∈ Sβ y β ∈ βS permite concluir que Sα ⊊ Sβ y αS ⊊ βS .
Retomando a las familias F y G en ellas se verifica lo siguiente.
Proposición 10.0.9.Para cada n ∈ N0 se tiene que In+1 ⊊ In y Jn+1 ⊊ Jn. En consecuencia F y G son cadenasdescendentes que no se estacionan.
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Demostración. Sea n ∈ N0. Puesto que n < n+ 1 de la Proposición 10.0.5 se sigue que(n+ 1, n+ 1) < (n, n) de manera que de la Proposición 10.0.8 se deduce que In+1 ⊊ In y
Jn+1 ⊊ Jn.
Corolario 10.0.10.

B no es completamente simple.
Demostración. De que F y G son cadenas descendentes que no se estacionan se sigue que
B no contiene ideales izquierdos minimales ni ideales derechos minimales. Por consiguiente
B no puede ser completamente simple.
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Conclusiones

Los semigrupos son de las estructuras más básicas del álgebra en el sentido de que éstossolo cuentan con una operación binaria asociativa. Así que las carencias exigen cierta dosisde esfuerzo al momento de establecer resultados concernientes a ellos. Una buena técnicapara obtener ideas al momento de trabajar con semigrupos es la de importar técnicas,métodos o conceptos ya conocidos de otras estructuras más complejas. Un ejemplo de elloes el concepto de semigrupo cociente o el concepto de ideal de un semigrupo, que como esde esperarse, fueron inspirados en el de grupo cociente y en el de ideal de un anillo. Conrespecto a los semigrupos regulares, en esta parte del trabajo se pudo apreciar que loselementos idempotentes fueron una parte fundamental de la teoría, pues a partir de elloses posible definir grupos, de manera que puede tratarse a un semigrupo regular localmentecomo si fuese un grupo y aprovechar entonces las propiedades que tales estructuras poseen.Algunas veces también fue necesario obtener elementos con propiedades particulares quenos ayuden a resolver ciertas cuestiones. Por ejemplo, es fructífero obtener maneras deconseguir idempotentes a partir de otros elementos dados. Varios de estos métodos sepueden encontrar en las pruebas de la sección de semigrupos regulares. En cuanto al ordencomo concepto básico en el estudio de los semigrupos, dotar al conjunto de idempotentesde un semigrupo de cierta relación de orden parcial resultó indispensable en el estudiode los semigrupos completamente simples, pues como pudo verse, este tipo de semigruposregulares tiene la característica de que cualquiera de sus idempotentes es minimal, ademásde que, de hecho, los semigrupos completamente simples están definidos por medio deideales minimales, definición que en el fondo resulta de ordenar a los ideales izquierdosy derechos a través de la inclusión y entonces considerar a sus elementos minimales.También resulta interesante el hecho de que cierto tipo de semigrupos (a saber, las bandasconmutativas), permiten definir a ciertas estructuras de orden (a saber, las semiretículasinferiores y superiores), y viceversa. Finalmente, las relaciones de Green son herramientasimportantes dentro de la teoría de semigrupos, pues como se vio, a partir de ellas se puedendefinir relaciones de equivalencia que permiten descomponer a un semigrupo en clases, enalgunos casos, más sencillas de manipular.
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