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RESUMEN

En este trabajo se presenta inicialmente la formulacion para el estudio de la
propagacion de una onda monocromatica (primer armoénico) electromagnética a traves de
un medio material no lineal con un indice de refraccion isotrépico (escalar), donde se
generan simultaneamente el segundo y tercer armonicos. Mediante las ecuaciones de
Maxwell se deducen las ecuaciones acopladas exactas que relacionan estas tres ondas
monocromaticas, con el unico fin de entender el aspecto conceptual del formalismo
asociado al problema bdsico que sera objeto de la simplificacion “no-depletion” y
posteriormente de la generalizacion aproximada llamada binomial.

La formulacion binomial desarrollada en este trabajo, toma como punto de partida la
aproximacion “no-depletion”, y es un caso intermedio entre las ondas monocromaticas y
los paquetes de ondas correspondientes a todas las posibles sumas mdaltiples, de un mismo
orden, de las frecuencias de un paquete Gaussiano de primeros arménicos. Con esta
formulacién se presentan resultados numéricos para una superred construida con placas
alternadas de AIlAs y GaAs de grosor respectivo fijo. Se hicieron calculos sobre
coeficientes de transmision, tiempos de retardo y paquetes de ondas, para los primeros tres
ordenes. De los resultados obtenidos puede destacarse que para estructuras de un gran
namero de capas, las intensidades del segundo y tercer armoénicos pueden ser mas grandes
que la intensidad del haz fundamental en la region de frecuencias donde la estructura
soporta una banda de energia fotonica prohibida para la solucion lineal. También se
observé que las mejores condiciones para la aproximacién binomial ocurren cuando la
frecuencia central del paquete incidente se ubica a la mitad del gap fotdnico de primer
orden. La aproximacion binomial (de integral simple) sobre paquetes de ondas no lineales
de cualquier orden presentada aqui, admite en su formulacién el caso lineal y en el limite
adecuado reproduce el caso de ondas monocromaticas, por lo que es una contribucion
importante al conocimiento de la propagacion de ondas electromagnéticas en medios

(periddicos o no) no lineales.



INTRODUCCION

En este trabajo se considera inicialmente la formulacion completa de un problema de
optica no lineal, tal formulacion se reducird a una simplificacion conocida que en una
segunda etapa sera generalizada: la incidencia de una onda electromagnética plana sobre un
material no lineal de indice de refraccion isotropico (escalar), con la generacion simultanea
del segundo y tercer armonicos. Empleando las ecuaciones de Maxwell se deducen las
ecuaciones acopladas exactas que relacionan estas tres ondas, con el Unico fin de tener una
idea conceptual de todo el aspecto fisico y matemético que deberiamos tomar en cuenta
para el caso muchisimo mas complejo de incidencia de paquetes de ondas y su interaccion
con la materia a través de susceptibilidades hasta de tercer orden o mayores. Una
manifestacion fisica de la validez del proceso seguido para obtener el sistema de ecuaciones
acopladas, es que ellas satisfacen el teorema de Poynting. La demostracion de este teorema
nos permite captar el sentido de la aproximacion “no-depletion”, bajo la cual los armoénicos
no lineales se desacoplan entre si, aunque dependen de la solucion lineal en el interior del
material. La aproximacion “no-depletion” se emplea cuando las ondas incidentes no son
afectadas esencialmente por los procesos no lineales pero dan origen a ondas de salida de
otras frecuencias, en otras palabras, practicamente no hay transferencia de energia
electromagnética, de las ondas de incidencia a las ondas no lineales.

Se considera que las energias de los fotones involucrados son menores que el “gap
electronico”, por lo que el material no absorbera energia del campo electromagnético.

Apoyados en la aproximacion “no-depletion” se discute un problema de transicion en el
sentido de que a partir de él se efectia una simplificacion adicional: la incidencia de un
paquete de ondas (primeros arménicos) sobre el material no lineal y la construccion de
paquetes de ondas no lineales de un mismo orden. Todos estos paquetes no deben traslapar
sus correspondientes dominios efectivos de frecuencia.

Desde un enfoque discreto tiene sentido la construccion de paquetes (simples) de arménicos
de un mismo orden no lineal n, generados por las correspondientes frecuencias del paquete
de primeros armonicos que se propagan a través del material no lineal. Desde el punto de

vista de las sumas infinitesimales de una integral, tales paquetes (simples) no lineales no

tienen sentido matematico (por d"®) o en el mejor de los casos se anulan en el limite. Lo

que es diferente de cero es el paquete (multiple) de ondas relacionadas con todas las



posibles sumas multiples (sumas de dos en dos frecuencias, tres,...,n) de un mismo orden no
lineal n, de las frecuencias del paquete de primeros armonicos.

El paquete (multiple) asociado a todas las posibles sumas multiples de frecuencias, en
principio se obtiene mediante una integral de la misma multiplicidad, pero puede
expresarse como una integral (paquete) simple de correspondientes armanicos,
“modificados” por lo que hemos llamado la aproximacion o correccion binomial.

Debe distinguirse un armonico no lineal “cuasinormal” generado esencialmente por el
integrando del paquete de primeros armonicos, del armdnico no lineal “modificado” por la
correccion binomial para tomar en cuenta la contribucion de todas las correspondientes
sumas multiples equivalentes de frecuencias. Una integral simple de armdnicos no lineales
“cuasinormales” es diferente de cero, pero no tiene correspondencia fisica directa.

Bajo la hipdtesis de un paquete Gaussiano incidente que al propagarse a través del material
no lineal se mantiene aproximadamente Gaussiano y que puede considerarse estrecho en el
dominio de frecuencias, demostramos que la aproximacion binomial es aplicable a
cualquier orden no lineal. La hipotesis se cumple muy bien, por ejemplo, dentro de un gap
fotonico de primer orden.

La aproximacion binomial requiere que el paquete transmitido de primeros armonicos debe
ser aproximadamente Gaussiano, aunque no lo sean los paquetes transmitidos de arménicos
no lineales “modificados”. Claro si el paquete transmitido de primer orden es lo
suficientemente estrecho en el dominio de frecuencias, en el correspondiente dominio los
paquetes transmitidos de ordenes superiores también emergen del material no lineal con
forma aproximadamente Gaussiana.

La derivada con respecto a la frecuencia angular de la fase de la amplitud de
transmision del primer armonico, tiene la interpretacion conocida de un tiempo de retardo
(de la propagacién en el material con respecto a la propagacién en el vacio) para un paquete
de ondas de primeros armonicos, “estrecho” en el dominio de frecuencias. La aproximacion
binomial permite extender inmediatamente la interpretacion para los drdenes superiores.

La derivada con respecto a la frecuencia angular de la fase de la amplitud de transmision de
un armonico no lineal “modificado”, es el tiempo de retardo para el correspondiente

paquete de armonicos “modificados”, estrecho en el dominio de frecuencias.



El tiempo de retardo fisicamente es la diferencia de tiempos en que ocuparian la misma
posicion el pico aproximadamente Gaussiano, de orden lineal o no, que emerge del material
y el pico Gaussiano incidente moviéndose en el vacio.

Si establecemos que un armoénico “modificado” de primer orden y un armonico
“cuasinormal” (de hecho normal) del mismo orden son iguales, entonces podemos hablar
en general de paquetes de ondas y de tiempos de retardo de todos los ordenes en la
formulacién binomial. Esta es la contribucidn sobresaliente de este trabajo de investigacion.
La formulacion binomial produce ondas planas en el limite.

La incidencia de una onda electromagnética plana sobre un material no lineal de indice
de refraccion isotropico, con la generacion simultanea del segundo y tercer arménicos en la
aproximacion “no-depletion”; asi como la formulacion binomial de paquetes de ondas se
aplican al caso de una superred construida con placas alternadas de AlAs y GaAs de grosor
respectivo fijo.

Se presentan resultados numéricos sobre coeficientes de transmision, tiempos de retardo y
paquetes de ondas, del primero hasta el tercer orden debido a que demostramos que la
aproximacion binomial no afecta el tiempo de retardo de un segundo arménico
“modificado” con respecto a un segundo armoénico “cuasinormal”. En el mismo sentido, la
aproximacion binomial puede llegar a variar notablemente el tiempo de retardo de tercer

orden.



CAPITULO 1

PROPAGACION DE PAQUETES DE ONDAS GAUSSIANOS

EN MEDIOS ESTRATIFICADOS NO LINEALES
La propagacion de ondas electromagnéticas en medios con una distribucion periodica

del indice de refraccion (photonic crystals: PC’s) ha ido adquiriendo un creciente interés
por sus propiedades fisicas y posibles aplicaciones. En este contexto, fendmenos tales como
la emision espontanea inhibida, disefio de fibras opticas, velocidades superluminales y una
amplia gama de dispositivos optoelectrénicos han sido motivo de recientes y relevantes
investigaciones.

Las propiedades no lineales de cristales fotdnicos se han vuelto una nueva y
apasionante area de investigacién en optica no lineal [1.1]. La confeccion de estados
fotonicos y de sus relaciones de dispersion debidas a la variacién espacial de la constante
dieléctrica ofrecen extraordinarias posibilidades para la existencia de no linealidades
importantes, condiciones de igualdad de fase (phase-matching), procesos de difraccion y
anisotropia, efectos resonantes, etc.

En cuanto a las no linealidades cuadréticas, la generacién del segundo arménico (SHG)
con igualdad de fase debida a un “molde” de birrefringencia [1.2] fue demostrada primero

en superredes de GaAs/Alox [1.3] y més recientemente en silicio nanoestructurado [1.4].
Difracciéon no lineal en PC’s bidimensionales (2D) con y® espacialmente variable fue

predicha [1.5] y observada en “postes” de niobato de litio arreglados periodicamente [1.6].
Varias ideas para obtener una SHG intensa debida a igualdad de fase y a un incremento en
la densidad de estados fotdnicos han sido propuestas en microcavidades 1D [1.7] y sistemas
periodicos [1.8]. La igualdad de fase fue también demostrada en PC’s 3D coloidales [1.9].
Dentro de esta gran combinacion de posibilidades, los paquetes de ondas
electromagnéticas y los estudios correspondientes sobre tiempos de transmision, en PC’s
1D que presentan no linealidades de segundo y tercer orden, son objeto de este trabajo de

investigacion.



1.1 CRISTALES FOTONICOS Y EMISION ESPONTANEA INHIBIDA

Se ha reconocido desde hace bastante tiempo [1.10] que la emision espontanea por
atomos no es necesariamente una propiedad inmutable y fija del acoplamiento entre materia
y espacio, sino que puede controlarse por modificacion de las propiedades del campo de
radiacion. Ha habido experimentos en los cuales la emisién espontanea por atomos de
Rydberg [1.11] y por electrones atrapados de Penning [1.12] ha sido inhibida en una
cavidad de microonda en la cual no hubo modos electromagnéticos a la frecuencia de
transicion. Tal capacidad no es menos importante en el estado sélido donde la emision
espontanea en la forma de recombinacion radiativa electron-hueco juega un papel decisivo.
Para semiconductores de brecha directa es comun [1.13] que la eficiencia cuéntica de la
emisién espontanea interna de recombinacion electron-hueco exceda el 90% aun a
temperatura ambiente.

Por lo tanto Yablonovitch [1.14] sugirié que los semiconductores de brecha directa son
un sistema fisico natural para el estudio de la emision espontanea inhibida. Esto es
importante puesto que las cualidades técnicas de laseres semiconductores, transistores de
heterounion bipolar y celdas solares estan todas limitadas por la emision esponténea.

Einstein predijo que la emisién espontanea debe inevitablemente coexistir con la
absorcion y la emision estimulada. No seria ni factible ni deseable eliminar la emisién
espontanea Unicamente si ocurre que la funcion del semiconductor es la emision o la
absorcioén de la luz misma. Ejemplos de esto serian el laser semiconductor y la celda solar,
respectivamente. En esos casos el objetivo seria restringir la emisién espontanea a
solamente aquellos modos que son absolutamente necesarios. En otras funciones tales como
el transistor de heterounion bipolar, donde el campo de radiacion preferiblemente no tiene
que estar, toda la emisidn esponténea debe suprimirse si es posible.

Estructuras periddicas han venido jugando un papel cada vez mas importante en laseres
semiconductores. Por ejemplo, en laseres de realimentacion clasificada [1.15] el indice de
refraccién es modulado periddicamente a lo largo del eje del laser. En 6ptica ondulatoria,
estructuras de capas en las cuales el indice de refraccion se alterna entre dos valores

distintos y contrastantes cada cuarto de longitud de onda {n, d,, = A/4 [1.16]} también se

han vuelto indispensables. La modulacién espacial periddica abre un intervalo prohibido en

la relacion de dispersion electromagnética, al menos para luz que se propaga
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perpendicularmente a las capas. La prohibicion de propagacion ondulatoria en la brecha
prohibida hace valiosas estas estructuras dieléctricas periddicas como espejos reflectores
sumamente ideales, por ejemplo, para usarlos en resonadores de Fabry-Perot.

Periodicidad espacial tridimensional completa [ cubos de arista=A4/2(n, +n,)] de 1/2 en

el indice de refraccion puede resultar en una brecha prohibida en el espectro
electromagnético cerca de la longitud de onda A sin tener en cuenta la direccion de
propagacion, justo como el espectro electronico tiene una banda prohibida en cristales
[1.14]. Si la banda prohibida electromagnética se traslapa con el borde de la banda
electronica por al menos unos cuantos kT de energia, entonces la recombinacion radiativa
electrén-hueco estard severamente inhibida. Tal inhibicion puede ser mucho mas completa
que en una guia de onda metélica [1.11] puesto que las estructuras dieléctricas pueden en
principio no tener pérdidas.

En general, estructuras dieléctricas periddicas de una, dos y tres dimensiones han
Ilamado mucho la atencién en la comunidad cientifica [1.14][1.17]. En tales materiales, la
propagacion del campo electromagnético esta prohibida para una gama de frecuencias, y
permitida para otras. La ausencia casi completa de algunas frecuencias en el espectro
transmitido es referida como una banda fotdnica prohibida (photonic band gap: PBG), en
analogia con bandas semiconductoras prohibidas [1.18]. Este fendmeno esta basado en la
interferencia de la luz; para frecuencias dentro de la banda prohibida, las ondas que se
propagan hacia adelante y hacia atras pueden interferir destructivamente dentro de la

estructura, conduciendo a reflexion completa (transmision nula).

1.2 VELOCIDAD DE GRUPO EN LA PROPAGACION DE UN PULSO
RESONANTE

Los libros de texto introducen el concepto de la velocidad de grupo de un pulso
electromagnético como un parametro Gtil en la descripcion de la propagacion de un paquete
de onda que es construido a partir de una banda estrecha de frecuencias [1.19]. Si la
dispersion no es muy grande, tal pulso se propagaré a la velocidad de grupo sin distorsién
significante. No obstante, si un medio es muy dispersivo, el pulso serd muy distorsionado y

el concepto de velocidad de grupo ya no es significativo.
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Cuando una cierta frecuencia del pulso cae en una region de dispersién anémala, es
posible que la velocidad de grupo sea mas grande que la velocidad de la luz en el vacio
(efecto superluminal). Durante los primeros afios siguientes a la publicacion de Einstein de
la teoria especial de la relatividad, este comportamiento fue dificil de conciliar con el
postulado que requiere que no existan sefiales que se propaguen a una velocidad més
grande que la velocidad de la luz en el vacio, c. La contradiccion aparente fue disipada
cuando Sommerfeld [1.20] demostré que ninguna sefial pudo propagarse mas rapido que c
y, de hecho, el frente de onda avanz6 con una velocidad igual a ¢ en todos los medios.
Sommerfeld considerd el problema de un haz de luz que tiene amplitud cero hasta que se
pone en marcha y después tiene una amplitud constante diferente de cero. Un estudio
posterior de los detalles transitorios de la propagacion de tal pulso de luz de funcion
escaldn fue realizado por Brillouin [1.21].

En 1970 Garrett y McCumber [1.22] han sefialado que los pulsos que se obtienen a
partir de algunos laseres de modo cerrado tienen envolventes que son aproximadamente de
forma Gaussiana. Ellos entonces procedieron a estudiar analitica y numéricamente la
propagacion de un pulso en forma de Gaussiana en un medio resonantemente absorbente.
Se encontrd que bajo ciertas condiciones los pulsos se propagan de verdad con velocidades

mas grandes que ¢ sin cambio de forma. Ellos explicaron sus resultados recordando que un

—4t% [ 2

pulso de luz que tiene una envolvente de la forma E=Eye se extiende infinitamente

en ambas direcciones a lo largo del eje temporal y por lo tanto no tiene principio o fin. Se
argumento entonces que la observacién del pulso Gaussiano a una profundidad z en el
medio en un tiempo t<z/c una vez que el pulso penetrd en el medio absorbente es un
resultado de “la accidon del medio dispersivo sobre las débiles primeras componentes de la
envolvente” [1.23]. En el mismo afio de 1970, Faxvog et al [1.24], han medido la
velocidad de los pulsos laser de modo cerrado He-Ne que pasan a través de una celda de

absorcion resonante Ne. Las velocidades medidas fueron mas grandes que ¢ por unas
pocas partes en 10*, confirmando los calculos de Garrett y McCumber. La verificacion

experimental de tal prediccion llam6 a un andlisis cuidadoso de la dinamica de la
propagacion del pulso para entender como los resultados de Garrett y McCumber pueden

conciliarse con el analisis de Sommerfeld-Brillouin.
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Crisp [1.25] demostrd en 1971 que la prediccion de Garrett y McCumber es debida a la
absorcidn asimétrica de energia a partir del pulso de luz. Més energia es absorbida desde la
mitad de la cola del pulso que desde la mitad del frente, causando que el centro de gravedad

del pulso se mueva a una velocidad mas grande que la velocidad de fase de la luz.

1.3 PULSOS OPTICOS A TRAVES DE BANDAS FOTONICAS
PROHIBIDAS

El tunelamiento de una particula a través de una barrera de potencial que es
absolutamente opaca clasicamente es una de las caracteristicas mas impresionantes de la
mecénica cuantica. En tanto que coeficientes de tunelamiento estacionario han sido
calculados y experimentalmente verificados para una cantidad de sistemas diferentes, hasta
1994 solamente muy pocos experimentos habian proporcionado alguna informacion
(indirecta) de la dindmica temporal del tunelamiento de una particula. En sistemas de
estado solido la mayor dificultad se deriva del hecho de que los tiempos a traves de la
barrera de los electrones son del orden de 107 -10"s [1.26], es decir, 6rdenes de
magnitud méas pequefios que el mejor tiempo de resolucidn realizable en electrénica.

Estudios experimentales interpretables claramente y sin ambigtiedad de los aspectos
temporales del tunelamiento son importantes no solamente para fisica de dispositivos
semiconductores sino también desde un punto de vista fisico fundamental a causa de que
aun quedan algunos sorprendentes y hasta ahora sin verificar hallazgos tedricos del pasado.
El primer estudio tedrico de la dindmica del tunelamiento del electron se remonta a los
primeros afios (1932) de la mecanica cuantica [1.27] y llevo a la conclusion de que “no hay
retraso apreciable en la transmision del paquete (de onda) a través de la barrera....” Mas
tarde, una investigacion mas cuantitativa por Hartman [1.28] produjo un tiempo de
tunelamiento finito el cual, no obstante, lleg6 a ser independiente del espesor de la barrera
para barreras gruesas (opacas). Esto implica que la velocidad de tunelamiento efectiva
puede, en principio, aumentar infinitamente con barreras de espesor creciente, en aparente
contradiccion con la causalidad de Einstein.

Steinberg, Kwiat y Chiao reportaron en 1993 tunelamiento superluminal de fotones
individuales a través de una barrera de banda fotdnica prohibida 1D transmitiendo T ~1%

de la radiacion incidente [1.29]. En 1994 Spielmann et al extendieron el estudio a barreras
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de T~10" usando paquetes de onda clasicos. Mas de tres décadas después de la
prediccion de Hartman, en este trabajo se ofrecieron los primeros experimentos directos en
el dominio del tiempo que confirman dicha prediccion de la falta de dependencia del
tiempo de tunelamiento del espesor de la barrera [1.30]. La relacién de los resultados de tal
experimento optico con el tunelamiento del electron es justificada por la analogia formal
entre la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo y la ecuacion de onda de
Helmholtz que describe la propagacion de ondas electromagnéticas monocromaticas [1.31].
Mas alla de las dificultades mencionadas anteriormente asociadas a los experimentos de
tunelamiento del electron, la conveniencia del retraso de grupo o tiempo de fase (la
derivada con respecto a la energia del cambio de fase de la transmision) deducido a partir
del enfoque de la propagacion del paquete de onda [1.27][1.28], como una medida precisa
fisicamente significativa para el tiempo a través de la barrera, ha sido cuestionada [1.32].
Los mayores problemas en la medicion del tiempo de fase se originan de (i) una distorsién
de la forma del paquete de onda transmitido y (ii) un espectro de energia cambiado,
haciendo diferente la velocidad de propagacion sobre los dos lados de la barrera [1.33].
Estos efectos deterioran severamente la precision de las mediciones del tiempo de “vuelo”.

En 1991 fue establecida una estrecha analogia entre el tunelamiento del electron a
través de una barrera de potencial rectangular y la propagacion de un pulso
electromagnético (EM) clasico a través de una guia de onda con una region evanescente
(frecuencia de corte mas grande que aquella de la onda EM) [1.34], seguida por una serie
de reportes sobre tunelamiento superluminal de microondas [1.35]. Sin embargo, a causa de
la estrecha correspondencia entre la funcion energia versus momento para el electrén en la
barrera y la funcion frecuencia versus nimero de onda para la onda EM en la region de
corte, los problemas asociados con una distorsion espectral en la barrera son aqui en
existencia de la misma extension como en el tunelamiento del electron.

En contraste, usar materiales de banda fotonica prohibida 1D como la barrera optica
suministra condiciones ideales para los experimentos de tunelamiento a causa de (i) las
velocidades de grupo de los paquetes de onda incidente y transmitido son iguales y
conocidas, y (i) las curvas de dispersion y transmision son lentamente variables sobre una
gama ancha de frecuencias alrededor del centro de la banda foténica prohibida. La

importante implicacion de (i) es que la evaluacion del tiempo de tunelamiento a partir de
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las mediciones del tiempo de “vuelo” entre algunos puntos de referencia X, y X, externos a
la barrera se vuelve independiente de la eleccion especifica de x, y X, asi como de los

cambios en el espectro del paquete de onda tras el tunelamiento, mientras que (ii) permite
transmitir paquetes de onda de banda ancha con pequefia distorsion, es decir, para mejores
tiempos de resolucion [1.30].

Velocidades de grupo superluminales de pulsos EM han sido previamente predichas
[1.22] y observadas [1.36] en un medio absorbente y atribuidas al tiempo de respuesta finito
de la polarizacion atomica resonante al campo aplicado [1.25]. De una manera analoga, la
propagacion de pulsos superluminales en un material de banda fotdnica prohibida se
relaciona con el tiempo de respuesta finito tomado por la reflectividad del sistema para
llegar a su valor de estado estacionario. Estas observaciones han sido explicadas en 1993,
sobre la base de argumentos generales [1.37]. Puede demostrarse, no obstante, que pese a
las velocidades de grupo paraddjicamente altas, el pico de amplitud del pulso que emerge
de la muestra es siempre mas bajo que la amplitud que el pulso tendria en el mismo instante
si estuviera justamente propagandose a ¢ sin atenuacion, es decir, la velocidad de energia

no excede ¢ y por lo tanto la causalidad no es violada [1.30].

1.4 TIEMPOS DE RETARDO NO LINEALES PARA PULSOS OPTICOS

En este trabajo, retomamos el estudio del tiempo de retardo o tiempo de fase para la
respuesta lineal, extendiéndolo a la respuesta no lineal de propagacién ondulatoria en un
analogo unidimensional del material PBG: una estructura de multicapas que consiste de
material dieléctrico alternado. Estas estructuras, cominmente conocidas como reflectores
de Bragg, muestran regiones prohibidas de transmision ondulatoria EM en la direccion de
acodadura, conocidas como bandas de pausa (stop bands). Especificamente, empleamos un
sistema periodico binario AlAs/GaAs.

El tiempo de retardo para paquetes que son estrechos en frecuencia, es la diferencia entre el
tiempo en que el paquete transmitido tiene determinado plano de amplitud maxima vy el

tiempo en el que el paquete incidente tiene el mismo plano de amplitud méaxima.



15

Nuestros célculos fueron hechos considerando que el paquete de primer orden no se reduce
sustancialmente por su interaccion con los de oOrdenes superiores (aproximacion “no-
depletion”).

En la aproximacion “no-depletion” y para un paquete de onda incidente, estableceremos
la manera de obtener los paquetes de onda correspondientes a las sumas de frecuencias de
segundo y tercer orden, aunque la idea puede facilmente extenderse a 6rdenes superiores.
Sin embargo podriamos tener problemas con el tiempo de calculo numérico, de hecho el
orden nos indica el nimero de sumatorias que deben efectuarse para construir un paquete.
El paquete de suma de frecuencias de orden no lineal n es algo mas que una simple
superposicién de los arménicos correspondientes.

No obstante si consideramos un paquete de onda incidente de forma Gaussiana
construido a partir de una banda estrecha de frecuencias y algunos parametros de ajuste, los
paquetes transmitidos no lineales de cualquier orden, pueden expresarse de manera muy
similar a una simple superposicion de los armoénicos correspondientes. A esta
simplificacion adicional le hemos Ilamado la aproximacién de sumatoria simple. Bajo esta
situacion la generalizacion del tiempo de fase para los paquetes de enésimo orden es
inmediata (la enésima parte de la derivada con respecto a la frecuencia angular de la fase de
la amplitud de transmisién).

Con el fin de abordar los temas aqui propuestos esta tesis se desarrolla de la siguiente
manera:

En el Capitulo 2 partiendo de las ecuaciones de Maxwell se presenta la teoria basica de la
Optica no lineal, relacionada con las ondas de primer, segundo y tercer armonico.

En el Capitulo 3 se discute sobre la construccién de paquetes de ondas tipo Gaussiano para
el primer, segundo y tercer ordenes, en la aproximacion “no-depletion”, presentando al
final del capitulo la definicidn del tiempo de retardo usado en los calculos.

En el Capitulo 4 se presentan los resultados del trabajo que incluyen los célculos del tiempo
de fase para cada uno de los armonicos, asi como la discusion de la propagacion del
paquete de ondas en la estructura periodica compuesta de los materiales que presentan una
respuesta no lineal ante la incidencia de ondas electromagnéticas en el rango de frecuencias

elegido.
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Finalmente se presentan las conclusiones y la bibliografia usada en este trabajo. Se anexan
los trabajos y las publicaciones asociadas a los resultados de la Tesis.
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CAPITULO 2

TEORIA BASICA DE LA OPTICA NO LINEAL, PARA EL PRIMERO,
SEGUNDO Y TERCER ARMONICOS

En este Capitulo se considera la formulacion completa del problema de 6ptica no lineal,
que sera la base para el tratamiento de simplificaciones y generalizaciones en el Capitulo 3,
esto es, se tratard la incidencia de una onda (primer armonico) electromagnética plana sobre
un material no lineal de indice de refraccion isotropico (escalar), con la generacion
simultanea del segundo y tercer armoénico.

En otras palabras, queremos conocer las relaciones que resultan cuando se propone a

E(r,t) como la suma de tres ondas con frecuencias respectivas @,, 2@, Y 3w,,en las

ecuaciones de Maxwell, para un material donde la aproximacion hasta tercer orden en la
serie de Taylor, es tomada en cuenta en el desarrollo del momento dipolar por unidad de

volumen P(r,t). Aunque la expansion de P(r,t) en serie de potencias de E(r,t) puede

tratarse de manera mas realista que mediante al simple desarrollo de Taylor [2.1], esta
aportacion también se incorpora al analisis correspondiente.

Una manifestacién fisica de la validez del proceso seguido para obtener el sistema de
ecuaciones acopladas exactas que relacionan los tres primeros armoénicos, es que ellas
satisfacen el teorema de Poynting.

Nos daremos cuenta de que la solucidn exacta de las ecuaciones acopladas que resultan es
una empresa complicada que no llevaremos a cabo. En este Capitulo ni siquiera planteamos
la solucion simple ‘“no-depletion”. Sin embargo el método formal seguido para la
formulaciéon completa del problema no lineal planteado utiliza ideas generales, por lo que
representa el antecedente tedrico de los paquetes de ondas cuasiindependientes que
trataremos en el siguiente Capitulo, paquetes que en el limite adecuado deberan poder
reproducir las soluciones monocromaticas “no-depletion” relacionadas con el andlisis

presente.
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2.1 CONVENIO DE NOTACION EMPLEADA PARA UNA SUMATORIA

Con el fin de usar una notacion mas simplificada en las repetidas sumas que apareceran

a lo largo de este trabajo se expresara por ejemplo para dos vectores de orden n,
A B, Z. 1AMBm =6/A,B, =6°A B, =AB, #5'5°A B, . En otras palabras, el

simbolo tipico de sumatoria X! sera remplazado por &' =5, #1, ademéas adoptaremos el
convenio de suma implicita solamente sobre indices griegos repetidos. Esto ultimo a causa
de que podemos tener indices repetidos sin que esto signifique necesariamente la suma
correspondiente.

Si distinguimos un simbolo general de sumatoria tal como &, #1, de los términos
particulares de ella a los que puede aplicarse la definicién de la delta de Kronecker,
entonces podemos hacer la siguiente reinterpretacion para el ejemplo anterior
5iiA1| Bm _511A118nl+522A128n2 +533A13 n3 AﬂBnl_'_AﬂBnZ +A1SBn3’ IO que |mp||Ca que a
un simbolo de sumatoria le podemos atribuir la propiedad de “conmutatividad”
0iABy = Ay By = ABL0,, = AuBu-

De acuerdo con esto la notacion usada en los siguientes desarrollos emplea la convencion

de “suma explicita modificada y conmutativa” y solamente con indices griegos repetidos

recurriremos a la convencién de suma implicita.

2.2 LA ECUACION DE ONDA

La formulacion tedrica de la que se parte consiste en las relaciones constitutivas junto a

las ecuaciones de Maxwell, que se expresan a través de

D=E+4rP
B=H+4zM =H, M=0
VD =47p =0, p=0
VxE__19B__10H

c ot c ot
VxH:47[J 18D 18D J=0.

c cat cat
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Mediante las relaciones (2.1) se obtienen la ecuacion de onda y el teorema de Poynting

gue en orden respectivo son

VZE(r,t)—V[V-E(r,t)]—Cl gz[E(r 0)+47PO(1r,0)] - 4”; PO (r 1)

1 (2.2)

__g[Ez(r,t)+ H 2(r,t)]— E(r,t).

—VJE(r,t)xH(r,t)]= 6P;.t)’

donde

P(r,t)=P"(r,t)+ P™(r,1)
PO (r,t)=PY(r,1) (2.3)
PM(rt)y=6 P™(r,t), n>2.

Para un medio homogéneo, tenemos [2.1]

Pa(”)(r,t):j;((,”gi o (P=rt=t; - r—r,t-1)

xE,(n,t)-E, (r.,t)d°rdt ---d°rdt,

dkdw, - d%k,do,
_M I . (12 ) n c(lﬂi 5 (Knoy -k 0,)

Xelkl (I‘ rl)eflwl(t tl) . eikn'(r_rn)e_iwn(t_tn)

(2.4)

xE,(n,t)-- Eﬂn(rn,tn)d3rdt1--~d3rndtn

:Td3kldw1---d3knda) 28 Ko K@)
(27)" <E, (K, @) E, (kn @)
> ei(k1+ cee +kn)-re—i((ul+ cee +wn)t’

donde la primera parte de la ecuacion (2.4) es una relacion entre cantidades reales

exclusivamente, en particular ;((“) 4 (0t t.) es real. Para la segunda y tercera

‘.’n’

parte de la ecuacion (2.4), hemos hecho las sustituciones
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Zop g (F=r b=t o ir—r t=t)
Tk dao, --dk,do, o o
= [ s )
w @kt gmiont=t) | giky+(r=r) g-in (t-t,) (2.5)

[ drdt - d°rdt,Ej (1) - Ej (1t )e " et g omglnd

= Eﬂl (kl7 a)l) T Eﬁn (kn , a)n)’
que son generalizaciones del par de transformadas de Fourier

+o0 13
f (r,t) = J- Cézi;(.j)i) f (k, a))eik-re—iwt

g (26)
f(k,w) = j d3rdtf (r,t)e e,

La extension espacial de Zi}f..ﬂn(rptl; -+ ;r,t.) es microscopica [2.1], la cual esta
confinada a unos pocos didmetros moleculares. Asi, las longitudes de onda de las ondas
Opticas de interés para nosotros serdn muy grandes comparadas con el alcance de

Zop. 5 (45 -+ ;r,t). La longitud de onda de la luz visible, 5000A (0.5 micrones), es

unas pocas miles de veces mas grande que las longitudes de enlace intermolecular o
separaciones (2-3A); y las longitudes de onda infrarrojas son de muchos micrones. Bajo
estas circunstancias, podemos frecuentemente no hacer caso de la influencia de la
dependencia del vector de onda.

Especificamente, para este trabajo tenemos como referencia las siguientes longitudes de

onda: 3um (30000A para el primer arménico), 1.5um (15000A para el segundo
armonico), 1um (10000A para el tercer armonico). Luego entonces, estamos dentro de los

limites que nos permiten hacer la siguiente aproximacién
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. (n) . .
20 (ko k@) = jd ndt - drdt 20 (Gt )
x e—lk1 rlelwlt1 . e—lk ot ela)ntn

= [ d’rdt, --d®rdt, 2, (Gt - int) 2.7)

1 iny

t

n

% ei(oltl . eiwn

10(52 B (0,(01; ) 0 a)) Z(n) fn (a)l""’a)n)'

Observemos que 75y, (@, ®,) =25, (-, —,).

Con la aproximacion (2.7), se tiene para (2.4)

= (n) .o
PO(r, 1) = [ L0 o, {m (@ @,) )}

’ )™ xE, (k@) E, (K, @
><ei(k:ﬁ cee +kn)-re—i(a)1+ ce ot (28)
_ j da)l Zé;ii ﬂ( 1""'a’n) pilons - van)t
(27[) xE, (r@) - E, (r,@,)

2.3 UNA SOLUCION PARA LA ECUACION DE ONDA: EL CAMPO
ELECTRICO COMO LA SUMA DE LOS TRES PRIMEROS
ARMONICOS

Tomando en cuenta el requisito de que E(r,t) y H(r,t) sean reales, ahora proponemos

la forma siguiente para las componentes del campo eléctrico

E,(r.t)=46, ﬂn(r)e"”‘%‘_ nEpn(r,1)
n=-3,-2,-1,+1,+2,+3 (2.9)

E/i’(—n) (I’) = E;'n (I’)

A través de la version unidimensional de la segunda transformada de Fourier (2.6), tenemos

para el campo (2.9)
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nn —pn

E, (1) = [ dtE,(r,)e =5, () | dte'” ™" =275, E ., (3(0—nav,). (2.10)

Por (2.10) las polarizaciones de primer, segundo y tercer 6rdenes (2.8) se escriben como

+00

da) i —inw,
PY(r,t) = j Zz;;g(a))[zmeﬁn(r)a(w—nmo)]e =6, (Nwy)E 5, (r)e ™

- 5””§aﬁl(na)0) Eﬁn (r)eimwOt = 5nnZ(na)0) Ean (r)eiin%t (211)
Pa(z) (r’t) = 5n1n15n2n2 Z(g?y (nla)o 1n2a)0) Eﬁ”1 (r) E;/nz (r)e‘i(”””z)“’ot

PO(r,t)=6,.6,, 6 Zfﬁ)yg(nlwo,nzwo,nga)o)Em(r)Eynz(r)Em(r)e—i(nﬁnzma)%t,

MmNy~ NpNy ™ Ngg

donde hemos tomado en cuenta que el tensor de susceptibilidad de primer orden se reduce a
un escalar.

Limitandonos a la polarizacion no lineal para n, +n,,n, +n, +n, =n, entonces (2.11) se

reduce a

PO(r,t) =6, x(nw,)E,, (e ™" =5, PP (r)e ™ =5 PY(r,t)

nn- an nn- an

P (1)) = 818, O o, 2 (M5 1,03 Ey (1)E, (D)™

nn=n+n, n T NyNn,

=5 PA(r)e ™ =5 PA(r 1) (2.12)

nn- an nn- an

Pa(3) (r,t)=9 on 0. 0. O n3/1/r§3ﬂ)75(nla)o N, ,nswo) Eﬂnl (r) E}/n2 (r) E6n3 (r)e—ina;ot

nn=n+ny,+nNg =y = Nyny = Ng

=5,,P2(re ™ =5, PY(r,1).

nn" an nn" an

De acuerdo con el campo eléctrico de (2.9), las polarizaciones de (2.12) y reconociendo una

igualdad para cada valor de n, entonces la ecuacion de onda en (2.2) se expresa como
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Vi-V(V.) +(nf—2°)zg(na)o)} E,(rt)= _47[(n‘a:)_20)2 P®I(r,t)

O+, Oy, O, Z{E{?y(nla)O’nZa)O)Eﬂnl(r't)Eynz(rft) (2.13)

M+ =y~ Ny,

Pn(2,3) (r ’ t) — éa +5ﬂ 5 5 5 ZO(;;)}/& (nla)o 1n2a)0 )n3a)0) ]

N +Ny+N3 =~ My~ Nyny =~ Ngng

xE,, (r.Y)E, (r.H)E;, (r.t)

donde por construccién la dependencia del tiempo puede suprimirse y

P (r t) = PO(r,1) + PO(r, 1)
e(nw,) =1+4ry(nw,) (@19
&' (nw,) =1+ 47 (-1, = £(-Nwy).

Con (2.13) podemos establecer ecuaciones para los casos de n=+1,+2,+3. Las
situaciones donde n=-1,-2,-3, son equivalentes a la obtencion de las respectivas

conjugaciones complejas de las primeras ecuaciones. Las ecuaciones (A.4)-(A.7) del

Apéndice, nos indican que

2

Vi_V(Ve)+ 2 E (1) = —az %0 pea (r ¢
( .)+ C2 8(0)0) l(r’ )_ T C2 1 (r1 )

[ 249 (<20, +3w,)Ej, (1, )E (1, 1) ]
+2 25 (—1, + 2, E, (r,1)E , (1, 1)
+6 75 5 (=3, +1wy +3w, ) E L, (r, 1) E,, (r,1)E 4 (r,1) (2.15)
PEI(r,t) =6, | +375) ;(-3w, + 20, + 2, ) E 5 (r,1)E , (r, 1) E,, (r,t) |,
+6 15 5 (—20, +1wy, + 20, Ej, (r,1)E, (1, 1) E,, (1, t)
+3 750 5 (—1w, =1y +3wy ) E (1, ) E; (1, 1) E b (r, 1)
| +325)s (Lo, + 1wy +10)E, (P DE (N DE,(r,t) |



24

£(20,) |E, (r,t) =4z P23 (r,t)

V2 —V(V ) (22)0)

(2a,)°
c?

a/f’7

+175) (+1o, +1m,)E 5, (r,t)E (1, 1)

+678) 5 (—3w, + 20, + 3w, ) E 5 (1, 1)E, (r, 1) E,(r,t)
+6 75 5 (—2w, +1wy +3wy ) Ej, (1, 1)E, (1, t)E 4 (r,1)
+31 ) (2w, + 20, + 20, ) E, (1, 1)E , (1, 1) E, (1, 1)
| +6 145 (Lo, + 1 +200,)E () E 1 (1 ) Eo (1 1)

220 (1w, +3w, ) E, (r,1)E 4(r,t)

(2.16)
P29(r,t) =6

vz—v(v-)+(3i‘;—§)2

(39,)°
2

.9(3(00)} E,(r,t)=—4r P2I(r,1)

228 (+1w, +20)E 4, (r,1)E ,(r,1)
+35) 5 (=3 +3m, +3wy, ) E 5 (1, 1)E (1, 1) E,(r,1)
+6 75 5 (=2, + 20, + 3w, ) E, (1, 1)E , (1, t)E 5 (r,t)
+679) (~1m, +10 + 30, )Ej, (1, E  (r))E(r,t) |
+3 75 5 (1w + 20y + 20, ) E, (1, 1)E , (1 1) E,,(r,t)
1y (Hlog +1m, +1wy)E, (r,)E,, (1 H)E, (1)

(2.17)
P9 (r,t) =6,

A través de la convencidn de suma implicita se tiene, en coordenadas rectangulares

VIE,(r)=6,VE, () =6, 2 E (rt)=6, 225 E, ()
Oy Oy Oy Oy

(2.18)
V[V-E,(r.t)]=¢§, 0 { o5 E (T, t)}

por lo que la componente « de la ecuacion de onda (2.13) puede expresarse como

{a 0 2 0 (na)o)

__ (na)o) (2.3)
5757 aaap @ e, } (1) =47 S RE(rY. (219)
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2.4 ECUACIONES ACOPLADAS DE LOS CAMPOS, PARA UN
ELEMENTO DE UNA ESTRUCTURA MULTICAPAS: CAPA DE
MATERIAL NO LINEAL

Consideremos una capa de material no lineal, de area A=Xx,Y, centrada en el origen de
coordenadas y grosor | =2z, Si x,,Y,>z, y evitando los efectos de “orilla”, podemos

tomar la aproximacion de area infinita y en consecuencia suponer que las amplitudes de los

campos dentro del material dependen solo de la coordenada z.

Yy O——— 2

FIGURA 2.1. Capa de material no lineal de area infinita sobre el plano xy.

Retomando la ecuacion (2.9) para las componentes del campo eléctrico, escribimos

E,. (1) =E,,(2)e""

Eaz(—n) (Z) = E;n (Z)
Ky =6,k = 6Nk, +€,nk,, +6,k,, (2.20)

e(na,).

n

(@, )’
;=%

La relacion (2.20) aun es lo suficientemente general para admitir la situacion del Capitulo

3, en donde se considerara una estructura multicapas. Para ello solo habra que considerar
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i (NKy X+nkyqy+K;,2) - i(nky X+nky1y—K;,2)
En(N=E, (2" "+ B, (2)e7

i i(nky g X+nky,y+KznZ i (221)
= E(2)+E,, () 2 [0 et — (7).
Las ecuaciones propuestas (2.9) y (2.20) tienen como consecuencia
k, =k, =real
k,, =k, = real (2.22)
kz(—n) = _k:n'
Si de acuerdo con (2.20) desarrollamos (2.19) [ver (A.8)-(A.9) del Apéndice]
2 B .
L 5B ()= | S 2k, K JE,,(2) e e,
oy Oy dz dz
0 0 d . dE,.(2) . in(,x+ky1y) ik 2
-———E,(r)=—<|06,—+Iik — A2 +4ik oE (2) |pe e (2.23
aaa ﬂn( ) {( az dZ an}|: dZ n n( ):|} ( )
(na)o)2 5 E _kZE in(kyyX+ky1y) Liky,z
Tg(na)o) wEm(N) =KE, (2)e e
P(2,3) (r) _ P(2,3) (Z)ei”(kxlx+ky1Y)
5:1“12 5”1“15”2”2 Zé;i’ (nl’ n2) Eﬂfh (Z)E7nz (Z)ei(kzm+kzn2)z
PEI(2) =| +65 11, 40, Onn Onon, Onin X s (M N, N)E 5 (2)E,, (2)E, (2) (2.24)
i (Kgny +Kyn, +King ) Z '

Xe

Z;,ZB);/ (n,n,) = Zéz)y (e, Ny,)

3) R ¢<))
Xapys (N, ny,ng) = Xapys (N, N4, Ny, ).

Empleando (2.23) y (2.24) entonces la ecuacion de onda (2.19) se puede rescribir como
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{[d_2+2|k d ann(z)—(ﬁazi+ikanj[dEz”(z)+|k .E (z)}}
dz? dz dz dz

nw, )?
= —47[% Pa(s,?:) (Z)

(2.25)

Para n=+1,+2,43, los segundos miembros respectivos de (2.25) se obtienen

inmediatamente a partir de (2.15)-(2.17)

{( d22 _|_2|k d JEal(z)_(é‘az i—l—ik&lj[M_i_ikl.El(Z)}}eikle
dz tdz dz dz

(2)( 2 +3)E Z(Z)E 3(Z)el( K;»+k,3)2

Xopy
+278) (-1,+2)E;, (Z)Eﬂ(z)el(—kzﬁkzz)z
|62 (314 (B L (2)E () (2.26)
— 4701438, (342,42} (DE,,(DE, ()
1678 (-2,+1,+2)E}, (2)E , (2) E,, (z) e Hartoa:

+3Z§2}/§ (_1l _1! +3) E;l (Z) E;l(Z) E53 (Z)ei(_kll_kzl+kzs)z
+378) s (L +L+DE;, (2)E, (2)Ey( 7)g!Hatkathan)?

afyd

d? d d . dE, (@) .\ . i,z
{(d >+ 2ik,, J E,.(2)- ( dz+|ka2J{T+|k2 Ez(z)}}e

(2) ( 1, +3)E 1(Z)E}/3(Z)ei(_k;+kl3)z

Xapy
+1z;;; (+L+DE,, (D)E, (2)el et
(2w,)’ +67) (~3,42,43)E}, (2)E, , (2) E ;5 (7)€" o o)?
€ 4625 (-2, +1L+3)E;, (2)E 1 (2)E,;y (2)e!or ko)
3785 (-2,+2,42)E;,(2)E,, (), (2)e!oxoeee)

+6}(l§3ﬂ)75 (-L+1+2)E,,(2)E,,(2)Es, (2)e'hutkathin)?

(2.27)
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d? d d . dE,;(2) gl
{(d 2+2||( d ] as() ( d_ |ka3j|: 4z +Ik E (Z)}}

278 (+1,+2)E, (2)E , (2)'*Huteo”

1379 (3,43, 43)E ,(2)E 5 (2) E ;5 ()€ Hishusthoo:
(3w, )? 1675 (2,42, 43)E;},(2)E, , (2) E ;4 (2) 2zt
c* 167 (1,41, +3)E}, (2)E, 1 (2) E o (z)e! k)
+3ZD(;)75(_1,+2,+2)E;l(Z)Eyz(z)Eaz(z)ei(*kzl+kzz+kzz)z
+l;([f;)y5 (+1L+L+DE, (2)E . (2) E, () (ke thatha)?

(2.28)

2.5 EL PROMEDIO TEMPORAL DEL TEOREMA DE POYNTING

A partir de (2.25) se puede obtener una expresion equivalente al promedio temporal del
teorema de Poynting [ver la discusion alrededor de (A.14) y (A.27) del Apéndice], el cual

mediante el desarrollo correspondiente de (2.2) se expresa como

d

(), =5 [(8)+(s)+(s.)],
8,00 df. dE;n(Z) . (kK32
- 47Z'n600 E IEgn(Z) zn an(z)Ean(Z) kan an(Z)Ezn(Z) € (229)

= N3, E;, (2)e " [PP(2)+P%V(2) ]
= N3, E;, (2)e " {I Im[ x(nw,)] E,,, (z)e"* + Pa(rfﬁ)(z)}’

donde « indica suma Unicamente sobre X, y.

Tomando en cuenta a (2.24), el segundo término de la cuarta linea de (2.29), después de
retornar a la notacion de indices negativos para las cantidades conjugadas complejas y de

adoptar un convenio simplificador de la escritura, queda como



29

inw,s,,E., (2)e P2 (z)

n ik, _nyzZ ik, Z ikzn, 2
S in, OOy By (D)€ E 4, (2)€"™°E,, (2)€"™ x5 (n,n,)

N +ny =y~ Ny,

iKyp, Z ik, Z ik, Z

=iN@yS, | +35 11, 10O Onrs Onn, Eumy (D) E 5, (2)€"™°E,, (2)€"*°E,;, (2)€"™

M+Ny+Ng = My~ NNy~ ngng —a(—n)

Xﬂ(é;)yg (n,n,,Nng)
L 4(2.30)

5r:1+n2 5n1n15n2n2 (a(_n)1 ﬂnl’ ynZ)Zo(zzf (nl1 nZ)
_+5n O, Onon, O, (a(_n),ﬂn1’7n2’5”3)7(;26(”1’ n,,n;)

M +Ny+N3 =~ MMy~ NyNy =~ Ngng

=iNw,d,,

n (2)
5n1+n2 5n1n15n2n2 (_n’ Xapy n,n, )

=inw,0, )
TSt s s s (—n ® n.n n)
| Ty, +n3 Oy Oy, Oy 1 Xapys i Thi Ty T

Observemos que aungue no tenemos indices griegos repetidos en la Gltima linea de (2.30),
las sumatorias respectivas subsisten, por definicion. También, a causa de las relaciones

(A.1) los pares pn,yn, (pBn,yn,,on,) pueden conmutar libremente entre si, pero en
principio no lo pueden hacer con el par a(—n).

Ahora, la evaluacion de (2.30) ya se ha iniciado, salvo un factor numérico, con los

segundos miembros de (2.26)-(2.28), junto con sus conjugados complejos (n=-1,-2,-3).

Usando esta referencia y llevando a cabo algunas transformaciones y desarrollos

adicionales simples, rescribimos a (2.29) como



d d —2(Im >
E<S>Z = (S1)+(S,)+(Ss) ], =20, Im[ 1 (lw,) [ "™ °E{ (2)+E, (2)
— 4, Im[ 7 (20,) |6 ™ E; (2)°E,(2)
—60, Im{ 7 (3w, )]e 2™ E; (2)+E,(z) +
(1) +2iw, (-1, 72, -2,+3) —2iw,(+1, y? +2,-3) 12 ]
0 afy 0 Bra
2)  +2iw, (-1, x5, —1,+2) —2iwy(+1, £§) +1,-2) (8
3) +6iw,(-1 £ ,,-3,+1,+3) —6iw,(+1, 2, +3,-1,-3) (3
0 apys 0 yoap
4)  +3iwy (-1, 25, -3,42,+2) —3iwy(+1, 55, +3,-2,-2) (10
5) +6iwy(-1 x5 —2,+1,+2) —6iw, (+1, x5, +2,-1,-2) (5
6) +3iw,(-1, 2  -1,-1,43) “Siw,(+1, y?. +1,+1,-3) (14
0 afys 0 Byoa
7)  +3iw, (-1, 9 -1,+1,+1) —3iw,(+1, 72 ,+1,-1,-1) (7
0 apyd 0 7o,
1) +4iwy (-2 25, +3,-1) — 4w, (+2, %), -3,+1) (12
8) +2iwy(-2, x5 ,+1,+1) —2iwy(+2, 72, -1,-1) (2
+ 9) +12iw, (-2, 7 ,-3,+2,+3) —12iw,(+2, 72 ., +3,-2,-3) (9
0 apys 0 yéafs
10)  +12iw,(-2, x5, —2,+1,+3) ~12iwy(+2, x5, +2,-1,-3) (4
11)  +6ia,(-2, 255, -2,42,+2) —6iw, (+2, 7D, +2,-2,-2) (11
5)  +12iw,(-2, x5, +1,+2,-1) ~12iwy(+2, 15, —1-2,+1) (5
12)  +6iw,(-3, ;((i?y&l, +2) —Biw,(+3, ;(;ft)ﬂ,—l, -2) (1
13)  +9iwy(-3, x5 5,-3,+3,43) —9iw, (+3, 755, +3,-3,-3) (13
9) +18iw,(-3, . +2,4+3,-2) ~18iw, (+3, ¥ ,-2,-3,+2) (9
0 Broa 0 safly
3)  +18iwy (-3, x5y, +1,+3,-1) —18iwy(+3, 75, ,-1,-3,+1) (3
4)  +9iwy (-3, x5, +2,+2,-1) —9iw, (+3, 78, —2,-2,+1) (10
14)  +3iw, (-3, 75 5, +1+1,+1) —3iw,(+3, £, -1,-1,-1) (6

30

(2.31)

Los elementos de la primera columna de la tabla de (2.31) pueden diferir (aparte de un

factor numérico coman) de los elementos de los segundos miembros respectivos de (2.26)-

(2.28), en dos aspectos: uno, por las relaciones (A.1l); dos, en el orden de los indices

“mudos” «, B,y (&, B,7,9), (que en este sentido es perfectamente valido). A la segunda

columna, que corresponde a la compleja conjugada de la primera, también se le ha aplicado
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este procedimiento. De esta manera se cuenta con una expresion que sera utilizada méas

adelante.

2.6 SIMPLIFICACION DEL PROMEDIO TEMPORAL DEL TEOREMA DE
POYNTING

Cuando las constantes de amortiguamiento I" pueden despreciarse (es decir casos no
resonantes: las frecuencias involucradas corresponden a energias menores que el gap
electronico del material no lineal, ver el Apéndice A.3), se puede demostrar que la

susceptibilidad no lineal de orden n tiene la simetria de permutacion [2.16]

n= 213,. .o
Xefip 0, (@ = O+ @y 44 @) = 1y (0 =0, == 0, + 0) (2.32)
= Zg:lﬁl. B (0, =0-0 - -0a,,),
lo que nos permite obtener [ver (A.37)-(A.38) del Apéndice]
(—n,;(;?yﬁ,nl,nz,ns) :(nl,;gg;)aa,nz,ns,—n):(nz,;gglﬂ,n3,—n,n1) 23
=<n3’;(§2ﬁy'_n’ n, nz)’
(=n 2% 0, n,) = (0, 25 0,0 —0) = (0, 22—y ). (2.34)
Por otra parte, ya expresamos en (2.11) que
T (@) = 25) () = 15 (N, ) = x(nay). (2.35)

Si ahora reunimos, en (2.31), las relaciones (A.34), (2.33)-(2.35), obtenemos que cuando la

energia de los fotones no supera la banda prohibida electronica
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d d

L(5), =S [(s)+(s.)+(s:)], =0 39)

donde el resultado se aprecia poniendo atencion a los términos de (2.31) que tienen la

misma numeracion.
Si la dispersion de »™ puede también despreciarse, entonces la simetria de
permutacion en (2.32) llega a ser independiente de las frecuencias. Consecuentemente, una

relacion de simetria ahora existe entre diferentes elementos del mismo tensor ™, esto es,

Zg’/}jﬁz_,ﬂn permanece sin cambio cuando los indices Cartesianos son permutados. Esto es

conocido como la conjetura de Kleinman [2.17], con la cual el nimero de elementos

independientes de y™ puede reducirse mucho. Por ejemplo, reduce los 27 elementos de

7 a solamente 10 elementos independientes. Debemos notar que dado que todos los

medios son dispersivos, la conjetura de Kleinman es buena aproximacion solamente cuando

todas las frecuencias involucradas estan lejos de las resonancias, en tales condiciones la

dispersion de »'™ no es relativamente importante [2.18].
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CAPITULO 3

PAQUETES DE ONDAS DE PRIMEROS, SEGUNDOS Y TERCEROS
ARMONICOS, EN LA APROXIMACION “NO-DEPLETION”

En este Capitulo generalizaremos el razonamiento del Capitulo anterior que nos llevo al
conjunto de tres ecuaciones acopladas (2.15)-(2.17). La generalizacidn consiste en proponer

como solucion de las ecuaciones de Maxwell la suma E(r,t) de tres pagquetes de ondas, un

paquete de primeros armdnicos, un paquete de segundos armoénicos y un paquete de
terceros armonicos, dentro de un material en donde se toma en cuenta hasta el tercer orden
de la expansiéon de P(r,t) en serie de potencias de E(r,t).

Con base a los resultados del Capitulo 2, conceptualmente podemos construir las
ecuaciones acopladas para la formacién de paquetes, sin embargo tendriamos un conjunto
abrumador de ecuaciones que en términos practicos seria imposible darles solucion.

Un primer paso hacia la solucion del problema presente de paquetes de ondas, es la
aproximacion ‘“no-depletion”, que en los segundos miembros de las ecuaciones
equivalentes a (2.15)-(2.17) solo mantiene a los productos de los campos donde los factores
son todos primeros arménicos, despreciando también los términos de autointeraccion [3.2]
en las ecuaciones (2.15). El sentido fisico de la aproximacion “no-depletion” esta ligado
con el promedio temporal del teorema de Poynting de la Seccién 2.6 y la generalizacion de
la Seccién 3.3, cuando la frecuencia de la radiacion involucrada corresponde a energias
menores que el gap electronico del material no lineal.

Pese a la aproximacioén “no-depletion”, en el caso de paquetes de ondas los segundos
miembros de las ecuaciones equivalentes a (2.16)-(2.17) no se reducen a un término como
ocurre para una sola frecuencia de primer armonico. Por ejemplo, si en el primer miembro

de una ecuacion del conjunto correspondiente a (2.17) aparece E,(3w), entonces en el
segundo miembro de la misma ecuacion deben aparecer los productos E,(@)E,(®)E,(®),
E,(w)E,(0w+Aw)E,(w—-Aw), -, en otras palabras, en el segundo miembro contribuyen

todas las sumas multiples de tercer orden equivalentes a 3w, sumas con respecto a las

frecuencias @ de primeros armonicos. Una manera de tomar en cuenta todos los términos

de sumas multiples equivalentes de frecuencias, es a través de la simplificacion adicional
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que Ilamaremos la aproximacion binomial o de sumatoria (integral) simple, la cual expresa
el resultado en términos de wuna modificacion aplicada Unicamente sobre

E,(w)E,(®)E,(w), para nuestro ejemplo de tercer orden.

Maés especificamente, en este Capitulo discutimos la solucion numérica de la
generalizacion de las ecuaciones (2.15)-(2.17), en la aproximacion “no depletion”, con o sin
aproximacion adicional binomial, para la transmision de radiacion electromagnética a lo
largo de una estructura de capas no necesariamente periddica.

Para ello es necesario escindir las generalizaciones de cada una de las ecuaciones (2.16)-
(2.17). Por ejemplo, si en el primer miembro de una ecuacion del conjunto escindido

correspondiente a (2.17) aparece E,(w, +@, +a, ), entonces en el segundo miembro de la
misma ecuacion debe aparecer Unicamente el producto E,(w, )E, (@, )E, (e, ). De manera

que podemos hablar de paquetes de ondas de armdnicos de un mismo orden o
alternativamente de paquetes de ondas correspondientes a todas las posibles sumas
maltiples de un mismo orden, sumas con respecto a las frecuencias @ de primeros
armonicos. Preferimos la segunda expresion debido a que puede confundirse un armonico
no lineal debido a todas las contribuciones equivalentes de sumas de frecuencias, de la idea
monocromatica comun de un armoénico no lineal generado por una sola frecuencia.

La aproximacion binomial para la construccion de paquetes de ondas no lineales, se
deduce a partir de un paquete Gaussiano incidente (de primeros armonicos), que es estrecho
en el dominio de frecuencias, y se demuestra que es valida mas alla de los drdenes dos y
tres correspondientes a las generalizaciones de las ecuaciones (2.16)-(2.17).

La solucion numérica “no-depletion” sin aproximacion binomial requiere de una sumatoria
(integral) maltiple del mismo orden que el paquete. Incluyendo la aproximacién binomial
necesitamos de una sumatoria (integral) simple sin importar el orden del paquete, por lo

que puede considerarse la contribucion sobresaliente de este trabajo de investigacion.
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3.1 SOLUCION GENERAL PARA CUALQUIER CAPA DE MATERIAL NO
LINEAL
En la ecuacion (2.9) consideramos un campo eléctrico constituido por tres elementos
monocromaticos: una onda primaria incidente o primer armonico con la frecuencia @,, y el

segundo y tercer armonicos generados dentro de un material no lineal, estas dos ultimas

ondas con las frecuencias respectivas de 2w, y 3w,
E(r,t)=5"E, (r)e™, n=-3-2,-1+1,+2,43. (3.1)

Consideremos ahora que en lugar de un elemento monocromatico incidente tenemos un
paquete de ondas, y donde tenemos en cuenta las sumas de frecuencias de segundo y tercer

ordenes, que se generan dentro del material no lineal

E(r,t)=8E (e ™ +5iEE,, (r)e ™ + 5tE, | (r)e "™,

hlls

5II11|I22 = (r)e ) = o) [5a2):)|+w|2 5||f||22 E,, (r)eil(whwwt} =5/ E, (e ™, (3.2)
Ll —i(oy +oy, +aop )t | 3w Il —i(oy +oy, +aop)t | —i3at
5|f|22|33 E|1|2|3 (r)e “» =9 |:5th@|2++50,35|11|22|33 Euzla(r)e R ]:6] E3I(r)e "

donde adicionalmente se propone que
LiL L =--3-2,-1,+1,+2,+3,--, Oy =—,

Wy —Coy S @y, @y, @, @ < Oy +COy, @,,Co, >0, w, > Co,,

(3.3)

S5, 65 = sumas con todos los respectivos indices positivos o negativos a la vez,

L,

E(—I)(r) = Ef(f)1 E(7|1)(7|2)(r) = E;z (r)’ E(,|1)(,,2)(7|3)(r) = E|:|2|3(r)-

Vemos en las dos ultimas lineas de (3.2) que el problema de paquetes de ondas no lineales
generadas por todas las correspondientes sumas multiples de frecuencias incidentes,
realmente es una generalizacion natural del Capitulo 2. Estamos considerando un paquete
incidente de primeros armoénicos, con la generacion de paquetes de segundos y terceros

armonicos. En particular, por lo tanto también deben generalizarse las ecuaciones (2.15)-
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(2.17). Debemos tener claro que en esta generalizacion los armonicos no lineales no son
generados por una sola frecuencia, sino por todas las sumas equivalentes de frecuencias.
Sin embargo, como trabajaremos esencialmente a través de la formulacion de la primera
linea de (3.2), entonces nos expresaremos con cierta libertad en términos de la situacién en
que un armonico no lineal es generado por una sola frecuencia.

Es conveniente expresar las polarizaciones en términos de poliadicas [3.1]

\n\ \n\( ) WIW

—¢, 7. 5 (@)€508,) (8, <6, ) ylll(r)e"“"lt.. E,. (Ne
=[6.2 4 (@6, - m]:[éh E,, (Ne™™ ¢ Em.w(r)e*'“""*] (3.4)
= 1+\n\(a)n):[Ell(r)eiwIl : E|H( )e o }

0, =0, ++a0, .
h In|

—iaw,t
x5, 4, (@,)E, (e ot

Ia)w

En este trabajo tomaremos la aproximacion “no-depletion”, que consiste en ignorar la
reduccion del paquete primario debido a la conversién de una porcion de su energia en
paquetes de segundo y tercer ordenes. En consecuencia podemos suponer que, en relacion
con el paquete incidente los otros dos contribuyen muy poco.

Dentro de la aproximacion “no-depletion” y de acuerdo con (3.2) y (3.4), la generalizacion
de (2.15)-(2.17) en la que no se efectla todavia una separacion del espectro de frecuencias,

puede escribirse como

{Vz -V (Ve)+ (z—f &, )} S'E, (r)e™"

= AT 85 0, AT, + 0y, +0) E (e VE, (e E (e ™, (35)

oy +o, +aoy,

1 >0,

donde la delta de Kronecker & permite que 1, I, y I, recorran todo el dominio

oy +oy, +oy,

establecido en la primera linea de (3.3),
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O, o ] —i(o, +o,
{VZ_V(V')JF(IlC—zIZ)S(O).ﬁa),Z) SHEE,, (r)e !

(0, +o,) .
2

2
STy (o, +,):E, (r)e" ™ E, (e "™, (3.6)

L1, >0,

2
o+, +o —i(w, +o,, +,
[VZ_V(V°)+( Il (:I22 & (o, +o, +a)l3):|5llllllzzllg3 E,,,(re (Ot 1)1
(wh +wlz +wl3)2 Ll ) oyt —imy,t —ioyt
=-Ar o Oun (o +o, +w, ) E (r)e " E, (r)e " E (r)e ™, (3.7)
1,11, >0.

Realmente las ecuaciones (3.5)-(3.7) Unicamente requieren que sus correspondientes

dominios de frecuencias no se traslapen. No obstante consideramos la condicion @, > co,

porque nos conducird a una aproximacion adicional, que de hecho utilizaremos finalmente
en este trabajo. Esto se discutira en la Seccion 3.4.

La aproximacion “no-depletion” requiere que los segundos miembros de (3.5)-(3.7)

tengan el caréacter de una pequefia perturbacion a la ecuacion homogénea correspondiente,
por lo que a pesar de que se presenta un efecto de auto interaccion [3.2], en (3.5), también
lo omitiremos anulando el miembro derecho correspondiente.
Ya sin auto interaccion, si en (3.5)-(3.7) realizamos una separacion del espectro de
frecuencias y simplificamos la dependencia temporal, entonces se tendran tres conjuntos de
ecuaciones “individuales”, cuyo numero de componentes coincide respectivamente con el
namero de términos de una sumatoria que puede ser simple, doble o triple.

Con las siguientes consideraciones

On) SOy T+ O, E.(r)= E|1...|‘n (r), E(—n) (r)= E(7|1).4.(,|W) (r),

To(@):|E,(0-E (], Ing1,
-0, inj=1] (3.8)

P(_n)[r,a)(_n)] = pn*(r,wn).

P (ro,)=

k,=m,lc,
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las expresiones (3.5)-(3.7) pueden escribirse en la forma “individual” compacta

\

(V2 =V(Ve)+kie(@,) |E, (r) =—47kLP, (1 a,). (3.9)

Lo que resta de esta seccion lo dedicaremos a establecer tedricamente la solucion general
de los tres conjuntos de ecuaciones “individuales”, representados por (3.9).
Como se sabe una onda plana, transversal o equivalentemente de divergencia nula, es

solucién de la ecuacion homogénea asociada a (3.9)

[V?=V(Ve)+k.e(@,) |E, exp(ik,« r) =[ ik, + E, exp(ik,« r) ] (-ik,)
=[ VE, exp(ik,+ r) |(-ik,) =0,  (3.10)

E, = constante, k. =k "% (o).

Ahora necesitamos un sistema de coordenadas que esté de acuerdo con la discusion del

Capitulo 2, eligiendo xz como el plano de incidencia
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z=0 z=d

FIGURA 3.1. Estructura de capas de materiales no lineales.

De esta manera para cualquier capa de material no lineal, omitiendo la identificacién
correspondiente e incorporando las leyes de la reflexion y la refraccion, podemos definir los

vectores de onda

ky =k, [6.5 £é,N(,)],

k=" (w,)send = £'* (w,)send, =send,, N(w,) = &"*(w,)cos, (3.11)

\

k)’ =kie(@,) =K, [ £* +N*(a,) ],

en donde x es la manifestacion de la ley de Snell. El angulo & depende de &(w,). De

acuerdo con (3.10)-(3.11) podemos escribir la solucion general de la ecuacion homogénea

[V?=V(Ve)+kie(@,) | E(r) =0,

\

(3.12)
E,.,(r) = exp(ik,, xx) { E; exp[+ik N (@,)z]+ E, exp[-ik,,N(@,)z]}.
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A partir de (3.12), obtenemos para el campo de primer orden
E,, (r) =exp[i(e, / )] { E; exp[+i(e, /)N(e) 2]+ E; exp[-i(e, / )N(@;)z]}. (3.13)

Hemos solucionado la ecuacion “individual” (3.9), segln lo establecido en (3.8) para

n=1y con (3.13), por lo que con ayuda de esta Ultima ecuacion

P, (1,@,) =Ty(@,) | Eyp(NE;1 (1) | =Ta(@,) : exp(ik,,x) Dy (2),

E,E, exp[lk N (a)l)z}+ EIIE,:exp[lkZVNI |+(0)l)z:|+

2v (e

Dy, (2) = . (3.14)

2v 11y

E, E, exp[lk N (a)l)z}+ E,E, exp[lkZVNII (a)l)z}

P, (r,m,)=06:P,, exp{ik2V [KX+ NZS(a)l)Z]},

N|1+|2+ () = :+0)|1 N (a)|1) to, N (50|2 ): /(a)l1 T o, )

N, (@) =|-oN(®,)+o, N(o,) (o +o,)
Ny (@)=1 "~ - . : (3.15)
N|+|2— (o) = | T, N(o,) -, N(a, )_ o, +o,)

(o) = | —O, N(o,) -, N(a, ): o, +a,)

|1 Iy

Similarmente

P, (r,w,) =T, (w,): [ Ih(r)EIh(r)Elh(r)] T4(a)3)ZeXp(ikvaX)D|1|2|3h(Z),

E; E, E; exp |k3VNH| (@,)7 |+ E;E/E; exp |k3VN|H (@)z |+

E/E,E; exp|ik,N__ (@) |+ E E/E, exp|iky N ()7 |+
D|1|2|3h(z) = - Z - - +,(3.16)
E,E,E, exp Ik3err|+(a)1)Z +E, E E_ exp|iky,N_. (@) |+

E,E E, exp| ik (a)l)z +E,_E_E,_exp ikSVNI___(a)l)z_

3V I1 IZ I3 I2 I3

P, (r,w,) = 5P, exp{ik3V I:KX + Ny, (601)2]} :
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N, @) =[ +o,N(@) +o,N(@,) +o,N@,) (o, +o, +o,)
N, s (@) =] -0 N(@) + o, N(@,) + o N(@,) | (@, +o, +,)
N (@) =[+o,N(@) -0, N(@,) +o N(0,) [(o, +o, +o,)
Ny (@) = +o,N(@) + o, N(@,) ~o,N(@,) | (@, +o, +o,)
N, (0)=1 *° - . . (3.17)
N, (@) =] -0, N(@)-o,N@,) +oN@,) (@, +o, +,)
N, (@) =[-o,N(@,)+o, N(@,)-o,N(@) (o, +o, +o,)
Ny (@) =[+0,N(@,)~ o, N(@,)-oN(@,) (o, +o, +,)
N (@) =[-o,N(@)-0,N@,)-oN@)] (o, +o, +o)
Un caso particular de las relaciones (3.15) y (3.17) es el siguiente
0 =0, =0, =0,
N, (@) =+N(@)
N, (@) =+N(@)/3
N, (@) =+N (o)) N (@)=+N(@)/3
N_.(@)=0 N, (@)=+N(®)/3| (3.18)
Nops(@) =1 * Ngg(@)=¢ * .
N, (@)=0 N, (@) =-N(@)/3
N, (@) =-N(a) N, (@)=-N(@)/3
N, (@)=-N(@)/3
N, (@)=-N(@)

La expresion (3.18) para N, (@), con o,

=w,, esta ligada con el calculo del tercer

armoénico para una onda monocromatica incidente, que utiliza Bethune [3.3] como ejemplo

de aplicacion de un método numérico en la aproximacion “no-depletion”.
extenderemos a nuestro problema con paquetes de ondas.

De acuerdo con (3.14) y (3.16), ahora puede escribirse

Método que
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In|=2,3,
P (r,@,)=0;P,exp(iker), (3.19)
K =K, [éXK‘ +€,N,, (a)l)]

En analogia con la ultima linea de (3.11), definimos constantes dieléctricas efectivas

&, (@,) através de la ecuacion [3.3]

K, =k2 (@) =2 | ° + N2 (@) | (3.20)

La Figura 3.2d considera el segundo resultado (3.18) y de acuerdo con la Figura 3.2b (0 ¢)
podemos efectuar una descomposicion vectorial adicional en (3.19) y en consecuencia

proponer que el segundo miembro y la solucion de la ecuacion “individual” (3.9) contengan
la forma [3.3]

P, (r,@,) =53 (P +PL ) exp(ik,« ),
E, (1) =52 (Co Pa” +ch,PL ) exp(ik .« 1),

S ns" ns

(3.21)
P/ =Pe+Pi  Py=éPR, Pi=&Pl  Pi=§P.
6, =6,x8é, 8 =k /[ ki () ].
Sustituyendo (3.21) en (3.9)
[Vz -V (V+)+ knzvg(a)n)](cﬁsy PY+cl P! )exp(ikns- r)
(3.22)

=4z, (P + Py Jexp(ik,e ),
¢, =4rl [gns (@) - g(a)n)], cl = 47z/[—g(a)n)].
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FIGURA 3.2. Esquema de un medio no lineal de f capas que incluyen las
regiones semiinfinitas extremas, mostrando en: (a) los ejes coordenados usados,

(b) los vectores unitarios asociados con un vector de onda fuente k., (c) las

componentes de la polarizacién no lineal asociadas con un vector de tercer
orden K., (d) todos vectores k,, que surgen en el caso de la generacion del

tercer arménico cuando las ondas TM (p) de bombeo se propagan a derecha e
izquierda (e).

Al menos formalmente y para cada capa de material no lineal, en este momento ya
podemos construir la solucion (3.2), partiendo de las soluciones generales de la ecuacion
“individual” (3.9).

En (3.13) contamos con la solucion general de primer orden.

Por otra parte (3.21)-(3.22) nos proporcionan las soluciones particulares de segundo y
tercer orden. A cada una de las soluciones particulares hay que agregarle la solucidn
general (3.12) de la ecuacion homogénea respectiva, suma que a Su vez representa la
solucion general de la ecuacion no homogénea.

Reuniendo resultados, podemos incorporar estas caracteristicas en (3.2)



E(r,t) =5/E, (Ne"™ + 52 E,, (e " + 51 E,, (e,

- (E§l+E;y+En+”)exp{iknv[/<x+ N(@,)z]}+
(0° (E,. +E,, +E, )exp{ik, [xx—N(a,)z]},

ull

E; =0,

nj —

4z (P + P _Ar p! )
Lns (0)-¢(@,) &, } exp {IknV [KX +N, (0)1)2]} n

(Ejy +Eqy + Exyy Jexplik,, [ox+ N(a,)z]} +
(Epey + Epy + Eny Jexp{ik,, [ox— N(@,)z]},

Ei

ns|| —

E,(r)=0o;

Ei

nsL?

In|=1.

Inj=1.|

Inf=1.
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(3.23)

donde se ha extendido la idea de la Figura 3.2 al caso de las ondas homogéneas, cuyos

campos son perpendiculares a sus respectivos vectores de onda.

Esta expresion para la solucion general de los campos facilita el establecimiento de las

condiciones de frontera.

3.2 CONDICIONES DE FRONTERA PARA LOS CAMPOS DE SEGUNDO

Y TERCER ORDENES

De (A.17)-(A.20), podemos inferir que los campos magnéticos asociados a (3.23) son

H (r, t) = §I| H . (r)efiwnt n é‘llllll22 H ” (r)e—iwz,,t + é‘llllllzzllgg H3n (r)e—ia;s”t,
[x6, + N(@,)é,]x(E;, +E,, Jexp{ik,, [xx+N(e,)z]} +

H,(r) =
[x6, —N(e,)8,]x(E,, +E,, )exp{ik,, [xx—N(a,)z]},
[ K8, +N,, ()8, |x { 4z(PL+P)) 4zPl }
exp{—iknv [ X+ N, (a)l)z]} Es(@) (@) (@)
H, (1) =61 [x€, + N(@,)é,]x(Ex, +Ep, +Ep, Jexp{ik,, [xx+N(a,)z]}+ (-

nsL

[x€, —N(,)é,]x(E,

+ Ep, + En‘sl)exp{iknV [xx=N(,)z]},

Inj=1.

]

Inj1.

(3.24)
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Hasta el momento nos hemos referido a la polarizacion como la respuesta dieléctrica de

la materia, pero también puede hablarse de la polarizacion de ondas de luz [3.4].

Las ondas E, (r,t) y E,(r,t) tienen polarizacion lineal p (TM), mientras que las ondas
E, (r,t) tienen polarizacion lineal s (TE) [3.3].
Las ondas TM tienen el campo magnético perpendicular a la direccion z, por el contrario,

en las ondas TE el campo eléctrico es el que estd orientado perpendicularmente con
respecto a z [3.5].

La siguiente es una tabla relacionada con las polarizaciones p y s

[ polarizacién lineal p: x*+NZ% =g, (k6,+ NJS 8,)E - =xEp, +NE;, =0,]
H;E(KéX+NJS 8 )xE; =€ (N, EJSX KEJLSZ)

HE, =Y |EJSX %% =Y ELcos,, Y} =+e,! st, = (EL+ EL)V2e", |

=Y EL e, Yy ==l _

_polarizacién lineal s: H =(x€ +N&,)xE[=(-N€ +xé)E}, (3.25)
(HYL =YY |EL e =YEL, Y, =-N,. | |
polarizacion lineal p: H!'=(x6 +N_é,)xE! =

|HL =Y/'|E] | =Y/Elsend,, Y/ =0. ’

que puede resumirse en la forma
Htangencial :YEtangenciaI’ (3-26)

donde la componente tangencial es perpendicular a z. Los subindices jys se refieren

respectivamente a las ondas homogéneas y no homogéneas.
En lo que resta de esta seccion aplicaremos esencialmente el método de Bethune [3.3],

el cual adaptamos a las caracteristicas propias de nuestro problema.
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Las condiciones de frontera, en la interfase ij de la Figura 3.1, para las componentes
tangenciales de los campos eléctricos E:s{: que se encuentran en (3.23), se aplicaran en la

forma

i(kwaxx—ont) _

e e

+ JriknvNi (wn)zi' - 7iknvNi (wn)zi'
|:Ei,ns§e '+ Ei,ns§ ] :|

|:E+ e+iknij(wn)zij +E- e—iknij(wn)Zij i|ei(km,zrx—wnt) n (327)

j.nsg j.nsg

iKny Ny i - —iKy Npgi i i -
[E;gine+l nv 'Y nsj (a’l)zu + Eséjne 1Kny nsj (wl)zu ]el(knvl(x wnt)’ é: :J_, y,”’

donde se ha supuesto que existen las parejas +N . (@)>0 y —N. (@) <0, como en

nsj nsj

N, (@) de (3.18), aunque esto no es necesario ya que podemos tratar uno u otro caso por

+

separado, anulando la E_,,

gue no corresponda a la situacién de interés.

Simplificando el término exponencial de la ecuacion (3.27), esta puede abreviarse como
(E"+E)=(E; +E;)+(E; +E;). (3.28)

Las condiciones de frontera para los campos magnéticos respectivos tienen la forma (3.28),

que a su vez rescribimos con ayuda de (3.25)-(3.26)

Y, (B -E)=Y, (E] -E;)+Y. (E; -E,). (3.29)

Resolviendo (3.28)-(3.29) para E; y E, asi como expresando el resultado en forma

matricial

E, =M,E, +M,E

Yo +Y, Y -y, Y, +Y, Y, =Y,
E' 2Y, 2, |(E; 2Y, 2Y,  |(E! (3.30)
= —+ ,
E ) Y =Y, Yo+Y, (B Y =Y, Y +Y, (B

2, 2, 2y, 2
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donde hemos renombrado implicitamente a matrices y vectores columna. M. ., es la matriz

ij(s)
de transferencia para la interfase ij, donde el subindice s esté relacionado con la inclusion

de constantes dieléctricas efectivas.

La expresion (3.26) es util para implementar las condiciones de frontera, aunque como

puede verse en (3.25), tenemos un problema para Y, cuando N, =0. Este es el caso de la
ecuacion (3.18) para N, (@, ). No obstante también (3.25) nos sugiere que la forma (3.30)

puede mantenerse si, para cada N, =0, recurrimos al artificio
+E
Y, =—«/2, E., :( S“], (3.31)

donde la componente “tangencial” total z del campo eléctrico es cero, lo cual tiene
consistencia con el hecho de que en este caso E,, =0.

Bethune no tiene necesidad de tratar con la situacion correspondiente a (3.31) ya que
trabaja unicamente con N, (@,). Ademas el expresa a (3.30) en términos de las amplitudes
complejas E , E, yE,. Laforma de esta ecuacion se mantiene, aunque hay un cambio para
las matrices de polarizacién p

E) =M,E) + M E}

is—s?

cosé.
E’ =[ J Mij]Ef +(COSQS MisJEsl’ (3.32)

cosé, cosé,
cosd.

Ei” = J Mij Eﬂ' + end, M; El',
cosé, cosé,

expresion que esta de acuerdo con (3.25).

Asi que tomando en cuenta a (3.32) y segun convenga, la expresion

E, =M,E, +M,E (3.33)

is—s?
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puede verse como una ecuacion de componentes tangenciales o bien de amplitudes
complejas.

Como puede verse en (3.27), los vectores columna E; y E_ tienen una dependencia

exponencial en z, que permite escribir

Ej(zij+dj):q)jEj(Zij)’ Es(zij+dj):q)sEs(Zij)!

{exp[ﬂkmN J(@,)d; ] 0 }
D, = _ , (3.34)
0 exp| —ik,,N;(,)d; |
o exp| +ik,, N, (@,)d; | 0
. 0 exp| ik, N, (@)d, ]|

donde d; es el grosor de la capa j de la Figura3.1y @, es la matriz de propagacion,

is)
desde la parte izquierda hasta el lado derecho de la capa j.

Las matrices M; yM; en (3.33) dependen de la interpretacion que le demos a
E., E; YE,, por el contrario las matrices ®; y @ en (3.34) no cambian.

De acuerdo con (3.33)-(3.34), si queremos llevar simultdneamente al campo homogéneo y

no homogéneo, del lado izquierdo al lado derecho de la capa j, y conectarlos a través de la

interface jk con el campo homogeneo E,, debemos escribir

M,® E, + M DE, =E,. (3.35)

Las ecuaciones (3.33) y (3.35) son el punto de partida del desarrollo matricial central
realizado por Bethune.

Empleando las propiedades

O =0"'=D,, (3.36)

]
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podemos despejar E; de (3.33) y sustituirla en (3.35), para obtener
E, =M,®,(M,E +S,), S, =(®;M @, -M,)E,. (3.37)

Despejando S; de la primera de las ecuaciones (3.37), y considerando un sistema de f

capas que incluye las dos regiones semiinfinitas extremas de la Figura 3.1, se tiene

S.:R.{EKD}—L.{ o }
o0 "E () (3.38)

le = Mji(DiMi(i—l) e D,My, ij E(D'Mjkq)k "'cT)(f—l)M(f—l)f’

donde E; (j) y E;(j) son las componentes tangenciales (o bien las amplitudes complejas)
de campo eléctrico, para cierta configuracién ns&, justo fuera de la primera y Gltima
interfases, que son debidas a la polarizacion no lineal de la materia en la capa j. De la

primera de las ecuaciones (3.38), se tiene

2B, My BM,, (3.39)

i@ Pory

<

(f-1)f*

(L L) O
I—21 Lzz Ef(])’
Si) (T TL\(Er(D) _[ 0 j
s7) \T, T,)L 0 E(j))

y resolviendo para los campos transmitidos, se tiene respectivamente

(3.40)



(Euq: 1 pﬂ—%ﬂs
El_(j) R11L22_R21L12 R21 _R11 a

HU)_i{l OJQ
El_(J) _-Fll 1721 _-rll :
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(3.41)

Las amplitudes complejas transmitidas (o bien las componentes tangenciales) con

polarizacion s estan dadas por cualquiera de las ecuaciones (3.41) para E , y aquellas con

polarizacion p estan dadas por la suma de los resultados para E, yE,.

Para determinada frecuencia @, =w, +---+e, , los campos de salida totales pueden

obtenerse ahora agrupando adecuadamente las contribuciones para todas las posibilidades

sy &, de laconfiguracion njsé, y para todas las capas j de 2 af —1.

Es necesario sefialar que cuando ¢, (@,) — ¢;(w,), debemos efectuar un desarrollo de

Taylor alrededor de ¢;(@,), obteniendo para la segunda de las ecuaciones (3.37)

L ik, d; (2 -1(e—2N?)I2N¢ | A¢ 4rP
U (8P -D)(s—2N?)/2Ne —ik,,d, 2N A
¢ :exp(ikndej)’ N = Nj(a)n)’ A‘C":gns (601)—8] (a)n)! 8:8]. (a)n)’

P =componente tangencial o amplitud compleja,

y —

nj — ’

iknvdj _(¢72_1)/2N &471"3%
—(¢* -1)/2N —ik,d; |2N Ae

P” = componente tangencial o amplitud compleja,

nj —

gl _l:iknvde5/2N ¢’ -1 }1 k 4zPl
, _ =K.
#-1  —ik,d,As/2N

P! =componente tangencial, sinel factor x/N,

P! =amplitud compleja, conel factor /N,

(3.42)

(3.43)

(3.44)
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con lo que se resuelve el problema del denominador de E yE) en (3.23), para estas

condiciones de frontera.

3.3 TEOREMA DE POYNTING Y CONDICIONES DE FRONTERA PARA
LOS CAMPOS DE PRIMER ORDEN
Es razonable suponer que, como no existe absorcion de fotones, se cumpla el
equivalente de la ecuacion (2.36) para el problema de paquetes de ondas. En esta situacion

k,,—k; =0y usando (A.27) en la ecuacion anterior, tenemos

nc? dE_ (z
d e E (@) an ( )
dz 4ze,| *

KenEon (D0 (2) K, B, (DEL (2) | = (3.45)

n=+142 43

donde, como se demuestra en el Apéndice, n puede interpretarse ahora con la
generalizacién de éste capitulo. Esto significa que (3.45) es la forma abreviada de lo que

debe entenderse ahora, es decir

1.2 *
A i, 0 T2 ke, L 0k, an(z)Em(z)}
7za)n Z
d | se . dE.n(2) | .
E 47ZI'a)2n _IEO!Zn(Z) 22 22n aZn(Z)EaZn(Z) kaZn a2n(Z)E22n(Z) + :07 (346)
sie? [ 0B (2) .
4I IEgSn(Z) - z3n a3n(Z)Ea3n(Z) ka3n a3n(Z)E23n(Z)
7m)3n L

n=+=1

en donde al menos formalmente se han agrupado los términos de frecuencia repetida de

(3.23)-(3.24), por lo cual se emplea un solo indice I, en lugar de dos o tres. Hemos pasado

tedricamente de una sumatoria maltiple a una sola sumatoria.



52

En la Seccion 3.4 veremos una situacion donde puede efectuarse tal agrupamiento, a través

de w,, =2m, Y @,, =3m,.

Déndole al campo en (3.12) la forma en (2.20), tenemos para el exterior de la estructura
de capas

E, (1) = E, (2)exp(ik,» 1) =[ E; +E; exp(-i2k,,2) Jexp[i(k, x +K,2)],

(3.47)
n==1+2 13, K,, =K.,,send,, k,, =k,,C0s6,.
Sustituyendo (3.47) en la forma abreviada (3.45)
5n 2 ( ) .
an zn an (Z)Ean(z) kan an(z) Ezn (Z) ..... n = il’ iz’ i3
drw,
2k, [E;nEan exp(+i2K,,2) + E;nE,, exp(-i2k,,z) + 2E  E " |
st |2k, | EunEom €Xp(+i2K,,2) + EnE,, exp(-i2k,,2) + E E o +E, E,» |
4z, |4k [ Ex P | B P +Ex s exp(-i2k, 2) - B Ex exp(+izk,2) | | 349)
+kznlkfn DE | _|E | +Exn xn exp(+|2kznz) E::Exn exp(_iZkznZ)}
C[sece (1En P ~IE; [2)+cos6, (| E;, [ - | E;, |)]=constante
n=+1+2,+3.

Especificamente, aplicando (3.48) al extremo izquierdo L y derecho R de la estructura
de capas

5! [sece (|Ex [F +1E;7 [*)+cosO, (| E,x [ +] Ejr |2)]
S (5909V'| E, |2 +c0s6,-| Ej ) '
S [sec&v(|

R
><2n | +| E;Zn y2n

)+ cos6, (| E,s, [+ Ej5 )L
5 (sech, | Ey [* +cos6,-| Ejr [7)

5! [sece (IEx ) +cosd, (| Exn I +1 oy [ )]
5 (seco, | B [* +cosd, | E; )

(3.49)

R
x3n | +| E:Sn

,  nh=+1.
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Ahora podemos expresar la aproximacion “no-depletion” como

5[ seco, (| Ex- [P +1 Eyf [7)+cosd, (| Ep P+ E;2 1) ]
5 (sect, | Ey [P +cosd,- | Epr [7)

1= >

x2n x2n y2n y2n

5 (sect, | E,, [ +cos6,-| E,; ')

s 25+ 5o . 4185

, (3.50)

5| secd, (|E P +| Eiz

x3n x3n

)+ cosd, (| Ey [+ Egfy |2)]

y3n

5 (sechd, | Ey [* +cos6,-| Ejr [7)

; n=+1

La primera linea de (3.50) expresa el hecho de que podemos despreciar la interaccion del
paquete de primer orden con los de segundo y tercero, y ya que también no tenemos en

cuenta el término de auto interaccion, dicha linea nos permite escribir para cada o,

polarizacion p: |E;"P=IE; P+ ESF P, (351)
polarizacion s: |E P=lEy P+ E)T P '

Las condiciones de frontera para los campos de primer orden se obtienen si en (3.33) y

en (3.35) hacemos E, =0, con lo cual podemos obtener

E\ =T'E,,

Tp T, (3.52)
T :le(f—l)q)l(f—l)M(lf—l)(f—Z)"'(I)IZML:{ 1 12},

T;l 11;

donde | hace referencia a la frecuencia ,. T' es la matriz de transferencia total izquierda

a derecha. Si escribimos
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E = {Elr} = {j } E, exp[i(e, /c)send, x| exp(—iat)

EY] [t exp[i(w, /c)cosd, -d (359
E! :{E:}:{ expli( OC) 030y ]} E, exp[i(e, / c)send, x| exp(-imt),
f
y sustituimos en (3.52)
| Il 77!
r' =—T—2|1, t' _ TaTe — Ty |T12T21 exp[—i(e, /c)cosd, -d], (3.54)
T22 T22
donde como se observa en la Figura 3.1, d es la longitud de la estructura de capas.
Empleando (3.53), la expresién (3.51) puede rescribirse como
olarizacion p 1=|r! P+t P,
i o g %1+ (3.55)
polarizacion s: 1= P+t P,

Como puede verse con ayuda de (3.25) y (3.30), por la manera como se construyen las
H | | | | |
matrices M;;, excepto para ¢, =0, en general debe tenerse r, =1, y t, #t..

Realmente la Seccion 3.1 necesita de

1 . .
E}=M! @ PML {r' } E, expli(e, / c)send, x| exp(-iayt),

(3.56)

1'|2’I3'

para calcular (3.14) y (3.16). Los elementos de (3.56) deben de corresponder al tipo de
polarizacion, p o s.
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3.4 PAQUETES DE ONDAS GAUSSIANOS. APROXIMACION DE
SUMATORIA SIMPLE

Hasta ahora hemos discutido la solucién de las ecuaciones (3.5)-(3.7), despreciando el
término de auto interaccion en (3.5).
La aplicacion del método planteado en las Secciones 3.1-3.3, para la solucién de (3.6)-(3.7)
, en principio puede llevarse a cabo a través de una sumatoria multiple, doble o triple
respectivamente.
En esta Seccion veremos que la limitacion @, > co, de (3.3) nos permite encontrar los
paquetes de ondas de segundo y tercer 6rdenes, empleando Gnicamente sumatorias simples.

Para un paquete Gaussiano de primeros armaénicos, aqui encontraremos la equivalencia
[6'E, (Ne™ | =5)c,c,0, [ E (D™ ], (3.57)
donde c, ,, multiplican a 5;gn!/[(n—b)!bl].

Rescribiendo (3.6)-(3.7) en términos de la segunda y tercera lineas de (3.2), asi como

tomando en cuenta que @, > Co,

ViV (Ve)+ (nz)z')z e(ne,) |5/ E,, (r)e"™"
~—4x (”Z)zo) T (@) :[ 8/E, (e ™ | (3.58)
=—4r (e T (Ney): 5I|Cncn—b,b [E| (r)e™™ ]n :

>0, n>1

donde también se ha sustituido (3.57).

Llamaremos a (3.58) la aproximacion binomial o de sumatoria simple, y se obtiene bajo las
condiciones co, /w, <1 y (3.57). La segunda condicion podria no cumplirse, aunque
siempre puede lograrse eligiendo para tal proposito los parametros de la primera. La

condicion (3.57) expresa el hecho de que el paquete incidente no se distorsiona
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apreciablemente cuando se propaga a través de la estructura de capas. Las hipétesis de la
aproximacion binomial se satisfacen adecuadamente (sin recurrir a la situacion extrema

co,/w, > 0), por ejemplo en el interior de un gap fotonico de primer orden, para una

estructura periodica de capas. Esta aproximacion es atractiva por el hecho de que se
demuestra para cualquier entero n>1.

Consideremos la descripcion continua de un paquete Gaussiano incidente [3.6][3.7]
[3.8]

S E, (e = _(r,t)+ ¥, (r,t) = _[ dof (@)ge' @/ NNgmiet Lo

g (kA ik (L +NL, ik (xc+ Nz) ket
e| (L + Z)]el (xx+ Z)e—l C

1 +90
—— | dk
NS I (2700)" (3.59)

[ (x+L)+N (z+L, )—ct]2 /4ot
e iko[1 (L )+N (2L, ) —ct]

(27mf )1/4

k=wlc, N=cosf,, o0 =1/2, J=J +J, =constante,

‘Py(rvt):

donde puede verse que para t =0, en particular alcanza su amplitud maximaen x=-L, y
z=-L,. En realidad, tenemos todo un plano de amplitud maxima (Figura 3.1). También

hemos empleado

% -n(k—ky)?/4c? -1/2__-nl4
L dk £ S L A
\/Z (27[0_2)n/4 e = (20_2)(n72)/4 e e
~ K X 3.60
Y2, n/2 e (3.60)
:—(2 S e "V /toighey n> 0.
o
Si en (3.59) reinterpretamos a /' como el parametro
J =1Q2rc?)"*, (3.61)

entonces estaremos efectuando un cambio de escala que produce el resultado
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\PI (r,t) —le [ (x+L)+N(z+L,)—ct] /4a|_e|k0[ (X+L)+N (z+L,)—ct] ’ (362)

mas atractivo para nuestros propositos ya que en el limite o, — oo tenemos el caso de un

“paquete” monocromatico. Podemos seguir trabajando sin la consideracion (3.61), ya que
como en (3.59) no afecta los procesos de integracion que realizaremos, tomandola en

cuenta solo cuando sea conveniente.
Al paquete incidente W, (r,t) le corresponde, en cualquier capa de material no lineal, el

paquete de primer orden

1 * e—(k—k0)2/4af _ _ _ _
Y(r,t)=—— | dk——e™{| E*(k)e"™®? 4 E~(k)e ™Mz |gktexe |
(= [t e (B (e Je
L=xL +NL, = (L2 +L2)", E*(k) = EX(k)+E, (k),

donde L es la distancia del plano de amplitud méxima del paquete incidente al eje vy, en
t =0. El factor entre llaves se obtiene de (3.56), no obstante recurriremos al artificio de una
aproximacion para poder demostrar (3.57).

Cuando k, > o, podemos pensar que N (k) lo mismo que Ej(k) y E; (k) se mantienen
casi constantes en el dominio efectivo de integracién de (3.63), que en términos practicos

puede tomarse como el dominio establecido en (3.3) 0 méas precisamente como apenas unas

cuantas veces mas grande [3.8]. Podemos modificar un poco esta aproximacién, haciendo

E* (k) = Efe" ¢ EjeikCﬂi :[EieikC(ﬁIﬁI)/Z + EjeikC(ﬂJﬂI)/2:|eikC(ﬂI+ﬂ§)/2

= E*e/, (3.64)
E", E~ =constantes en la capa correspondiente, N (k) = N(k,).

Efectuando la aproximacion (3.64) en (3.63), obtenemos
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400 —(k—ky)? /402 4 ik[+N(kO)z+ﬂ*c]
1 e T exeetsl) E'e +

dk e
/27[[0 (27 k)1’4 E,eik[-N(ko)uﬂ-c]

Y(r,t)=¥"(r,t)+¥ (r,t)=

2
N + iko[+N(kO)z+ﬂ*c} —af[erfCHL*-N(ko)Hﬁ*CJ
_[ZO'k] iko (xx—ct+L) Ee € - , (3.65)

2
/4 —N(ko)z+ﬂ’c]e—af[1rx—ct+L—N(ko)z+ﬁ’c]

E’eik"[

iko[n(xx—ct+L)+(n—2l)N(ko)z+(n—l)ﬁ+c+lﬁ c]

(e ZEZZE] e Signi(E")™ (E)

e+af(n—l)[z«x—ct+L+N(ko)z+p’ c] +o—kl[z(x ct+L-N (ko) z+ "~ c] (n B |) I l

Ahora usando también la aproximacion (3.64), nos proponemos encontrar a [‘I’(r,t)]n pero

directamente mediante una modificacién de la integral en (3.65)

n
_(k—k.)2 /42 n ik[+N(k0)z+ﬂ*c}
[\P(r t) _ n n II ( o) /40 eik(1<><—ct+L) E+e +
(27[0_ )1/4 B
k E'e

ik[n(Kx—ctJr L)+(n=21)N (ko)z+(n—l)ﬂ*c+lﬂ’c]

ik[—N (ko)z+ﬂ’c}

ZTCndk e—n(k—ko)zmaf e 5||=(;1(E+)n4
L AN2x (2no)™ c, . () (n=N!

112 nia eiko[n(zcx—ct+L)+(n—2l)N(ko)z+(n—l)ﬁ cHp c]5l| “TI(ET)™ '(E )

(EY)' (366)

AL

(2 k)(” A4 g “o?[n(rx-ctsL)+(n-20)N (ko)z+(n-1) fc+1 5~ c]

Coi (n=H!

Comparando (3.65) con (3.66)

2 \N/4 2(n-2)/4 1/2
20, (20)" o(n-1)/2 12 _n-1 n
C, = -1/2__-nl4 2 noy = 2\(n-1)/2 *
T n~"‘z (207)
3.67
_o-f(n—l)[icx—ct+L+N(ko)z+ﬂ*c]2—o-fl[xx—ct+L—N(ko)z+ﬂ’c}2 ) ( )
c _ e _ e—4(n—|)laf[N(ko)z+(ﬂ*—ﬁ’)c/2} /n

n-1I e—n’lcrf[n(Kx—ctJrLH(n—Zl N (ko)z+(n—l)ﬂ*c+lﬁ’c}2

en donde se ha empleado el desarrollo
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n=0, n(xkx—cty+L)+(n-21)N(k,))z+(n-1)g'c+15c=0,
f(t) :-af{(n—|)[;<x—ct+ L+N(k)z+Bc] +1[xx—ct+L- N(ko)z+ﬂc]2}

"’ 2 . o T (3.68)
_ f(to)+f’(to)(t—to)+%(t_to)z:_w{wko)zﬁ ;ﬂ C}

—no[n(ax—ct+ L) +(n-2D)N(k,)z+(n-Dsc+ac] .
Hemos demostrado (3.57) bajo la forma
1 Tdk e—(k—k0)2/40k2 i E+(k)e+ikN(ko)zJr o)
NPT 07 Jor b E(k)e "Nt
— Cncn—l,l Tdk e—(k—ko)2/4af eikL E+(k)e+ikN(k0)Z + eik(rcx—ct)
oz 2| @rod)™t T | E-(k)e Mt

Pensando en el desarrollo numérico de las integrales, remarcamos que la aplicacion del

(3.69)

método de solucién discutido en las Secciones 3.1-3.3, a través del primer miembro de
(3.69), implica trabajar con una sumatoria multiple de orden n>1. El mismo método
aplicado al segundo miembro, nos facilita el trabajo al tener una sumatoria simple sobre k.

Observemos la similitud del segundo miembro de (3.69) con la parte del primer miembro

que corresponde solo a los arménicos, es decir con

n-1 oo (kY2 Jdg? + kN (ko) 2 n
dk 1 g (o o L TET(K)E™ T ] e
= = e e [ 0>l (370)
N2z ) N2m e, (27oy) E"(k)e

la cual puede tener un valor numérico diferente de cero, pero en el sentido de las sumas
infinitesimales de la integral es un término que en el limite se anula.

Debido a (3.69)-(3.70), el segundo miembro de (3.69) puede identificarse como un paquete
de armodnicos no lineales “modificados” por la aproximacioén binomial. Sin los coeficientes
correspondientes a tal aproximacién podemos hablar de paquetes de armonicos no lineales

(cuasi) “normales”, aunque estos no tienen una correspondencia fisica directa.
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La relacion (3.69) nos permite rescribir a la aproximacion de sumatoria simple (3.58) en

la forma (3.9) de ecuacion “individual compacta”

[ VZ =V (Vo) +(nk )’ £(nk,) | &, (r)e ™™

: | E*(k)e ™y, o1
=—4x(nk )T, ,(nky) :-C.p £ (ke 0o e , (3.71)

c e—(k|_k0)z/4‘7|§
n

En|(r):ﬂdkl: (27[0'5)1/4

e""L} &,(n), | >0, n>1.

Los resultados numéricos que obtendremos se referiran a la ecuacion (3.71), que debe
considerarse para cualquier k, del dominio de interés y para cualquier posibilidad de la
configuracién njs& mencionada en el comentario final de la Seccion 3.2.

Ya se dijo que el factor entre llaves de (3.71) esta dado por (3.56) para la capa j de njsé y
esto, de acuerdo con (3.59) y (3.63), es la solucién de primer orden que corresponde a la

ik) (xx+Nz—ct)

onda incidente monocromatica Je

La solucidon de la primera de las ecuaciones (3.71) para la configuracién njsé origina que
del lado derecho R de la estructura de capas emerja la onda monocromatica

T (k,)e™ N - que en particular se obtendra con la segunda de las ecuaciones (3.41).
Si para la onda incidente Je"***"***) se tiene la onda 7, (k)e™ "N debida a todas

las contribuciones js& y transmitida a través de la estructura de capas, entonces la segunda

linea de (3.71) nos indica que el paquete Gaussiano correspondiente que emerge por el lado

R es

c e—(k—k0)2/4af

n dk| ——
fads

\Pj (r,t) — eikL:| jn (k)eink(rcx+Nz—ct)’ n> 0, (372)

expresion que como se indica admite el caso n=1.
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3.5 TIEMPO DE RETARDO

La ecuacidn (3.72) con el uso de la aproximacion (3.64) se puede escribir como:

o0 (kKo laof n _ _
lP(- (I’,t) .[ 1/4 e|kL jn elnkc/}ne|nk(z<x+Nz—ct)
n —0 (2 Gk

{e[K(X+LX)+N (z+L,)-c(t-,) [ 1 40?

iko[x (x+L)+N (z+L,)—c(t-53,)]
e 3.73
(ro? )M } (3.73)

o <k, J (K)=g " g =constante, n>0.

n

El resultado (3.73) que corresponde a la consideracion (3.61) es

— — - 2 2 i — — n
¥ (rt)=T, {e [ (e LN 2L -c(t ) 40? Giko[i (LN (241, ) (0 ﬂn)]}
n (3.74)

=T (27[0‘5)”’4

De manera que la formulacién binomial (3.72) para la construccion de paquetes de ondas
(lineales 0 no), en el limite o, — o, puede reproducir la situacion de ondas planas
incidentes (3.62) y la transmision de arménicos (lineales o no) (3.74).

Comparando (3.59) con (3.73) se observa que un paquete Gaussiano incidente, cuando
o, <k,, transmite paquetes de forma Gaussiana. También se concluye que si el paquete
incidente tiene determinado plano de intensidad méxima para el tiempo t, los paquetes
transmitidos tienen el mismo plano de intensidad maxima para el tiempo correspondiente
t =t+ .. Asique g, tiene el significado de un tiempo de retardo.

De acuerdo con (3.72)-(3.73), efectuando un desarrollo semejante a (3.64), y pensando en

un desarrollo de Taylor alrededor de k,
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7 (k):‘fnL(k)eiy#(k) +3T1y(k)ei7’¥(k)

:(fleinkcﬂnL _'_yanyeinkcﬂny :[‘Z]Leinkc(ﬂni— )2 +ﬂyeinkc(ﬁg’—ﬂj)mj|einkc(ﬁni+ﬁ,¥)/2

n

P einkcﬂn’ (3.75)
1, . y 1d1, y 1d1, y
:Bn 2(ﬂn an ) nc dk 2(7/“ n )k—kg ndo 2(7n " )m—wo
_1d _1d
ncdk " «k, nd /n oy 1

donde la derivada se toma con respecto a la k(w) incidente.
La igualdad para p, correspondiente a la Ultima linea de la expresion (3.75) es conocida en
la literatura, en particular coincide con la obtenida por Zohta [3.9].

La ecuacion completa (3.75) expresa una generalidad que no emplearemos para el tiempo

de “retraso” de las ondas transmitidas en nuestro trabajo, ya que las componentes L,y no

se presentardn simultaneamente. De existir las dos componentes, tal vez seria mejor

considerar los tiempos de “retraso” por separado.
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CAPITULO 4

RESULTADOS NUMERICOS

Bajo la hipotesis de un paquete Gaussiano incidente que se transmite con poca
distorsion a través de un material no lineal de indice de refraccion isotrépico, en el Capitulo
anterior se obtuvo la contribucion teorica de este trabajo de investigacion: la construccion
de paquetes de ondas transmitidas de cualquier orden, en la aproximacion binomial
[resumida en (3.72)]. Tal formulacion es una superposicion simple de armonicos
“modificados” que se distinguen de los armoénicos (cuasi) “normales” al menos por su
amplitud [al respecto ver la definicion que sigue a (3.70)].

La incidencia de una onda electromagnética plana sobre un material no lineal de indice
de refraccion isotropico, con la generacion simultanea del segundo y tercer arménicos en la
aproximacion “no-depletion”; asi como la formulacion binomial para paquetes de ondas se
aplican al caso de una superred construida con placas alternadas de AlAs y GaAs de grosor
respectivo fijo. Realmente la primera situacién es un caso particular de la segunda, en el
que los “paquetes” son monocromaticos.

Se presentan resultados numéricos sobre coeficientes de transmision, tiempos de retardo y
paquetes de ondas, del primero hasta el tercer orden debido a que se demuestra que la
aproximacion binomial no afecta el tiempo de retardo de un segundo arménico
“modificado” con respecto a un segundo armonico (cuasi) “normal”. En el mismo sentido,
la aproximacion binomial puede llegar a variar notablemente el tiempo de retardo de tercer
orden.

En particular encontramos efectos superluminales (tiempos de retardo negativos) para los
paquetes transmitidos de todos los 6rdenes mencionados. Los rangos de frecuencia para los
cuales se observa este efecto son mas estrechos para el segundo y tercer orden comparados
con el primero.

Tomando en cuenta que todas las frecuencias que consideraremos en estos calculos
corresponden a energias inferiores al “gap electronico” de los materiales usados en la
construccion de la superred entonces, como vimos en el Capitulo 2, las susceptibilidades
lineales son reales. Si ademas adoptamos la conjetura de kleinman [2.17], entonces también

son reales las susceptibilidades no lineales.
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4.1 CONSIDERACIONES NUMERICAS PRELIMINARES

En la condicion de frontera para el campo eléctrico de una onda plana de orden enésimo
(3.27), intervienen las componentes z de los vectores de onda (3.11), estas son

proporcionales a

/
N; ;(@,) = &y (w,)cos6, ; =n, ;(w,)c08b, |, (4.1)

ij

donde n, ;(@,)son los indices de refraccion de cada una de las capas de la superred

AlAs/GaAs.

Para el estudio de la transmision de radiacidn electromagnética en la superred se emplea luz
con una polarizacion lineal P (TM: Transversal Magnética), y con el fin de tener
simultaneamente respuestas de segundo y tercer orden se emplea un angulo de incidencia
diferente de cero, por lo que se presentan calculos que corresponden a 20°. Los indices de

refraccion considerados en este trabajo son [4.2] n,, =2.868, 2.9, 2948 vy
Neans = 3-31, 3.35, 3.5138. Ondas monocromaticas con estos indices corresponden

respectivamente a una longitud de onda incidente (fundamental, de bombeo o primer

arménico, aunque el Gltimo término se empleara para la onda transmitida) de 3 um
(w=2rc/A=27x10" s), a una sefial de segundo arménico a 1.5 um (47 x10" s™) ya
un tercer armoénico a 1 zm (67 x10" s™). En cuanto a la intensidad de las ondas planas
incidentes P se considera | 7 |= 7, |=3.5x10° statvolt cm™ [ver la ecuacion (3.59)].

En cuanto a las componentes de las susceptibilidades no lineales de segundo orden,

estas son tales [4.3] que conducen a la siguiente respuesta dieléctrica

P,(r,w,) = éx(;(xyZ EyEZ +szyEzEy)+éy(ZyszzEx +Zyszsz) +

€, (X0 ExE, + ZanE,E)) (4.2)
=6,(7,,E.E + 1,.EE,), E, =0.

y
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Para ondas planas incidentes con polarizacion lineal S el campo eléctrico Gnicamente tiene

componente E, (ver la Figura 3.1) y por lo tanto vemos en (4.2) que el segundo arménico

es nulo. Asi que elegimos polarizacion lineal P con angulo de incidencia diferente de cero,

20°, con objeto de tener componentes E, y E, para la generacion del segundo armonico.
Polarizacion lineal P a incidencia normal, 0°, también anula el segundo armonico.

Todas las componentes diferentes de cero del tensor de susceptibilidad de tercer orden se

encuentran en [4.3], pero so6lo escribiremos las relacionadas con nuestro trabajo

PS(r’a)3) = eAx (lxxxxEx EXEX +ZXXZZ Ex Ez EZ +ZXZXZ EZ EXEZ +lxzszZ EZ Ex) +

4.3
eAZ (ZZZZZ EZ EZ EZ + ZZZXX EZ EX EX + ZZXZX EX EZ EX + ZZXXZ EX EX EZ )' ( )

Si despreciamos la dispersién de los tensores de susceptibilidad, entonces ;(égﬁz,,_ﬁn

permanece sin cambio cuando los indices Cartesianos son permutados (conjetura de

Kleinman [4.4]). Esto y las relaciones [4.3] nos permiten escribir

=107 esu,
Xy (4.4)

Xox = Xuz = 3)(xxzz = 10712 esu,

donde las elecciones numéricas estan de acuerdo con [4.5], y se utilizan para cada una de
las capas de la superred. Unicamente hacemos la distincion correspondiente en las
susceptibilidades escalares (indices de refraccién).

De acuerdo con [4.3] (o la aproximacion de Kleinman) y sustituyendo (3.13) en (4.2),

podemos rescribir la Gltima ecuacion
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( X yox E, X+Zyszsz) é ZQ(YZXE E,

é,2x . expli2e/ c)xx]x

{E*exp[+|(a)/c)N(a))z]+E exp[-i(w/c)N(w)z]}x

{E; exp[+i(w/c)N(w)z]+E, exp[-i(w/c)N(w)z]} (4.5)
=627, exp[iw/c)rx]x

{E E, exp[+i(2w/c)N(w)z]-E;E; exp[- |(2a)/c)N(a))z]}

E, =—E/, E =E.

La ecuacion (4.5) y los coeficientes (3.67) nos indican que la “correccién” binomial para
paquetes de ondas de segundo orden, realmente no existe. En la Seccion 4.3 veremos que la
correccion binomial puede modificar los tiempos de retardo de tercer orden, lo que
evidentemente no ocurre con los de segundo orden.

La Figura 4.1 muestra los perfiles de las bandas electronicas prohibidas para la
superred AlAs/GaAs. Se observa que la banda electronica prohibida para el AlAs es mas
amplia que la correspondiente al GaAs. En consecuencia, debido a que la anchura de la
banda electronica prohibida para el GaAs [4.10] se encuentra en el infrarrojo cercano

(E,, ~1.43eV, 6 0.87 um, 6 7.24x3x10" s™), todas las frecuencias de interés no

sobrepasan este limite, con el fin de evitar un problema de absorcion. La diferencia entre
las bandas de energia prohibida entre el GaAs vy el AlAs puede obtenerse a través de la

ecuacion obtenida por Méndez [4.17] para el valle T’

E(T p s, a) — E(Toase) = 0.7x+1.15(x — 0.45)%, 0.45< x <1. (4.6)

De esta manera el gap obtenido para el AlAs es de 2.48 eV.
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FIGURA 4.1. Esquema de la estructura de bandas del AlAs/GaAs la cual
corresponde a una superred tipo |, aqui los perfiles de las bandas electrdnicas
son tales que un tope de la banda de valencia y un fondo de la banda de
conduccidn varian en direcciones opuestas.

Los anchos de las capas que forman la superred pueden elegirse de acuerdo con la
relacion N, ,d s + Neansdeans =472, con lo cual se logra que la primera banda fotonica
prohibida de primer orden se localice alrededor de la longitud de onda A [4.11][ver la

ecuacion (4.9) de esta Seccion].

Una posibilidad es que la longitud del camino dptico correspondiente a cada capa de la

superred sea un cuarto de la longitud de onda, esto €S Ny gansdans cans =4/ 4. Cuando esto

ocurre la longitud de onda fundamental se encuentra dentro del gap fotdnico que

corresponde a

5
o =2xd0em 6o 10%em,
4(2.868)
30x10°cm (#.7)
e = 2222 SN _ 5 27x1075¢em,
4(3.31)

situacion que puede observarse en el espectro de transmision mostrado en la Figura 4.2a.
La consideracion (4.7) esta de acuerdo con los valores elegidos para los anchos de las

placas en los casos en que se ha reportado tunelamiento superluminal de fotones a través de
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la banda fotonica prohibida en sistemas periodicos unidimensionales, por Chiao et al en
1991 [4.6], Steinberg et al en 1993 [4.7] y por Spielmann et al en 1994 [4.1].

Scalora et al [4.8] también se han ocupado del tunelamiento superluminal. No
obstante, con otros fines y en una referencia de generacion del segundo arménico a traves
de una estructura 1D de 20 periodos [4.9], la onda fundamental es transmitida en el borde
izquierdo de la primera banda fotdnica prohibida adecuada. Incorporando esta idea a

nuestro trabajo, debemos encontrar un par de espesores d,,. Y Og. Que Se ajusten a tal

requerimiento. Hemos elegido la posibilidad

dp =2x107° cm, dgane =2.5x107° cm,
= (4.8)
2868d,, +3.31d_, =202 X;O om

ocasionando practicamente el desplazamiento requerido de las longitudes de onda
prohibidas hasta alrededor de A'=2.80 um (»'=6.73x10" s*), como puede verse en la
Figura 4.2b.

Las Figuras 4.2 (a 6 b) tienen el inconveniente de que no toman en cuenta la dispersion
de los indices de refraccion. En otras palabras, estrictamente solo tienen validez local, para
la longitud de onda A =3 um (@ =27 x10" s7™).

Alrededor de esta longitud de onda y dentro de ciertos limites, esta omisidn se justifica por
la pequefia variacion de los indices de refraccion en el relativamente amplio intervalo de
frecuencias [ 27 x10" s, 67 x10™ s7™].

Por ejemplo, si en la Figura 4.2b se cambian los indices de refraccion por los que
corresponden a 1.5 um (47 x10™ s™), entonces se obtiene la Figura 4.2c. Esto origina que
la banda foténica prohibida se desplace hasta alrededor de A"=2.84 um
(0" =6.65x10" s).

A través de un modelo simple y de acuerdo con los datos que corresponden a las Figuras

4.2 (b 'y c), podemos obtener una estimacion del desplazamiento dispersivo @, que deberia

considerarse en la Figura 4.2b, Unicamente para la region fotonica prohibida
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_lo™0'] ;q4_16:65-6.73]

A -271 27

x0.9x10" s*=0.01x10" s™, (4.9)

d

donde 0.9x10" s™ es aproximadamente el ancho de la region de baja transmision para el
espectro de 20 periodos.
Esto nos permite prever que el efecto de la dispersion de los indices de refraccion sobre la
Figura 4.2b, al menos para la region de la banda fotonica prohibida, es lo suficientemente
pequefio para poderlo despreciar.

La omision de la dispersion en los indices de refraccion sera aplicada a la construccion

de los paquetes de onda gque nos interesan.

Intensidad de
Transmisiéon

Intensidad de
Transmision

FIGURA 4.2. Para 20 periodos AlAs/GaAs y para el primer armonico, las
graficas reflejan la ubicacion de la primera banda fotonica prohibida cuando:

8) Ny = 2.868, Moy =3.31, d,, =2.615x10™° cm, dq,,, =2.265x10° cm.
b) N, =2.868, N, =331 d,,. =2x10° cm, dg,, =2.5x10° cm.
0) Myw =2.9, N =335, d,,  =2x10° cm, d,,. =2.5x10° cm.

Con respecto al borde derecho del gap b), el desplazamiento dispersivo @, del

borde derecho del gap c) se estima en una décima parte de la que se muestra.
Algo semejante debe ocurrir con frecuencias @ < 2z x10* s,
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Las Figuras 4.3a y 4.3b muestran las graficas de intensidad de transmision para
muestras de 20 y 100 periodos. Aqui podemos notar que para un namero de 100 periodos
los limites del gap se encuentran bien definidos.

A través de la Figura 4.3c y 4.3d es posible observar el ancho del gap fotdnico, calculado

mediante la relacion de dispersion para ondas TM [4.11]

1( n’k, n’k
cos[AK (6, w)] = cosk;,acosk,,b—=| 2124+ =2 |senk,,asenk,,b,
2 nl k22 n2klz

A=a+b, N 5 = Najas Gans a,b= dAIAs,GaAs’ Hv =20°, (4.10)

kl

O/ - 2 1/2
=—(n;,—senq,) |,

2,2z C ( 1,2 v)

donde K es el nimero de onda de Bloch.

La relacion (4.10) se obtiene a partir de las condiciones de frontera del campo
electromagnético y el teorema de Bloch. Como puede demostrarse y observarse en la

Figura 4.3c, cos(AK) es una funcién de valor real tal que es posible que | cos(AK) > 1.
Esto ocurre cuando AK =mz +iAK;, m=entero, K, = 0. Pero esta situacion no produce

modos normales oscilatorios en z [4.11], por lo que las bandas foténicas prohibidas se

localizan en los intervalos de valores de @ tales que | cos(AK) [>1.

=
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FIGURA 4.3. a,b) Espectros de transmision para muestras de 20 y 100 periodos.
c,d) Espectro de transmision para una superred periddica de extension infinita.
El intervalo de frecuencia de la banda fotdnica prohibida es aproximadamente
[6.47x10" s7,7.06x10" s™].

4.2 ESTUDIOS SOBRE EL COEFICIENTE DE TRANSMISION

En escala logaritmica, en ésta Seccion presentamos los espectros de transmision para
los tres primeros armonicos que se propagan a traves de una superred AlAs/GaAs. Cuando
no se especifique, la escala de frecuencias de cada armonico generado debe considerarse el
doble o el triple respectivamente de la frecuencia correspondiente al primer armanico.

En la Figura 4.4a mostramos las intensidades de transmision para una muestra de 20
periodos. En concordancia con Scalora et al [4.8], observamos que la intensidad del
segundo armonico generado alcanza su valor maximo sobre todo el intervalo de frecuencia

mostrado, cuando la onda fundamental transmitida tiene la frecuencia del borde izquierdo
(entre 27y 6.4x10" s™) del primer gap.

Adicionalmente se encuentra que ocurre lo mismo con el tercer armoénico, aunque el
maximo del segundo armonico es mayor que el del tercero.

Espectros analogos a los de 4.4a, se tienen en la Figura 4.4b para una muestra de 100
periodos, donde ahora alcanzamos a distinguir regiones que podemos asociar con los

primeros gaps para el segundo y tercer armonicos, estos se localizan alrededor de
2x6.7y 3x6.5x10" s* respectivamente. El espectro de transmision que alcanza valores

de uno corresponde a la componente lineal (primer arménico), debajo de éste se ubican las
soluciones para el segundo y tercer armoénico. En concordancia con la aproximacion “no-
depletion”, la intensidad de transmision de la respuesta lineal en promedio es mucho mayor
que la del segundo y tercer arménico (en sentido estricto, tal aproximacion debe considerar
también las contribuciones de las ondas correspondientes que emergen por el lado izquierdo
de la superred).

No obstante hemos encontrado que para algunas frecuencias ubicadas en la banda
prohibida, la transmisién del segundo armonico puede ser mayor que la del primero. Y mas

aun, el tercer armonico puede dar lugar a una transmision mayor a la de los dos anteriores.



72

Como se aprecia en las Figuras 4.4 y 4.5, este efecto se logra por el incremento del nimero
de celdas elementales de la superred y por la ubicacion y extensién de las primeras bandas
fotonicas prohibidas de todos los ordenes mencionados. Como se esperaba, segun la teoria
lineal [4.11], en la medida que se incrementa el nimero de capas de la muestra la
transmision en la region de frecuencias prohibidas se hace més pequefia. Se observa el
mismo comportamiento en los arménicos generados por la interaccion del primero con las

susceptibilidades de segundo y tercer orden.
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FIGURA 4.4. En escala logaritmica, intensidad de transmision en funcion de la
frecuencia para los tres primeros arménicos que se propagan en estructuras de
gap fotonico. La primera grafica corresponde a 20 periodos, las restantes
pertenecen a 100 periodos. En la region del gap de primer orden, para N=100, la
intensidad de transmision relativa entre los tres armadnicos es cambiante.
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FIGURA 4.5. Secuencia de intensidades de transmision para N=40, 60, 80, asi
como también para: a) primer y segundo armoénicos, b) primer y tercer
armonicos. La profundidad de las bandas de baja transmision de los tres ordenes
crece con N, lo cual se esperaba para el primer arménico, en concordancia con
la teoria lineal.

De izquierda a derecha, la Figura 4.6a resalta las regiones de muy baja transmision de
los tres primeros arménicos de la Figura 4.4b. Estas pueden compararse con las bandas
fotonicas prohibidas obtenidas a partir de (4.10), para los indices de refraccion
correspondientes al primero, segundo y tercer armonico respectivamente como si se tratase
de casos lineales, estas se muestran de izquierda a derecha en la Figura 4.6b. De manera
que las bandas prohibidas 4.6b son independientes entre si.

Ya que el segundo y tercer armonicos son generados por la interaccion del primer armoénico
con las susceptibilidades de segundo y tercer orden, existe una dependencia de los
armonicos no lineales respecto del lineal. Entonces, la notable diferencia que existe en la
comparacion para el tercer arménico, puede explicarse por el hecho de que el extremo
izquierdo del tercer gap 4.6b cae fuera del primer gap 4.6b. Las frecuencias de tal extremo

se ven estimuladas por esta situacion, reduciéndose la anchura efectiva del gap de tercer
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orden. Aunque muy ligeramente, para el segundo armonico se presenta la situacion

contraria, efecto que puede ser originado porque N no sea lo suficientemente grande.
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FIGURA 4.6. Anchura de las bandas fotdnicas prohibidas relacionadas con los
tres primeros armonicos, obtenidas mediante: a) una muestra de 100 periodos,
b) una superred peridédica de extension infinita. Las bandas b) son
independientes entre si. Por el contrario y esperado por construccién, las dos
ltimas bandas a) muestran cierta dependencia de la primera. En relacion con
b), la Gltima banda a) es afectada apreciablemente por el grosor y ubicacién de
la primera.

4.3 TIEMPOS DE RETARDO
Ahora nos ocuparemos del tiempo de retardo t, (/3,), relacionado con la transmision de
orden n de un paquete Gaussiano estrecho centrado en k,(w,), definido en la Seccion 3.5 a

través de la ecuacion (3.75)
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7, (=" (e

n

=GN k(@) — Ky (@) [ Oy < Ko@), (4.11)
1d 1 d
t = Ly = Ly = —_—— Ly y
n =/ ncdk’" , Ndo /n e

donde 4 [k(w)] son las amplitudes complejas de las ondas planas transmitidas del paquete
correspondiente. Las ondas planas transmitidas de primer y tercer orden tienen polarizacion
P(L), las de segundo orden cuentan con polarizacion S(y).

Para n>1 larelacion (4.11) esta ligada a la aproximacion de sumatoria simple, construida
en la Seccion 3.4 en relacion con paquetes de ondas Gaussianos. En consecuencia, el
tiempo de retardo depende de los coeficientes binomiales (3.67) que figuran en la
correccion (3.71) para la generacion de ondas planas armdnicas de orden n>1.

No obstante la correccion binomial puede llegar a ser insignificante cuando o, es lo
suficientemente pequefia.

Para el intervalo de frecuencia mostrado, la Figura 4.7 considera el efecto de la correccion
binomial para los tiempos de retardo del tercer armoénico. La muestra correspondiente es de

20 periodos y o, =0.08x10" s™. En la Seccién 4.1 demostramos que tal correccion no

afecta los tiempos de retardo del segundo armonico.
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FIGURA 4.7. Tiempos de retardo (cuasi) “normal” y “modificado” por la
aproximacion binomial, para el tercer arménico. Obviamente, la subdivision del
intervalo puede influir en el resultado de una derivada, en éste caso la
subdivisién consiste de 500 partes. De 7.0 a 7.1 las graficas correspondientes
coinciden, mientras que de 7.1 a 7.5 la diferencia llega a ser bastante notable.

Las Figuras restantes de ésta Seccidon no tomaran en cuenta la correccién binomial, aunque
la tendremos presente cuando nos ocupemos de los paquetes de ondas Gaussianos en la
préxima Seccion.

En la Figura 4.8b presentamos los tiempos de retardo para los tres primeros armonicos
en una muestra de 20 bicapas. Como puede verse, para el primer arménico los tiempos son
positivos, mientras que para el segundo y tercero existen frecuencias que corresponden a
tiempos negativos, esto es la muestra soporta una transmisién superluminal para el segundo
y tercer armoénico.

Aunque tengamos solamente 20 periodos, ahora sabemos donde se encuentran las regiones
de frecuencia prohibida, y asi vemos en la Figura 4.8b que el segundo armonico cuenta con
tiempos negativos dentro y fuera de la banda prohibida correspondiente. El tercer armonico
Unicamente presenta tiempos negativos fuera del gap respectivo. Asi que para los
armonicos no lineales los tiempos de retardo negativos no es un efecto exclusivo de las

bandas fotdnicas prohibidas.
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FIGURA 4.8. a) Intensidad de transmision. b) Tiempos de retardo para las
ondas planas correspondientes atravesando una muestra de 20 bicapas
AlAs/GaAs. Los tiempos de retardo para el primer armonico son todos
positivos, mientras que para el segundo y tercero existen regiones de frecuencia
para las cuales los tiempos de retardo pueden ser negativos 0 positivos.

En la Figura 4.9b se muestran los tiempos de retardo de los tres primeros arménicos en
una muestra de 100 bicapas. Podemos apreciar que ahora estan claramente marcados los
perfiles de tiempo de retardo que corresponden a las bandas fotonicas prohibidas de los tres
ordenes. Para el primer arménico los tiempos negativos se encuentran solo en el gap
correspondiente, mientras que para el segundo y tercero los tiempos negativos estan
presentes dentro y fuera de las bandas fotdnicas prohibidas respectivas.

Comparando la Figura 4.9a con la Figura 4.9b, observamos que cada una de las bandas
fotonicas prohibidas tiene asociada una banda de tiempos de retardo negativos. Las
correspondientes proyecciones sobre la escala de frecuencias de los perfiles de los dos tipos

de bandas, tienen la misma ubicacion y extension.
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FIGURA 4.9. a) Intensidad de transmisién. b) Tiempos de retardo para las
ondas planas correspondientes que atraviesan una muestra de 100 bicapas
AlAs/GaAs. Las bandas fotonicas prohibidas de los tres ordenes estan
acompafiadas por bandas respectivas de tiempos de retardo negativos. Los
correspondientes perfiles de los dos tipos de bandas tienen la misma proyeccién

horizontal.

La Figura 4.10 nos muestra la secuencia de los tiempos de retardo correspondientes a la
Figura 4.5. En la region de las bandas fotonicas prohibidas, existen caracteristicas comunes
entre los espectros de transmision y los tiempos de retardo respectivos. De manera que las
afirmaciones hechas en uno de los dos casos tienen una contraparte andloga para el otro,
por ejemplo en relacion con los tiempos de retardo podemos expresar:

Para cualquier arménico el ancho de las bandas de tiempos de retardo disminuye con el
crecimiento del numero N de las bicapas de la muestra. Para N fija el ancho de las bandas
de tiempos de retardo disminuye con el crecimiento del orden del armdnico. Para cualquier

armaonico la profundidad de las bandas de tiempos de retardo se acentda cuando N crece.
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FIGURA 4.10. Secuencia de tiempos de retardo para N=40, 60, 80, asi como
también para: a) primer armoénico, b) segundo arménico, c¢) tercer armonico.
Para cualquier columna (fila), el ancho de las bandas de tiempos de retardo
disminuye con el crecimiento de N (el orden del armdnico). Para cualquier
columna, la profundidad de las bandas de tiempos de retardo se acentla cuando
N crece. Una afirmacion semejante puede aplicarse a las intensidades de
transmision de la Figura 4.5.

No hay que perder de vista lo que se mencion6 en el Capitulo 1, referente a las
velocidades superluminales de los pulsos de primer orden transmitidos a través de la banda
fotonica prohibida:

Pese a las velocidades de grupo paraddjicamente altas, el pico de amplitud que emerge de la
muestra es siempre mas bajo que la amplitud que el pulso tendria en el mismo instante si
estuviera justamente propagandose a ¢ sin atenuacion, es decir, la velocidad de energia no
excede a ¢ y por lo tanto la causalidad no es violada [4.1].

Las Figuras 4.4 y 4.5 son un ejemplo de que en la aproximacion “no-depletion”, la idea
anterior puede aplicarse también a los paquetes generados de segundo y tercer orden.

Los tiempos de retardo pueden expresarse de manera equivalente en términos de

desplazamientos espaciales originados por las condiciones de frontera que deben cumplir
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los armdnicos de cualquier orden. Vemos en (3.59) y (3.73) que c(t—f,) es la distancia
del origen de coordenadas (x+L,=0,z+L,=0) al plano de intensidad maxima
xk(Xx+L)+N(z+L,)=c(t—4,). Con respecto a la distancia ct, si S, es positivo el plano
de intensidad maxima se retrasa, si S, es negativo el plano de intensidad maxima se

adelanta.

En defensa de la causalidad, otro argumento particularmente sencillo esta basado en la
creencia del “pulso reorganizado”, el cual supone que el pulso de tunelamiento
“superluminal” surge tempranamente desde la parte frontal pequefia del pulso incidente
[4.12].

La idea podemos extenderla también a los paquetes “superluminales” transmitidos de
segundo y tercer orden. Esta manera de razonar explica el hecho de que los pulsos
transmitidos son de muy pequefia intensidad en relacién con la intensidad del pulso
incidente y, sin violentar el principio de la velocidad limite ¢, explica los desplazamientos
espaciales positivos de los centros de los paquetes transmitidos, con respecto al centro del
paquete incidente.

Varios argumentos mas se han propuesto para explicar el mecanismo de tunelamiento
superluminal y por qué la velocidad de grupo superluminal no viola la causalidad.

No obstante, la pregunta de cdmo el pulso de tunelamiento se obtiene a partir del pulso
incidente aun no esta satisfecha [4.13] (0 no entendida [4.14]), o, se dice, permanece
bastante controversial [4.15][4.16].

4.4 TRANSMISION DE PAQUETES GAUSSIANOS EN LA ESTRUCTURA
PERIODICA AlAs/GaAs
El que los tiempos de retardo t, =/, pueden asociarse a paquetes Gaussianos

transmitidos que son estrechos en el dominio de k(w), se expresa a través de las

ecuaciones (3.72)-(3.73)
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Con B, =0yn=1 los paquetes transmitidos (4.12) reproducen la forma para el paquete

incidente (3.59). De manera que un paquete Gaussiano incidente estrecho transmite
paquetes Gaussianos para cada uno de los tres ordenes.
En esta Seccion estudiaremos a una superred construida de 20 periodos, es decir su

longitud sobre el eje de crecimiento Z es d =20(d,, +0ds.a)- En el espacio de las

posiciones, los perfiles de los paquetes de ondas se grafican sobre un sistema de

coordenadas bidimensionales, tomando como eje horizontal al eje &, =zcos20°/d que es
paralelo al eje Z (o si se prefiere paralelo al eje de incidencia). El eje &,d se considera

equivalente al eje de incidencia ya que si en determinado momento el plano de intensidad

méaxima del paquete transmitido tiene la posicién z, sobre el eje Z, entonces sobre la
direccion de incidencia tendra la posicion zcos20°. En consecuencia, sobre el eje &, a la
superred sélo le corresponde el intervalo 0 <¢, <cos20°.
Al tiempo t=0 el centro del paquete incidente se localiza en &, =-10. En una
propagacion libre el centro del paquete incidente debe alcanzar la posicion &, =20 en un
tiempo de 30d/c =900 fs. Asi que en esta Seccion todas las graficas de paquetes en el
espacio de las posiciones, se obtienen para el tiempo de 900 fs.

Recordando que en (3.59) se expresa que o0, =1/2, entonces (4.12) indica que para
k,(w,) fija y o,(c,) variable, el término de amplitud del paquete transmitido
correspondiente a determinado orden, disminuye cuando o, (o,) disminuye. En general, la

ecuacion (4.12) puede ser una referencia util ain cuando o, (o,,) no sea lo suficientemente
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pequefia para producir un paquete transmitido de forma Gaussiana. De acuerdo con esto y
con fines de comparacion, construiremos graficas modificando la escala de amplitudes de
manera que solo muestren cualitativamente las caracteristicas de la ecuacion (4.12).

La Figura 4.11 y la Figura 4.12 muestran secuencias de valores de o, =co, Y los

correspondientes paquetes transmitidos de segundo y tercer orden. En ambos casos la

frecuencia central @, permanece fija y esta relacionada con tiempos de retardo negativos.
Aunque inicialmente las secuencias no estan formadas por paquetes transmitidos de forma
Gaussiana, el tiempo de retardo del pico frontal puede calcularse en términos de sus
posiciones y de la velocidad c. Como es de esperar, este Gltimo tiempo de retardo tiende al
resultado indicado por la expresion (4.11). Esta informacién se concentra en la Tabla 1.
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FIGURA 4.11. a) Paquetes de segundo orden, b) tiempos de retardo. El area

sombreada en a) corresponde al intervalo asignado a la superred. El area



sombreada en b) sefiala el intervalo |@ -, |[< o,. La extension de las lineas de
tiempo de retardo indica el intervalo de integracion para la obtencion de los
paquetes en a). La gréfica superior de tiempo de retardo muestra en linea
punteada la “correccion” binomial.
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FIGURA 4.12. a) Paquetes de tercer orden, b) tiempos de retardo. Con linea de

puntos, puede observarse la correccion binomial para el tiempo de retardo.

o x 10 | &0 x 101 | & del pico | Armoénico | Simbolo | T. de Retardo
Figura 4.11. El tiempo de retardo de la onda monocromatica a mo es —49.6 fs

0.080 st 19.1 Sa 27 fs
0.064 s? 19.5 Sh 15 fs
6.72s* [ 0.048s? 20.2 Segundo Sc -6 fs
0.032 st 20.9 Sy -27 fs
0.016 st 21.4 Se -42 fs
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0.008 st
Figura 4.12. El tiempo de retardo de la onda monocromatica a woes —48.9 fs
0.080s?
0.064 st 16.9 Ta 93 fs
-1
6.19 5L 0.048 s 17.5 Tercero To 75 fs
0.032s? 18.6 T. 42 fs
0.016s* 20.5 Tq -15fs
0.008 st 21.4 Te -42 fs
TABLA 4.1

Ahora mantendremos fija la anchura o, =co, =0.08x10" s para paquetes
Gaussianos incidentes sobre la muestra de 20 bicapas. Y seran revisados los paquetes
transmitidos para el primero, segundo y tercer arménico, para ello consideraremos paquetes

centrados en @, = ck, donde se estudian los siguientes tres casos: a) @, =6.47x10" s™ en
el borde izquierdo de la banda prohibida, b) @, =6.76x10" s™ en el centro del gap, c)

@, =7.05x10" s en el borde derecho de la banda prohibida.

Auln cuando los resultados numeéricos para b) y c) indican que el paquete de tercer orden
tiene amplitud mayor que la del segundo, los demas célculos se ajustan cualitativamente a

la expresion (4.12), es decir, para o, y o, fijas la amplitud de los paquetes transmitidos

disminuye con el orden n. Ademas la amplitud del paquete incidente se mantiene mayor
que la del paquete transmitido de primer orden y mucho mayor que la de los paquetes
transmitidos de orden superior. Con el fin de que los paquetes puedan ser observados
conjuntamente, usamos las caracteristicas cualitativas de (4.12) para construir las gréaficas
de las Figuras 4.13 y 4.14.

En las Figuras 4.13Aa, 4.13Ab y 4.13Ac graficamos los correspondientes valores

absolutos de las funciones de distribucion @, (k) de cada uno de los tres primeros

armonicos transmitidos. Pensando en la transformada de Fourier (2.6) y en (4.12) podemos

definir a dichas funciones como
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‘P (fz,t) J‘_cD (k) ikn[(&, +10)d - ct], n>0’
(4.13)

g (kko)* 40
@, (k) =c,v27 { )} 7, (K),

donde hemos considerado la nueva coordenada y la posicion inicial del paquete incidente

&, =-10. Observamos que los perfiles Gaussianos son modificados por la amplitud

compleja de onda plana transmitida .7, (k).
En las Figuras 4.13Ba, 4.13Bb y 4.13Bc graficamos los correspondientes coeficientes de
transmision (proporcionales a | (k)|*) de cada uno de los tres primeros arménicos. Esto

ayuda a entender como se deforman las funciones de distribucién Gaussianas que se

obtienen en el caso de o, < w,. Considerando la coincidencia de las posiciones, sobre la

escala de frecuencias, de los picos de transmision con los picos de tiempo de retardo, que se
observa en la Figura 4.8, podemos explicar tales deformaciones en términos de las
diferentes velocidades de transmision de las componentes del paquete.

En las Figuras 4.13Ab y 4.13Bb, o, /@, =0.012 pudiera no considerarse suficientemente

pequefio por la forma de las funciones de distribucion para el segundo y tercer orden, no
obstante la funcion de distribucion de primer orden es aproximadamente Gaussiana. Esto se
explica por el hecho de que en el interior del gap la intensidad de transmision varia
suavemente (la Figura 4.3 puede resultar mas ilustrativa), sin embargo es ligeramente
mayor sobre la segunda mitad del gap, originando un pequefio desplazamiento del centro de

la funcién de distribucion para el pagquete transmitido, con respecto al incidente.



86

a b C
1.00 . 1.00 S 1.00 —
S -1+ -[Ingidénte o
1A F |G 1
0.75 0.75 2 0.75 -
= /\ B 3A: /)N : q
9 : B N N .
%, 050 ' : 0.50 ; 0.50 :
= //\ i -’/0(
0.25 [' 0.25 ;" x 0.25 4 B
j/ U N AVl
0.00 0.00 A/ 0.00 e
6.00 6.25 6.50 6.75 7.00 625 650 6.75 7.00 7.25 650 6.75 7.00 7.25 7.50
2 B - I A
g 1E-3 1g.3| Primer Arm Gnjco (1{) 1E3
c Segundg Armanico (2A)
<
TN ,\v‘/\ N 1E-6 /\ \NINEVA 1E-6 NINIVAV.Y/
) \VJ AV / /
° N L] 1V N
S 1E9 N\ [/ 1E9f AL/ 1e9LA /
g M A Y A/
g Tlercer Armoénico (34)
£ 1E12 1E-12 1E-12
6.00 625 650 6.75 7.00 6.25 650 6.75 7.00 7.25 650 6.75 7.00 7.25 7.50
o x 10" (s o x 10" (s o x 10" (s

FIGURA 4.13. Paquete de onda Gaussiano incidente y paquetes transmitidos de
los tres primeros ordenes en el espacio de las frecuencias, con @, =ck, ubicada

en: Aa) la primera frontera del gap, Ab) el centro del gap, Ac) la segunda
frontera del gap. La superred tiene 20 periodos y empleamos

o, =co, =0.08x10" s™*. La escala vertical de los paquetes es un tanto

arbitraria. Con la fila B se entiende mejor como el coeficiente de transmisién
deforma el perfil Gaussiano.

Tomando en cuenta las consideraciones previas, en la Figura 4.14 se construyen las

graficas |¥ (S,,1) |* de acuerdo a la ecuacion (4.13) y evaluando todos los paquetes en el

tiempo t=900fs. Para este tiempo, un paquete Gaussiano incidente de referencia
propagandose en el vacio ocuparia la posicion &, =20. Como parcialmente ya lo hicimos

antes, a partir de esta posicion de referencia, podemos calcular el tiempo de retardo de
cualquier pico de los paquetes transmitidos, deformados o no respecto del perfil Gaussiano
incidente.

En la Figura 4.14 se han indicado cada uno de los picos para los cuales se calcula el tiempo
de retardo. En la Tabla 4.2 se presentan los resultado numericos, el primer renglon
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corresponde a valores para una propagacion libre (espacio vacio) por lo que el tiempo de

retardo es cero.

FIGURA 4.14. Distribucion espacial de los paquetes correspondientes a la

)" o
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Figura 4.13A. Se identifican las posiciones de los picos de interés.

@0 x 10“[ 5w X 10 €, del pico | Arménico [ Simbolo [ T. de Retardo

Figura 4a
20 Incidente | 0fs
17.9 Primero P1a 63 fs
6.47 st | 0.080 51 18.1 Segundo Sia 57 fs
13 Segundo S2a 210fs
18.3 Tercero T1a 51 fs
15.1 Tercero Taa 147 fs
Figura 4b
6.76 s | 0.080 s* 20 Incidente | 0fs
19.4 Primero P1p 18 fs




18.8 Segundo Sip 36 fs
15 Segundo Sap 150 fs
16.8 Tercero T 96 fs
Figura 4c

20 Incidente | 0Ofs
17.8 Primero P1c 66 fs
7055 | 0.080 st 18.5 Segundo Sic 45 fs
14.4 Segundo Sac 168 fs
8.1 Segundo Sac 357 fs
17.2 Tercero Tac 84 fs

TABLA 4.2
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Considerando la expresion (4.13), una estimacion de las posiciones de los picos

prominentes de la Figura 4.14, puede obtenerse a partir de los tiempo de retardo

correspondientes a las frecuencias de los picos prominentes respectivos de la Figura 4.13.

Por ejemplo al pico de primer orden de la Figura 4.13Ab le corresponde un tiempo de

retardo positivo, ver la Figura 4.8b, por lo que en el espacio de las posiciones de la Figura

4.14b se encuentra desplazado negativamente con respecto a ¢&, = 20.
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CONCLUSIONES

Los paquetes de ondas de un mismo orden no lineal que consideramos en este trabajo,
son la superposicion multiple de las ondas correspondientes a todas las sumas multiples
posibles del mismo orden, de las frecuencias de un paquete de primeros arménicos que se
propagan a través de un material no lineal de indice de refraccion isotrdpico (escalar). Estos
paquetes no lineales son independientes unos de otros debido al desacoplamiento
(aproximacion) “no-depletion”.

Cuando el paquete incidente tiene la forma Gaussiana y se propaga a través del material
no lineal sin que su perfil sea modificado sustancialmente (paquete estrecho en el dominio
de frecuencias), la aproximacién binomial permite que la superposicién (integral) maltiple,
relacionada con los paquetes no lineales de cualquier orden, pueda expresarse como una
superposicion simple de correspondientes armonicos “modificados”.

Expresar a los paquetes lineales y no lineales mediante una integral simple permite
generalizar rapidamente la interpretacion para la derivada, con respecto a la frecuencia
angular, de la fase de la amplitud de transmisién de cualquier orden: tiempo de retardo para
el correspondiente paquete estrecho en el dominio de frecuencias, que fisicamente es la
diferencia de tiempos en que ocuparian la misma posicion el pico de orden lineal o no
(aproximadamente Gaussiano) que emerge del material y el pico Gaussiano incidente
moviéndose en el vacio.

El paquete de armonicos “normales” de primer orden puede incluirse dentro de lo que
puede llamarse formulacion de paquetes de ondas y tiempos de retardo, de cualquier orden,
en la aproximacion binomial. Esta es la contribucidn sobresaliente de esta investigacion. La
aproximacion binomial produce ondas planas en el limite.

La incidencia de una onda electromagnética plana sobre un material no lineal de indice
de refraccion isotrépico, con la generacion simultanea del segundo y tercer armonicos en la
aproximacion “no-depletion”; asi como la formulacion binomial de paquetes de ondas se
aplicaron al caso de un cristal fotonico (superred) unidimensional construido con capas
alternadas de AlAs y GaAs de grosor respectivo fijo.

Se presentaron resultados numéricos sobre coeficientes de transmision, tiempos de retardo
y paquetes de ondas, del primero hasta el tercer orden debido a que la aproximacion

binomial no afecta el tiempo de retardo de un segundo armoénico “modificado” con respecto
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a un segundo armonico “cuasinormal”. En el mismo sentido, la aproximacion binomial
puede llegar a variar notablemente el tiempo de retardo de tercer orden.

En lo que se refiere a ondas monocromaticas pudo mostrarse para una muestra de 100
bicapas AlAs/GaAs, que las intensidades del segundo y tercer armonicos pueden ser mas
grandes que la intensidad del haz fundamental en la region de frecuencias donde la
estructura soporta una banda de energia prohibida para la solucién lineal. Este efecto se
logra por el niumero de celdas elementales de la superred y por la ubicacidn y extension de
las bandas fotonicas prohibidas correspondientes a cada uno de los tres armaénicos.

Usando muestras entre 20 y 100 bicapas, se mostro que el efecto superluminal (tiempos de
retardo negativos) se presenta sélo en la respectiva region prohibida para el caso del primer
armonico, en lo que concierne al segundo y tercer armoénicos tal efecto se presenta dentro y
fuera de los correspondientes gaps.

Para una muestra de 20 bicapas y con el fin de ser consistentes con la aproximacion
binomial, para un paquete Gaussiano incidente cuya anchura (o, =0.08 x 10" s) y

frecuencia central son tales que el paquete transmitido de primer orden resulta
aproximadamente Gaussiano, se presentaron calculos para los paquetes transmitidos de los
tres primeros ordenes. En particular cuando la frecuencia central del paquete incidente se
ubica a la mitad del gap fotdnico de primer orden, se tienen las mejores condiciones para la
aproximacion binomial ya que el paquete transmitido de primer orden es practicamente
Gaussiano. Este efecto se debe al comportamiento del factor de deformacion, en general
representado por la amplitud de transmisién de orden correspondiente. Para estas
frecuencias y en el caso de primer orden, el mddulo de la amplitud de transmision y el
tiempo de retardo varian suavemente. Por el contrario la amplitud de transmision de
segundo orden varia apreciablemente, originando una deformacion notable del paquete de
ondas correspondiente. Esto no significa que el perfil de segundo orden no sea confiable,
respecto de la contribucion correcta de todas las sumas equivalentes de frecuencias, ya que
la hipétesis de nuestra aproximacién se cumple adecuadamente.

Como el factor de deformacién de los paquetes de ondas transmitidos, con respecto a la
forma Gaussiana, esta representado por la amplitud de transmision correspondiente (cuya
fase esta relacionada con los tiempos de retardo), fisicamente resulta razonable emplear la

siguiente expresion simple y “obvia”: la parte delantera de los paquetes de ondas
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transmitidos esta constituida esencialmente por la contribucién de las ondas de menores
tiempos de retardo (mayores velocidades de propagacion dentro del material). En el mismo
sentido, la parte trasera de los paquetes de ondas transmitidos esta constituida
esencialmente por la contribucion de las ondas de mayores tiempos de retardo (menores
velocidades de propagacion dentro del material).

Para un tiempo fijo, cuando un paquete transmitido est& constituido por dos 0 mas picos de
transmision, la amplitud de estos picos disminuye en direccion opuesta a la direccion de
incidencia. Esto significa que en la construccion del paquete transmitido, la contribucion de
las ondas de mayores velocidades de propagacion dentro del material es méas intensa que la
contribucion de las ondas de menores velocidades de propagacién dentro del material.
Debido a la mayor velocidad de la parte frontal del paquete que se propaga dentro del
material, tal paquete experimenta un “estiramiento” de derecha a izquierda.

A cada pico de un paquete transmitido puede asignarsele un tiempo de retardo, empleando

cinematica elemental.
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APENDICE

A.1 POLARIZACIONES DE SEGUNDO Y TERCER ORDENES

Por construccion de (2.7), [2.1] esta permitido hacer cualquier intercambio simultaneo

de las parejas pw,,- -, f,@, dejando invariante a ;(0(!2,% (@, -, @,), y en consecuencia

por ejemplo

(2) _ (2
Xops (naw,.n,w,) Em Eyn2 = Xowp (n,,,n@,) Eynz E,,),nl

(3) _ .0
Xapys (M@ ,N,@,M50;) E s, Eon, Eon, = Xapss (Ny@4,Ny 5,1, ;) E s, Eon, En,

_ .0 )
= Xaspy (Ny@y, Ny, N,0,) E5n3 Eﬂn1 E}/nz = Xayps (n,,,n@y,Ns0,) Eynz Eﬂnl Eb‘n3

(A1)

_ .0 I ¢<))
= Xoysp (ny0,,ny @0, E;/nz E5n3 Eﬁnl = Xosyp (N, n,@0,M ) E5n3 Eyn2 Eﬁ'n1 )

donde ademés hemos empleado la conmutatividad de los campos. Este resultado es
independiente del contexto de suma implicita.
Las permutaciones distinguibles de (A.1) se reducen a una y tres, respectivamente para el

segundo y tercer orden, si @ =w,#®, Cuando o, =w,=wm,, las permutaciones

distinguibles para el tercer orden se reducen a una.

Debido a la conmutatividad simultanea de las parejas gn,, yn, y on, que se establece en

(A.1), para calcular las polarizaciones del segundo miembro de (2.13), podemos recurrir al

siguiente artificio

PO) =87, O O | 25 (20, 0,00)E , (1O, (1) [= 67, 8,08, [141,] a2

=80, [ +(D+ D+ () + () + (T

M+

PO =07 1 1n, O Orany O | Xy (M09, 15 E 5, (1, 1)E,, (1 DE,, (r,1) |
=6, o140 O Onon, Onn. [N, ] (A.3)

N, +ng < g “non, “ngng

=800 o [+ (-2 + (<) + (+D) + (+2) + (+3)] .

N +n,+n;

Desarrollando (A.2)
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PE(r,t)=6,,, [(-3)+(-2) + (-1) + (+]) + (+2) + +3)]°
(=3)(-3) + (=2)(=2) + (=D)(-D) + (+D(+D) + (+2)(+2) + (+3)(+3)
+2[(-3)(—2) + (=3)(-1) + (-3)(+1) + (-3)(+2) + (-3)(+3) ]
=6 o, 1 F2[(-2) (1) + (=2)(+1) + (-2)(+2) + (-2)(+3)] ,(A.4)
+2[(-D)(+D) + (-1)(+2) + (-1)(+3)]
+2[(+1)(+2) + (+1)(+3) + (+2)(+3)]
[
2
[

2[(-1)(-2) + (+D(+2)]

=Gy i, +|
+2

+)(3) + (DD ]+ [2(-D(+3) + (+D)(+D)] ¢,
(+2)(-3) + (+1)(-2) ]+ 2[(-2)(+3) + (-1)(+2)]

donde en la primera igualdad se tienen todos los términos del cuadrado de la expresion
entre corchetes. En la segunda igualdad se mantienen solo los términos que finalmente son
diferentes de cero, por la presencia de la delta de Kronecker, para los valores particulares
de n.

Para calcular (A.3) partimos del segundo miembro de la primera igualdad (A.4),

obteniéndose

PO L(r ) =672 [(-3) +(-2) + (-D) + (+1) + (+2) + (+3)
[ 3(+3)(=3)(—3) + 3(-3)(+3)(+3) |
+6(+2)(-2)(—3) + 6(-2)(+2)(+3)
= O nia [ +6(+)(-1)(-3) +6(-1)(+1)(+3) |,
+3(+1)(-2)(-2) + 3(-1)(+2)(+2)
| H(EDEDED) + (+FD)(+D)(+D)

(A.5)

PO (1) =8022 [(-3) + (-2) + (-1) + (+1) + (+2) + (+3)
6(+3)(—2)(=3) + 6(=3)(+2)(+3)
a2 | +6(+2)(~1)(-3) +6(-2)(+1)(+3) (A.6)
O | 3010Y(2)(=2) +3(=2)(+2)(+2) |
+6(+D)(-1)(-2) + 6(-1)(+1)(+2)
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POL(r ) =800 [(—3) +(-2)+ (D) + (D) + (+2) + (+3)]
6(+3)(—1)(=3) + 6(-3)(+1)(+3) |
+3(+3)(=2)(-2) + 3(-3)(+2)(+2)
= O min, | T6(+2)(=1)(-2) +6(-2)(+1)(+2) |-
+3(+1D)(+1)(-3) + 3(-1)(-1)(+3)
| H3(+D)(-D(-D) +3(-D(+D(+1) |

(A7)

Con ayuda de (2.20) tenemos

0 0 8 8 ik,.or _ O d . ik or
——90, = e =—/\|o, —+ik _|E (z) |e™
87/ a aff ﬂn ( ) ( ) a {( yz dZ 7N j an ( )}

v
5 —+|k 5 9k e (z) |e™
yz dz vz dz yn an

|: o + 2|k J Ean (Z):| 'n(kxlx+ky1y)eikzn21

(A8)
8 8 _ |k r _ Y dEzn(Z) ik o ikner
a3 En(r)=— a 8ﬂ E,,(2)e"" = aa{—dz +ik, En(z)}e

= — (5 d +ikanj|:dEzn(Z)+lk E (Z)j| '”(kx1X+ky1Y)eikmz’
dz dz
[0

(n

(nZ)ZO) gaﬂ (nwo) Eﬂn (r)

) S(na)O)E (Z)eikn r n an (Z)eln(k 1X+ky1y)e|kmzl
c?

Pao(r) = O+, O Oy, Loy (M@0, 1,090 E 5 (N, (1)
+0, O, 5”3“3;(0(4?}’0 (nle’ N0y, n3a)0) Eﬂm (r) Eynz (r) Eb‘ng (r)

N +Ny+Ng3 — MmNy~ Ny

i(k,n, +k i k k
§n 5 5 ZD(;;/ (nla)o’ n a)O)Eﬁnl (Z)E}/n2 (Z)el( m znz)zel(nlJrnz)( x1X+Ky1Y)

m+n, —mn T NyN,

=|+o" 5. 6 8 4% (ny@y, N0, Nso)E 5, (2)E,, (2)Es, (2)

n+n,+n3 Y Y ngny n3n3Za/i'y5
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x e e'(”i*”z*”a)(kxlﬂkyﬂ’) (Ag)

n |(k +km2)Z
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i(Kgry +Kzny +Kiang )2
xEg, (2)E,, (2)Es, ()7 Koy *Kang

_ P(z,s) (Z)ein(kx1><+ky1y)
an '
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A.2 EL PROMEDIO TEMPORAL DEL TEOREMA DE POYNTING

En el Capitulo 2 y la Seccion A.1 las frecuencias de interés son @, =nw,, con
n=+1+2,+3. Para esta Seccion es mejor pensar en la generalizacion para n de uno, dos o
tres indices de sumatoria, dada en el Capitulo 3, donde por ejemplo la ecuacion (3.4)
expresaque o, =w,, @, =@, +@, Y 0,=0, +o, +o,. También la ecuacién (3.2) sefiala
simbélicamente que &, debe ser remplazada por & +6,'6) +6,:55".

Con esta idea generalizada para n y o, debe interpretarse ahora a (2.25) [ver la

discusion alrededor de (3.9)], aunque en esta interpretacion también debemos tener presente
que al menos tedricamente y para esta discusion, se han agrupado todos los términos de
(3.2) que tienen frecuencia equivalente [observar los primeros miembros de (3.5)-(3.7)]. En
lo que se refiere al segundo miembro de (2.25), solo escribiremos simbdlicamente la
polarizacion no lineal correspondiente, conformandonos con tener claro como expresarla a
través de la generalizacion de (A.2) y (A.3).

Bajo estas consideraciones partimos de (2.25) para realizar el siguiente desarrollo

2
d_2+2ikzn i Ea” (Z)_(5az i+ika”j dEm (Z) +ikn.En(Z) eikmz
dz dz dz dz

x5 E* (z)e *r? (A.10)

nn —an
d

Ean(z)( d’ +2ik,, ]Ean(z)
" dz

—(E;n(z)%+ikn-E;(z)j{dEan(z)+|k .E (z)}

- pilknkn)2

nn



2 2
1, (2)| 5+ 2K, |, () +EL )| ik, S| E, (2
"dz | ¢ dz
d’E, (z
_Ezn( ) zn( )

:6nn _Ikan zn( ) ( ) _Ikzn zn( )dEzn(Z)
_Ikan an( )dEzn(Z) - kanzn( )dEzn(Z)
+[kn-En(z)][kn-En(z>]

Xei(kzn’k;n)z
donde « indica suma Unicamente sobre X, y,
. d’E dE dE’
HE, ) (2) g(72n) @ +Hi—= ) Ean(2)
= dz dz dz
an(z) dE. (2)
Ean( ) Egn(z) a
. +kzn dEZ* i(Kyy—K) 2
Tl e @"(Z)—Emm 2 e
124 dz 24
( ) z( n)( )
+
|: an zn( ) a( n) a( n)( ) dZ
ik En (2) 4K, an(zﬂ[ wEn (@) +KynEn(2) |
- dE” .
i iEan(Z)L(Z) zn an(Z)Ean(Z) kan an(Z)Ezn(Z)
d | dz |
=0,y [ - dE;n(z) c ) - |
+ | Qn(z)—z m an(z) an(z) an an(z) zn(z) i(kzn_k:n
KynEon (2)En (2) ]

X ei(kzn ’kzn)z
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(A.11)

(A.12)

(A.13)
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dE” (z X ) o
=10, i iE,,(2) L() +k,E, (2)E. (z) -k, .E, (2)E; (2) gi(kn—kn)2
dz = dz @ a an —a
47k}, 8o ()P (2) = (A1)
=—47k25 E. (2)e %P2 (z),

donde con ayuda de (2.20) y (2.12) se ha obtenido y tomado en cuenta que

Srnken (K K )E L (D)E, (2)e" 07"
—47k25 E” (Z)e—ik;nl [Z(na)o)Ean (Z)eikmz:|

nv=nn —an

= 47k? 5., E. () [ PR(2)],

e - (A.15)
_ 47Z'k2 S5 E (Z)e—lkmze*ln(kx1x+ky1y) [Z(nwo)Ean(Z)elkz"zeln(kX1X+kY1y):|

nv=nn —an

nv=nn —an

=47Z'k25 E* (Z)e_ik:"ze_in(kX1X+ky1y)[P;i)(r)},
—idrkis E’ (2)e 7 Im[ x(nw,)]E,,, (z)e""".

nv=nn —an

Verificaremos que (A.14) es el promedio temporal del teorema de Poynting, es decir

<iv-(E><H)>=—<iﬁ(E2+H2)>—<E-aP>. (A.16)
4 8 ot ot
De acuerdo con (2.20) y (2.22), sustituyendo

E(r’t) = §nn En (ryt) = é‘nn En (Z)ei(kn. I’—a)nt) = §nn En (Z)ei[n(kX1X+ky1y)+kzn27wnt] (A 17)
H(, 0 =5, H, (1) = 8, H, (2)e ™0 =5, H, ()" s et 0

en la ecuaciéon de Maxwell

VxE(r,t) :—%gB(r,t) :—%g H(r,1),

_ 18 | (A.18)
5nnV x En (Z)el(kn- r-opt) _ _5nn -v Hn (Z)el(kn- r—wnt)’
c ot
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donde insistimos en el hecho de que al menos para esta Seccion, n representa todas las
configuraciones de los indices de sumatoria en (3.2), que conducen a la misma frecuencia

C!)n :0)| +---+a)| .
h In|

Reconociendo en (A.18) una igualdad para cada n y usando los tensores delta y alternante,

respectivamente 6,, y &,,, [2.3]

0 _
n i(kye r-apt) _ ik, r-apt)
. H,(2)e = eagaw 35 Eyn(z)e

d H i(kye r-o,
eagaﬁ;/ |:§ﬂz d_ Eyn (Z) + Ikﬂn E;/n (Z)jl € (ko " (Alg)

C“ H (z)_iea €,,,E . (2) +ik, x E (z)— [ E.(2)+6,E, (2) |+ik,x E,(2),

Hn(z)_wi{

12 (6,06 0]k xE )]
H(n)(z)_a)i{

Q_|Q_

6 E;(2)—6,E. ()] +K; xE (z)} i), (A20)
Hew (1) = HI().

Para evaluar los términos de (A.16) empezamos con un calculo preliminar

(780 =(V

[2ReE, (r,t)x2Re H,(r, t)]>

] 1T0+T c
= lim = Tj {V-4ﬂ[2ReEn(r,t)x2ReHn(r,t)]}dt:V-<Sn>
1T0+T
= V818 B ()xH, (0] I|m— j e irteiont it I,m=+|n| (A.21)

= V=818 [E.(r)x H,,(1)]= V-5, —[E.(r)x Hy (n) ]

=V IkzIZ il (kyax-+ky1y) —ikyz —Il(kx1x+ky1y) d
=Vs5, 4E[E (2)e x H/ (2)e } dz<S‘“‘>z’



que sera Util para encontrar

(VeS) =<V

C
.47Z[E(r

,t)xH(r,t)]>

1

To+T
=lim=
T—o>w

v
T3

J
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C —_
-4E[E(r,t)x H (r,t)]}dt—V-(S)

To+T
= V8,0, — [E (r)xH. (r)]hml j g it gt n, j=+1 42, +3
(A.22)
_V §nn5”51( n) I:En(r)>< HJ(r)} =V.é‘nn E[En(r)x H:(r)j|
d d d d
=—(S) =—(S,) +—(S,) +—(S
dZ< >z dZ< 1>z+dz< 2>z+dz< >
De acuerdo con (A.20) y siguiendo con el desarrollo de (A.22)
<V-s>=i5 i[E (2)x H;(2) ] et
dZ nn T n n 7
d C * * i k)7
= [ En(@HL () -E,(H,(2) e (A23)
%({d%@hhﬁﬂnkmm@}
_d, cc ol (kn k)2
dz "4r w, _ dE;n(Z)
_EVH(Z) -l yn zn(z) kzn yn(z)
dE, (z E. (2)
%MH Enld) (T’ }
5nncz d * * * i(Kyy—Ko)Z
(V+8) = gy 5z | o L En (DB D+ En @B, (@) ] e
|: Xn xn(z)+kyn yn(z)} Ezn(z)
5.¢c>dl. dE’ (z) o
m* = |iE (z)—l 4 2)E’ (2)-k 2)E. (2) [e'¥ =) (A.24
o, @2| B g KB D (2) B (DE, (D) (A24)
24 dE’ ) o
owC 9 lie Ty e e () -k, B (DEL () [t
drow, dz| © dz |
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donde vemos que las dos ultimas lineas son equivalentes cuando cambiamos n por —n en

el segundo término (incluyendo los factores externos), y claro ya que n=+1,+2,+3.

Continuando con la evaluacion de los términos de (A.16)

<———[E (r,t)+H2(r, t)]>— lim yf{—é%ﬁ[E (r,t)+H2(r, t)]}dt

T 7 0

:nmlTOf{ = 0 O [En(NEn (1) + Hy (NH (r)]eiwm)t}dt
TowoT 5 87[5’[ nn®mm | =an am an om
:Il'miTTT{Mé S [Eun ()E (1) 4, (1) H (r)]e'“”“wm)t}dt A
TooT T 8 mn“mm | =an am an am .
B I(a)[éﬂé‘nné‘mm [Ean (r)Eam(r) + Han (r)Ham(r)]5m(fn)

JT
020 5 T (NE()+H,,(VH, (] =0
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To+T

<—E(r,t)-§ P(r,t)> =Tll;rr010% j [—E(r,t)-% P(r,t)}dt

To+T

— I 1 —iopt a 1) (2,3) —|a)t
= lim = I [ S (N8 6,0 [ P (D +P17 () Je

—iw 5. S (D[P (r)+PEI(r) |5 ny (A.26)

n=nn= mm am

=i,6, B, (N PN+ P27 |

n=-nn—"an

=i0,6,,E,, ()¢ [ P9 (2)+ P2?(2) ].

n=-nn—"an

Sustituyendo (A.24)-(A.26) en (A.16) y de acuerdo con (A.22), (A.15)

d

(v:5)=0(s), = L[(s)+(5.)+(5.)],

2 dE;
_9nC e () FEa®
dnew, dz| °

=i0,6,,E,, ()" [ P (1)(z)+P(2'3)(z)]

n=-nn—"an

= inw,,, 5, (2)e ™ i 1m[ 2(n0,)] E,., ()6 + P29 (),

d

£ K E* ei(km—k;)z
zn an(z) an(z) an an(z) zn(z) (AZ?)



expresion que resulta equivalente a (A.14).

A.3 DESCRIPCION CUANTICA DE LAS SUSCEPTIBILIDADES
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En el Capitulo 2 hemos descrito a las susceptibilidades partiendo de principios

generales, pero es necesario recurrir a los métodos de la mecénica cuantica para obtener

una descripcion microscopica. Al respecto, en [2.2] y [2.6] se encuentran las expresiones de

primer y segundo orden

e2
2(@) = [d°8, 5,13 (0,1, (@)

£0 (. q) = L AlAle.a)e.alelv.q) _{v.alefe.a)(c.alA]v.a)
“ ’ @+ @, (q)+ ilﬂcv (q) a)_a)cv(q) + Ircv(q)

__ B@a,@ (95, (9)
0+, Q)+, (q) ©-0,(Q)+il, ()’

2 @00) = 25 0= 0, +0) =~ & [ 400,65, 1 0,0, 0, @)
(v.a|a]c.a){c.a| A]d,a)(d,a]7|v.q)

o -, (9)+iT,, (9)][@, — @, (@) +iT 4, (a)]
(v.qlac.a)(c.aly|d,a)(d.a| A|v.q)

[@ -, (@) +IT,, (@)][@, — @4, (@) +1T4, (a)]
(v.a] B|c.a)(c.aly[d,a)(d,ga]v,q)

[0+ @4, () +iT 4, (a) ][0, + @, (@) +1T, (a) ]
(v.q|7|c,a)(c.q] A]d.a)(d.q|a|v.q)

[0+ 04, (0) +iT, (a) ][, + @, (@) +1T, ()]

_ V(@2 (@) 5, (Q) 1 N 1
0 =04 (q) +10 (A) | @, + @, (Q) +1, (A) @, —o,,(q) +1Ty,(q) |

_ ﬂvc (q)acd (q)ydv (q) 1 1

fa(/gy) (a)l,a)z,CI) = +[

0 -0 (@) +Tyo () | @, + 0o (@) 1Ty (@) @ — 0 (Q) + 1Ty () |

(A.28)

'(A.29)
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donde q denota el vector de onda del electron, v,c,d son indices de banda, f, (q) es el
factor de distribucion de Fermi para el estado |v,q>, en otras palabras, es la probabilidad de

encontrar al electron en tal estado. El estado monoelectronico |v,q> se identifica con las

-1/2

funciones de Bloch ., (r) =V uvq(r)e‘q'r, donde V es el volumen del cristal [2.4].

Hay dos términos en y%)(w) y ocho términos en z%) (o=, +w,). El calculo puede

extenderse a tercer orden para encontrar ;(6(;)75 (0 =, +, +w,), la cual tiene cuarenta y

ocho términos. La expresion completa para ;(;Z’yd se encuentra en la literatura [2.7]. Sera de

utilidad la expresion

. 1 . wta,Q)-IT

lim — =lim S

ot Q)+ ™ot ()] +I?
1

_ , + 0
_| wto,@ 0real201 a0

_i”é‘[wia)cv(q)]’ a)ia)cv(q):O
1

pm—iné[a)ia)w(m]’

donde se ha empleado una representacion de la delta de Dirac.

A la relacion (A.30) le asignaremos un carécter operacional, y debe comprenderse en el
sentido de que la integracion de los miembros primero y segundo con cualquier funcion
continua proporciona un mismo resultado. En este caso la variable correspondiente es g,
cuyo dominio es la primera zona de Brillouin [2.4].

La letra P indica el valor principal de Cauchy de la integral, con referencia a la superficie

de energia constante E (q) =%a,,(q) =Fho. Al respecto, pequefias discusiones para una

dimension se encuentran en [2.5][2.8].
Debido a que la unidad imaginaria esta relacionada con la “constante de amortiguamiento
I'”, en (A.30) se ve claramente que ignorar a I" es equivalente a que la contribucion de la

delta de Dirac no se manifieste al integrar, y que esto también es equivalente a que la
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s -1 - .. - -/
funcion [a;ia)cv(q)] es continua en todo el dominio de integracion. Esto ocurre cuando

EQ'CV - |ECV (q) = EC (q) - Ev (q)|m|'nim0 = |hw| )

-1

Cuando la funcion [a)ia)cv(q)] es continua en todo el dominio de integracion, no es

necesario escribir P[w * a,, (q)]_l.

Esto nos lleva a la conclusion de que si, en particular, “Vv” denota la banda de valencia

y “c” las bandas restantes, entonces en todos los términos correspondientes a (A.30) las

funciones [coiraocv(q)]fl son continuas en todo el dominio de integracion (Sse pueden

despreciar las constantes I' respectivas) cuando E, >|ha)| donde E, es la anchura

energética de la banda prohibida entre la banda de valencia y la banda de conduccién. Lo

cual sucede porque E ., > E,, segin el modelo unidimensional de potencial periddico para

g,cv —
el cristal, propuesto por R. Kronig y W. Penney (aproximacion del enlace fuerte) [2.9]
[2.10].
Esta conclusion puede aplicarse a todos los términos de (A.28) si tomamos una

aproximacion de temperaturas suficientemente bajas, es decir, si f,(q) =1 en la banda de
valencia y, naturalmente, f (q)=0 para las bandas restantes, lo que de paso reduce a un
solo término la suma indicada por o, .

El esquema que tenemos para que podamos despreciar las constantes I', en la

susceptibilidad de primer orden, implica que puede hacerse lo mismo para la de segundo
orden.
Debemos notar que, para nimeros de banda especificos, “d”, “c” y “v” son diferentes

entre si. Como hemos dicho, en particular “Vv” es la de valencia con f,(q)=1.

Ocupémonos primero de los cuatro ultimos términos de (A.29), omitiendo las constantes de

amortiguamiento dentro de los corchetes, ya que E, ,,E, ,=E;, y se cumple con

g,dv? —g,cv —

E, >|hal|,|ha),|ho,|,|no,| en nuestro trabajo de los tres primeros arménicos
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e __m(q)acd(q)ﬂdv(q)[ 11 }

58 w— wdc (q) + il_‘dc (q) a)Z + a)cv (q) a)l - de (q)

_ﬂvc(q)acd(q)m(q){ 11 }
a)_a)dc(q)+irdc(q) a)1+a)cv(q) a)z_a)dv(q) '

(A.31)

donde, como hemos visto, las funciones dentro de los corchetes son continuas en todo el
dominio de integracion. Por lo mismo podemos repetir el procedimiento directamente

(E,q = E,), obteniendo un resultado similar al de la primera omision.

g,dc
Pero una segunda omision directa puede no ser posible ya que “d” y “c” son indices de
valor diferente de cualesquiera bandas que no son la de valencia, y entonces para bandas

adyacentes muy lejanas, seguro que E, . <E, [2.9][2.10].
Cualquiera que sea el caso, podemos simplificar (A.31), realizando sumas de fracciones,

-1
)

aplicando (A.30) y haciendo la transformacion d*q=dSd (@—a,, ())|V (@ -y (@),

que evalla la integral a través de y sobre superficies definidas por o —a,.(q) = constante

[12, - J{— 7@ @@ L@t (@)r(@) }
Vv o8 \Y [0)2 +a)cv (q)][a)l _a)dv (q)] [a)l +a)cv (q)][a)Z _a)dv (q)]
(o 1 N ~ dSd (@ — @y (a))
(@-0 (Q)){P 0 -0,(0) 75(@ w"‘:(q))} V(0—0, (@)
N {_ 7@ @B @ B0y (074, (Q) }dgq N

v [(02 +a)cv(q)][a)1 _a)dv(q)] [a)l +a, (Q)][w2 _a)dv(q)] (A32)

I {_ V@ @80 (@ B (@74, (a) } |

S [0)2 + @, (q)][a)l — Wyy (q)] [a)l T @, (Q)][a’z — Wyy (q)] - (1)=0

«| Zizds 1im 2" %)
-0y (q)—0 ‘V (a) — Wy (q))‘

N {_ 7@ @Bu(@)  Pu(@ay (@7() }dgq
v [a)2+a)cv(q)][a)1_a)dv(Q)] [a’l"'a)cv(q)][a)z_wdv(Q)] ,
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donde también hemos tomado en cuenta la posibilidad de que el gradiente se anule en la
integral de superficie, pero ain en este caso el limite es cero porque @ -, (q) tiende a
cero mas rapido que sus derivadas parciales. También, como ya lo hicimos antes, para una
funcién continua da lo mismo tomar o no un valor principal de Cauchy para la integral.

El resultado (A.32) implica que (A.31) se reduce a

co  _ 7e@aw(@Ba (@ L) Q)7 (@) (A33)
DI o, + 0, ()] [0, — 04, (@)] [0+ @4, (@) ][0, — 0y, ()]

En cuanto a los cuatro primeros términos de la susceptibilidad de segundo orden no hay
problema para que, siguiendo el camino ya mostrado, apliguemos una omision sucesiva

directa de constantes T.

Resumiendo, cuando f,(q)=1y E,>|ho| |[hw|,|hw,|,|he;|, entonces las constantes

de amortiguamiento en (A.28)-(A.29) pueden omitirse. En consecuencia y de acuerdo con

1

(A.33), las susceptibilidades de primer y segundo orden x{(w) y Z(Z)y(w:a)l+a)2) se

aQ

reducen a

eZ
(@) =—[d*a5, £ (@,0)

1 1

w+0,Q) o-o,)

(A.34)
fll(l) (60, q) = |Ivc (q)|2 ( j’

o3
ZS%/ (0, 0,) = Z;fz)y (=0 +w,)= _?J-dsq&cc5dd fa(/?;z (0, ,,9)

(DB (D7 (@ ()7 (9 S ()
0 =0, (@)][@, ~0,,@)]  [0-0,(@)][e -, )]
Buc(@7e (Mg, (@) 7(0) S (A2, (A)
[0+ @y, (@)][@,+ 0, @] [@+0,@][0, +o, ()]

_ Ve (q)acd (q)ﬂdv (q) _ ﬁvc (q)acd (q)}/dv (q) .
[a’z + @, (q)] [a)l — Wy, (q)] [601 + o, (q)] [wz — Wy, (q)]

fa(;ﬁ(wl,wz,Q) = +[

(A.35)




106

Observemos que #\”(w) es real.

Las expresiones (A.34) y (A.35) son casos particulares correspondientes de (A.28) y
(A.29), y son consecuencia de un razonamiento operacional basado en un modelo simple

para las bandas de energia de un cristal. Tal razonamiento considera f, (q)=1 para la
banda de valencia y E, > |ho|,|hw,|,|hw,|,|hws|, por lo que el cristal no absorberé energia

del campo electromagnético. La probabilidad de encontrar al electron en la banda “v” con

energia E, (q), en el instante de conexion de la interaccion del cristal con el campo
electromagnético, es precisamente f,(q) [2.11].

Hemos encontrado un ejemplo de que cuando no existe absorcion de fotones, todas las
constantes de amortiguamiento pueden omitirse. El procedimiento operacional mismo nos
indica que cuando ocurre la absorcion no todas las T" pueden despreciarse.

La susceptibilidad de tercer orden tiene un comportamiento similar en lo que se refiere
a la omision de las constantes T.
Para aclarar esta situacion solamente escribiremos las ecuaciones basicas, en la forma

planteada por [2.11], para obtener las susceptibilidades de cualquier orden [2.12]

A

_lrn 1 o4 PN ()
a—E[H0+Hint,P}—F(P—P )

(P)=Tr(pP),

(A.36)

donde p© = p(t=—0)=f,(q) es el valor en equilibrio (6p” /ot=0) de la matriz de
densidad cuéantica [2.13] en el instante de conexién de la interaccién del cristal con el
campo electromagnético, <P> es el valor esperado de la polarizacion P.

En mecénica clésica, en relacion con el oscilador arménico forzado, tenemos un tiempo de

relajacion [2.14][2.15], que caracteriza el amortiguamiento del estado transitorio y el

establecimiento del estado estacionario.

En (A.36) T es un tiempo fenomenoldgico efectivo de relajacion que describe la

interaccién del cristal con el medio disipativo, constituido por los fonones de las

oscilaciones de la red del propio cristal [2.4], F|O es el operador Hamiltoniano del cristal no



107

perturbado y H. . es el operador Hamiltoniano que describe la interaccion de la luz con la

int
materia.

Si (A.28) y (A.29) se hubieran obtenido partiendo de (A.36), solamente diferirian en
que la constante de amortiguamiento seria Unica. Es claro que esta situacion se manifestara
en las susceptibilidades de cualquier orden. Consecuentemente, cuando no haya absorcion
de fotones, la I" eficaz es realmente cero, ya que no hay energia que entregar a las
vibraciones de la red.

Cuando las constantes de amortiguamiento pueden despreciarse, la simetria de

permutacion (2.32) nos permite obtener

(—n, 28 sn,n,, nS) = (a(-n), Ay, yn,,0n,) 7S (+n=+n, +n, +n,), por (2.28)
(a(_n):ﬁn117nz’§n3))(g§a (+n, =-n, —ny +n), por (2.30)
(B, yn,, 60, a(-n)) 5%, (—n, =+n, +n,—n), por conmuta-

cion algebraica de los campos y por conjugacion compleja (A.37)

= (1, 75,1y, —0) oor (2.28)
=(n, 280, =0, ;) por similitud
=(ny 28, -nn,n,) por similitud,

y similarmente

(n 250, —n) =(n,, 22, —n,n,). (A.38)

(_nalé?w n, nz)
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