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Introducción

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vaćıo. Un hiperes-
pacio de un continuo es una familia de subconjuntos cerrados del continuo con
una propiedad en común. El estudio de los modelos geométricos de hiperespa-
cios de un continuo es un tema interesante en la teoŕıa de continuos. Existe
una gama amplia de estudios sobre el hiperespacio de subconjuntos cerrados
y no vaćıos de un continuo y del hiperespacio de subcontinuos de un conti-
nuo; dado un continuo X, estos hiperespacios son denotados por 2X y C(X),
respectivamente. En 1978, Sam B. Nadler, Jr. [24, pág. 601] propone estudiar
la familia de subconjuntos de un continuo X que son arcos, este hiperespacio
se denota por A(X) = {A ⊂ X : A es un arco en X}. En 1999, Adrián Soto
[30] retoma este tema y considera el hiperespacio de arcos y singulares de un
continuo X, el cual se denota por M(X) = A(X) ∪ {{x} : x ∈ X}. En ese
trabajo se obtienen propiedades de M(X) cuando el continuo X es un den-
droide. En 2002, Alejandro Illanes [12] da una caracterización de las dendritas
en términos del hiperespacio de arcos y singulares.

En 2016 Iván Serapio, en su tesis de maestŕıa [29, Definición 2.68], aporta el
concepto de punto medio para cada elemento del hiperespacio M(X) y, con
esto, se define la función punto medio [29, Definición 2.71], denotada por Pµ

donde µ es una función de Whitney, que asigna a cada elemento A de M(X)
su único punto medio Pµ(A) ∈ X con respecto de µ. En paralelo, también
estudia la función de puntos extremos [29, Definición 2.19], la cual asigna a
cada elemento A de M(X) el conjunto de puntos extremos de A. Entre 2016
y 2019 Maŕıa de Jesús López, Patricia Pellicer Covarrubias e Iván Serapio
obtienen numerosos resultados que se desprenden de [29], entre los cuales se
encuentran: (1) una equivalencia para la continuidad de la función de puntos
extremos y la función punto medio; (2) condiciones para asegurar que la función
de puntos extremos y la función punto medio sean abiertas o cerradas; (3)
caracterizaciones de los continuos localmente conexos y de las dendritas en
términos de la función de puntos extremos y del hiperespacio M(X).

Siguiendo esta ĺınea de investigación y en relación con las funciones especiales
entre continuos, en 2018 presento en mi tesis de maestŕıa [33] un estudio sobre
cuándo la función punto medio y la función de puntos extremos son funciones
atómicas, casi monótonas, fuertemente monótonas, libremente descomponibles
y fuertemente libremente descomponibles. Como consecuencia, obtenemos dos
caracterizaciones: una para los continuos libres de arcos y otra para las den-
dritas (esta parte se encuentra publicada en [19]). Además, demostramos que
existe una función continua, suprayectiva y fuertemente localmente inyectiva
entre [0, 1] y una gráfica finita X, la cual se utiliza para probar que existe una
compactación métrica del intervalo (0, 1], digamos Y , cuyo residuo es homeo-
morfo a X tal que cualquier función punto medio es continua en el hiperespacio
de arcos y singulares M(Y ).

Inspirado naturalmente en la función punto medio y el hiperespacio de arcos y
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singulares en este proyecto de tesis propongo estudiar las familias siguientes:
Dados un continuo X y un punto p ∈ X, consideramos los elementos A ∈
M(X) que tienen al punto p, es decir:

Arcos(p,X) = {A ∈ M(X) : p ∈ A},

llamado hiperespacio de arcos en X que contienen a p. Estamos interesados en
atender la siguiente pregunta:
¿Qué propiedades topológicas tiene, Arcos(p,X), el hiperespacio de arcos en
X anclados en el punto p?

Por otro lado, dada una función de Whitney para C(X), µ, sea Pµ la función
punto de medio. Para cada punto p ∈ X, consideramos los elementos A ∈
M(X) para los cuales Pµ(A) = p, es decir:

Medioµ(p,X) = {A ∈ M(X) : Pµ(A) = p},

llamado el hiperespacio de arcos enX con punto medio p respecto de µ. Estamos
interesados en responder la siguiente pregunta:
¿Qué propiedades topológicas tiene el hiperespacio Medioµ(p,X), para cada
punto p ∈ X?

Este trabajo consta de 8 caṕıtulos. En el Caṕıtulo 1, recopilamos todos los con-
ceptos necesarios para el desarrollo de este trabajo. En el Caṕıtulo 2, dados un
continuo X y p ∈ X introducimos el hiperespacio de arcos en X que contienen
a p, estudiamos los modelos geométricos de Arcos(p,X), cuando X es un arco
(Teorema 2.5) o X es una curva cerrada simple (Teorema 2.6) o X es un trio-
do simple (Teorema 2.7) o X es una paleta (Teorema 2.9). Mostramos algunas
propiedades generales de este hiperespacio como son la arco conexidad (Teo-
rema 2.10), además mostramos que la compacidad de este hiperespacio para
cada punto caracteriza a las dendritas en la clase de los continuos localmente
conexos (Teorema 2.17), cerramos el Caṕıtulo 2 estudiando el hiperespacio de
arcos en X que contienen a p cuando X contiene una arco componente que
es imagen continua y biyectiva del rayo [0,∞) o R (Teoremas 2.26 y 2.31).
Como consecuencia de estos resultados obtenemos el modelo geométrico del
hiperespacio Arcos(p,X) cuando X es el continuo sen 1

x
(Corolario 2.30) y el

modelo geométrico del hiperespacio Arcos(p,X) cuando X es el Arcoiris de
Knaster (Teorema 2.32). Cabe mencionar que este caṕıtulo conforma el art́ıcu-
lo Hyperspaces of arcs containing a point [4], publicado en la revista Topology
Proceedings, Volume 63 (2024), 149–166.

En el Caṕıtulo 3, dados un continuo X, p ∈ X y una función µ de Whitney
para C(X) introducimos el hiperespacio de arcos en X con punto medio p
respecto de µ, estudiamos modelos geométricos del hiperespacioMedioµ(p,X),
cuando X es un arco (Teorema 3.6) o X es una curva cerrada simple (Teorema
3.10) o X es un triodo simple (Teorema 3.11). Mostramos algunas propiedades
generales de este hiperespacio como son la arco conexidad (Teorema 3.12),
además mostramos que la compacidad de este hiperespacio para cada punto
caracteriza a las dendritas en la clase de los continuos localmente conexos
(Teorema 3.18), cerramos el Caṕıtulo 3 estudiando el hiperespacio de arcos en
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X con punto medio p respecto de µ, cuando X contiene una arco componente
que es imagen continua y biyectiva del rayo [0,∞) o R (Teoremas 3.20 y 3.22).
Como consecuencia de estos resultados obtenemos el modelo geométrico del
hiperespacio Medioµ(p,X) cuando X es el continuo sen 1

x
(Teorema 3.21) y el

modelo geométrico del hiperespacio Medioµ(p,X) cuando X es el Arcoiris de
Knaster (Teorema 3.23).

En el Caṕıtulo 4, introducimos la propiedad de Kelley por arcos; dado un
continuo X decimos que X tiene la propiedad de Kelley por arcos si para cada
p ∈ X, para cada A ∈ Arcos(p,X) y para cada sucesión {pn}n∈N convergente
a p, existe una sucesión {An}n∈N convergente a A tal que An ∈ Arcos(pn, X),
para cada n ∈ N (Definición 4.4), mostramos ejemplos de continuos que tiene
la propiedad de Kelley por arcos, como son el arco (Teorema 4.7), la curva
cerrada simple (Teorema 4.8), el triodo simple (Ejemplo 4.12) y la 2-celda
(Teorema 4.18). El Ejemplo 4.12 muestra que la propiedad de Kelley no implica
la propiedad de Kelley por arcos, por otro lado, el Ejemplo 4.13 muestra que la
propiedad de Kelley por arcos no implica la propiedad de Kelley. Mostramos
que la propiedad de Kelley por arcos caracteriza al arco y a la curva cerrada
simple en la clase de las gráficas finitas (Teorema 4.15), mientras en la clase de
las dendritas caracteriza al arco (Teorema 4.16). Mostramos que los continuos
homogéneos tienen la propiedad de Kelley por arcos (Teorema 4.27). Cerramos
el Caṕıtulo 4 mostrando que en la clase de las dendritas la propiedad de Kelley
por arcos caracteriza al arco (Corolario 4.56). Cabe mencionar que este caṕıtulo
conforma el art́ıculo The property of Kelley by arcs [5], el cual ha sido enviado
al Bolet́ın de la Sociedad Matemática Mexicana.

En el Caṕıtulo 5, estudiamos la propiedad de Kelley por arcos en compacta-
ciones métricas del intervalo [0, 1), mostramos que dicha propiedad caracteriza
al continuo sen 1

x
y (SP )1 = S1 ∪{(1+ 1

t
)(cos t, sent) : t ∈ [2π,∞)} en la clase

de las compactaciones con residuo gráfica finita (Teorema 5.14), por otro lado,
en las compactaciones con residuo dendrita caracteriza solo al continuo sen 1

x

(Teorema 5.15).

En el Caṕıtulo 6, dados un continuo X y un subconjunto A de X tal que
Arcos(p,X) es compacto, para cada p ∈ A, consideramos la siguiente colección

KA(A,X) = {Arcos(p,X) : Arcos(p,X) es compacto, para cada p ∈ A}.

Mostramos que en la clase de las dendritas la compacidad del hiperespacio
KA(X,X) es equivalente a ser arco, a que X tenga la propiedad de Kelley por
arcos y a que la función αX : X → KA(X,X) que asigna a cada punto p ∈ X
su respectivo hiperespacio Arcos(p,X) (Definición 6.2) sea continua (Teorema
6.9).

En el Caṕıtulo 7, dados un continuoX y µ una función de Whitney para C(X),
diremos que X tiene la propiedad de Kelley por medios si para cada p ∈ X,
para cada sucesión {pn}n∈N convergente a p y para cada A ∈ Medio(p,X),
existe una sucesión {An}n∈N convergente a A tal que An ∈ Medio(pn, X),
para cada n ∈ N (Definición 7.1). Mostramos ejemplos de continuos que tiene
la propiedad de Kelley por arcos, como son el arco (Teorema 7.5), la curva



cerrada simple (Teorema 7.6) y el triodo simple (Ejemplo 7.8). El Ejemplo
7.8 muestra que la propiedad de Kelley no implica la propiedad de Kelley por
medios, por otro lado, el Ejemplo 7.9 muestra que la propiedad de Kelley por
medios no implica la propiedad de Kelley, además este mismo ejemplo muestra
que la propiedad de Kelley por medios no implica la propiedad de Kelley por
arcos. Mostramos que la propiedad de Kelley por medios caracteriza al arco
y a la curva cerrada simple en la clase de las gráficas finitas (Teorema 7.10),
por otro lado en la clase de las dendritas la propiedad de Kelley por medios
caracteriza al arco (Teorema 7.11).

Finalmente, en el Caṕıtulo 8, dados un continuo X, µ una función de Whitney
para C(X) y A un subconjunto de X tal que Medioµ(p,X) es compacto para
cada p ∈ A, definimos la siguiente colección

KM(A,X) = {Medioµ(p,X) :Medioµ(p,X) es compacto, para cada p ∈ A}.

Mostramos que en la clase de las dendritas la compacidad del hiperespacio
KM(X,X) es equivalente a ser arco, a que X tenga la propiedad de Kelley
por medios y a que la función ηX : X → KM(X,X) que asigna a cada punto
p ∈ X su respectivo hiperespacio Medioµ(p,X) (Definición 8.2) sea continua
(Teorema 8.8).

José Luis Suárez López
Facultad de Ciencias F́ısico Matemáticas

Benemérita Universidad Autónoma de Puebla
26 de enero de 2024
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Para un espacio topológico X y A ⊂ B ⊂ X. Denotamos por clB(A), intB(A)
y frB(A), la cerradura, el interior y la frontera de A en B, respectivamente.
En caso de que B = X, simplemente omitiremos el sub́ındice. La cardinalidad
de X la denotamos por |X|.

1.1 Continuos

Este trabajo se desarrolla dentro de la teoŕıa de los continuos y sus hiper-
espacios. Un continuo es un espacio métrico compacto, conexo y no vaćıo.
Un subcontinuo es un subconjunto de un continuo que a la vez es un con-
tinuo. Uno de los continuos más conocidos es el llamado arco que es un
espacio topológico homeomorfo al intervalo cerrado [0, 1]. Una curva cerra-
da simple es un espacio topológico homeomorfo a la circunferencia unitaria
S1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}. Estos continuos tienen la propiedad de que
todos sus subcontinuos propios y no degenerados (espacios con más de un pun-
to) son arcos. Existe una gran variedad de continuos, desde los más simples,
hasta los más complejos, a continuación mencionaremos algunos de ellos que
serán tratados en el desarrollo de este trabajo.

Definición 1.1. Sean X un espacio topológico, p ∈ X y β un número cardinal.
Diremos que el punto p tiene orden menor o igual que β en X, lo cual
se denotará por ord(p,X) ≤ β, si para cada subconjunto abierto U en X
con p ∈ U , existe un subconjunto abierto V en X tal que p ∈ V ⊆ U y
|frX(V )| ≤ β. El punto p es de orden β en X, lo cual denotaremos por
ord(p,X) = β, si ord(p,X) ≤ β y ord(p,X) ̸≤ α para cualquier α < β.

Definición 1.2. Sean X un espacio topológico y p ∈ X. Diremos que:

(i) El punto p es un punto extremo de X, si ord(p,X) = 1. El conjunto de
puntos extremos de X lo denotamos por E(X).

(ii) El punto p es un punto ordinario de X, si ord(p,X) = 2. El conjunto
de puntos ordinarios de X lo denotamos por O(X).

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

(iii) El punto p es un punto de ramificación de X, si ord(p,X) ≥ 3. El
conjunto de puntos de ramificación de X lo denotamos por R(X).

Definición 1.3. Sean X un continuo y n ∈ N. Diremos que X es un n-odo
si existe un subcontinuo B de X tal que X \ B es la unión de n conjuntos
abiertos en X, no vaćıos y ajenos entre śı. En este caso, diremos que B es un
núcleo de X. Más aún, si n = 3, diremos simplemente que X es un triodo.

Definición 1.4. Sea n ∈ N con n ≥ 3, un n-odo simple es un continuo que
es la unión de n arcos que se intersectan dos a dos, en un punto el cual es
punto extremo de cada uno de los n arcos. Si Y es un n-odo simple, entonces
el único punto de orden mayor o igual a tres en Y es llamado vértice de Y .
Si n = 3, entonces Y es llamado triodo simple.

Otros continuos importantes son las denominadas gráficas finitas.

Definición 1.5. Una gráfica finita es un continuo que se puede representar
como la unión de una cantidad finita de arcos de manera que cualesquiera
dos de ellos o bien son ajenos o bien se intersectan en alguno de sus puntos
extremos.

Definición 1.6. Una gráfica finita es un árbol si no contiene curvas cerradas
simples.

En lo que sigue citamos algunos resultados, y damos una referencia para ver
una demostración de éstos.

Proposición 1.7. [25, Proposición 9.4] Si X es un continuo tal que para cada
x ∈ X, ord(x,X) es finito, entonces cada subcontinuo de X es un continuo
localmente conexo.

Proposición 1.8. [25, Proposición 9.5] Sea X un continuo no degenerado.
Para cada x ∈ X, ord(x,X) ≤ 2 si y sólo si X es un arco o una curva cerrada
simple.

Corolario 1.9. [25, Corolario 9.6] Un continuo X es un curva cerrada simple
si y sólo si para cada x ∈ X, ord(x,X)=2.

Definición 1.10. Un espacio topológico X es arco conexo si para cualesquie-
ra dos puntos x, y ∈ X existe un arco que une a x con y. Un espacio topológico
X es únicamente arco conexo si para cualesquiera dos puntos x, y ∈ X
existe un único arco que une a x con y.

Proposición 1.11. [29, Corolario 2.65] Un continuo es únicamente arco co-
nexo si y sólo si es arco conexo y no contiene curvas cerradas simples.

Una definición importante es la siguiente:

Definición 1.12. Un continuo X es unicoherente si A y B son subcontinuos
de X tales que X = A ∪B, se tiene que A ∩B es conexo.

Definición 1.13. Una dendrita es un continuo localmente conexo el cual no
contiene curvas cerradas simples.
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Definición 1.14. Un dendroide es un continuo arco conexo y hereditaria-
mente unicoherente.

Definición 1.15. Sean X un dendroide y p ∈ X. Diremos que X es suave en
p, si para toda sucesión {xn}n∈N contenida en X tal que ĺım

n→∞
xn = x, se tiene

que la sucesión de arcos {pxn}n∈N converge al arco px.

Una prueba del resultado que sigue se encuentra en [7, Corolario 4] y [7, Co-
rolario 5].

Teorema 1.16. Sea X un dendroide. Entonces X es una dendrita, si y sólo
si, X es suave en todos sus puntos.

1.2 Hiperespacios

Los hiperespacios de un continuo X son ciertas familias de subconjuntos de
X, con alguna caracteŕıstica particular. Los más conocidos son:

2X = {A ⊂ X : A es no vaćıo y cerrado en X},
C(X) = {A ∈ 2X : A es conexo} y, para cada n ∈ N,

Fn(X) = {A ∈ 2X : A tiene a lo más n elementos} y

Cn(X) = {A ∈ 2X : A tiene a lo más n componentes}.

Observación 1.17. Por la forma en que se definen C(X), Fn(X) y Cn(X) son
subconjuntos de 2X , además C(X) = C1(X), Cn(X) ⊂ Cn+1(X) y Fn(X) ⊂
Fn+1(X), para cada n ∈ N.

Definición 1.18. Dados X un espacio metrizable con métrica d, A ∈ 2X y
ε > 0, se define:

Nd(ε, A) = {x ∈ X : existe y ∈ A tal que d(x, y) < ε}.

Al conjunto Nd(ε, A) se le conoce como la nube de radio ε alrededor de A en
X.

Notación 1.19. De ahora en adelante escribiremos N(ε, A) para hacer refe-
rencia a Nd(ε, A).

Proposición 1.20. [33, Proposición 2.3] Sean X un espacio métrico compac-
to con métrica d, A ∈ 2X y ε > 0. Se tiene que:

(a) N(ε, A) =
⋃
x∈A

B(ε, x);

(b) N(δ, A) ⊂ N(ε, A) para δ ∈ (0, ε];

(c) N(ε, A) =
⋃

0<δ<ε

N(δ, A);
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(d) si U es un conjunto abierto en X y A ⊂ U , entonces existe δ > 0 tal que
N(δ, A) ⊂ U ;

(e) si E ∈ 2X es tal que A ∩ E = ∅, entonces existe δ > 0 tal que N(δ, A) ∩
Nd(δ, E) = ∅.

Notación 1.21. Sea X un espacio métrico compacto. Para cada par de ele-
mentos A,B ∈ 2X definamos el siguiente conjunto:

E(A,B) = {ε > 0 : A ⊂ N(ε, B) y B ⊂ N(ε, A)}.

Ya que hemos definido lo que es una nube, definamos ahora la métrica para
2X conocida como métrica de Hausdorff de la forma siguiente:

Definición 1.22. Dados X un espacio métrico compacto y A,B ∈ 2X , se
define la distancia H : 2X × 2X → [0,∞) como:

H(A,B) = ı́nf E(A,B),

H es llamada la métrica de Hausdorff para 2X .

La prueba de que H es una métrica puede ser consultada en [16, Teorema 2.2].

Lema 1.23. Sean X un espacio métrico compacto, A,B ∈ 2X y ε > 0. En-
tonces H(A,B) < ε si, y sólo si, A ⊂ N(ε, B) y B ⊂ N(ε, A).

Demostración. ⇒] Supongamos queH(A,B) < ε. Luego, existe δ ∈ E(A,B)
tal que δ < ε. Por la Proposición 1.20, que N(δ, A) ⊂ N(ε, A) y N(δ, B) ⊂
N(ε, B). Además, A ⊂ N(δ, B) y B ⊂ N(δ, A). Por lo tanto, A ⊂ N(ε, B) y
B ⊂ N(ε, A).

⇐] Rećıprocamente, si A ⊂ N(ε, B) y B ⊂ N(ε, A) entonces por la Proposición

1.20 (c), tenemos que A ⊂
⋃

0<δ<ε

N(δ, B). Dado que A es compacto existen

n ∈ N y δ1, . . . , δn tales que A ⊂
n⋃

i=1

N(δi, B). Sea α = máx {δ1, . . . , δn}. Luego,

N(δi, B) ⊂ N(α,B) para todo i ∈ {1, . . . , n}. Aśı
n⋃

i=1

N(δi, B) ⊆ N(α,B).

Luego, A ⊂ N(α,B). De forma análoga, como B ⊂ N(ε, A), existe 0 < γ < ε
tal que B ⊂ N(γ,A). Sea β = máx{α, γ}. De aqúı, tenemos que β < ε,
A ⊂ N(β,B) y B ⊂ N(β,A). Aśı β ∈ E(A,B), por lo tanto H(A,B) ≤ β < ε.
Por esto H(A,B) < ε. □

Teorema 1.24. [13, Teorema 4.2] Para cualquier continuo X el hiperespacio
2X es compacto.

Teorema 1.25. Para cualquier continuo X el hiperespacio C(X) es un con-
tinuo.
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Demostración. Se sigue de [13, Corolario 4.3], [13, Corolario 6.11] y del he-
cho que C(X) es subespacio de 2X . □

Con lo hecho anteriormente, sabemos que 2X , aśı como sus subespacios son
espacios métricos. Para introducir una noción topológica sobre espacios, ha-
blaremos de la llamada Topoloǵıa de Vietoris. Para ello, introduzcamos la
siguiente notación.

Notación 1.26. Sean X un espacio métrico compacto no vaćıo, n ∈ N y
U1, . . . , Un subconjuntos de X. Definimos la siguiente colección de subconjuntos
de 2X :

⟨U1, . . . , Un⟩ = {A ∈ 2X : A ⊂
n⋃

i=1

Ui y A ∩ Ui ̸= ∅, para todo i ∈ {1, . . . , n}}.

Teorema 1.27. [16, Teorema 1.2] Sean X un espacio métrico compacto y
B = {⟨U1, . . . , Un⟩ : n ∈ N y Ui es abierto para cada i ∈ {1, . . . , n}}. Entonces
B es base para una topoloǵıa del hiperespacio 2X .

Nota 1.28. La topoloǵıa generada por B, denotada por τV , es conocida como
topoloǵıa de Vietoris.

Teorema 1.29. [16, Teorema 3.1] Sea X un espacio métrico compacto. En el
hiperespacio 2X la topoloǵıa de Vietoris y la topoloǵıa inducida por la métrica
de Hausdorff coinciden.

Recordemos algunos resultados importantes de la convergencia de sucesiones
de conjuntos.

Definición 1.30. Sea X un espacio topológico. El ĺımite inferior y el ĺımi-
te superior de una sucesión {An}n∈N de subconjuntos de X, denotados por
ĺım inf An y ĺım supAn, respectivamente, se definen de la siguiente manera:

(a) ĺım inf An = {x ∈ X : para cada abierto U en X que contiene al punto x,
existe N ∈ N tal que U ∩ An ̸= ∅, para cada n ≥ N}.

(b) ĺım supAn = {x ∈ X : para cada abierto U en X que contiene al punto x
existe un conjunto infinito, J ⊆ N, tal que U ∩ An ̸= ∅, para cada n ∈
J}.

Proposición 1.31. [2, Proposición 2.4] Si X es un espacio topológico y {An}n∈N
es una sucesión de conjuntos de X, entonces

(a) x ∈ ĺım inf An si y sólo si existe una sucesión {an}n∈N tal que an ∈ An,
para cada n ∈ N, y {an}n∈N converge a x.

(b) x ∈ ĺım supAn si y sólo si existen una subsucesión {Ank
}k∈N y ank

∈ Ank
,

para cada k ∈ N, tal que la sucesión {ank
}k∈N converge a x.

Lema 1.32. [16, Lema 4.3] Sea (X,T ) un espacio topológico. Sea {An}n∈N
una sucesión de subconjuntos de X y A ⊂ X. Entonces ĺımAn = A si y sólo
si A ⊂ ĺım inf An y ĺım supAn ⊆ A.
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Dado un continuo X, uno de los resultados fundamentales en la teoŕıa de los
hiperespacios es el que garantiza la existencia de funciones de Whitney para
2X .

Definición 1.33. Sea X un continuo. Una función de Whitney para 2X es
una función continua µ : 2X → [0,∞) que satisface las siguientes condiciones:

(a) µ({p}) = 0, para cada p ∈ X;

(b) µ(A) < µ(B) siempre que A,B ∈ 2X y A ⊊ B.

Nota 1.34. Cuando se hable de una función de Whitney para C(X), sólo
haremos referencia a una función continua de C(X) en [0,∞) que satisface
las condiciones (a) y (b) de la Definición 1.33. De la misma forma, hablaremos
de una función de Whitney para H ⊆ 2X .

Teorema 1.35. [13, Teorema 13.4] Si X es un espacio topológico compacto,
entonces existe una función de Whitney para cualquier hiperespacio de X.

Observación 1.36. Sean X un continuo y µ una función de Whitney para
C(X). Si A,B ∈ C(X) tales que A ⊂ B y µ(A) = µ(B), entonces A = B.

Lema 1.37. [13, Lema 6.8] Sean X un continuo, A y B subcontinuos de X
tales que A ⊊ B. Si µ : C(X) → [0, µ(X)] es una función de Whitney para
C(X) y t ∈ [µ(A), µ(B)], entonces existe C ∈ C(X) tal que A ⊆ C ⊆ B y
µ(C) = t.

Definición 1.38. Sea X un continuo. Un subconjunto A de C(X) se llama
ordenado si para todo par de elementos A,B ∈ A, se tiene que A ⊆ B o
B ⊆ A.

Definición 1.39. Sea X un continuo. Un arco ordenado A en C(X) es un
subcontinuo ordenado (posiblemente degenerado) de C(X), si los extremos de
A son E y F , con E ⊆ F , diremos que A es un arco ordenado de E a F .

Uno de los resultados importantes acerca del hiperespacio segundo producto
simétrico y que usaremos en nuestro trabajo es el siguiente.

Proposición 1.40. [29, Proposición 1.33] Sean X un continuo, B ∈ F2(X) y
{Bn}n∈N una sucesión en F2(X). Si B = {p, q} entonces {Bn}n∈N converge a
B si y sólo si existen sucesiones {pn}n∈N y {qn}n∈N en X convergentes a p y
q, respectivamente, tales que Bn = {pn, qn}, para cada n ∈ N.

Dado que los hiperespacios son espacios métricos, la definición de sucesión y el
criterio de convergencia de sucesiones, es el mismo que conocemos en cualquier
espacio métrico.

Lema 1.41. [32, Lema 1.85] Sea X un continuo. Sean {An}∞n=1 y {Bn}∞n=1

sucesiones de elementos de 2X tales que ĺım
n→∞

An = A y ĺım
n→∞

Bn = B, donde

A,B ∈ 2X . Entonces se cumple lo siguiente:

(a) Si An ⊂ Bn, para cada n ∈ N, entonces A ⊂ B.

(b) ĺım
n→∞

(An ∪Bn) = A ∪B.

(c) Si An ∩Bn ̸= ∅ para cada n ∈ N, entonces A ∩B ̸= ∅.
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En 2003, Patricia Pellicer, introdujo en [27] los hiperespacios anclados en un
punto. Definimos los hiperespacios anclados de la siguiente manera:

Definición 1.42. Sea X un continuo. El hiperespacio de los subcontinuos
de X anclados en un continuo A ∈ C(X) es el subespacio de C(X) dado
por C(A,X) = {B ∈ C(X) : A ⊂ B}. En particular nos interesa este tipo de
espacios cuando A = {p}, es decir, estamos interesados en los hiperespacios de
continuos anclados en un punto denotados de la siguiente manera C(p,X) =
{A ∈ C(X) : p ∈ A}.

Dos resultados importantes acerca de estos hiperespacios son:

Teorema 1.43. [27, Teorema 3.17] Sean X un arco con puntos extremos x y
y. Consideremos p ∈ X, entonces las siguientes afirmaciones se cumplen:

(a) Si p ∈ {x, y}, entonces C(p,X) es un arco.

(b) Si p ̸∈ {x, y}, entonces C(p,X) es una 2-celda.

Teorema 1.44. [27, Teorema 3.18] Si X es una curva cerrada simple, enton-
ces C(p,X) es una 2-celda para cada p ∈ X.

En 1999, Adrián Ulises Soto, estudia en [30] acerca del hiperespacio de arcos
y singulares, el cual definimos a continuación:

Definición 1.45. Para todo continuo X se definen los siguientes subespacios
de C(X):

A(X) = {A ∈ C(X) : A es un arco} y

M(X) = A(X) ∪ F1(X).

Estos espacios son el hiperespacio de arcos de X y el hiperespacio de
arcos y singulares de X, respectivamente.

Observación 1.46. [20, Lema 3.1] Si X es un arco, entonces el hiperespacio
M(X) es C(X).

Teorema 1.47. [24, Teorema (19.21)] El hiperespacio de arcos y singulares
de una dendrita es compacto.

Observación 1.48. Si X es una curva cerrada simple, entonces el hiperespacio
de arcos y singulares no es compacto ya que contiene arcos que convergen a X.

Ahora definimos las funciones de puntos extremos y punto medio en continuos,
de la siguiente forma

Definición 1.49. Dados un continuo X y L ∈ M(X) se define el conjunto de
puntos extremos de L como:

E(L) =


{p ∈ L : p es un punto extremo de L}, si L ∈ A(X),

L, si L ∈ F1(X).

Observemos que E(L) es un conjunto de uno o dos puntos, es decir, E(L) ∈
F2(X). Consideremos la función E : M(X) → F2(X) que a cada elemento del
hiperespacio de arcos y singulares le asigna el conjunto de sus puntos extremos.
A esta función se le nombrará función de puntos extremos de X.
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Para una prueba del Teorema 1.50 puede ver [21, Teorema 5.3] o bien [29,
Teorema 3.41].

Teorema 1.50. Un continuo es una dendrita si y sólo si su función de puntos
extremos es un homeomorfismo.

Definición 1.51. Sean X un continuo, µ una función de Whitney para C(X)
y A un arco en X. Diremos que p ∈ X es un punto medio de A respecto de
µ, si existen K y L subcontinuos de A tales que A = K ∪ L, K ∩ L = {p} y
µ(K) = µ(L). En el caso en que A = {p}, diremos que p es el punto medio de
A.

Teorema 1.52. [20, Teorema 4.6] Si A es un arco y µ es una función de
Whitney definida en C(A), entonces A admite un único punto medio respecto
de µ. Más aún, el punto medio de A respecto de µ no es punto extremo de A.

Observación 1.53. Dados un continuo X y µ una función de Whitney para
C(X). Si A es un arco con puntos extremos a y b en X cuyo punto medio es
p respecto de µ, K es el arco en A con puntos extremos a y p y L es el arco
en A con puntos extremos p y b, entonces µ(K) = µ(L) y K ∩ L = {p}.

Definición 1.54. Dados un continuo X y una función de Whitney µ para
C(X) consideramos la función Pµ : M(X) → X que asigna a cada elemento
de M(X) su único punto medio respecto de µ tal y como lo asegura el Teorema
1.52. A esta función la llamaremos función punto medio de X respecto de
µ.

Teorema 1.55. [20, Teorema 4.12] Sea X un continuo. Las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

(1) existe una función de Whitney µ tal que la función punto medio de X es
continua,

(2) para toda función de Whitney µ, la función punto medio de X es continua,

(3) la función de puntos extremos de X es continua.

Corolario 1.56. [20, Corolario 2.76] Sea X un arco. Para toda función de
Whitney para C(X), la función punto medio es continua.

Corolario 1.57. [21, Corolario 4.7] Las dendritas tienen función de puntos
extremos continua.



Caṕıtulo 2

El hiperespacio Arcos(p,X) en
continuos

Parte de este trabajo es definir y analizar el hiperespacio Arcos(p,X) para un
continuo X y un punto p ∈ X, el cual definimos a continuación.

Definición 2.1. Sean X un continuo y un punto p ∈ X, el hiperespacio
de arcos en X anclados en el punto p, denotado por Arcos(p,X), es el
conjunto de todos los elementos de M(X) que tienen al punto p, es decir,

Arcos(p,X) = {A ∈ M(X) : p ∈ A}.

Este hiperespacio lo consideraremos como subespacio del hiperespacio C(X)
con la métrica de Hausdorff, aśı su topoloǵıa será la heredada de C(X). Se
define este hiperespacio con la finalidad de explorar la siguiente pregunta,
dados un continuo X y un punto p ∈ X:

Pregunta 2.2. ¿Qué propiedades topológicas tiene, Arcos(p,X), el hiperespa-
cio de arcos en X anclados en el punto p?

2.1 Algunos modelos geométricos del hiperes-

pacio Arcos(p,X)

Es un tema interesante en la teoŕıa de los hiperespacios conocer modelos
geométricos de continuos. En esta sección estudiamos los modelos geométricos
de Arcos(p,X), cuando X es un arco o X es una curva cerrada simple o X es
un triodo simple o X es una paleta.

Definición 2.3. Sea f : X → Y una función continua entre continuos. La
función inducida asociada a f es la función C(f) : C(X) → C(Y ) definida
por C(f)(A) = f(A), para cada A ∈ C(X).

Teorema 2.4. Sean X, Y continuos y p ∈ X. Si h : X → Y es un homeo-
morfismo, entonces Arcos(p,X) es homeomorfo a Arcos(h(p), Y ).

Demostración. Consideremos la función C(h) : C(X) → C(Y ) definida
por C(h)(A) = h(A), para cada A ∈ C(X). Como h es un homeomorfismo,

9
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por [32, Lema 2.3], la función C(h) es un homeomorfismo, aśı C(h)|Arcos(p,X) :
Arcos(p,X) → C(h)(Arcos(p,X)) es un homeomorfismo. Probemos que

C(h)(Arcos(p,X)) = Arcos(h(p), Y ).

Si A ∈ Arcos(p,X), entonces C(h)(A) ∈ Arcos(h(p), Y ). Se sigue que

C(h)(Arcos(p,X)) ⊂ Arcos(h(p), Y ).

Ahora, sea B ∈ Arcos(h(p), Y ), luego C(h−1)(B) ∈ Arcos(p,X), de aqúı
Arcos(h(p), Y ) ⊂ C(h)(Arcos(p,X)). Por lo tanto, Arcos(p,X) es homeo-
morfo a Arcos(h(p), Y ). □

El resultado que sigue nos proporciona un modelo geométrico de Arcos(p,X),
donde X es el arco [0, 1].

Teorema 2.5. Sea X el arco [0, 1]. Entonces Arcos(p,X) es un arco si p ∈
{0, 1}, y Arcos(p,X) es una 2-celda si p ∈ X \ {0, 1}.

Demostración. Por [13, Ejemplo 3.1] el hiperespacio de continuos del inter-
valo [0, 1] puede ser representado por el conjunto D = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤
y ≤ 1} que es el triángulo acotado por el eje de las ordenadas, la diagonal y la
recta cuya segunda coordenada es igual a 1. Como se muestra en la siguiente
Figura 2.1:

Figura 2.1: El conjunto D.

Consideremos la función f : D → C(X) definida por f((x, y)) = [x, y], para
cada (x, y) ∈ D, el cual es un homeomorfismo por [23, Teorema 3.2].

Supongamos que p ∈ {0, 1}. Sin perder generalidad, supongamos que p = 0.
Sea Z = {(0, y) ∈ R2 : 0 ≤ y ≤ 1} subconjunto de D, note que Z es un arco
con puntos extremos (0, 0) y (0, 1). Observemos que, si A es un arco en X que
contiene a 0, entonces A = [0, y], para algún y ∈ X, aśı f(Z) = Arcos(p,X).
Note que f((0, 0)) = {p} y f((0, 1)) = X. Como f es un homeomorfismo,
se tiene que Z y el hiperespacio Arcos(p,X) son homeomorfos, por lo tanto
Arcos(p,X) es homeomorfo a un arco con puntos extremos {p} y X. Por
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otro lado, si A,B ∈ Arcos(p,X), se tiene que A y B son comparables, aśı
Arcos(p,X) es un conjunto ordenado. Concluimos que Arcos(p,X) es un arco
ordenado de {p} hasta X. De forma similar se prueba que Arcos(p,X) es un
arco ordenado desde {p} hasta X si p = 1.

Ahora, supongamos que p ∈ X \ {0, 1}. Consideramos la 2-celda W = [0, p]×
[p, 1] contenida en D. Observemos que si A ∈ Arcos(p,X), entonces existen
x ∈ [0, p] y y ∈ [p, 1] tales que A = [x, y], aśı f(W ) = Arcos(p,X). Como
f es un homeomorfismo, tenemos que W y el hiperespacio Arcos(p,X) son
homeomorfos, por lo tanto Arcos(p,X) es homeomorfo a una 2-celda. □

El resultado que sigue nos proporciona un modelo geométrico de Arcos(p,X),
donde X es una curva cerrada simple.

Teorema 2.6. Sea X el circulo unitario en R2. Si p ∈ X, entonces el hiperes-
pacio de arcos en X anclados en el punto p es homeomorfo a una 2-celda sin
un punto en la frontera.

Demostración. Dado que los subcontinuos propios de X son arcos o sin-
gulares, se sigue que C(p,X) = Arcos(p,X) ∪ {X}, luego Arcos(p,X) =
C(p,X) \ {X}. Por el Teorema 1.44, tenemos que C(p,X) es homeomorfo a
una 2-celda. Por la última ĺınea de la página 3 y la primera ĺınea de la página
4 de [15] X es un punto de la frontera de C(p,X) en C(X) (véase Figura 2.2).
Aśı, Arcos(p,X) es homeomorfo a una 2-celda sin un punto en la frontera. □

Figura 2.2: Hiperespacio Arcos(p,X) visto en el hiperespacio C(X).

El resultado que sigue nos proporciona un modelo geométrico de Arcos(p,X),
donde X es un triodo simple.

Teorema 2.7. Sea X = {(x, 0) : x ∈ [−1, 1]} ∪ {(0, y) : y ∈ [0, 1]} un triodo
simple contenido en R2. Sea p ∈ X, se tienen las siguientes afirmaciones:

(1) Si p = (0, 0), entonces Arcos(p,X) es homeomorfo a una 2-celda.

(2) Si p ∈ {(−1, 0), (0, 1), (1, 0)}, entonces Arcos(p,X) es homeomorfo a un
triodo simple.
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(3) Si p ∈ X \ {(−1, 0), (0, 1), (1, 0), (0, 0)}, entonces Arcos(p,X) es homeo-
morfo a X × [0, 1].

Demostración. Sean x, y ∈ X, denotemos por xy el arco contenido en X con
puntos extremos x y y. Sean A1 = {(t, 0) : t ∈ [−1, 0]}, A2 = {(0, t) : t ∈ [0, 1]}
y A3 = {(t, 0) : t ∈ [0, 1]}. Consideremos los arcos J1 = A2 ∪A3, J2 = A1 ∪A3

y J3 = A1 ∪ A2.

Probaremos el inciso (1). Supongamos que p = (0, 0). Por el Teorema 2.4 y
el Teorema 2.5, sabemos que Arcos(p, Ji) es homeomorfo a una 2-celda, para
cada i ∈ {1, 2, 3}.

Note que si M ∈ Arcos(p,X) entonces M ⊆ J1, M ⊆ J2 ó M ⊆ J3, aśı que
Arcos(p,X) = Arcos(p, J1) ∪ Arcos(p, J2) ∪ Arcos(p, J3). Note que

Arcos(p, J1) ∩ Arcos(p, J2) = Arcos(p,A3),

Arcos(p, J2) ∩ Arcos(p, J3) = Arcos(p,A1) y

Arcos(p, J3) ∩ Arcos(p, J1) = Arcos(p,A2).

Por el Teorema 2.4 y el Teorema 2.5, tenemos que Arcos(p,Ai) es homeo-
morfo a un arco con puntos extremos {p} y Ai, para cada i ∈ {1, 2, 3}. De
tal forma que existe un homeomorfismo hi : [0, 1] → Arcos(p,Ai) tal que
hi(0) = {p} y hi(1) = Ai, para cada i ∈ {1, 2, 3}. Consideremos la función
f : [0, 1]3 → C(p,X) definida por f((x, y, z)) = h1(x) ∪ h2(y) ∪ h3(z), pa-
ra cada (x, y, z) ∈ [0, 1]3. Veamos que f es un homeomorfismo. Basta pro-
bar que f es continua y biyectiva. Notemos que f es inyectiva, ya que si
consideramos (a, b, c) y (x, y, z) puntos distintos en [0, 1]3, podemos supo-
ner que a ̸= x, como h1 es inyectiva se tiene que h1(a) ̸= h1(x), luego
h1(a)∪ h2(b)∪ h3(c) ̸= h1(x)∪ h2(y)∪ h3(z), aśı f((a, b, c)) ̸= f((x, y, z)). Por
otro lado, f es suprayectiva ya que si T ∈ C(p,X), basta descomponer a T en
tres subcontinuos digamos B1 = T∩A1, B2 = T∩A2 y B3 = T∩A3 de esta ma-
nera Bi ∈ Arcos(p,Ai), para cada i ∈ {1, 2, 3}, como hi es sobreyectiva, existen
x, y, z ∈ [0, 1] tales que h1(x) = B1, h2(y) = B2 y h3(z) = B3, de esta forma
f((x, y, z)) = B1∪B2∪B3 = T . Ahora probemos que f es una función continua,
para ello consideremos {(xn, yn, zn)}n∈N una sucesión convergente a (x, y, z) en
[0, 1]3. Tenemos que las sucesiones {xn}n∈N, {yn}n∈N y {zn}n∈N convergen a x,
y y z, respectivamente. Como hi es continua para cada i ∈ {1, 2,3}, se sigue que
{h1(xn)}n∈N, {h2(yn)}n∈N y {h3(zn)}n∈N convergen a h1(x), h2(y) y h3(z), res-
pectivamente. Luego, por la Lema 1.41, {h1(xn)∪h2(yn)∪h3(zn)}n∈N converge
a h1(x) ∪ h2(y) ∪ h3(z), es decir, {f((xn, yn, zn))}n∈N converge a f((x, y, z)) y
aśı f es una función continua. Por lo tanto, Arcos(p,X) es homeomorfo a una
2-celda, como la mostrada en la Figura 2.3.

Ahora probaremos el inciso (2). Sea p ∈ {(−1, 0), (0, 1), (1, 0)}. Sin perder
generalidad, supongamos que p = (1, 0). Consideremos la función de puntos
extremos E : M(X) → F2(X). Por el Teorema 1.50, tenemos que E es un ho-
meomorfismo. Como p es punto extremo de X, los arcos que tienen a p son de
la forma px, para algún punto x ∈ X. Denotemos por Cp = {{p, x} : x ∈ X}
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Arcos(p, J3) Arcos(p, J1)

Arcos(p, J2)
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Arcos(p,A
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Figura 2.3: Arcos(p,X) cuando p = (0, 0) y X es un trido simple.

subconjunto de F2(X). Se tiene que E|Arcos(p,X) : Arcos(p,X) → Cp es un
homeomorfismo.

Ahora, consideremos la función g : X → Cp definida por g(x) = {p, x}, para
cada x ∈ X. Vamos a probar que g es un homeomorfismo. Es claro que g es
biyectiva. Veamos que la función g es continua. En efecto: sea {xn}n∈N una
sucesión en X que converge a algún punto x ∈ X. Por la Proposición 1.40, se
tiene que la sucesión {{p, xn}}n∈N converge al punto {p, x} ∈ Cp. Esto es, la
sucesión {g(xn)}n∈N converge al punto g(x). Concluimos que g es continua. Por
otra parte, veamos que la función g−1 es continua. En efecto: sea {{p, xn}}n∈N
una sucesión contenida en Cp que converge a algún punto {p, x} ∈ Cp. Se sigue
de la Proposición 1.40, que la sucesión {xn}n∈N converge al punto x. Note
que, para cada n ∈ N, g−1({p, xn}) = xn y g−1({p, x}) = x. Esto prueba que
la función g−1 es continua. Por lo tanto, g es un homeomorfismo.

Por otro lado, consideremos la función h : X → Arcos(p,X) definida por
h(x) = (E|Arcos(p,X))

−1(g(x)) = px, para cada x ∈ X. Es claro que h es un
homeomorfismo. Por lo tanto, Arcos(p,X) es homeomorfo a un triodo simple.

Finalmente, probaremos el inciso (3). Sea p ∈ X \{(−1, 0), (0, 1), (1, 0), (0, 0)}.
Sabemos que X = A1 ∪ A2 ∪ A3.

Sin perder generalidad supongamos que p ∈ A1. Notemos que e1 = (−1, 0) y
v = (0, 0) son los puntos extremos del arco A1. Consideremos el arco A = e1p y
el triodo simple T = pv∪A2∪A3 en X. Por el inciso (1) Arcos(p,A) es un arco
y por el inciso (2) Arcos(p, T ) es un triodo simple, tenemos que Arcos(p,A)
y Arcos(p, T ) son homeomorfos a [0, 1] y T , respectivamente. Consideremos la
función

F : Arcos(p, T )× Arcos(p,A) → Arcos(p,X) definida por
F ((K,L)) = K ∪ L,

para cada (K,L) ∈ Arcos(p, T )× Arcos(p,A).
Probaremos que F es un homeomorfismo. Como Arcos(p, T )×Arcos(p,A) es
compacto y Arcos(p,X) es Hausdorff, basta probar que F es continua y bi-
yectiva. Veamos que F es sobreyectiva, dado M ∈ Arcos(p,X), consideremos
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K =M ∩T ∈ Arcos(p, T ) y L =M ∩A ∈ Arcos(p,A). Note que M = K ∪L,
luego F ((K,L)) = K ∪ L = M , es decir, F es sobreyectiva. Vemos que F
es inyectiva, sean (K,L), (R, S) ∈ Arcos(p, T )×Arcos(p,A) puntos distintos,
podemos considerar q ∈ K \ R, se sigue que q ∈ K ∪ L y q /∈ R ∪ S, luego
F ((K,L)) ̸= F ((R, S)), es decir, F es inyectiva. Ahora probemos que F es
una función continua. Consideremos {(Kn, Ln)}n∈N una sucesión convergen-
te a (K,L) en Arcos(p, T ) × Arcos(p,A), tenemos que {Kn}n∈N y {Ln}n∈N
convergen a K y L, respectivamente. Luego por la Lema 1.41, se sigue que
{Kn ∪ Ln}n∈}k∈N converge a K ∪ L, es decir, {F ((Kn, Ln))}n∈N converge a
F ((K,L)), por lo tanto F es continua.
Por lo tanto, Arcos(p,X) es homeomorfo a Arcos(p, T ) × Arcos(p,A), aśı
Arcos(p,X) es homeomorfo a T × A, luego Arcos(p,X) es homeomorfo a
X × [0, 1]. □

Lema 2.8. Sea X una gráfica finita y p un punto de corte de X tal que p no es
punto de ramificación de X. Si X = A∪B, donde A y B son subcontinuos de
X tales que A∩B = {p}, entonces Arcos(p,X) es homeomorfo a Arcos(p,A)×
Arcos(p,B).

Demostración. Sea h : Arcos(p,A)×Arcos(p,B) → Arcos(p,X) la función
definida por h(K,L) = K ∪ L, para cada (K,L) ∈ Arcos(p,A)×Arcos(p,B).
Probaremos que h es un homeomorfismo. Como K ∩ L = {p}, tenemos que
K ∪ L es un arco, aśı, h está bien definida. Por [16, Exercise 1.23], h es una
función continua. Si M ∈ Arcos(p,X), entonces definimos K =M ∩ A y L =
M ∩ B. Notemos que K ∈ Arcos(p,A) y L ∈ Arcos(p,B) son tales que M =
K ∪L, de aqúı h es una función suprayectiva. Veamos que h es inyectiva. Sean
(K1, L1), (K2, L2) ∈ Arcos(p,A) × Arcos(p,B) tales que (K1, L1) ̸= (K2, L2).
Asumamos que K1 ̸= K2, existe k ∈ K1 \K2, luego k ∈ K1∪L1 y k /∈ K2∪L2.
Se sigue que K1 ∪ L1 ̸= K2 ∪ L2. En consecuencia, h(K1, L1) ̸= h(K2, L2).
Concluimos que h es una función inyectiva. Finalmente, sea {Mn}n∈N una
sucesión en Arcos(p,X) convergente a M ∈ Arcos(p,X). Para cada n ∈ N,
sean Kn ∈ Arcos(p,A) y Ln ∈ Arcos(p,B) tales que Mn = Kn ∪ Ln. Sea K ∈
Arcos(p,A) y L ∈ Arcos(p,B) tales queM = K∪L. Como {Mn}n∈N converge
a M y C(X) es un continuo, por [11, Theorem 4.1.17], existe una subsucesión
{Knj

}j∈N convergente aK. Aśı, {Kn}n∈N converge aK. Similarmente, {Ln}n∈N
converge a L. Concluimos que {h−1(Mn)}n∈N converge a h−1(M). Se sigue que
h−1 es una función continua.
Por lo tanto, Arcos(p,X) es homeomorfo a Arcos(p,A)× Arcos(p,B). □

El resultado que sigue nos proporciona un modelo geométrico de Arcos(p,X),
donde X es una paleta.

Teorema 2.9. Sean J = [1, 2]× {0} y X = S1 ∪ J la paleta. Entonces:

(1) si p = (2, 0), entonces Arcos(p,X) es homeomorfo a un triodo simple sin
dos de sus puntos extremos;

(2) si p ∈ J \ {(1, 0), (2, 0)}, entonces Arcos(p,X) es homeomorfo a T × [0, 1],
donde T es un triodo simple sin dos de sus puntos extremos;

(3) si p = (1, 0), entonces Arcos(p,X) es homeomorfo a {(x, y) ∈ R2 :
||(x, y)|| < 1 y y ≤ 0} ∪ ((−1, 1)× [0, 1]);
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(4) si p ∈ S1\{(1, 0)}, entonces Arcos(p,X) es homeomorfo a ((D\{(−1, 0)})×
{0}) ∪ {(x, x + 1, z) ∈ R3 : x ∈ (−1, 0] y z ∈ [0, 1]} ∪ {(x, x− 1, z) ∈ R3 : x ∈
(−1, 0] y z ∈ [0, 1]}, donde D es el disco unitario.

Demostración. Para cada −2π < t ≤ 0, sea

Rt = {(cosx, senx) ∈ R2 : x ∈ [t, 0]}

y para cada 0 ≤ t < 2π, sea

Lt = {(cosx, senx) ∈ R2 : x ∈ [0, t]}.

Probaremos (1). Supongamos que p = (2, 0). Observemos que, si A es un arco
en X tal que p ∈ A, entonces A está contenido en J o A = J ∪Rt, para algún
−2π < t ≤ 0, o A = J ∪ Lt, para algún 0 ≤ t < 2π. Denotemos por

A1 = Arcos(p, J),

A2 = {A ∈ M(X) : A = J ∪Rt, para algún − 2π < t ≤ 0} y

A3 = {A ∈ M(X) : A = J ∪ Lt, para algún 0 ≤ t < 2π}.

Por el Lema 2.4 y el Teorema 2.5, tenemos que Arcos(p, J) es un arco. No-
temos que A2 y A3 son homeomorfos a los intervalos (−2π, 0] y [0, 2π), res-
pectivamente. Más aún, Ai ∩ Aj = {J}, para cada i, j ∈ {1, 2, 3}, i ̸= j. Aśı,
Arcos(p,X) = A1 ∪A2 ∪A3, por lo tanto, Arcos(p,X) es un triodo simple sin
dos de sus puntos extremos.

Probemos (2). Supongamos que p ∈ J \ {(1, 0), (2, 0)}. Sean

e = (2, 0), v = (1, 0), A = ep y Y = pv ∪ S1.

Note que p es un punto de corte de X, p no es un punto de ramificación de X
y Y ∩A = {p}, por el Lema 2.8, Arcos(p,X) es homeomorfo a Arcos(p, Y )×
Arcos(p,A). Notemos que Y es una paleta en X y p es punto extremo de Y .
Por (1) y el Lema 2.4, Arcos(p, Y ) es homeomorfo a T sin dos de sus puntos
extremos. Por el Lema 2.4 y el Teorema 2.5, Arcos(p,A) es homeomorfo al
intervalo [0, 1]. Por lo tanto, Arcos(p,X) es homeomorfo a T × [0, 1], donde T
es un triodo simple sin dos de sus puntos extremos.

Ahora, probemos (3). Supongamos que p = (1, 0). Si A es un arco en X tal
que p ∈ A, entonces A está contenido en S1, o A = ([1, α] × {0}) ∪ Rt, para
algún α ∈ [1, 2] y para algún −2π < t ≤ 0, o A = ([1, α] × {0}) ∪ Lt, para
algún α ∈ [1, 2] y para algún 0 ≤ t < 2π. Denotemos por

B1 = Arcos(p, S1),

B2 = {A ∈ M(X) : A = ([1, α]× {0}) ∪Rt, para algún α ∈ [1, 2] y

para algún − 2π < t ≤ 0},

B3 = {A ∈ M(X) : A = ([1, α]× {0}) ∪Rt, para algún α ∈ [1, 2] y

para algún 0 ≤ t < 2π},
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R = {Rt : −2π < t ≤ 0}, y

L = {Lt : 0 ≤ t < 2π}.

Observe que Arcos(p,X) = B1 ∪B2 ∪B3, B1 ∩B2 = R y B1 ∩B3 = L. Por el
Lema 2.4 y el Teorema 2.6, B1 es homeomorfo a D \ {(−1, 0)}. Sea j : B1 →
D \ {(−1, 0)} un homeomorfismo. Se sigue que j(R ∪ L) = S1 \ {(−1, 0)}.
Por otro lado, notemos que D \ {(−1, 0)} es homeomorfo a {(x, y) ∈ R2 :
||(x, y)|| < 1 y y ≤ 0}. Sea h1 : B1 → {(x, y) ∈ R2 : ||(x, y)|| < 1 y y ≤ 0} es
un homeomorfismo. Como una consecuencia, h1(R ∪ L) = (−1, 1) × {0}. Sea
h2 : B2∪B3 → ((−1, 1)×[0, 1]) definida por h2(A) = h1(A∩S1)+(0, α−1), para
cada A ∈ B2∪B3, donde α ∈ [1, 2] es tal que A∩J = [1, α]×{0}. Notemos que
h2 es un homeomorfismo. Tenemos que B1 = C(S1) ∩Arcos(p,X). Aśı, B1 es
un subconjunto cerrado de Arcos(p,X). Además, bdArcos(p,X)(B1) = R ∪ L; se
sigue que B1 \ (R∪L) es un subconjunto abierto de Arcos(p,X). Observemos
que B2 ∪ B3 = Arcos(p,X) \ (B1 \ (R ∪ L)), de aqúı que B2 ∪ B3 es un
subconjunto cerrado de Arcos(p,X). Adicionalmente, B1∩ (B2∪B3) = R∪L,
se sigue que h1|B1∩(B2∪B3) = h2|B1∩(B2∪B3). Sea h : Arcos(p,X) → {(x, y) ∈
R2 : ||(x, y)|| < 1 y y ≤ 0} ∪ ((−1, 1)× [0, 1]) definida por

h(A) =

{
h1(A), si A ∈ B1,
h2(A), si A ∈ B2 ∪B3.

Como hi es un homeomorfismo, para cada i ∈ {1, 2}, tenemos que h1(B1) y
h2(B2 ∪ B3) son cerrados de {(x, y) ∈ R2 : ||(x, y)|| < 1 y y ≤ 0} ∪ ((−1, 1)×
[0, 1]). Consecuentemente, h es un homeomorfismo. Por lo tanto, Arcos(p,X)
es homeomorfo a {(x, y) ∈ R2 : ||(x, y)|| < 1 y y ≤ 0} ∪ ((−1, 1)× [0, 1]).

Finalmente, probemos (4). Supongamos que p ∈ S1\{(1, 0)}; aśı p = (cos y, sin y),
para algún y ∈ (0, 2π). Sea v = (1, 0). Para cada 0 < t ≤ y, sea Wt =
{(cosx, sinx) ∈ R2 : x ∈ [t, 2π]}, y para cada y ≤ t < 2π, sea Vt =
{(cosx, sinx) ∈ R2 : x ∈ [0, t]}. Si A es un arco X tal que p ∈ A, enton-
ces A está contenido en S1, o A = K ∪Wt para algún K ∈ Arcos(v, J) y para
algún 0 < t ≤ y, o A = K ∪ Vt para algún K ∈ Arcos(v, J) y para algún
y ≤ t < 2π. Denotemos por

C1 = Arcos(p, S1),

C2 = {A ∈ M(X) : A = K ∪Wt, para algún K ∈ Arcos(v, J) y

para algún 0 < t ≤ y},

C3 = {A ∈ M(X) : A = K ∪ Vt, para algún K ∈ Arcos(v, J) y

para algún y ≤ t < 2π},

W = {Wt : 0 < t ≤ y}, y

V = {Vt : y ≤ t < 2π}.

Notemos que Arcos(p,X) = C1∪C2∪C3, C1∩C2 = W, C1∩C3 = V y C2∩C3 = ∅.
Observemos que W y V son homeomorfos a (0, y] y [y, 2π), respectivamente.
Por el Lema 2.4 y el Teorema 2.5, Arcos(v, J) es homeomorfo a [0, 1]. Notemos
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que la función h : W× Arcos(v, J) → C2 definida por h(A,B) = A ∪ B, para
cada (A,B) ∈ W × Arcos(v, J) es un homeomorfismo. Consecuentemente, C2

es homeomorfo a W × Arcos(v, J). Similarmente, C3 es homeomorfo a V ×
Arcos(v, J). Por el Lema 2.4 y Teorema 2.6, Arcos(p, S1) es homeomorfo a
(D \ {(−1, 0)}) × {0}. Más aún, por [15, Section 3], el homeomorfismo h :
Arcos(p, S1) → (D\{(−1, 0)})×{0} puede ser dado de tal forma que h({p}) =
(1, 0, 0), h(Wy) = (0, 1, 0), h(Vy) = (0,−1, 0), h(W) = {(x, x + 1, 0) : x ∈
(−1, 0]} y h(V) = {(x, x − 1, 0) : x ∈ (−1, 0]}. Aśı, W × Arcos(v, J) y V ×
Arcos(v, J) son homeomorfos a {(x, x + 1, z) ∈ R3 : x ∈ (−1, 0] y z ∈ [0, 1]}
y {(x, x − 1, z) : x ∈ (−1, 0] y z ∈ [0, 1]}, respectivamente. Por lo tanto,
Arcos(p,X) es homeomorfo a ((D \ {(−1, 0)}) × {0}) ∪ {(x, x + 1, z) ∈ R3 :
x ∈ (−1, 0] y z ∈ [0, 1]} ∪ {(x, x− 1, z) ∈ R3 : x ∈ (−1, 0] y z ∈ [0, 1]}. □

2.2 Propiedades generales del hiperespacio

Arcos(p,X)

Es de nuestro interés conocer propiedades topológicas que tiene el hiperespacio
Arcos(p,X), tales como la conexidad y la compacidad. El siguiente resultado
muestra que el hiperespacio Arcos(p,X) es arco conexo, para cualesquiera
continuo X y punto p ∈ X.

Teorema 2.10. Sea X es un continuo. Si p ∈ X, entonces el hiperespacio
Arcos(p,X) es arco conexo.

Demostración. Sean p ∈ X y A ∈ Arcos(p,X) con A ̸= {p}. Por el Lema
2.4 y el Teorema 2.5, existe un arco ordenado contenido en Arcos(p,A) cuyos
puntos extremos son {p} y A. Como Arcos(p,A) ⊂ Arcos(p,X) tenemos que
Arcos(p,X) es arco conexo. □

Corolario 2.11. Sea X un continuo. Si p ∈ X, entonces el hiperespacio
Arcos(p,X) es conexo.

Lema 2.12. Sean X un continuo y Y un subcontinuo de X. Si p ∈ Y , entonces
Arcos(p, Y ) es un subconjunto cerrado de Arcos(p,X).

Demostración. Sea p ∈ Y . Notemos que Arcos(p, Y ) = Arcos(p,X)∩C(Y ).
Como C(Y ) es un subconjunto cerrado de C(X), se sigue que Arcos(p, Y ) es
un subconjunto cerrado de Arcos(p,X). □

Proposición 2.13. Sea X un continuo. Si X contiene una curva cerrada
simple, entonces existe p ∈ X tal que Arcos(p,X) no es compacto.

Demostración. Supongamos que X contiene una curva cerrada simple Y .
Sea p ∈ Y . Por Teorema 2.6, Arcos(p, Y ) no es compacto. Además por el Lema
2.12, tenemos que Arcos(p, Y ) es un subconjunto cerrado de Arcos(p,X). Por
lo tanto, Arcos(p,X) no es compacto. □

De la Proposición 2.13 es natural preguntarse lo siguiente:

Pregunta 2.14. ¿Si X es un continuo que no contiene curvas cerradas sim-
ples, entonces, para cada p ∈ X, se cumple que Arcos(p,X) es compacto?
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La respuesta a esta pregunta es negativa, como muestra el siguiente ejemplo
en el cual Arcos(p,X) no es compacto, para cada p ∈ X.

Ejemplo 2.15. Sean a = (−1, 0) y b = (1, 0) puntos de R2. Sea B = {(−1, y) ∈
R2 : y ∈ [0, 1

2
]}. Sea T = {(x, 0) ∈ R2 : x ∈ [−1, 1]} ∪ {(0, y) ∈ R2 : y ∈ [0, 1]}.

Para cada n ∈ N, sean an = (−1, 1
2n
) y bn = (1, 1

2n
). Sea d la métrica en

R2, definida por d((x, y), (x′.y′)) = máx{|x − x′|, |y − y′|}. Para cada n ∈ N,
sea Jn = {(x, y) ∈ R2 : x ∈ [−1, 1], y ≥ 0 y d((x, y), T ) = rn}. Sea X =
T ∪B ∪ (

⋃
{Jn : n ∈ N}), véase la Figura 2.4, se sabe que X es un dendroide.

a

a1

a2
a3... b

b1

b2
b3...

...

...

...

T

B

J1

J2
J3

Figura 2.4: Dendroide X

Probemos que Arcos(p,X) no es compacto, para cada p ∈ X. Sea p ∈ X,
tenemos los siguientes tres casos:

Caso 1. Existe i ∈ N tal que p ∈ Ji.
Para cada n ≥ i+1, sea Bn = {(−1, y) ∈ R2 : y ∈ [ 1

2n
, 1
2i
]}. Observemos que la

sucesión {Jn}n≥i+1 converge a T . Para cada n ≥ i+ 1, sea An = Ji ∪Bn ∪ Jn,
claramente An es un arco en X que contiene a p, para cada n ≥ i + 1. Por
otro lado, tenemos que la sucesión {Bn}n∈N es creciente y converge a B′ =
{(−1, y) ∈ R2 : y ∈ [0, 1

2i
]}. Tenemos que

ĺım
n→∞

An = ĺım
n→∞

Ji ∪ ĺım
n→∞

Bn ∪ ĺım
n→∞

Jn = Ji ∪B′ ∪ T ,

por lo tanto, ĺım
n→∞

An no es un arco ya que contiene a T .

Caso 2. p ∈ B.
Existe i ∈ N tal que p ∈ {(−1, y) ∈ R2 : y ∈ [ 1

2i+1 ,
1
2i
]}. Para cada n ≥ i + 1,

sea Bn = {(−1, y) ∈ R2 : y ∈ [ 1
2n
, 1
2i
]}. Notemos que la sucesión {Jn}n≥i+1

converge a T . Para cada n ≥ i+ 1, sea An = Ji ∪Bn ∪ Jn, de forma similar al
Caso 1 tenemos que ĺım

n→∞
An no es un arco ya que contiene a T .

Caso 3. p ∈ T .
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Para este caso tenemos los siguientes dos subcasos:

Subcaso 3.1. p ∈ {(x, 0) ∈ R2 : x ∈ [−1, 1]}. Sea A = {(x, 0) ∈ R2 : x ∈
[−1, 1]}. Para cada n ∈ N, sean Bn = {(−1, y) : y ∈ [0, 1

2n
]} y An = A∪Bn∪Jn.

Observemos que {Bn}n∈N es una sucesión decreciente de arcos que converge a
{a}, luego

ĺım
n→∞

An = ĺım
n→∞

A ∪ ĺım
n→∞

Bn ∪ ĺım
n→∞

Jn = A ∪ {a} ∪ T = T ,

claramente ĺım
n→∞

An no es un arco.

Subcaso 3.2. p ∈ {(0, y) ∈ R2 : y ∈ [0, 1]}. Sean C = {(0, y) ∈ R2 : y ∈ [0, 1]}
y A′ = {(x, 0) ∈ R2 : x ∈ [−1, 0]}. Para cada n ∈ N, sean Bn = {(−1, y) : y ∈
[0, 1

2n
]} y An = C ∪ A′ ∪ Bn ∪ Jn. Observemos que {Bn}n∈N es una sucesión

decreciente de arcos que converge a {a}, luego

ĺım
n→∞

An = ĺım
n→∞

C ∪ ĺım
n→∞

A′ ∪ ĺım
n→∞

Bn ∪ ĺım
n→∞

Jn = C ∪ A′ ∪ {a} ∪ T = T .

Tenemos que ĺım
n→∞

An no es un arco ya que contiene a T .

Finalmente, del Caso 1, el Caso 2 y el Caso 3, concluimos que Arcos(p,X) no
es compacto, para cada p ∈ X.

Teorema 2.16. Si X es una dendrita, entonces para cada p ∈ X, el hiperes-
pacio Arcos(p,X) es compacto.

Demostración. Sea p ∈ X. Por el Teorema 1.47, M(X) es compacto, pro-
bemos que el hiperespacio Arcos(p,X) es compacto, para ello probaremos
que dicho hiperespacio es cerrado en M(X). Sea {An}n∈N una sucesión en
Arcos(p,X), convergente a A, para algún A ∈ C(X). Como Arcos(p,X) ⊆
M(X) tenemos que An ∈ M(X), para cada n ∈ N. Por el Teorema 1.47, te-
nemos que A ∈ M(X). Más aún, como p ∈ An, para cada n ∈ N, tenemos
que p ∈ A. Concluimos que p ∈ A, luego A ∈ Arcos(p,X). Aśı Arcos(p,X) es
cerrado en el compacto M(X), por lo tanto Arcos(p,X) es compacto. □

Observemos que el dendroide descrito en el Ejemplo 2.15, tiene la particulari-
dad de ser no localmente conexo, por ello tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.17. Sea X un continuo localmente conexo. Entonces X es una
dendrita, si y sólo si Arcos(p,X) es compacto, para cada p ∈ X.

Demostración. Supongamos queX es una dendrita, por el Teorema 2.16, pa-
ra cada p ∈ X, Arcos(p,X) es compacto. Supongamos ahora que Arcos(p,X)
es compacto para cada p ∈ X, por contrarrećıpoca de la Proposición 2.13,
X no contiene curvas cerradas simples, luego como X es localmente conexo,
concluimos que X es una dendrita. □

Teorema 2.18. Sea X una dendrita. Si p es punto extremo de X, entonces
el hiperespacio Arcos(p,X) es homeomorfo a X.
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Demostración. Dados x y y puntos en X, denotaremos al arco con pun-
tos extremos x y y por xy. Del Teorema 1.50, sabemos que la función de
puntos extremos E : M → F2(X) es un homeomorfismo. Sean p un pun-
to extremo de X y Cp = {{p, x} : x ∈ X} ⊆ F2(X). Notemos que si
A ∈ Arcos(p,X), entonces A = px para algún x ∈ X, aśı E(A) = {p, x},
tenemos que E(Arcos(p,X)) = Cp. Luego, E|Arcos(p,X) : Arcos(p,X) → Cp

es un homeomorfismo. Más aún, Cp es homeomorfo a X. Por lo tanto, X es
homeomorfo a Arcos(p,X). □

Lema 2.19. Sean X un continuo y p ∈ X. Si Y es un subcontinuo de X, tal
que para todo A ∈ Arcos(p,X), se tiene que A ⊆ Y , entonces Arcos(p,X) =
Arcos(p, Y ).

Demostración. Como Y ⊆ X, tenemos que Arcos(p, Y ) ⊆ Arcos(p,X).
Ahora, sea A ∈ Arcos(p,X). Por hipótesis, A ⊆ Y y aśı A ∈ Arcos(p, Y ). Por
lo tanto, Arcos(p,X) = Arcos(p, Y ). □

Veamos otra condición suficiente para que un continuo X tenga puntos en los
cuales sus hiperespacios Arcos(p,X) no sean compactos. Pero antes recorda-
mos la siguiente definición.

Definición 2.20. Sea X un espacio topológico. Si p ∈ X, definimos la arco
componente de p en X, de la siguiente manera:

a(p) = {x ∈ X : existe un arco que contiene a x y p}.

Observación 2.21. Sean X un espacio topológico y p ∈ X. Claramente, la
arco componente a(p) para p ∈ X es un subconjunto conexo, ya que es arco
conexo.

Teorema 2.22. Sean X un continuo y p ∈ X. Si la arco componente de p en
X, a(p), es compacto, entonces Arcos(p,X) = Arcos(p, a(p)).

Demostración. Como a(p) es un conjunto compacto, se sigue que a(p) es
un subcontinuo de X, aśı Arcos(p, a(p)) está bien definido. Claramente, si
A ∈ Arcos(p,X), entonces A ⊆ a(p). Por el Lema 2.19, Arcos(p,X) =
Arcos(p, a(p)). □

Corolario 2.23. Sean X un continuo y p ∈ X. Si la arco componente de p en
X, a(p), es un arco, entonces:

(1) Si p es punto extremo de su arco componente, entonces Arcos(p,X) es un
arco.

(2) Si p no es punto extremo de su arco componente, entonces Arcos(p,X) es
homeomorfo a una 2- celda.

Demostración. Es consecuencia inmediata de los Teoremas 2.22 y 2.5. □

Corolario 2.24. Sean X un continuo y p ∈ X. Si la arco componente de p en
X es una curva cerrada simple, entonces Arcos(p,X) es homeomorfo a una
2-celda sin un punto de su frontera.

Demostración. Se sigue inmediatamente de los Teoremas 2.22 y 2.6. □
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Lema 2.25. Sean X un continuo, p ∈ X y t ∈ R. Si Y es un subconjunto
de X únicamente arco conexo tal que p ∈ Y y existe una función continua y
biyectiva f : [t,∞) → Y tal que f(t) = p, entonces {A ∈ Arcos(p,X) : A ⊂
Y } ∪ {clX(Y )} es un arco ordenado.

Demostración. Primero, probemos la siguiente afirmación:

Afirmación 2.25.1. Si A ∈ Arcos(p,X) tal que A ⊆ Y , entonces existen puntos
t1, t2 ∈ [t,∞) tales que A = f([t1, t2]).

Prueba de la Afirmación 2.25.1. Sea A ∈ Arcos(p,X) un arco con puntos
extremos a y b tal que A ⊂ Y . Como f es una función suprayectiva, existen
t1, t2 ∈ [t,∞) tales que f(t1) = a y f(t2) = b. Supongamos que t1 ≤ t2, luego,
f([t1, t2]) es un arco con puntos extremos a y b contenido en Y . Como Y es
únicamente arco conexo tenemos que A = f([t1, t2]). Aśı queda demostrada la
Afirmación 2.25.1.

Denotemos C = {A ∈ Arcos(p,X) : A ⊂ Y } ∪ {clX(Y )}. Notemos que si
A ∈ Arcos(p,X) tal que A ⊆ Y , entonces A = f([t, tA]) con tA ∈ [t,∞), ya
que p es punto extremo de A. Probaremos que C es un arco ordenado, para
ello, probaremos que la familia C es un subconjunto ordenado de C(X) y un
continuo.

Afirmación 2.25.2. La familia C es un subconjunto ordenado de C(X).

Prueba de la Afirmación 2.25.2. Note que si A ∈ Arcos(p,X) tal que A ⊆ Y ,
entonces A ⊆ clX(Y ). Sean A,B ∈ Arcos(p,X) tales que A,B ⊆ Y , aśı existen
tA, tB ∈ [0,∞) tales que A = f([t, tA]) y B = f([t, tB]). Como tA, tB ∈ [t,∞)
tenemos que tA ≤ tB o tB ≤ tA, aśı [t, tA] ⊆ [t, tB] o [t, tB] ≤ [t, tA]. Luego,
f([t, tA]) ⊆ f([t, tB]) o f([t, tB]) ⊆ f([t, tA]), es decir, A ⊆ B o B ⊆ A. Por
lo que C es un subconjunto ordenado de C(X). Queda probada la Afirmación
2.25.2.

Como C ⊆ C(X) tenemos que C es un espacio métrico, más aún, como clX(Y ) ∈
C, se sigue que C es no vaćıo.

Afirmación 2.25.3. El conjunto C es compacto.

Prueba de la Afirmación 2.25.3. Probaremos que la familia C es un subconjunto
cerrado de C(X). Sea {An}n∈N una sucesión en C convergente a A, para algún
A ∈ C(X). Como p ∈ An, para cada n ∈ N, se sigue que p ∈ A, aśı A ∈
C(p,X). Probaremos que A ∈ C. Observemos que si {An}n∈N es una sucesión
tal que An = clX(Y ) para una infinidad de ı́ndices se tiene que A = clX(Y )
y aśı A ∈ C. Sin perder generalidad podemos suponer que An = f([t, tn])
con tn ∈ [0,∞), para cada n ∈ N. Por la Afirmación 2.25.2, los elementos
de la sucesión {An}n∈N son comparables, existe una subsucesión {Ani

}i∈N de
{An}n∈N tal que Ani

⊆ Ani+1
o Ani+1

⊆ Ani
, es decir, la sucesión {Ani

}i∈N es
creciente o decreciente. Tenemos los siguientes dos casos:

Caso I. La sucesión {Ani
}i∈N es decreciente.
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En este caso, tenemos que A =
⋂
i∈N

Ani
. En particular A ⊆ An1 , luego A ∈

Arcos(p,X) tal que A ⊆ Y , concluimos que A ∈ C.

Caso II. La sucesión {Ani
}i∈N es creciente.

En este caso A = clX(
⋃
i∈N

Ani
). Por otro lado, como Ani

= f([t, tni
]), para cada

i ∈ N, luego, la sucesión {tni
}i∈N es creciente, tenemos los siguientes dos casos:

(a) La sucesión {tni
}i∈N está acotada superiormente.

Como la sucesión {tni
}i∈N está acotada superiormente, entonces la sucesión

{tni
}i∈N converge a r = sup{tni

: i ∈ N}. Probaremos que:

f([t, r]) = clX(
⋃
i∈N

f([t, tni
])).

Como r ≥ tni
, para cada i ∈ N, tenemos que [t, tni

] ⊆ [t, r], para cada i ∈ N,
aśı f([t, tni

]) ⊆ f([t, r]), para cada i ∈ N. Luego,
⋃
i∈N

f([t, tni
]) ⊆ f([t, r]). Como

f([t, r]) es cerrado, tenemos que

clX(
⋃
i∈N

f([t, tni
])) ⊆ f([t, r]).

Ahora, veamos que la contención contraria se cumple, es decir

f([t, r]) ⊆ clX(
⋃
i∈N

f([t, tni
])).

Sea x ∈ f([t, r]), existe tx ∈ [t,∞) tal que f(tx) = x. Observemos que tx ≤ r.
Aśı, si tx = r, como la sucesión {tni

}i∈N converge a r y f es una función
continua, entonces la sucesión {f(tni

)}i∈N converge a f(r) = x, es decir, x ∈
clX(

⋃
i∈N

f([t, tni
])). Por otro lado, si tx < r, como r = sup{tni

: i ∈ N}, entonces

existe m ∈ N, tal que tx ≤ tnm y aśı, tx ∈ [t, tnm ], luego:

x = f(tx) ∈ f([t, tnm ]) ⊆
⋃
i∈N

f([t, tni
]) ⊆ clX(

⋃
i∈N

f([t, tni
])).

Por lo tanto, f([t, r]) = clX(
⋃
i∈N

f([t, tni
])) = A, es decir, A ∈ Arcos(p,X) tal

que A ⊆ Y , por lo tanto A ∈ C.

(b) La sucesión {tni
}i∈N no está acotada superiormente.

Aśı tenemos que
⋃
i∈N

[t, tni
] = [t,∞). Se sigue que,

⋃
i∈N

Ani
=

⋃
i∈N

f([t, tni
]) =

f([t,∞)). Por otro lado, f([t,∞)) = Y , luego, clx(
⋃
i∈N

Ani
) = clX(Y ), por lo

que A = clX(Y ) y aśı, A ∈ C.

Por lo tanto tenemos que A ∈ C, aśı C es un subconjunto cerrado de C(X),
luego C es compacto. Queda demostrada la Afirmación 2.25.3
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Afirmación 2.25.4. El conjunto C es conexo.

Prueba de la Afirmación 2.25.4. Primero probaremos que la familia B = {A ∈
Arcos(p,X) : A ⊂ Y } es conexo. Sean A,B ∈ B, Por la Afirmación 2.25.2,
A ⊆ B o B ⊆ A. Sin perder generalidad, supongamos que A ⊆ B. Como p
es punto extremo de B, por el Teorema 2.5, tenemos que Arcos(p,B) es un
arco, luego existe un arco α en Arcos(p,B) cuyos puntos extremos son A y
B. Se sigue que α es un arco en B con puntos extremos A y B, es decir, B es
arco conexo y aśı conexo. Para ver que la familia C es conexo, probaremos que
C = clC(X)(B).

Por lo hecho en (i), tenemos que clC(X)(B) ⊆ C. Basta probar que C ⊆
clC(X)(B). Sea A ∈ C, se sigue que A ∈ B o A = clX(Y ) = clX(f([t,∞))). Note-
mos que si A ∈ B, entonces A ∈ clC(X)(B). Supongamos que A = clX(Y ). Con-
sideremos la sucesión {An}n∈N en B tal que An = f([t, t+n]) para cada n ∈ N.
Note que An ⊆ An+1, para cada n ∈ N. Luego, {An}n∈N converge a clX(

⋃
n∈N

An).

Por otro lado, [t,∞) =
⋃
n∈N

[t, t+ n], aśı f([t,∞)) =
⋃
n∈N

f([t, t+ n]) =
⋃
n∈N

An.

Se sigue que clX(f([t,∞))) = clX(
⋃
n∈N

An) = A, aśı A = clX(f([t,∞))) ∈

clC(X)(B). Por lo tanto, C = clC(X)(B), es decir, C es conexo. Aśı queda probada
la Afirmación 2.25.4.

De la Afirmación 2.25.2, la Afirmación 2.25.3 y la Afirmación 2.25.4, conclui-
mos que C es un continuo. Luego, la familia C es un arco ordenado. □

Teorema 2.26. Sean X un continuo y p ∈ X. Si la arco componente de p en
X, a(p), es únicamente arco conexo y existe una función continua y biyectiva
f : [0,∞) → a(p), entonces:

(1) Si p = f(0), entonces el hiperespacio Arcos(p,X) es homeomorfo al inter-
valo [0, 1).
(2) Si p ̸= f(0), entonces el hiperespacio Arcos(p,X) es homeomorfo a [0, 1]×
[0, 1).

Demostración. Observemos que si A ∈ Arcos(p,X), entonces A ⊆ a(p).
Probemos la siguiente Afirmación:

Afirmación 2.26.1. Si A ∈ Arcos(p,X), entonces existen puntos t1, t2 ∈ [0,∞)
tales que A = f([t1, t2]).

Prueba de la Afirmación 2.26.1. Sea A ∈ Arcos(p,X) y sean a y b los puntos
extremos de A. Claramente, A ⊆ a(p), luego como f es una función suprayec-
tiva, existen t1, t2 ∈ [0,∞) tales que f(t1) = a y f(t2) = b. Supongamos que
t1 ≤ t2, luego, f([t1, t2]) es un arco con puntos extremos a y b contenido en
a(p). Como a(p) es únicamente arco conexo tenemos que A = f([t1, t2]). Aśı
queda demostrada la Afirmación 2.26.1.

Tenemos los siguientes casos:
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(1) Supongamos que p = f(0). Notemos que si A ∈ Arcos(p,X), enton-
ces A = f([0, tA]) con tA ∈ [0,∞), ya que p es punto extremo de A. Sea
C = Arcos(p,X)∪ clX(a(p)). Note que si A ∈ Arcos(p,X), entonces A ⊆ a(p).
Por el Lema 2.25, tenemos que C es un arco ordenado. Luego, existe un ho-
meomorfismo α : [0, 1] → C tal que α(0) = {p} y α(1) = clX(a(p)). Sea
α|Arcos(p,X) : [0, 1) → Arcos(p,X), claramente α|Arcos(p,X) es un homeomorfis-
mo.

(2) Supongamos que p ̸= f(0). Existe tp ∈ (0,∞) tal que f(tp) = p. Sea
M = f([0, tp]). Por el Teorema 2.5, existe un homeomorfismo h1 : [0, 1] →
Arcos(p,M) tal que h1(0) = {p} y h1(1) = M . Sea B = {B ∈ Arcos(p,X) :
B ⊆ f([tp,∞))}. Sea C = B ∪ {clX(f([tp,∞)))}, por el Lema 2.25, es un arco
ordenado. Luego, existe un homeomorfismo g : [0, 1] → C tal que g(0) = {p} y
g(1) = clX(f([tp,∞))). Consideremos h2 = g|B : [0, 1) → B, tenemos que h2 es
un homeomorfismo. Observemos que si A ∈ Arcos(p,X), entonces A = K ∪L
con K ∈ Arcos(p,M) y L ∈ B. Sea h : [0, 1]× [0, 1) → Arcos(p,X) la función
definida por h((x, y)) = h1(x)∪h2(y). Probaremos que h es un homeomorfismo.
Tenemos que, h es una función continua y suprayectiva, ya que h1 y h2 lo son.
Basta con probar que h es una función inyectiva y h−1 es continua.

(a) La función h es inyectiva: Sean (x, y), (r, s) ∈ [0, 1]×[0, 1) con (x, y) ̸= (r, s).
Luego, x ̸= r o y ̸= s, aśı como h1 y h2 son funciones inyectivas, tenemos
que h1(x) ̸= h1(r) o h2(y) ̸= h2(s). Sin perder generalidad, supongamos que
h1(x) ̸= h1(r), luego, existe q ∈ h1(x) tal que q /∈ h2(r), se sigue que q ∈
h1(x) ∪ h2(y) y q /∈ h1(r) ∪ h2(s). Se sigue que h1(x) ∪ h2(y) ̸= h1(r) ∪ h2(s),
es decir, h((x, y)) ̸= h((r, s)). Por lo que h es una función inyectiva.

(b) La función h−1 : Arcos(p,X) → [0, 1] × [0, 1) es continua: Considere-
mos una sucesión {An}n∈N en Arcos(p,X) convergente a A, para algún A ∈
Arcos(p,X). Para cada n ∈ N, sea (xn, yn) ∈ [0, 1] × [0, 1) tal que h−1(An) =
(xn, yn); de forma similar, sea (x, y) ∈ [0, 1] × [0, 1), tal que h−1(A) = (x, y).
Probaremos que la sucesión {h−1(An)}n∈N converge a h−1(A) = (x, y).

Supongamos que la sucesión {(xn, yn)}n∈N no converge a (x, y). Probaremos
que existe una subsucesión {(xni

, yni
)}i∈N convergente a (a, b), para algún

(a, b) ∈ [0, 1] × [0, 1) con (a, b) ̸= (x, y). Tenemos que la sucesión {xn}n∈N
o la sucesión {yn}n∈N no convergen. Sin perder generalidad, supongamos que
la sucesión {xn}n∈N no converge, como la sucesión {xn}n∈N es una sucesión en
[0, 1], existe una subsucesión {xni

}i∈N convergente. Sea a = ĺım
i→∞

xni
. Con-

sideremos la subsucesión {yni
}i∈N de la sucesión {yn}n∈N. Probaremos que

la subsucesión {yni
}i∈N converge, supongamos que la subsucesión {yni

}i∈N
no converge, como {yni

}i∈N está en [0, 1), existen subsucesiones {ynim
}m∈N

y {ynjm
}m∈N convergentes a y1 y y2, para algunos y1, y2 ∈ [0, 1) tales que

y1 ̸= y2; además y1 ̸= 1 y y2 ̸= 1, ya que de otra forma, clX(f([tp, 1))) ⊆ A, lo
cual no puede pasar ya que A es un arco en X. Consideremos las sucesiones
{(xnim

, ynim
)}m∈N y {(xnjm

, ynjm
)}m∈N, claramente {(xnim

, ynim
)}m∈N converge

a (a, y1) y {(xnjm
, ynjm

)}m∈N converge a (a, y2), como h es una función continua,
tenemos que {h((xnim

, ynim
))}m∈N converge a h((a, y1)) y {h((xnjm

, ynjm
))}m∈N

converge a h((a, y2)), luego A = h1(x)∪h2(y1) = h1(x)∪h2(y2), como A se pue-
de expresar únicamente como h1(x) ∪ h2(y), entonces h2(y1) = h2(y2), como
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h2 es una función inyectiva, se sigue que y1 = y2, lo cual es una contradic-
ción. Por lo tanto deducimos que la subsucesión {yni

}i∈N converge, aśı basta
con tomar b = ĺım

i→∞
yni

. Como ya vimos, existe una subsucesión {(xni
, yni

)}i∈N
convergente a (a, b), donde (a, b) ∈ [0, 1] × [0, 1), con (a, b) ̸= (x, y). Luego,
como h es una función continua, tenemos que {h((xni

, yni
))}i∈N converge a

h((a, b)), es decir, {Ani
}i∈N converge a h1(a) ∪ h2(b), pero {Ani

}i∈R converge
a A y A se puede representar únicamente como h1(x) ∪ h2(y), se sigue que
h1(a)∪ h2(b) = h1(x)∪ h2(y), por lo que, h1(x) = h1(a) y h2(y) = h2(b), como
h1 y h2 son inyectivas, se sigue que x = a y y = b, lo cual es una contradicción.
Se sigue que {(xn, yn)}n∈N converge a (x, y). Luego, {h−1(An)}n∈N converge a
h−1(A), es decir h−1 es una función continua.

Concluimos que h es un homeomorfismo entre [0, 1]× [0, 1) y Arcos(p,X). □

Definición 2.27. Un rayo R es un espacio topológico homeomorfo al intervalo
semiabierto (0, 1].

Definición 2.28. Un espacio topológico compacto Y es una compactación
del intervalo (0, 1] si existe un homeomorfismo h : (0, 1] → h((0, 1]) ⊆ Y
tal que h((0, 1]) es denso en Y . Al homeomorfismo h se le llama encaje y a
X = Y \ h((0, 1]) se le denomina residuo.

El siguiente resultado muestra un modelo geométrico de Arcos(p, Y ) cuando Y
es una compactación del intervalo (0, 1] con residuo arco. Estas compactaciones
serán retomadas en el Caṕıtulo 5.

Teorema 2.29. Sean Y una compactación del intervalo (0, 1] con residuo un
arco X. Sean a y b los puntos extremos de X. Sea h : (0, 1] → h((0, 1]) ⊆ Y un
homeomorfismo. Si p ∈ X, entonces las siguientes afirmaciones se cumplen:

(1) Si p = h(1), entonces el hiperespacio Arcos(p, Y ) es homeomorfo al inter-
valo [0, 1).

(2) Si p ∈ h((0, 1]) \ {h(1)}, entonces el hiperespacio Arcos(p, Y ) es homeo-
morfo a [0, 1]× [0, 1).

(3) Si p ∈ {a, b}, entonces el hiperespacio Arcos(p, Y ) es un arco.

(4) Si p ∈ X \ {a, b}, entonces el hiperespacio Arcos(p, Y ) es homeomorfo a
[0, 1]× [0, 1].

Demostración. Primero probemos el inciso (1), sea p = h(1), como h((0, 1])
es únicamente arco conexo y es imagen continua y biyectiva del [0,∞), por el
Teorema 2.26, Arcos(p, Y ) es homeomorfo al intervalo [0, 1).

Ahora, probemos el inciso (2), sea p ∈ h((0, 1]) \ {h(1)}, como h((0, 1]) es
únicamente arco conexo y es imagen continua y biyectiva del [0,∞), por el
Teorema 2.26, inciso (1), Arcos(p, Y ) es homeomorfo al intervalo [0, 1]× [0, 1).

Probemos el inciso (3). Supongamos que p ∈ {a, b}. Notemos que X es la arco
componente de p en Y . Por el Lema 2.19, Arcos(p, Y ) = Arcos(p,X). Por
el Lema 2.4 y el Teorema 2.5, Arcos(p,X) es homeomorfo a un arco. Por lo
tanto, Arcos(p, Y ) es homeomorfo a un arco.
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Finalmente, probemos el inciso (4). Supongamos que p ∈ X \ {a, b}. Note-
mos que X es arco componente de p en Y . Por el Lema 2.19, Arcos(p, Y ) =
Arcos(p,X). Por el Lema 2.4 y el Teorema 2.5, Arcos(p,X) es homeomorfo a
una 2-celda. Por lo tanto, Arcos(p, Y ) es homeomorfo a una 2-celda. □

El siguiente ejemplo muestra otro continuo que no contiene curvas cerradas
simples para el cual existe un punto p tal que el hiperespacio de arcos en X
que contienen a p no es compacto y su prueba es una consecuencia inmediata
del Teorema 2.29.

Corolario 2.30. Sean X = {0}× [−1, 1] y W = {(x, sen( 1
x
)) : x ∈ (0, 1]}. Sea

Y = X∪W , el continuo sen( 1
x
). Si p ∈ Y , entonces las siguientes afirmaciones

se cumplen:

(1) Si p = (1, sen(1)), entonces el hiperespacio Arcos(p, Y ) es homeomorfo al
intervalo [0, 1).

(2) Si p ∈ W \ {(1, sen(1))}, entonces el hiperespacio Arcos(p, Y ) es homeo-
morfo a [0, 1]× [0, 1).

(3) Si p ∈ {(0, 1), (0,−1)}, entonces el hiperespacio Arcos(p, Y ) es un arco.

(4) Si p ∈ X \{(0, 1), (0,−1)}, entonces el hiperespacio Arcos(p, Y ) es homeo-
morfo a [0, 1]× [0, 1].

Teorema 2.31. Sean X un continuo y p ∈ X. Si la arco componente de
p en X, a(p), es únicamente arco conexo y existe una función continua y
biyectiva f : R → a(p), entonces el hiperespacio Arcos(p,X) es homeomorfo a
[0, 1)× [0, 1).

Demostración. Sea a(p) la arco componente de p en X. Sea tp ∈ R tal que
f(tp) = p. Sean:

C1 = {A ∈ Arcos(p,X) : A ⊆ f((−∞, tp])} y
C2 = {A ∈ Arcos(p,X) : A ⊆ f([tp,∞))}.

Afirmación 2.31.1. Si A ∈ Arcos(p,X), entonces existen t1, t2 ∈ R tales que
A = f([t1, t2]).

Prueba de la Afirmación 2.31.1. Sea A ∈ Arcos(p,X) y sean a y b sus pun-
tos extremos. Claramente, A ⊆ a(p). Como f es una función suprayecti-
va, existen ta, tb ∈ R tales que f(ta) = a y f(tb) = b. Note que [ta, tb]
es un continuo, aśı f([ta, tb]) es un continuo contenido en a(p). Claramente,
f |[ta,tb] : [ta, tb] → f([ta, tb]) es un homeomorfismo, luego f(ta) = a y f(tb) = b
son puntos extremos de f([ta, tb]). Como a(p) es únicamente arco conexo, se
sigue que A = f([ta, tb]). Basta con tomar ta = t1 y tb = t2. Con lo que queda
demostrada la Afirmación 2.31.1.

Notemos que si A ∈ C1, entonces p es punto extremo de A, luego A =
f([tA, tp]), para algún tA ∈ (−∞, tp]. De forma análoga, si B ∈ C2, enton-
ces B = f([tp, tB]), para algún tB ∈ [tp,∞). Sea A = C1 ∪ {clX(f((−∞, tp]))}
y B = C2 ∪ {clX(f([tp,∞)))}. Por el Lema 2.25, A y B son arcos ordenados.



27

Probemos que si A ∈ Arcos(p,X), entonces A = K ∪ L con K ∈ C1 y
L ∈ C2. En efecto, si A ∈ Arcos(p,X), entonces existen t1, t2 ∈ R tales que
f([t1, t2]) = A. Como tp ∈ [t1, t2], tenemos que [t1, t2] = [t1, tp]∪ [tp, t2], se sigue
que f([t1, t2]) = f([t1, tp]) ∪ f([tp, t2]). Sean K = f([t1, tp]) y L = f([tp, t2]).
Notemos que K ∈ C1 y L ∈ C2.

Sea h : C1 × C2 → Arcos(p,X) la función definida por h(K,L) = K ∪ L, para
cada K ∈ C1 y L ∈ C2.

Afirmación 2.31.2. La función h es un homeomorfismo.

Prueba de la Afirmación 2.31.2. (a) La función h es continua: Sean (K,L) ∈
C1 × C2 y {(Kn, Ln)}n∈N una sucesión convergente a (K,L). Notemos que
{Kn}n∈N converge a K y {Ln}n∈N converge a L. Aśı la sucesión {Kn ∪Ln}n∈N
converge a K ∪L, es decir, {h(Kn, Ln)}n∈N converge a h(K,L), por lo tanto h
es una función continua.

(b) La función h es inyectiva: Sean (K1, L1), (K2, L2) ∈ C1 × C2 tales que
(K1, L1) ̸= (K2, L2), se sigue que K1 ̸= K2 o L1 ̸= L2. Sin perder generalidad,
supongamos que K1 ̸= K2, entonces existe y ∈ K1 y y /∈ K2. Como C1 ∩ C2 =
{{p}}, entonces y ̸= p. Luego, y ∈ K1 ∪ L1 y y /∈ K2 ∪ L2. Se sigue que
K1 ∪ L1 ̸= K2 ∪ L2 y aśı:

h(K1, L1) = K1 ∪ L1 ̸= K2 ∪ L2 = h(K2, L2).

Concluimos que h es inyectiva.

(c) La función h es suprayectiva: Sea A ∈ Arcos(p,X), sabemos que A = K∪L
con K ∈ C1 y L ∈ C2. Luego, h(K,L) = K∪L = A, es decir, h es suprayectiva.

(d) La función h−1 : Arcos(p,X) → C1×C2 es continua: Sea {An}n∈N una suce-
sión en Arcos(p,X) convergente a A, para algún A ∈ Arcos(p,X). Probaremos
que la sucesión {h−1(An)}n∈N converge a h−1(A).

Para cada n ∈ N, sea (Kn, Ln) ∈ C1 × C2, tal que h
−1(An) = (Kn, Ln); de

forma análoga, sea (K,L) ∈ C1 × C2 tal que h−1(A) = (K,L). Probemos que
la sucesión {(Kn, Ln)}n∈N converge al punto h−1(A) = (K,L).

Supongamos lo contrario, es decir, que la sucesión {(Kn, Ln)}n∈N no converge.
Probaremos que existe una subsucesión {(Kni

, Lni
)}i∈N que converge al punto

(R, T ) con (R, T ) ∈ C1 × C2 de tal forma que (R, T ) ̸= (K,L), tenemos que la
sucesión {Kn}n∈N no converge o la sucesión {Ln}n∈N no converge. Sin perder
generalidad, supongamos que la sucesión {Kn}n∈N no converge, observemos que
dicha sucesión está en C1, además es sucesión de A = C1 ∪ {clX(f((−∞, tp]))}
el cual es compacto. Como A es subconjunto de C(X) se sigue que es primero
numerable, luego A es un espacio sequencialmente compacto. Por lo que existe
una subsucesión convergente {Kni

}i∈N de {Kn}n∈N en A. Sea R = ĺım
i→∞

Kni
,

observemos que R ̸= clX(f((−∞, tp])), ya que de lo contrario, tendŕıamos que
clX(f((−∞, tp])) ⊆ M con M un arco, lo cual es una contradicción. Conside-
remos la subsucesión {Lni

}i∈N de {Ln}n∈N, tenemos los siguientes casos:

Caso 1. La subsucesión {Lni
}i∈N converge: en este caso basta con tomar T =

ĺım
i→∞

Lni
, de forma similar a R, tenemos que T ̸= clX(f([tp,∞))).
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Caso 2. La subsucesión {Lni
}i∈N no converge: observemos que dicha sucesión

está en C2, además es sucesión de B = C2 ∪ {clX(f([tp,∞)))} el cual es com-
pacto. Como B es subconjunto de C(X) se sigue que es primero numerable,
luego B es un espacio secuencialmente compacto. Luego existe una subsuce-
sión convergente {Lnij

}j∈N de {Lni
}i∈N. Sea T = ĺım

j→∞
Lnij

. Basta considerar la

subsucesión {(Knij
, Lnij

)}j∈N que converge al punto (R, T ).

Aśı existe una subsucesión {(Kni
, Lni

)}i∈N convergente al punto (R, T ) con
(R, T ) ∈ C1 × C2 y (R, T ) ̸= (K,L), luego como h es una función continua,
tenemos que la sucesión {h(Kni

, Lni
)}i∈N converge a h(R, T ), es decir, {Mni

}i∈N
converge a R∪T , pero la sucesión {Mni

}i∈N converge a A y A = K∪L de forma
única, aśı K ∪L = R∪T , se sigue que K = R y L = T , lo cual contradice que
(R, T ) ̸= (K,L). Luego, la sucesión {(Kni

, Lni
)}i∈N converge al punto (K,L)

lo cual es una contradicción. De tal manera que la sucesión {(Kn, Ln)}n∈N
converge al punto (K,L). Concluimos que la sucesión {h−1(An)}n∈N converge
a h−1(A), aśı h−1 es una función continua. Queda demostrada la Afirmación
2.31.2.

Finalmente, tenemos que h es un homeomorfismo entre C1×C2 y Arcos(p,X).
Sea g : [0, 1) × [0, 1) → C1 × C2 un homeomorfismo. Basta considerar, H :
[0, 1) × [0, 1) → Arcos(p,X) definida por H = h ◦ g, claramente H es un
homeomorfismo entre [0, 1)× [0, 1) y Arcos(p,X). □

Vimos que para el continuo sen( 1
x
), existen puntos cuyos hiperespacios ancla-

dos en un punto no son compactos. Es decir, el rećıproco de Proposición 2.13
no se cumple. Veamos un ejemplo más con el continuo conocido como Arcoiris
de Knaster el cual está definido en [14].

Teorema 2.32. Sean X el arcoiris de Knaster, e el punto extremo de X y
κ(e) la composante de e en X. Si p ∈ X, entonces las siguientes afirmaciones
se cumplen:

(1) Si p = e, entonces el hiperespacio Arcos(p,X) es homeomorfo al intervalo
[0, 1).

(2) Si p ∈ κ(e) \ {e}, entonces el hiperespacio Arcos(p,X) es homeomorfo a
[0, 1]× [0, 1).

(3) Si p ∈ X \ κ(e), entonces el hiperespacio Arcos(p,X) es homeomorfo a
[0, 1)× [0, 1).

Demostración. Como los únicos subcontinuos propios de X son arcos, te-
nemos que las arco componentes del arcoiris de Knaster coinciden con sus
composantes, es decir, que para p ∈ X, a(p) = κ(p). Además, existe una fun-
ción continua y biyectiva f : [0,∞) → κ(e) (véase [31] página 2), tenemos
que:

(1) Si p = e = f(0), entonces por el Teorema 2.26 inciso (1), tenemos que
Arcos(p,X) es homeomorfo al intervalo [0, 1).

(2) Si p ∈ κ(e)\{e}, entonces p ̸= f(0), por el Teorema 2.26 inciso (2), tenemos
que Arcos(p,X) es homeomorfo a [0, 1]× [0, 1).

Por otro lado, para el inciso (3), si p ∈ X \ κ(e), entonces existe una función
continua y biyectiva f : R → κ(p) (véase [31] página 2). Por el Teorema 2.31,
se tiene que Arcos(p,X) es homeomorfo a [0, 1)× [0, 1). □
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Teorema 2.33. Sea X un continuo tal que para todo p ∈ X el hiperespacio
Arcos(p,X) es compacto. Si la arco componente de p en X, a(p), es única-
mente arco conexo, entonces a(p) no es imagen continua y biyectiva de [0,∞)
o R.

Demostración. Sea p ∈ X. Supongamos que la arco componente de p en
X, a(p), es únicamente arco conexo y existe una función continua y biyectiva
f : [0,∞) → a(p), tenemos dos casos:

Caso 1. Supongamos que p = f(0), entonces por el Teorema 2.26 inciso (1), el
hiperesapcio Arcos(p,X) es homeomorfo al intervalo [0, 1).

Caso 2. Supongamos que p ̸= f(0), entonces por el Teorema 2.26 inciso (2), el
hiperepacio Arcos(p,X) es homeomorfo a [0, 1]× [0, 1).

En ambos casos, Arcos(p,X) no es compacto, lo cual es una contradicción.

Ahora, supongamos que a(p) es únicamente arco conexo y existe una función
continua y biyectiva f : R → a(p), entonces por el Teorema 2.31, el hiperespa-
cio Arcos(p,X) es homeomorfo a [0, 1)× [0, 1), el cual no es compacto, lo cual
es una contradicción. Aśı, X no contiene arco componentes únicamente arco
conexos que sean imagen continua y biyectiva de [0,∞) o R. □

Teorema 2.34. Sean X un continuo y p ∈ X. Si Arcos(p,X) es un subcon-
junto ordenado compacto de C(X), entonces Arcos(p,X) es un arco.

Demostración. Como Arcos(p,X) ⊆ C(X), se tiene que Arcos(p,X) es
un espacio métrico, además es no vaćıo ya que {p} ∈ Arcos(p,X). Por otro
lado, por el Corolario 2.11, Arcos(p,X) es conexo, luego Arcos(p,X) es un
continuo. Como Arcos(p,X) es un subconjunto ordenado de C(X), tenemos
que Arcos(p,X) es un arco ordenado, aśı existe un homeomorfismo h : [0, 1] →
Arcos(p,X), concluimos que Arcos(p,X) es un arco. □

Teorema 2.35. Sea X un continuo. Si M(X) es compacto, entonces el hiper-
espacio Arcos(p,X) es compacto, para cada p ∈ X.

Demostración. Sean p ∈ X y {An}n∈N una sucesión en Arcos(p,X) conver-
gente a A. Note que A ∈ C(p,X), ya que p ∈ An, para cada n ∈ N. Como
An ∈ M(X), para cada n ∈ N, y M(X) es compacto, tenemos que A ∈ M(X)
y aśı, A ∈ Arcos(p,X). Concluimos que Arcos(p,X) es compacto. □
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Caṕıtulo 3

El hiperespacio Medioµ(p,X) en
continuos

En este caṕıtulo introducimos el hiperespacio Medioµ(p,X) para un continuo
X, un punto p ∈ X y µ una función de Whitney para C(X), el cual definimos
a continuación.

Definición 3.1. Sean X un continuo y µ una función de Whitney para el
hiperespacio C(X). Para cada punto p ∈ X, definimos y denotamos el hiper-
espacio de arcos en X con punto medio p respecto de µ, esto es,

Medioµ(p,X) = {A ∈ M(X) : Pµ(A) = p},

donde Pµ : M(X) → X es la función punto medio de X con respecto de µ.

Este hiperespacio lo consideramos como subespacio del hiperespacio C(X) con
la métrica de Hausdorff, aśı su topoloǵıa será la heredada de C(X).
De ahora en adelante µ representa una función de Whitney para C(X).
El hiperespacio Medioµ(p,X) surge de manera natural del estudio del hiper-
espacio Arcos(p,X) y la función punto medio en continuos. Dado un continuo
X, un punto p ∈ X y µ una función de Whitney para C(X):

Pregunta 3.2. ¿Qué propiedades topológicas tiene, Medioµ(p,X), el hiperes-
pacio de arcos en X con punto medio p respecto de µ para cada punto p ∈ X?

3.1 Algunos modelos geométricos del hiperes-

pacio Medioµ(p,X)

Es un tema interesante en la teoŕıa de los hiperespacios conocer modelos
geométricos de continuos. En esta sección estudiamos modelos geométricos
del hiperespacioMedioµ(p,X), cuando X es un arco o X es una curva cerrada
simple o X es un triodo simple.

Lema 3.3. Sean X y Y continuos. Si h : X → Y es un homeomorfismo y µ :
C(X) → [0,∞) una función de Whitney, entonces µ◦C(h)−1 : C(Y ) → [0,∞)
es una función de Whitney.

31
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Demostración. Como h es un homeomorfismo, sabemos que C(h)−1 : C(Y ) →
C(X) es un homeomorfismo, aśı µ ◦ C(h)−1 : C(Y ) → [0,∞) es una función
continua. Basta probar que se cumplen las condiciones (1) y (2) de la Definición
1.33.

(1) Probaremos que µ ◦ C(h)−1({y}) = 0, para cada y ∈ Y . Sea y ∈ Y , note
que C(h)−1({y}) = {h−1(y)}, luego µ({h−1(y)}) = 0, ya que µ es una función
de Whitney. Se sigue que µ ◦ C(h)−1({y}) = 0.

(2) Sean A,B ∈ C(Y ) tales que A ⊊ B. Como C(h)−1 es un homeomorfismo
tenemos que C(h)−1(A) ⊊ C(h)−1(B) y como µ es una función de Whitney
para C(X), tenemos que µ ◦ C(h)−1(A) = µ(C(h−1)(A)) ≤ µ(C(h−1)(B)) =
µ ◦ C(h)−1(B).

Por lo tanto, µ ◦ C(h)−1 es una función de Whitney para C(Y ). □

Teorema 3.4. Sean X, Y continuos y p ∈ X. Si h : X → Y es un homeo-
morfismo, entonces Medioµ(p,X) es homeomorfo a Medioµ◦C(h)−1(h(p), Y ).

Demostración. Consideremos la función C(h) : C(X) → C(Y ) tal que
C(h)(A) = h(A), para cada A ∈ C(X). Como h es un homeomorfismo, por
[32, Lema 2.3] la función C(h) es un homeomorfismo. Notemos que, por el
Lema 3.3, µ ◦ C(h)−1 es una función de Whitney para C(Y ).

Probaremos que C(h)(Medioµ(p,X)) = Medioµ◦C(h)−1(h(p), Y ). Considere-
mos B ∈ C(h)(Medioµ(p,X)), aśı existe A ∈Medioµ(p,X) tal que C(h)(A) =
B y existen K y L subcontinuos de A tales que A = K ∪ L, K ∩ L = {p} y
µ(K) = µ(L). Se sigue que, B = h(A) = h(K)∪h(L) y h(K)∩h(L) = {h(p)}.
Por otro lado, por el Lema 3.3, tenemos que µ ◦ C(h)−1 es una función para
C(Y ), además (µ ◦ C(h)−1)(h(K)) = µ(K) = µ(L) = (µ ◦ C(h)−1)(h(L)).
Por lo tanto B ∈ Medioµ◦C(h)−1(h(p), Y ). Para la contención contraria, sea
B ∈ Medioµ◦C(h)−1(h(p), Y ), luego existen K y L subcontinuos de B tales
que B = K ∪ L, K ∩ L = {h(p)} y (µ ◦ C(h)−1)(K) = (µ ◦ C(h)−1)(L). Sea
A = h−1(B), se sigue que A = h−1(K) ∪ h−1(L) y h−1(K) ∩ h−1(L) = {p}.
Además µ(h−1(K)) = (µ◦C(h)−1)(K) = (µ◦C(h)−1)(L) = µ(h−1(L)). Luego,
A ∈Medioµ(p,X). Note que B = h(A) ∈ C(h)(Medioµ(p,X)).

Como C(h) es un homeomorfismo,Medioµ◦C(h)−1(h(p), Y ) yMedioµ(p,X) son
homeomorfos. □

Teorema 3.5. Sea X un árbol. Si p es punto extremo de X, entonces p es
punto extremo de cada subcontinuo que lo contenga.

Demostración. Sea p un punto extremo de X. Sea Y un subcontinuo de
X que contiene a p, por [25, Teorema 10.13], basta probar que Y \ {p} con-
tiene solo una componente. Supongamos lo contrario, es decir, existen B y
C componentes de Y \ {p}. Por [25, Proposición 6.3] tenemos que B ∪ {p} y
C ∪ {p} son subcontinuos de Y . Podemos considerar b ∈ B y c ∈ C tales que
el arco bp ⊆ B ∪ {p} y el arco cp ⊆ C ∪ {p}. Como p no es punto extremo del
arco bc en Y , se sigue que ord(p, bc) = 2, lo cual es una contradicción ya que
ord(p, bc) ≤ ord(p,X) = 1. Se sigue que Y \{p} contiene una sola componente
y aśı ord(p, Y ) = 1. □

El Teorema 3.6 muestra el modelo geométrico del hiperespacio de arcos en un
arco X con punto medio p, para cualquier p ∈ X.
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Teorema 3.6. Sea X el arco [0, 1]. Consideremos un punto p ∈ X, se tienen
las siguientes afirmaciones:

(1) si p ∈ {0, 1}, entonces Medioµ(p,X) = {{p}};
(2) si p ∈ X \ {0, 1}, entonces Medioµ(p,X) es homeomorfo a un arco.

Demostración. Sean µ una función de Whitney para C(X) y Pµ : M(X) →
X la función punto medio de X respecto de µ.

(1) Sea p ∈ {0, 1}. Como p es punto extremo de X, por el Teorema 3.5, si A
es un arco en X que contiene a p, entonces p es punto extremo de A, aśı por
el Teorema 1.52, tenemos que Medioµ(p,X) = {{p}}.

(2) Sea p ∈ X \ {0, 1}. Sea m = mı́n{µ([0, p]), µ([p, 1])}. Sin perder genera-
lidad, supongamos que m = µ([0, p]). Sea g : Medioµ(p,X) → [0, p] definida
por g(A) = mı́n(A), para cada A ∈ Medioµ(p,X). Probaremos que g es un
homeomorfismo. Por [20, Lema 2.4] la función mı́n es continua en 2X , aśı g es
una función continua al ser una restricción de la función mı́n al Medioµ(p,X).
Probaremos que g es una función biyectiva y que g−1 : [0, p] → Medioµ(p,X)
es continua.

(a) La función g es inyectiva: Sean A y B elementos de Medioµ(p,X) tales
que g(A) = g(B). Como A y B son arcos en X, podemos hallar y1, y2 ∈ [0, 1]
tales que A = [g(A), y1] y B = [g(B), y2]. Dado que A,B ∈ Medioµ(p,X), se
tiene que p ∈ A y p ∈ B, aśı p ≤ y1 y p ≤ y2. Como g(A) = g(B) tenemos que
[g(A), p] = [g(B), p], por tanto µ([g(A), p]) = µ([g(B), p]). Por la Observación
1.53, se sigue que µ([p, y1]) = µ([g(A), p]) = µ([g(B), p]) = µ([p, y2]). Por otro
lado, y1 ≤ y2 o y2 ≤ y1 y aśı [p, y1] y [p, y2] son comparables respecto a la
inclusión de conjuntos, por la Observación 1.36, tenemos que [p, y1] = [p, y2].
Por tanto, y1 = y2, luego A = B.

(b) La función g es suprayectiva: Sea t ∈ [0, p], tenemos que µ([t, p]) ≤ µ([0, p]).
Como {p} ⊊ [p, 1] y µ([t, p]) ∈ [0, µ([p, 1])], por el Lema 1.37, existe C un
subcontinuo tal que {p} ⊆ C ⊆ [p, 1] y µ(C) = µ([t, p]), aśı existe r ∈ [p, 1]
tal que C = [p, r]. Sea A = [t, r], se sigue que A ∈ Medioµ(p,X). Además
g(A) = mı́n(A) = t.

(c) La función g−1 es continua: Sea {tn}n∈N una sucesión en [0, p] convergente
a t, para algún t ∈ [0, p]. Por el Teorema 1.50, la sucesión {[tn, p]}n∈N converge
al arco [t, p]. Para cada n ∈ N, µ([tn, p]) ≤ µ([0, p]). Como, para cada n ∈
N, {p} ⊊ [p, 1] y µ([tn, p]) ∈ [0, µ([p, 1])], por el Lema 1.37, existe Cn un
subcontinuo tal que {p} ⊆ Cn ⊆ [p, 1] y µ(Cn) = µ([tn, p]), aśı existe rn ∈ [p, 1]
tal que C = [p, rn], para cada n ∈ N. Por otro lado, como {p} ⊊ [p, 1] y
µ([t, p]) ∈ [0, µ([p, 1])], por el Lema 1.37, existe C un subcontinuo tal que
{p} ⊆ C ⊆ [p, 1] y µ(C) = µ([t, p]), luego existe r ∈ [p, 1] tal que C = [p, r].
Como [p, 1] es compacto, podemos suponer que existe {rnk

}k∈N una subsucesión
de {rn}n∈N convergente al punto s, para algún s ∈ [p, 1]. Por el Teorema 1.50,
tenemos que la sucesión {[p, rnk

]}k∈N converge a [p, s], más aún, como µ es una
función continua, se sigue que {µ([p, rnk

])}k∈N converge a µ([p, s]). Por otro
lado, µ([tnk

, p]) = µ([p, rnk
]), para cada k ∈ N, pasando al ĺımite tenemos que

µ([t, p]) = µ([p, s]), por lo tanto µ([p, r]) = µ([p, s]), aśı r = s. Observemos que
{tn, rn}n∈N converge a {t, r}. Si definimos An = [tn, rn], para cada n ∈ N, por
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el Teorema 1.50, tenemos que la sucesión {An}n∈N converge al arco A = [t, r].
Como g es biyectiva, tenemos que g−1 es biyectiva, aśı g−1(tn) = An, para cada
n ∈ N y g−1(t) = A, por lo tanto g−1 es una función continua.

Concluimos que g es una función continua, biyectiva y con inversa continua,
por lo tanto g es un homeomorfismo. □

Observación 3.7. Sea X un arco con puntos extremos a y b. Si p no es punto
extremo del arco X, entonces Medioµ(p,X) es un arco ordenado donde {p} es
uno de sus puntos extremos y el otro punto extremo es un arco A en X que
satisface que a es un punto extremo de A o b es un punto extremo de A.

Lema 3.8. Sean X el circulo unitario en R2 y un punto p ∈ X. Para cuales-
quiera A,B ∈Medioµ(p,X), se tiene que A ⊆ B o B ⊆ A.

Demostración. Por el Teorema 3.4, podemos suponer que p = (1, 0). Sean
A,B ∈ Medioµ(p,X). Sean α1 ∈ [0, 2π) y α2 ∈ (−2π, 0] tales que A =
{(cos θ, sen θ) ∈ R2 : θ ∈ [α2, α1]}. Sean β1 ∈ [0, 2π) y β2 ∈ (−2π, 0] ta-
les que B = {(cos θ, sen θ) ∈ R2 : θ ∈ [β2, β1]}. Sean a1 = (cosα1, senα1)
y a2 = (cosα2, senα2) los puntos extremos de A; b1 = (cos β1, sen β1) y
b2 = (cos β2, sen β2) los puntos extremos de B. Sean A1 = {(cos θ, sen θ) ∈
R2 : θ ∈ [0, α1]} y A2 = {(cos θ, sen θ) ∈ R2 : θ ∈ [α2, 0]}; además, sean
B1 = {(cos θ, sen θ) ∈ R2 : θ ∈ [0, β1]} y B2 = {(cos θ, sen θ) ∈ R2 : θ ∈ [β2, 0]}.
Observemos que A1 y B1 son comparables y también A2 y B2 son comparables.
Note que A = A1 ∪ A2, A1 ∩ A2 = {p}, B = B1 ∪ B2 y B1 ∩ B2 = {p}. Por la
Definición 1.51, µ(A1) = µ(A2) y µ(B1) = µ(B2). Tenemos los siguientes dos
casos:

Caso 1. β1 < α1. Se sigue que B1 ⊊ A1 (véase la Figura 3.1), por tanto µ(B1) <
µ(A1), como µ(A1) = µ(A2) y µ(B1) = µ(B2), se tiene que µ(B2) < µ(A2).
Como A2 y B2 son comparables se tiene que B2 ⊊ A2. Concluimos que B ⊆ A.

Figura 3.1: Caso 1.

Caso 2. α1 ≤ β1. Se sigue que A1 ⊆ B1 (véase la Figura 3.2), por tanto µ(A1) ≤
µ(B1), como µ(A1) = µ(A2) y µ(B1) = µ(B2), se tiene que µ(A2) ≤ µ(B2).
Como A2 y B2 son comparables se tiene que A2 ⊆ B2. Concluimos que A ⊆ B.

En ambos casos concluimos queA yB son comparables respecto a la contención
de conjuntos. □
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Figura 3.2: Caso 2.

Lema 3.9. Sean X una curva cerrada simple y µ : C(X) → [0, µ(X)] una
función de Whitney para C(X). Dados x ∈ X y s ∈ [0, µ(X)), existe K ∈
M(X) tal que Pµ(K) = x y µ(K) = s.

Demostración. Por el Teorema 3.4, podemos suponer que p = (1, 0). Sean
α ∈ (−2π, 0] y β ∈ [0, 2π), definimos Aα = {(cos θ, sen θ) ∈ R2 : θ ∈ [α, 0]} y
Bβ = {(cos θ, sen θ) ∈ R2 : θ ∈ [0, β]}. Sean A = {Aα : α ∈ (−2π, 0]} ∪ {X}
y B = {Bβ : β ∈ [0, 2π)} ∪ {X}. Observemos que A y B son conjuntos
ordenados en C(X). Probaremos que B es un arco. Sea g : [0, 2π] → X definida
por g(t) = (cost, sent), para cada t ∈ [0, 2π]. Tenemos que g es una función
continua, y aśı C(g) : C([0, 2π]) → C(X) definida por C(g)(A) = g(A), para
cada A ∈ C([0, 2π]), es una función continua. Sea G = {[0, t] : t ∈ [0, 2π]}, note
que G ⊆ C([0, 2π]), se tiene que C(g)|G : G → B es una función continua. Sea h :
[0, 2π] → G ⊆ C([0, 2π]) definida por h(t) = [0, t], para cada t ∈ [0, 2π]. Note
que h es una función continua. Definimos F : [0, 2π] → B definida por F (t) =
(C(g)|G ◦h)(t), para cada t ∈ [0, 2π]. Probaremos que F es un homeomorfismo,
basta probar que F es una función continua y biyectiva. Observemos que F es
una función continua por ser composición de funciones continuas. Probemos
que F es una función inyectiva, sean t, r ∈ [0, 2π] distintos, se tiene que t < r o
r < t, por lo que Bt ⊊ Br o Br ⊊ Bt, en ambos casos tenemos que F (t) = Bt ̸=
Br = F (r), por lo que F es una función inyectiva. Ahora, probemos que F es
una función suprayectiva, sea B ∈ B, observemos que si B = X, entonces basta
considerar t = 2π, ya que F (2π) = (C(g)|G ◦ h)(2π) = C(g)|G([0, 2π]) = X.
Supongamos que B ̸= X, existe β ∈ [0, 2π) tal que B = Bβ, se tiene que
F (β) = (C(g)|G ◦ h)(β) = C(g)|G([0, β]) = Bβ = B. Por lo tanto, F es una
función suprayectiva. Aśı, F es un homeomorfismo entre [0, 2π] y B, por lo
tanto B es un arco. De forma similar se prueba que A es un arco. Luego, A y
B son arcos ordenados desde {p} hasta X.

Por [16, Lemma 14.2], sean ϕ : [0, µ(X)] → A y ψ : [0, µ(X)] → B los ho-
meomorfismos tales que µ(ϕ(t)) = t y µ(ψ(t)) = t, para todo t ∈ [0, µ(X)].
Sea f : [0, µ(X)] → [0, µ(X)] definida por f(t) = µ(ϕ(t) ∪ ψ(t)), para todo
t ∈ [0, µ(X)]. Observemos que f es una función continua tal que f(0) = 0 y
f(µ(X)) = µ(X). Dado s ∈ (0, µ(X)), por el Teorema del valor intermedio
existe t ∈ (0, µ(X)) tal que f(t) = µ(ϕ(t) ∪ ψ(t)) = s. Sea K = ϕ(t) ∪ ψ(t),
como s ∈ (0, µ(X)) y µ(K) = s, se tiene que K es un arco. Por otro la-
do, como t ∈ (0, µ(X)) se tiene que ϕ(t) ∈ A y ψ(t) ∈ B son arcos, luego
ϕ(t) ∩ ψ(t) = {p}, aśı el punto medio de K es p. □
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Ahora veamos el modelo geométrico del hiperespacio de arcos en una curva
cerrada simple X con punto medio p, para cualquier p ∈ X.

Teorema 3.10. Sea X una curva cerrada simple. Si p ∈ X, entonces el hi-
perespacio Medioµ(p,X) es homeomorfo al intervalo [0, 1).

Demostración. Sea p ∈ X. Consideremos µ una función de Whitney para
C(X) y consideremos la función punto medio deX respecto de µ, Pµ : M(X) →
X.

Denotemos por σ la función restricción de µ al espacio Medioµ(p,X), es decir,
σ = µ|Medioµ(p,X). Vamos a probar que σ : Medioµ(p,X) → [0, µ(X)) es un
homeomorfismo. Se tiene que σ es una función continua. Por el Lema 3.8,
tenemos que σ es inyectiva.

Para ver que la función σ es suprayectiva, probemos que µ(Medioµ(p,X)) =
[0, µ(X)). En efecto: si A ∈Medioµ(p,X), entonces 0 ≤ µ(A) < µ(X). Ahora,
sea s ∈ [0, µ(X)). Por el Lema 3.9, existe K ∈Medioµ(p,X) tal que µ(K) = s.
De la definición de la función σ tenemos que es suprayectiva.

Resta probar que σ−1 : [0, µ(X)) → Medioµ(p,X) es continua. Para esto
consideremos una sucesión, {rn}n∈N, en [0, µ(X)) que converge al punto r ∈
[0, µ(X)). Se tiene que, para cada n ∈ N, existe un único An ∈ Medioµ(p,X)
tal que σ(An) = rn, también existe un único A ∈Medioµ(p,X) tal que σ(A) =
r. Vamos a probar que la sucesión {An}n∈N converge a A, es decir, la sucesión
{σ−1(rn)}n∈N converge a σ−1(r). Como C(X) es compacto, consideremos una
subsucesión {Ank

}k∈N de la sucesión {An}n∈N convergente a B, para algún B ∈
C(X). Como µ es una función continua, tenemos que {µ(Ank

)}k∈N converge
a µ(B) y como µ(Ank

) = rnk
, para cada k ∈ N, tenemos que {µ(An)}n∈N

converge a r, aśı µ(B) = r = µ(A), como r < µ(X), se sigue B es un arco. Por
[20, Teorema 3.15], la función Pµ es continua, luego la sucesión {Pµ(Ank

)}k∈N
converge a Pµ(B). Note que, para cada k ∈ N, Pµ(Ank

) = p, se sigue que
Pµ(B) = p, esto implica que B ∈Medioµ(p,X). Por el Lema 3.8, tenemos que
B ⊂ A o A ⊂ B. Finalmente, como µ(A) = µ(B), por la Observación 1.36,
tenemos que A = B. Por lo tanto, la sucesión {An}n∈N converge a A y aśı la
función σ−1 es continua. □

Finalmente, veamos el modelo geométrico del hiperespacio de arcos en X con
punto medio p respecto de µ, cuando X es un triodo simple.

Teorema 3.11. Sean A1 = {(t, 0) ∈ R2 : t ∈ [−1, 0]}, A2 = {(0, t) ∈ R2 :
t ∈ [0, 1]} y A3 = {(t, 0) ∈ R2 : t ∈ [0, 1]}. Considérese el triodo simple
X = A1 ∪ A2 ∪ A3 y µ : C(X) → [0,∞) una función de Whitney. Para cada
i ∈ {1, 2, 3}, sean pi el punto medio de Ai respecto de µ, Si el arco en X con
puntos extremos pi y (0, 0), Li el arco en X con puntos extremos pi y ei, donde
ei es el punto extremo de Ai distinto de (0, 0), sea T = S1 ∪ S2 ∪ S3. Dado un
punto p ∈ X, se tienen las siguientes afirmaciones:

(1) si p ∈ {e1, e2, e3}, entonces Medioµ(p,X) = {{p}};
(2) si p ∈ (L1 ∪ L2 ∪ L3) \ {e1, e2, e3}, entonces Medioµ(p,X) es un arco;

(3) si p ∈ T \ {p1, p2, p3}, entonces Medioµ(p,X) es un triodo simple.
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Demostración. Sea Pµ : M(X) → X la función de punto medio de X con
respecto de µ.

Probaremos el inciso (1). Sea p ∈ {e1, e2, e3}. Note que {p} ∈ Medioµ(p,X).
Por otro lado, si A es un arco que contiene al punto p, entonces por el Teo-
rema 3.5, A = px, para algún x ∈ X, además p es punto extremo de A.
Por el Teorema 1.52, tenemos que p no es punto medio de A. Por lo tanto
Medioµ(p,X) = {{p}}.

Sean J1 = A2 ∪ A3, J2 = A1 ∪ A3 y J3 = A1 ∪ A2.
Ahora, probemos el inciso (2). Sea p ∈ (L1 ∪ L2 ∪ L3) \ {e1, e2, e3}. Sin perder
generalidad, supongamos que p ∈ A1, se tiene que p ∈ (A1\S1)∪{p1} y p ̸= e1.
Si M ∈Medioµ(p,X), entonces M ⊆ J2 o bien M ⊆ J3. Luego,

Medioµ(p,X) =Medioµ(p, J2) ∪Medioµ(p, J3).

Sea R el arco en A1 con puntos extremos e1 y p; sea S el arco en A1 con
puntos extremos p y (0, 0). Note que R ⊆ L1 y S1 ⊆ S, como µ es una
función de Whitney tenemos que µ(R) ≤ µ(L1) = µ(S1) ≤ µ(S), se sigue que
µ(R) ≤ µ(S).
Veamos que Medioµ(p, J2) ⊆Medioµ(p,A1). Sea M0 ∈Medioµ(p, J2), existen
K ∈ Arcos(p,R) y L ∈ Arcos(p, S ∪ A3) tales que M0 = K ∪ L, K ∩ L = {p}
y µ(K) = µ(L). Probaremos que S no está contenido propiamente en L, para
esto supongamos lo contrario, es decir, S ⊊ L, aśı µ(S) < µ(L). Por otro lado
µ(K) ≤ µ(R) ≤ µ(S) < µ(L) lo cual es una contradicción. Por lo tanto S
no está contenido propiamente en L. Además, como L y S son arcos en el
arco S ∪ A3 con punto extremo p, se sigue que L y S son comparables, aśı
L ⊆ S ⊆ A1. Además K ⊆ R y aśı K ⊆ A1. Luego M0 ∈Medioµ(p,A1).
De forma similar, se prueba que Medioµ(p, J3) ⊆Medioµ(p,A1). Como

Medioµ(p,X) =Medioµ(p, J2) ∪Medioµ(p, J3) ⊆Medioµ(p,A1)

⊆Medioµ(p,X).

Luego,Medioµ(p,X) =Medioµ(p,A1), por la Observación 3.7,Medioµ(p,A1)
es un arco, por lo tanto el Medioµ(p,X) es un arco.

Finalmente, probaremos el inciso (3). Sea p ∈ T \ {p1, p2, p3}. Tenemos los
siguientes dos casos:

Caso 1. Sea p = (0, 0). Observemos que, si M ∈ Medioµ(p,X), entonces
M ⊆ J1 o bienM ⊆ J2 o bienM ⊆ J3, luegoMedioµ(p,X) =Medioµ(p, J1)∪
Medioµ(p, J2) ∪Medioµ(p, J3). Dado que p no es punto extremo del arco Ji,
para cada i ∈ {1, 2, 3}, por el Teorema 3.6 y la Observación 3.7, se tiene que
Medioµ(p, Ji) es homeomorfo a un arco ordenado donde {p} es punto extremo
de cada uno de ellos. Note que, si M ∈ Medioµ(p, Ji) ∩Medioµ(p, Jl), para
algunos i, l ∈ {1, 2, 3} distintos, entonces M ⊆ Ji ∩ Jl, por tanto M ⊆ Ak,
para algún k ∈ {1, 2, 3} donde k ̸= i y k ̸= l. Como Pµ(M) = p, se sigue que
M = {p}, pues p es punto extremo de Ak. De esta manera, Medioµ(p, Ji) ∩
Medioµ(p, Jl) = {{p}}, para cualesquiera i, l ∈ {1, 2, 3} distintos. Por lo tanto,
el hiperespacio Medioµ(p,X) es un triodo simple.
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Caso 2. Sea p ∈ T \{p1, p2, p3, (0, 0)}. Sin perder generalidad, supongamos que
p ∈ A1. Si M ∈Medioµ(p,X), entonces M ⊆ J2 o bien M ⊆ J3. Luego,

Medioµ(p,X) =Medioµ(p, J2) ∪Medioµ(p, J3).

Además,
Medioµ(p, J2) ∩Medioµ(p, J3) =Medioµ(p,A1). (3.1)

Por la Observación 3.7, Medioµ(p, J2), Medioµ(p, J3) y Medioµ(p,A1) son ar-
cos ordenados donde {p} es punto extremo de cada uno de ellos.
Sea R el arco en A1 con puntos extremos e1 y p; sea S el arco en A1 con puntos
extremos p y (0, 0). Como p ̸= p1, tenemos que S ⊊ S1. Note que L1 ⊊ R.
Luego, como µ es una función de Whitney se sigue que µ(S) < µ(R). Por otro
lado, como {p} ⊊ R y µ(S) ∈ [0, µ(R)], por el Lema 1.37, existe C ∈ C(X) tal
que {p} ⊆ C ⊆ R y µ(C) = µ(S). Observemos que S ∪C ∈Medioµ(p,A1). Si
M ∈Medioµ(p,A1), entonces existen K ∈ Arcos(p,R) y L ∈ Arcos(p, S) tales
que M = K ∪ L, K ∩ L = {p} y µ(K) = µ(L). Probaremos que M ⊆ S ∪ C.
Supongamos lo contrario, es decir M ̸⊆ S ∪ C. Note que si µ(C) < µ(K),
entonces µ(S) < µ(L), por otro lado L ∈ Arcos(p, S) y como µ es una función
de Whitney se tiene que µ(L) ≤ µ(S), lo cual es una contradicción. Aśı M ⊆
S ∪ C. Por lo tanto Medioµ(p,A1) es un arco ordenado con puntos extremos
{p} y S ∪ C. Sean

A = (Medioµ(p, J2) \Medioµ(p,A1)) ∪ {S ∪ C} y

B = (Medioµ(p, J3) \Medioµ(p,A1)) ∪ {S ∪ C}.
Observemos que A y B son arcos ordenados que tienen como un punto extremo
a S∪C. Además, A∩Medioµ(p,A1) = {S∪C} y B∩Medioµ(p,A1) = {S∪C}.
Veamos que A∩B = {S ∪C}. Tenemos que {S ∪C} ⊆ A∩B. Por otro lado,
sea N ∈ A ∩ B con N ̸= S ∪ C, aśı N ∈ (Medioµ(p, J2) \Medioµ(p,A1) ∩
(Medioµ(p, J3) \Medioµ(p,A1), de aqúı se sigue que

N ∈Medioµ(p, J2) ∩Medioµ(p, J3) y N /∈Medioµ(p,A1),

esto contradice la Ecuación (3.1). Por lo tanto, A ∩B = {S ∪ C}.
Finalmente, observemos que:

Medioµ(p,X) =Medioµ(p,A1) ∪A ∪B,

dondeMedioµ(p,A1), A y B son arcos que se intersectan dos a dos en el punto
S ∪ C. Concluimos que Medioµ(p,X) es un triodo simple. □

3.2 Propiedades generales del hiperespacio

Medioµ(p,X)

Es de nuestro interés conocer las propiedades topológicas que tiene el hiper-
espacio Medioµ(p,X), tales como la conexidad y la compacidad, además es-
tudiamos modelos geométricos para el hiperespacio de arcos en X que tienen
como punto medio a p con respecto de µ, cuando la arco componente de p en
X es únicamente arco conexo y es imagen continua y biyectiva del intervalo
[0,∞) o de R. A continuación veremos que dicho hiperespacio es arco conexo.
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Teorema 3.12. Sea X un continuo. Si p ∈ X, entonces Medioµ(p,X) es arco
conexo.

Demostración. Sean p ∈ X y µ una función de Whitney para C(X). Sean
A y B elementos de Medioµ(p,X) distintos. Observemos que si B = {p}, en-
tonces A es un arco que contiene a p y p no es punto extremo de A, luego,
por el Teorema 3.6 inciso (2), el hiperespacio Medioµ(p,A) es un arco, aśı
existe α : [0, 1] → Medioµ(p,A) un homeomorfismo tal que α(0) = B = {p}
y α(1) = A. Por otro lado, supongamos que A y B son arcos, por defini-
ción, p no es punto extremo de A ni de B. Por el Teorema 3.6 inciso (2),
los hiperespacios Medioµ(p,A) y Medioµ(p,B) son arcos en Medioµ(p,X).
Sean α : [0, 1] → Medioµ(p,A) y β : [−1, 0] → Medioµ(p,B) homeomorfis-
mos tales que β(−1) = B, β(0) = {p} = α(0) y α(1) = A. Consideremos
γ : [−1, 1] ↪→Medioµ(p,X) el encaje definido por:

γ(x) =


β(x) si x ∈ [−1, 0],

α(x) si x ∈ [0, 1].

Claramente, γ es un homeomorfismo tal que γ(−1) = B y γ(1) = A, es decir,
existe un arco contenido en Medioµ(p,X) cuyos puntos extremos son A y B.
Se sigue que Medioµ(p,X) es arco conexo. □

Como consecuencia del Teorema 3.12 tenemos el siguiente resultado:

Corolario 3.13. Sea X un continuo. Si p ∈ X, entonces el hiperespacio
Medioµ(p,X) es conexo.

Teorema 3.14. Sea X un arco. Si p ∈ X, entonces el hiperespacioMedioµ(p,X)
es compacto.

Demostración. Sea µ una función de Whitney para C(X). Por la Ob-
servación 1.46, sabemos que M(X) es homeomorfo a C(X), se sigue que
M(X) es compacto. Probaremos que el hiperespacio Medioµ(p,X) es cerra-
do en M(X). Sea {An}n∈N una sucesión en Medioµ(p,X) convergente, sea
A = ĺım

n→∞
An. Como M(X) es compacto y An ∈ M(X), para cada n ∈ N,

se sigue que A ∈ M(X). Por otro lado, como X es un arco, por el Coro-
lario 1.56, tenemos que la función punto medio Pµ : M(X) → X es con-
tinua, luego {Pµ(An)}n∈N converge a Pµ(A), como Pµ(An) = p, para cada
n ∈ N, tenemos que Pµ(A) = p. Concluimos que p es punto medio de A y aśı,
A ∈ Medioµ(p,X). Aśı, Medioµ(p,X) es un subconjunto cerrado del hiperes-
pacio M(X). Por lo tanto, Medioµ(p,X) es un conjunto compacto. □

Teorema 3.15. Sea X un continuo. Si para todo p ∈ X el hiperespacio
Medioµ(p,X) es compacto, entonces X no contiene curvas cerradas simples.

Demostración. Sea µ una función de Whitney para C(X). Supongamos que
X contiene una curva cerrada simple, Y , sea σ = µ|C(Y ) : C(Y ) → [0, µ(Y )] la
restricción de µ al hiperespacio C(Y ). Notemos que σ es una función de Whit-
ney para C(Y ). Sea p ∈ Y . Sea {sn}n∈N una sucesión en [0, µ(Y )) convergente
a µ(Y ).
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Por el Lema 3.9, para cada n ∈ N, existe An ∈ M(Y ) tal que Pµ(An) = p
y σ(An) = µ(An) = sn. Notemos que An ∈ Medioµ(p,X), para cada n ∈ N.
Probaremos que {An}n∈N converge a Y . Supongamos que {An}n∈N converge A,
con A un subcontinuo de Y . Luego, como σ es una función continua tenemos
que {σ(An)}n∈N converge a σ(A), se sigue que {sn}n∈N converge a σ(A), aśı
σ(A) = µ(Y ), es decir, σ(A) = µ(A) = µ(Y ), por lo tanto A = Y . Concluimos
que {An}n∈N converge a Y . Sin embargo, Y /∈Medioµ(p,X), aśıMedioµ(p,X)
no es compacto. □

En virtud del Teorema 3.15 es natural preguntarse lo siguiente, dados X un
continuo, µ una función de Whitney para C(X) y p ∈ X:

Pregunta 3.16. ¿Cuáles son las condiciones suficientes y necesarias sobre X
para que Medioµ(p,X) sea compacto?

En relación con la Pregunta 3.16 tenemos una respuesta en la clase de las
dendritas.

Teorema 3.17. Si X es una dendrita, entonces para cada p ∈ X el hiperes-
pacio Medioµ(p,X) es compacto.

Demostración. Sean p ∈ X y µ una función de Whitney para C(X).
Probemos que Medioµ(p,X) es compacto. Por el Teorema 2.16, el hiper-
espacio Arcos(p,X) es compacto. Notemos que Medioµ(p,X) es subespa-
cio del hiperespacio de Arcos(p,X), aśı bastará probar que el hiperespacio
Medioµ(p,X) es cerrado en el hiperespacio Arcos(p,X). Sea {An}n∈N una su-
cesión enMedioµ(p,X) convergente a A, para algún A ∈ C(X). Como el hiper-
espacio Arcos(p,X) es compacto, se sigue que A ∈ Arcos(p,X). Por el Lema
1.57, sabemos que Pµ : M(X) → X es continua, se sigue que {Pµ(An)}n∈N con-
verge a Pµ(A). Como para cada n ∈ N, Pµ(An) = p, tenemos que Pµ(A) = p.
Concluimos que A ∈ Medioµ(p,X). Por lo tanto, Medioµ(p,X) es cerrado en
el compacto Arcos(p,X) y aśı Medioµ(p,X) es compacto. □

Del Teorema 3.15 y el Teorema 3.17 obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.18. Sea X un continuo localmente conexo. Entonces X es una
dendrita si y sólo si Medioµ(p,X) es compacto para cada p ∈ X.

Lema 3.19. Sean X un continuo y p ∈ X. Si Y ∈ Medioµ(p,X) es tal que
para cada A ∈ Medioµ(p,X) se tiene que A ⊆ Y , entonces Medioµ(p,X) =
Medioµ(p, Y ).

Demostración. Como Y ⊆ X tenemos que Medioµ(p, Y ) ⊆ Medioµ(p,X).
Para probar la otra contención, sea A ∈Medioµ(p,X), como A ⊆ Y , tenemos
que A ∈Medioµ(p, Y ). Concluimos que Medioµ(p,X) =Medioµ(p, Y ). □

Teorema 3.20. Sean X un continuo y p ∈ X. Si la arco componente de p en
X, a(p), es únicamente arco conexo y existe una función continua y biyectiva
f : [0,∞) → a(p), entonces:

(1) Si p = f(0), entonces el hiperespacio Medioµ(p,X) es un singular.
(2) Si p ̸= f(0), entonces el hiperespacio Medioµ(p,X) es homeomorfo a un
arco o al intervalo [0, 1).
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Demostración. Sea µ una función de Whitney para C(X).

(1) Sea p = f(0). Primero probemos la siguiente afirmación:

Afirmación 3.20.1. Si A ∈ Arcos(p,X), entonces existe un punto tA ∈ [0,∞)
tal que A = f([0, tA]).

Prueba de la Afirmación 3.20.1. Sea A ∈ Arcos(p,X) y sean a y b los puntos
extremos de A. Claramente, A ⊆ a(p), como f es una función suprayectiva,
existen t1, t2 ∈ [0,∞) tales que f(t1) = a y f(t2) = b. Supongamos que t1 ≤ t2.
luego, f([t1, t2]) es un arco con puntos extremos a y b contenido en a(p). Como
a(p) es únicamente arco conexo tenemos que A = f([t1, t2]). Finalmente, como
p ∈ A, tenemos que 0 ∈ [t1, t2], aśı t1 ≤ 0 y 0 ≤ t1, concluimos que t1 = 0. Por
lo tanto A = [0, t2]. Sea t2 = tA. Queda demostrada la Afirmación 3.20.1.

Por la Afirmación 3.20.1, si A ∈ Arcos(p,X), entonces p es punto extremo de
A. Aśı, {p} es el único elemento de Arcos(p,X) cuyo punto medio es p . Luego
Medioµ(p,X) = {{p}}. Aśı concluye la prueba de (1).

(2) Sea p ̸= f(0). Sea tp ∈ [0,∞) tal que f(tp) = p. Note que f(0) ̸= f(tp),
como f es una función inyectiva tenemos que 0 ̸= tp, aśı 0 < tp. Sean A
el arco f([0, tp]) y B = {B ∈ Arcos(p,X) : B ⊆ f([tp,∞))}. Note que si
M ∈ Medioµ(p,X), entonces existen KM ∈ Arcos(p,A) y LM ∈ B tales que
M = KM ∪ LM , KM ∩ LM = {p} y µ(Km) = µ(LM).

Afirmación 3.20.2. Si M,N ∈Medioµ(p,X), entonces M ⊆ N o N ⊆M .

Prueba de la Afirmación 3.20.2. Sean M,N ∈ Medioµ(p,X). Como M y N
son arcos que contienen a p, por la Afirmación 2.26.1, existen r, s, t, u ∈ [0,∞)
tales que M = f([r, s]) y N = f([t, u]). Como p ∈ M , p ∈ N , y f es una
función biyectiva tenemos que tp ∈ (r, s) y tp ∈ (t, u). Luego, r, t ∈ [0, tp],
más aún r ≤ t o t ≤ r. Sin perder generalidad, supongamos que t ≤ r, luego
[r, tp] ⊆ [t, tp] y aśı f([r, tp]) ⊆ f([t, tp]). Probaremos que u ≤ s, supongamos
que s < u, tenemos que [tp, s] ⊆ [tp, u], luego, f([tp, s]) ⊆ f([tp, u]). Como µ es
una función de Whitney, se sigue que µ((f([tp, s]))) ≤ µ(f([tp, u])), pero esto
es una contradicción ya que µ(f([r, tp])) = µ(f([tp, s])) y f([r, tp]) ⊆ f([t, tp]).
Tenemos que u ≤ s, luego [tp, u] ⊆ [tp, s] y aśı, f([tp, u]) ⊆ f([tp, s]). Se sigue
que N = f([t, u]) ⊆ f([r, s]) = M . De forma análoga se prueba que si r ≤ t,
entonces M ⊆ N . Con lo cual queda demostrada la Afirmación 3.20.2.

Para probar (2) tenemos los siguientes dos subcasos:

Subcaso 2.1. µ(A) < µ(clX(f [tp,∞))).
Sea C = B∪{clX(f([tp,∞)))}. Por el Lema 2.25, C es un arco ordenado. Como
0 < µ(A) < µ(clX(f [tp,∞))), existe un arco A1 ∈ B tal que µ(A) = µ(A1). Sea
R = A∪A1, como A1 ∈ B, se sigue que A∩A1 = {p} y aśı R ∈Medioµ(p,X).

Afirmación 3.20.3. Si J ∈Medioµ(p,X), entonces J ⊆ R.

Prueba de la Afirmación 3.20.3. Supongamos lo contrario, es decir, existe J ∈
Medioµ(p,X) tal que R ⊊ J . Sean KJ ∈ Arcos(p,A) y LJ ∈ B tales que
J = KJ ∪ LJ , KJ ∩ LJ = {p} y µ(KJ) = µ(LJ). Como R ⊊ J , se sigue que
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A ⊆ KJ , luego µ(A) ≤ µ(KJ). Por otro lado µ(KJ) ≤ µ(A), se tiene que
µ(A) = µ(KJ). Por la Observación 1.36, A = KJ . De forma similar, A1 = LJ ,
se sigue queR = J , lo cual contradice que R ⊊ J . Queda probada la Afirmación
3.20.3.

Por el Lema 3.19, tenemos que Medioµ(p,X) = Medioµ(p,R), luego, por la
Teorema 3.6, concluimos que Medioµ(p,X) es un arco.

Subcaso 2.2. µ(A) ≥ µ(clX(f [tp,∞))).
Observemos que existe un arcoB ∈ Arcos(p,A) tal que µ(B) = µ(clX(f [tp,∞))).
Sea tB ∈ [0, tp), tal que f([tB, tp]) = B. Sea Z = clX(f([tp,∞))) ∪ B =
clX(f([tB,∞))). Sea C = Medioµ(p,X) ∪ {Z}. Probaremos que C es un arco
ordenado.

Afirmación 3.20.4. La familia C es un subconjunto ordenado de C(X).

Prueba de la Afirmación 3.20.4. Por la Afirmación 3.20.2, para cualesquiera
M,N ∈ Medioµ(p,X) son comparables respecto a la inclusión de conjuntos.
Ahora, sea M ∈Medioµ(p,X), entonces existen KM ∈ Arcos(p,A) y LM ∈ B

tales que M = KM ∪ LM , KM ∩ LM = {p} y µ(KM) = µ(LM). Note que
LM ⊂ clX(f([tp,∞))), concluimos que M ⊆ Z. Queda probada la Afirmación
3.20.4.

Como C es un subconjunto de C(X) tenemos que C es un espacio métrico.
Además, es no vaćıo, ya que {Z} ∈ C.

Afirmación 3.20.5. La familia C es compacto.

Prueba de la Afirmación 3.20.5. Probemos que C es un subconjunto cerrado
en C(X). Sea {Mn}n∈N una sucesión en C convergente a M , para algún M ∈
C(X). Probaremos que M ∈ C. Como p ∈ Mn, para cada n ∈ N, se sigue que
p ∈M , aśıM ∈ C(p,X). Como {Mn}n∈N converge aM , existe una subsucesión
{Mni

}i∈N tal que Mni
⊆ Mni+1

o Mni+1
⊆ Mni

, para cada i ∈ N, es decir, la
subsucesión {Mni

}i∈N es creciente o decreciente.

Caso I. La sucesión {Mni
}i∈N es decreciente.

En este caso, tenemos que M =
⋂
i∈N

Mni
, aśı M ∈ C(Mni

), para cada i ∈ N.

Notemos que siM es un singular, entoncesM = {p}, luegoM ∈Medioµ(p,X),
por lo que M ∈ C. Supongamos que M es un arco. Como Mni

= Kni
∪Lni

con
Kni

∈ Arcos(p,B), Lni
∈ B, Kni

∩ Lni
= {p} y µ(Kni

) = µ(Lni
), para cada

i ∈ N. Observemos que {Kni
}i∈N y {Lni

}i∈N son subsucesiones decrecientes y

aśı ĺım
i→∞

Kni
=

⋂
i∈N

Kni
= K y ĺım

i→∞
Lni

=
⋂
i∈N

Lni
= L. Luego, como {Mni

}n∈N

converge a M , tenemos que M = K ∪ L. Por otro lado, como K ⊆ Kni
y

L ⊆ Lni
, para cada i ∈ N, tenemos que K ∩ L ⊆ Kni

∩ Lni
= {p}, es decir,

K ∩ L = {p}. Por otro lado, como {Kni
}i∈N converge a K y{Lni

}i∈N converge
a L, y µ es una función continua, entonces {µ(Kni

)}i∈N converge a µ(K) y
{µ(Lni

)}i∈N converge a µ(L), además µ(Kni
) = µ(Lni

), para cada i ∈ N, tene-
mos que µ(K) = µ(L). Luego M ∈Medioµ(p,X), y aśı M ∈ C.

Caso II. La sucesión {Mni
}i∈N es creciente.
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En este caso, tenemos que M = clX(
⋃
i∈N

Mni
). Por otro lado, como Mni

=

f([xni
, yni

]), con xni
, yni

∈ [0,∞), para cada i ∈ N. Observemos que, {xni
}i∈N

es una sucesión decreciente, además, como tB ≤ xni
≤ tp, para cada i ∈ N, se

sigue que {xni
}i∈N converge a x = ı́nf{xni

: i ∈ N}. Por otro lado, {yni
}i∈N es

una sucesión creciente, entonces tenemos los siguientes casos:

(a) La sucesión {yni
}i∈N no está acotada superiormente: En este caso te-

nemos que
⋃
i∈N

[xni
, yni

] = [tB,∞). De donde
⋃
i∈N

Mni
=

⋃
i∈N

f([xni
, yni

]) =

f(
⋃
i∈N

[xni
, yni

]) = f([tB,∞)). Se sigue que clX(
⋃
i∈N

Mni
) = clX(f([tB,∞))) = Z.

Aśı, M = Z, es decir, M ∈ C.

(b) La sucesión {yni
}i∈N está acotada superiormente: sea y = sup{yni

: i ∈ N},
con y ∈ (tp,∞), tenemos que {yni

}i∈N converge a y. Probaremos que:

f([x, y]) = clX(
⋃
i∈N

f([xni
, yni

])).

Como xni
, yni

∈ [x, y], tenemos que [xni
, yni

] ⊆ [x, y], se sigue que
⋃
i∈N

[xni
, yni

] ⊆

[x, y], luego como f es continua, tenemos que clX(
⋃
i∈N

f([xni
, yni

])) ⊆ f([x, y]).

Probemos que f([x, y]) ⊆ clX(
⋃
i∈N

f([xni
, yni

])). Sea r ∈ f([x, y]), existe tr ∈

[x, y] tal que f(tr) = r. Si tr = x, entonces

x ∈ clX(
⋃
i∈N

f([xni
, yni

])),

ya que es punto ĺımite de la sucesión {xni
}i∈N y f es una función continua. De

forma similar si tr = y, entonces y ∈ clX(
⋃
i∈N

f([xni
, yni

])), . Supongamos que

tr ∈ (x, y), como tr ̸= ı́nf{xni
: i ∈ N} y tr ̸= sup{yni

: i ∈ N}, existe m ∈ N,
tal que xnm ≤ tr ≤ ynm . Luego, tr ∈ [xnm , ynm ] y aśı:

r = f(tr) ∈ f([xnm , ynm ]) ⊆
⋃
i∈N

f([xni
, yni

]) ⊆ clX(
⋃
i∈N

f([xni
, yni

]))

Concluimos que f([x, y]) ⊆ clX(
⋃
i∈N

f([xni
, yni

])), por lo que M = f([x, y]).

Como {Mni
}i∈N es una sucesión creciente, se sigue que Mni

∈ C(M), luego
por el [28, Teorema 3.25], tenemos que la función Pµ|M : M(M) → M es
una función continua, y aśı {Pµ|M(Mni

)}n∈N converge a Pµ|M(M), es decir,
Pµ|M(M) = {p}. Concluimos que M ∈ Medioµ(p,X), es decir, M ∈ C. Final-
mente, tenemos que C es compacto. Queda probada la Afirmación 3.20.5.

Afirmación 3.20.6. La familia C es conexo.

Prueba de la Afirmación 3.20.6. Por el Corolario 3.13,Medioµ(p,X) es conexo,
aśı basta probar que C = clC(X)(Medioµ(p,X)). Por la Afirmación 3.20.5:
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clC(X)(Medioµ(p,X)) ⊆ C.

Probaremos que C ⊆ clC(X)(Medioµ(p,X)). Sea M ∈ C tenemos que M ∈
Medioµ(p,X) o M = Z. Si M ∈Medioµ(p,X), entonces

M ∈ clC(X)(Medioµ(p,X)).

Supongamos queM = Z, basta considerar la sucesión {Mni
}i∈N tal queMni

=
f([xni

, yni
]), donde tB = ı́nf{xni

: i ∈ N} y {yni
}i∈N no está acotada superior-

mente. Sabemos que {Mni
}i∈N converge a Z, luego Z ∈ clC(X)(Medioµ(p,X)).

Por lo tanto, C ⊆ clC(X)(Medioµ(p,X)) y aśı C ⊆ clC(X)(Medioµ(p,X)), por
lo que C es conexo. Queda probada la Afirmación 3.20.6.

De las Afirmaciones 3.20.4, 3.20.5 y 3.20.6, concluimos que C es un arco ordena-
do. Luego, σ = µ|C : C → [0, µ(Z)] es un homeomorfismo, bastará considerar,
σ|Medioµ(p,X) : Medioµ(p,X) → [0, µ(Z)). Es decir, Medioµ(p,X) es homeo-
morfo a [0, 1). □

El resultado que sigue proporciona un modelo geométrico de Medioµ(p,X),
donde X es el continuo sen( 1

x
). Por otro lado, el Teorema 3.15, muestra que

si el hiperespacio Medioµ(p,X) es compacto para un continuo X y para cada
p ∈ X, entonces X no contiene curvas cerradas simples, el inverso del Teorema
3.15 no es verdadero, como mostramos a continuación.

Teorema 3.21. Sean Y = {0} × [−1, 1] y W = {(x, sen( 1
x
)) : x ∈ (0, 1]}. Sea

X = Y ∪W el continuo sen( 1
x
). Si p ∈ X, entonces las siguientes afirmaciones

se cumplen:

(1) Si p = (1, sen(1)), entonces el hiperespacio Medioµ(p,X) es un singular.

(2) Si p ∈ W \{(1, sen(1))}, entonces el hiperespacio Medioµ(p,X) es un arco
o es homeomorfo a [0, 1).

(3) Si p ∈ {(0, 1), (0,−1)}, entonces el hiperespacio Medioµ(p,X) es un sin-
gular.

(4) Si p ∈ Y \ {(0, 1), (0,−1)}, entonces el hiperespacio Medioµ(p,X) es un
arco.

Demostración. Sean µ una función de Whitney para C(X) y p ∈ X, tenemos
los siguientes cuatro casos:

(1) Sea p = (1, sen(1)). Notemos que W es imagen continua y biyectiva de
[0,∞), por el Teorema 3.20, tenemos que Medioµ(p,X) = {{p}}.

(2) Sea p ∈ W \ {(1, sen(1))}. Notemos que W es imagen continua y biyectiva
de [0,∞), por el Teorema 3.20, tenemos que Medioµ(p,X) es homeomorfo a
un arco o al intervalo [0, 1).

(3) Supongamos que p ∈ {(0, 1), (0,−1)}. Sin perder generalidad, supongamos
que p = (0, 1). Observemos que si A ∈ Arcos(p,X), entonces A ⊆ Y . Se sigue
que para todo A ∈ Arcos(p,X), p es punto extremo de A. Luego, {p} es el único
elemento de Arcos(p,X) tal que Pµ({p}) = p. Por lo tanto, Medioµ(p,X) =
{{p}}.
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(4) Supongamos que p ∈ Y \ {(0, 1), (0,−1)}. Sea A el arco en Y con puntos
extremos p y (0, 1) y B el arco en Y con puntos extremos p y (0,−1). Sea
r = mı́n{µ(A), µ(B)}. Sin perder generalidad, supongamos que r = µ(A),
existe A1 ∈ C(B) tal que µ(A1) = µ(A). Sea M = A ∪ A1, claramente
M ∈ Medioµ(p,X). Probaremos que para cada N ∈ Medioµ(p,X), N ⊆ M .
Supongamos que existe N ∈ Medioµ(p,X), tal que M ⊊ N . Sea N = K ∪ L,
K ∩ L = {p} y µ(K) = µ(L), se sigue que A ⊆ K o A ⊆ L, luego, como
µ es una función de Whitney, tenemos que µ(A) ≤ µ(K) o µ(A) ≤ µ(L).
Por la definición de A, se sigue que, µ(A) = µ(K) o µ(A) = µ(L), lue-
go A = K o A = L. Si A = K, entonces A1 = L o si A = L, entonces
A1 = K. Concluimos que M = N , lo cual contradice que M ⊊ N . Por lo
tanto, para todo N ∈ Medioµ(p,X), N ⊆ M . Por el Lema 3.19, tenemos
que Medioµ(p,X) = Medioµ(p, Y ). Luego, por el Teorema 2.5, se sigue que
Medioµ(p,X) es un arco. □

Teorema 3.22. Sean X un continuo y p ∈ X. Si la arco componente de p en
X, a(p), es únicamente arco conexo y existe una función continua y biyectiva
f : R → a(p), entonces el hiperespacio Medioµ(p,X), es homeomorfo a [0, 1).

Demostración. Sea µ : C(X) → [0, µ(X)] una función de Whitney para
C(X). Sea tp ∈ R tal que f(tp) = p. Probemos la siguiente Afirmación:

Afirmación 3.22.1. Si A ∈ Medioµ(p,X), entonces KA = f([a, tp]) y LA =
f([tp, b]) cumplen que A = KA ∪ LA, KA ∩ LA = {p} y µ(KA) = µ(LA), para
algunos a, b ∈ R.

Prueba de la Afirmación 3.22.1. Sean a y b puntos en R, tales que A = f([a, b]).
Como p es punto medio de A, entonces tp ∈ (a, b), consideremosKA = f([a, tp])
y LA = f([tp, b]). Observemos que A = f([a, b]) = f([a, tp]) ∪ f([tp, b]). Por
otro lado, como f es una función inyectiva, tenemos que f([a, tp])∩ f([tp, b]) =
{f(tp)} = {p}. Probaremos que µ(f([a, tp])) = µ(f([tp, b])). Supongamos lo
contrario, es decir, que µ(f([a, tp])) ̸= µ(f([tp, b])), luego, p no es punto medio
de A, pero esto contradice que A ∈ Medioµ(p,X), por lo que µ(f([a, tp])) =
µ(f([tp, b])). Aśı queda demostrada la Afirmación 3.22.1.

Sean

C1 = {A ∈ Arcos(p,X) : A ⊆ f((−∞, tp])} y
C2 = {A ∈ Arcos(p,X) : A ⊆ f([tp,∞))}.

De la Afirmación 3.22.1, podemos notar que KA ∈ C1 y LA ∈ C2. Tenemos los
siguientes casos:

(I) µ(clX(f((−∞, tp]))) = µ(clX(f([tp,∞)))).

En este caso, consideremos la familia C =Medioµ(p,X)∪{clX(a(p))}. Proba-
remos que C es un arco ordenado, para ello veamos que C es un subconjunto
ordenado de C(X) y un continuo.

Afirmación 3.22.2. La familia C es un subconjunto ordenado de C(X).
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Prueba de la Afirmación 3.22.2. Es claro que si A ∈ Medioµ(p,X), entonces
A ⊆ clX(a(p)). Ahora, sean A,B ∈ Medioµ(p,X). Probaremos que A ⊆ B
o B ⊆ A. Sabemos por el Teorema 2.31, que C1 ∪ {clX(f((−∞, tp]))} y C2 ∪
{clX(f([tp,∞)))} son arcos ordenados, aśı existen KA, KB ∈ C1 y LA, LB ∈ C2

tales que A = KA ∪ LA, KA ∩ LA = {p} y µ(KA) = µ(LA); B = KB ∪ LB,
KB ∩ LB = {p} y µ(KB) = µ(LB). Notemos que KA ⊆ KB o KB ⊆ KA. Pro-
baremos que si KA ⊆ KB, entonces LA ⊆ LB. Observemos que si LB ⊊ LA,
entonces como µ es una función de Whitney, tenemos que µ(KA) = µ(LA) >
µ(LB) = µ(KB), pero esto es una contradicción ya que KA ⊆ KB, se sigue que
LA ⊆ LB. Luego, A = KA ∪ LA ⊆ KB ∪ LB = B. Por otro lado, si KB ⊆ KA,
entonces LB ⊆ LA y aśı, B ⊆ A. Por tanto, tenemos que A ⊆ B o B ⊆ A. Es
decir, C es un subconjunto ordenado de C(X). Queda probada la Afirmación
3.22.2.

Como C ⊆ C(X), se sigue que C es un espacio métrico. Por otro lado, como
clX(a(p)) ∈ C, se sigue que C es no vaćıo.

Afirmación 3.22.3. La familia C es compacto.

Prueba de la Afirmación 3.22.3. Probaremos que C es un subconjunto cerrado
de C(X). Sea {An}n∈N una sucesión en C convergente a A, para algún A ∈
C(X). Probaremos que A ∈ C.

Como p ∈ An, para cada n ∈ N, se sigue que p ∈ A. Luego, A ∈ C(p,X). Si
A = clX(a(p)), entonces A ∈ C por definición. Como los elementos de la su-
cesión {An}n∈N son comparables, existe una subsucesión {Ani

}i∈N de {An}n∈N
creciente o decreciente.

Caso I. La subsucesión {Ani
}i∈N es decreciente.

Tenemos que A =
⋂
i∈N

Ani
, aśı A ∈ C(Ani

), para cada i ∈ N. En particular,

A ∈ C(An1), luego, A = {p} o A es un arco que contiene a p. Si A = {p},
entonces A ∈ Medioµ(p,X). Supongamos que A es un arco que contiene a
p, como Ani

= Kni
∪ Lni

con Kni
∈ C1, Lni

∈ C2, Kni
∩ Lni

= {p} y
µ(Kni

) = µ(Lni
), para cada i ∈ N, entonces existen K,L ∈ C(A) tales que la

subsucesión {Kni
}i∈N converge aK y la subsucesión {Lni

}i∈N converge a L. Co-
mo la sucesión {Ani

}i∈N converge a A, tenemos que A = K ∪L. Por otro lado,
como µ es una función continua, tenemos que la sucesión {µ(Kni

)}i∈N converge
a µ(K) y la sucesión {µ(Lni

)}i∈N converge a µ(L), luego µ(K) = µ(L). Veamos
que K ∩ L = {p}, para ello probaremos la siguiente Afirmación:

Afirmación 3.22.4. Las subsucesiones {Kni
}i∈N y {Lni

}i∈N son decrecientes.

Prueba de la Afirmación 3.22.4. Observemos queKni
∈ C1, para cada i ∈ N, de

manera similar Lni
∈ C2, para cada i ∈ N. Además, tenemos que C1∩C2 = {p}.

Por otro lado, como {Ani
}i∈N es decreciente, se tiene que Ani+1

⊆ Ani
, para

cada i ∈ N, aśı Kni+1
∪Lni+1

⊆ Kni
∪Lni

, para cada i ∈ N. Luego, Kni+1
⊆ Kni

y Lni+1
⊆ Lni

, para cada i ∈ N. Concluimos que las subsucesiones {Kni
}i∈N y

{Lni
}i∈N son decrecientes. Aśı queda demostrada la Afirmación 3.22.4.
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Luego, K =
⋂
i∈N

Kni
y L =

⋂
i∈N

Lni
, observemos que p ∈ Kni

y p ∈ Lni
,

para todo i ∈ N, aśı p ∈ K y p ∈ L, luego, {p} ⊆ K ∩ L. Por otro lado,
K ∩ L ⊆ Kni

∩ Lni
= {p}, para cada i ∈ N, se sigue que K ∩ L = {p}.

Finalmente, tenemos que A ∈Medioµ(p,X) y aśı A ∈ C.

Caso II. La subsucesión {Ani
}i∈N es creciente.

En este caso tenemos que A = clX(
⋃
i∈N

Ani
). Como Ani

= f([ai, bi]) con ai ∈

(−∞, tp) y bi ∈ (tp,∞), para cada i ∈ N. Por la Afirmación 3.22.1 se sigue
que Kni

= f([ai, tp]) y Lni
= f([tp, bi]), para cada i ∈ N, como {Ani

}i∈N es
una subsucesión creciente, tenemos que las subsucesiones {Kni

}i∈N y {Lni
}i∈N

también son crecientes, aśı la sucesión {Kni
}i∈N converge a K = clX(

⋃
i∈N

Kni
) y

la sucesión {Lni
}i∈N converge a L = clX(

⋃
i∈N

Lni
) . Tenemos los siguientes casos:

(i) La sucesión {ai}i∈N está acotada inferiormente y la sucesión {bi}i∈N está
acotada superiormente.

En este caso, tenemos que la sucesión {ai}i∈N converge a a = ı́nf{ai : i ∈ N} y
la sucesión {bi}i∈N converge a b = sup{bi : i ∈ N}. Probaremos que:

f([a, tp]) = clX(
⋃
k∈N

f([ai, tp])) = clX(
⋃
k∈N

Kni
) = K.

Notemos que como ai ≥ a para todo i ∈ N, se tiene que f([ai, tp]) ⊆ f([a, tp]),

luego
⋃
i∈N

f([ai, tp]) ⊆ f([a, tp]), luego, clX(
⋃
i∈N

f([ai, tp])) ⊆ f([a, tp]). Veamos la

contención contraria, es decir, que:

f([a, tp]) ⊆ clX(
⋃
i∈N

f([ai, tp])).

Sea x ∈ f([a, tp]), entonces existe tx ∈ [a, tp] tal que f(tx) = x. Note que, si

tx = a, entonces x ∈ clX(
⋃
i∈N

f([ai, tp])), ya que la sucesión {f(ai)}i∈N converge

a f(tx) = x. Supongamos que tx > a, entonces tx no es cota inferior de la
sucesión {ai}i∈N, es decir, existe j ∈ N tal que tx ≥ aj, se sigue que tx ∈ [aj, tp],

luego x ∈ f([aj, tp]) ⊆
⋃
i∈N

f([ai, tp]) ⊆ clX(
⋃
i∈N

f([ai, tp])). Concluimos que x ∈

clX(
⋃
i∈N

f([ai, tp])). Finalmente, tenemos que f([a, tp]) = clX(
⋃
i∈N

f([ai, tp])) =

clX(
⋃
i∈N

Kni
). De forma similar, se prueba que f([tp, b]) = clX(

⋃
i∈N

f([tp, bi]) =

clX(
⋃
i∈N

Lni
) = L. Luego:

f([a, b]) = f([a, tp]) ∪ f([tp, b]) = clX(
⋃
i∈N

Kni
) ∪ clX(

⋃
i∈N

Lni
). (3.2)
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Como Ani
= Kni

∪Lni
, para cada i ∈ N, se sigue que f([a, b]) = clX(

⋃
i∈N

Ani
) =

A, es decir, A es una arco. Más aún, de las igualdades de la Ecuación 3.2,
tenemos que A = K∪L. Como [a, tp]∩[tp, b] = {tp} y f es una función inyectiva
K ∩ L = f([a, tp]) ∩ f([tp, b]) = {f(tp)} = {p}. Además, como ĺım

ito∞
Kni

= K,

ĺım
i→∞

Lni
= L y µ es una función continua, tenemos que ĺım

i→∞
µ(Kni

) = µ(K) y

ĺım
i→∞

µ(Lni
) = µ(L), luego como µ(Kni

) = µ(Lni
), para cada i ∈ N, tenemos

que µ(K) = µ(L). Por lo que A ∈Medioµ(p,X) y aśı A ∈ C.

(ii) La sucesión {ai}i∈N no está acotada inferiormente y la sucesión {bi}i∈N no
está acotada superiormente.

En este caso, tenemos que la sucesión {ai}i∈N converge a −∞ y la sucesión

{bi}i∈N converge a ∞. Por otro lado,
⋃
i∈N

[ai, tp] = (−∞, tp] y
⋃
i∈N

[tp, bi] = [tp,∞).

Luego, a(p) = f(R) =
⋃
i∈N

f([ai, bi]) =
⋃
i∈N

Ani
. Aśı, clX(a(p)) = clX(

⋃
i∈N

Ani
) =

A. Tenemos que A ∈ C.

Observemos que el caso en que la sucesión {ai}i∈N está acotada inferiormente
y la sucesión {bi}i∈N no está acotada superiormente, o viceversa no es posi-
ble. Ya que por el contrario si la sucesión {ai}i∈N está acotada inferiormen-
te y la sucesión {bi}i∈N no está acotada superiormente, entonces por lo he-
cho en (i) tenemos que ĺım

i→∞
Kni

= f([a, tp]), mientras que por lo hecho en

(ii), tenemos que ĺım
i→∞

Lni
= clX(f([tp,∞))). Luego, como µ(Kni

) = µ(Lni
),

para cada i ∈ N, y µ es una función continua, tenemos que µ(f([a, tp])) =
µ(clX(f([tp,∞)))) = µ(clX(f((−∞, tp]))), lo cual es una contradicción, ya que
f([a, tp]) ⊊ f((−∞, tp]). Concluimos que C es cerrado en C(X) y aśı compacto.
Queda probada la Afirmación 3.22.3.

Afirmación 3.22.5. La familia C es conexo.

Prueba de la Afirmación 3.22.5. Por el Corolario 3.13, sabemos que el hiper-
espacio Medioµ(p,X) es conexo, basta probar que C = clC(X)(Medioµ(p,X)).
Por lo hecho en (i), tenemos que clC(X)(Medioµ(p,X)) ⊆ C. Probaremos que
C ⊆ clC(X)(Medioµ(p,X)). Sea C ∈ C, se sigue que C ∈ Medioµ(p,X) o C =
clX(a(p)). Si C ∈ Medioµ(p,X), entonces C ∈ clC(X)(Medioµ(p,X)). Supon-
gamos que C = clX(a(p)). Sea {An}n∈N la sucesión tal que An = f([tp −n, tp])
para cada n ∈ N. Sabemos que {An}n∈N converge a clX(f((−∞, tp])). Por
otro lado, como µ(An) < µ(clX(f((−∞, tp]))), para cada n ∈ N, y C2 ∪
{clX(f [tp,∞))} es un arco ordenado, tenemos que, para cada n ∈ N, existe
Bn ∈ C2 tal que µ(An) = µ(Bn). Consideremos la sucesión {Bn}n∈N ⊆ C2.
Probaremos que {Bn}n∈N converge a clX(f([tp,∞))).

Observemos que {Bn}n∈N es una sucesión en C2 ∪ {clX(f([tp,∞)))}. Sabemos
que C2∪{clX(f([tp,∞)))} es compacto, además al ser un subconjunto de C(X)
es primero numerable, tenemos que C2 ∪ {clX(f([tp,∞)))} es secuencialmente
compacto. Luego, existe una subsucesión convergente {Bni

}i∈N de {Bn}n∈N.
Sea B = ĺım

i→∞
Bni

. Como C2 ∪ {clX(f([tp,∞)))} es compacto, tenemos que

B ∈ C2 ∪ {clX(f([tp,∞)))}. Por otro lado, sea {Ani
}i∈N la subsucesión de
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{An}n∈N tal que µ(Ani
) = µ(Bni

), para cada i ∈ N. Como {Ani
}i∈N conver-

ge a clX(f((−∞, tp])) y µ es una función continua, tenemos que {µ(Ani
)}i∈N

converge a µ(clX(f((−∞, tp]))), luego,

µ(B) = µ(clX(f((−∞, tp]))) = µ(clX(f([tp,∞)))).

Además como B ⊆ clX(f([tp,∞))), se sigue que B = clX(f([tp,∞))). Aśı
tenemos que la sucesión {Bni

}i∈N converge a clX(f([tp,∞))) y por lo tanto la
sucesión {Bn}n∈N converge a clX(f([tp,∞))).

Para cada n ∈ N, sea Rn = An ∪ Bn. Notemos que An ∩ Bn = {p}, para cada
n ∈ N y µ(An) = µ(Bn), se sigue que Rn ∈ Medioµ(p,X), para cada n ∈ N.
Además:

ĺım
n→∞

Rn = ĺım
n→∞

(An ∪Bn) = ĺım
n→∞

An ∪ ĺım
n→∞

Bn =

clX(f((−∞, tp])) ∪ clX(f([tp,∞))) = clX(f(R)) = clX(a(p)).

Se sigue que clX(a(p)) ∈ clC(X)(Medioµ(p,X)). Aśı, C ⊆ clC(X)(Medioµ(p,X)).
Concluimos que C = clC(X)(Medioµ(p,X)) y por lo tanto C es conexo. Queda
probada la Afirmación 3.22.5.

Finalmente tenemos que C es un arco ordenado, consideramos la restricción
σ = µ|C : C → [0, µ(clX(a(p)))] es un homeomorfismo, de tal manera que
σ|Medioµ(p,X) : Medioµ(p,X) → [0, µ(clX(a(p))) es un homeomorfismo. Sea
g : [0, µ(clX(a(p))) → [0, 1) un homeomorfismo, de tal forma que H = g ◦
σ|Medioµ(p,X) es un homeomorfismo entre el hiperespacio Medioµ(p,X) y el
intervalo [0, 1).

(II) µ(clX(f((−∞, tp]))) ̸= µ(clX(f([tp,∞)))).

Sin pérdida de generalidad, supongamos que

µ(clX(f((−∞, tp]))) < µ(clX(f([tp,∞)))).

Por la prueba del Teorema 2.31, sabemos que B = C2∪{clX(f([tp,∞)))} es un
arco ordenado, luego existe Y ∈ B tal que µ(clX(f((−∞, tp]))) = µ(Y ), más
aún, tenemos que Y ̸= clX(f([tp,∞))), aśı Y es un elemento de C2−{{p}}, por
lo que Y = f([tp, y]), para algún y ∈ (tp,∞). Sea Z = clX(f((−∞, tp])) ∪ Y .

En este caso, consideremos la familia C = Medioµ(p,X) ∪ {Z}. Probaremos
que C es un arco ordenado.

Afirmación 3.22.6. La familia C es un subconjunto ordenado de C(X)

Prueba de la Afirmación 3.22.6. Sea A ∈ Medioµ(p,X). Probaremos que
A ⊆ Z. Notemos que A = f([a, b]), para algunos a ∈ (−∞, tp] y b ∈ [tp,∞). Por
la Afirmación 3.22.1, A = f([a, tp])∪f([tp, b]). Como [a, tp] ⊊ (−∞, tp], se sigue
que f([a, tp]) ⊊ f((−∞, tp]). Aśı f([a, tp]) ⊊ clX(f((−∞, tp])). Probemos que
f([tp, b]) ⊊ f([tp, y]), supongamos lo contrario, es decir, que f([tp, b]) no está
contenido propiamente en f([tp, y]) como f([tp, b]), f([tp, y]) ∈ C2 son compara-
bles entre śı, de tal forma que f([tp, y]) ⊆ f([tp, b]). Por otro lado, como µ es una
función de Whitney para C(X), se sigue que µ(f([tp, y])) ≤ µ(f([tp, b])), por
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la Afirmación 3.22.1, sabemos que µ(f([a, tp])) = µ(f([tp, b])) y por definición
tenemos que µ(clX(f((−∞, tp]))) = µ(f([tp, y])), luego

µ(clX(f((−∞, tp]))) ≤ µ(f([a, tp])),

lo cual es una contradicción, ya que f([a, tp]) ⊊ clX(f((−∞, tp])) y µ es una
función de Whitney. Se sigue que f([tp, b]) ⊊ f([tp, y]). Finalmente, tenemos
que A = f([a, tp]) ∪ f([tp, b]) ⊊ clX(f((−∞, tp])) ∪ Y = Z.

Ahora, sean A,B ∈ Medioµ(p,X). Probaremos que A ⊆ B o B ⊆ A. De la
Afirmación 3.22.1, existen KA, KB ∈ C1 y LA, LB ∈ C2 tales que A = KA∪LA,
KA ∩ LA = {p} y µ(KA) = µ(LA); B = KB ∪ LB, KB ∩ LB = {p} y µ(KB) =
µ(LB). Sabemos por la prueba del Teorema 2.31, que C1∪{cl(f((−∞, tp]))} es
un arco ordenado, aśı queKA ⊆ KB oKB ⊆ KA. Probaremos que siKA ⊆ KB,
entonces LA ⊆ LB. Si LB ⊊ LA, entonces como µ es una función de Whitney,
tenemos que µ(KA) = µ(LA) > µ(LB) = µ(KB), pero esto es una contradicción
ya que KA ⊆ KB, se sigue que LA ⊆ LB. Luego, A = KA∪LA ⊆ KB∪LB = B.
De forma análoga, si KB ⊆ KA, entonces LB ⊆ LA y aśı, B ⊆ A. Por tanto,
tenemos que A ⊆ B o B ⊆ A. Queda probada la Afirmación 3.22.6.

Como C ⊆ C(X), se sigue que C es un espacio métrico. Además, como Z ∈ C,
se sigue que C es no vaćıo.

Afirmación 3.22.7. La familia C es compacto .

Prueba de la Afirmación 3.22.7. Probaremos que C es un subconjunto cerrado
de C(X). Sea {An}n∈N una sucesión en C convergente a A, para algún A ∈
C(X). Probaremos que A ∈ C.

Como p ∈ An, para cada n ∈ N, se sigue que p ∈ A. Luego, A ∈ C(p,X).
Si A = Z, entonces A ∈ C por definición. Como los elementos de la suce-
sión {An}n∈N son comparables, existe una subsucesión {Ani

}i∈N de {An}n∈N
creciente o decreciente.

Caso I. La subsucesión {Ani
}i∈N es decreciente.

Tenemos que A =
⋂
i∈N

Ani
, se tiene que A ∈ C(Ani

), para cada i ∈ N. En

particular, A ∈ C(An1), luego, A = {p} o A es un arco que contiene a p.
Si A = {p}, entonces A ∈ Medioµ(p,X). Supongamos que A es un arco que
contiene a p, como Ani

= Kni
∪ Lni

con Kni
∈ C1, Lni

∈ C2, Kni
∩ Lni

= {p}
y µ(Kni

) = µ(Lni
), para cada i ∈ N, entonces existen K,L ∈ C(A) tales que

la subsucesión {Kni
}i∈N converge a K y la subsucesión {Lni

}i∈N converge a L.
Como la sucesión {Ani

}i∈N converge a A, tenemos que A = K ∪ L. Por otro
lado, como µ es una función continua, tenemos que la sucesión {µ(Kni

)}i∈N
converge a µ(K) y la sucesión {µ(Lni

)}i∈N converge a µ(L), luego µ(K) = µ(L).
Veamos que K ∩ L = {p}, para ello probaremos la siguiente Afirmación:

Afirmación 3.22.8. Las subsucesiones {Kni
}i∈N y {Lni

}i∈N son decrecientes.

Prueba de la Afirmación 3.22.8. Observemos queKni
∈ C1, para cada i ∈ N, de

manera similar Lni
∈ C2, para cada i ∈ N. Además, tenemos que C1∩C2 = {p}.

Por otro lado, como {Ani
}i∈N es decreciente, se sigue que Ani+1

⊆ Ani
, para
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cada i ∈ N, aśı Kni+1
∪Lni+1

⊆ Kni
∪Lni

, para cada i ∈ N. Luego, Kni+1
⊆ Kni

y Lni+1
⊆ Lni

, para cada i ∈ N. Concluimos que las subsucesiones {Kni
}i∈N y

{Lni
}i∈N son decrecientes. Aśı queda demostrada la Afirmación 3.22.8.

Luego, K =
⋂
i∈N

Kni
y L =

⋂
i∈N

Lni
, observemos que p ∈ Kni

y p ∈ Lni
, para

todo i ∈ N, aśı p ∈ K y p ∈ L, luego, {p} ⊆ K ∩ L. Por otro lado, tenemos
que K ∩ L ⊆ Kni

∩ Lni
= {p}, para cada i ∈ N, se sigue que K ∩ L = {p}.

Finalmente, tenemos que A ∈Medioµ(p,X) y aśı A ∈ C.

Caso II. La subsucesión {Ani
}i∈N es creciente.

En este caso tenemos que A = clX(
⋃
i∈N

Ani
). Como Ani

= f([ai, bi]) con ai ∈

(−∞, tp) y bi ∈ (tp,∞), para cada i ∈ N. Por la Afirmación 3.22.1, se sigue que
Kni

= f([ai, tp]) y Lni
= f([tp, bi]), para cada i ∈ N, como {Ani

}i∈N es una sub-
sucesión creciente, se tiene que las subsucesiones {Kni

}i∈N y {Lni
}i∈N también

son crecientes. Por lo que la sucesión {Kni
}i∈N converge a K = clX(

⋃
i∈N

Kni
) y

la sucesión {Lni
}i∈N converge a L = clX(

⋃
i∈N

Lni
) . Tenemos los siguientes casos:

(i) La sucesión {ai}i∈N está acotada inferiormente.

En este caso, tenemos que la sucesión {ai}i∈N converge a a = ı́nf{ai : i ∈
N}. Además, la sucesión {bi}i∈N está acotada superiormente por y, aśı {bi}i∈N
converge a b = sup{bi : i ∈ N}. Probaremos que:

f([a, tp]) = clX(
⋃
k∈N

f([ai, tp])) = clX(
⋃
k∈N

Kni
) = K.

Notemos que como ai ≥ a para todo i ∈ N, se tiene que f([ai, tp]) ⊆ f([a, tp]),

luego
⋃
i∈N

f([ai, tp]) ⊆ f([a, tp]), luego, clX(
⋃
i∈N

f([ai, tp])) ⊆ f([a, tp]). Veamos la

contención contraria, es decir, que:

f([a, tp]) ⊆ clX(
⋃
i∈N

f([ai, tp])).

Sea x ∈ f([a, tp]), existe tx ∈ [a, tp] tal que f(tx) = x. Note que, si tx =

a, entonces x ∈ clX(
⋃
i∈N

f([ai, tp])), ya que la sucesión {f(ai)}i∈N converge a

f(tx) = x. Aśı, supongamos que tx > a, tenemos que tx no es cota inferior de la
sucesión {ai}i∈N, es decir, existe j ∈ N tal que tx ≥ aj, se sigue que tx ∈ [aj, tp],

luego x ∈ f([aj, tp]) ⊆
⋃
i∈N

f([ai, tp]) ⊆ clX(
⋃
i∈N

f([ai, tp])). Concluimos que x ∈

clX(
⋃
i∈N

f([ai, tp])). Finalmente, tenemos que f([a, tp]) = clX(
⋃
i∈N

f([ai, tp])) =

clX(
⋃
i∈N

Kni
). De forma similar,se prueba que f([tp, b]) = clX(

⋃
i∈N

f([tp, bi]) =

clX(
⋃
i∈N

Lni
) = L. Luego:

f([a, b]) = f([a, tp]) ∪ f([tp, b]) = clX(
⋃
i∈N

Kni
) ∪ clX(

⋃
i∈N

Lni
). (3.3)
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Como Ani
= Kni

∪Lni
, para cada i ∈ N, se sigue que f([a, b]) = clX(

⋃
i∈N

Ani
) =

A, es decir, A es una arco. Más aún, de las igualdades de la Ecuación 3.3,
tenemos que A = K∪L. Como [a, tp]∩[tp, b] = {tp} y f es una función inyectiva
K ∩ L = f([a, tp]) ∩ f([tp, b]) = {f(tp)} = {p}. Además, como ĺım

i→∞
Kni

= K,

ĺım
i→∞

Lni
= L y µ es una función continua, tenemos que ĺım

i→∞
µ(Kni

) = µ(K) y

ĺım
i→∞

µ(Lni
) = µ(L), luego como µ(Kni

) = µ(Lni
), para cada i ∈ N, tenemos

que µ(K) = µ(L). De tal forma que A ∈Medioµ(p,X), y aśı A ∈ C.

(ii) La sucesión {ai}i∈N no está acotada inferiormente.

En este caso, tenemos que la sucesión {ai}i∈N converge a −∞. Por otro lado,⋃
i∈N

[ai, tp] = (−∞, tp]. Luego,
⋃
i∈N

f([ai, tp]) = f((−∞, tp]), aśı

K = clX(
⋃
i∈N

Kni
) = clX(

⋃
i∈N

f([ai, tp])) = clX(f((−∞, tp])) (3.4)

Además, sabemos que la sucesión {bi}i∈N converge a b = sup{bi : i ∈ N}. De
tal forma que,

L = clX(
⋃
i∈N

Lni
) = clX(

⋃
i∈N

f([tp, bi])) = f([tp, b]) (3.5)

Como ĺım
i→∞

Kni
= K, ĺım

i→∞
Lni

= L y µ es una función continua, entonces

ĺım
i→∞

µ(Kni
) = µ(K) y ĺım

i→∞
µ(Lni

) = µ(L). Como µ(Kni
) = µ(Lni

), para cada

i ∈ N, tenemos que µ(K) = µ(L), y aśı µ(clX(f((−∞, tp]))) = µ(f([tp, b])).
Como µ(clX(f((−∞, tp]))) = µ(Y ), se sigue que µ(Y ) = µ(f([tp, b])), además
como b ∈ [tp, y], se sigue que f([tp, b]) ⊆ Y , aśı que Y = f([tp, b]). Tenemos
que:

A = clX(
⋃
i∈N

Ani
) = clX(

⋃
i∈N

Kni
) ∪ clX(

⋃
i∈N

Lni
) = K ∪ L

= clX(f((−∞, tp])) ∪ Y = Z (3.6)

Luego A = Z y aśı A ∈ C. Concluimos que C es cerrado en C(X) y aśı
compacto. Queda demostrada la Afirmación 3.22.7.

Afirmación 3.22.9. La familia C es conexo.

Prueba de la Afirmación 3.22.9. Por el Corolario 3.13, sabemos que el hiper-
espacio Medioµ(p,X) es conexo, basta probar que C = clC(X)(Medioµ(p,X)).
Por lo hecho en (i), tenemos que clC(X)(Medioµ(p,X)) ⊆ C. Probaremos que
C ⊆ clC(X)(Medioµ(p,X)). Sea C ∈ C, se sigue que C ∈ Medioµ(p,X) o
C = Z. Si C ∈ Medioµ(p,X), entonces C ∈ clC(X)(Medioµ(p,X)). Supon-
gamos que C = Z. Sea {An}n∈N la sucesión tal que An = f([tp − n, tp]) para
cada n ∈ N. Sabemos que {An}n∈N converge a clX(f((−∞, tp])). Por otro lado,
como

µ(An) < µ(clX(f((−∞, tp]))) = µ(Y ) para cada n ∈ N,
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y Y es un arco con p como punto extremo, existe Bn ∈ Arcos(p, Y ) tal que
µ(An) = µ(Bn). Consideremos la sucesión {Bn}n∈N ⊆ Y . Probaremos que
{Bn}n∈N converge a Y .

Observemos que {Bn}n∈N es una sucesión en C2 ∪ {clX(f([tp,∞)))}. Sabemos
que C2∪{clX(f([tp,∞)))} es compacto, además al ser un subconjunto de C(X)
es primero numerable, tenemos que C2 ∪ {clX(f([tp,∞)))} es secuencialmente
compacto. Luego, existe una subsucesión convergente {Bni

}i∈N de {Bn}n∈N.
Sea B = ĺım

i→∞
Bni

. Como C2 ∪ {clX(f([tp,∞)))} es compacto, tenemos que

B ∈ C2 ∪ {clX(f([tp,∞)))}. Por otro lado, sea {Ani
}i∈N de {An}n∈N la subsu-

cesión tal que µ(Ani
) = µ(Bni

), para cada i ∈ N. Como {Ani
}i∈N converge a

clX(f((−∞, tp])) y µ es una función continua, tenemos que {µ(Ani
)}i∈N conver-

ge a µ(clX(f((−∞, tp]))), luego, µ(B) = µ(clX(f((−∞, tp]))) = µ(Y ), además
como B ⊆ Y , se sigue que B = Y . Por lo que la sucesión {Bni

}i∈N converge a
Y y aśı la sucesión {Bn}n∈N converge a Y .

Para cada n ∈ N, sea Rn = An ∪ Bn. Notemos que An ∩ Bn = {p}, para cada
n ∈ N y µ(An) = µ(Bn), se sigue que Rn ∈ Medioµ(p,X), para cada n ∈ N.
Además:

ĺım
n→∞

Rn = ĺım
n→∞

(An ∪Bn) = ĺım
n→∞

An ∪ ĺım
n→∞

Bn = clX(f((−∞, tp])) ∪ Y = Z.

Se sigue que Z ∈ clC(X)(Medioµ(p,X)). Aśı, C ⊆ clC(X)(Medioµ(p,X)). Con-
cluimos que C = clC(X)(Medioµ(p,X)) y por lo tanto C es conexo. Queda
probada la Afirmación 3.22.7.

Tenemos que C es un arco ordenado, consideramos la restricción σ = µ|C : C →
[0, µ(Z)] es un homeomorfismo y aśı σ|Medioµ(p,X) : Medioµ(p,X) → [0, µ(Z))
es un homeomorfismo. Consideramos un homeomorfismo g : [0, µ(Z)) → [0, 1),
de tal forma que H = g ◦ σ|Medioµ(p,X) es un homeomorfismo entre el hiperes-
pacio Medioµ(p,X) y el intervalo [0, 1). □

Como consecuencia del Teorema 3.20 y el Teorema 3.22, tenemos el siguiente
resultado que muestra un modelo geométrico del hiperespacio Medioµ(p,X),
cuando X es el continuo de Knaster definido en [25, Ejemplo 2.9].

Teorema 3.23. Sean X el arcoiris de Knaster, e el punto extremo de X y
κ(e) la composante de e en X. Si p ∈ X, entonces las siguientes afirmaciones
se cumplen:

(1) Si p = e, entonces el hiperespacio Medioµ(p,X) es un singular.

(2) Si p ∈ κ(e) \ {e}, entonces el hiperespacio Medioµ(p,X) es un arco o es
homeomorfo a [0, 1).

(3) Si p ∈ X \ κ(e), entonces el hiperespacio Medioµ(p,X) es homeomorfo al
intervalo [0, 1).

Demostración. Como los subcontinuos propios y no degenerados de X son
arcos tenemos que las arco componentes de X coinciden con sus composantes,
es decir, que para p ∈ X, a(p) = κ(p). Además, existe una función continua y
biyectiva f : [0,∞) → κ(e) (véase [31] página 2).
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(1) Si p = e, entonces por el Teorema 3.20 inciso (1), tenemos queMedioµ(p,X)
es un singular.

(2) Si p ∈ κ(e)\{e}, entonces por el Teorema 3.20, tenemos que el hiperespacio
Medioµ(p,X) es un arco o es homeomorfo a [0, 1).

(3) Si p ∈ X \ κ(e), entonces existe una función continua y biyectiva f :
R → κ(p) (véase [31] página 2). Luego, por el Teorema 3.22, se tiene que
Medioµ(p,X) es homeomorfo a [0, 1). □

Teorema 3.24. Sean X un continuo y p ∈ X. SiMedioµ(p,X) es subconjunto
ordenado y compacto de C(X), entonces Medioµ(p,X) es un arco.

Demostración. Como Medioµ(p,X) ⊆ C(X), se tiene que Medioµ(p,X)
es un espacio métrico, además es no vaćıo ya que {p} ∈ Arcos(p,X). Por
otro lado, por el Corolario 3.13, Medio(p,X) es conexo, luego Medio(p,X)
es un continuo. Como Medio(p,X) es un subconjunto ordenado de C(X),
tenemos que Medio(p,X) es un arco ordenado, aśı existe un homeomorfismo
h : [0, 1] →Medio(p,X), concluimos que Medio(p,X) es un arco. □



Caṕıtulo 4

La propiedad de Kelley por
arcos

Existen propiedades interesantes que cumplen los continuos y que sirven para
estudiar su estructura, aśı como sus propiedades topológicas. Una de estas
propiedades interesantes es la Propiedad de Kelley introducida por J. L. Kelley
como la Propiedad 3.2 in [17, pág. 9], la cual mencionamos a continuación:

Definición 4.1. Sea X un continuo. Diremos que X tiene la propiedad de
Kelley, si para cada ε > 0, existe δ > 0, que depende de ε, tal que para
cualesquiera dos puntos p y q de X con d(p, q) < δ y, para cada subcontinuo
A de X que contiene al punto p, existe un subcontinuo B de X que contiene a
q y H(A,B) < ε.

Las pruebas del Teorema 4.2 y el Teorema 4.3 pueden ser consultadas en [1,
Teorema 2.7] y [1, Teorema 4.1], respectivamente.

Teorema 4.2. Sea X un continuo. Si p ∈ X, entonces las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

(1) X tiene la propiedad de Kelley en p.

(2) Para todo A ∈ C(p,X) y para toda sucesión {pn}n∈N convergente a p,
existe una sucesión {An}n∈N convergente a A tal que An ∈ C(pn, X), para
cada n ∈ N.

Teorema 4.3. Si X es un continuo localmente conexo en un punto p ∈ X,
entonces X tiene la propiedad de Kelley en p.

Inspirados en la Definición 4.1 y el estudio del hiperespacio de arcos en X que
contienen al punto p ∈ X, damos la siguiente definición:

Definición 4.4. Sean X un continuo y p ∈ X. Diremos que X tiene la pro-
piedad de Kelley por arcos en p, si para cada sucesión {pn}n∈N convergente
a p y para cada A ∈ Arcos(p,X), existe una sucesión {An}n∈N convergente a
A tal que An ∈ Arcos(pn, X), para cada n ∈ N. Diremos que X tiene la pro-
piedad de Kelley por arcos si la tiene en cada uno de sus puntos.

En este caṕıtulo, estudiamos esta definición y damos ejemplos de continuos
que tienen la propiedad de Kelley por arcos.
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4.1 Aspectos generales de la propiedad de Ke-

lley por arcos

En esta sección mostramos ejemplos de continuos que tiene la propiedad de
Kelley por arcos, como son el arco, la curva cerrada simple, el triodo simple y
la 2-celda. Mostramos que la propiedad de Kelley por arcos caracteriza al arco
y a la curva cerrada simple en la clase de las gráficas finitas, por otro lado,
en la clase de las dendritas caracteriza al arco. Finalmente cerramos la sección
mostrando que los continuos homogéneos tienen la propiedad de Kelley por
arcos.

Teorema 4.5. Si X es un continuo que no contiene arcos, entonces X tiene
la propiedad de Kelley por arcos.

Demostración. Sea X un continuo que no contiene arcos. Note que el hiper-
espacio Arcos(p,X) = {{p}}, para cada p ∈ X. Sean p ∈ X, A ∈ Arcos(p,X)
y {pn}n∈N una sucesión en X convergente a p. Observemos que A = {p}, basta
considerar la sucesión {{pn}}n∈N la cual converge a A. Por lo tanto, X tiene
la propiedad de Kelley por arcos. □

Un continuo interesante es el pseudoarco el cual está definido en [25, Ejerci-
cio 1.23]. El pseudoarco es un continuo indescomponible y sus subcontinuos
propios y no degenerados son homeomorfos a él.

Corolario 4.6. El pseudoarco tiene la propiedad de Kelley por arcos.

Teorema 4.7. Si X es un arco, entonces X tiene la propiedad de Kelley por
arcos.

Demostración. Sean X un arco y p ∈ X. Sean A ∈ Arcos(p,X) y {pn}n∈N
una sucesión convergente a p. Como X es un arco, en particular es un espacio
localmente conexo, por el Teorema 4.3, X tiene la propiedad de Kelley, aśı
existe una sucesión {An}n∈N convergente a A tal que An ∈ C(pn, X), para
cada n ∈ N. Como los subcontinuos de X son arcos o singulares se tienen que
C(pn, X) = Arcos(pn, X), para cada n ∈ N, se sigue que An ∈ Arcos(pn, X).
Aśı, X tiene la propiedad de Kelley por arcos. □

Teorema 4.8. Si X es una curva cerrada simple, entonces X tiene la propie-
dad de Kelley por arcos.

Demostración. Sean X una curva cerrada simple, p ∈ X, A ∈ Arcos(p,X)
y {pn}n∈N una sucesión convergente a p en X. Como X es localmente conexo,
por el Teorema 4.3, X tiene la propiedad de Kelley, aśı existe una sucesión
{An}n∈N convergente a A tal que An ∈ C(pn, X), para cada n ∈ N. Notemos
que, An es un arco de X, para toda n ∈ N salvo una cantidad finita de ı́ndices.
Sea {Ank

}k∈N subsucesión de {An}n∈N tal que Ank
∈ Arcos(pnk

, X), como
{An}n∈N converge a A, se sigue que la subsucesión {Ank

}k∈N converge a A.
Para los ı́ndices donde An = X, basta considerar un Bn ∈ Arcos(pn, X), aśı,
existe una sucesión {Cn}n∈N convergente a A tal que Cn ∈ Arcos(pn, X), para
cada n ∈ N, es decir, X tiene la propiedad de Kelley por arcos. □
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Proposición 4.9. La propiedad de Kelley por arcos es una propiedad topológi-
ca entre continuos.

Demostración. Sean X y Y continuos tales que X tiene la propiedad de
Kelley por arcos. Sea h : X → Y un homeomorfismo. Probaremos que Y tiene
la propiedad de Kelley por arcos. Sean y ∈ Y , B ∈ Arcos(y, Y ) y {yn}n∈N
una sucesión en Y convergente a y. Notemos que h−1(B) ∈ Arcos(h−1(y), X).
Por otro lado, como h−1 es una función continua y {yn}n∈N converge a y,
se tiene que {h−1(yn)}n∈N converge a h−1(y). Como X tiene la propiedad de
Kelley por arcos, existe una sucesión {An}n∈N convergente a h−1(B) tal que
An ∈ Arcos(h−1(yn), X), para cada n ∈ N. Luego, {h(An)}n∈N converge a
h(h−1(B)) = B, note que h(An) ∈ Arcos(yn, Y ), para cada n ∈ N. Concluimos
que Y tiene la propiedad de Kelley por arcos. □

Recordemos la siguiente definición.

Definición 4.10. Sean X un continuo y Y un subcontinuo de X. Diremos que
Y es un n-odo simple libre si Y es n-odo simple y Y \E(Y ) es un conjunto
abierto en X.

Teorema 4.11. Sean X un continuo y n ∈ N tal que n ≥ 3. Si X contiene
un n-odo simple libre, entonces X no tiene la propiedad de Kelley por arcos.

Demostración. Supongamos que X tiene la propiedad de Kelley por ar-
cos. Sean Y el n-odo simple libre contenido en X y p el vértice de Y . Sean

A1, . . . , An los arcos en X tales que Y =
n⋃

i=1

An y Ai ∩ Aj = {p}, para cua-

lesquiera i, j ∈ {1, . . . , n}. Para cada i ∈ {1, . . . , n}, sea yi ∈ Ai el punto
extremo de Ai, distinto de p. Sea U = Y \ E(Y ). Sean x1 ∈ A1 \ {p, y1} y
x2 ∈ A2 \ {p, y2}, consideramos los arcos B1 = px1 y B2 = px2 contenidos
propiamente en A1 y A2, respectivamente. Sea M = B1 ∪ B2. Note que M es
un arco que contiene a p contenido en U . Sea {pn}n∈N una sucesión convergente
a p tal que pn ∈ A3 \ {p, y3}. Como X tiene la propiedad de Kelley por arcos,
existe {Mn}n∈N una sucesión convergente a M tal que Mn ∈ Arcos(pn, X),
para cada n ∈ N. Notemos que U , A1 \ {p, y1} y A2 \ {p, y2} son abiertos en
X, como consecuencia existe N ∈ N tal que MN ⊂ U , MN ∩ (A1 \ {p, y1}) ̸= ∅
y MN ∩ (A2 \ {p, y2}) ̸= ∅. Más aún, A1 \ {p, y1} y A2 \ {p, y2} son arco com-
ponentes de U \ {p}, aśı p ∈ MN . Se sigue que p es un punto de ramificación
de MN , lo cual es una contradicción. Por lo tanto, X no tiene la propiedad de
Kelley por arcos. □

El Ejemplo 4.12 muestra que la propiedad de Kelley no implica la propiedad
de Kelley por arcos.

Ejemplo 4.12. Sea X un triodo simple. Por el Teorema 4.11, X no tiene la
propiedad de Kelley por arcos. Por [24, Ejemplo (16.11)], X tiene la propiedad
de Kelley.

Como el pseudoarco es un continuo indescomponible, por [25, teoremas 11.15
y 11.17], el pseudoarco tiene una cantidad no numerables composantes densas.
Por otro lado, el Ejemplo 4.13 muestra que la propiedad de Kelley por arcos
no implica la propiedad de Kelley.
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Ejemplo 4.13. Sean P y Q dos pseudoarcos tales que P ∩ Q = {q} y sea
X = P ∪Q. Las siguientes afirmaciones se cumplen:

(1) X tiene la propiedad de Kelley por arcos.

(2) X no tiene la propiedad de Kelley.

Demostración. Primero probamos (1). Notemos que X no contiene arcos.
Como consecuencia del Teorema 4.5, X tiene la propiedad de Kelley por arcos.

Ahora, probemos (2). Observamos que P es un subcontinuo de X tal que
q ∈ P . Sea {qn}n∈N una sucesión en X que converge a q tal que para cada
n ∈ N, qn ∈ Q y la composante de qn en Q es diferente de la composante de q
en Q.
Supongamos que X tiene la propieda de Kelley, en particular, X tiene la pro-
piedad de Kelley en q. Aśı, existe una sucesión de subcontinuos {Kn}n∈N con-
vergente a P tal que qn ∈ Kn, para cada n ∈ N.
Afirmación 4.13.1. existe N ∈ N tal que q ∈ Kn, para cada n ≥ N .

Prueba de la Afirmación 4.13.1. Sea x ∈ P \ {q}. Como P \ {q} es un
subconjunto abierto de X y {Kn}n∈N converge a P , existe N ∈ N tal que
Kn ∩ (P \ {q}) ̸= ∅, para cada n ≥ N . Notemos que {q} separa a P \ {q}
y Q \ {q} en X, se sigue que q ∈ Kn, para cada n ≥ N . Queda probada la
Afirmación 4.13.1.

Afirmación 4.13.2. Kn ∩Q es conexo, para cada n ≥ N .

Prueba de la Afirmación 4.13.2. Sean n ≥ N , U = Kn ∩ (P \ {q}) y V =
Kn ∩ (Q \ {q}). Notemos que U y V son subconjuntos abiertos de Kn \ {q},
Kn \ {q} = U ∪ V , U ∩ V = ∅, U ̸= ∅ y V ̸= ∅. Aśı, U y V está mutuamente
separados enKn\{q}. Por [25, Proposición 6.3], V ∪{q} es conexo. Observemos
que V ∪{q} = (Kn∩ (Q\{q}))∪{q} = Kn∩Q. Queda probada la Afirmación
4.13.2.

Finalmente, por la Afirmación 4.13.2, para cada n ≥ N , Kn ∩ Q es un sub-
continuo de Q. Como q, qn ∈ Kn ∩ Q y los puntos q y qn están en diferentes
composantes de Q, se sigue que Kn ∩ Q = Q. De donde Q ⊂ ĺım

n→∞
Kn = P ,

lo cual contradice que P ∩Q = {q}. Por lo tanto, X no tiene la propiedad de
Kelley. □

Proposición 4.14. Si X es una gráfica finita con al menos un punto de ra-
mificación, entonces X contiene un n-odo simple libre, para algún n ∈ N, con
n ≥ 3.

Demostración. SeaX =
m⋃
i=1

Ai, dondeAi es un arco, para cada i ∈ {1, . . . ,m},

y cualquiera par de ellos se intersecta en uno o ambos puntos extremos. Sea p
un punto de ramificación de X y n = ord(p,X) ≥ 3. Sin perder generalidad,
supongamos que p ∈ Aj si y sólo si j ∈ {1, . . . , n}. Sea xj ∈ Aj tal que xj no es

un punto extremo de Aj, para cada j ∈ {1, . . . , n}. Sea Y =
n⋃

j=1

pxj, donde pxj

es el arco en Aj con puntos finales p y xj, para cada j ∈ {1, . . . , n}. Notemos
que Y es un n-odo simple libre. □
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Teorema 4.15. Sea X una gráfica finita. Entonces X tiene la propiedad de
Kelley por arcos si y sólo si X es un arco o una curva cerrada simple.

Demostración. La suficiencia se sigue del Teorema 4.7 y el Teorema 4.8.
Para la necesidad, supongamos que X no es un arco ni una curva cerrada
simple, por la Proposición 1.8, se tiene que existe p ∈ X tal que ord(p,X) ≥ 3,
luego por la Proposición 4.14, se tiene que X contiene un n-odo simple libre.
Aśı, por el Teorema 4.11, tenemos que X no tiene la propiedad de Kelley por
arcos, lo cual es una contradicción. Concluimos que X es un arco o una curva
cerrada simple. □

Teorema 4.16. Sea X una dendrita. Entonces X tiene la propiedad de Kelley
por arcos si y sólo si X es un arco.

Demostración. Supongamos que X tiene la propiedad de Kelley por arcos
y que no es un arco. Aśı, existe p ∈ X tal que ord(p,X) ≥ 3. Luego, existen
arcos en X, A1, A2 y A3, tales que p es punto extremo de Ai y Ai ∩Aj = {p},
para cada i, j ∈ {1, 2, 3}, i ̸= j. Para cada i ∈ {1, 2, 3}, sea ai ∈ Ai el punto
extremo de Ai tal que p ̸= ai.

Sea M = A1 ∪ A2. Sea {pn}n∈N una sucesión de A3 \ {p, a3} convergente a p.
Como X tiene la propiedad de Kelley por arcos, existe {Mn}n∈N una sucesión
convergente a M tal que Mn ∈ Arcos(pn, X), para cada n ∈ N. Sea Ua1 , Ua2 y
Ua3 componentes se a1, a2 y a3 en X \ {p}, respectivamente. Sea ε > 0 tal que
B(a1, ε) ⊆ Ua1 y B(a2, ε) ⊆ Ua2 . Aśı, existe N ∈ N tal que xN ∈ B(a1,

ε
2
)∩MN

y yN ∈ B(a2,
ε
2
) ∩MN . Probaremos que p ∈ MN . Supongamos que p /∈ MN .

Tenemos que MN es un conjunto conexo en X \ {p} que contiene a xN y a yN ,
de aqúı que xN y yN están en la misma arco componente de X \ {p} lo cual
contradice que xN ∈ Ua1 y yN ∈ Ua2 . Se sigue que p ∈MN .

Como pN ∈ A3 \ {p}, tenemos que pNa3 ⊆ A3 \ {p}, aśı pN ∈ Ua3 . Se sigue
que MN es un arco que contiene a p tal que MN ∩ Ua1 ̸= ∅, MN ∩ Ua2 ̸= ∅
y MN ∩ Ua3 ̸= ∅, luego p es un punto de ramificación de MN , lo cual es una
contradicción. Por lo tanto, X es un arco. La suficiencia se sigue del Teorema
4.7. □

El siguiente resultado muestra que la unión de continuos que tienen la propie-
dad de Kelley por arcos no necesariamente tiene la propiedad de Kelley por
arcos.

Proposición 4.17. Sean P el pseudoarco, p ∈ P , Y un arco tal que P ∩ Y =
{p} y p es punto extremo de Y . Si X = P∪Y , entonces X no tiene la propiedad
de Kelley por arcos.

Demostración. Notemos que Y ∈ Arcos(p,X). Sea {pn}n∈N una sucesión
convergente a p tal que pn ∈ P \ {p}, para cada n ∈ N. Observemos que, para
toda n ∈ N, Arcos(pn, X) = {{pn}}. Se tiene que la única sucesión {An}n∈N
tal que An ∈ Arcos(pn, X) es la que tiene a cada elemento como un singular,
es decir, An = {pn}, para cada n ∈ N, luego la sucesión {An}n∈N converge a
{p} ≠ Y , por lo que X no tiene la propiedad de Kelley por arcos. □

Teorema 4.18. Las 2−celdas tienen la propiedad de Kelley por arcos.
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Demostración. Sabemos por la Proposición 4.9, que la propiedad de Kelley
por arcos es una propiedad topológica, por ello basta considerar X = [0, 1] ×
[0, 1]. Sean p ∈ X, A ∈ Arcos(p,X) y {pn}n∈N una sucesión en X convergente
a p. Sean a y b los puntos extremos de A. Tenemos los siguientes dos casos:

(1) p es punto extremo de A.

Sin perder generalidad, supongamos que p = a. Sea ε > 0, consideremos
B(p, ε), como la sucesión {pn}n∈N converge a p, existe N ∈ N tal que pn ∈
B(p, ε), para cada n ≥ N . Para toda n ≥ N , sea Bn el segmento de recta
que une a p con pn, sea fn : [0, 1] → Bn el homeomorfismo tal que fn(t) =
pn + t(p − pn), para cada n ≥ N . Observemos que fn(0) = pn y fn(1) = p,
para cada n ≥ N . Sean tn = ı́nf{t ∈ [0, 1] : fn(t) ∈ A} y rn = fn(tn), para
cada n ≥ N . Observemos que rn ∈ A, para cada n ≥ N . Consideremos el
segmento de recta que une a pn con rn, sea Kn dicho segmento, para cada
n ≥ N . Claramente Kn ⊆ Bn, para cada n ≥ N . Ahora, como rn ∈ A, para
cada n ≥ N , sea Ln el arco contenido en A con puntos extremos rn y b, para
cada n ≥ N . Sea Mn = Kn ∪ Ln, para cada n ≥ N .

Afirmación 4.18.1. {Mn}n∈N converge a A.

Prueba de la Afirmación 4.18.1. Como {pn}n∈N converge a p, entonces la sub-
sucesión {pn}n≥N también converge a p, luego la sucesión de arcos {Bn}n≥N

converge a {p}. Como Kn ⊆ Bn, para cada n ≥ N , se tiene que la sucesión
{Kn}n≥N converge a {p} y aśı la sucesión de puntos {rn}n∈N converge a p. Por
otro lado, como A es un arco, también es una dendrita y la sucesión {rn}n∈N
está contenida A, luego por el Teorema 1.16, A es suave en todos sus puntos,
en particular en b, aśı la sucesión de arcos {Ln}n∈N converge al arco pb en
A y aśı dicha sucesión converge a A. Luego, ĺım

n→∞
Mn = ĺım

n→∞
Kn ∪ ĺım

n→∞
Ln =

{p} ∪ A = A, es decir, para todo ε > 0, existe N ∈ N, tal que H(An, A) < ε,
para cada n ≥ N , con lo cual queda demostrada la Afirmación 4.18.1.

Se tiene que, existe una sucesión {An}n∈N convergente a A tal que An = {pn},
para cada n ∈ {1, . . . , N − 1} y An = Mn, para cada n ≥ N . Luego, An ∈
Arcos(pn, X), para cada n ∈ N.
(2) p no es punto extremo de A.

Observemos que si pn ∈ A, para cada n ∈ N, basta considerar la sucesión
{An}n∈N tal que An = A, para cada n ∈ N, la cual converge a A y es tal que
An ∈ Arcos(pn, X), para cada n ∈ N. Supongamos que existe k ∈ N tal que
pn /∈ A, para cada n ≥ k. Sea {qn}n∈N una sucesión en A convergente a p tal que
qn ̸= p, para cada n ∈ N. Sea ε > 0, consideremos B(p, ε), como las sucesiones
{qn}n∈N y {pn}n≥k convergen a p, existe N ∈ N tal que pn, qn ∈ B(p, ε), para
cada n ≥ N . Tenemos los siguientes dos subcasos:

(2.1) Para cada n ≥ N , los puntos pn, qn y p no son colineales.

Para cualesquiera puntos x y y en X, denotemos al segmento de recta que une
a x y y por xy. Sean Bn = ppn y Cn = qnpn, para cada n ≥ N . Tenemos que
Bn ⊆ B(p, ε), Cn ⊆ B(p, ε) y Bn ∩ Cn = {pn}, para cada n ≥ N . Ahora, para
toda n ≥ N , sean fn : [0, 1] → Bn y gn : [0, 1] → Cn los homeomorfismos tales
que:
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fn(r) = pn + r(p− pn) y gn(s) = pn + s(qn − pn).

Notemos que fn(0) = pn = gn(0), fn(1) = p y gn(1) = qn, para cada n ≥ N .
Sean rn = ı́nf{r ∈ [0, 1] : fn(r) ∈ A} y sn = ı́nf{s ∈ [0, 1] : gn(s) ∈ A}.
Definimos xn = fn(rn) y yn = gn(sn), para cada n ≥ N . Como {pn}n≥N

converge a p, tenemos que la sucesión {Bn}n≥N converge a {p}. De forma
similar, si {Dn}n∈N es la sucesión de arcos en A tal que Dn = pqn, entonces la
sucesión {Mn}n∈N converge a {p}.

Afirmación 4.18.2. La sucesión {Cn}n∈N converge a {p}.

Prueba de la Afirmación 4.18.2. Como la sucesión {qn}n∈N converge a p, se
tiene que {p} ⊆ ĺım

n→∞
Cn. Probaremos que ĺım

n→∞
Cn ⊆ {p}. Supongamos lo

contrario, es decir, existe q ∈ ĺım
n→∞

Cn tal que q ̸= p. Como q ∈ ĺım
n→∞

Cn, existe

una sucesión de puntos {cn}n∈N convergente a q, tal que cn ∈ Cn, para cada
n ≥ N . Luego, existe una sucesión {tn}n∈N en [0, 1] tal que ĺım

n→∞
tn = t y

gn(tn) = cn, para cada n ≥ N . Aśı

ĺım
n→∞

cn = ĺım
n→∞

(pn + tn(qn − pn) = p+ t(p− p) = p,

por lo que p = q, lo cual es una contradicción. Se sigue que ĺım
n→∞

Cn ⊆ {p}, aśı
ĺım
n→∞

Cn = {p}, con lo que queda demostrada la Afirmación 4.18.2.

Por otro lado, como pn /∈ A y Bn ∩ Cn = {pn}, para cada n ≥ N , se tiene
que xn ̸= yn, para cada n ≥ N . Sea h : [0, 1] → A un homeomorfismo tal que
h(0) = a y h(1) = b. Como xn ̸= yn, para cada n ≥ N , tenemos que h−1(xn) ̸=
h−1(yn), sin perder generalidad, supongamos que h−1(xn) < h−1(yn), para cada
n ≥ N . Definimos, para toda n ≥ N , los arcos Mn = axn ∪ xnpn ∪ pnyn ∪ ynb,
donde axn y ynb son arcos contenidos en A, para cada n ≥ N . Como las
sucesiones {xn}n∈N y {yn}n∈N convergen a p y A es suave en cada uno de
sus puntos, se tiene que las sucesiones {axn}n∈N y {ynb}n∈N convergen a los
arcos ap y pb contenidos en A. Por otro lado, observemos que xnpn ⊆ Bn y
pnyn ⊆ Cn, para cada n ≥ N , se tiene que ĺım

n→∞
xnpn = {p} = ĺım

n→∞
pnyn. Luego

ĺım
n→∞

Mn = ĺım
n→∞

axn∪ ĺım
n→∞

xnpn∪ ĺım
n→∞

pnyn∪ ĺım
n→∞

ynb = ap∪{p}∪{p}∪pb = A

Aśı, de forma similar al caso (1), existe una sucesión {An}n∈N convergente a
A, tal que An ∈ Arcos(pn, X), para cada n ∈ N.

(2.2) Para cada n ≥ N , los puntos pn, qn y p son colineales.
Para cada n ≥ N , sea Rn la recta en R2 tal que pn, qn y p están en Rn. Tenemos
los siguientes tres subcasos:

(2.2.1) pn ∈ pqn, para cada n ≥ N .
En este caso, sean Bn = ppn y Cn = qnpn, para cada n ≥ N . Notemos que
Bn ∩ Cn = {pn}, para cada n ≥ N . Para cada n ≥ N , sean fn : [0, 1] → Bn y
gn : [0, 1] → Cn los homeomorfismos tales que

fn(r) = pn + r(p− pn) y gn(s) = pn + s(qn − pn).
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Notemos que fn(0) = pn = gn(0), fn(1) = p y gn(1) = qn, para cada n ≥ N .
Sean rn = ı́nf{r ∈ [0, 1] : fn(r) ∈ A} y sn = ı́nf{s ∈ [0, 1] : gn(s) ∈ A},
definimos xn = fn(rn) y yn = gn(sn), para cada n ≥ N . Como Bn∩Cn = {pn},
para cada n ≥ N , se tiene que xn ̸= yn. Sea h : [0, 1] → A un homeomorfismo
tal que h(0) = a y h(1) = b. Sin perder generalidad, supongamos que h−1(xn) <
h−1(yn), para cada n ≥ N . DefinamosMn = axn∪xnpn∪pnyn∪ynb, para cada
n ≥ N . Observemos que, como la sucesión {qn}n∈N converge a p, la sucesión
de segmentos de recta {qnp}n≥N converge a {p}, aśı las sucesiones {xnpn}n≥N

y {pnyn}n≥N , también convergen a {p}. Por otro lado, como A es un arco, se
tiene que es suave en cada uno de sus puntos en particular en a y b, de tal
forma que las sucesiones de arcos en A, {axn}n≥N y {ynb}n≥N convergen a los
arcos ap y pb en A. Luego,

ĺım
n→∞

Mn = ĺım
n→∞

axn∪ ĺım
n→∞

xnpn∪ ĺım
n→∞

pnyn∪ ĺım
n→∞

ynb = ap∪{p}∪{p}∪pb = A.

Con lo que queda probado el caso (2,2,1).

Para los siguientes casos, consideremos una sucesión {mn}n∈N en X convergen-
te a p tal que mn /∈ A y mn /∈ Rn, para cada n ≥ N . Sin perder generalidad,
supongamos que mn ∈ B(p, ε), para cada n ≥ N .

(2.2.2). qn ∈ ppn, para cada n ≥ N .

Sean Yn = pnmn y Zn = mnp, para cada n ≥ N . Observemos que, como
mn /∈ A y mn /∈ Rn, para cada n ≥ N , se tiene que:

Rn ∩ Yn = {pn}, Yn ∩ Zn = {mn} y Zn ∩Rn = {p}.

Más aún, como {mn}n≥N converge a p, se tiene que {Zn}n∈N converge a {p}, de
forma similar la sucesión {Bn}n≥N tal que Bn = ppn converge a {p}. Para cada
n ≥ N , sea fn : [0, 1] → Bn el homeomorfismo tal que fn(r) = pn + r(p− pn).
Observemos que fn(0) = pn y fn(1) = p, para cada n ≥ N . De forma similar
consideramos los homeomorfismos gn : [0, 1

2
] → Yn y hn : [1

2
, 1] → Zn, tales que

gn(s) = pn + 2s(mn − pn) y hn(s) = mn + (2s− 1)(p−mn), para cada n ≥ N .

Definimos la función jn : [0, 1] → Yn ∪ Zn tal que

jn(s) =

{
gn(s), si s ∈ [0, 1

2
],

hn(s), si s ∈ [1
2
, 1].

Tenemos que jn es un homeomorfismo tal que jn(0) = pn y jn(1) = p, para
cada n ≥ N . Observemos que Bn∩(Yn∪Zn) = {pn, p}, para cada n ≥ N . Sean
rn = ı́nf{r ∈ [0, 1] : fn(r) ∈ A} y sn = ı́nf{s ∈ [0, 1] : jn(s) ∈ A}, definimos
xn = fn(rn) y yn = jn(sn), para cada n ≥ N . Observemos que xn ̸= yn, ya que
qn ∈ Rn, para cada n ≥ N . Sean pnyn ⊆ Yn∪Zn arco y el segmento pnxn ⊆ Bn,
para cada n ≥ N . Definamos Mn = axn ∪ xnpn ∪ pnyn ∪ ynb, donde axn y ynb
son arcos contenidos en A. Notemos que, como {Bn}n≥N converge a {p}, se
tiene que la sucesión {xnpn}n≥N converge a {p}, de forma similar, la sucesión
de arcos {pnyn}n≥N converge a {p}, de tal forma que las sucesiones {xn}n≥N y
{yn}n≥N convergen a p. Observemos que como A es suave en cada uno de sus
puntos, en particular lo es en a y b, luego las sucesiones de arcos {axn}n≥N y
{ynb}n≥N convergen a los arcos ap y pb en A, respectivamente. Se tiene que
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ĺım
n→∞

Mn = ĺım
n→∞

axn∪ ĺım
n→∞

xnpn∪ ĺım
n→∞

pnyn∪ ĺım
n→∞

ynb = ap∪{p}∪{p}∪pb = A.

(2.2.3) pn /∈ pqn y qn /∈ ppn, para cada n ≥ N .

Consideremos los segmentos de recta Yn = pnmn y Wn = mnqn, para cada
n ≥ N . Observemos que, como mn /∈ A y mn /∈ Rn, para cada n ≥ N , se tiene
que:

Rn ∩ Yn = {pn}, Yn ∩Wn = {mn} y Wn ∩Rn = {qn}.

Más aún, como {mn}n≥N converge a p, se tiene que {Wn}n∈N converge a {p}, de
forma similar la sucesión {Bn}n≥N tal que Bn = ppn converge a {p}. Para cada
n ≥ N , sea fn : [0, 1] → Bn el homeomorfismo tal que fn(r) = pn + r(p− pn).
Observemos que fn(0) = pn y fn(1) = p, para cada n ≥ N . De forma similar
consideramos los homeomorfismos gn : [0, 1

2
] → Yn y hn : [1

2
, 1] → Wn, tales

que

gn(s) = pn+2s(mn− pn) y hn(s) = mn+(2s− 1)(qn−mn), para cada n ≥ N .

Definimos la función jn : [0, 1] → Yn ∪Wn tal que

jn(s) =

{
gn(s), si s ∈ [0, 1

2
],

hn(s), si s ∈ [1
2
, 1].

Tenemos que jn es un homeomorfismo tal que jn(0) = pn y jn(1) = qn, para
cada n ≥ N . Observemos que Bn ∩ (Yn ∪Wn) = {pn}, para cada n ≥ N . Sean
rn = ı́nf{r ∈ [0, 1] : fn(r) ∈ A} y sn = ı́nf{s ∈ [0, 1] : jn(s) ∈ A}, definimos
xn = fn(rn) y yn = jn(sn), para cada n ≥ N . Observemos que xn ̸= yn, para
cada n ≥ N . Consideremos el arco pnyn ⊆ Yn ∪Wn y el segmento pnxn ⊆ Bn,
para cada n ≥ N . Definamos Mn = axn ∪ xnpn ∪ pnyn ∪ ynb, donde axn y ynb
son arcos contenidos en A. Notemos que, como {Bn}n≥N converge a {p}, se
tiene que la sucesión {xnpn}n≥N converge a {p}, de forma similar, la sucesión
de arcos {pnyn}n≥N converge a {p}, de tal forma que las sucesiones {xn}n≥N y
{yn}n≥N convergen a p. Observemos que como A es suave en cada uno de sus
puntos, en particular lo es en a y b, luego las sucesiones de arcos {axn}n≥N y
{ynb}n≥N convergen a los arcos ap y pb en A, respectivamente. Se tiene que

ĺım
n→∞

Mn = ĺım
n→∞

axn∪ ĺım
n→∞

xnpn∪ ĺım
n→∞

pnyn∪ ĺım
n→∞

ynb = ap∪{p}∪{p}∪pb = A.

De los subcasos (2.2.1), (2.2.2) y (2.2.3), y de forma análoga al caso (1),
tenemos que existe una sucesión {An}n∈N convergente a A tal que An ∈
Arcos(pn, X), para cada n ∈ N.
Por los casos (1) y (2) concluimos que X tiene la propiedad de Kelley por
arcos. □

Definición 4.19. Sea X un continuo. Diremos que X es un arco continuo,
si todos sus subcontinuos propios y no degenerados son arcos.

Teorema 4.20. Sea X un arco continuo. El continuo X tiene la propiedad de
Kelley si y sólo si X tiene la propiedad de Kelley por arcos.
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Demostración. Supongamos que X tiene la propiedad de Kelley. Notemos
que si X es un arco, entonces por el Teorema 4.7 y el Lema 4.9, tenemos que
X tiene la propiedad de Kelley por arcos. Supongamos que X no es un arco.
Sean p ∈ X, A ∈ Arcos(p,X) y {pn}n∈N una sucesión en X convergente a p.
Si A = {p}, entonces consideramos An = {pn}, para cada n ∈ N. Supongamos
que A es un arco. Como X tiene la propiedad de Kelley por arcos, existe una
sucesión {An}n∈N convergente a A tal que An ∈ C(pn, X), para cada n ∈ N.
Notemos que An es un arco para todos salvo una cantidad finita de n; aśı, X
tiene la propiedad de Kelley por arcos.

Ahora, supongamos que X tiene la propiedad de Kelley por arcos. Sean p ∈ X,
A ∈ C(p,X) y {pn}n∈N una sucesión en X convergente a p. Como X es un
arco continuo, tenemos que A es un arco o un singular o A = X. Si A es
un singular, entonces consideramos An = {pn}, para cada n ∈ N. Si A = X,
entonces consideramos An = X, para cada n ∈ N. Finalmente, si A es un arco,
entonces por hipótesis existe una sucesión {An}n∈N convergente a A tal que
An ∈ Arcos(pn, X), para cada n ∈ N. Por lo tanto, X tiene la propieda de
Kelley. □

El solenoide diádico está definido en [25, 2.8], este continuo es un arco continuo
con la propiedad de Kelley (véase [8, Teorema 3.4] y [9, Teorema 2]). Por otro
lado, el continuo de Knaster es un arco continuo con la propiedad de Kelley
(véase [8, Teorema 3.3] y [9, Teorema 2]).
Como una consecuencia del Teorema 4.20 tenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.21. El arcoiris de Knaster y el solenoide diádico tienen la pro-
piedad de Kelley por arcos.

Proposición 4.22. Sean X un continuo y p ∈ X. Sean {pn}n∈N una sucesión
en X convergente a p y B ∈ clC(X)(Arcos(p,X)). Si X tiene la propiedad de
Kelley por arcos en p, entonces existe una sucesión {An}n∈N convergente a B
tal que An ∈ Arcos(pn, X), para cada n ∈ N.

Demostración. Sean B ∈ clC(X)(Arcos(p,X)) y {pn}n∈N una sucesión con-
vergente a p, existe una sucesión {Bk}k∈N en Arcos(p,X) convergente a B.
Para toda k ∈ N, existe una sucesión {Bk

n}n∈N convergente a Bk tal que
Bk

n ∈ Arcos(pn, X), para cada n ∈ N. Aśı para cada k ∈ N, existe Nk ∈ N,
tal que H(Bk

n, Bk) <
1
k
, para cada n ≥ Nk. Podemos suponer que Nk < Nk+1,

para cada k ∈ N. Definimos la sucesión {An}n∈N como sigue:

(1) An = B1
n, para cada n < N1.

(2) Sea n ≥ N1. Elegimos k ∈ N tal que Nk ≤ n < Nk+1. Aśı H(Bk
n, Bk) <

1
k
.

Sea An = Bk
n. Observemos que H(An, Bk) <

1
k
.

Probaremos que la sucesión {An}n∈N converge a B. Sea ε > 0. Como la sucesión
{Bk}k∈N converge a B, existe L ∈ N tal que H(Bk, B) < ε

2
, para todo k ≥ L.

SeaM ∈ N tal que 1
M
< ε

2
. Sea J = máx{L,M}, se sigue que para todo k ≥ J ,

H(Bk, B) < ε
2
y 1

k
< ε

2
. Como la sucesión {Bk

n}n∈N converge a Bk, para cada
k ∈ N. Luego H(An, Bk) <

1
k
< ε

2
, si Nk ≤ n < Nk+1 y k ≥ J .

Vamos a probar que H(An, B) < ε, para toda n ≥ NJ . Sea n ≥ NJ , existe
k ∈ N tal que Nk ≤ n < Nk+1. Probemos que k ≥ J , de lo contrario, si k < J ,
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tenemos que Nk < NJ , luego Nk+1 ≤ NJ , aśı n < NJ , lo cual contradice que
n ≥ NJ . De donde H(An, Bk) <

ε
2
y H(Bk, B) < ε

2
, tenemos que H(An, B) ≤

H(An, Bk) + H(Bk, B) < ε. Concluimos que la sucesión {An}n∈N converge a
B. □

Teorema 4.23. Sean X un continuo y p ∈ X. El continuo X tiene la pro-
piedad de Kelley por arcos en p si y sólo si para cada ε > 0 existe δ > 0 tal
que para cualquier punto q ∈ X con d(p, q) < δ, y para cada A ∈ Arcos(p,X),
existe B ∈ Arcos(q,X) con H(A,B) < ε.

Demostración. Supongamos que X tiene la propiedad de Kelley por arcos
en p y que existe ε > 0 tal que, para toda δ > 0, existen q ∈ X con d(p, q) < δ
y A ∈ Arcos(p,X) tal que para todo B ∈ Arcos(q,X), H(A,B) ≥ ε. Sean
δn = 1

n
, para cada n ∈ N, existen pn ∈ X con d(p, pn) < δn y An ∈ Arcos(p,X)

tal que para todo B ∈ Arcos(pn, X) se tiene que H(An, B) ≥ ε. Claramente
la sucesión {pn}n∈N converge a p. Sea {Ank

}k∈N una subsucesión convergente
de {An}n∈N. Sea D = ĺım

k→∞
Ank

. Por otro lado

para todo k ∈ N, H(Ank
, B) ≥ ε, para cada B ∈ Arcos(pnk

, X). (4.1)

Como D ∈ clC(X)(Arcos(p,X)) y la sucesión {pnk
}k∈N converge a p, por la

Proposición 4.22, existe una sucesión {Bnk
}k∈N convergente a D tal que Bnk

∈
Arcos(pnk

, X), para cada k ∈ N. Como {Ank
}k∈N converge a D, existe N1 ∈ N

tal que H(Ank
, D) < ε

2
, para cada k ≥ N1. De forma similar existe N2 ∈ N, tal

que H(Bnk
, D) < ε

2
, para cada k ≥ N2. Sea K = máx{N1, N2}, tenemos que

H(AnK
, BnK

) < ε, lo cual contradice la Ecuación (4.1). Aśı queda probada la
necesidad.

Sean p ∈ X, A ∈ Arcos(p,X) y {pn}n∈N una sucesión en X convergente
a p. Probaremos que existe {An}n∈N una sucesión convergente a A tal que
An ∈ Arcos(pn, X), para cada n ∈ N.

Para cada k ∈ N, sea εk = 1
k
, existe δk > 0, tal que para cualquier punto

q ∈ X con d(p, q) < δk, existe B ∈ Arcos(q,X) con H(A,B) < εk. Por otro
lado, como la sucesión {pn}n∈N converge a p, como δk > 0, existe Nk ∈ N, tal
que d(pn, p) < δk, para cada n ≥ Nk. Podemos suponer que Nk < Nk+1, para
toda k ∈ N. Definimos la sucesión {An}n∈N como sigue:

(1) An = {pn}, para cada n < N1.

(2) Si n ≥ N1, elegimos k ∈ N tal que Nk ≤ n < Nk+1. Aśı d(pn, p) < δk,
elegimos An ∈ Arcos(pn, X) con H(A,An) < εk.

Probaremos que la sucesión {An}n∈N converge a A. Sea ε > 0, existe j ∈ N
tal que εj < ε. Tomemos Nj ∈ N tal que H(A,An) < εj < ε, para toda
Nj ≤ n < Nj+1. Además, para cualquier i ≥ j, tenemos que εi ≤ εj, luego
H(A,An) < εi ≤ εj < ε, aśı H(A,An) < ε, para cada n ≥ Nj, concluimos
que la sucesión {An}n∈N converge a A. Por lo tanto, X tiene la propiedad de
Kelley por arcos en p. □
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Definición 4.24. Sean (X, d) un espacio métrico, H(X) el grupo de homeo-
morfismos de X en X. Diremos que X tiene la Propiedad de Effros si para
cada ε > 0, existe δ > 0 tal que para cualesquiera x, y ∈ X y d(x, y) < δ, en-
tonces existe h ∈ H(X) tal que h(x) = y y d(z, h(z)) < ε, para cada z ∈ X. Un
homeomorfismo h ∈ H(X) que satisface que d(z, h(z)) < ε, para cada z ∈ X
será llamado ε-homeomorfismo.

Definición 4.25. Un continuo X es homogéneo probando que para cualquier
par de puntos x y y de X, existe h : X → X un homeomorfismo tal que
h(x) = y.

Teorema 4.26. [22, Theorem 4.2.31] Sea X un continuo. Si X es homogéneo,
entonces X tiene la propiedad de Effros.

Teorema 4.27. Sea X un continuo. Si X es homogéneo, entonces X tiene la
propiedad de Kelley por arcos.

Demostración. Sean p ∈ X y ε > 0. Por el Teorema 4.26, existe δ > 0
tal que si q ∈ X con d(p, q) < δ, entonces existe h ∈ H(X) tal que h(p) =
q y d(z, h(z)) < ε, para cada z ∈ X. Sea A ∈ Arcos(p,X), notemos que
h(A) ∈ Arcos(q,X). Más aún, H(A, h(A)) < ε ya que d(a, h(a)) < ε, para
cada a ∈ A. Por lo tanto, por el Teorema 4.23, concluimos que X tiene la
propiedad de Kelley por arcos. □

4.2 La propiedad de Kelley por arcos en den-

droides

En esta sección estudiamos la propiedad de Kelley por arcos en dendroides,
mostramos que el arco es el único dendroide que tiene la propiedad de Kelley
por arcos.

Teorema 4.28. Sea X un dendroide. Si X tiene la propiedad de Kelley por
arcos, entonces para cualesquiera dos puntos x y y de X de conexidad local, el
arco A = xy no contiene puntos de ramificación en A \ {x, y}.

Demostración. Hagamos esta prueba por contradicción, supongamos que
existen dos puntos de conexidad local de X, x1 y x2 tales que el arco A = x1x2
y A\{x1, x2} contiene un punto de ramificación, d́ıgamos p. Como p es punto de
ramificación de X, existen C1, C2 y C3 arco componentes de X\{p}. Sin perder
generalidad, supongamos que x1 ∈ C1 y x2 ∈ C2. Consideramos una sucesión
{pn}n∈N convergente a p tal que pn ∈ C3, para cada n ∈ N. Como X tiene la
propiedad de Kelley por arcos, existe {An}n∈N una sucesión convergente a A
tal que An ∈ Arcos(pn, X), para cada n ∈ N.

Sean U1 y U2 abiertos en X tales que x1 ∈ U1 y x2 ∈ U2, como x1 y x2 son
puntos de conexidad local, existen abiertos y conexos en X, V1 y V2 tales que
x1 ∈ V1 ⊆ U1 y x2 ∈ V2 ⊆ U2. Observemos que V1 ⊆ C1 y V2 ⊆ C2. Por otro
lado, como la sucesión {An}n∈N converge a A, existe N ∈ N tal que An∩V1 ̸= ∅
y An ∩ V2 ̸= ∅, para cada n ≥ N .
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Afirmación 4.28.1. Para toda n ≥ N , p ∈ An.

Prueba de la Afirmación 4.28.1. Sean a1n ∈ An∩V1 y a2n ∈ An∩V2, para cada
n ≥ N . Luego, An es un conjunto conexo que contiene a los puntos a1n y a2n,
para cada n ≥ N . Note que C1 ̸= C2, An ∩ C1 = ∅ y An ∩ C3 ̸= ∅, para cada
n ≥ N . De aqúı tenemos que p ∈ An, para cada n ≥ N . Aśı queda demostrada
la Afirmación 4.28.1.

Finalmente, An es un arco que intersecta a tres componentes distintas de X \
{p}, lo cual es una contradicción. Concluimos que A \ {x1, x2} no contiene
puntos de ramificación. □

El rećıproco del Teorema 4.28 no se cumple, para ello veamos el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 4.29. Sean p = (0, 0) y q = (1, 0) en R2. Sea A el segmento de recta
que une a p con q. Sea B el segmento de recta que une al punto (−1, 1) con el
punto (−1,−1); y el segmento de recta D que une al punto (2, 1) con el punto
(2,−1). Consideramos el conjunto de Cantor de tercio medio tanto en B como
en D, los cuales llamamos C1 ⊆ B y C2 ⊆ D. Para cada b ∈ C1, consideremos
el segmento de recta b+t(p−b), con t ∈ [0, 1]; y para cada d ∈ C2, consideramos
el segmento de recta d+ t(q − d), con t ∈ [0, 1]. Obtenemos el dendroide de la
Figura 4.1.

Figura 4.1: Dendroide

Observemos que A contiene todos los puntos de conexidad local de X. Veamos
que X no tiene la propiedad de Kelley por arcos. Consideremos los punto
b1 = (−1, 1) y b2 = (−1,−1), sean B1 = b1p y B2 = b2p. Sea M = B1 ∪ B2,
claramente M ∈ Arcos(p,X). Sea {pn}n∈N una sucesión convergente a p tal
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que pn ∈ A \ {p}, para n ∈ N. Supongamos que X tiene la propiedad de
Kelley por arcos, aśı existe una sucesión {Mn}n∈N convergente a M tal que

Mn ∈ Arcos(pn, X), para cada n ∈ N. Sea ε =
√
2
3
. Observemos que B(b1, ε) ∩

B(b2, ε) = ∅, p /∈ B(b1, ε) y p /∈ B(b2, ε). Como {Mn}n∈N converge aM tenemos
que existe N ∈ N tal que Mn ∩ B(b1, ε) ̸= ∅ y Mn ∩ B(b2, ε) ̸= ∅, para cada
n ≥ N . Aśı,Mn intersecta a tres arco componentes distintas de p en X \{p}, lo
cual es una contradicción. Concluimos que X no tiene la propiedad de Kelley
por arcos.

A continuación damos algunos resultados para dendroides respecto a la pro-
piedad de Kelley por arcos.

Lema 4.30. Sean X un árbol y p ∈ X. Si {x1, . . . , xm} es el conjunto de puntos

extremos de X, entonces X =
m⋃
i=1

Ai donde Ai = xip, para cada i ∈ {1, . . . ,m}.

Demostración. Es claro que
m⋃
i=1

Ai ⊆ X. Sea x ∈ X \ {x1, . . . , xm, p}. Como

X no es punto extremo de X, entonces existen U1 y Up componentes de X\{x}
tal que Up es la componente de p enX\{x}. Notemos que U1∩{x1, . . . , xm} ≠ ∅,
aśı existe j ∈ {1, . . . ,m} tal que xj ∈ U1. Consideramos los arcos xjx y xp.
Como X es únicamente arco conexo, Aj = xjp = xjx ∪ xp, se sigue que

x ∈ Aj ⊆
m⋃
i=1

Ai. Lo cual prueba que X ⊆
m⋃
i=1

Ai. □

Lema 4.31. Sean X un dendroide, n ∈ N y p ∈ X. Si A1, . . . , An son arcos

en X tales que p ∈ Ai para i ∈ {1, . . . , n}, entonces
n⋃

i=1

Ai es un árbol.

Demostración. Sea Y =
n⋃

i=1

Ai. Note que Y es un subcontinuo de X, aśı Y

es un dendroide. Además Y es localmente conexo. Luego Y es una dendrita.
Por [25, Ejercicio 10.48] Y es un árbol. □

Lema 4.32. Sean X un dendroide, p ∈ X, K un árbol en X tal que p ∈ K y
{pn}n∈N una sucesión convergente a p. Si X tiene la propiedad de Kelley por
arcos en p, entonces existe {Kn}n∈N una sucesión convergente a K tal que Kn

es árbol y pn ∈ Kn, para cada n ∈ N.

Demostración. Sean x1, . . . , xm los puntos extremos de K. Para cada i ∈

{1, . . . ,m}, sea Ai = xip. Por el Lema 4.30, K =
m⋃
i=1

Ai. Por otro lado, Ai ∈

Arcos(p,X), para cada i ∈ {1, . . . ,m}. Dado que la sucesión {pn}n∈N converge
a p y X tiene la propiedad de Kelley por arcos, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, existe
una sucesión {Ai

n}n∈N convergente a Ai tal que A
i
n ∈ Arcos(pn, X), para cada

n ∈ N. Para cada n ∈ N, sea Kn =
m⋃
i=1

Ai
n. Por el Lema 4.31, Kn es un árbol,
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para cada n ∈ N. Por otro lado, ĺım
n→∞

Kn = ĺım
n→∞

(
m⋃
i=1

Ai
n) =

m⋃
i=1

( ĺım
n→∞

Ai
n) =

m⋃
i=1

Ai = K. □

Teorema 4.33. Sea X un dendroide. Si X tiene la propiedad de Kelley por
arcos, entonces X tiene la propiedad de Kelley.

Demostración. Sean p ∈ X, Y ∈ C(p,X) y {pn}n∈N una sucesión conver-
gente a p. Probaremos que, existe una sucesión {Yn}n∈N convergente a Y tal
que Yn ∈ C(pn, X), para cada n ∈ N.

Afirmación 4.33.1. Existe una sucesión {Kj}j∈N convergente a Y tal que p ∈
Kj y Kj es un árbol, para cada j ∈ N.

Prueba de la Afirmación 4.33.1. Note que existe un conjunto denso {kj : j ∈

N} en Y . Para cada j ∈ N, sea Kj =

j⋃
i=1

pki. Por el Lema 4.31, Kj es un árbol,

para cada j ∈ N. Observemos que Y = clX({kj : j ∈ N}) ⊆ clX(
∞⋃
j=1

Kj) ⊆ Y ,

luego {Kj}j∈N converge a Y , con lo que queda demostrada la Afirmación 4.33.1.

Como X tiene la propiedad de Kelley por arcos en p, por el Lema 4.32, para
cada j ∈ N, existe una sucesión {Kj

n}n∈N convergente a Kj tal que Kj
n es un

árbol y pn ∈ Kj
n, para cada n ∈ N. Como la sucesión {Kj

n}n∈N converge a Kj,
existe Rj ∈ N tal que H(Kj

n, Kj) <
1
j
, para cada n ≥ Rj. Podemos suponer

que Rj < Rj+1, para cada j ∈ N. Sea {Yn}n∈N la sucesión definida como sigue

(1) Si n < R1, sea Yn = K1
n.

(2) Si n ≥ R1, elegimos j ∈ N tal que Rj ≤ n < Rj+1. Sea Yn = Kj
n.

Probaremos que la sucesión {Yn}n∈N converge a Y . Sea ε > 0, como {Kj}j∈N
converge a Y , existe L ∈ N con L > ε

2
tal que H(Kj, Y ) < ε

2
, para cada

j ≥ L. Sea n ≥ RL, existe j ∈ N con j ≥ L tal que Rj ≤ n < Rj+1. Aśı,
H(Kj

n, Kj) <
1
j
< ε

2
. Se sigue que H(Kj

n, Y ) ≤ H(Kj
n, Kj) + H(Kj, Y ) < ε.

Por lo tanto, {Yn}n∈N converge a Y . □

Una propiedad importante en dendroides es la de ser suave, la cual recordamos
a continuación.

Definición 4.34. Sea X un dendroide. Diremos que X es suave si existe
s ∈ X tal que para cada sucesión convergente {xn}n∈N en X con ĺım

n→∞
xn = x,

se cumple que ĺım
n→∞

sxn = sx.

Corolario 4.35. Sea X un dendroide. Si X tiene la propiedad de Kelley por
arcos, entonces X es suave.
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Demostración. Se sigue inmediatamente del Teorema 4.33. □

Es de nuestro interés saber si los dendroides tienen la propiedad de Kelley por
arcos, por ello analizamos el siguiente resultado.

Proposición 4.36. Sea X un dendroide con la propiedad de Kelley por arcos
tal que R(X) ̸= ∅. Si R(X) tiene un punto aislado r, entonces X es localmente
arco conexo en r.

Demostración. Sea r el punto aislado de R(X). Supongamos que X no es
localmente arco conexo en r, existe U un abierto en X con r ∈ U tal que para
cada abierto V con r ∈ V ⊆ U se tiene que V no es arco conexo. Consideremos
V0 = U . Podemos suponer que U no tiene más puntos de ramificación, distintos
de r. Sea C la arco componente de U que contiene a r.

Afirmación 4.36.1. int(C) = ∅.

Prueba de la Afirmación 4.36.1. Por contradicción, supongamos que int(C) ̸=
∅, es decir, existe t ∈ int(C). Por otro lado, como C ⊆ U , tenemos que C
no es abierto en X, luego existe t

′ ∈ C \ int(C). Note que t, t
′ ∈ C, se sigue

que tt
′ ⊆ C. Como t

′ ∈ C \ int(C), sea {tn}n∈N una sucesión convergente
a t

′
tal que tn ∈ U \ C, para cada n ∈ N. Como X tiene la propiedad de

Kelley por arcos, existe {Tn}n∈N una sucesión convergente al arco tt
′
tal que

Tn ∈ Arcos(tn, X), para cada n ∈ N. Por otro lado, como t ∈ int(C), como
{Tn}n∈N converge al arco tt

′
, existe N ∈ N tal que Tn∩ int(C) ̸= ∅ y Tn ∈ ⟨U⟩,

para cada n ≥ N . Ahora, como TN ∩ int(C) ̸= ∅, entonces TN ∩C ̸= ∅ y dado
que TN ⊆ U , además de que C es arco componente de U , se sigue que TN ⊆ C,
luego tN ∈ C y tN ∈ U \ C, lo cual es una contradicción a la elección tN . De
esta forma queda demostrada la Afirmación 4.36.1.

Por otro lado, como r ∈ R(X), sean A, B y D tres arcos que forman un triodo
simple libre con vértice r y además A ∪ B ∪D ⊆ U . Dado que int(C) = ∅ y
r ∈ C. Sea {rn}n∈N una sucesión convergente a r tal que rn ∈ U \C. Como X
tiene la propiedad de Kelley por arcos, existen sucesiones {An}n∈N, {Bn}n∈N
y {Dn}n∈N convergentes a A, B y D, respectivamente, tales que An, Bn, Dn ∈
Arcos(rn, X), para cada n ∈ N, luego existe N ∈ N, tal que An, Bn, Dn ⊆ U ,
para cada n ≥ N . Observemos que, como An ∩ Bn ̸= ∅, An ∩ Dn ̸= ∅ y
Bn ∩Dn ̸= ∅, para cada n ≥ N , se tiene que cada una de dichas intersecciones
es no degenerada, ya que de lo contrario, tendŕıamos que rn ∈ R(X), para cada
n ≥ N , lo cual contradice la elección de U . Dado que X es hereditariamente
unicoherente, se sigue que cada una de las intersecciones An ∩ Bn, An ∩Dn y
Bn∩Dn es un arco, para cada n ≥ N . Luego, An∪Bn∪Dn es un arco y la unión
de dos de ellos contiene al tercero, para cada n ≥ N . Podemos considerar una
subsucesión {Dnk

}k∈N de {Dn}n∈N tal que Dnk
⊆ Ank

∪Bnk
, para cada k ∈ N,

se sigue que

D = ĺım
k→∞

Dnk
⊆ ĺım

k→∞
Ank

∪ ĺım
k→∞

Bnk
= A ∪B.

Lo cual contradice la elección de D. Concluimos que r es un punto de arco
conexidad local de X. □
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Tenemos el siguiente resultado para los dendroides llamados abanicos los
cuáles contienen un único punto de ramificación.

Teorema 4.37. Si X es un abanico, entonces X no tiene la propiedad de
Kelley por arcos.

Demostración. Por contradicción, supongamos que X es un abanico con la
propiedad de Kelley por arcos. Sea r el punto de ramificación de X, se sabe

que X =
⋃

e∈E(X)

er. Sean A = re1, B = re2 y C = re3, con e1, e2, e3 ∈ E(X).

Sean M = A∪B y {rn}n∈N una sucesión convergente a r tal que rn ∈ C \ {r},
para cada n ∈ N. Como X tiene la propiedad de Kelley por arcos, existe una
sucesión {Mn}n∈N convergente a M tal que Mn ∈ Arcos(rn, X), para cada
n ∈ N. Sean U1 y U2 abiertos en X tales que e1 ∈ U1, e2 ∈ U2, U1 ∩ U2 = ∅,
U1 ∩ C = ∅ y U2 ∩ C = ∅. Como la sucesión {Mn}n∈N converge a M , existe
N ∈ N tal que Mn ∩ U1 ̸= ∅ y Mn ∩ U2 ̸= ∅, para cada n ≥ N .

Afirmación 4.37.1. r ∈Mn, para cada n ≥ N .

Prueba de la Afirmación 4.37.1. Supongamos que existe k ≥ N , tal que r /∈
Mk. Como rk ∈Mk y Mk ⊆ X \{r}, se sigue que Mk está contenido en la arco
componente de X \ {r} que contiene a rk, aśı Mk ⊆ C \ {r}, lo cual contradice
que U1 ∩ C = ∅. Aśı queda demostrada la Afirmación 4.37.1.

Como {Mn}n∈N converge a M , existen sucesiones {an}n≥N y {bn}n≥N conver-
gentes a e1 y e2, respectivamente, tales que an, bn ∈ Mn, an ∈ U1 y bn ∈ U2,
para cada n ≥ N .

Afirmación 4.37.2. Los puntos an y bn están en la misma arco componente de
X \ {r}, para cada n ≥ N .

Prueba de la Afirmación 4.37.2. Como r ∈Mn, para cada n ≥ N , existen Kn

y Ln arcos en Mn tales que Mn = Kn∪Ln y Kn∩Ln = {r}, para cada n ≥ N .
Luego, como rn ∈Mn, para cada n ≥ N , se sigue que rn ∈ Kn o rn ∈ Ln, para
cada n ≥ N . Sin perder generalidad, supongamos que rn ∈ Kn, aśı Kn ⊆ C,
por lo que an, bn ∈ Ln \ {r}, luego anbn ⊆ Ln \ {r}. Por lo tanto, an y bn
están en la misma arco componente de X \ {r}, para cada n ≥ N . Aśı queda
demostrada la Afirmación 4.37.2.

Como anbn ⊆ Mn, para cada n ≥ N y {Mn}n∈N converge a M , existe una
subsucesión{ank

bnk
}k∈N convergente tal que ĺım

k→∞
ank

bnk
⊆ M . Además como

e1, e2 ∈ ĺım
k→∞

ank
bnk

, se sigue que M = e1e2 ⊆ ĺım
k→∞

ank
bnk

, luego, ĺım
k→∞

ank
bnk

=

M . Sea {qnk
}k∈N una sucesión convergente a r tal que qnk

∈ ank
bnk

, para cada
k ∈ N.

Finalmente, consideremos V un abierto en X tal que r ∈ V y e1, e2, e3 /∈ V .
Por la Proposición 4.36, existe V0 abierto arco conexo tal que r ∈ V0 ⊆ V . Por
otro lado como la sucesión {qnk

}k∈N converge a r, existe L ∈ N tal que qnk
∈ V0,

para cada k ≥ L. Como V0 es arco conexo, se sigue que el arco qnk
r ⊆ V0, para

cada k ≥ L. Observemos que ank
∈ qnk

r o bnk
∈ qnk

r, para cada k ≥ L, sin
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perder generalidad supongamos que bnk
∈ qnk

r, para cada k ≥ L. Se sigue que
e2 ∈ V0, lo cual es una contradicción a la elección de V0. Concluimos que X no
tiene la propiedad de Kelley por arcos. □

Lema 4.38. Sean X un dendroide y r ∈ R(X). Si U es un abierto tal que
U∩R(X) = {r}, entonces para cualesquiera x y y en la misma arco componente
de U \ {r} se tiene que los arcos xr y yr son comparables.

Demostración. Sea a(x) la arco componente de x en U \ {r}. Como y está
en la misma arco componente de U \ {r}, tenemos que y ∈ a(x), aśı el arco
xy ⊆ a(x) ⊆ U \ r. Consideremos el arco yr, como X es hereditariamente
unicoherente y xr ∩ xy ̸= ∅, se sigue que xr ∩ xy es un singular o un arco
contenido en U . Tenemos los siguientes dos casos:

Caso 1. xr∩xy es un singular. En este caso, tenemos que xr∩xy = {x}, luego,
como X es únicamente arco conexo, se sigue que yr = xr ∪ xy y aśı xr ⊆ yr.

Caso 2. xr ∩ xy es un arco. Probaremos que xr ∩ xy = xy, supongamos lo
contrario, es decir, existe z ∈ xr∩xy distinto de r, x e y tal que xr∩xy = xz.
Observemos que xr = xz ∪ zr y xy = xz ∪ zy, como zr ∩ zy = {z}, se sigue
que xz, zr y zy forman un triodo simple con vértice z contenido en U . Como
U ∩ R(X) = {r}, se sigue que z = r, aśı r ∈ a(x) ⊆ U \ {r}, lo cual es una
contradicción. Concluimos que xr ∩ xy = xy, aśı y ∈ xr, luego yr ⊆ xr. □

Proposición 4.39. Sea X un dendroide tal que R(X) ̸= ∅. Si X contiene un
punto de ramificación aislado de R(X), entonces X no tiene la propiedad de
Kelley por arcos.

Demostración. Hagamos la prueba por contradicción, supongamos que X
tiene la propiedad de Kelley por arcos. Sea r ∈ R(X) aislado de R(X), aśı
existe U un abierto en X tal que U ∩ R(X) = {r}. Por otro lado, ya que r ∈

R(X), existe T =
3⋃

i=1

Ai tal que Ai∩Aj = {r}, para cualesquiera i, j ∈ {1, 2, 3}.

Sin perder generalidad, supongamos que T ⊆ U . Sea ai ∈ Ai el punto extremo
de Ai distinto de r, para cada i ∈ {1, 2, 3}. Sea M = A1 ∪A2, sea {rn}n∈N una
sucesión convergente a r tal que rn ∈ A3 \{r}, para cada n ∈ N. Como X tiene
la propiedad de Kelley por arcos, existe una sucesión {Mn}n∈N convergente a
M tal que Mn ∈ Arcos(rn, X), para cada n ∈ N. Como a1, a2 ∈ U y A3 es un
cerrado, existen abiertos U1 y U2 tales que:

(1) a1 ∈ U1 y a2 ∈ U2.

(2) U1 ∩ U2 = ∅.

(3) U1 ∩ A3 = ∅ y U2 ∩ A3 = ∅.

Dado que la sucesión {Mn}n∈N converge a M existe N ∈ N tal que Mn ∈ ⟨U⟩,
Mn ∩ U1 ̸= ∅ y Mn ∩ U2 ̸= ∅, para cada n ≥ N .

Afirmación 4.39.1. Existe k ≥ N , tal que r ∈Mn, para cada n ≥ k.
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Prueba de la Afirmación 4.39.1. Supongamos lo contrario, para todo n ≥ N ,
r ∈ Mn. Como X es hereditariamente unicoherente, tenemos que Mn ∩ A3 es
un subcontinuo de X. Como Mn y A3 están contenidos en U , se sigue que Mn

y A3 no contienen puntos de ramificación distintos de r, luego Mn ∩ A3 es un
arco, para cada n ≥ N , aśı Mn ∪ A3 es un arco, para cada n ≥ N . Se sigue
que a3 ∈ Mn ∩ A3, para cada n ≥ N , luego a3 ∈ Mn, para cada n ≥ N , y
aśı a3 ∈ M , lo cual es una contradicción, por lo tanto existe k ≥ N , tal que
r ∈Mn, para cada n ≥ k. Con lo que queda demostrada la Afirmación 4.39.1.

Como {Mn}n∈N converge a M , existen subsucesiones {bn}n≥k y {cn}n≥k con-
vergentes a a1 y a2, respectivamente, tales que bn ∈ U1 y cn ∈ U2, para cada
n ≥ k.

Afirmación 4.39.2. Existe k1 ≥ k tal que r no es punto extremo de Mn, para
cada n ≥ k1.

Prueba de la Afirmación 4.39.2. Supongamos lo contrario, es decir, que r es
un punto extremo deMn, para cada n ≥ N . Luego, r, rn ∈Mn∩A3, para cada
n ≥ k y U no contiene puntos de ramificación distintos de r. Por el Lema 4.38,
Mn y A3 son comparables, para cada n ≥ k. Por otro lado, como Mn ∩U1 ̸= ∅
y Mn ∩ U2 ̸= ∅, para cada n ≥ k, tenemos que A3 ⊆ Mn, para cada n ≥ k, se
sigue que A3 ⊆M lo cual es una contradicción. Aśı, existe k1 ≥ k tal que r no
es punto extremo de Mn, para cada n ≥ k1, con lo que queda demostrada la
Afirmación 4.39.2.

Afirmación 4.39.3. Existe k2 ≥ k1 tal que cnbn ⊆ U \ {r}, para cada n ≥ k2.

Prueba de la Afirmación 4.39.3. Supongamos que r ∈ cnbn, para cada n ≥ k1.
Más aún, r no es punto extremo del arco cnbn, para cada n ≥ k1, aśı cn y bn
no están en la misma arco componente de U \ {r}, luego, cn está en la misma
arco componente de rn en U \ {r} o bn está en la misma arco componente de
rn en U \ {r}, para cada n ≥ k1. Sin perder generalidad, supongamos que cn
está en la misma arco componente de rn en U \ {r}, para cada n ≥ k1. Aśı
por la Afirmación 4.39.2, tenemos que cnr y A3 son comparables, para cada
n ≥ k1, es decir, cnr ⊆ A3 o A3 ⊆ cnr, para cada n ≥ k1. Si cnr ⊆ A3, para
cada n ≥ k1, entonces cn ∈ A3, lo cual contradice la elección de cn, para cada
n ≥ k1. Por otro lado, si A3 ⊆ cnr, para cada n ≥ k1, se sigue que A3 ⊆M , lo
cual es una contradicción a la elección de M . Por lo tanto, existe k2 ≥ k1 tal
que cnbn ⊆ U \ {r}, para cada n ≥ k2. Aśı queda demostrada la Afirmación
4.39.3.

Observemos que cnbn ⊆ Mn, para cada n ≥ k2, luego ĺım
n→∞

cnbn ⊆ M . Por

otro lado, por [6, Corolario 1], M = a1a2 ⊆ ĺım inf cnbn = ĺım
n→∞

cnbn, por lo

que ĺım
n→∞

cnbn = M . Sea {qn}n≥k2 sucesión convergente a r tal que qn ∈ cnbn,

para cada n ≥ k2. Por la Proposición 4.36, sabemos que X es localmente arco
conexo en r, aśı existe V0 abierto y arco conexo tal que r ∈ V0 ⊆ U \ {a1, a2}.
Luego, como {qn}n≥k2 converge a r, existe N1 ∈ N tal que qn ∈ V0, para cada
n ≥ N1. Como V0 es arco conexo, se sigue que qnr ⊆ V0, para cada n ≥ N1.
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Note que cn ∈ qnr o bn ∈ qnr, para cada n ≥ N1, aśı a1 ∈ V0 o a2 ∈ V0, lo cual
es una contradicción, concluimos que X no tiene la propiedad de Kelley por
arcos. □

Lema 4.40. Sea X un dendroide. Si X es suave en s ∈ X, entonces X es
localmente arco conexo en s.

Demostración. Sea s ∈ X tal que X es suave en s. Sea U un abierto en X tal
que s ∈ U . Sea V la arco componente de U que contiene a s. Probaremos que
V es un conjunto abierto en X. Sea q ∈ V y {qn}n∈N una sucesión convergente
a q. Como s, q ∈ V , tenemos que sq ⊂ V ⊂ U . Por otro lado, como X es suave
en s, se sigue que ĺım

n→∞
sqn = sq. Aśı existe N ∈ N tal que sqn ⊂ U , para cada

n ≥ N . Luego, como V es la arco componente de U que contiene a s se sigue
que qn ∈ V , para cada n ∈ N. Concluimos que V es un conjunto abierto. Por
lo tanto, X es localmente arco conexo en s. □

De los art́ıculos [7] y [18] sabemos que se puede definir un orden parcial sobre
los dendroides, adaptamos este concepto considerando dendroides suaves de la
siguiente forma:

Definición 4.41. Sea X un dendroide suave en s ∈ X, definimos una relación
≤s en X de la siguiente forma, para x, y ∈ X, diremos que x ≤s y, si x ∈ sy.
Diremos que x <s y, si x ≤s y y x ̸= y. Además, diremos que x y y son
comparables en X si x ≤s y o y ≤s x.

Tenemos los siguientes resultados conocidos.

Lema 4.42. Si X es un dendroide suave en s ∈ X, entonces ≤s es un orden
parcial.

Demostración. Sean x, y, z ∈ X.

(1) La relación ≤s es reflexiva: como x ∈ sx, se tiene que x ≤s x.

(2) La relación ≤s es antisimétrica: Supongamos que x ≤s y y y ≤s x. Como
x ∈ sy y y ∈ sx tenemos que sx ⊆ sy y sy ⊆ sx. Luego sx = sy y aśı
x = y.

(3) La relación ≤s es transitiva: Supongamos que x ≤s y y y ≤s z. Tenemos
que x ∈ sy y y ∈ sz. Además x ∈ sy ⊆ sz, por lo tanto x ≤s z.

Por lo tanto, la relación ≤s es un orden parcial. □

De ahora en adelante, dado un dendroide X suave en s ∈ X la notación ≤s

denotará un orden parcial en X respecto del punto s.

Lema 4.43. Sean X un dendroide suave en s ∈ X y x, y ∈ X. Si x ≤s y,
entonces para cada z ∈ xy, x ≤s z ≤s y.

Demostración. Sea z ∈ xy. Como x ≤s y, se tiene que x ∈ sy. Luego,
xy ⊆ sy y aśı z ∈ sy, por lo que z ≤s y. Para probar que x ≤s y, veamos que
sz = sx ∪ xz. Como sy es un arco y x ∈ sy, se tiene que sy = sx ∪ xy. Por
otro lado z ∈ xy, de aqúı se sigue que xz ⊆ xy. Notemos que sx ∩ sx = {x}.
Luego, sx ∪ xz es un arco en X con puntos extremos s y z. Como X es un
dendroide sz = sx ∪ xz. Por lo tanto x ∈ sz y aśı x ≤s z. □
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Lema 4.44. Sean X un dendroide suave en s ∈ X y x, y ∈ X. Si x ≤s y,
entonces para cada w, z ∈ xy, w y z son comparables.

Demostración. Como w ∈ xy, por el Lema 4.43 tenemos que x ≤s w ≤s y,
además tenemos que xy = xw ∪ wy. Como z ∈ xy se tiene que z ∈ xw o
z ∈ wy. Si z ∈ xw, entonces por el Lema 4.43, se tiene que x ≤s z ≤s w, aśı
z ≤s w. Ahora, si z ∈ wy, entonces por el Lema 4.43, se tiene que w ≤s z ≤s y,
aśı w ≤s z. Por lo tanto, w y z son comparables. □

Definición 4.45. Sean X un dendroide suave en s ∈ X y A un arco en X
con puntos extremos a y b. Diremos que A tiene doblez en x ∈ X, si x ∈ A,
x <s a y x <s b.

Observación 4.46. Si A tiene doblez en x, entonces x no es punto extremo
de A.

Lema 4.47. Sean X un dendroide suave, A un arco en X y x, y ∈ X. Si x y
y son puntos de doblez de A, entonces x = y.

Demostración. Sea s ∈ X punto de suavidad de X. Sean a y b puntos
extremos de A. Como x ∈ A tenemos que A = ax ∪ xb. Por otro lado, y ∈ A,
aśı y ∈ ax o y ∈ xb. Sin perder generalidad, supongamos que y ∈ ax. Por el
Lema 4.43, se tiene que x ≤s y ≤s a. Como y ∈ A, se tiene que A = ay ∪ yb,
aśı x ∈ ay o x ∈ yb. Si x ∈ ay, entonces por el Lema 4.43, y ≤s x ≤s a. Como
x ≤s y y y ≤s x implica que x = y. Si x ∈ yb, entonces por el Lema 4.43
y ≤s x ≤s b. Como x ≤s y y y ≤s x implica que x = y. □

Lema 4.48. Sean X un dendroide suave en s ∈ X y A un arco en X con
puntos extremos a y b. Entonces a y b no son comparables respecto de ≤s si y
sólo si A tiene doblez.

Demostración. Supongamos que a y b no son comparables respecto de ≤s.
Como X es un dendroide tenemos que sa∩ sb es un arco o es {s}. Si sa∩ sb =
{s}, entonces consideremos d = s. Si sa∩ sb es un arco, entonces d es el punto
extremo de sa∩sb distinto de s. En cualquiera de los dos casos ab = ad∪db. Se
tiene que d ∈ A. Probemos que d <s a y d <s b. Notemos que d ∈ sa y d ∈ sb,
aśı d ≤s a y d ≤s b. Si d = a, entonces a ∈ sb y aśı a y b son comparables, lo
cual es una contradicción, concluimos que d ̸= a. De forma similar se prueba
que d ̸= b. Luego d <s a y d <s b. Por lo tanto, A tiene doblez en d. Ahora
supongamos que A tiene doblez, aśı por el Lema 4.43, a y b no son comparables
respecto de ≤s. □

Lema 4.49. Sea X un dendroide suave. Sean A y B arcos en X con A ⊆ B.
Si A tiene doblez en x, entonces B tiene doblez en x.

Demostración. Sea s ∈ X punto de suavidad de X. Sean a y b los puntos
extremos de A, por el Lema 4.48, a y b no son comparables enX respecto de≤s.
Sean c y d los puntos extremos de B, supongamos que c y d son comparables,
luego c ≤s d o d ≤s c. Sin perder generalidad, supongamos que c ≤s d, como
a, b ∈ cd, por el Lema 4.44, a y b son comparables respecto de ≤s, lo cual es
una contradicción, concluimos que c y d no son comparables respecto de ≤s.
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Como sc∪sd es un dendroide tenemos que B = cd ⊂ sc∪sd, aśı a, b ⊂ sc∪sd,
se sigue que a ∈ sc o a ∈ sd y b ∈ sc o b ∈ sd. Sin perder generalidad,
supongamos que a ∈ sc, por el Lema 4.44, se tiene que b /∈ sc, aśı b ∈ sd. Note
que a ≤s c y b ≤s d. Como A tiene doblez en x, x <s a y x <s b, luego x <s c
y x <s d. Por otro lado, como A ⊂ B, se sigue que x ∈ B. Por lo tanto B tiene
doblez en x. □

Lema 4.50. Sea X un dendroide suave en s ∈ X. Sea A un arco en X con
doblez y con puntos extremos a y b. Si z ∈ X y a ≤s z, entonces A ⊂ bz.

Demostración. Sea z ∈ X que satisface a ≤s z. Notemos que {a} ⊂ A∩ az.
Probaremos que A ∩ az = {a}. Sea x ∈ A ∩ az. Como x ∈ az, por el Lema
4.43, a ≤s x ≤s z. Sea d ∈ X punto de doblez de A. Como d ∈ A tenemos que
A = ad ∪ db. Si x ∈ db, entonces por el Lema 4.43, tenemos que d ≤s x ≤s b.
Como d <s a, se sigue que d <s a ≤s x ≤s b, aśı a y b son comparables, lo
cual contradice el Lema 4.48. Concluimos que x /∈ bd. Luego x ∈ ad, entonces
por el Lema 4.43, d ≤s x ≤s a. Se tiene que a ≤s x y x ≤s a, aśı x = a. Por
lo tanto, A ∩ az = {a}. Como A y az son arcos cuya intersección es un punto
extremo de ambos, se sigue que A ∪ az = bz. Por lo tanto, A ⊂ bz. □

Lema 4.51. Sea X un dendroide suave en s ∈ X. Si x ∈ X no es punto
extremo de X, entonces existe y ∈ X tal que x <s y.

Demostración. Sea x ∈ X no es punto extremo de X. Sea M un arco en X
tal que x no es punto extremo de M . Sean a y b los puntos extremos de M .
Tenemos dos casos:

Caso I. a y b no son comparables respecto de ≤s.
Por el Lema 4.48, M tiene doblez en un punto d ∈ M . Como d ∈ M , se
sigue que M = ad ∪ db. Como x ∈ M tenemos que x ∈ ad o x ∈ db. Sin
perder generalidad, supongamos que x ∈ ad, como d <s a, por el Lema 4.43,
d ≤s x ≤s a. Como x no es punto extremo de M y a es punto extremo de M
tenemos que x ̸= a, aśı x <s a. Basta tomar y = a.

Caso II. a y b son comparables respecto de ≤s.
Sin perder generalidad, supongamos que a ≤s b. Como x ∈ M , por el Lema
4.43, a ≤s x ≤s b. Como x no es punto extremo de M y b es punto extremo
de M tenemos que b ̸= x, aśı x <s b. Basta tomar y = b.
Por lo tanto, existe y ∈ X tal que x <s y. □

Teorema 4.52. Sea X un dendroide. Si X tiene la propiedad de Kelley por
arcos, entonces X tiene conjunto de puntos extremos cerrado.

Demostración. Buscando una contradicción, supongamos que X tiene la
propiedad de Kelley por arcos y tiene conjunto de puntos extremos no cerrado.
Por el Teorema 4.33, X tiene la propiedad de Kelley, aśı por [10, Corollary 5]
X es suave. Sea s ∈ X punto de suavidad de X. Como X tiene conjunto de
puntos extremos no cerrado, existe {en}n∈N una sucesión en E(X) convergente
a p ∈ X \ E(X).

Para probar el teorema consideremos los siguientes dos casos:

Caso 1. Existe x ∈ X tal que p y x no son comparables respecto de ≤s.
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Por el Lema 4.51, existe y ∈ X tal que p <s y. Como p y x no son comparables,
por el Lema 4.48, el arco px tiene doblez. Por el Lema 4.50, se tiene que
px ⊂ xy. Sea A = xy, note que p ∈ A. ComoX tiene la propiedad de Kelley por
arcos, existe una sucesión {An}n∈N convergente a A tal que An ∈ Arcos(en, X),
para cada n ∈ N. Sean {xn}n∈N y {yn}n∈N sucesiones convergentes a x y y,
respectivamente, tales que xn, yn ∈ An, para cada n ∈ N. Como en es punto
extremo de An, para cada n ∈ N, se tiene que enxn ⊂ enyn o enyn ⊂ enxn.
Supongamos que existe {nk}k∈N una sucesión creciente en N tal que enk

xnk
⊂

enk
ynk

, para cada k ∈ N. Note que, para cada k ∈ N, synk
∪ senk

es un
subcontinuo de X y enk

, ynk
∈ synk

∪ senk
, aśı enk

ynk
⊂ synk

∪ senk
, luego

xnk
∈ synk

∪ senk
. Se sigue que x = ĺım

k→∞
xnk

∈ ĺım
k→∞

synk
∪ senk

= sy ∪ sp = sy.

Luego, x ∈ sy, tenemos que x ∈ sp o x ∈ py. Si x ∈ sp, entonces x y p son
comparables, lo cual es una contradicción. Por otro lado, si x ∈ py, entonces
py = px ∪ xy, más aún, px ∩ xy = {x}, lo cual contradice que px ⊂ xy.
Ahora, supongamos que existe {nk}k∈N una sucesión creciente en N tal que
enk

ynk
⊂ enk

xnk
, para cada k ∈ N. Note que, para cada k ∈ N, sxnk

∪ senk
es

un subcontinuo de X y enk
, xnk

∈ sxnk
∪ senk

, aśı enk
xnk

⊂ sxnk
∪ senk

, luego
ynk

∈ sxnk
∪ senk

. Se sigue que y = ĺım
k→∞

ynk
∈ ĺım

k→∞
sxnk

∪ senk
= sx ∪ sp.

Luego, y ∈ sx o y ∈ sp. Si y ∈ sx, entonces sy ⊂ sx, más aún, como p ∈ sy,
tenemos que p ∈ sx, luego p y x son comparables lo cual es una contradicción.
Por otro lado, si y ∈ sp, entonces y ≤s p, lo cual contradice que p <s y.

Caso 2. Para cada x ∈ X, p y x son comparables respecto de ≤s.

Tenemos los siguientes dos subcasos:

Subcaso 2.1. s = p.
Sea M un arco tal que p = s ∈ M y p no es punto extremo de M . Sean a
y b los puntos extremos de A. Note que p = s ≤s a y p = s ≤s b. Como
p ̸= a y p ̸= b tenemos que p <s a y p <s b, luego M tiene doblez en p,
aśı por el Lema 4.48, tenemos que a y b no son comparables respecto de ≤s.
Como X tiene la propiedad de Kelley por arcos, existe una sucesión {Mn}n∈N
convergente a M tal que Mn ∈ Arcos(en, X), para cada n ∈ N. Consideremos
sucesiones {an}n∈N y {bn}n∈N convergentes a a y b, respectivamente, tales que
an, bn ∈Mn, para cada n ∈ N. Sea {nk}k∈N una subsucesión creciente en N tal
que las sucesiones {enk

ank
}k∈N y {enk

bnk
}k∈N son convergentes en C(X). Como

enk
es punto extremo de Mnk

, para cada k ∈ N, se tiene que enk
ank

⊂ enk
bnk

o enk
bnk

⊂ enk
ank

, para cada k ∈ N. Sin perder generalidad, podemos suponer
que enk

ank
⊂ enk

bnk
, para cada k ∈ N y aśı ĺım

k→∞
enk

ank
⊂ ĺım

k→∞
enk

bnk
.

Afirmación 4.52.1. ĺım
k→∞

enk
bnk

⊂ sb.

Prueba de la Afirmación 4.52.1. Para cada k ∈ N, seaBk = senk
∪sbnk

. Observe
que enk

bnk
⊂ Bk, para cada k ∈ N. Luego ĺım

k→∞
enk

bnk
⊂ ĺım

k→∞
Bk = ĺım

k→∞
senk

∪
sbnk

, como X es suave en s tenemos que ĺım
k→∞

senk
∪ sbnk

= {s} ∪ sb = sb.

Luego, ĺım
k→∞

enk
bnk

⊂ sb. Aśı queda demostrada la Afirmación 4.52.1.

Note que a = ĺım
k→∞

ank
∈ ĺım

k→∞
enk

ank
⊂ ĺım

k→∞
enk

bnk
⊂ sb, luego a ∈ sb. Por

el Lema 4.43, tenemos que a ≤s b, aśı a y b son comparables, lo cual es una
contradicción.
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Subcaso 2.2. s ̸= p.

Notemos que s ≤s x, para cada x ∈ X, en particular s ≤s p y p ̸= s, aśı s <s p.
Por el Lema 4.51, existe y ∈ X tal que p <s y. Sea A = sy, aśı p ∈ A. Como
X tiene la propiedad de Kelley por arcos, existe {An}n∈N convergente a A tal
que An ∈ Arcos(en, X), para cada n ∈ N. Sean {sn}n∈N y {yn}n∈N sucesiones
convergentes a s y y, respectivamente, tales que sn, yn ∈ An, para cada n ∈ N.
Como X es suave en s ∈ X, por el Lema 4.40, X es localmente arco conexo
en s, luego existe V un abierto y arco conexo en X tal que s ∈ V y p /∈ V .

Afirmación 4.52.2. Si v ∈ V , entonces v <s p.

Prueba de la Afirmación 4.52.2. Sea v ∈ V . Supongamos que no se cumple que
v <s p, es decir, p ≤s v, aśı p ∈ sv. Como s ∈ V y V es arco conexo tenemos
que sv ⊂ V , aśı p ∈ clX(V ), lo cual es una contradicción. Queda demostrada
la Afirmación 4.52.2.

De la Afirmación 4.52.2, tenemos que V ⊂ sp. Como {sn}n∈N converge a s,
existe J ∈ N tal que sn ∈ V ⊂ sp \ {p}, para cada n ≥ J .

Afirmación 4.52.3. Existe K ∈ N tal que p <s en, para cada n ≥ K.

Prueba de la Afirmación 4.52.3. Supongamos lo contrario, es decir, para cada
K ∈ N existe n ≥ K tal que p <s en es falso, como p y en son comparables
respecto de ≤s se tiene que en ≤s p. Aśı, existe {nk}k∈N una sucesión creciente
en N tal que enk

≤s p, para cada k ∈ N. Como enk
es punto extremo de X, para

cada k ∈ N, se tiene enk
es punto extremo del arco sp, aśı enk

= s o enk
= p,

para cada k ∈ N. Como p no es punto extremo de X, se tiene que enk
= s,

para cada k ∈ N. Luego, s = ĺım
k→∞

enk
= p, lo cual es una contradicción, ya que

s ̸= p. Queda demostrada la Afirmación 4.52.3.

Afirmación 4.52.4. Existe L ∈ N tal que p <s yn, para cada n ≥ L.

Prueba de la Afirmación 4.52.4. Supongamos lo contrario, es decir, para cada
L ∈ N existe n ≥ L tal que p <s yn es falso, como p y yn son comparables
respecto de ≤s se tiene que yn ≤s p. Aśı, existe una sucesión creciente {nk}k∈N
en N tal que ynk

≤s p, para cada k ∈ N. Note que ynk
∈ sp, para cada k ∈ N,

aśı ĺım
k→∞

ynk
= y ∈ sp, luego y ≤s p lo cual es una contradicción ya que p <s y.

Queda demostrada la Afirmación 4.52.4.

Afirmación 4.52.5. Existe I ∈ N tal que yn /∈ ensn, para cada n ≥ I.

Prueba de la Afirmación 4.52.5. Supongamos lo contrario, es decir, para cada
I ∈ N existe n ≥ I tal que yn ∈ ensn. Aśı, existe una sucesión creciente
{nk}k∈N en N tal que ynk

∈ enk
snk

, para cada k ∈ N. Si nk ≥ J y nk ≥ K,
entonces snk

∈ sp y p <s enk
; aśı snk

≤s p y p <s enk
, por transitividad tenemos

que snk
<s enk

; como snk
∈ senk

, tenemos que ssnk
∪ enk

snk
= senk

. Luego,
y = ĺım

k→∞
ynk

∈ ĺım
k→∞

ssnk
∪ enk

snk
= ĺım

k→∞
senk

= sp, aśı y ≤s p, lo cual es una

contradicción ya que p <s y. Queda demostrada la Afirmación 4.52.5.
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Sea N = máx{J,K, L, I}. Como en es punto extremo deX, tenemos que que en
es punto extremo del An, por la Afirmación 4.52.5, tenemos que ensn ⊂ enyn,
para cada n ≥ N . Note que sn ∈ enyn, para cada n ≥ N , además sn <s p <s en,
aśı p ∈ ensn ⊂ enyn. Como sn <s p <s yn, se sigue que el arco enyn tiene doblez
en los puntos sn y p, para cada n ≥ N . Por el Lema 4.47, tenemos que p = sn,
para cada n ≥ N , lo cual es una contradicción, ya que sn ̸= p, para cada
n ≥ N .

De los Casos 1 y 2 se concluye que X tiene conjunto de puntos extremos
cerrado. □

Lema 4.53. Sea X un dendroide suave y E(X) el conjunto de puntos extremos

de X. Si s ∈ X es punto de suavidad de X, entonces X =
⋃

e∈E(X)

se.

Demostración. Como X es un dendroide y s, e ∈ X, tenemos que se ⊂ X,

luego
⋃

e∈E(X)

se ⊂ X. Veamos la contención contraria. Para cada w ∈ X, sea

Yw = {y ∈ X : w ≤s y}.

Afirmación 4.53.1. Para cada w ∈ X, Yw es compacto y no vaćıo.

Prueba de la Afirmación 4.53.1. Sea w ∈ X, tenemos que w ≤s w y aśı
Yw ̸= ∅. Probaremos que Yw es cerrado en X. Sea {yn}n∈N una sucesión en Yw
convergente a y ∈ X. Como X es suave en s ∈ X, tenemos que la sucesión
{syn}n∈N converge a sy. Por otro lado, como w ∈ syn, para cada n ∈ N,
se sigue que w ∈ sy, concluimos que y ∈ Yw. Por lo tanto, Yw es un conjunto
cerrado en el compacto X, concluimos que Yw es compacto. Queda demostrada
la Afirmación 4.53.1.

Sean x ∈ X y C una cadena no vaćıa en Yx.

Afirmación 4.53.2. C está acotado superiormente.

Prueba de la Afirmación 4.53.2. Sean c1 y c2 puntos en C, sin perder gene-
ralidad, supongamos que c1 ≤s c2. Probaremos que Yc2 ⊂ Yc1 . Si y ∈ Yc2 ,
entonces c2 ≤s y. Luego, por transitividad c1 ≤s y y aśı y ∈ Yc1 . Concluimos
que Yc2 ⊂ Yc1 . Sea Y = {Yc : c ∈ C}, como cualesquiera dos elementos de Y

son comparables respecto a la inclusión, se sigue que Y tiene la propiedad de

la intersección finita. Luego, existe x0 ∈
⋂
c∈C

Yc, y aśı c ≤s x0, para cada c ∈ C.

Queda probada la Afirmación 4.53.2.

Como cada cadena en Yx tiene una cota superior, por el axioma de elección
Yx tiene un elemento maximal y0. Probaremos que y0 es punto extremo de X.
Supongamos lo contrario, es decir y0 no es punto extremo de X, por el Lema
4.51, existe z ∈ X tal que y0 <s z, por transitividad x ≤s z aśı z ∈ Yx, lo cual
es una contradicción ya que y0 es un elemento maximal de Yx. Concluimos que
y0 ∈ E(X). Finalmente, como y0 ∈ Yx se tiene que x ≤s y0, aśı x ∈ sy0 ⊂⋃
e∈E(X)

se. □
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Lema 4.54. Si X es un dendroide suave y no es un arco, entonces |E(X)| > 2.

Demostración. Buscando una contradicción, supongamos que |E(X)| ≤ 2.

Sea s ∈ X un punto de suavidad de X. Por el Lema 4.53, X =
⋃

e∈E(X)

se. Sea

x ∈ X tal que x ̸= s, luego existe e1 ∈ E(X) tal que x ∈ se1. Note que e1 ̸= s,
ya que si e1 = s, entonces se1 = {s} y aśı x = s, lo cual es una contradicción.
Concluimos que e1 ̸= s. Ahora, como X no es un arco, sea y ∈ X \ se1. Aśı
existe e2 ∈ E(X) tal que y ∈ se2. Note que e2 ̸= e1, ya que si e2 = e1, entonces
se1 = se2 y aśı y ∈ se1 lo cual es una contradicción. Además e2 ̸= s, ya que
de lo contrario si e2 = s, entonces se2 = {s}, luego y = s y aśı y ∈ se1, lo cual
es una contradicción. Concluimos que e2 ̸= s. Como |E(X)| ≤ 2 se sigue que
E(X) = {e1, e2}. Por el Lema 4.53, tenemos que X = se1 ∪ se2. Como X es
un dendroide se tiene que se1 ∩ se2 es un arco o un singular. Si se1 ∩ se2 es un
arco, entonces X es un triodo simple, luego s es punto extremo de X, lo cual
es una contradicción ya que s /∈ E(X). Finalmente, si se1 ∩ se2 es un singular,
entonces X es un arco, lo cual es una contradicción. Por lo tanto, |E(X)| > 2.
□

Teorema 4.55. Sea X un dendroide. Si X tiene la propiedad de Kelley por
arcos, entonces X es un arco.

Demostración. Buscando una contradicción, supongamos que X tiene la
propiedad de Kelley por arcos y que X no es un arco. Por el Teorema 4.37,
X no es un abanico. Por el Teorema 4.52, tenemos que E(X) es un conjunto
cerrado. Por el Teorema 4.33, X tiene la propiedad de Kelley y aśı por [10,
Corollary 5] X es suave. Sea s ∈ X un punto de suavidad de X. Para cada
x ∈ X, sea Ex = {e ∈ E(X) : x ∈ se}.

Afirmación 4.55.1. Para cada x ∈ X, Ex es un conjunto cerrado y no vaćıo.

Prueba de la Afirmación 4.55.1. Sea x ∈ X. Por el Lema 4.53, se tiene que

X =
⋃

e∈E(X)

se, luego existe e ∈ E(X) tal que x ∈ se, aśı Ex ̸= ∅. Sea {en}n∈N

una sucesión en Ex convergente a e ∈ X. Note que e ∈ E(X). Como X es
suave en s, se tiene que la sucesión {sen}n∈N converge a se. Como x ∈ sen,
para cada n ∈ N, se tiene que x ∈ se y aśı e ∈ Ex. Por lo tanto Ex es un
conjunto cerrado. Queda probada la Afirmación 4.55.1.

Sea f : X → 2E(X) la función definida por f(x) = Ex, para cada x ∈ X.

Afirmación 4.55.2. Existe p ∈ X tal que f no es continua en p y p ̸= s.

Prueba de la Afirmación 4.55.2. Como X no es un abanico y no es un arco
|R(X)| ≥ 2. Sea r ∈ R(X) distinto de s. Por el Lema 4.53, existe e1 ∈ E(X)
tal que r ∈ se1. Como r ∈ R(X), existe t ∈ X distinto de r tal que rt ∩ se1 =
{r}. Por el Lema 4.53, existe e2 ∈ E(X) tal que t ∈ se2. Como r ∈ se1 y
r ∈ R(X), tenemos que r <s e1. Note que r ∈ st, como r ̸= t tenemos que
r <s t. Aśı el arco rt ∪ re1 tiene doblez en r. Como t ≤s e2, por el Lema
4.50, tenemos que te1 ⊂ e1e2. Como el arco rt ∪ re1 tiene doblez en r, por el
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Lema 4.49, el arco e1e2 tiene doblez en r. Como r ̸= s, tenemos que s <s r.
Por otro lado, si x ∈ e1e2, entonces x ∈ re1 o x ∈ re2, luego por el Lema
4.43, tenemos que r ≤s x. Se sigue que s /∈ e1e2. Sea A = e1e2, probaremos
que la función f |A no es continua. Supongamos lo contrario, es decir, f |A es
continua. Probaremos que f |A es una función constante. Primero veamos que
E(X) es totalmente disconexo, supongamos que Y es un subcontinuo de X no
degenerado, es decir, con más de un punto, contenido en E(X), aśı existen a
y b puntos en Y distintos. Luego, ab ⊂ Y ⊂ E(X). Si v ∈ ab \ {a, b}, entonces
v /∈ E(X), lo cual es una contradicción. Por tanto, Y es degenerado y aśı E(X)
es un conjunto totalmente disconexo. Como E(X) es un conjunto compacto
y totalmente disconexo se puede encajar en el conjunto de Cantor. Sean C el
conjunto de Cantor y g : E(X) → C un encaje, se tiene que 2g : 2E(X) → 2C la
función definida por 2g(F ) = g(F ), para cada F ∈ 2E(X), es un encaje. Luego,
2g◦f |A : A→ 2C es una función continua, aśı (2g◦f |A)(A) es un continuo en 2C,
por [26, Corollary 1] 2C es homeomorfo a C. Como 2C es totalmente disconexo,
se tiene que todo subcontinuo de 2C es degenerado. Como A es un continuo
y (2g ◦ f |A)(A) es conjunto singular de 2C, se tiene que (2g ◦ f |A)(A) = {C},
para algún C ∈ 2C. Para cada x ∈ A, 2g(f |A(x)) = C, luego g(f |A(x)) = C
y aśı f |A(x) = g−1(C). Por lo tanto, f |A es una función constante. Luego,
f |A(e1) = f |A(e2) y aśı {e1} = {e2}, lo cual es una contradicción ya que
e1 ̸= e2. Por lo tanto, f |A no es una función continua. Luego, existe p ∈ A tal
que f |A no es continua en p. Note que f no es continua en p. Como s /∈ A, se
tiene que p ̸= s. Queda probada la Afirmación 4.55.2.

Como f no es continua en p, existe {pn}n∈N una sucesión en X convergente a
p tal que {f(pn)}n∈N no converge a f(p), aśı la sucesión {Epn}n∈N no converge
a Ep. Tomando subsucesiones de ser necesario podemos suponer que {Epn}n∈N
es una sucesión convergente y que ĺım

n→∞
Epn ̸= Ep.

Afirmación 4.55.3. ĺım
n→∞

Epn ⊊ Ep.

Prueba de la Afirmación 4.55.3. Sea e ∈ ĺım
n→∞

Epn , aśı existe {en}n∈N una

sucesión convergente a e tal que en ∈ Epn , para cada n ∈ N. Como X es
suave en s, la sucesión {sen}n∈N converge a se, además pn ∈ sen, para cada
n ∈ N, se tiene que p ∈ se, luego e ∈ Ep. Como ĺım

n→∞
Epn ̸= Ep, se sigue que

ĺım
n→∞

Epn ⊊ Ep. Queda demostrada la Afirmación 4.55.3.

Afirmación 4.55.4. p no es punto extremo de X.

Prueba de la Afirmación 4.55.4. Si p es punto extremo de X, entonces Ep =
{p}. Como ĺım

n→∞
Epn ⊊ Ep, se sigue que ĺım

n→∞
Epn = ∅, lo cual es una contradic-

ción ya que ĺım
n→∞

Epn es un conjunto cerrado no vaćıo de X. Queda demostrada

la Afirmación 4.55.4.

Sea a ∈ Ep \ ĺım
n→∞

Epn .

Afirmación 4.55.5. Si {an}n∈N es una sucesión en X convergente a a, existe
N ∈ N tal que pn y an no son comparables respecto de ≤s, para cada n ≥ N .
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Prueba de la Afirmación 4.55.5. Supongamos lo contrario, es decir, para cada
N ∈ N, existe n ≥ N tal que pn ≤s an o an ≤s pn. Luego, existe una sucesión
creciente {nk}k∈N en N tal que ocurre uno de los siguientes dos casos:

Caso 5.1. Para cada k ∈ N, pnk
≤s ank

.

Consideremos una sucesión {ek}k∈N en X tal que ek ∈ Eank
, para cada k ∈ N.

Para cada k ∈ N, como pnk
≤s ank

y ank
≤s ek, por transitividad se tiene

que pnk
≤s ek, aśı pnk

∈ sek, luego ek ∈ Epnk
. Tomando subsucesiones de ser

necesario, supongamos que {ek}k∈N converge a e ∈ E(X). Como X es suave en
s, tenemos que {sek}k∈N converge a se. Note que a = ĺım

k→∞
ank

∈ ĺım
k→∞

sek = se.

Como a es punto extremo de X se tiene que a = e o a = s. Si a = e, entonces
a ∈ ĺım

n→∞
Epn , lo cual contradice que a ∈ Ep \ ĺım

n→∞
Epn . Si a = s, entonces

sa = {s}, como p ∈ sa se tiene que p = a, lo cual contradice la Afirmación
4.55.4.

Caso 5.2. Para cada k ∈ N, ank
≤s pnk

.

En este caso, para cada k ∈ N, tenemos que ank
∈ spnk

. Luego, a = ĺım
k→∞

ank
∈

ĺım
k→∞

spnk
= sp. Como a es punto extremo deX, se tiene que a es punto extremo

de sp aśı a = s o a = p. Si a = s, entonces a ≤s p, lo cual contradice que
a ∈ Ep. Si a = p, entonces p ∈ E(X) lo cual contradice la Afirmación 4.55.4.
Queda demostrada la Afirmación 4.55.5.

Para probar el teorema consideremos los siguientes dos casos:

Caso 1. Existe b ∈ X tal que p y b no son comparables respecto de ≤s.

Como p y b no son comparables, por el Lema 4.48, el arco pb tiene doblez. Por
el Lema 4.50, se tiene que pb ⊂ ab. Sea A = ab, note que p ∈ A. Como X tiene
la propiedad de Kelley por arcos, existe una sucesión {An}n∈N convergente a
A tal que An ∈ Arcos(pn, X), para cada n ∈ N. Sea {an}n∈N una sucesión
convergente a a tal que an ∈ An, para cada n ∈ N. Por la Afirmación 4.55.5,
existe N ∈ N tal que pn y an no son comparables respecto de ≤s, para cada
n ≥ N . Luego por el Lema 4.48, para n ≥ N , existe dn ∈ X tal que dn
es doblez del arco pnan. Por el Lema 4.49, dn es doblez de An, para cada
n ≥ N . Para cada n ∈ N, sean xn y yn los puntos extremos de An. Sin
perder generalidad, podemos suponer que pn ∈ dnxn, para cada n ≥ N . Aśı,
an ∈ dnyn, para cada n ≥ N . Tomando subsucesiones de ser necesario, podemos
suponer que {xn}n∈N y {yn}n∈N convergen a x y y puntos en A. Observemos
que a = ĺım

n→∞
an ∈ ĺım

n→∞
syn = sy, como a es punto extremo de X, tenemos que

a = y.
Sea {bn}n∈N una sucesión convergente a b tal que bn ∈ An, para cada n ∈ N.

Afirmación 4.55.6. Existe K ∈ N tal que bk ∈ dkxk, para cada k ≥ K.

Prueba de la Afirmación 4.55.6. Supongamos que, para cada K ∈ N existe
k ≥ K tal que bk /∈ dkxk. Aśı existe una sucesión {kj}j∈N creciente en N
tal que bkj ∈ dkjykj ⊂ sykj , para cada j ∈ N. Se sigue que b = ĺım

j→∞
bkj ∈

ĺım
j→∞

sykj = sy = sa. Como a ∈ Ep tenemos que p ∈ sa. Por el Lema 4.44,

p y b son comparables, lo cual es una contradicción. Queda demostrada la
Afirmación 4.55.6.
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Notemos que la subsucesión {bk}k≥K de {bn}n∈N converge a b. Luego, b =
ĺım
k→∞

bk ∈ ĺım
k→∞

dkxk ⊂ ĺım
k→∞

sxk = sx. Aśı b ∈ sx. Por otro lado, p = ĺım
k→∞

pnk
∈

ĺım
k→∞

dnk
xnk

⊂ ĺım
k→∞

sxnk
= sx. Por el Lema 4.44, se sigue que p y b son compa-

rables lo cual es una contradicción.

Caso 2. Para cada b ∈ X, p y b son comparables respecto de ≤s.

Recordemos que a ∈ Ep \ ĺım
n→∞

Epn . Sea A = sa. Como X tiene la propiedad

de Kelley por arcos, existe una sucesión {An}n∈N convergente a A tal que
An ∈ Arcos(pn, X), para cada n ∈ N. Sea {an}n∈N una sucesión convergente a
a tal que an ∈ An, para cada n ∈ N.

Afirmación 4.55.7. Existe I ∈ N tal que p <s an, para cada n ≥ I.

Prueba de la Afirmación 4.55.7. Supongamos lo contrario, es decir, para cada
I ∈ N existe n ≥ I tal que p <s an es falso, como p y an son comparables
respecto de ≤s se tiene que an ≤s p. Aśı, existe {nk}k∈N una sucesión creciente
en N tal que ank

≤s p, para cada k ∈ N. Note que ank
∈ sp, para cada k ∈ N,

aśı ĺım
k→∞

ank
= a ∈ sp, luego a ≤s p lo cual es una contradicción ya que p <s a.

Queda demostrada la Afirmación 4.55.7.

Afirmación 4.55.8. Existe M ∈ N tal que p <s pn, para cada n ≥M .

Prueba de la Afirmación 4.55.8. Supongamos lo contrario, es decir, para cada
M ∈ N existe n ≥ M tal que p <s pn es falso, como p y pn son comparables
respecto de ≤s se tiene que pn ≤s p. Aśı, existe {nk}k∈N una sucesión creciente
en N tal que pnk

≤s p, para cada k ∈ N. Luego Ep ⊂ Epnk
, para cada k ∈ N, aśı

Ep ⊂ ĺım
k→∞

Epnk
, lo cual contradice la Afirmación 4.55.3. Queda demostrada la

Afirmación 4.55.8.

Como X es suave en s, por el Lema 4.40, X es localmente arco conexo en s,
existe V un abierto arco conexo en X tal que s ∈ V y p /∈ V .

Afirmación 4.55.9. Si v ∈ V , entonces v <s p.

Prueba de la Afirmación 4.55.9. Sea v ∈ V . Supongamos que no se cumple
que v <s p, es decir, p ≤s v, aśı p ∈ sv. Como s ∈ V y V es un subcontinuo
de X tenemos que sv ⊂ V , aśı p ∈ V , lo cual es una contradicción. Queda
demostrada la Afirmación 4.55.9.

De la Afirmación 4.55.9, tenemos que V ⊂ sp. Sea {sn}n∈N una sucesión
convergente a s tal que sn ∈ An, para cada n ∈ N. Luego, existe J ∈ N tal
que sn ∈ V ⊂ sp \ {p}, para cada n ≥ J . Como V es arco conexo tenemos que
ssn ⊂ V ⊂ sp \ {p}, para cada n ≥ J . Por la Afirmación 4.55.5, existe N ∈ N
tal que pn y an no son comparables respecto de ≤s, para cada n ≥ N . Luego
por el Lema 4.48, para n ≥ N , existe dn ∈ X tal que dn es doblez del arco
pnan. Para cada n ∈ N, sean xn y yn los puntos extremos de An. Por el Lema
4.49, dn es doblez de An, para cada n ≥ N . Como sn ∈ An, para cada n ≥ N ,
se tiene que dn ≤s sn, aśı dn ∈ ssn ⊂ sp \ {p}. Sea L = máx{I,M, J,N}. Por
las Afirmaciones 4.55.7, 4.55.8 y 4.55.9, para cada n ≥ L, dn <s p <s pn y
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dn <s p <s an, se sigue que el arco pnan tiene doblez en los puntos dn y p, para
cada n ≥ L. Por el Lema 4.47, tenemos que p = dn, para cada n ≥ L, lo cual
es una contradicción, ya que dn ̸= p, para cada n ≥ N .
De los Casos 1 y 2, tenemos que X es un arco. □

Como con consecuencia de los Teoremas 4.7 y 4.55 obtenemos una caracteri-
zación del arco.

Corolario 4.56. Sea X un dendroide. Entonces X es un arco si y sólo si X
tiene la propiedad de Kelley por arcos.



Caṕıtulo 5

La propiedad de Kelley por
arcos en compactaciones
métricas del rayo

Del Teorema 4.15 en la clase de las gráficas finitas solo los arcos y las curvas
cerradas simples tienen la propiedad de Kelley por arcos; por otro lado, del
Corolario 4.56 en la clase de los dendroides solo los arcos tienen la propiedad
de Kelley por arcos. El siguiente resultado muestra otro continuo que tiene la
propiedad de Kelley por arcos el cual no es dendroide ni gráfica finita.

Teorema 5.1. El continuo sen( 1
x
) tiene la propiedad de Kelley por arcos.

Demostración. Sean Y = {0}× [−1, 1] yW = {(x, sen( 1
x
)) : x ∈ (0, 1]}. Sea

X = Y ∪W el continuo sen( 1
x
). Sea p ∈ X, tenemos los siguientes dos casos:

Caso 1. p ∈ W . Tenemos los siguientes subcasos:

Subcaso 1.1. p = (1, sen(1)).

Sean A ∈ Arcos(p,X) y {pn}n∈N una sucesión en X convergente a p. Obser-
vemos que existe k ∈ N tal que, para todo n ≥ k, pn ∈ W . Notemos que si
A = {p}, entonces basta considerar la sucesión {{pn}}n∈N la cual converge a
A. Supongamos que A es un arco, tenemos que A = wp, para algún w ∈ W .
Sea ε = d(p, w), como la sucesión {pn}n∈N converge a p, existe N ∈ N tal
que para toda n ≥ N , pn ∈ B(p, ε

2
), como B(p, ε

2
) ⊆ A, tenemos que pn ∈ A,

para cada n ≥ N . Se tiene que la subsucesión {pn}n≥N está contenida en A y
converge a p, notemos que A ∈ Arcos(pn, X), para cada n ≥ N , luego, basta
considerar la sucesión {An}n∈N definida de la siguiente forma An = A, para
cada n ≥ N y An = {pn}, para cada n < N . Concluimos que la sucesión
{An}n∈N converge a A. Por lo tanto, X tiene la propiedad de Kelley por arcos
en el punto (1, sen(1)).

Subcaso 1.2. p ∈ W \ {(1, sen(1))}.
Sea A ∈ Arcos(p,X) y {pn}n∈N una sucesión en X convergente a p. Suponga-
mos que A = w1w2 con w1, w2 ∈ W . Tenemos los siguientes dos casos:

(1. 2. 1) p ∈ {w1, w2}. Sin perder generalidad, supongamos que p = w1, sea
ε = d(w1, w2), como la sucesión {pn}n∈N converge a p, existe N ∈ N, tal que
d(pn, p) <

ε
2
, para cada n ≥ N . Aśı basta considerar una sucesión {An}n∈N

85
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definida como sigue An = pnw2, para cada n ≥ N y An = {pn}, para cada n <
N . Por lo tanto, la sucesión {An}n∈N converge a A tal que An ∈ Arcos(pn, X),
para cada n ∈ N.
(1. 2. 2) p /∈ {w1, w2}. Sea ε = mı́n{d(w1, p), d(w2, p)}, como {pn}n∈N converge
a p, existeN ∈ N tal que para toda n ≥ N , d(pn, p) <

ε
2
, luego, basta considerar

la sucesión {An}n ∈ N definida por An = A, para cada n ≥ N y An = {pn},
para n < N . Por lo que la sucesión {An}n∈N converge a A.

Caso 2. p ∈ Y .

Sean A ∈ Arcos(p,X) y {pn}n∈N una sucesión convergente a p en X. Note-
mos que Arcos(p,X) = Arcos(p, Y ). Si pj ∈ Y , para algún j ∈ N, entonces
Arcos(pj, X) = Arcos(pj, Y ). Supongamos que existe n ∈ N, tal que pn ∈ Y ,
para cada n ≥ N , por el Teorema 4.7, como Y es un arco, entonces tiene la
propiedad de Kelley por arcos, aśı existe una sucesión {Bn}n∈N convergente a
A tal que Bn ∈ Arcos(pn, X), para cada n ∈ N. Por otro lado, supongamos
que existe k ∈ N tal que para cada n ≥ k, pn ∈ W . Tenemos los siguientes
subcasos:

Subcaso 2.1. A = {p}. En este caso basta considerar la sucesión {{pn}}n∈N la
cual converge a A.

Subcaso 2.2. A es un subarco propio de Y . Como X tiene la propiedad de
Kelley, existe {An}n∈N una sucesión convergente a A tal que An ∈ C(pn, X),
para cada n ∈ N.

Afirmación 5.1.1. Existe N ∈ N tal que, para toda n ≥ N , An ∈ Arcos(pn, X).

Prueba de la Afirmación 5.1.1. Observemos que An ∈ C(X), aśı An es homeo-
morfo a X o es un arco o un singular. Supongamos que An no es arco, para
cada n ∈ N, se sigue que An es homeomorfo a X o un singular. Observemos
que si An es un singular, para cada n ∈ N, entonces An = {pn}, para cada
n ∈ N, luego {An}n∈N converge a {p} ̸= A lo cual es una contradicción. Por
otro lado, si An es homeomorfo a X, para cada n ∈ N y como An es subconti-
nuo de X, se sigue que Y ⊆ ĺım

n→∞
An = A, implica que Y = A, lo cual también

es una contradicción. Se sigue que existe N ∈ N tal que para todo n ≥ N ,
An ∈ Arcos(pn, X), con lo cual queda demostrada la Afirmación 5.1.1.

Luego, existe {Bn}n∈N una sucesión convergente aA tal queBn ∈ Arcos(pn, X),
para cada n ∈ {1, . . . , N − 1} y Bn = An, para cada n ≥ N . Luego, Bn ∈
Arcos(pn, X), para cada n ∈ N.

Subcaso 2.3. A = Y . Como para toda n ≥ k, pn ∈ W . Consideremos la
subsucesión {pn}n≥k, se tiene que la subsucesión {pn}n≥k converge a p. Sean
{tm}m∈N y {rm}m∈N sucesiones en (0, 1) tales que tm = 2

(4m+1)π
y rm = 2

(4m−1)π
,

para cada m ∈ N. Note que sen( 1
tm
) = 1 y sen( 1

rm
) = −1, para cada m ∈ N;

sean xm = (tm, sen(
1
tm
)) y wm = (rm, sen(

1
rm

)), para cada m ∈ N, claramente
las sucesiones {xm}m∈N y {wm}m∈N convergen a los puntos (0, 1) y (0,−1),
respectivamente. Sea ρ : W → (0, 1] la proyección tal que ρ((x, sen( 1

x
))) = x.

Sin perder generalidad, supongamos que la subsucesión {pn}n≥k es tal que
ρ(pn) ≤ ρ(w1).



87

Note que, para toda n ≥ k, existe n ∈ N tal que pn ∈ An = xnwn. Observemos
que An = {(x, sen( 1

x
)) : x ∈ [rn, tn]} o An = {(x, sen( 1

x
)) : x ∈ [tn, rn]}.

Probaremos que la sucesión {An}n≥k converge a Y , por el Lema 1.32, basta
probar que ĺım supAn ⊆ Y y Y ⊆ ĺım inf An.

(a) ĺım supAn ⊆ Y .
Sea a ∈ ĺım supAn, se tiene que existen una subsucesión {Anu}u∈N y anu ∈
Anu , tal que la sucesión {anu}u∈N converge a a. Note que a ∈ Y o a ∈ W .
Observemos que, como anu ∈ Anu , para cada u ∈ N, se tiene que anu =
(xnu , sen(

1
xnu

)) con rnu ≤ xnu ≤ tnu o tnu ≤ xnu ≤ rnu por la forma en que se
definen rnu y tnu , se tiene que ĺım

u→∞
rnu = 0 y ĺım

u→∞
tnu = 0, luego ĺım

u→∞
xnu = 0.

De donde ĺım
u→∞

anu = a ∈ Y .

(b) Y ⊆ ĺım inf An.
Sea a ∈ Y , luego existe una sucesión {an}n∈N convergente a a tal que an ∈ W .
Sea {anj

}j∈N la subsucesión tal que ρ(anj
) ≤ ρ(w1). Se tiene que, para toda

anj
existen rnj

y tnj
tales que an(j) ∈ Anj

= rnj
tnj

. Luego, como {anj
}j∈N

es subsucesión de {an}n∈N se sigue que {anj
}j∈N converge a a, tenemos que

a ∈ ĺım inf An.

De (a) y (b) tenemos que Y = ĺım
n→∞

An. Basta considerar la sucesión {Mn}n∈N
definida como sigueMn = An, para cada n ≥ k y An = {pn}, para cada n < k.
La sucesión {Mn}n∈N converge a A y Mn ∈ Arcos(pn, X), para cada n ∈ N. □

Teorema 5.2. Si X es el ćırculo de Varsovia, entonces X no tiene la propiedad
de Kelley por arcos.

Demostración. Sean Y = {0} × [−2, 1], Z1 = [0, 1] × {−2}, Z2 = {1} ×
[−2, sen(1)] y W = {(x, sen( 1

x
)) : x ∈ (0, 1]}. Definimos X = Y ∪Z1 ∪Z2 ∪W

el ćırculo de Varsovia. Supongamos que X tiene la propiedad de Kelley por
arcos. Sean p = (0,−1), A = Y y {pn}n∈N la sucesión en X definida por
pn = (xn, sen(

1
xn
)) con xn = 2

(4n−1)π
, para cada n ∈ N. Note que la sucesión

{pn}n∈N converge a p. Como X tiene la propiedad de Kelley por arcos, existe
una sucesión {An}n∈N convergente a A tal que An ∈ Arcos(pn, X), para cada
n ∈ N. Sea ε = 1

4
, note que B((0,−2), ε) ∩ {pn}n∈N = ∅. Por otro lado,

como {An}n∈N converge a A, existe N ∈ N tal que, para toda n ≥ N , An ∩
B((0,−2), ε) ̸= ∅. Note que si an ∈ An ∩ B((0,−2), ε), entonces existe un
arco con puntos extremos an y pn, para cada n ≥ N . Luego, Z2 ⊆ An, para
cada n ≥ N . Luego, si consideramos la subsucesión {An}n≥N de {An}n∈N se
tiene que la sucesión {An}n≥N converge a A y aśı, Z2 ⊆ A, lo cual es una
contradicción ya que A ∩ Z2 = ∅. Concluimos que X no tiene la propiedad de
Kelley por arcos. □

Vamos a estudiar la propiedad de Kelley por arcos para compactaciones métri-
cas del rayo, para ello recordemos las siguientes definiciones.

Definición 5.3. Un rayo R es un espacio topológico homeomorfo al intervalo
semiabierto (0, 1].

Definición 5.4. Un espacio topológico compacto Y es una compactación
métrica del intervalo (0, 1] si existe un homeomorfismo h : (0, 1] → h((0, 1])
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⊆ Y tal que h((0, 1]) es denso en Y . Al homeomorfismo h se le llama encaje y
a X = Y \ h((0, 1]) se le denomina residuo.

Observación 5.5. Notemos que en la Definición 2.28, h((0, 1]) es un espacio
homeomorfo a (0, 1]. Aśı h((0, 1]) es un rayo.

Lema 5.6. Sea Y una compactación métrica del intervalo (0, 1] con residuo
X. Si Y tiene la propiedad de Kelley por arcos, entonces X tiene la propiedad
de Kelley por arcos.

Demostración. Sean p ∈ X, A ∈ Arcos(p,X) y {pn}n∈N una sucesión en X
convergente a p. Como {pn}n∈N es una sucesión en Y y Y tiene la propiedad
de Kelley por arcos, existe una sucesión {An}n∈N convergente a A tal que
An ∈ Arcos(pn, Y ), para cada n ∈ N. Notemos que An ∩ X ̸= ∅, para cada
n ∈ N, se sigue que An ∈ Arcos(pn, X), para cada n ∈ N, aśı X tiene la
propiedad de Kelley por arcos. □

Del Teorema 4.33 en la clase de los dendroides tenemos que la propiedad de
Kelley por arcos implica la propiedad de Kelley, veamos que esto mismo pasa
para las compactaciones métricas del rayo con residuo arco.

Teorema 5.7. Sea Y una compactación métrica del intervalo (0, 1] con residuo
X un arco. Si Y tiene la propiedad de Kelley por arcos, entonces Y tiene la
propiedad de Kelley.

Demostración. Sean p ∈ Y , B ∈ C(p, Y ) y {pn}n∈N una sucesión en Y
convergente a p. Probaremos que existe una sucesión {Bn}n∈N convergente a
B tal que Bn ∈ C(pn, Y ), para cada n ∈ N.

Observemos que B puede ser un singular, un arco o un espacio homeomorfo
a Y . Si B es un singular o un arco, entonces como Y tiene la propiedad de
Kelley por arcos, existe una sucesión {Bn}n∈N convergente a B, tal que Bn ∈
Arcos(pn, Y ), para cada n ∈ N. Ahora, supongamos que B es un espacio
homeomorfo a Y . Sean R = Y \X. Tenemos los siguientes dos casos:

Caso 1. p ∈ X. Observemos que X ⊆ int(B), aśı existe U un abierto en Y
tal que p ∈ U ⊆ B, como {pn}n∈N, existe N ∈ N tal que pn ∈ U , para cada
n ≥ N . Se sigue que pn ∈ B, para cada n ≥ N . Basta considerar la sucesión
{Bn}n∈N definida por Bn = {pn}, si n < N y Bn = B, para cada n ≥ N .

Caso 2. p ∈ B\X. Como p es un punto de conexidad local de Y , por el Teorema
4.3, se tiene que Y tiene la propiedad de Kelley en p, luego existe una sucesión
{Bn}n∈N convergente a B tal que Bn ∈ C(pn, Y ), para cada n ∈ N.
Concluimos que Y tiene la propiedad de Kelley. □

El siguiente resultado nos dice que el continuo sen( 1
x
) es la única compactación

del intervalo [0, 1) con residuo arco que tiene la propiedad de Kelley.

Teorema 5.8. [24, Teorema 16.28] Sea Y una compactación métrica del in-
tervalo (0, 1] con residuo X un arco. Entonces Y tiene la propiedad de Kelley
si y sólo si X es homeomorfo al continuo sen( 1

x
).
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Teorema 5.9. Sea Y una compactación métrica del intervalo (0, 1] con residuo
X un arco. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) Y tiene la propiedad de Kelley por arcos.
(2) Y es homeomorfo al continuo sen( 1

x
).

Demostración. Para la necesidad, supongamos que Y tiene la propiedad de
Kelley por arcos. Por el Teorema 5.7, Y tiene la propiedad de Kelley. Aśı, por
el Teorema 5.8, Y es homeomorfo al continuo sen( 1

x
). La suficiencia se sigue

del Teorema 5.1. □

Teorema 5.10. Sea Y una compactación métrica del intervalo (0, 1] con resi-
duo X una curva cerrada simple. Si Y tiene la propiedad de Kelley por arcos,
entonces Y tiene la propiedad Kelley.

Demostración. Sean p ∈ Y , B ∈ C(p, Y ) y {pn}n∈N una sucesión en Y
convergente a p. Probaremos que existe una sucesión {Bn}n∈N convergente a
B tal que Bn ∈ C(pn, Y ), para cada n ∈ N.

Observemos que B puede ser un singular, un arco, una curva cerrada simple o
un espacio homeomorfo a Y . Si B es un singular o un arco, entonces como Y
tiene la propiedad de Kelley por arcos, existe una sucesión {Bn}n∈N convergente
a B, tal que Bn ∈ Arcos(pn, Y ), para cada n ∈ N. Supongamos que B es un
espacio homeomorfo a Y . Tenemos los siguientes dos casos:

Caso 1. p ∈ X. Observemos que X ⊆ int(B), aśı existe U un abierto en Y
tal que p ∈ U ⊆ B, como {pn}n∈N, existe N ∈ N tal que pn ∈ U , para cada
n ≥ N . Se sigue que pn ∈ B, para cada n ≥ N . Basta considerar la sucesión
{Bn}n∈N definida por Bn = {pn}, si n < N y Bn = B, para cada n ≥ N .

Caso 2. p ∈ B\X. Como p es un punto de conexidad local de Y , por el Teorema
4.3, se tiene que Y tiene la propiedad de Kelley en p, luego existe una sucesión
{Bn}n∈N convergente a B tal que Bn ∈ C(pn, Y ), para cada n ∈ N.

Ahora, suponga que B es una curva cerrada simple, se sigue que B = X.
Tenemos los siguientes dos casos:

Caso 1. Para cada {pnk
}k∈N subsucesión de {pn}n∈N, {pnk

}k∈N está contenida
en X. Notemos que X ∈ clY (Arcos(p, Y )). Por la Proposición 4.22, existe una
sucesión de {Bn}n∈N convergente a B tal que Bn ∈ Arcos(pn, Y ), para cada
n ∈ N.
Caso 2. Existe una subsucesión {pnk

}k∈N de {pn}n∈N tal que {pnk
}k∈N ⊆ X.

Basta considerar la sucesión {Bn}n∈N tal que Bn es homeomorfo a Y y pn es
punto extremo de Bn. La sucesión {Bn}n∈N converge a B.

Concluimos que Y tiene la propiedad de Kelley. □

El resultado siguiente muestra que la única compactación con residuo curva
cerrada simple que tiene la propiedad de Kelley es (SP )1.

Teorema 5.11. [3, Teorema 4.1] Salvo homeomorfismos, existe una única
compactación del intervalo [0,∞) con residuo curva cerrada simple con la pro-
piedad de Kelley, a saber (SP )1.
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Figura 5.1: (SP )1 = S1 ∪ {(1 + 1
t
)(cos t, sen t) : t ∈ [2π,∞)}

Teorema 5.12. Si (SP )1 = S1 ∪ {(1 + 1
t
)(cos t, sen t) : t ∈ [2π,∞)}, entonces

(SP )1 tiene la propiedad de Kelley por arcos.

Demostración. Sean p ∈ (SP )1, A ∈ Arcos(p, (SP )1) y {pn}n∈N una suce-
sión en (SP )1 convergente a p. Probaremos que existe una sucesión {An}n∈N
convergente a A tal que An ∈ Arcos(pn, (SP )1), para cada n ∈ N. Sea d la
métrica en (SP )1. Tenemos los siguientes casos:

Caso 1. p ∈ {(1 + 1
t
)(cos t, sen t) : t ∈ [2π,∞)}. Tenemos los siguientes dos

subcasos:

Subcaso 1.1. p = (1+ 1
2π
, 0). Observemos queA = yp con y ∈ {(1+1

t
)(cos t, sen t) :

t ∈ [2π,∞)}. Sea ε = d(p, y). Observemos que B(p, ε
2
) ⊆ A. Como la sucesión

{pn}n∈N converge a p, existe un N ∈ N tal que pn ∈ B(p, ε
2
), para cada n ≥ N .

De esta forma basta considerar la sucesión {An}n∈N definida por An = pny,
para cada n ∈ N.
Subcaso 1.2. p ∈ {(1+ 1

t
)(cos t, sen t) : t ∈ [2π,∞)}\{(1+ 1

2π
, 0)}. Observemos

que A puede ser de dos formas, A = py para algún y ∈ {(1 + 1
t
)(cost, sent) :

t ∈ [2π,∞)} o A = y1y2 tal que y1, y2 ∈ {(1 + 1
t
)(cos t, sen t) : t ∈ [2π,∞)} y

p /∈ {y1, y2}. Si A = py, entonces basta considerar la sucesión de arcos {An}n∈N
definida por An = pny, para cada n ∈ N. Aśı que, supongamos que A = y1y2 y
p /∈ {y1, y2}. Sea ε = mı́n{d(p, y1), d(p, y2)}, como {pn}n∈N converge a p, existe
N ∈ N tal que pn ∈ B(p, ε), para cada n ≥ N . Basta considerar la sucesión
{An}n∈N definida por An = {pn} para cada n < N y An = A, para cada
n ≥ N . La cual converge a A.

Caso 2. p ∈ S1. Observemos que, si existe k1 ∈ N tal que pn ∈ S1, para cada
n ≥ k1, dado que S

1 tiene la propiedad de Kelley por arcos, existe una sucesión
{Bn}n∈N convergente a A tal que Bn ∈ Arcos(pn, S

1), para cada n ≥ k1. Aśı
basta considerar la sucesión {An}n∈N convergente a A definida por An = {pn},
para cada n < k1, y An = Bn, para cada n ≥ k1. Supongamos que existe
k2 ∈ N tal que pn ∈ {(1 + 1

t
)(cos t, sen t) : t ∈ [2π,∞)}, para cada n ≥ k2. Por
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el Teorema 5.11, (SP )1 tiene la propiedad de Kelley, luego, existe {Bn}n∈N
convergente a A tal que Bn ∈ C(pn, (SP )1), para cada n ∈ N.

Afirmación 5.12.1. Existe N ∈ N tal que Bn ∈ Arcos(pn, (SP )1), para cada
n ≥ N .

Prueba de la Afirmación 5.12.1. Observemos que Bn puede ser un singular,
un arco, una curva cerrada simple o un espacio homeomorfo a (SP )1, para
cada n ≥ N . Notemos que Bn no puede ser S1, para cada n ∈ N, ya que
pn ∈ {(1 + 1

t
)(cost, sent) : t ∈ [2π,∞)}, para cada n ≥ k2. Supongamos que

Bn no es un arco para cada n ∈ N. Aśı tenemos dos casos:

Subcaso 2.1. Bn es un singular, para cada n ∈ N. Como la sucesión {Bn}n∈N
convergente a A, se sigue que {p} = A, lo cual es una contradicción, ya que A
es arco.

Subcaso 2.2. Bn es homeomorfo a (SP )1, para cada n ∈ N. Se sigue que
S1 ⊆ Bn, para cada n ∈ N, aśı S1 ⊆ ĺım

n→∞
Bn = A ⊆ S1, es decir, A = S1,

lo cual contradice que A es un arco. Por lo tanto, existe N ∈ N tal que

Bn ∈ Arcos(pn, (SP )1), para cada n ≥ N . Con lo que queda demostrada la
Afirmación 5.12.1.

Luego, basta considerar las sucesión {An}n∈N convergente a A definida por
An = {pn}, para cada n < N y An = Bn, para cada n ≥ N .

Concluimos que (SP )1 tiene la propiedad de Kelley por arcos. □

Teorema 5.13. Sea Y una compactación métrica del intervalo (0, 1] con resi-
duo X una curva cerrada simple. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) Y tiene la propiedad de Kelley por arcos.

(2) Y es homeomorfo a (SP )1.

Demostración. Para la necesidad, supongamos que Y tiene la propiedad de
Kelley por arcos. Por el Teorema 5.10, Y tiene la propiedad de Kelley. Aśı,
por el Teorema 5.11, Y es homeomorfo a (SP )1. La suficiencia se sigue del
Teorema 5.12. □

Teorema 5.14. Sea Y una compactación métrica del intervalo (0, 1] con re-
siduo X una gráfica finita. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) Y tiene la propiedad de Kelley por arcos.

(2) Y es homeomorfo a sen( 1
x
) o al continuo (SP )1.

Demostración. Para la necesidad, supongamos que Y tiene la propiedad de
Kelley por arcos. Por el Lema 5.6, X tiene la propiedad de Kelley por arcos,
luego, por el Teorema 4.15, X es un arco o una curva cerrada simple. Se sigue
de los Teoremas 5.9 y 5.13, que Y es homeomorfo al continuo sen( 1

x
) o a (SP )1.

La suficiencia se sigue de los Teoremas 5.1 y 5.12. □

Teorema 5.15. Sea Y una compactación métrica del intervalo (0, 1] con re-
siduo X una dendroide. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) Y tiene la propiedad de Kelley por arcos.

(2) Y es homeomorfo al continuo sen( 1
x
).
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Demostración. Para la necesidad, supongamos que Y tiene la propiedad
de Kelley por arcos. Por el Lema 5.6, X tiene la propiedad de Kelley por
arcos. Por el Corolario 4.56, X es un arco. Se sigue del Teorema 5.9, que Y es
homeomorfo al continuo sen( 1

x
). La suficiencia se sigue del Teorema 5.1. □



Caṕıtulo 6

El hiperespacio KA(X) y la
propiedad de Kelley por arcos

En el Caṕıtulo 2, dados un continuo X y p ∈ X estudiamos algunas propieda-
des del hiperespacio Arcos(p,X). Dados un continuo X y A un subconjunto
de X tal que Arcos(p,X) es compacto, para cada p ∈ A, definimos la siguiente
colección:

KA(A,X) = {Arcos(p,X) : Arcos(p,X) es compacto, para cada p ∈ A}.

Denotaremos a KA(X,X) simplemente por KA(X). Al conjunto KA(X) lo
consideramos como subespacio de C(C(X)). En este caṕıtulo, vamos a explorar
la siguiente pregunta:

Pregunta 6.1. ¿Qué propiedades topológicas tiene el hiperespacio KA(A,X)?

En esta sección, estudiamos la compacidad de dicho hiperespacio.

Una función que está fuertemente relacionada con la propiedad de Kelley por
arcos es la que definimos a continuación.

Definición 6.2. Sean X un continuo y A un subconjunto de X tal que, para ca-
da p ∈ A, Arcos(p,X) es compacto. Definimos la función αA : A→ KA(A,X)
dada por αA(p) = Arcos(p,X), para cada p ∈ A.

Proposición 6.3. Sean X un continuo y A un subconjunto de X tal que, para
cada p ∈ A, Arcos(p,X) es compacto. La función αA : A → KA(A,X) dada
por αA(p) = Arcos(p,X), para cada p ∈ A, es biyectiva.

Demostración. Primero probemos que αA es una función inyectiva. Sean
p, q ∈ A tales que p ̸= q. Notemos que {p} ∈ Arcos(p,X) y {q} /∈ Arcos(p,X),
luego:

αA(p) = Arcos(p,X) ̸= Arcos(q,X) = αA(q),

aśı αA es inyectiva.

Ahora, probemos que αA es una función suprayectiva. Note que Arcos(p,X) ∈
KA(A,X), si p ∈ A. Luego, αA(p) = Arcos(p,X) y aśı, αA es suprayectiva.

Concluimos que la función αA es biyectiva. □

93
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Proposición 6.4. Sea X un continuo. Si A es un subconjunto tal que, para
cada p ∈ A, Arcos(p,X) es compacto, entonces la función α−1

A : KA(A,X) →
A definida por α−1

A (Arcos(p,X)) = p es continua.

Demostración. Sean {Arcos(pn, X)}n∈N una sucesión enKA(A,X) que con-
verge al punto Arcos(p,X) en KA(A,X). Como {pn} ∈ Arcos(pn, X), para
cada n ∈ N, se tiene que ĺım

n→∞
{pn} ∈ Arcos(p,X), dado que el hiperespacio

F1(X) es cerrado, se tiene que ĺım
n→∞

{pn} = {p}, de esta forma la sucesión

{pn}n∈N converge a p. Concluimos que la función α−1
A es continua. □

Definición 6.5. Sea X un continuo. Definimos el hiperespacio

K(X) = {C(p,X) : p ∈ X}.

En 1977, Roger W. Wardle prueba en [34, Teorema 2.2] que para un continuo
X la función κ : X → K(X) definida por κ(p) = C(p,X), para cada p ∈ X
es continua si y sólo si X tiene la propiedad de Kelley. Bajo esa temática,
tenemos la siguiente proposición.

Proposición 6.6. Si X es un arco, entonces la función αX : X → KA(X)
definida por αX(p) = Arcos(p,X), para cada p ∈ X, es continua.

Demostración. Observemos que cada subcontinuo de X es un arco, aśı
C(p,X) = Arcos(p,X). De esta forma la función αX = κ y como X tiene
la propiedad de Kelley, se sigue que la función αX es continua. □

Teorema 6.7. Sea X un continuo tal que M(X) es compacto. Entonces X
tiene la propiedad de Kelley por arcos si y sólo si la función αX : X → KA(X)
definida por αX(p) = Arcos(p,X), para cada p ∈ A, es continua.

Demostración. Como M(X) es compacto, por el Teorema 2.35, tenemos
que Arcos(p,X) es compacto, para cada p ∈ X, aśı la función αX está bien
definida.

Para la necesidad, supongamos que X tiene la propiedad de Kelley por arcos.
Sean p ∈ X y {pn}n∈N una sucesión en X convergente a p. Probaremos que la
sucesión {αX(pn)}n∈N converge a αX(p).

Sabemos que αX(pn) = Arcos(pn, X), para cada n ∈ N y αX(p) = Arcos(p,X).
Queremos probar que ĺım

n→∞
Arcos(pn, X) = Arcos(p,X). Por Lema 1.32, basta

probar que:

Arcos(p,X) ⊆ ĺım inf Arcos(pn, X) y ĺım supArcos(pn, X) ⊆ Arcos(p,X).

(1) Probemos que Arcos(p,X) ⊆ ĺım inf Arcos(pn, X).

Sea L ∈ Arcos(p,X). Como la sucesión {pn}n∈N converge a p y X tiene la
propiedad de Kelley por arcos, para cada n ∈ N, existe Ln ∈ Arcos(pn, X) tal
que la sucesión {Ln}n∈N converge a L y Ln ∈ Arcos(pn, X). Por la Proposición
1.31, tenemos que L ∈ ĺım inf Ln.

(2) ĺım supArcos(pn, X) ⊆ Arcos(p,X).
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Sea L ∈ ĺım supArcos(pn, X), entonces existe una subsucesión {Arcos(pnk
)}k∈N

de {Arcos(pn, X)}n∈N y Lnk
∈ Arcos(pnk

, X) tal que la sucesión {Lnk
}k∈N con-

verge a L. Observemos que L es un subcontinuo de X y ĺım
n→∞

Lnk
= L, como

M(X) es compacto se sigue que L ∈ M(X), más aún como {pnk
}k∈N converge

a p y pnk
∈ Lnk

, para cada k ∈ N, tenemos que L ∈ Arcos(p,X).

Por (1) y (2), ĺım
n→∞

Arcos(pn, X) = Arcos(p,X), es decir, {αX(pn)}n∈N converge

a αX(p) y aśı la función αX es continua.

Para la suficiencia, supongamos que la función α es continua. Sean p ∈ X,
M ∈ Arcos(p,X) y {pn}n∈N una sucesión en X convergente a p. Como la
función αX es continua, tenemos que {αX(pn)}n∈N converge a αX(p), es decir,
la sucesión {Arcos(pn, X)}n∈N converge a Arcos(p,X) en KA(X). Como M ∈
Arcos(p,X), para cada n ∈ N, existe Mn ∈ Arcos(pn, X) tal que la sucesión
{Mn}n∈N converge a M . Concluimos que X tiene la propiedad de Kelley por
arcos. □

Teorema 6.8. Sea X una dendrita. Entonces X es un arco si y sólo si la
función α : X → KA(X) definida por αX(p) = Arcos(p,X), para cada p ∈ X,
es continua.

Demostración. La necesidad se sigue de la Proposición 6.6. Para la sufi-
ciencia, por el Teorema 1.47, como X es una dendrita, tenemos que M(X) es
compacto. Además, supongamos que la función αX es continua, luego por el
Teorema 6.7, tenemos que X tiene la propiedad de Kelley por arcos. Aśı, por
el Teorema 4.16 tenemos que X es un arco. □

Conjuntando los resultados de este caṕıtulo obtenemos la siguiente caracteri-
zación del arco.

Teorema 6.9. Sea X una dendrita. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

(1) X es un arco.

(2) X tiene la propiedad de Kelley por arcos.

(3) La función αX : X → KA(X) definida por αX(p) = Arcos(p,X), para
cada p ∈ A, es continua.

(4) KA(X) es compacto.

Demostración. La equivalencia entre (1) y (2) es el Teorema 4.16. Como
X es dendrita por el Teorema 1.47, M(X) es compacto, luego la equivalencia
entre (2) y (3) es el Teorema 6.7. La equivalencia entre (1) y (3) es el Teorema
6.8. Basta probar que (1) es equivalente a (4). Para ver que (1) implica (4),
supongamos que X es un arco, por el Teorema 2.5, Arcos(p,X) es compacto,
para cada p ∈ X, aśı de la Proposición 6.3, tenemos que αX es biyectiva. Por
la Proposición 6.6, la función αX es continua. Aśı, αX es un homeomorfismo,
luego KA(X) es compacto. Ahora, para ver (4) implica (1), supongamos que
KA(X) es compacto. Por la Proposición 6.4, la función α−1

X es continua. Por
la Proposición 6.3, tenemos que la función α−1

X es biyectiva, luego α−1
X es un

homeomorfismo. De aqúı αX es continua. Como X es una dendrita, por el
Teorema 6.8, se sigue que X es un arco. □
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Caṕıtulo 7

La propiedad de Kelley por
medios

De forma similar al Caṕıtulo 4, inspirados en la Definición 4.1 y en el es-
tudio del hiperespacio de arcos en X que contienen a p como punto medio,
Medioµ(p,X), introducimos el siguiente concepto:

Definición 7.1. Sean X un continuo y µ una función de Whitney para C(X).
Diremos que X tiene la propiedad de Kelley por medios, si para cada
punto p ∈ X, para cada A ∈ Medioµ(p,X) y para cada sucesión {pn}n∈N
convergente a p, existe una sucesión {An}n∈N convergente a A tal que An ∈
Medioµ(pn, X), para cada n ∈ N.

Proposición 7.2. Si X es un continuo que no contiene arcos, entonces X
tiene la propiedad de Kelley por medios.

Demostración. Sea X un continuo que no contiene arcos. Notemos que
Medioµ(p,X) = {{p}}, para cada p ∈ X. Sean p ∈ X, A ∈ Medioµ(p,X) y
{pn}n∈N una sucesión en X convergente a p. Notemos que A = {p}, aśı basta
considerar la sucesión {{pn}}n∈N la cual converge a {p}. De donde X tiene la
propiedad de Kelley por medios. □

Corolario 7.3. El pseudoarco tiene la propiedad de Kelley por medios.

Teorema 7.4. La propiedad de Kelley por medios es una propiedad topológica
entre continuos.

Demostración. Sean X y Y continuos tal que X tiene la propiedad de
Kelley por medios. Sea h : X → Y un homeomorfismo. Probaremos que Y
tiene la propiedad de Kelley por medios. Sea µ una función de Whitney para
C(Y ). Consideremos y ∈ Y , B ∈ Medioµ(p, Y ) y {yn}n∈N una sucesión en
Y convergente a y. Como h es un homeomorfismo, tenemos que h−1(y) ∈ X
y h−1(B) ∈ Arcos(h−1(y), X). Sea C(h) : C(X) → C(Y ) la función definida
por C(h)(A) = h(A), se sabe que C(h) es un homeomorfismo, ya que h lo es.
Definamos γ : C(X) → [0, 1] tal que γ = µ ◦ C(h). Por el Lema 3.3, γ es una
función continua, más aún γ es una función de Whitney para C(X).

Afirmación 7.4.1. h−1(y) es punto medio de h−1(B) con respecto de γ.
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Prueba de la Afirmación 7.4.1. Como B ∈ Mediosµ(p,X), sean K y L arcos
en B tales que B = K ∪ L, K ∩ L = {y} y µ(K) = µ(L). Observemos
que h−1(B) = h−1(K ∪ L) = h−1(K) ∪ h−1(L), además h−1(K) ∩ h−1(L) =
h−1(K ∩L) = h−1({y}) = {h−1(y)}. Como h es un homeomorfismo, h−1(K) y
h−1(L) son arcos. Por otro lado, tenemos que

γ(h−1(K)) = µ(C(h)(h−1(K))) = µ(h(h−1(K))) = µ(K) = µ(L) =
µ(h(h−1(L))) = µ(C(h)(h−1(L))) = γ(h−1(L)).

Por lo que h−1(y) es punto medio de h−1(B) respecto de γ, y aśı queda demos-
trada la Afirmación 7.4.1.

Se sigue que h−1(B) ∈ Medioµ(h
−1(y), X), como X tiene la propiedad de

Kelley por medios, existe una sucesión {An}n∈N convergente a h−1(B) tal que
An ∈Medioµ(h

−1(yn), X), para cada n ∈ N.

Afirmación 7.4.2. h(An) ∈Medioµ(yn, Y ), para cada n ∈ N.

Prueba de la Afirmación 7.4.2. Como An ∈ Medio(h−1(yn), X), para cada
n ∈ N, existen Kn y Ln subcontinuos de An tales que An = Kn ∪ Ln, Kn ∩
Ln = {h−1(yn)} y γ(Kn) = γ(Ln), para cada n ∈ N. Notemos que h(An) =
h(Kn)∪h(Ln), h(Kn) y h(Ln) son subcontinuos de h(An), para cada n ∈ N. Por
otro lado, como γ(Kn) = γ(Ln), para cada n ∈ N, tenemos que µ(C(h)(Kn)) =
µ(C(h)(Ln)) y aśı, µ(h(Kn)) = µ(h(Ln)), para cada n ∈ N. Falta probar que
h(Kn)∩h(Ln) = {yn}, para cada n ∈ N. Observemos que h(h−1(yn)) ∈ h(Kn)∩
h(Ln), aśı yn ∈ h(Kn)∩h(Ln), para cada n ∈ N. Ahora, sea q ∈ h(Kn)∩h(Ln),
se sigue que h−1(q) ∈ h−1(h(Kn))∩h−1(h(Ln)), luego h

−1(q) ∈ Kn ∩Ln, luego
h−1(q) = h−1(yn), finalmente como h−1 es inyectiva, se tiene que q = yn, para
cada n ∈ N. Concluimos que h(Kn) ∩ h(Ln) = {yn}, para cada n ∈ N, aśı
h(An) ∈Medioµ(yn, Y ). Con lo que queda demostrada la Afirmación 7.4.2.

Por otro lado, como h es una función continua y la sucesión {An}n∈N es conver-
gente a h−1(B), se sigue que {h(An)}n∈N converge a B, por lo tanto, Y tiene
la propiedad de Kelley por medios. □

Teorema 7.5. Si X es un arco, entonces X tiene la propiedad de Kelley por
medios.

Demostración. Por el Teorema 7.4, basta considerar a X = [0, 1]. Sea
µ : C(X) → [0, 1] una función de Whitney para C(X). Sean p ∈ X, A ∈
Medioµ(p,X) y {pn}n∈N una sucesión en X convergente a p. Tenemos los si-
guientes dos casos:

Caso 1. p es punto extremo de X.

En este caso, por el Teorema 3.6, Medioµ(p,X) = {{p}}, luego A = {p},
entonces basta considerar {{pn}}n∈N la cual converge a A.

Caso 2. p no es punto extremo de X.

Notemos que p ∈ X \ {0, 1}. Sea r = mı́n{µ([0, p]), µ([p, 1])}, sin perder gene-
ralidad, supongamos que r = µ([0, p]), existe t ∈ (p, 1) tal que r = µ([p, t]).
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Sea R = [0, t], claramente R ∈ Medioµ(p,X), más aún, por el Lema 3.19,
sabemos que Medioµ(p,R) = Medioµ(p,X). Sea A ∈ Medioµ(p,R) tal que
A = [a, b], observemos que a ∈ [0, p] y b ∈ [p, t]. Sea ε = µ([a, p]), como la
sucesión {pn}n∈N converge a p, existe N ∈ N tal que pn ∈ [a, b], para cada
n ≥ N . Para cada n ≥ N , sea rn = mı́n{µ([a, pn]), µ([pn, b])}.

Afirmación 7.5.1. Si pnm ∈ {pn}n≥N tal que rnm = µ([a, pnm ]), entonces existe
una sucesión {Bnm}m∈N convergente a A tal que Bnm ∈Medioµ(pnm , X), para
cada m ∈ N.

Prueba de la Afirmación 7.5.1. Se tiene que existe qnm ∈ [pnm , b] tal que rnm =
µ([pnm , qnm ]). SeaBnm = [a, qnm ], claramenteBnm ∈Medioµ(pnm , X). Probare-
mos que la sucesión {Bnm}m∈N converge a A. Como A es un arco, por el [7, Co-
rolario 4], A es suave en cada uno de sus puntos, en particular en a, luego como
la sucesión {pnm}m∈N converge a p, la sucesión {[a, pnm ]}m∈N converge a [a, p].
Por otro lado, existe q ∈ [a, b] tal que la sucesión {qnm}m∈N converge a q, luego,
como A es suave en q, se tiene que la sucesión {[pnm , qnm ]}m∈N converge al arco
[p, q]. Además como µ es una función continua tenemos que {µ([pnm , qnm ])}m∈N
converge a µ([p, q]), aśı, dado que µ([a, pnm ]) = µ([pnm , qnm ]), se sigue que
µ([p, q]) = µ([a, p]) = µ([p, b]) y [p, q] ⊆ [p, b], se sigue que [p, q] = [p, b]. Luego
la sucesión {Bnm}m∈N converge a [a, b] = A.

Similarmente, si pnk
∈ {pn}n≥N tal que rnk

= µ([pnk
, b]), entonces existe una

sucesión {Bnk
}k∈N convergente a A tal que Bnk

∈ Medioµ(pnk
, X), para cada

k ∈ N. Queda demostrada la Afirmación 7.5.1.

Ahora, definimos la sucesión {An}n∈N como sigue: para cada n ∈ {1, . . . , N−1},
sea An = Bnm si rnm = µ([a, pnm ]) o An = Bnk

, si rnk
= µ([pnk

, b]), para cada
n ≥ N . Luego, {An}n∈N converge a A y An ∈ Arcos(pn, X), para cada n ∈ N.

□

Teorema 7.6. Si X es una curva cerrada simple, entonces X tiene la propie-
dad de Kelley por medios.

Demostración. Por el Teorema 7.4, basta considerar X = S1. Sea µ una
función de Whitney para C(X). Sean p ∈ X, A ∈ Medioµ(p,X) y {pn}n∈N
una sucesión en X convergente a p. Observemos que si A = {p}, entonces basta
considerar {{pn}}n∈N la cual converge a A. Supongamos que A es un arco con
puntos extremos a y b. SeanK y L arcos en A tales que A = K∪L,K∩L = {p}
y µ(K) = µ(L). Sea ε = µ(K), sin perder generalidad, supongamos queK = ap
y L = pb en A. Para ε

2
> 0, existe N ∈ N tal que pn ∈ A, para cada n ≥ N .

Sean {pnk
}n∈N la subsucesión de {pn}n∈N tal que pnk

∈ K. Para cada nk ∈ N,
consideremos qnk

∈ Rnk
= pnk

b arco en A tal que la sucesión {qnk
}n∈N converge

a q y µ(apnk
) = µ(pnk

qnk
). Observemos que la sucesión de arcos {aqnk

}n∈N es
una sucesión creciente, aśı de forma similar al Teorema 4.8, podemos probar
que la sucesión {aqnk

}n∈N converge a A.

De forma similar, para la subsucesión {pnl
}n∈N de {pn}n∈N tal que pnl

∈ L, exis-
te una sucesión de arcos {tnl

b}n∈N convergente a A tal que tnl
b ∈Medioµ(p,X).

Concluimos que existe una sucesión {An}n∈N convergente a A tal que An ∈
Medioµ(pn, X), para cada n ∈ N. □
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Proposición 7.7. Sean X un continuo y n ∈ N tal que n ≥ 3. Si X contiene
un n-odo simple libre, entonces X no tiene la propiedad de Kelley por medios.

Demostración. Sea µ una función de Whitney para C(X). Supongamos lo
contrario, es decir que X tiene la propiedad de Kelley por medios. Sean Y el
n-odo simple libre contenido enX y p el vértice de Y . Sean A1, . . . , An los arcos

en X tales que Y =
n⋃

i=1

An y Ai∩Aj = {p}, para cualesquiera i, j ∈ {1, . . . , n}.

Para toda i ∈ {1, . . . , n}, sea yi ∈ Ai el punto extremo de Ai, distinto de p. Sean
x1 ∈ A1\{p, y1} y x2 ∈ A2\{p, y2}, consideramos los arcos px1 y px2 contenidos
propiamente en A1 y A2, respectivamente, tales que µ(px1) = µ(px2). Sea
M = px1 ∪ px2 se sigue que M ∈ Medioµ(p,X), sea {pn}n∈N una sucesión
convergente a p tal que pn ∈ A3 \ {p, y3}. Como X tiene la propiedad de
Kelley por medios, existe {Mn}n∈N una sucesión convergente a M tal que
Mn ∈Medioµ(pn, X), para cada n ∈ N.

Como Y es un n-odo simple libre, tenemos que Y \E(Y ) es un conjunto abierto
en X. Sea U = ⟨Y \ E(Y )⟩, observemos que M ∈ U. Aśı, como {Mn}n∈N
converge a M , existe N ∈ N tal que Mn ∈ U, para cada n ≥ N . Se sigue que
Mn ⊆ Y \ E(Y ), para cada n ≥ N .

Afirmación 7.7.1. Existe l ∈ N tal que p ∈Mn, para cada n ≥ l.

Prueba de la Afirmación 7.7.1. Sea ε > 0 tal que B(x1, ε) ⊆ A1 \ {p, y1} y
B(x2, ε) ⊆ A2 \ {p, y2}, como {Mn}n∈N converge a M , existe N1 ∈ N, tal que

Mn ∩B(x1, ε) ̸= ∅ y Mn ∩B(x2, ε) ̸= ∅, para cada n ≥ N1.

Luego

Mn ∩ A1 ̸= ∅ y Mn ∩ A2 ̸= ∅, para cada n ≥ N1.

Observemos que Ai \ {p}, con i ∈ {1, . . . , n}, son las arcos componentes de
Y \ {p}, como B(x1, ε) ⊆ A1 \ {p, y1} y B(x2, ε) ⊆ A2 \ {p, y2}, se tiene que

Mn ∩ (A1 \ {p}) ̸= ∅ y Mn ∩ (A2 \ {p}) ̸= ∅, para cada n ≥ N1.

Como A1 \ {p} ≠ A2 \ {p}, se sigue que p ∈ Mn, para cada n ≥ N1. Sea
l = máx{N,N1}, de esta forma p ∈ Mn, para cada n ≥ l. Con lo cual queda
demostrada la Afirmación 7.7.1.

Finalmente, como Mn ∩ (A1 \ {p}) ̸= ∅, Mn ∩ (A2 \ {p}) ̸= ∅ y p ∈ Mn, para
cada n ≥ l, se sigue que Mn ⊆ A1 ∪ A2 \ {y1, y2}, esto implica que pn /∈ Mn,
para cada n ≥ l, lo cual es una contradicción ya que pn es punto medio de
Mn, para cada n ≥ N . Concluimos que X no tiene la propiedad de Kelley por
medios. □

El siguiente ejemplo muestra que la propiedad de Kelley no implica la propie-
dad de Kelley por medios.
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Ejemplo 7.8. Sea X un triodo simple. Por la Proposición 7.7, X no tie-
ne la propiedad de Kelley por medios. Por [24, Ejemplo (16.11)], X tiene la
propiedad de Kelley.

El siguiente ejemplo muestra que la propiedad de Kelley por medios no implica
la propiedad de Kelley por arcos ni la propiedad de Kelley.

Ejemplo 7.9. Sea P un pseudoarco, p ∈ P , Y un arco tal que p es punto
extremo de Y y P ∩ Y = {p}. Sea X = P ∪ Y , las siguientes afirmaciones se
cumplen

(1) X no tiene la propiedad de Kelley por arcos.

(2) X tiene la propiedad de Kelley por medios.

(3) X no tiene la propiedad de Kelley.

Demostración. El inciso (1) es la Proposición 4.17.
Ahora, probemos el inciso (2). Sea µ : C(X) → [0, 1] una función de Whitney
para C(X). Sea q ∈ X, tenemos los siguientes tres casos:

Caso 1. q ∈ Y \ {p}.
Notemos que Medio(q,X) = Medio(q, Y ), ya que {q} ∈ Y y si A es un arco
que tiene a q como punto medio, entonces A ⊆ Y . Sea M ∈ Medio(q,X) y
{qn}n∈N una sucesión en X convergente a q. Sea ε = d(p, q), como la sucesión
{qn}n∈N converge a q, existe N ∈ N tal que d(q, qn) <

ε
2
, para cada n ≥ N .

Se tiene que qn ∈ Y , para cada n ≥ N . Consideremos la subsucesión {qn}n≥N ,
la cual converge a q y está contenida en Y , como Y es un arco, en particular
tiene la propiedad de Kelley por medios, luego existe una sucesión {Mn}n≥N

convergente a M tal que Mn ∈ Medio(qn, X), para cada n ≥ N . Aśı, X tiene
la propiedad de Kelley por medios en q.

Caso 2. q ∈ P \ {p}.
Observemos que Medio(q,X) = {{q}}. Aśı, si {qn}n∈N es una sucesión con-
vergente a a, existe N ∈ N tal que qn ∈ P , para cada n ≥ N . Luego, la
subsucesión {qn}n≥N está contenida en P , luego, basta considerar la sucesión
{{qn}}n≥N la cual converge a {q}. Por lo tanto, X tiene la propiedad de Kelley
por medios en cada punto de P \ {p}.
Caso 3. q = p.
Observemos que Medio(q,X) = {{q}}, luego, si {qn}n∈N es una sucesión en
X convergente a a, basta considerar la sucesión {{qn}}n∈N la cual converge a
{q}.
De los Casos 1, 2 y 3, concluimos que X tiene la propiedad de Kelley por
medios.

Finalmente, probemos el inciso (3). Observamos que Y es un subcontinuo de
X tal que p ∈ Y . Sea {pn}n∈N una sucesión en X que converge a p tal que para
cada n ∈ N, pn ∈ P y la composante de pn en P es diferente de la composante
de p en P .
Supongamos que X tiene la propiedad de Kelley, en particular, X tiene la
propiedad de Kelley en p. Aśı, existe una sucesión de subcontinuos {Kn}n∈N
convergente a Y tal que pn ∈ Kn, para cada n ∈ N.
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Afirmación 7.9.1. existe N ∈ N tal que p ∈ Kn, para cada n ≥ N .

Prueba de la Afirmación 7.9.1. Sea x ∈ Y \{p}. Como Y \{p} es un subconjunto
abierto de X que contiene a x y {Kn}n∈N converge a Y , existe N ∈ N tal que
Kn ∩ (Y \ {p}) ̸= ∅, para cada n ≥ N . Notemos que {p} separa a Y \ {p}
y P \ {p} en X, se sigue que p ∈ Kn, para cada n ≥ N . Queda probada la
Afirmación 7.9.1.

Afirmación 7.9.2. Kn ∩ P es conexo, para cada n ≥ N .

Prueba de la Afirmación 7.9.2. Sean n ≥ N , U = Kn ∩ (Y \ {p}) y V =
Kn ∩ (P \ {p}). Notemos que U y V son subconjuntos abiertos de Kn \ {p},
Kn \ {p} = U ∪ V , U ∩ V = ∅, U ̸= ∅ y V ̸= ∅. Aśı, U y V está mutuamente
separados enKn\{p}. Por [25, Proposición 6.3], V ∪{p} es conexo. Observemos
que V ∪{p} = (Kn∩ (P \{p}))∪{p} = Kn∩P . Queda probada la Afirmación
7.9.2.

Finalmente, por la Afirmación 7.9.2, para cada n ≥ N , Kn ∩ P es un sub-
continuo de P . Como p, pn ∈ Kn ∩ P y los puntos p y pn están en diferentes
composantes de P , se sigue que Kn ∩ P = P . De donde P ⊂ ĺım

n→∞
Kn = Y ,

lo cual contradice que Y ∩ P = {p}. Por lo tanto, X no tiene la propiedad de
Kelley. □

El siguiente resultado proporciona una caracterización del arco y la curva ce-
rrada simple en la clase de las gráficas finitas.

Teorema 7.10. Sea X una gráfica finita. Entonces X tiene la propiedad de
Kelley por medios si y sólo si X es un arco o una curva cerrada simple.

Demostración. Para la necesidad, supongamos que X no es arco ni curva
cerrada simple y que X tiene la propiedad de Kelley por medios, por la Pro-
posición 1.8, se tiene que existe p ∈ X tal que ord(p,X) ≥ 3. Luego, por la
Proposición 4.14, tenemos que X contiene un n-odo simple libre. Aśı, por la
Proposición 7.7, X no tiene la propiedad de Kelley por medios, lo cual es una
contradicción. Concluimos que X es un arco o una curva cerrada simple. La
suficiencia se sigue del Teorema 7.5 y el Teorema 7.6. □

Teorema 7.11. Sea X una dendrita. Entonces X es un arco si y sólo si X
tiene la propiedad de Kelley por medios.

Demostración. Sea µ una función de Whitney para C(X). La necesidad
se sigue de la Proposición 7.5. Para probar la suficiencia, sea d una métrica
convexa para X. Supongamos que X tiene la propiedad de Kelley por medios
y que X no es un arco. Por [25, 8.40 (a)], existe un punto p en X tal que
ord(p,X) ≥ 3, luego existen arcos en X, A1, A2 y A3, tales que p es punto
extremo de Ai y Ai ∩ Aj = {p}, para cualesquiera i, j ∈ {1, 2, 3} distintos.
Sean ai ∈ Ai el punto extremo de Ai distinto de p, para cada i ∈ {1, 2, 3}. Sin
perder generalidad, supongamos que µ(A1) < µ(A2), aśı existe x ∈ A2 tal que
B1 = px arco en A2 y µ(A1) = µ(B1).

Sea M = A1∪B1, note que a1 y x son los puntos extremos de M . Sea {pn}n∈N
una sucesión en A3 \ {p, a3} convergente a p. Como X tiene la propiedad
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de Kelley por medios, existe {Mn}n∈N una sucesión convergente a M tal que
Mn ∈ Medio(pn, X), para cada n ∈ N. Para toda n ∈ N, sean xn y yn los
puntos extremos de Mn. Consideramos la función de puntos extremos E :
M(X) → F2(X). Como X es dendrita por el Lema 1.57, la función E es
continua. Luego la sucesión {E(Mn)}n∈N converge a E(M), es decir, la sucesión
{{xn, yn}}n∈N converge a {x, a1}. Sin perder generalidad, supongamos que la
sucesión {xn}n∈N converge a x y la sucesión {yn}n∈N converge a a1. Sea ε =
mı́n{d(a1, A3), d(x,A3), d(a1, x)}. Luego, existe N ∈ N tal que para todo n ≥
N , xn ∈ B(x, ε

2
) y yn ∈ B(a1,

ε
2
). Como d es una métrica convexa, se tiene

que B(a1,
ε
2
) y B(x, ε

2
) son conexos, de tal forma que para cada n ∈ N, existen

An = xnx y Bn = yna1 arcos en X tales que An ⊆ B(x, ε
2
) y Bn ⊆ B(a1,

ε
2
).

Probemos la siguiente afirmación:

Afirmación 7.11.1. Para cada n ≥ N , p ∈Mn.

Prueba de la Afirmación 7.11.1. Supongamos que existe k ≥ N tal que p /∈Mk.
Tenemos que Ak ∪ Bk ∪Mk es un conjunto conexo en X \ {p} que contiene
tanto a a1 como a x lo cual es una contradicción ya que p separa a a1 de x, es
decir, X \ {p} es disconexo. Aśı queda demostrada la Afirmación 7.11.1.

Sean Ua1 , Ux y Ua3 las componentes de los puntos a1, a2 y a3, respectivamente.
Como xn ∈ B(x, ε

2
), para cada n ≥ N y B(x, ε

2
) es un conexo, tenemos que

xn ∈ Ux, para cada n ≥ N . De forma similar se prueba que yn ∈ Ua1 , para
cada n ≥ N . Como pn ∈ A3 \ {p}, existe un arco Cn = pna3 ⊆ A3 \ {p}, para
cada n ∈ N. Aśı pn ∈ Ua3 , para cada n ≥ N . Se sigue que Mn es un arco
contiene a p tal que Mn ∩ Ua1 ̸= ∅, Mn ∩ Ua2 ̸= ∅ y Mn ∩ Ua3 ̸= ∅, lo cual es
una contradicción. Por lo tanto, X es un arco. □

Hemos visto que en las dendritas, tener un punto de ramificación implica que
el continuo no tiene la propiedad de Kelley por medios, sin embargo, exis-
ten continuos que no tienen puntos de ramificación y que tampoco tienen la
propiedad de Kelley por medios, como veremos a continuación.

Teorema 7.12. El continuo sen( 1
x
) tiene la propiedad de Kelley por medios.

Demostración. Sean X = Y ∪ W , donde Y = {0} × [−1, 1] y W =
{(x, sen 1

x
) : x ∈ (0, 1]} y µ una función de Whitney para C(X). Sean p ∈ X,

A ∈ Medioµ(p,X) y {pn}n∈N una sucesión convergente a p, tenemos los si-
guientes casos:

Caso 1. p ∈ {(0,−1), (0, 1), (1, sen(1))}.
Sabemos que si p ∈ {(0,−1), (0, 1), (1, sen(1))}, entonces para cada A ∈
Medioµ(p,X) tenemos que p es punto extremo de A. Sean A ∈Medioµ(p,X)
y {pn}n∈N es una sucesión convergente a p. Note que A = {p}, basta considerar
la sucesión {{pn}}n∈N la cual converge a A.

Observemos que, si A ∈Medioµ(p,X) tal que A = {p}, entonces como {pn}n∈N
basta considerar la sucesión {{pn}}n∈N la cual converge a A, de ahora en ade-
lante, supongamos que A es un arco en X.

Caso 2. p ∈ W \ {(1, sen(1))}.
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Supongamos que existe j ∈ N tal que para toda n ≥ j, pn ∈ W . Sean K y L
subcontinuos de A tales que A = K ∪ L, K ∩ L = {p} y µ(K) = µ(L), sea
ε = µ(K), como {pn}n∈N converge a p, existe N ∈ N tal que d(p, pn) < ε, para
cada n ≥ N , luego pn ∈ A, para cada n ≥ N . Consideremos la subsucesión
{pn}n≥N contenida en A, como A es un arco por el Teorema 3.6, A tiene la
propiedad de Kelley por medios, aśı existe {Bn}n∈N una sucesión convergente
a A tal que Bn ∈ Medioµ(pn, A), para cada n ≥ N . Como Medioµ(pn, A) ⊆
Medioµ(pn, X), se tiene que Bn ∈ Medioµ(pn, X), para cada n ≥ N . Ahora,
definimos la sucesión {An}n∈N como sigue: An = {pn}, para cada n < N
y An = Bn, para cada n ≥ N . Claramente, {An}n∈N es una sucesión que
converge a A tal que An ∈Medioµ(pn, X), para cada n ∈ N.
Caso 3. p ∈ Y \ {y1, y2} con y1 = (0, 1) y y2 = (0,−1).
Observemos que, si la sucesión {pn}n∈N está contenida en Y , dado que Y es
un arco por el Teorema 3.6, tenemos lo deseado. Aśı, supongamos que existe
j ∈ N tal que pn ∈ W , para cada n ≥ j. Como A ∈ Medioµ(p,X) es un
arco, existen K y L subcontinuos de A tales que A = K ∪ L, K ∩ L = {p} y
µ(K) = µ(L). Como A ⊆ Y , sin perder generalidad supongamos que K ⊆ py1
y L ⊆ py2. Sea ε = µ(K), como {pn}n∈N converge a p, existe N ∈ N tal que
d(p, pn) < ε y pn ∈ W , para cada n ≥ N . Sea e = (1, sen(1)). Para todo n ≥ N ,
sea Zn = Y ∪ {(t, sen(1

t
)) : t ∈ (0, tn] con (tn, sen(

1
tn
)) = pn} y Mn = pne el

arco contenido en W con puntos extremos pn y e. Como la sucesión {pn}n≥N

converge a p, sin perder generalidad, podemos suponer que µ(Zn) ≤ µ(Mn),
para cada n ≥ N . Se sigue que, como K ⊊ Zn, para cada n ≥ N , tenemos que
µ(K) < µ(Zn), para cada n ≥ N . Luego, µ(K) < µ(Mn), para cada n ≥ N .

Afirmación 7.12.1. Para todo n ≥ N , existen arcos Rn y Sn tales que Rn ⊆Mn,
Sn ∈ Zn y µ(Rn) = µ(K) = µ(Sn).

Prueba de la Afirmación 7.12.1. Observemos que {pn} ⊊ Mn y {pn} ⊊ Zn,
para cada n ≥ N . Como µ(K) ∈ [µ({pn}), µ(Mn)] y µ(K) ∈ [µ({pn}), µ(Zn)],
para cada n ≥ N , por el Lema 1.37, existen subcontinuos Rn y Sn, tales que
{pn} ⊆ Rn ⊆ Mn y {pn} ⊆ Sn ⊆ Zn. Claramente Rn es un arco, para cada
n ≥ N , probaremos que Sn es un arco contenido en Zn, para cada n ≥ N ,
supongamos que existe k ≥ N , tal que Sk no es un arco, tenemos que Sk es un
singular o es homeomorfo a Zk, como µ(Sk) = µ(K) > 0, se sigue que Sk no es
un singular, luego, como pk ∈ Sk y es homeomorfo a Zk, se tiene que Sk = Zk,
y aśı µ(Sk) > µ(K), lo cual es una contradicción. Aśı Sn es un arco, para cada
n ≥ N . De esta forma queda demostrada la Afirmación 7.12.1.

Observemos que Rn ∩ Sn = {pn}, para cada n ≥ N . Además que tanto Sn y
Rn, pueden ser como se muestra en la siguiente Figura 7.1:
Sean sn el punto extremo de Sn diferente de pn y rn el punto extremo de Rn

diferente de pn, para cada n ≥ N . Sea π2 : X → Y la proyección de X sobre
Y . Sean {Kn}n≥N y {Ln}n≥N las sucesiones definidas por:

Kn =

{
Rn, si π2(rn) ⊆ py1,
Sn, si π2(sn) ⊆ py1.

Ln =

{
Rn, si π2(rn) ⊆ py2,
Sn, si π2(sn) ⊆ py2.
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Figura 7.1: Arcos Sn y Rn

Aśı, {Kn}n≥N y {Ln}n≥N son sucesiones en C(X), podemos considerar subsu-
cesiones convergentes {Kni

}i∈N y {Lni
}i∈N de {Kn}n≥N y {Ln}n≥N , respecti-

vamente. Como la sucesión {Zn}n∈N converge a Y , tenemos que ĺım
n→∞

Sn ⊆ Y .

También se puede probar que la sucesión ĺım
n→∞

Rn ⊆ Y . Luego, ĺım
i→∞

Kni
⊆ Y

y ĺım
i→∞

Lni
⊆ Y . Además, por la forma en que se construyeron las sucesiones

{Kni
}i∈N y {Lni

}i∈N, se tiene que p, e1 ∈ ĺım
i→∞

Kni
, donde e1 = ĺım

i→∞
ki y ki

es el punto extremo de Kni
diferente de pni

, para cada i ∈ N. De modo que
e1 ∈ py1. De forma similar se prueba que e2 ∈ py2, con e2 = ĺım

i→∞
li y li es el

punto extremo de Kni
diferente de pni

. Luego, ĺım
i→∞

Kni
⊆ py1 y ĺım

i→∞
Lni

⊆ py2.

Tenemos que ĺım
i→∞

Kni
es un arco con puntos extremos p y e1, por otro lado,

ĺım
i→∞

Lni
es un arco con puntos extremos p y e2, como µ es una función continua

se sigue que µ( ĺım
i→∞

Kni
) = µ(K) y µ( ĺım

i→∞
Lni

) = µ(L), además, K y ĺım
i→∞

Kni

son comparables, de modo que ĺım
i→∞

Kni
= K, de forma similar se prueba que

ĺım
i→∞

Lni
= L. Aśı, existe N1 ∈ N, de modo que H(A,Bni

) ≤ ε, para cada

ni ≥ N1, donde Bni
= Kni

∪Lni
. Claramente Bni

∈Medioµ(pni
, X), para cada

ni ≥ N1. Sea {An}n∈N la sucesión definida como sigue: An = {pn}, para n < N1

y An = Bni
, si n ≥ N1, la cual converge a A y es tal que An ∈Medioµ(pn, X),

para cada n ∈ N. □

Teorema 7.13. Si X es el ćırculo de Varsovia, entonces X no tiene la pro-
piedad de Kelley por medios.

Demostración. Sean Y = {0} × [−2, 1], Z1 = [0, 1] × {−2}, Z2 = {1} ×
[−2, sen(1)] yW = {(x, sen( 1

x
)) : x ∈ (0, 1]}. Definimos X = Y ∪Z1∪Z2∪W el

ćırculo de Varsovia. Sea µ una función de Whitney para C(X). Sea p = (0,−1),
A ∈ Medioµ(p,X) tal que A es arco y {pn}n∈N la sucesión en X definida por
pn = (xn, sen(

1
xn
)) con xn = 2

(4n−1)π
, para cada n ∈ N. Note que la sucesión

{pn}n∈N converge a p. Como A es un arco, tenemos que A ⊆ {0} × [−2, 1].
Supongamos que X tiene la propiedad de Kelley por medios, luego, existe
una sucesión {An}n∈N convergente a A tal que An ∈ Medioµ(pn, X), para
cada n ∈ N. Sean a y b los puntos extremos de A, sin perder generalidad,
supongamos que b ∈ {0} × [−2, 1). Sea ε = d(b, p). Como la sucesión {An}n∈N
converge a A, existe N ∈ N tal que An ∩ B(b, ε) ̸= ∅, para cada n ≥ N . De
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forma similar, al Teorema 5.2, tenemos que Z2 ⊆ An, para cada n ≥ N , luego
Z2 ⊆ A, lo cual es una contradicción a la elección de A. Por lo tanto X no
tiene la propiedad de Kelley por medios. □

Proposición 7.14. Sean X un continuo y µ una función de Whitney para
C(X). La familia N = {Medioµ(p,X) : p ∈ X} forma una partición del
hiperespacio M(X).

Demostración. Observemos que, para cada p ∈ X, Medioµ(p,X) ̸= ∅, ya
que {p} ∈ Medioµ(p,X). Además, si p y q son puntos distintos de X, en-
tonces Medioµ(p,X) ∩ Medio(q,X) = ∅, en efecto, si A ∈ Medioµ(p,X) ∩
Medio(q,X), entonces p y q son punto medio de A, aśı p = q, lo cual es una

contradicción. Además,
⋃

N = M(X), si A ∈
⋃

N, entonces, existe p ∈ X tal

que A ∈Medioµ(p,X), luego por definición tenemos que A ∈ M(X). Por otro
lado, si A ∈ M(X) y q es el punto medio de A, entonces A ∈Medio(q,X), por

lo que A ∈
⋃

N. Concluimos que N es una partición de M(X). □



Caṕıtulo 8

El hiperespacio KM(X) y la
propiedad de Kelley por medios

En el Caṕıtulo 3, para X un continuo, p ∈ X y una µ función de Whitney para
C(X) estudiamos algunas propiedades del hiperespacio Medioµ(p,X). Dados
un continuo X, µ una función de Whitney para C(X) y A un subconjunto de
X tales queMedioµ(p,X) es compacto para cada p ∈ A, definimos la siguiente
colección:

KM(A,X) = {Medioµ(p,X) :Medioµ(p,X) es compacto, para cada p ∈ A}.

Denotaremos a KM(X,X) simplemente por KM(X). A la colección KM(X)
lo consideramos como subespacio de C(C(X)). En este caṕıtulo, vamos a ex-
plorar la siguiente pregunta:

Pregunta 8.1. ¿Qué propiedades topológicas tiene el hiperespacio KM(A,X)?

En esta sección, estudiamos la compacidad de dicho hiperespacio.

Una función que está fuertemente relacionada con la propiedad de Kelley por
medio es la que definimos a continuación.

Definición 8.2. Sean X un continuo y A un subconjunto de X tal que, para
cada p ∈ A, Medioµ(p,X) es compacto. Definimos la función

ηA : A→ KM(A,X) dada por ηA(p) =Medioµ(p,X), para cada p ∈ A.

Proposición 8.3. Sean X un continuo y A un subconjunto de X tal que, para
cada p ∈ A, Medioµ(p,X) es compacto. La función ηA : A → KM(A,X)
definida por ηA(p) =Medioµ(p,X), para cada p ∈ A, es biyectiva.

Demostración. Probaremos que la función ηA es inyectiva. Sean p, q ∈ A
tales que p ̸= q. Notemos que {p} ∈Medioµ(p,X) y {q} /∈Medio(q,X), luego
ηA(p) =Medioµ(p,X) ̸=Medio(q,X) = ηA(q), aśı ηA es inyectiva.

Ahora, probemos que función ηA es suprayectiva. Note que Medioµ(p,X) ∈
KM(A,X), si p ∈ A. Luego, ηA(p) =Medioµ(p,X) y aśı, ηA es suprayectiva.

Concluimos que la función ηA es biyectiva. □
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108 CAPÍTULO 8. LA PROPIEDAD DE KELLEY POR MEDIOS

Teorema 8.4. Sea X un continuo. Si A es un subconjunto tal que, para cada
p ∈ A, Medioµ(p,X) es compacto, entonces la función η−1

A : KM(A,X) → A
definida por η−1

A (Medioµ(p,X)) = p, para cada Medioµ(p,X) ∈ KM(A,X),
es continua.

Demostración. Sean {Medioµ(pn, X)}n∈N una sucesión en KM(A,X) con-
vergente al punto Medioµ(p,X) en KM(A,X). Como {pn} ∈Medioµ(pn, X),
para cada n ∈ N, se tiene que ĺım

n→∞
{pn} ∈Medioµ(p,X). Dado que el hiperes-

pacio F1(X) es cerrado, se tiene que ĺım
n→∞

{pn} = {p}, luego la sucesión {pn}n∈N
converge a p. Concluimos que la función η−1

A es continua. □

Teorema 8.5. Si X es un arco, entonces la función ηX : X → KM(X)
definida por ηX(p) =Medioµ(p,X), para cada p ∈ X, es continua.

Demostración. Sea µ : C(X) → [0,1] una función de Whitney para C(X).
Sean p ∈ X y una sucesión {pn}n∈N convergente a p. Probaremos que la suce-
sión {ηX(pn)}n∈N converge a ηX(p).

Observemos que ηX(p) = Medioµ(p,X) y ηX(pn) = Medioµ(pn, X), para ca-
da n ∈ N. Deseamos probar que la sucesión {Medioµ(pn, X)}n∈N converge a
Medioµ(p,X), por el Lema 1.32, basta probar que

ĺım supMedioµ(pn, X) ⊆Medioµ(p,X) y
Medioµ(p,X) ⊆ ĺım infMedioµ(pn, X).

(1) ĺım supMedioµ(pn, X) ⊆Medioµ(p,X).

Consideremos A ∈ ĺım supMedioµ(pn, X), entonces existen nk ∈ N y Ank
∈

Medioµ(pnk
, X) tales que H(A,Ank

) < 1
k
. En particular, tenemos que la su-

cesión {Ank
}k∈N converge a A, más aún, como A es un subcontinuo de X

tenemos que A es un arco. Como pnk
∈ Ank

, para cada k ∈ N, se tie-
ne que p ∈ A. Por otro lado, como X es un arco, se tiene que la función
punto medio Pµ : M(X) → X respecto de µ es continua, aśı, la sucesión
{Pµ(Ank

)}k∈N converge a Pµ(A). Note que Pµ(Ank
) = pnk

, para cada k ∈ N, se
tiene que ĺım

k→∞
Pµ(Ank

) = Pµ(A), esto es ĺım
k→∞

pnk
= p aśı Pµ(A) = p de donde

A ∈Medioµ(p,X). Concluimos que ĺım supMedioµ(pn, X) ⊆Medioµ(p,X).

(2) Medioµ(p,X) ⊆ ĺım infMedioµ(pn, X).

Sea A ∈ Medioµ(p,X). Como {pn}n∈N converge a p y como X es un arco,
por la Proposición 7.5, X tiene la propiedad de Kelley por medios, existe una
sucesión {An}n∈N convergente a A tal que An ∈ Medioµ(pn, X), para cada
n ∈ N, se sigue que An ∈ ĺım infMedioµ(pn, X).

Por lo tanto, ĺımMedioµ(pn, X) =Medioµ(p,X), y aśı la función ηX es conti-
nua. □

Teorema 8.6. Sea X una dendrita. Entonces X tiene la propiedad de Ke-
lley por medios si y sólo si la función ηX : X → KM(X) tal que ηX(p) =
Medioµ(p,X), para cada p ∈ X, es continua.
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Demostración. Sea µ una función de Whitney para C(X). Para la necesi-
dad, supongamos que X tiene la propiedad de Kelley por medios. Como X es
una dendrita, por la Proposición 7.11, se tiene que X es un arco, luego, por el
Teorema 8.5, se tiene que la función ηX es continua. Para la suficiencia, supon-
gamos que la función ηX : X → KM(X) definida por ηX(p) = Medioµ(p,X)
es continua. Sean p ∈ X, A ∈Medioµ(p,X) y {pn}n∈N una sucesión en X con-
vergente a p. Como la función ηX es continua, {ηX(pn)}n∈N converge a ηX(p),
aśı, la sucesión {Medioµ(pn, X)}n∈N converge a Medioµ(p,X). Se sigue que,
para cada n ∈ N, existe An ∈ Medioµ(pn, X) tal que la sucesión {An}n∈N
converge a A, luego X tiene la propiedad de Kelley por medios. □

Como una consecuencia del Teorema 8.5 y el Teorema 8.6 obtenemos el si-
guiente resultado.

Corolario 8.7. Sea X una dendrita. Entonces X es un arco si y sólo si la
función ηX : X → KM(X) tal que ηX(p) =Medioµ(p,X) es continua.

Conjuntando los resultados de este caṕıtulo obtenemos la siguiente caracteri-
zación del arco.

Teorema 8.8. Sea X una dendrita. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

(1) X es un arco.

(2) X tiene la propiedad de Kelley por medios.

(3) La función ηX : X → KM(X) tal que ηX(p) =Medioµ(p,X) es continua.

(4) KM(X) es compacto.

Demostración. La equivalencia entre (1) y (2) es el Teorema 7.11. La equi-
valencia entre (2) y (3) es el Teorema 8.6. La equivalencia entre (1) y (3)
es el Teorema 8.5. Basta probar que (1) es equivalente a (4). Para ver que
(1) implica (4), supongamos X es un arco. Por el Teorema 8.5, la función
ηX : X → KM(X) es continua. Por la Proposición 8.3, η−1

X es biyectiva,
aśı ηX es biyectiva. Se sigue que ηX es un homeomorfismo, luego KM(X) es
compacto. Ahora, probemos que (4) implica (1), supongamos que KM(X) es
compacto. Por el Teorema 8.4, la función η−1

X es continua. Por la Proposición
8.3, tenemos que la función η−1

X es un homeomorfismo, luego ηX es una función
continua. Como X es una dendrita, por el Corolario 8.7, se sigue que X es un
arco. □
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Preguntas
Del presente trabajo se desprenden las siguientes preguntas.

1. ¿Qué propiedades topológicas tiene, Arcos(p,X), el hiperespacio de arcos
en X anclados en el punto p?

2. Dado un continuo X. ¿Cuáles son condiciones necesarias y suficientes sobre
X para que Arcos(p,X) sea compacto, para cada p ∈ X?

3. Dado un continuo X. ¿Cuáles son condiciones necesarias y suficientes sobre
X para que Arcos(p,X) sea homeomorfo a X, para algún p ∈ X?

4. ¿Qué propiedades topológicas tiene, Medioµ(p,X), el hiperespacio de arcos
en X con punto medio p respecto de µ para cada punto p ∈ X?

5. Dados un continuo X y una función µ de Whitney para C(X). ¿Cuáles
son condiciones necesarias y suficientes sobre X para que Medioµ(p,X) sea
compacto, para cada p ∈ X?

6. Dados un continuo X y una función µ de Whitney para C(X). ¿Cuáles
son condiciones necesarias y suficientes sobre X para que Medioµ(p,X) sea
homeomorfo a X, para algún p ∈ X?

7. Para un continuo X. ¿Si X tiene la propiedad de Kelley por arcos, entonces
X tiene la propiedad de Kelley por medios?
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Julio Poisot, Guillermo Sienrra, Ángel Tamariz, Dirección General de Pu-
blicaciones, Manuales y Textos BUAP, 2010.

[3] Beane, R. A. and Charatonik, W. J. Kelley Remainders of [0,∞), Topo-
logy Proceedings, volume 32, 101–114, 2008.
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