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Introduccion

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacio. Un hiperes-
pacio de un continuo es una familia de subconjuntos cerrados del continuo con
una propiedad en comun. El estudio de los modelos geométricos de hiperespa-
cios de un continuo es un tema interesante en la teoria de continuos. Existe
una gama amplia de estudios sobre el hiperespacio de subconjuntos cerrados
y no vacios de un continuo y del hiperespacio de subcontinuos de un conti-
nuo; dado un continuo X, estos hiperespacios son denotados por 2% y C(X),
respectivamente. En 1978, Sam B. Nadler, Jr. [24, pag. 601] propone estudiar
la familia de subconjuntos de un continuo X que son arcos, este hiperespacio
se denota por A(X) = {A C X : Aesun arcoen X}. En 1999, Adridn Soto
[30] retoma este tema y considera el hiperespacio de arcos y singulares de un
continuo X, el cual se denota por M(X) = A(X) U {{z} : x € X}. En ese
trabajo se obtienen propiedades de M(X) cuando el continuo X es un den-
droide. En 2002, Alejandro Illanes [I12] da una caracterizacién de las dendritas
en términos del hiperespacio de arcos y singulares.

En 2016 Ivan Serapio, en su tesis de maestria [29] Definicién 2.68], aporta el
concepto de punto medio para cada elemento del hiperespacio M(X) y, con
esto, se define la funcién punto medio [29, Definicién 2.71], denotada por P,
donde p es una funcién de Whitney, que asigna a cada elemento A de M(X)
su tnico punto medio P,(A) € X con respecto de p. En paralelo, también
estudia la funcién de puntos extremos [29, Definicién 2.19], la cual asigna a
cada elemento A de M(X) el conjunto de puntos extremos de A. Entre 2016
y 2019 Maria de Jests Lopez, Patricia Pellicer Covarrubias e Ivan Serapio
obtienen numerosos resultados que se desprenden de [29], entre los cuales se
encuentran: (1) una equivalencia para la continuidad de la funcién de puntos
extremos y la funcién punto medio; (2) condiciones para asegurar que la funcién
de puntos extremos y la funcién punto medio sean abiertas o cerradas; (3)
caracterizaciones de los continuos localmente conexos y de las dendritas en
términos de la funcién de puntos extremos y del hiperespacio M(X).

Siguiendo esta linea de investigacion y en relacién con las funciones especiales
entre continuos, en 2018 presento en mi tesis de maestria [33] un estudio sobre
cuando la funcién punto medio y la funcién de puntos extremos son funciones
atémicas, casi monotonas, fuertemente mondétonas, libremente descomponibles
y fuertemente libremente descomponibles. Como consecuencia, obtenemos dos
caracterizaciones: una para los continuos libres de arcos y otra para las den-
dritas (esta parte se encuentra publicada en [19]). Ademds, demostramos que
existe una funcion continua, suprayectiva y fuertemente localmente inyectiva
entre [0, 1] y una grafica finita X, la cual se utiliza para probar que existe una
compactacién métrica del intervalo (0, 1], digamos Y, cuyo residuo es homeo-
morfo a X tal que cualquier funcién punto medio es continua en el hiperespacio
de arcos y singulares M(Y').

Inspirado naturalmente en la funcién punto medio y el hiperespacio de arcos y
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singulares en este proyecto de tesis propongo estudiar las familias siguientes:
Dados un continuo X y un punto p € X, consideramos los elementos A €
M(X) que tienen al punto p, es decir:

Arcos(p, X) ={A e M(X) :p € A},

llamado hiperespacio de arcos en X que contienen a p. Estamos interesados en
atender la siguiente pregunta:

. Qué propiedades topoldgicas tiene, Arcos(p,X), el hiperespacio de arcos en
X anclados en el punto p?

Por otro lado, dada una funciéon de Whitney para C(X), p, sea P, la funcién
punto de medio. Para cada punto p € X, consideramos los elementos A €
M(X) para los cuales P,(A) = p, es decir:

Medio,(p, X) = {A € M(X) : P,(A) = p},

llamado el hiperespacio de arcos en X con punto medio p respecto de p. Estamos
interesados en responder la siguiente pregunta:

.Qué propiedades topoldgicas tiene el hiperespacio Medio,(p, X ), para cada
punto p € X7

Este trabajo consta de 8 capitulos. En el Capitulo 1, recopilamos todos los con-
ceptos necesarios para el desarrollo de este trabajo. En el Capitulo 2, dados un
continuo X y p € X introducimos el hiperespacio de arcos en X que contienen
a p, estudiamos los modelos geométricos de Arcos(p, X), cuando X es un arco
(Teorema o X es una curva cerrada simple (Teorema o X es un trio-
do simple (Teorema o X es una paleta (Teorema. Mostramos algunas
propiedades generales de este hiperespacio como son la arco conexidad (Teo-
rema , ademas mostramos que la compacidad de este hiperespacio para
cada punto caracteriza a las dendritas en la clase de los continuos localmente
conexos (Teorema , cerramos el Capitulo 2 estudiando el hiperespacio de
arcos en X que contienen a p cuando X contiene una arco componente que

es imagen continua y biyectiva del rayo [0,00) o R (Teoremas y [2.31]).
Como consecuencia de estos resultados obtenemos el modelo geométrico del

hiperespacio Arcos(p, X) cuando X es el continuo sen% (Corolario y el
modelo geométrico del hiperespacio Arcos(p, X) cuando X es el Arcoiris de
Knaster (Teorema. Cabe mencionar que este capitulo conforma el articu-
lo Hyperspaces of arcs containing a point [4], publicado en la revista Topology
Proceedings, Volume 63 (2024), 149-166.

En el Capitulo 3, dados un continuo X, p € X y una funciéon g de Whitney
para C'(X) introducimos el hiperespacio de arcos en X con punto medio p
respecto de i, estudiamos modelos geométricos del hiperespacio Medio,(p, X),
cuando X es un arco (Teoremal[3.6) o X es una curva cerrada simple (Teorema
3.10) o X es un triodo simple (Teorema . Mostramos algunas propiedades
generales de este hiperespacio como son la arco conexidad (Teorema ,
ademas mostramos que la compacidad de este hiperespacio para cada punto
caracteriza a las dendritas en la clase de los continuos localmente conexos
(Teorema , cerramos el Capitulo 3 estudiando el hiperespacio de arcos en
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X con punto medio p respecto de i, cuando X contiene una arco componente
que es imagen continua y biyectiva del rayo [0,00) o R (Teoremas vy [3.22).
Como consecuencia de estos resultados obtenemos el modelo geométrico del
hiperespacio Medio,(p, X) cuando X es el continuo sen% (Teorema y el
modelo geométrico del hiperespacio Medio,(p, X) cuando X es el Arcoiris de

Knaster (Teorema [3.23]).

En el Capitulo 4, introducimos la propiedad de Kelley por arcos; dado un
continuo X decimos que X tiene la propiedad de Kelley por arcos si para cada
p € X, para cada A € Arcos(p, X) y para cada sucesion {p, }ren convergente
a p, existe una sucesién {A, },en convergente a A tal que A, € Arcos(p,, X),
para cada n € N (Definicién , mostramos ejemplos de continuos que tiene
la propiedad de Kelley por arcos, como son el arco (Teorema , la curva
cerrada simple (Teorema [4.8)), el triodo simple (Ejemplo [4.12) y la 2-celda
(Teorema. El Ejemplo muestra que la propiedad de Kelley no implica
la propiedad de Kelley por arcos, por otro lado, el Ejemplo 4.13| muestra que la
propiedad de Kelley por arcos no implica la propiedad de Kelley. Mostramos
que la propiedad de Kelley por arcos caracteriza al arco y a la curva cerrada
simple en la clase de las graficas finitas (Teorema , mientras en la clase de
las dendritas caracteriza al arco (Teorema [4.16). Mostramos que los continuos
homogéneos tienen la propiedad de Kelley por arcos (Teorema. Cerramos
el Capitulo 4 mostrando que en la clase de las dendritas la propiedad de Kelley
por arcos caracteriza al arco (Corolario. Cabe mencionar que este capitulo
conforma el articulo The property of Kelley by arcs [5], el cual ha sido enviado
al Boletin de la Sociedad Matemaéatica Mexicana.

En el Capitulo 5, estudiamos la propiedad de Kelley por arcos en compacta-
ciones métricas del intervalo [0, 1), mostramos que dicha propiedad caracteriza
al continuo senl y (SP); = S'U{(1+ })(cost, sent) : t € [2m,00)} en la clase
de las compactaciones con residuo gréfica finita (Teorema , por otro lado,
en las compactaciones con residuo dendrita caracteriza solo al continuo sen%

(Teorema [5.15)).

En el Capitulo 6, dados un continuo X y un subconjunto A de X tal que
Arcos(p, X) es compacto, para cada p € A, consideramos la siguiente coleccion

KA(A, X) = {Arcos(p, X) : Arcos(p, X) es compacto, para cada p € A}.

Mostramos que en la clase de las dendritas la compacidad del hiperespacio
KA(X, X) es equivalente a ser arco, a que X tenga la propiedad de Kelley por
arcos y a que la funcién ay : X — KA(X, X) que asigna a cada punto p € X
su respectivo hiperespacio Arcos(p, X) (Definicién [6.2)) sea continua (Teorema

En el Capitulo 7, dados un continuo X y p una funcién de Whitney para C(X),
diremos que X tiene la propiedad de Kelley por medios si para cada p € X,
para cada sucesion {p,}nen convergente a p y para cada A € Medio(p, X),
existe una sucesién {4, },en convergente a A tal que A, € Medio(p,, X),
para cada n € N (Definicién . Mostramos ejemplos de continuos que tiene
la propiedad de Kelley por arcos, como son el arco (Teorema , la curva



cerrada simple (Teorema y el triodo simple (Ejemplo . El Ejemplo
muestra que la propiedad de Kelley no implica la propiedad de Kelley por
medios, por otro lado, el Ejemplo [7.9 muestra que la propiedad de Kelley por
medios no implica la propiedad de Kelley, ademas este mismo ejemplo muestra
que la propiedad de Kelley por medios no implica la propiedad de Kelley por
arcos. Mostramos que la propiedad de Kelley por medios caracteriza al arco
y a la curva cerrada simple en la clase de las gréficas finitas (Teorema ,
por otro lado en la clase de las dendritas la propiedad de Kelley por medios
caracteriza al arco (Teorema .

Finalmente, en el Capitulo 8, dados un continuo X, y una funcién de Whitney
para C(X) y A un subconjunto de X tal que Medio,(p, X) es compacto para
cada p € A, definimos la siguiente colecciéon

KM(A, X) = {Medio,(p, X) : Medio,(p, X) es compacto, para cada p € A}.

Mostramos que en la clase de las dendritas la compacidad del hiperespacio
KM(X,X) es equivalente a ser arco, a que X tenga la propiedad de Kelley
por medios y a que la funcién nx : X — KM (X, X) que asigna a cada punto
p € X su respectivo hiperespacio Medio,(p, X) (Definicién sea continua

(Teorema [8.8).

José Luis Suérez Loépez

Facultad de Ciencias Fisico Matematicas
Benemérita Universidad Auténoma de Puebla
26 de enero de 2024
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Capitulo 1

Preliminares

Para un espacio topolégico X y A € B C X. Denotamos por clp(A), intg(A)
y fre(A), la cerradura, el interior y la frontera de A en B, respectivamente.
En caso de que B = X, simplemente omitiremos el subindice. La cardinalidad
de X la denotamos por |X]|.

1.1 Continuos

Este trabajo se desarrolla dentro de la teoria de los continuos y sus hiper-
espacios. Un continuo es un espacio métrico compacto, conexo y no vacio.
Un subcontinuo es un subconjunto de un continuo que a la vez es un con-
tinuo. Uno de los continuos mas conocidos es el llamado arco que es un
espacio topolégico homeomorfo al intervalo cerrado [0,1]. Una curva cerra-
da simple es un espacio topolégico homeomorfo a la circunferencia unitaria
St = {(z,y) € R? : 22 + y*> = 1}. Estos continuos tienen la propiedad de que
todos sus subcontinuos propios y no degenerados (espacios con més de un pun-
to) son arcos. Existe una gran variedad de continuos, desde los mas simples,
hasta los més complejos, a continuacion mencionaremos algunos de ellos que
seran tratados en el desarrollo de este trabajo.

Definicién 1.1. Sean X un espacio topolégico, p € X y B un numero cardinal.
Diremos que el punto p tiene orden menor o igual que 5 en X, lo cual
se denotard por ord(p, X) < B, si para cada subconjunto abierto U en X
con p € U, existe un subconjunto abierto V en X tal que p € V C U y
|frx(V)| < B. El punto p es de orden [ en X, lo cual denotaremos por
ord(p,X) = B, siord(p,X) < yord(p,X) £ a para cualquier o < 3.

Definicién 1.2. Sean X un espacio topologico y p € X. Diremos que:

(1) El punto p es un punto extremo de X, si ord(p, X) = 1. El conjunto de
puntos extremos de X lo denotamos por E(X).

(17) El punto p es un punto ordinario de X, si ord(p, X) = 2. El conjunto
de puntos ordinarios de X lo denotamos por O(X).
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(7ii) El punto p es un punto de ramificacién de X, si ord(p, X) > 3. El
congunto de puntos de ramificacion de X lo denotamos por R(X).

Definicién 1.3. Sean X un continuo y n € N. Diremos que X es un n-odo
st existe un subcontinuo B de X tal que X \ B es la union de n conjuntos
abiertos en X, no vacios y ajenos entre si. En este caso, diremos que B es un
nucleo de X . Mas aun, st n = 3, diremos simplemente que X es un triodo.

Definicién 1.4. Sean € N con n > 3, un n-odo simple es un continuo que
es la union de n arcos que se intersectan dos a dos, en un punto el cual es
punto extremo de cada uno de los n arcos. Si'Y es un n-odo simple, entonces
el 1unico punto de orden mayor o igual a tres en 'Y es llamado vértice de Y.
Sin =3, entonces Y es llamado triodo simple.

Otros continuos importantes son las denominadas grdficas finitas.

Definicién 1.5. Una grafica finita es un continuo que se puede representar
como la union de una cantidad finita de arcos de manera que cualesquiera
dos de ellos o bien son ajenos o bien se intersectan en alguno de sus puntos
extremos.

Definicién 1.6. Una grdfica finita es un arbol si no contiene curvas cerradas
simples.

En lo que sigue citamos algunos resultados, y damos una referencia para ver
una demostracion de éstos.

Proposicién 1.7. [25, Proposicion 9.4] Si X es un continuo tal que para cada
r € X, ord(x,X) es finito, entonces cada subcontinuo de X es un continuo
localmente conexo.

Proposicién 1.8. [25, Proposicion 9.5] Sea X un continuo no degenerado.
Para cada x € X, ord(z, X) <2 siy solo si X es un arco o una curva cerrada
simple.

Corolario 1.9. [2], Corolario 9.6] Un continuo X es un curva cerrada simple
si y solo si para cada x € X, ord(x, X)=2.

Definicién 1.10. Un espacio topologico X es arco conexo si para cualesquie-
ra dos puntos x,y € X existe un arco que une a x con y. Un espacio topologico
X es Ginicamente arco conexo si para cualesquiera dos puntos x,y € X
exriste un Unico arco que une a T con y.

Proposicién 1.11. [29, Corolario 2.65] Un continuo es unicamente arco co-
nexo si Yy solo st es arco conexo y no contiene curvas cerradas simples.

Una definicién importante es la siguiente:

Definicién 1.12. Un continuo X es unicoherente si A y B son subcontinuos
de X tales que X = AU B, se tiene que AN B es conexo.

Definicién 1.13. Una dendrita es un continuo localmente conezxo el cual no
contiene curvas cerradas simples.



Definicién 1.14. Un dendroide es un continuo arco conexo y hereditaria-
mente unicoherente.

Definicién 1.15. Sean X un dendroide y p € X. Diremos que X es suave en
p, si para toda sucesion {x, tnen contenida en X tal que lim xz,, = x, se tiene
n—oo

que la sucesion de arcos {px, fnen converge al arco px.

Una prueba del resultado que sigue se encuentra en [7, Corolario 4] y [7, Co-
rolario 5].

Teorema 1.16. Sea X un dendroide. Entonces X es una dendrita, si y solo
si, X es suave en todos sus puntos.

1.2 Hiperespacios

Los hiperespacios de un continuo X son ciertas familias de subconjuntos de
X, con alguna caracteristica particular. Los méas conocidos son:
2% ={A C X : A es no vacio y cerrado en X},
C(X)={A € 2% : Aes conexo} y, para cada n € N,
F.(X)={A € 2% : Atiene a lo mas n elementos} y
Cn(X) ={A € 2% : A tiene a lo mds n componentes}.

Observacion 1.17. Por la forma en que se definen C(X), F,(X) y C,,(X) son
subconjuntos de 2%, ademds C(X) = C1(X), Cp(X) C Cr1(X) y Fr(X) C
Fo1(X), para cada n € N.

Definicién 1.18. Dados X un espacio metrizable con métrica d, A € 2% y
e >0, se define:

Na(e,A) ={z € X : emistey € A tal que d(x,y) < €}.

Al conjunto Ny(e, A) se le conoce como la nube de radio € alrededor de A en

X.

Notacién 1.19. De ahora en adelante escribiremos N (e, A) para hacer refe-
rencia o Ny(e, A).

Proposicién 1.20. [35, Proposicion 2.3] Sean X un espacio métrico compac-
to con métrica d, A € 2% ye > 0. Se tiene que:

(a) N(e, A) = | B(e, z);

T€EA

(b) N(0,A) C N(g, A) para § € (0,¢];

(c) N(e,A) = | N5, A);

0<d<e
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(d) st U es un conjunto abierto en X y A C U, entonces existe 6 > 0 tal que
N(§,A) CU;

(€) si E € 2% es tal que ANE =0, entonces existe 6 > 0 tal que N(6, A) N
Ny(6,E) =0.

Notacion 1.21. Sea X un espacio métrico compacto. Para cada par de ele-
mentos A, B € 2% definamos el siguiente conjunto:

E(A,B)={¢>0: AC N(,B) y BC N(¢,A)}.

Ya que hemos definido lo que es una nube, definamos ahora la métrica para
2% conocida como métrica de Hausdorff de la forma siguiente:

Definicién 1.22. Dados X un espacio métrico compacto y A, B € 2%, se
define la distancia H : 2% x 2% — [0, 00) como:

H(A, B) = inf E(A, B),

H es llamada la métrica de Hausdorff para 2%.
La prueba de que H es una métrica puede ser consultada en [16, Teorema 2.2].

Lema 1.23. Sean X un espacio métrico compacto, A, B € 2% ye > 0. En-
tonces H(A, B) < ¢ si, y sdlo si, AC N(e,B) y BC N(g,A).

DEMOSTRACION. =] Supongamos que H(A, B) < e. Luego, existe § € F(A, B)
tal que § < e. Por la Proposicidn [1.20, que N(5,A) C N(s,A) y N(6,B) C
N(e,B). Ademéas, A C N(0,B) y B C N(d,A). Por lo tanto, A C N(¢,B) y
B C N(g, A).

<] Reciprocamente, si A C N(g, B)y B C N(e, A) entonces por la Proposicion
1.24 (¢), tenemos que A C U N(4, B). Dado que A es compacto existen

0<é<e

ne€Nyd,..., 0, talesque A C UN((&,B). Sea @ = méax {dy, ..., d,}. Luego,

=1

N(d;,B) C N(a,B) para todo i € {1,...,n}. Asi UN((SZ-,B) C N(a, B).
i=1

Luego, A C N(«, B). De forma andloga, como B C N(g, A), existe 0 < v < ¢

tal que B C N(v,A). Sea f = max{a,v}. De aqui, tenemos que [ < &,

ACN(B,B)y BC N(B,A). Asi 5 € E(A, B), por lo tanto H(A, B) < 8 < .

Por esto H(A, B) < e. O

Teorema 1.24. [13, Teorema 4.2] Para cualquier continuo X el hiperespacio
2% es compacto.

Teorema 1.25. Para cualquier continuo X el hiperespacio C(X) es un con-
tinuo.



DEMOSTRACION. Se sigue de [13, Corolario 4.3], [13, Corolario 6.11] y del he-
cho que C(X) es subespacio de 2¥. O

Con lo hecho anteriormente, sabemos que 2%, asi como sus subespacios son
espacios métricos. Para introducir una nocién topoldgica sobre espacios, ha-
blaremos de la llamada Topologia de Vietoris. Para ello, introduzcamos la
siguiente notacion.

Notaciéon 1.26. Sean X un espacio métrico compacto no vacio, n € N y

Ui, ..., U, subconjuntos de X. Definimos la siguiente coleccion de subconjuntos
de 2% :

(Ul,...,Un>:{A€2X:ACUUi y ANU; # 0, para todo i € {1,...,n}}.

i=1

Teorema 1.27. [16, Teorema 1.2] Sean X un espacio métrico compacto y
B ={(Uy,...,U,) :n €N yU, es abierto para cada i € {1,...,n}}. Entonces
B es base para una topologia del hiperespacio 2.

Nota 1.28. La topologia generada por B, denotada por Ty, es conocida como
topologia de Vietoris.

Teorema 1.29. [16, Teorema 3.1] Sea X un espacio métrico compacto. En el
hiperespacio 2% la topologia de Vietoris y la topologia inducida por la métrica
de Hausdorff coinciden.

Recordemos algunos resultados importantes de la convergencia de sucesiones
de conjuntos.

Definicién 1.30. Sea X un espacio topolégico. El limite inferior y el limi-
te superior de una sucesion {A,}nen de subconjuntos de X, denotados por
liminf A,, y limsup A,,, respectivamente, se definen de la siguiente manera:

(a) liminf A, = {x € X : para cada abierto U en X que contiene al punto x,
eriste N € N tal que U N A, # 0, para cada n > N}.

(b) limsup A,, = {x € X : para cada abierto U en X que contiene al punto x
existe un conjunto infinito, J C N, tal que U N A,, # 0, para cada n €
J}.

Proposicién 1.31. [2, Proposicion 2.4] Si X es un espacio topoldgico y { Ay }nen
es una sucesion de conjuntos de X, entonces

(a) x € liminf A,, si y sdlo si existe una sucesion {a,}nen tal que a, € A,,
para cada n € N, y {a, }nen converge a x.

(b) x € limsup A,, siy sdlo si existen una subsucesion { Ay, }ren Y n, € An,,
para cada k € N, tal que la sucesion {an, }ren converge a x.

Lema 1.32. [16, Lema 4.3] Sea (X,T) un espacio topolégico. Sea {A;}nen
una sucesion de subconjuntos de X y A C X. Entonces lim A, = A si y solo
si A C liminf A,, y limsup A4, C A.
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Dado un continuo X, uno de los resultados fundamentales en la teoria de los
hiperespacios es el que garantiza la existencia de funciones de Whitney para
2X,

Definicién 1.33. Sea X un continuo. Una funcién de Whitney para 2% es
una funcién continua u : 2% — [0,00) que satisface las siguientes condiciones:

(a) p({p}) =0, para cada p € X;
(b) u(A) < u(B) siempre que A, B € 2% y A C B.

Nota 1.34. Cuando se hable de una funcion de Whitney para C(X), sdlo
haremos referencia a una funcion continua de C(X) en [0,00) que satisface
las condiciones (a) y (b) de la Definicion[1.35, De la misma forma, hablaremos
de una funcion de Whitney para H C 2%.

Teorema 1.35. [13, Teorema 15.4] Si X es un espacio topoldgico compacto,
entonces existe una funcion de Whitney para cualquier hiperespacio de X .

Observacion 1.36. Sean X un continuo y p una funcion de Whitney para
C(X). Si A, B € C(X) tales que A C B y u(A) = u(B), entonces A = B.

Lema 1.37. [13, Lema 6.8] Sean X un continuo, A y B subcontinuos de X
tales que A C B. Si p: C(X) — [0, u(X)] es una funcion de Whitney para
C(X) yt e [u(A),u(B)], entonces existe C € C(X) tal que A C C C B y

u(C) = t.

Definicién 1.38. Sea X un continuo. Un subconjunto A de C(X) se llama
ordenado si para todo par de elementos A, B € A, se tiene que A C B o
B C A.

Definicién 1.39. Sea X un continuo. Un arco ordenado A en C(X) es un
subcontinuo ordenado (posiblemente degenerado) de C(X), si los extremos de
A son E y F, con ECF, diremos que A es un arco ordenado de E a F'.

Uno de los resultados importantes acerca del hiperespacio segundo producto
simétrico y que usaremos en nuestro trabajo es el siguiente.

Proposicién 1.40. [29, Proposicion 1.33] Sean X un continuo, B € F5(X) y
{Bn}nen una sucesion en Fy(X). Si B = {p,q} entonces { B, }nen converge a
B si y sdlo si existen sucesiones {pntnen ¥ {qn}nen en X convergentes a p y
q, respectivamente, tales que B, = {pn, qn}, para cada n € N.

Dado que los hiperespacios son espacios métricos, la definicién de sucesién y el
criterio de convergencia de sucesiones, es el mismo que conocemos en cualquier
espacio métrico.

Lema 1.41. [32, Lema 1.85] Sea X un continuo. Sean {A,}02, y {Bn}r,

sucesiones de elementos de 2% tales que lim A, = A y lim B, = B, donde
n—oo n—o0

A, B € 2%, Entonces se cumple lo siquiente:
(a) Si A, C By, para cadan € N, entonces A C B.
(b) lim (A,UB,) =AUB.
n—oo
(¢) Si A, N B, # 0 para cada n € N, entonces AN B # ().



En 2003, Patricia Pellicer, introdujo en [27] los hiperespacios anclados en un
punto. Definimos los hiperespacios anclados de la siguiente manera:

Definicién 1.42. Sea X un continuo. El hiperespacio de los subcontinuos
de X anclados en un continuo A € C(X) es el subespacio de C(X) dado
por C(A,X) ={B € C(X): AC B}. En particular nos interesa este tipo de
espacios cuando A = {p}, es decir, estamos interesados en los hiperespacios de
continuos anclados en un punto denotados de la siguiente manera C(p, X) =

{AeC(X):pe A}

Dos resultados importantes acerca de estos hiperespacios son:

Teorema 1.43. [27, Teorema 3.17] Sean X un arco con puntos extremos x y
y. Consideremos p € X, entonces las siguientes afirmaciones se cumplen:

(a) Sip e {x,y}, entonces C(p, X) es un arco.
(b) Sip & {x,y}, entonces C(p, X) es una 2-celda.

Teorema 1.44. [27, Teorema 3.18] Si X es una curva cerrada simple, enton-
ces C(p, X) es una 2-celda para cada p € X.

En 1999, Adridn Ulises Soto, estudia en [30] acerca del hiperespacio de arcos
y singulares, el cual definimos a continuacion:

Definicién 1.45. Para todo continuo X se definen los siguientes subespacios
de C(X):
AX)={A e C(X): A esun arco} y
M(X) = A(X) U Fi(X).
Estos espacios son el hiperespacio de arcos de X y el hiperespacio de
arcos y singulares de X, respectivamente.

Observacion 1.46. [20, Lema 3.1] Si X es un arco, entonces el hiperespacio

M(X) es C(X).

Teorema 1.47. [2), Teorema (19.21)] El hiperespacio de arcos y singulares
de una dendrita es compacto.

Observaciéon 1.48. Si X es una curva cerrada simple, entonces el hiperespacio
de arcos y singulares no es compacto ya que contiene arcos que convergen a X .

Ahora definimos las funciones de puntos extremos y punto medio en continuos,
de la siguiente forma

Definicién 1.49. Dados un continuo X y L € M(X) se define el conjunto de
puntos extremos de L como:

{p € L :p es un punto extremo de L}, si L € A(X),

L, si L € Fi(X).

Observemos que E(L) es un conjunto de uno o dos puntos, es decir, E(L) €
Fy(X). Consideremos la funcion E : M(X) — F5(X) que a cada elemento del
hiperespacio de arcos y singulares le asigna el conjunto de sus puntos extremos.
A esta funcion se le nombrard funciéon de puntos extremos de X.
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Para una prueba del Teorema puede ver [21, Teorema 5.3] o bien [29,
Teorema 3.41].

Teorema 1.50. Un continuo es una dendrita si y solo si su funcion de puntos
extremos es un homeomorfismo.

Definicién 1.51. Sean X un continuo, u una funcion de Whitney para C(X)
y A un arco en X. Diremos que p € X es un punto medio de A respecto de
w, si existen K y L subcontinuos de A tales que A= K UL, KNL={p}y

u(K) = p(L). En el caso en que A = {p}, diremos que p es el punto medio de
A.

Teorema 1.52. [20, Teorema 4.6] Si A es un arco y p es una funcion de
Whitney definida en C(A), entonces A admite un unico punto medio respecto
de . Mds ain, el punto medio de A respecto de p no es punto extremo de A.

Observacion 1.53. Dados un continuo X y p una funcion de Whitney para
C(X). Si A es un arco con puntos extremos a y b en X cuyo punto medio es
p respecto de j, K es el arco en A con puntos extremos a y p y L es el arco
en A con puntos extremos p y b, entonces p(K) = u(L) y KN L= {p}.

Definicién 1.54. Dados un continuo X y una funcion de Whitney p para
C(X) consideramos la funcion P, : M(X) — X que asigna a cada elemento
de M(X) su tinico punto medio respecto de p tal y como lo asequra el Teorema
[1.53. A esta funcidn la llamaremos funcién punto medio de X respecto de

L.

Teorema 1.55. [20, Teorema 4.12] Sea X un continuo. Las siguientes afir-
mactones son equivalentes:

(1) existe una funcion de Whitney p tal que la funcion punto medio de X es
continua,

(2) para toda funcién de Whitney p, la funcidn punto medio de X es continua,

(3) la funcion de puntos extremos de X es continua.

Corolario 1.56. [20, Corolario 2.76] Sea X un arco. Para toda funcion de
Whitney para C(X), la funcidn punto medio es continua.

Corolario 1.57. [21, Corolario 4.7] Las dendritas tienen funcion de puntos
extremos continua.



Capitulo 2

El hiperespacio Arcos(p, X) en
continuos

Parte de este trabajo es definir y analizar el hiperespacio Arcos(p, X) para un
continuo X y un punto p € X, el cual definimos a continuacion.

Definicién 2.1. Sean X wun continuo y un punto p € X, el hiperespacio
de arcos en X anclados en el punto p, denotado por Arcos(p,X), es el
conjunto de todos los elementos de M(X) que tienen al punto p, es decir,

Arcos(p, X) ={A e M(X) :p e A}

Este hiperespacio lo consideraremos como subespacio del hiperespacio C'(X)
con la métrica de Hausdorff, asi su topologia sera la heredada de C'(X). Se
define este hiperespacio con la finalidad de explorar la siguiente pregunta,
dados un continuo X y un punto p € X:

Pregunta 2.2. ;Qué propiedades topoldgicas tiene, Arcos(p, X), el hiperespa-
cio de arcos en X anclados en el punto p?

2.1 Algunos modelos geométricos del hiperes-
pacio Arcos(p, X)

Es un tema interesante en la teoria de los hiperespacios conocer modelos
geométricos de continuos. En esta secciéon estudiamos los modelos geométricos
de Arcos(p, X), cuando X es un arco o X es una curva cerrada simple o X es
un triodo simple o X es una paleta.

Definicién 2.3. Sea f : X — Y wuna funcion continua entre continuos. La
funcién inducida asociada a f es la funcion C(f) : C(X) — C(Y) definida
por C(f)(A) = f(A), para cada A € C(X).

Teorema 2.4. Sean X, Y continuos yp € X. Si h: X — Y es un homeo-
morfismo, entonces Arcos(p, X) es homeomorfo a Arcos(h(p),Y).

DEMOSTRACION. Consideremos la funcién C'(h) : C(X) — C(Y) definida
por C'(h)(A) = h(A), para cada A € C(X). Como h es un homeomorfismo,

9



10 CAPITULO[4 EL HIPERESPACIO ARCOS(p, X) EN CONTINUOS

por [32, Lema 2.3], la funcién C(h) es un homeomorfismo, asi C'(h)| arcos(p,x) :
Arcos(p, X) — C(h)(Arcos(p, X)) es un homeomorfismo. Probemos que

C(h)(Arcos(p, X)) = Arcos(h(p),Y).
Si A € Arcos(p, X), entonces C(h)(A) € Arcos(h(p),Y). Se sigue que
C(h)(Arcos(p, X)) C Arcos(h(p),Y).

Ahora, sea B € Arcos(h(p),Y), luego C(h™1)(B) € Arcos(p,X), de aqui
Arcos(h(p),Y) C C(h)(Arcos(p,X)). Por lo tanto, Arcos(p, X) es homeo-
morfo a Arcos(h(p),Y). O

El resultado que sigue nos proporciona un modelo geométrico de Arcos(p, X),
donde X es el arco [0, 1].

Teorema 2.5. Sea X el arco [0,1]. Entonces Arcos(p, X) es un arco sip €
{0,1}, y Arcos(p, X) es una 2-celda sip € X \ {0,1}.

DEMOSTRACION. Por [13, Ejemplo 3.1] el hiperespacio de continuos del inter-
valo [0, 1] puede ser representado por el conjunto D = {(x,y) € R?: 0 < z <
y < 1} que es el tridngulo acotado por el eje de las ordenadas, la diagonal y la
recta cuya segunda coordenada es igual a 1. Como se muestra en la siguiente
Figura |2. I

0, 1)

v

(0,0)

Figura 2.1: El conjunto D.

Consideremos la funcién f : D — C(X) definida por f((z,y)) = [z,y], para
cada (z,y) € D, el cual es un homeomorfismo por [23, Teorema 3.2].

Supongamos que p € {0,1}. Sin perder generalidad, supongamos que p = 0.
Sea Z = {(0,y) € R? : 0 < y < 1} subconjunto de D, note que Z es un arco
con puntos extremos (0,0) y (0,1). Observemos que, si A es un arco en X que
contiene a 0, entonces A = [0,y|, para algin y € X, asi f(Z) = Arcos(p, X).
Note que f((0,0)) = {p} v f((0,1)) = X. Como f es un homeomorfismo,
se tiene que Z y el hiperespacio Arcos(p, X)) son homeomorfos, por lo tanto
Arcos(p, X) es homeomorfo a un arco con puntos extremos {p} y X. Por
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otro lado, si A, B € Arcos(p, X), se tiene que A y B son comparables, asi
Arcos(p, X) es un conjunto ordenado. Concluimos que Arcos(p, X) es un arco
ordenado de {p} hasta X. De forma similar se prueba que Arcos(p, X) es un
arco ordenado desde {p} hasta X sip=1.

Ahora, supongamos que p € X \ {0, 1}. Consideramos la 2-celda W = [0, p] x
[p, 1] contenida en D. Observemos que si A € Arcos(p, X), entonces existen
z € [0,p] yy € [p,1] tales que A = [z,y], asi f(W) = Arcos(p, X). Como
f es un homeomorfismo, tenemos que W y el hiperespacio Arcos(p, X) son
homeomorfos, por lo tanto Arcos(p, X) es homeomorfo a una 2-celda. O

El resultado que sigue nos proporciona un modelo geométrico de Arcos(p, X),
donde X es una curva cerrada simple.

Teorema 2.6. Sea X el circulo unitario en R%. Sip € X, entonces el hiperes-
pacio de arcos en X anclados en el punto p es homeomorfo a una 2-celda sin
un punto en la frontera.

DEMOSTRACION. Dado que los subcontinuos propios de X son arcos o sin-
gulares, se sigue que C(p, X) = Arcos(p, X) U {X}, luego Arcos(p, X) =
C(p, X) \ {X}. Por el Teorema [1.44) tenemos que C(p, X) es homeomorfo a
una 2-celda. Por la ultima linea de la pagina 3 y la primera linea de la pégina
4 de [I5] X es un punto de la frontera de C(p, X) en C(X) (véase Figura[2.9).
Asi, Arcos(p, X) es homeomorfo a una 2-celda sin un punto en la frontera. O

CX)

® {r}

Figura 2.2: Hiperespacio Arcos(p, X) visto en el hiperespacio C'(X).

El resultado que sigue nos proporciona un modelo geométrico de Arcos(p, X),
donde X es un triodo simple.

Teorema 2.7. Sea X = {(z,0) : x € [-1,1]} U{(0,y) : y € [0,1]} un triodo
simple contenido en R?. Sea p € X, se tienen las siguientes afirmaciones:

(1) Sip=(0,0), entonces Arcos(p, X) es homeomorfo a una 2-celda.

(2) Sip € {(-1,0),(0,1),(1,0)}, entonces Arcos(p, X) es homeomorfo a un
triodo simple.
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(3) Sipe X\{(-1,0),(0,1),(1,0),(0,0)}, entonces Arcos(p, X) es homeo-
morfo a X x [0,1].

DEMOSTRACION. Sean x,y € X, denotemos por zy el arco contenido en X con
puntos extremos z y y. Sean A; = {(¢,0) : t € [-1,0]}, Ay = {(0,¢) : t € [0,1]}
y Az = {(¢,0) : t € [0,1]}. Consideremos los arcos J; = Ay U A3, Jo = A; U A3
y J3 = A1 U A,.

Probaremos el inciso (1). Supongamos que p = (0,0). Por el Teorema y
el Teorema , sabemos que Arcos(p, J;) es homeomorfo a una 2-celda, para
cada i € {1,2,3}.

Note que si M € Arcos(p, X) entonces M C J;, M C Jo 6 M C Js, asi que
Arcos(p, X) = Arcos(p, J1) U Arcos(p, Jo) U Arcos(p, Js). Note que

» Arcos(p, J1) N Arcos(p, Jo) = Arcos(p, As),
w Arcos(p, J2) N Arcos(p, J3) = Arcos(p, A1) v

» Arcos(p, J3) N Arcos(p, J1) = Arcos(p, As).

Por el Teorema y el Teorema , tenemos que Arcos(p, A;) es homeo-
morfo a un arco con puntos extremos {p} y A;, para cada i € {1,2,3}. De
tal forma que existe un homeomorfismo h; : [0,1] — Arcos(p, A;) tal que
hi(0) = {p} v hi(1) = A;, para cada i € {1,2,3}. Consideremos la funcién
f 00,1 — C(p,X) definida por f((z,y,2)) = hi(x) U hy(y) U hs(2), pa-
ra cada (x,y,2) € [0,1]3. Veamos que f es un homeomorfismo. Basta pro-
bar que f es continua y biyectiva. Notemos que f es inyectiva, ya que si
consideramos (a,b,c) y (z,y,2) puntos distintos en [0,1]3, podemos supo-
ner que a # x, como h; es inyectiva se tiene que hi(a) # hi(x), luego
(@) U ha(b) U hi(e) # b () U his(y) U ha(2), s f((a,b,€)) # £((z,9. 2)). Pox
otro lado, f es suprayectiva ya que si T' € C'(p, X ), basta descomponer a T en
tres subcontinuos digamos By = TNA;, B, = TNAsy B = TNA;3 de esta ma-
nera B; € Arcos(p, A;), para cada i € {1,2,3}, como h; es sobreyectiva, existen
z,y,z € [0,1] tales que hi(xz) = By, ha(y) = B2 vy hs(z) = Bs, de esta forma
f((x,y,z)) = BijUBsUB3 = T'. Ahora probemos que f es una funcién continua,
para ello consideremos {(Z,,, Yn, 2n) }nen Una sucesién convergente a (x,y, z) en
[0, 1]3. Tenemos que las sucesiones {Z, bnen, {Un}nen ¥ {2n }nen convergen a x,
Yy z, respectivamente. Como h; es continua para cada ¢ € {1, 2,3}, se sigue que
{h1(z0) fnens {h2(Yn) fnen ¥y {h3(2n) fnen convergen a hy(x), ho(y) v hs(z), res-
pectivamente. Luego, por la Lema[l.41} {hi(x,)Uha(yn) Uhs(z,) }nen converge

a hl(x) U h2(y) U h,3(Z), €S decir, {f(($n7yn7 Zn))}nEN converge a f((xvya Z)) y
asi f es una funcién continua. Por lo tanto, Arcos(p, X) es homeomorfo a una

2-celda, como la mostrada en la Figura[2.3

Ahora probaremos el inciso (2). Sea p € {(—1,0),(0,1),(1,0)}. Sin perder
generalidad, supongamos que p = (1,0). Consideremos la funcién de puntos
extremos E : M(X) — Fy(X). Por el Teorema[1.50, tenemos que E es un ho-
meomorfismo. Como p es punto extremo de X, los arcos que tienen a p son de
la forma pz, para algin punto x € X. Denotemos por €, = {{p,z} : v € X}
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3
Arcos(p, J3) | < Arcos(p, Jr)

P’X\ , <o
N 0 AN o

Arcos(p, Ja)

Figura 2.3: Arcos(p, X) cuando p = (0,0) y X es un trido simple.

subconjunto de Fy(X). Se tiene que E|arcos(px) : Arcos(p,X) — €, es un
homeomorfismo.

Ahora, consideremos la funcién g : X — €, definida por g(z) = {p,z}, para
cada x € X. Vamos a probar que g es un homeomorfismo. Es claro que g es
biyectiva. Veamos que la funcién ¢ es continua. En efecto: sea {x,}nen una
sucesién en X que converge a algin punto x € X. Por la Proposicion se
tiene que la sucesién {{p, x,}}nen converge al punto {p,z} € C,. Esto es, la
sucesion {g(z,) }nen converge al punto g(z). Concluimos que g es continua. Por
otra parte, veamos que la funcién g=! es continua. En efecto: sea {{p, Z,} }nen
una sucesion contenida en €, que converge a algin punto {p,z} € C,. Se sigue
de la  Proposicion , que la sucesién {x,},en converge al punto x. Note
que, para cada n € N, g '({p, z,}) = z,, vy ¢ '({p, #}) = x. Esto prueba que
la funcién ¢g~! es continua. Por lo tanto, g es un homeomorfismo.

Por otro lado, consideremos la funcién h : X — Arcos(p, X) definida por
h(z) = (E)arcospx)) *(9(2)) = px, para cada v € X. Es claro que h es un
homeomorfismo. Por lo tanto, Arcos(p, X) es homeomorfo a un triodo simple.

Finalmente, probaremos el inciso (3). Seap € X\ {(-1,0),(0,1), (1,0),(0,0)}.
Sabemos que X = A; U Ay U As.

Sin perder generalidad supongamos que p € A;. Notemos que e; = (—1,0) y
v = (0,0) son los puntos extremos del arco A;. Consideremos el arco A = ejpy
el triodo simple T' = pvU A;U A3 en X. Por el inciso (1) Arcos(p, A) es un arco
y por el inciso (2) Arcos(p,T) es un triodo simple, tenemos que Arcos(p, A)
y Arcos(p,T') son homeomorfos a [0, 1] y T, respectivamente. Consideremos la
funcién

F : Arcos(p,T) x Arcos(p, A) — Arcos(p, X) definida por
F((K, L)) = KUL

para cada (K, L) € Arcos(p,T) x Arcos(p, A).

Probaremos que F' es un homeomorfismo. Como Arcos(p,T) x Arcos(p, A) es
compacto y Arcos(p, X) es Hausdorff, basta probar que F' es continua y bi-
yectiva. Veamos que F es sobreyectiva, dado M € Arcos(p, X), consideremos
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K=MnNT € Arcos(p,T)y L =MnNA € Arcos(p, A). Note que M = K UL,
luego F((K,L)) = K UL = M, es decir, F es sobreyectiva. Vemos que F
es inyectiva, sean (K, L), (R, S) € Arcos(p,T) x Arcos(p, A) puntos distintos,
podemos considerar ¢ € K \ R, se sigue que ¢ € KULy q¢ RUS, luego
F((K,L)) # F((R,S)), es decir, F es inyectiva. Ahora probemos que F' es
una funcién continua. Consideremos {(K,, L) }nen una sucesién convergen-
te a (K, L) en Arcos(p,T) x Arcos(p, A), tenemos que {K,} nen ¥ {Ln}nen
convergen a K y L, respectivamente. Luego por la Lema |1.41, se sigue que
{K U Ly} neypen converge a K U L, es decir, {F((Ky, L)) }nen converge a
F((K, L)), por lo tanto F' es continua.

Por lo tanto, Arcos(p, X) es homeomorfo a Arcos(p,T) x Arcos(p, A), asi
Arcos(p, X) es homeomorfo a T x A, luego Arcos(p, X) es homeomorfo a
X x [0,1]. 0

Lema 2.8. Sea X una grdfica finita y p un punto de corte de X tal que p no es
punto de ramificacion de X. St X = AUB, donde A y B son subcontinuos de
X tales que ANB = {p}, entonces Arcos(p, X) es homeomorfo a Arcos(p, A) x
Arcos(p, B).

DEMOSTRACION. Sea h : Arcos(p, A) x Arcos(p, B) — Arcos(p, X) la funcién
definida por h(K, L) = K U L, para cada (K, L) € Arcos(p, A) x Arcos(p, B).
Probaremos que h es un homeomorfismo. Como K N L = {p}, tenemos que
K U L es un arco, asi, h esta bien definida. Por [16, Exercise 1.23|, h es una
funcién continua. Si M € Arcos(p, X), entonces definimos K = M NAy L =
M N B. Notemos que K € Arcos(p, A) y L € Arcos(p, B) son tales que M =
K UL, de aqui h es una funcién suprayectiva. Veamos que h es inyectiva. Sean
(K4, Ly), (K3, Ly) € Arcos(p, A) x Arcos(p, B) tales que (Kj, L1) # (K, Lo).
Asumamos que K # Ko, existe k € K1\ Ko, luego k € KyULy y k ¢ KyU Lo.
Se sigue que K; U L; # Ky U L. En consecuencia, h(Ky, Ly) # h(Ks, Ls).
Concluimos que h es una funcién inyectiva. Finalmente, sea {M,},en una
sucesion en Arcos(p, X) convergente a M € Arcos(p, X). Para cada n € N,
sean K,, € Arcos(p, A) y L, € Arcos(p, B) tales que M,, = K, UL,. Sea K €
Arcos(p, A) y L € Arcos(p, B) tales que M = KUL. Como {M, },en converge
a My C(X) es un continuo, por [I1, Theorem 4.1.17], existe una subsucesién
{Ky, }jen convergente a K. Asi, { K, }nen converge a K. Similarmente, { Ly, }nen
converge a L. Concluimos que {h™'(M,,)},en converge a h1(M). Se sigue que
h~! es una funcién continua.

Por lo tanto, Arcos(p, X) es homeomorfo a Arcos(p, A) x Arcos(p, B). O

El resultado que sigue nos proporciona un modelo geométrico de Arcos(p, X),
donde X es una paleta.

Teorema 2.9. Sean J = [1,2] x {0} y X = S' U J la paleta. Entonces:

(1) sip = (2,0), entonces Arcos(p, X) es homeomorfo a un triodo simple sin
dos de sus puntos extremos;

(2) sipe J\{(1,0),(2,0)}, entonces Arcos(p, X) es homeomorfo a T x [0,1],
donde T es un triodo simple sin dos de sus puntos extremos;

(3) si p = (1,0), entonces Arcos(p,X) es homeomorfo a {(z,y) € R? :
Iz, 9l <1 yy <0puU((=1,1) x[0,1]);
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(4) sip € S'\{(1,0)}, entonces Arcos(p, X) es homeomorfo a ((D\{(—1,0)})x
{0Hu{(z,z+1,2)eR3:2€ (-1,00 yz € [0, 1]} U{(z,2—1,2) eR3: w €
(—1,0] y z € [0,1]}, donde D es el disco unitario.

DEMOSTRACION. Para cada —27 <t < 0, sea
R; = {(cosz,senx) € R* : x € [t,0]}
y para cada 0 <t < 27, sea

L; = {(cosx,senz) € R?* : v € [0,]}.

Probaremos (1). Supongamos que p = (2,0). Observemos que, si A es un arco
en X tal que p € A, entonces A esta contenido en J 0 A = J U Ry, para algin
=21 <t<0,0A=JUL, para algin 0 < t < 27. Denotemos por

Ay = Arcos(p, J),

Ay ={AeM(X): A= JUR,, paraalgin —27 <t <0} y
As;={AeM(X): A= JU L, para algin 0 <t < 27}.

Por el Lema y el Teorema , tenemos que Arcos(p,J) es un arco. No-
temos que Ay y Aj son homeomorfos a los intervalos (—27,0] y [0, 27), res-
pectivamente. Mas ain, A; N A; = {J}, para cada i,j € {1,2,3}, i # j. Asi,
Arcos(p, X) = A1 UAy UAs, por lo tanto, Arcos(p, X) es un triodo simple sin
dos de sus puntos extremos.

Probemos (2). Supongamos que p € J \ {(1,0),(2,0)}. Sean
e=(2,0),v=(1,0),A=epyY =pvUS.

Note que p es un punto de corte de X, p no es un punto de ramificacién de X
y Y NA={p}, por el Lema[2.§ Arcos(p, X) es homeomorfo a Arcos(p,Y) x
Arcos(p, A). Notemos que Y es una paleta en X y p es punto extremo de Y.
Por (1) y el Lema[2.4, Arcos(p,Y) es homeomorfo a T sin dos de sus puntos
extremos. Por el Lema y el Teorema , Arcos(p, A) es homeomorfo al
intervalo [0, 1]. Por lo tanto, Arcos(p, X) es homeomorfo a 7" x [0, 1], donde T’
es un triodo simple sin dos de sus puntos extremos.

Ahora, probemos (3). Supongamos que p = (1,0). Si A es un arco en X tal
que p € A, entonces A esté contenido en S', 0 A = ([1,a] x {0}) U R;, para
algin a € [1,2] y para algin —27 <t < 0, 0 A = ([1,a] x {0}) U L;, para
algin « € [1,2] y para algin 0 < ¢t < 27. Denotemos por

By = Arcos(p, S*),

By={AeMX): A= ([1,a] x {0})U R, para algin o € [1,2] y
para algin — 27 <t < 0},
By ={AeMX): A= ([1,a] x {0})U Ry, para algin o € [1,2] y
para algin 0 < ¢t < 27},
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R={Ri: 2r<t<0}, y
L={L:0<t<2rm}.

Observe que Arcos(p, X) = By UByU B3, BiNBy =Ry B;NBs = L. Por el
Lema[2.]y el Teorema|[2.6, By es homeomorfo a D\ {(—1,0)}. Sea j : By —
D\ {(-1,0)} un homeomorfismo. Se sigue que j(RU L) = S'\ {(-1,0)}.
Por otro lado, notemos que D \ {(—1,0)} es homeomorfo a {(z,y) € R? :
I(z, )l <1yy <0} Seahy: By — {(x,y) € R*: [[(w,y)]| <1yy <0} es
un homeomorfismo. Como una consecuencia, hy(RU L) = (—1,1) x {0}. Sea
hy : BoUB3 — ((—1,1)x(0, 1]) definida por hy(A) = hi(ANSY)+(0,a—1), para
cada A € BoUBg, donde o € [1,2] es tal que ANJ = [1, o] x {0}. Notemos que
hsy es un homeomorfismo. Tenemos que By = C(S') N Arcos(p, X). Asi, By es
un subconjunto cerrado de Arcos(p, X). Ademas, bd arcos(p,x)(B1) = RU L; se
sigue que By \ (RU L) es un subconjunto abierto de Arcos(p, X'). Observemos
que By U By = Arcos(p,X) \ (B1 \ (RU L)), de aqui que By U B3 es un
subconjunto cerrado de Arcos(p, X). Adicionalmente, B1 N (ByUB3) = RUL,
se sigue que hi|s,nB,uBs) = holB,n(BouBy). S€a h @ Arcos(p, X) — {(z,y) €
R%: ||(z,y)|| <1yy <0}U((—1,1) x [0,1]) definida por

. h1<A>, St AE%l,
) = { ho(A), si A€ ByUBy.

Como h; es un homeomorfismo, para cada i € {1,2}, tenemos que hy(B1) y
ha(By U Bs) son cerrados de {(z,y) € R* : ||(z,y)|]| <1y y <0}U((—1,1) x
[0, 1]). Consecuentemente, h es un homeomorfismo. Por lo tanto, Arcos(p, X)
es homeomorfo a {(z,y) € R*: ||(z,y)|| <1y y <0}U((—1,1) x [0,1]).

Finalmente, probemos (/). Supongamos que p € S'\{(1,0)}; asi p = (cosy, siny),
para algin y € (0,27). Sea v = (1,0). Para cada 0 < ¢t < y, sea W; =
{(cosz,sinz) € R* : z € [t,2n]}, y para cada y < t < 2m, sea V; =
{(cosx,sinz) € R? : z € [0,#]}. Si A es un arco X tal que p € A, enton-
ces A estd contenido en S, 0 A = K UW, para algin K € Arcos(v,J) y para
algin 0 < t <y, 0 A = K UV, para algin K € Arcos(v,J) y para algin
y <t < 2m. Denotemos por

€, = Arcos(p, S1),

Co={AeM(X): A= KUW,, paraalgin K € Arcos(v,J) y
para algin 0 < t < y},
C3={AeM(X): A= KUYV, para algin K € Arcos(v,J) y
para algin y <t < 27},
W={W,:0<t<y}, y
V={V,:y <t<2n}.

Notemos que Arcos(p, X) = C;UC,UC3, C1NCy = W, C1NEC3 = Vy CNC3 = 0.
Observemos que W y 'V son homeomorfos a (0,y] y [y, 27), respectivamente.
Por el Lema[2.]y el Teorema[2.5, Arcos(v, J) es homeomorfo a [0, 1]. Notemos
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que la funcién h : W x Arcos(v, J) — Cq definida por h(A, B) = AU B, para
cada (A, B) € W x Arcos(v, J) es un homeomorfismo. Consecuentemente, Co
es homeomorfo a W x Arcos(v, J). Similarmente, C3 es homeomorfo a V x
Arcos(v,J). Por el Lema y Teorema [2.6, Arcos(p,S") es homeomorfo a
(D \ {(—=1,0)}) x {0}. Méas atin, por [I5, Section 3], el homeomorfismo h :
Arcos(p, S') = (D\{(—1,0)}) x {0} puede ser dado de tal forma que h({p}) =
(1,0,0), h(W,) = (0,1,0), h(V,) = (0,—1,0), (W) = {(z,z +1,0) : = €
(—=1,0]} y A(V) = {(z,z — 1,0) : = € (—1,0]}. Asi, W x Arcos(v,J) y V x
Arcos(v, J) son homeomorfos a {(z,z+ 1,2) € R® : z € (—1,0] y z € [0,1]}
y {(z,z —1,2) : € (—1,0] y z € [0,1]}, respectivamente. Por lo tanto,
Arcos(p, X) es homeomorfo a (D \ {(=1,0)}) x {0}) U{(z,z+ 1,2) € R3:
re(—1,0lyze[0,1]}u{(z,z—1,2) e R¥: 2 € (—1,0] y z € [0,1]}. O

2.2 Propiedades generales del hiperespacio
Arcos(p, X)

Es de nuestro interés conocer propiedades topologicas que tiene el hiperespacio
Arcos(p, X), tales como la conexidad y la compacidad. El siguiente resultado
muestra que el hiperespacio Arcos(p, X) es arco conexo, para cualesquiera
continuo X y punto p € X.

Teorema 2.10. Sea X es un continuo. Si p € X, entonces el hiperespacio
Arcos(p, X) es arco conezo.

DEMOSTRACION. Sean p € X y A € Arcos(p, X) con A # {p}. Por el Lema
y el Teorema[2.5, existe un arco ordenado contenido en Arcos(p, A) cuyos
puntos extremos son {p} y A. Como Arcos(p, A) C Arcos(p, X) tenemos que
Arcos(p, X) es arco conexo. O

Corolario 2.11. Sea X un continuo. Si p € X, entonces el hiperespacio
Arcos(p, X) es conezo.

Lema 2.12. Sean X un continuo yY un subcontinuo de X. Sip € Y, entonces
Arcos(p,Y) es un subconjunto cerrado de Arcos(p, X).

DEMOSTRACION. Sea p € Y. Notemos que Arcos(p,Y) = Arcos(p, X)NC(Y).
Como C(Y') es un subconjunto cerrado de C'(X), se sigue que Arcos(p,Y’) es
un subconjunto cerrado de Arcos(p, X). O

Proposicion 2.13. Sea X un continuo. Si X contiene una curva cerrada
simple, entonces existe p € X tal que Arcos(p, X) no es compacto.

DEMOSTRACION. Supongamos que X contiene una curva cerrada simple Y.
Sea p € Y. Por Teorema , Arcos(p,Y') no es compacto. Ademés por el Lema
tenemos que Arcos(p,Y’) es un subconjunto cerrado de Arcos(p, X). Por
lo tanto, Arcos(p, X) no es compacto. O

De la Proposicion [2.15 es natural preguntarse lo siguiente:

Pregunta 2.14. ;5 X es un continuo que no contiene curvas cerradas sim-
ples, entonces, para cada p € X, se cumple que Arcos(p, X) es compacto?
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La respuesta a esta pregunta es negativa, como muestra el siguiente ejemplo
en el cual Arcos(p, X) no es compacto, para cada p € X.

Ejemplo 2.15. Seana = (—1,0) yb = (1,0) puntos de R*. Sea B = {(—1,y) €
R?:ye[0,2]}. Sea T ={(2,0) e R*: z € [-1,1]} U{(0,y) € R? : y € [0,1]}.
Para cada n € N, sean a, = (=1,55) y b, = (1,5%). Sea d la métrica en
R?, definida por d((x,y), (z'.y')) = max{|z — 2|, |y — ¢/|}. Para cada n € N,
sea J, = {(z,y) € R* : x € [-1,1],y > 0 yd((z,y),T) = r,}. Sea X =
TUBU(U{Jn: n € N}), véase la Figura[2.), se sabe que X es un dendroide.

Ji

J>

J3

B
aq bl
as 62
a3 : : by
a b

Figura 2.4: Dendroide X

Probemos que Arcos(p, X) no es compacto, para cada p € X. Sea p € X,
tenemos los siguientes tres casos:

Caso 1. Existe © € N tal que p € J,.

Para cadan > i+1, sea B, = {(—1,y) € R* : y € [55, :]}. Observemos que la
sucesion {J, }n>i+1 converge a T'. Para cadan > i+ 1, sea A, = J; U B, U J,,,
claramente A, es un arco en X que contiene a p, para cada n > ¢ + 1. Por
otro lado, tenemos que la sucesion {B,},en es creciente y converge a B’ =
{(-1,y) e R? : y € [0, 5:]}. Tenemos que

lim A, = lim J; U lim B, U lim J, = J;,UB' UT,
n—o0 n—oo n— oo

n—o0

por lo tanto, lim A, no es un arco ya que contiene a 7.
n—oo

Caso 2. p € B.

Existe i € N tal que p € {(—1,y) € R? : y € [5, 5]} Para cadan > i + 1,
sea B, = {(—1,y) € R? : y € [55, &]}. Notemos que la sucesion {J,}n>it1
converge a T'. Para cadan > i+ 1, sea A, = J; U B, U J,, de forma similar al

Caso 1 tenemos que lim A, no es un arco ya que contiene a 7.
n—oo

Caso 3. peT.



19

Para este caso tenemos los siguientes dos subcasos:

Subcaso 3.1. p € {(x,0) € R? : z € [-1,1]}. Sea A = {(2,0) € R* : x €
[—1,1]}. Para cadan € N, sean B, = {(—1,y) : y € [0, 3z]} y 4, = AUB,UJ,.
Observemos que { B, },en €s una sucesién decreciente de arcos que converge a
{a}, luego

lim A, = lim AU lim B, UhmJ =AU{a}UT =T,

n—o0 n—oo n—00

claramente lim A,, no es un arco.
n—oo

Subcaso 3.2. p € {(0,y) € R? : y € [0,1]}. Sean C' = {(0,y) € R : y € [0,1]}
vy A ={(z,0) e R?: x € [-1,0]}. Para cadan € N, sean B, = {(—1,y) : y €
[0, 2%]} y A, = CUA"UB, U J,. Observemos que {B,}nen €s una sucesién
decreciente de arcos que converge a {a}, luego

lim A, = lim CU lim A'U lim B, UhmJ =CUAU{a}UT=T.

n—oo n—oQ n—oo n—o0

Tenemos que lim A, no es un arco ya que contiene a 7.
n— o0

Finalmente, del Caso 1, el Caso 2y el Caso 3, concluimos que Arcos(p, X) no
es compacto, para cada p € X.

Teorema 2.16. Si X es una dendrita, entonces para cada p € X, el hiperes-
pacio Arcos(p, X) es compacto.

DEMOSTRACION. Sea p € X. Por el Teorema , M(X) es compacto, pro-
bemos que el hiperespacio Arcos(p, X) es compacto, para ello probaremos
que dicho hiperespacio es cerrado en M(X). Sea {A,},eny una sucesién en
Arcos(p, X), convergente a A, para algin A € C(X). Como Arcos(p, X) C
M(X) tenemos que A, € M(X), para cada n € N. Por el Teorema |1.47, te-
nemos que A € M(X). Mas ain, como p € A,, para cada n € N, tenemos
que p € A. Concluimos que p € A, luego A € Arcos(p, X). Asi Arcos(p, X) es
cerrado en el compacto M(X), por lo tanto Arcos(p, X) es compacto. O

Observemos que el dendroide descrito en el Ejemplo[2.15, tiene la particulari-
dad de ser no localmente conexo, por ello tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.17. Sea X un continuo localmente conexo. Entonces X es una
dendrita, si y sdlo si Arcos(p, X) es compacto, para cada p € X .

DEMOSTRACION. Supongamos que X es una dendrita, por el Teorema, pa-
ra cada p € X, Arcos(p, X) es compacto. Supongamos ahora que Arcos(p, X)
es compacto para cada p € X, por contrarrecipoca de la Proposicion |2.15,
X no contiene curvas cerradas simples, luego como X es localmente conexo,
concluimos que X es una dendrita. O

Teorema 2.18. Sea X una dendrita. Si p es punto extremo de X, entonces
el hiperespacio Arcos(p, X) es homeomorfo a X .
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DEMOSTRACION. Dados z v y puntos en X, denotaremos al arco con pun-
tos extremos x y y por zy. Del Teorema [1.5(, sabemos que la funcién de
puntos extremos F : M — F3(X) es un homeomorfismo. Sean p un pun-
to extremo de X y €, = {{p,z} : * € X} C Fy(X). Notemos que si
A € Arcos(p, X), entonces A = px para algin x € X, asi E(A) = {p,z},
tenemos que E(Arcos(p, X)) = €,. Luego, E|arcosp,x) : Arcos(p,X) — €,
es un homeomorfismo. Mas aun, C, es homeomorfo a X. Por lo tanto, X es
homeomorfo a Arcos(p, X). O

Lema 2.19. Sean X un continuo yp € X. Si 'Y es un subcontinuo de X, tal
que para todo A € Arcos(p, X), se tiene que A CY, entonces Arcos(p, X) =
Arcos(p,Y).

DEMOSTRACION. Como Y C X, tenemos que Arcos(p,Y) C Arcos(p, X).
Ahora, sea A € Arcos(p, X). Por hipétesis, A CY y asi A € Arcos(p,Y). Por
lo tanto, Arcos(p, X) = Arcos(p,Y). O

Veamos otra condicién suficiente para que un continuo X tenga puntos en los
cuales sus hiperespacios Arcos(p, X) no sean compactos. Pero antes recorda-
mos la siguiente definicion.

Definicién 2.20. Sea X un espacio topologico. Si p € X, definimos la arco
componente de p en X, de la siguiente manera:

a(p) ={x € X : existe un arco que contiene a T y p}.

Observacion 2.21. Sean X un espacio topologico y p € X. Claramente, la
arco componente a(p) para p € X es un subconjunto conexo, ya que es arco
CONexo.

Teorema 2.22. Sean X un continuo y p € X. St la arco componente de p en
X, a(p), es compacto, entonces Arcos(p, X) = Arcos(p,a(p)).

DEMOSTRACION. Como a(p) es un conjunto compacto, se sigue que a(p) es
un subcontinuo de X, asi Arcos(p,a(p)) estd bien definido. Claramente, si
A € Arcos(p,X), entonces A C a(p). Por el Lema [2.19 Arcos(p, X) =
Arcos(p,a(p)). O

Corolario 2.23. Sean X un continuo y p € X. Si la arco componente de p en
X, a(p), es un arco, entonces:

(1) Sip es punto extremo de su arco componente, entonces Arcos(p, X) es un
arco.

(2) Sip no es punto extremo de su arco componente, entonces Arcos(p, X) es
homeomorfo a una 2- celda.

DEMOSTRACION. Es consecuencia inmediata de los Teoremas y O

Corolario 2.24. Sean X un continuo y p € X. Si la arco componente de p en
X es una curva cerrada simple, entonces Arcos(p, X) es homeomorfo a una
2-celda sin un punto de su frontera.

DEMOSTRACION. Se sigue inmediatamente de los Teoremas y[2.4 O
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Lema 2.25. Sean X un continuo, p € X yt € R. S1'Y es un subconjunto
de X unicamente arco conexo tal que p € Y y existe una funcion continua y
biyectiva f : [t,00) = Y tal que f(t) = p, entonces {A € Arcos(p, X) : A C
YU {clx(Y)} es un arco ordenado.

DEMOSTRACION. Primero, probemos la siguiente afirmacion:

Afirmacion 2.25.1. Si A € Arcos(p, X) tal que A CY, entonces existen puntos
t1,ta € [t,00) tales que A = f([t1,t2]).

Prueba de la Afirmacion 2.25.1. Sea A € Arcos(p,X) un arco con puntos
extremos a y b tal que A C Y. Como f es una funcién suprayectiva, existen
t1,ta € [t,00) tales que f(t1) = ay f(t2) = b. Supongamos que t; < to, luego,
f([t1,%2]) es un arco con puntos extremos a y b contenido en Y. Como Y es
tnicamente arco conexo tenemos que A = f([t1,t2]). Asi queda demostrada la

Afirmacién 2.25.11

Denotemos € = {A € Arcos(p,X) : A C Y} U {clx(Y)}. Notemos que si
A € Arcos(p, X) tal que A C Y, entonces A = f([t,ta]) con t4 € [t,00), ya
que p es punto extremo de A. Probaremos que € es un arco ordenado, para
ello, probaremos que la familia € es un subconjunto ordenado de C'(X) y un
continuo.

Afirmacion 2.25.2. La familia C es un subconjunto ordenado de C'(X).

Prueba de la Afirmacion 2.25.2. Note que si A € Arcos(p, X) tal que A CY,
entonces A C clx(Y). Sean A, B € Arcos(p, X) tales que A, B C Y, asi existen
ta,tp € [0,00) tales que A = f([t,ta]) y B = f([t,t5]). Como ta,tp € [t,0)
tenemos que ty < tp o tp < ta, asi [t,ta] C [t,t5] o [t,tg] < [t,ta]. Luego,
f([t,ta]) € f([t,tB]) o f([t,tB]) C f([t,ta]), es decir, A C B o B C A. Por
lo que € es un subconjunto ordenado de C'(X). Queda probada la Afirmacién
2.25.2)

Como € C C(X) tenemos que € es un espacio métrico, mas aun, como clx (Y') €
C, se sigue que € es no vacio.

Afirmacion 2.25.3. El conjunto C es compacto.

Prueba de la Afirmacion 2.25.3. Probaremos que la familia € es un subconjunto
cerrado de C(X). Sea {A,, }nen una sucesién en € convergente a A, para algin
A € C(X). Como p € A,, para cada n € N, se sigue que p € A, asi A €
C(p, X). Probaremos que A € €. Observemos que si {4, },en €s una sucesion
tal que A, = clx(Y') para una infinidad de indices se tiene que A = clx(Y)
y asi A € €. Sin perder generalidad podemos suponer que A, = f([t,t,])
con t, € [0,00), para cada n € N. Por la Afirmacidn , los elementos
de la sucesién {A, },en son comparables, existe una subsucesion {A,, }ien de
{An}nen tal que A, C A,,,, 0 A,,,, C A,,, es decir, la sucesién {4, }icn es
creciente o decreciente. Tenemos los siguientes dos casos:

Caso I. La sucesién {A,, }ien es decreciente.
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En este caso, tenemos que A = ﬂ A,,. En particular A C A,,,, luego A €
ieN

Arcos(p, X) tal que A CY, concluimos que A € C.

Caso II. La sucesion {A,, }ien es creciente.

En este caso A = ch(U A,..). Por otro lado, como A,,, = f([t,t,,]), para cada
ieN

i € N, luego, la sucesién {t,, };en es creciente, tenemos los siguientes dos casos:

(a) La sucesién {t,, };en estd acotada superiormente.

Como la sucesion {t,, }ien estd acotada superiormente, entonces la sucesién
{tn, bien converge a r = sup{t,, : i € N}. Probaremos que:

f([t,?“]) - CZX(U f([ttm]))

€N

Como r > t,,, para cada i € N, tenemos que [t,t,,] C [¢,r], para cada i € N,
asi f([t,tn,]) € f([t,r]), para cadai € N. Luego, Uf([t,tm]) C f([t,r]). Como

ieN
f([t,r]) es cerrado, tenemos que

1€EN

Ahora, veamos que la contencién contraria se cumple, es decir

(It r) € el ((J £ (I D))

1€EN

Sea x € f([t,r]), existe t, € [t,00) tal que f(t,) = z. Observemos que t, < r.

Asi, si t, = r, como la sucesién {t,, };eny converge a r y f es una funcién

continua, entonces la sucesién {f(t,,)}ien converge a f(r) = z, es decir, x €

ch(U f([t,tn,])). Por otro lado, si t, < r, como r = sup{t,, : i € N}, entonces
ieN

existe m € N, tal que t, <t,, vy asi, t, €t t,,], luego:

v = f(t:) € f(t,tn,])) S (J (0t 1)) S elx( F(1E 80]))-

1€EN 1€EN

Por lo tanto, f([t,r]) = ch(U f([t,tn])) = A, es decir, A € Arcos(p, X) tal
i€N

que A C Y, por lo tanto A € C.

(b) La sucesién {t,, }ien no estd acotada superiormente.

Asi tenemos que U[t,tm] = [t,00). Se sigue que, UAni = Uf([t,tm]) =

ieN ieN ieN
f([t,00)). Por otro lado, f([t,o0)) =Y, luego, clx(U A,,) = cx(Y), por lo
i€N
que A =clx(Y) yasi, A€ C.

Por lo tanto tenemos que A € €, asi € es un subconjunto cerrado de C'(X),
luego € es compacto. Queda demostrada la Afirmacién [2.25.3
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Afirmacion 2.25.4. El conjunto € es conexo.

Prueba de la Afirmacion 2.25.4. Primero probaremos que la familia B = {A €
Arcos(p, X) : A C Y} es conexo. Sean A, B € B, Por la Afirmacion ,
A C B o B C A. Sin perder generalidad, supongamos que A C B. Como p
es punto extremo de B, por el Teorema [2.5 tenemos que Arcos(p, B) es un
arco, luego existe un arco a en Arcos(p, B) cuyos puntos extremos son A y
B. Se sigue que « es un arco en B con puntos extremos A y B, es decir, B es
arco conexo y asi conexo. Para ver que la familia € es conexo, probaremos que
C = clex)(B).

Por lo hecho en (i), tenemos que cle(x)(B) € C. Basta probar que € C
cloxy(B). Sea A € €, sesigueque A € Bo A = clx(Y) = clx(f([t,00))). Note-
mos que si A € B, entonces A € clo(x)(B). Supongamos que A = clx(Y'). Con-
sideremos la sucesion { A, }nen en B tal que A,, = f([t,t+n]) para cadan € N.
Note que A,, € A,11, para cadan € N. Luego, { A, },en converge a clx( U Ay).

neN

Por otro lado, [t,00) = | J[t,t + n], ast f([t,0)) = | f([t.,t +n]) = | An.
neN neN neN
Se sigue que clx(f([t,00))) = ch(U A,) = A asi A = cdx(f([t,))) €

neN
cloxy(B). Por lo tanto, € = clo(x)(B), es decir, € es conexo. Asi queda probada

la Afirmacién 2.25.4

De la Afirmacion|(2.25.3, la Afirmacion y la Afirmacion conclui-

mos que € es un continuo. Luego, la familia € es un arco ordenado. 0

Teorema 2.26. Sean X un continuo y p € X. Si la arco componente de p en
X, a(p), es unicamente arco conexo y existe una funcion continua y biyectiva
f:10,00) — a(p), entonces:

(1) Sip = f(0), entonces el hiperespacio Arcos(p, X) es homeomorfo al inter-
valo [0,1).

(2) Sip # f(0), entonces el hiperespacio Arcos(p, X) es homeomorfo a [0, 1] x
[0,1).

DEMOSTRACION. Observemos que si A € Arcos(p, X), entonces A C a(p).
Probemos la siguiente Afirmacion:

Afirmacion 2.26.1. Si A € Arcos(p, X), entonces existen puntos t1,ts € [0, 00)
tales que A = f([t1,t2]).

Prueba de la Afirmacion 2.26.1. Sea A € Arcos(p, X) y sean a y b los puntos
extremos de A. Claramente, A C a(p), luego como f es una funcién suprayec-
tiva, existen t1,ty € [0,00) tales que f(t;) = a 'y f(t2) = b. Supongamos que
t1 < to, luego, f([t1,t2]) es un arco con puntos extremos a y b contenido en
a(p). Como a(p) es dnicamente arco conexo tenemos que A = f([t1,ts]). Asi
queda demostrada la Afirmacién [2.26.1

Tenemos los siguientes casos:
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(1) Supongamos que p = f(0). Notemos que si A € Arcos(p, X), enton-
ces A = f([0,£4]) con t4 € [0,00), ya que p es punto extremo de A. Sea
C = Arcos(p, X)Uclx(a(p)). Note que si A € Arcos(p, X), entonces A C a(p).
Por el Lema tenemos que € es un arco ordenado. Luego, existe un ho-
meomorfismo a : [0,1] — € tal que «(0) = {p} v a(l) = clx(a(p)). Sea
| Arcos(p,x) : [0,1) = Arcos(p, X ), claramente o ycos(p,x) €5 un homeomorfis-
mo.

(2) Supongamos que p # f(0). Existe ¢, € (0,00) tal que f(t,) = p. Sea
M = f([0,t,]). Por el Teorema existe un homeomorfismo hy : [0,1] —
Arcos(p, M) tal que hi(0) = {p} y hi(1) = M. Sea B = {B € Arcos(p, X) :
B C f([ty,00))}. Sea € =B U {clx(f([tp,0)))}, por el Lema|2.25, es un arco
ordenado. Luego, existe un homeomorfismo ¢ : [0, 1] — € tal que ¢(0) = {p} ¥
g(1) = clx(f([ty,00))). Consideremos hy = g|s : [0,1) — B, tenemos que hy es
un homeomorfismo. Observemos que si A € Arcos(p, X), entonces A = K UL
con K € Arcos(p, M)y L € B. Sea h:[0,1] x [0,1) — Arcos(p, X) la funcién
definida por A((x,y)) = hi(x)Uhs(y). Probaremos que h es un homeomorfismo.
Tenemos que, h es una funciéon continua y suprayectiva, ya que hy y ho lo son.
Basta con probar que h es una funcién inyectiva y h~! es continua.

(a) La funcién h es inyectiva: Sean (x,y), (r,s) € [0,1]x[0,1) con (z,y) # (r, s).
Luego, © # r o y # s, asi como hy y ho son funciones inyectivas, tenemos
que hi(x) # hi(r) o he(y) # ha(s). Sin perder generalidad, supongamos que
hi(x) # hi(r), luego, existe ¢ € hy(x) tal que ¢ ¢ hao(r), se sigue que ¢ €
hi(z) U ha(y) v g & ha(r) U ha(s). Se sigue que hi(z) U ho(y) # ha(r) U ho(s),
es decir, h((z,y)) # h((r,s)). Por lo que h es una funcién inyectiva.

(b) La funcién h~' : Arcos(p, X) — [0,1] x [0,1) es continua: Considere-
mos una sucesion {A, }nen en Arcos(p, X) convergente a A, para algin A €
Arcos(p, X). Para cada n € N, sea (x,,y,) € [0,1] x [0,1) tal que h~'(A,) =
(Tp, yn); de forma similar, sea (z,y) € [0,1] x [0,1), tal que h™'(A) = (z,vy).
Probaremos que la sucesién {h™1(A,,) }nen converge a h=1(A) = (z,y).

Supongamos que la sucesion {(z,, y,)}neny no converge a (z,y). Probaremos
que existe una subsucesién {(x,,,yn,) bien convergente a (a,b), para algin
(a,b) € [0,1] x [0,1) con (a,b) # (z,y). Tenemos que la sucesiéon {x, },en
o la sucesién {y, }neny no convergen. Sin perder generalidad, supongamos que
la sucesion {x, },en no converge, como la sucesion {x, },en es una sucesién en
[0, 1], existe una subsucesién {z,, },en convergente. Sea a = lim Zp,. Con-
sideremos la subsucesién {y,, }ien de la sucesién {y,}n,en. Probaremos que
la subsucesion {y,, }ien converge, supongamos que la subsucesion {y,, }ien
no converge, como {yn, fien estd en [0,1), existen subsucesiones {yn, }men
Y {¥n,, tmen convergentes a y; y ¥, para algunos yi,y» € [0,1) tales que
Y1 7 y2; ademds y; # 1y ya # 1, ya que de otra forma, clx(f([t,,1))) € A, lo
cual no puede pasar ya que A es un arco en X. Consideremos las sucesiones
{(@n,  Yns, ) men ¥ {(n;,,  Un,, ) fmen, claramente {(z,, ,¥n, )}men converge
a (a,y1) y {(Tn,,,, Un,, ) fmen converge a (a,y2), como h es una funcién continua,
tenemos que {h((zn, ,Yn,,)) tmen converge a h((a,y1)) y {h((2n,,,, Un,,, ) fmen
converge a h((a,yz2)), luego A = hy(x)Uha(y1) = hi1(x)Uhs(y2), como A se pue-
de expresar unicamente como hy(x) U ha(y), entonces ho(y1) = ha(y2), como
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hy es una funcién inyectiva, se sigue que y; = 9, lo cual es una contradic-
cién. Por lo tanto deducimos que la subsucesion {y,, }ien converge, asi basta

con tomar b = lim y,,. Como ya vimos, existe una subsucesion {(zn,, Yn,;) }ien
11— 00

convergente a (a,b), donde (a,b) € [0,1] x [0,1), con (a,b) # (x,y). Luego,
como h es una funcién continua, tenemos que {h((zn,,Yn,))}ien converge a
h((a,b)), es decir, {A,, }ien converge a hy(a) U ha(b), pero {A,, }icr converge
a Ay A se puede representar tnicamente como hy(z) U hy(y), se sigue que
hi(a) U hs(b) = hi(x) U hs(y), por lo que, hy(x) = hi(a) y ha(y) = ha(b), como
hy y hs son inyectivas, se sigue que x = a y y = b, lo cual es una contradiccion.
Se sigue que {(Zy, Yn) fnen converge a (x,y). Luego, {h71(A,)}nhen converge a
h=1(A), es decir h~! es una funcién continua.

Concluimos que A es un homeomorfismo entre [0, 1] x [0,1) y Arcos(p, X). O

Definicién 2.27. Unrayo R es un espacio topologico homeomorfo al intervalo
semiabierto (0, 1].

Definicién 2.28. Un espacio topologico compacto Y es una compactacion
del intervalo (0, 1] si eziste un homeomorfismo h : (0,1] — h((0,1]) C Y
tal que h((0,1]) es denso en Y. Al homeomorfismo h se le llama encaje y a
X =Y \ h((0,1]) se le denomina residuo.

El siguiente resultado muestra un modelo geométrico de Arcos(p,Y’) cuando Y
es una compactacién del intervalo (0, 1] con residuo arco. Estas compactaciones
serdn retomadas en el Capitulo [5]

Teorema 2.29. Sean Y una compactacion del intervalo (0,1] con residuo un
arco X . Sean a y b los puntos extremos de X. Sea h : (0,1] — h((0,1]) CY un
homeomorfismo. Si p € X, entonces las siquientes afirmaciones se cumplen:

(1) Sip = h(1l), entonces el hiperespacio Arcos(p,Y) es homeomorfo al inter-
valo [0,1).

(2) Sip € h((0,1]) \ {h(1)}, entonces el hiperespacio Arcos(p,Y’) es homeo-
morfo a [0,1] x [0,1).

(3) Sip € {a,b}, entonces el hiperespacio Arcos(p,Y) es un arco.

(4) Sip € X\ {a,b}, entonces el hiperespacio Arcos(p,Y’) es homeomorfo a
[0,1] x [0, 1].

DEMOSTRACION. Primero probemos el inciso (1), sea p = h(1), como h((0,1])
es Unicamente arco conexo y es imagen continua y biyectiva del [0, c0), por el

Teoremal2.26, Arcos(p,Y’) es homeomorfo al intervalo [0, 1).

Ahora, probemos el inciso (2), sea p € h((0,1]) \ {h(1)}, como h((0,1]) es
unicamente arco conexo y es imagen continua y biyectiva del [0, 00), por el
Teorema[2.26, inciso (1), Arcos(p,Y’) es homeomorfo al intervalo [0, 1] x [0, 1).

Probemos el inciso (). Supongamos que p € {a,b}. Notemos que X es la arco
componente de p en Y. Por el Lema [2.19, Arcos(p,Y) = Arcos(p, X). Por
el Lema y el Teorema Arcos(p, X) es homeomorfo a un arco. Por lo
tanto, Arcos(p,Y’) es homeomorfo a un arco.
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Finalmente, probemos el inciso (4). Supongamos que p € X \ {a,b}. Note-
mos que X es arco componente de p en Y. Por el Lema , Arcos(p,Y) =

Arcos(p, X). Por el Lema[2.]y el Teorema[2.5, Arcos(p, X) es homeomorfo a
una 2-celda. Por lo tanto, Arcos(p,Y) es homeomorfo a una 2-celda. O

El siguiente ejemplo muestra otro continuo que no contiene curvas cerradas
simples para el cual existe un punto p tal que el hiperespacio de arcos en X
que contienen a p no es compacto y su prueba es una consecuencia inmediata

del Teorema[2.29.

Corolario 2.30. Sean X = {0} [—1,1] y W = {(z,sen(1)) : 2 € (0,1]}. Sea
Y = XUW, el continuo sen( ). Sip €Y, entonces las siguientes afirmaciones
se cumplen:

(1) Sip = (1,sen(1)), entonces el hiperespacio Arcos(p,Y) es homeomorfo al
intervalo [0, 1).

(2) Sip e W\ {(1,sen(1))}, entonces el hiperespacio Arcos(p,Y’) es homeo-
morfo a [0,1] x [0,1).

(3) Sipe€{(0,1),(0,—1)}, entonces el hiperespacio Arcos(p,Y) es un arco.

0

(4) Sip e X\{(0,1),(0,—1)}, entonces el hiperespacio Arcos(p,Y) es homeo-
morfo a [0,1] x [0, 1].

Teorema 2.31. Sean X wun continuo y p € X. Si la arco componente de
p en X, a(p), es unicamente arco conexo y existe una funcion continua y
biyectiva f : R — a(p), entonces el hiperespacio Arcos(p, X) es homeomorfo a

[0,1) x [0, 1).

DEMOSTRACION. Sea a(p) la arco componente de p en X. Sea ¢, € R tal que
f(t,) = p. Sean:

={A € Arcos(p, X) :

AC f((—o0,tp))} y
(32 ={A € Arcos(p,X) : AC

f([tp, 00)) -

Afirmacion 2.31.1. Si A € Arcos(p, X), entonces existen ti,ty € R tales que
A= f([ts,t2])-

Prueba de la Afirmacion 2.31.1. Sea A € Arcos(p, X) y sean a y b sus pun-
tos extremos. Claramente, A C a(p). Como f es una funcién suprayecti-
va, existen t,,t, € R tales que f(t,) = ay f(t,) = b. Note que [t4,1)
es un continuo, asi f([t,, %)) es un continuo contenido en a(p). Claramente,
Flitats) @ [tar ts] = f([tasts]) es un homeomorfismo, luego f(t,) =ay f(t,) =b
son puntos extremos de f([tq,?5]). Como a(p) es inicamente arco conexo, se
sigue que A = f([ta,ts]). Basta con tomar ¢, = t; y t;, = t2. Con lo que queda
demostrada la Afirmacién R.31.11

Notemos que si A € Gy, entonces p es punto extremo de A, luego A =
f([ta,tp]), para algin t4 € (—o0,t,]. De forma andloga, si B € €y, enton-
ces B = f([tp,tB]), para algin tp € [t,,00). Sea A = C; U {clx(f((—00,1p]))}
y B = Co U {clx(f([ty,o0)))}. Por el Lema[2.25, A y B son arcos ordenados.
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Probemos que si A € Arcos(p,X), entonces A = KU L con K € C y
L € @,. En efecto, si A € Arcos(p, X), entonces existen t1,t2 € R tales que
f([t1,t2]) = A. Como t, € [t1, 2], tenemos que [t1, to] = [t1,1,] U]ty t2], se sigue
que f([t1, t2]) = f([t1,tp]) U f([tp, t2]). Sean K = f([t1,8,]) vy L = [f([t, t2]).
Notemos que K € C; y L € Cs.

Sea h : C; x Cy — Arcos(p, X) la funcién definida por h(K, L) = K U L, para
cada K € C; y L € C,.

Afirmacion 2.31.2. La funcion h es un homeomorfismo.

Prueba de la Afirmacion 2.31.2. (a) La funcién h es continua: Sean (K, L) €
C1 X Co v {(Ky, Ly) }neny una sucesiéon convergente a (K, L). Notemos que
{K, }nen converge a Ky {L, }nen converge a L. Asi la sucesion { K, U L, }nen
converge a K U L, es decir, {h(K,,, L,) }nen converge a h(K, L), por lo tanto h
es una funcién continua.

(b) La funcién h es inyectiva: Sean (Ki, L), (K2, Ly) € C; x Cq tales que
(K1, Ly) # (K3, Ls), se sigue que K; # Ky 0 Ly # Ls. Sin perder generalidad,
supongamos que Kj # K, entonces existe y € K1 y y ¢ K,. Como C; NGy =
{{p}}, entonces y # p. Luego, y € K1 ULy y y ¢ Ky U Ly. Se sigue que
KiULy # KyU Ly y ast:

WK1, L) = K{ ULy # Ky U Ly = h(Ky, Ly).

Concluimos que h es inyectiva.

(c) La funcién h es suprayectiva: Sea A € Arcos(p, X), sabemos que A = KUL
con K € C;y L € Cy. Luego, h(K,L) = KUL = A, es decir, h es suprayectiva.
(d) La funcién h™! : Arcos(p, X) — €1 x €5 es continua: Sea { A, },en una suce-
sién en Arcos(p, X) convergente a A, para algun A € Arcos(p, X). Probaremos
que la sucesion {h7'(A,)}nen converge a h=!(A).

Para cada n € N, sea (K,, L,) € € x €y, tal que h™'(A,) = (K,, L,); de
forma andloga, sea (K, L) € €; x Gy tal que h™'(A) = (K, L). Probemos que
la sucesién {(K,,, L) }nen converge al punto h™*(A) = (K, L).

Supongamos lo contrario, es decir, que la sucesién {(K,, L) }nen no converge.
Probaremos que existe una subsucesion {(K,,, Ly,) }ien que converge al punto
(R,T) con (R,T) € C; x Gy de tal forma que (R,T) # (K, L), tenemos que la
sucesion { K, }nen no converge o la sucesién {L, },en no converge. Sin perder
generalidad, supongamos que la sucesién { K, },en no converge, observemos que
dicha sucesién estd en C;, ademads es sucesién de A = € U {clx(f((—00,%p]))}
el cual es compacto. Como A es subconjunto de C'(X) se sigue que es primero
numerable, luego A es un espacio sequencialmente compacto. Por lo que existe
una subsucesién convergente { K, }ieny de {K,}neny en A. Sea R = llgglo K,,,
observemos que R # clx(f((—o0,t,])), ya que de lo contrario, tendriamos que
cx(f((—o0,tp])) € M con M un arco, lo cual es una contradiccién. Conside-
remos la subsucesion {L,, }ien de {Ly, }nen, tenemos los siguientes casos:

Caso 1. La subsucesion {L,, };cn converge: en este caso basta con tomar 7' =

lim L,,, de forma similar a R, tenemos que 1" # clx(f([t,, 00))).
1—00
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Caso 2. La subsucesion {L,, }ien no converge: observemos que dicha sucesién
estd en Gy, ademds es sucesion de B = Co U {clx(f([tp,0)))} el cual es com-
pacto. Como B es subconjunto de C(X) se sigue que es primero numerable,
luego B es un espacio secuencialmente compacto. Luego existe una subsuce-

sién convergente {Lnij }ien de {Ly, bien. Sea T' = lim L”l’;" Basta considerar la
j—o0 :

subsucesion {(Ky, , Ln, ) }jen que converge al punto (R, T).

Asi existe una subsucesién {(K,,, Ly,) }ien convergente al punto (R,T") con
(R,T) € €, xCyy (R,T) # (K, L), luego como h es una funcién continua,
tenemos que la sucesioén {h(K,,,, Ln,) }ien converge a h(R, T), es decir, { My, }ien
converge a RUT, pero la sucesién { M, }ien converge a Ay A = KUL de forma
Unica, asi KUL = RUT, se sigue que K = Ry L =T, lo cual contradice que
(R,T) # (K, L). Luego, la sucesion {(K,,, Ly,)}ien converge al punto (K, L)
lo cual es una contradiccién. De tal manera que la sucesién {(K,, L,)}nen
converge al punto (K, L). Concluimos que la sucesion {h~'(A,)},en converge
a h™1(A), asf h™! es una funcién continua. Queda demostrada la Afirmacién
2.01.2)

Finalmente, tenemos que h es un homeomorfismo entre C; x Cy y Arcos(p, X).
Sea g : [0,1) x [0,1) — C; x Gy un homeomorfismo. Basta considerar, H :
[0,1) x [0,1) — Arcos(p,X) definida por H = h o g, claramente H es un
homeomorfismo entre [0,1) x [0,1) y Arcos(p, X). O

Vimos que para el continuo sen(l), existen puntos cuyos hiperespacios ancla-
B . , - .,

dos en un punto no son compactos. Es decir, el reciproco de Proposicion |2.1

no se cumple. Veamos un ejemplo mas con el continuo conocido como Arcoiris

de Knaster el cual estd definido en [14].

Teorema 2.32. Sean X el arcoiris de Knaster, e el punto extremo de X y
k(e) la composante de e en X. Sip € X, entonces las siguientes afirmaciones
se cumplen:

(1) Si p = e, entonces el hiperespacio Arcos(p, X) es homeomorfo al intervalo
[0,1).

(2) Sip € k(e)\ {e}, entonces el hiperespacio Arcos(p, X) es homeomorfo a
[0,1] x [0,1).

(3) Si p € X\ k(e), entonces el hiperespacio Arcos(p, X) es homeomorfo a
[0,1) x [0,1).

DEMOSTRACION. Como los tinicos subcontinuos propios de X son arcos, te-
nemos que las arco componentes del arcoiris de Knaster coinciden con sus
composantes, es decir, que para p € X, a(p) = k(p). Ademas, existe una fun-
cién continua y biyectiva f : [0,00) — k(e) (véase [31] pdgina 2), tenemos
que:

(1) Si p = e = f(0), entonces por el Teorema inciso (1), tenemos que
Arcos(p, X) es homeomorfo al intervalo [0, 1).

(2)Sip € k(e)\{e}, entonces p # f(0), por el Teoremal[2.2¢inciso (2), tenemos
que Arcos(p, X') es homeomorfo a [0, 1] x [0, 1).

Por otro lado, para el inciso (3), si p € X \ k(e), entonces existe una funcién
continua y biyectiva f : R — k(p) (véase [31] pagina 2). Por el Teorema[2.31],
se tiene que Arcos(p, X) es homeomorfo a [0,1) x [0, 1). O
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Teorema 2.33. Sea X un continuo tal que para todo p € X el hiperespacio
Arcos(p, X) es compacto. Si la arco componente de p en X, a(p), es unica-

mente arco conexo, entonces a(p) no es imagen continua y biyectiva de [0, 00)
o R.

DEMOSTRACION. Sea p € X. Supongamos que la arco componente de p en
X, a(p), es tnicamente arco conexo y existe una funcién continua y biyectiva
f:]0,00) = a(p), tenemos dos casos:

Caso 1. Supongamos que p = f(0), entonces por el Teorema[2.26 inciso (1), el
hiperesapcio Arcos(p, X) es homeomorfo al intervalo [0, 1).

Caso 2. Supongamos que p # f(0), entonces por el Teorema[2.26 inciso (2), el
hiperepacio Arcos(p, X) es homeomorfo a [0, 1] x [0, 1).

En ambos casos, Arcos(p, X) no es compacto, lo cual es una contradiccién.

Ahora, supongamos que a(p) es Gnicamente arco conexo y existe una funcién
continua y biyectiva f : R — a(p), entonces por el Teorema , el hiperespa-
cio Arcos(p, X ) es homeomorfo a [0, 1) x [0, 1), el cual no es compacto, lo cual
es una contradiccion. Asi, X no contiene arco componentes tinicamente arco
conexos que sean imagen continua y biyectiva de [0, 00) o R. O

Teorema 2.34. Sean X un continuo y p € X. Si Arcos(p, X) es un subcon-
Junto ordenado compacto de C(X), entonces Arcos(p, X) es un arco.

DEMOSTRACION. Como Arcos(p, X) C C(X), se tiene que Arcos(p, X) es
un espacio métrico, ademds es no vacio ya que {p} € Arcos(p, X). Por otro
lado, por el Corolario [2.11, Arcos(p,X) es conexo, luego Arcos(p, X) es un
continuo. Como Arcos(p, X) es un subconjunto ordenado de C'(X), tenemos
que Arcos(p, X) es un arco ordenado, asi existe un homeomorfismo A : [0, 1] —
Arcos(p, X), concluimos que Arcos(p, X) es un arco. O

Teorema 2.35. Sea X un continuo. St M(X) es compacto, entonces el hiper-
espacio Arcos(p, X) es compacto, para cada p € X.

DEMOSTRACION. Sean p € X y {4, }nen una sucesion en Arcos(p, X) conver-
gente a A. Note que A € C(p, X), ya que p € A,, para cada n € N. Como
A, € M(X), para cada n € N, y M(X) es compacto, tenemos que A € M(X)
y asi, A € Arcos(p, X). Concluimos que Arcos(p, X) es compacto. O
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Capitulo 3

El hiperespacio Medio,(p, X) en
continuos

En este capitulo introducimos el hiperespacio Medio,(p, X) para un continuo
X, un punto p € X y p una funcién de Whitney para C'(X), el cual definimos
a continuacion.

Definicién 3.1. Sean X un continuo y p una funcion de Whitney para el
hiperespacio C(X). Para cada punto p € X, definimos y denotamos el hiper-
espacio de arcos en X con punto medio p respecto de pu, esto es,

Medio,(p, X) = {A € M(X) : P,(A) = p},
donde P, : M(X) — X es la funcidn punto medio de X con respecto de fi.

Este hiperespacio lo consideramos como subespacio del hiperespacio C'(X) con
la métrica de Hausdorff, asi su topologia serd la heredada de C'(X).

De ahora en adelante p representa una funcién de Whitney para C(X).

El hiperespacio Medio,(p, X) surge de manera natural del estudio del hiper-
espacio Arcos(p, X) y la funcién punto medio en continuos. Dado un continuo
X, un punto p € X y p una funcién de Whitney para C(X):

Pregunta 3.2. ;Qué propiedades topologicas tiene, Medio,(p, X), el hiperes-
pacio de arcos en X con punto medio p respecto de p para cada punto p € X ¢

3.1 Algunos modelos geométricos del hiperes-
pacio Medio,(p, X)

Es un tema interesante en la teoria de los hiperespacios conocer modelos
geométricos de continuos. En esta seccién estudiamos modelos geométricos
del hiperespacio Medio,(p, X ), cuando X es un arco o X es una curva cerrada
simple o X es un triodo simple.

Lema 3.3. Sean X y Y continuos. Si h: X — 'Y es un homeomorfismo y p :

C(X) = [0,00) una funcidn de Whitney, entonces o C(h)™' : C(Y) — [0, 00)
es una funcion de Whitney.

31
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DEMOSTRACION. Como h es un homeomorfismo, sabemos que C'(h)~! : C(Y) —
C(X) es un homeomorfismo, as{ po C(h)™' : C(Y) — [0,00) es una funcién
continua. Basta probar que se cumplen las condiciones (1) y (2) de la Definicion
11,55

(1) Probaremos que o C(h)"*({y}) = 0, para cada y € Y. Sea y € Y, note
que C'(h)"'({y}) = {h " (y)}, luego u({h~*(y)}) = 0, ya que u es una funcién
de Whitney. Se sigue que po C(h)"*({y}) = 0.

(2) Sean A, B € C(Y) tales que A C B. Como C(h)™" es un homeomorfismo
tenemos que C'(h)™'(A) € C(h)""(B) y como p es una funcién de Whitney
para C'(X), tenemos que po C(h)"1(A) = u(C(h"H(A)) < u(C(h1)(B)) =
pwo C(h)~YB).

Por lo tanto, g o C'(h)™! es una funcién de Whitney para C'(Y). O

Teorema 3.4. Sean X, Y continuos yp € X. Si h: X — Y es un homeo-
morfismo, entonces Medio,(p, X) es homeomorfo a Medio,ecny-1(h(p),Y).

DEMOSTRACION. Consideremos la funcion C(h) : C(X) — C(Y) tal que
C(h)(A) = h(A), para cada A € C(X). Como h es un homeomorfismo, por
[32, Lema 2.3] la funcién C(h) es un homeomorfismo. Notemos que, por el
Lema/[3.8, pio C(h)™" es una funcién de Whitney para C(Y).

Probaremos que C(h)(Medio,(p, X)) = Medio,ecny-1(h(p),Y). Considere-
mos B € C(h)(Medio,(p, X)), asi existe A € Medio,(p, X) tal que C(h)(A) =
By existen K y L subcontinuos de A tales que A= KUL, KNL={p}ty
pu(K) = u(L). Se sigue que, B = h(A) = h(K)Uh(L) y h(K)Nh(L) = {h(p)}.
Por otro lado, por el Lema , tenemos que g o C(h)™! es una funcién para
C(Y), ademds (uo C(h)™)(W(K)) = p(K) = p(L) = (po C(h)~")(h(L)).
Por lo tanto B € Medio,oc(ny-1(h(p),Y). Para la contencién contraria, sea
B € Medioyecny-1(h(p),Y), luego existen K y L subcontinuos de B tales
que B=KUL KNL={h(p)}y (noC(h)™ ) K) = (o C(h)~')(L). Sea
A = h™1(B), se sigue que A = h"'(K)Uh (L) y Y (K)nh (L) = {p}.
Ademds p(h™(K)) = (po C(h)™)(K) = (no C(h)™)(L) = p(h~'(L)). Luego,
A € Medio,(p,X). Note que B = h(A) € C(h)(Medio,(p, X)).

Como C'(h) es un homeomorfismo, Medioocny-1(h(p),Y) y Medio,(p, X) son
homeomorfos. O

Teorema 3.5. Sea X un drbol. Si p es punto extremo de X, entonces p es
punto extremo de cada subcontinuo que lo contenga.

DEMOSTRACION. Sea p un punto extremo de X. Sea Y un subcontinuo de
X que contiene a p, por [25, Teorema 10.13], basta probar que Y \ {p} con-
tiene solo una componente. Supongamos lo contrario, es decir, existen B y
C' componentes de Y \ {p}. Por [25, Proposicién 6.3] tenemos que B U {p} y
C'U{p} son subcontinuos de Y. Podemos considerar b € By ¢ € C tales que
el arco bp C BU {p} y el arco cp C C'U {p}. Como p no es punto extremo del
arco bc en Y, se sigue que ord(p,bc) = 2, lo cual es una contradiccién ya que
ord(p,bc) < ord(p, X) = 1. Se sigue que Y \ {p} contiene una sola componente
y asi ord(p,Y) = 1. d

El Teorema muestra el modelo geométrico del hiperespacio de arcos en un
arco X con punto medio p, para cualquier p € X.
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Teorema 3.6. Sea X el arco [0,1]. Consideremos un punto p € X, se tienen
las siguientes afirmaciones:

(1) sip € {0,1}, entonces Medio,(p, X) = {{p}};
(2) sipe X\ {0,1}, entonces Medio,(p, X) es homeomorfo a un arco.

DEMOSTRACION. Sean 4 una funcién de Whitney para C'(X) y P, : M(X) —
X la funcién punto medio de X respecto de p.

(1) Sea p € {0,1}. Como p es punto extremo de X, por el Teorema , si A
es un arco en X que contiene a p, entonces p es punto extremo de A, asi por

el Teorema[1.53, tenemos que Medio,(p, X) = {{p}}.

(2) Sea p € X \ {0,1}. Sea m = min{u([0,p]), u([p,1])}. Sin perder genera-
lidad, supongamos que m = ([0, pl]). Sea g : Medio,(p, X) — [0,p] definida
por g(A) = min(A), para cada A € Medio,(p, X). Probaremos que g es un
homeomorfismo. Por [20, Lema 2.4] la funcién min es continua en 2%, asf g es
una funcién continua al ser una restriccién de la funciéon min al Medio,(p, X).
Probaremos que g es una funcién biyectiva y que g~ : [0, p] — Medio,(p, X)
es continua.

(a) La funcién g es inyectiva: Sean A y B elementos de Medio,(p, X) tales
que g(A) = g(B). Como A y B son arcos en X, podemos hallar y;,ys € [0, 1]
tales que A = [g(A),y1] y B = [g(B), y2]. Dado que A, B € Medio,(p, X), se
tienequep € Aype Byasip <y yp < ys Como g(A) = g(B) tenemos que
[9(A), p] = [9(B),p], por tanto u([g(A), p]) = u([9(B),p]). Por la Observacion

se sigue que u([p,y1]) = p([g(A), p]) = u([9(B), pl) = p([p, 32]). Por otro
lado, 11 < w2 0 y2 < y1 v asi [p,y1] v [p,y2] son comparables respecto a la

inclusién de conjuntos, por la Observacién [1.56, tenemos que [p, y1] = [p, ya].
Por tanto, y; = y», luego A = B.

(b) La funcién g es suprayectiva: Sea t € [0, p], tenemos que p([t, p]) < u([0,p]).
Como {p} C [p,1] y u([t,p]) € [0,u([p,1])], por el Lema [1.37, existe C' un
subcontinuo tal que {p} C C' C [p,1] y u(C) = u([t,p]), asi existe r € [p, 1]
tal que C' = [p,r]. Sea A = [t,r], se sigue que A € Medio,(p, X). Ademas
g(A) =min(A) =t.

(c) La funcién g~' es continua: Sea {t, }nen una sucesién en [0, p] convergente
a t, para algin ¢ € [0, p]. Por el Teorema[1.50, la sucesion {[t,, p]}nen converge
al arco [t,p|. Para cada n € N, pu([t,,p]) < u([0,p]). Como, para cada n €
N, {p} € [p. 1]y ulta.p]) € [0,n([p,1])], por el Lema [1.37, existe C, un
subcontinuo tal que {p} C C,, C [p, 1] y u(C) = p([tn, p]), asi existe r, € [p, 1]
tal que C' = [p,r,], para cada n € N. Por otro lado, como {p} C [p,1] y
w([t,p]) € [0, u([p,1])], por el Lema existe C' un subcontinuo tal que
{p} CC C p,1] y u(C) = u([t,p]), luego existe r € [p,1] tal que C' = [p,r].
Como [p, 1] es compacto, podemos suponer que existe {7, }ren una subsucesion
de {r,}nen convergente al punto s, para algin s € [p, 1]. Por el Teorema[1.50,
tenemos que la sucesién {[p, r,, |}ren converge a [p, s, méds ain, como u es una
funcién continua, se sigue que {u([p,7,,]) tren converge a p([p, s]). Por otro
lado, u([tn,,p]) = p([p,7s,]), para cada k € N, pasando al limite tenemos que

w([t, pl) = p([p, s]), por lo tanto u([p,r]) = p([p, s]), asi r = s. Observemos que
{tn, "n}nen converge a {t,r}. Si definimos A,, = [t,,r,], para cada n € N, por
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el Teorema|1.50, tenemos que la sucesiéon { A, } ey converge al arco A = [t, r].
Como g es biyectiva, tenemos que g~! es biyectiva, as{ g~ *(¢,) = A,, para cada
n €Ny g (t) = A, por lo tanto g~! es una funcién continua.

Concluimos que g es una funcién continua, biyectiva y con inversa continua,
por lo tanto g es un homeomorfismo. 0

Observacion 3.7. Sea X un arco con puntos extremos a y b. Si p no es punto
extremo del arco X, entonces Medio,(p, X) es un arco ordenado donde {p} es
uno de sus puntos extremos y el otro punto extremo es un arco A en X que
satisface que a es un punto extremo de A o b es un punto extremo de A.

Lema 3.8. Sean X el circulo unitario en R? y un punto p € X. Para cuales-
quiera A, B € Medio,(p, X), se tiene que AC B o B C A.

DEMOSTRACION. Por el Teorema , podemos suponer que p = (1,0). Sean
A, B € Medio,(p,X). Sean oy € [0,2m) y ap € (—2m,0] tales que A =
{(cosf,senf) € R? : 0 € [ag,]}. Sean B; € [0,27) vy B € (—2m,0] ta-
les que B = {(cosf,senf) € R? : 6 € [By,51]}. Sean a; = (cosay,sen ;)
y as = (cosawg,senas) los puntos extremos de A; by = (cosfy,senf) y
by = (cos By, sen ) los puntos extremos de B. Sean A; = {(cosf,senf) €
R?:0 € [0,0q]} vy Ay = {(cosf,senf) € R? : § € [ay,0]}; ademds, sean
By = {(cosf,senf) € R?*: 0 € [0, 31]} y By = {(cosf,sen ) € R? : 0 € [B,0]}.
Observemos que A; y B; son comparables y también Ay y By son comparables.
Note que A = A3 U Ay, AN Ay = {p}, B= B UByy BN By ={p}. Por la
Definicion w(Ay) = u(As) y u(B1) = u(Bs). Tenemos los siguientes dos
casos:

Caso 1. B1 < ay. Sesigue que By C A; (véase la Figum, por tanto pu(B;) <
1(Ar), como p(Ar) = p(Az) y p(Br) = p(Bz), se tiene que p(Bz) < p(Az).
Como Ay y Bs son comparables se tiene que By C As. Concluimos que B C A.

aq
by

by
az

Figura 3.1: Caso 1.

Caso 2. a; < ;. Se sigue que A; C Bj (véase la Figum, por tanto p(A;) <
((Bi), como p(Ar) = pu(Az) y p(Br) = p(Bz), se tiene que p(Az) < 1i(Bs).
Como As y By son comparables se tiene que Ay C By. Concluimos que A C B.

En ambos casos concluimos que A y B son comparables respecto a la contencién
de conjuntos. 0



35

ay

az
b,

Figura 3.2: Caso 2.

Lema 3.9. Sean X una curva cerrada simple y p = C(X) — [0, u(X)] una
funcion de Whitney para C(X). Dados © € X y s € [0, u(X)), eziste K €
M(X) tal que P,(K) =z y u(K) = s.

DEMOSTRACION. Por el Teorema , podemos suponer que p = (1,0). Sean

€ (—2m, 0] y B € [0,27), definimos A, = {(cosf,senf) € R* : 0 € [a,0]} y
Bs = {(cosf,senf) € R? : § € [0,]}. Sean A = {4, : a € (—27,0]} U{X}
y B ={Bs: p € [0,2r)} U{X}. Observemos que A y B son conjuntos
ordenados en C'(X). Probaremos que B es un arco. Sea g : [0, 27] — X definida
por g(t) = (cost, sent), para cada t € [0,27]. Tenemos que g es una funcién
continua, y asi C(g) : C([0,27]) — C(X) definida por C(g)(A) = g(A), para
cada A € C([0,27]), es una funcién continua. Sea G = {[0,¢] : ¢t € [0, 27|}, note
que § C C(]0, 27]), se tiene que C(g)|g : § — B es una funcién continua. Sea h :
[0,27] = G C C([0,27]) definida por h(t) = [0,t], para cada t € [0,27]. Note
que h es una funcién continua. Definimos F : [0, 27] — B definida por F(t) =
(C(g)|lgoh)(t), para cada t € [0, 27]. Probaremos que F' es un homeomorfismo,
basta probar que F' es una funcién continua y biyectiva. Observemos que F' es
una funcién continua por ser composiciéon de funciones continuas. Probemos
que F es una funcién inyectiva, sean t,r € [0, 27| distintos, se tiene que t < r o
r < t,porloque By C B, o B, C By, en ambos casos tenemos que F'(t) = B; #
B, = F(r), por lo que F' es una funcién inyectiva. Ahora, probemos que F' es
una funcion suprayectiva, sea B € B, observemos que si B = X, entonces basta
considerar t = 2w, ya que F(2m) = (C(g)|g o h)(2m) = C(g)|3([0,27]) = X.
Supongamos que B # X, existe § € [0,27) tal que B = Bg, se tiene que
F(B) = (C(g)lg o h)(B) = C(9)|5([0,8]) = Bz = B. Por lo tanto, F' es una
funcién suprayectiva. Asi, F' es un homeomorfismo entre [0,27] y B, por lo
tanto B es un arco. De forma similar se prueba que A es un arco. Luego, A y
B son arcos ordenados desde {p} hasta X.

Por [16, Lemma 14.2], sean ¢ : [0,u(X)] — A y ¢ : [0, u(X)] — B los ho-
meomorfismos tales que p(¢p(t)) =ty u(y(t)) = t, para todo t € [0, u(X)].
Sea f : [0, u(X)] — [0, u(X)] definida por f(t) = u(p(t) Ub(t)), para todo
t € [0, u(X)]. Observemos que f es una funcién continua tal que f(0) =0y
f(u(X)) = uw(X). Dado s € (0, (X)), por el Teorema del valor intermedio
existe t € (0, (X)) tal que f(t) = p(o(t) U(t)) = s. Sea K = ¢(t) Ub(t),
como s € (0,u(X)) y u(K) = s, se tiene que K es un arco. Por otro la-
do, como t € (0,u(X)) se tiene que ¢(t) € A y ¥(t) € B son arcos, luego
o(t) NY(t) ={p } asi el punto medio de K es p. O



36 CAPITULO @ EL HIPERESPACIO MEDIO(p, X) EN CONTINUOS

Ahora veamos el modelo geométrico del hiperespacio de arcos en una curva
cerrada simple X con punto medio p, para cualquier p € X.

Teorema 3.10. Sea X wuna curva cerrada simple. St p € X, entonces el hi-
perespacio Medio,(p, X) es homeomorfo al intervalo [0,1).

DEMOSTRACION. Sea p € X. Consideremos p una funcién de Whitney para
C(X) y consideremos la funcién punto medio de X respecto de p, P, : M(X) —
X.

Denotemos por o la funcién restriccién de p al espacio Medio,(p, X), es decir,
0 = | Medio, (p,x)- Vamos a probar que o : Medio,(p, X) — [0, (X)) es un
homeomorfismo. Se tiene que o es una funcién continua. Por el Lema [3.8,
tenemos que o es inyectiva.

Para ver que la funcién o es suprayectiva, probemos que p(Medio,(p, X)) =
[0, 1(X)). En efecto: si A € Medio,(p, X), entonces 0 < p(A) < pu(X). Ahora,
sea s € [0, u(X)). Por el Lema[3.9, existe K € Medio,(p, X) tal que u(K) = s.
De la definicién de la funcién o tenemos que es suprayectiva.

Resta probar que o~ : [0, (X)) — Medio,(p, X) es continua. Para esto
consideremos una sucesion, {r,}nen, en [0, u(X)) que converge al punto r €
[0, 1(X)). Se tiene que, para cada n € N, existe un tnico A, € Medio,(p, X)
tal que 0(A,,) = r,, también existe un tnico A € Medio,(p, X) tal que o(A) =
r. Vamos a probar que la sucesién { A, },en converge a A, es decir, la sucesion
{o07Y(rn) }nen converge a o 1(r). Como C(X) es compacto, consideremos una
subsucesion {4, }ren de la sucesion { A, },en convergente a B, para algin B €
C(X). Como p es una funcién continua, tenemos que {u(A,,)}ren converge
a u(B) y como p(A,,) = 7, para cada k € N, tenemos que {{(An)}nen
converge a 1, asi u(B) =1 = u(A), como r < p(X), se sigue B es un arco. Por
[20, Teorema 3.15], la funcién P, es continua, luego la sucesién {P,(An,)}ren
converge a P,(B). Note que, para cada k € N, P,(A,,) = p, se sigue que
P,(B) = p, esto implica que B € Medio,(p, X). Por el Lema , tenemos que
B C Ao A C B. Finalmente, como u(A) = pu(B), por la Observacion [1.36,
tenemos que A = B. Por lo tanto, la sucesién {A,},en converge a A y asi la
funcién o~! es continua. 0

Finalmente, veamos el modelo geométrico del hiperespacio de arcos en X con
punto medio p respecto de u, cuando X es un triodo simple.

Teorema 3.11. Sean A; = {(t,0) € R? : t € [-1,0]}, Ay = {(0,t) € R? :
t € [0,1]} y A3 = {(t,0) € R* : t € [0,1]}. Considérese el triodo simple
X =A1UAUA; yp:C(X)— [0,00) una funcion de Whitney. Para cada
i €{1,2,3}, sean p; el punto medio de A; respecto de u, S; el arco en X con
puntos extremos p; y (0,0), L; el arco en X con puntos extremos p; y e;, donde
e; es el punto extremo de A; distinto de (0,0), sea T = S1 U S U S3. Dado un
punto p € X, se tienen las siguientes afirmaciones:

(1) sip € {e1,eqs,e3}, entonces Medio,(p, X) = {{p}};
(2) sipe (L1 ULyULg)\ {e1,ez,e3}, entonces Medio,(p, X) es un arco;
(3) sip e T\ {p1,p2,ps3}, entonces Medio,(p, X) es un triodo simple.
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DEMOSTRACION. Sea P, : M(X) — X la funcién de punto medio de X con
respecto de .

Probaremos el inciso (1). Sea p € {e1, es,e3}. Note que {p} € Medio,(p, X).
Por otro lado, si A es un arco que contiene al punto p, entonces por el Teo-
rema [3.50, A = pz, para algin z € X, ademds p es punto extremo de A.
Por el Teorema [1.53 tenemos que p no es punto medio de A. Por lo tanto

Medio,(p, X) = {{p}}.

Sean J; = AU Az, Jo=A1UA3y J3=A; U A,.

Ahora, probemos el inciso (2). Sea p € (L3 U Ly U L3) \ {e1, €2, e3}. Sin perder
generalidad, supongamos que p € Aj, se tiene que p € (A1 \S1)U{p1} y p # e1.
Si M € Medio,(p, X), entonces M C J, o bien M C Js. Luego,

Medio,(p, X) = Medio,(p, Jo) U Medio,(p, Js).

Sea R el arco en A; con puntos extremos e; y p; sea S el arco en A; con
puntos extremos p y (0,0). Note que R C L; y S € S, como u es una
funcién de Whitney tenemos que p(R) < pu(Ly) = u(S1) < u(S), se sigue que
1(R) < u(S).

Veamos que Medio,(p, J2) C Medio,(p, A1). Sea My € Medio,(p, Jo), existen
K € Arcos(p,R) y L € Arcos(p, S U As) tales que My =K UL, KNL={p}
y u(K) = p(L). Probaremos que S no estd contenido propiamente en L, para
esto supongamos lo contrario, es decir, S C L, asi u(S) < p(L). Por otro lado
p(K) < p(R) < u(S) < p(L) lo cual es una contradiccién. Por lo tanto S
no esta contenido propiamente en L. Ademads, como L y S son arcos en el
arco S U A3 con punto extremo p, se sigue que L y S son comparables, asi
L CSCA;. Ademas K C Ry asi K C Ay. Luego M, € Medio,(p, A;).

De forma similar, se prueba que Medio,(p, J5) C Medio,(p, A;). Como

Medio,(p, X) = Medio,(p, J2) U Medio,(p, J3) C Medio,(p, A1)

C Medio,(p, X).

Luego, Medio,(p, X) = Medio,(p, A1), por la Observacion , Medio, (p, Ar)
es un arco, por lo tanto el Medio,(p, X) es un arco.

Finalmente, probaremos el inciso (3). Sea p € T \ {p1,p2,ps}. Tenemos los
siguientes dos casos:

Caso 1. Sea p = (0,0). Observemos que, si M € Medio,(p, X), entonces
M C Jy o bien M C Jy 0 bien M C Js, luego Medio,(p, X) = Medio,(p, J;)U
Medio,(p, J2) U Medio,(p, Js). Dado que p no es punto extremo del arco J;,
para cada i € {1,2,3}, por el Teorema y la Observacion se tiene que
Medio,(p, J;) es homeomorfo a un arco ordenado donde {p} es punto extremo
de cada uno de ellos. Note que, si M € Medio,(p, J;) N Medio,(p, Ji), para
algunos i,1 € {1,2,3} distintos, entonces M C J; N J;, por tanto M C Ay,
para algin k € {1,2,3} donde k # i y k # . Como P,(M) = p, se sigue que
M = {p}, pues p es punto extremo de Aj;. De esta manera, Medio,(p,J;) N
Medio,(p, J;) = {{p}}, para cualesquiera 7,1 € {1, 2,3} distintos. Por lo tanto,
el hiperespacio Medio,(p, X) es un triodo simple.
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Caso 2. Sea p € T'\ {p1,p2,p3,(0,0)}. Sin perder generalidad, supongamos que
p € Ay Si M e Medio,(p, X), entonces M C J, o bien M C Js. Luego,

Medio,(p, X) = Medio,(p, J2) U Medio,(p, J3).

Ademas,

Medio,(p, Jo) N Medio,(p, Js) = Medio,(p, A1). (3.1)
Por la Observacion [3.7, Medio,(p, J2), Medio,(p, J3) y Medio,(p, A1) son ar-

cos ordenados donde {p} es punto extremo de cada uno de ellos.

Sea R el arco en A; con puntos extremos e; y p; sea .S el arco en A; con puntos
extremos p y (0,0). Como p # p;, tenemos que S C S;. Note que L; C R.
Luego, como 4 es una funcién de Whitney se sigue que p(S) < u(R). Por otro
lado, como {p} C Ry u(S) € [0, u(R)], por el Lema[1.37 existe C' € C'(X) tal
que {p} CC C Ry u(C) = pu(S). Observemos que S UC € Medio,(p, A;). Si
M € Medio,(p, A1), entonces existen K € Arcos(p, R) y L € Arcos(p, S) tales
que M = KUL, KNL={p}y u(K)= pu(L). Probaremos que M C SUC.
Supongamos lo contrario, es decir M ¢ S U C. Note que si u(C) < p(K),
entonces p(S) < (L), por otro lado L € Arcos(p,S) y como u es una funcién
de Whitney se tiene que p(L) < u(S), lo cual es una contradiccién. Asi M C
S UC. Por lo tanto Medio,(p, A1) es un arco ordenado con puntos extremos
{p} y SUC. Sean

A = (Medio,(p, J2) \ Medio,(p, A1) U{SUC}y

B = (Medio,(p, J3) \ Medio,(p, A1) U{SUC}.
Observemos que A y B son arcos ordenados que tienen como un punto extremo
a SUC. Ademas, ANMedio,(p, A1) = {SUC} y BNMedio,(p, A1) = {SUC}.
Veamos que ANB = {SUC}. Tenemos que {SUC} C ANB. Por otro lado,
sea N € ANB con N # SUC, asi N € (Medio,(p, J2) \ Medio,(p, A1) N
(Medio,(p, J3) \ Medio,(p, A1), de aqui se sigue que

N € Medio,(p, J2) N Medio,(p, J3) y N ¢ Medio,(p, A1),
esto contradice la Ecuacién (3.1]). Por lo tanto, ANB = {SUC}.

Finalmente, observemos que:
Medio,(p, X) = Medio,(p, A1) UA U B,

donde Medio,(p, A1), Ay B son arcos que se intersectan dos a dos en el punto
S U C. Concluimos que Medio,(p, X) es un triodo simple. O

3.2 Propiedades generales del hiperespacio
Medio,(p, X)

Es de nuestro interés conocer las propiedades topolégicas que tiene el hiper-
espacio Medio,(p, X), tales como la conexidad y la compacidad, ademds es-
tudiamos modelos geométricos para el hiperespacio de arcos en X que tienen
como punto medio a p con respecto de u, cuando la arco componente de p en
X es unicamente arco conexo y es imagen continua y biyectiva del intervalo
[0,00) 0 de R. A continuacién veremos que dicho hiperespacio es arco conexo.
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Teorema 3.12. Sea X un continuo. Sip € X, entonces Medio,(p, X) es arco
conexo.

DEMOSTRACION. Sean p € X y u una funcién de Whitney para C(X). Sean
Ay B elementos de Medio,(p, X) distintos. Observemos que si B = {p}, en-
tonces A es un arco que contiene a p y p no es punto extremo de A, luego,
por el Teorema inciso (2), el hiperespacio Medio,(p, A) es un arco, asi
existe a : [0,1] — Medio,(p, A) un homeomorfismo tal que a(0) = B = {p}
y a(l) = A. Por otro lado, supongamos que A y B son arcos, por defini-
cién, p no es punto extremo de A ni de B. Por el Teorema inciso (2),
los hiperespacios Medio,(p, A) y Medio,(p, B) son arcos en Medio,(p, X).
Sean « : [0,1] — Medio,(p,A) y B : [-1,0] — Medio,(p, B) homeomorfis-
mos tales que B(—1) = B, 5(0) = {p} = a(0) y a(l) = A. Consideremos
v : [=1,1] = Medio,(p, X) el encaje definido por:

pflx) si x€[-1,0],

(x) =
alz) si x€]0,1].

Claramente, v es un homeomorfismo tal que v(—1) = B y (1) = A, es decir,
existe un arco contenido en Medio,(p, X) cuyos puntos extremos son A y B.
Se sigue que Medio,(p, X) es arco conexo. O

Como consecuencia del Teorema tenemos el siguiente resultado:

Corolario 3.13. Sea X wun continuo. Si p € X, entonces el hiperespacio
Medio,(p, X) es conezo.

Teorema 3.14. Sea X un arco. Sip € X, entonces el hiperespacio Medio,(p, X)
es compacto.

DEMOSTRACION. Sea p una funcién de Whitney para C(X). Por la Ob-
servacion sabemos que M(X) es homeomorfo a C(X), se sigue que
M(X) es compacto. Probaremos que el hiperespacio Medio,(p, X) es cerra-
do en M(X). Sea {A,},en una sucesiéon en Medio,(p, X) convergente, sea
A= nh;rgoAn. Como M(X) es compacto y A, € M(X), para cada n € N,

se sigue que A € M(X). Por otro lado, como X es un arco, por el Coro-
lario , tenemos que la funcién punto medio P, : M(X) — X es con-
tinua, luego {P,(A,)}nen converge a P,(A), como P,(A,) = p, para cada
n € N, tenemos que P,(A) = p. Concluimos que p es punto medio de A y asf,
A € Medio,(p, X). Asi, Medio,(p, X) es un subconjunto cerrado del hiperes-
pacio M(X). Por lo tanto, Medio,(p, X) es un conjunto compacto. O

Teorema 3.15. Sea X un continuo. Si para todo p € X el hiperespacio
Medio,(p, X) es compacto, entonces X no contiene curvas cerradas simples.

DEMOSTRACION. Sea 1 una funcién de Whitney para C(X). Supongamos que
X contiene una curva cerrada simple, Y, sea 0 = |y : C(Y) — [0, u(Y)] la
restriccién de p al hiperespacio C'(Y). Notemos que o es una funcién de Whit-
ney para C(Y). Sea p € Y. Sea {s, }nen una sucesién en [0, u(Y')) convergente

a u(Y).
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Por el Lema para cada n € N, existe 4, € M(Y) tal que P,(4,) = p
y 0(A4,) = u(4A,) = s,. Notemos que A, € Medio,(p, X), para cada n € N.
Probaremos que {A,, },en converge a Y. Supongamos que {A,, },en converge A,
con A un subcontinuo de Y. Luego, como ¢ es una funcién continua tenemos
que {o(A,)}nen converge a g(A), se sigue que {s,}nen converge a o(A), asi
o(A) = u(Y), es decir, 0(A) = u(A) = u(Y), por lo tanto A = Y. Concluimos
que {A, }nen converge a Y. Sin embargo, Y ¢ Medio,(p, X), asi Medio,(p, X)
no es compacto. 0

En virtud del Teorema |3.15 es natural preguntarse lo siguiente, dados X un
continuo, 4 una funcién de Whitney para C(X) y p € X:

Pregunta 3.16. ;Cudles son las condiciones suficientes y necesarias sobre X
para que Medio,(p, X) sea compacto?

En relacién con la Pregunta tenemos una respuesta en la clase de las
dendritas.

Teorema 3.17. St X es una dendrita, entonces para cada p € X el hiperes-
pacio Medio,(p, X) es compacto.

DEMOSTRACION. Sean p € X y p una funcién de Whitney para C(X).
Probemos que Medio,(p, X) es compacto. Por el Teorema , el hiper-
espacio Arcos(p, X) es compacto. Notemos que Medio,(p, X) es subespa-
cio del hiperespacio de Arcos(p, X), asi bastard probar que el hiperespacio
Medio, (p, X) es cerrado en el hiperespacio Arcos(p, X). Sea {A, }ren una su-
cesién en Medio,(p, X') convergente a A, para algin A € C'(X). Como el hiper-
espacio Arcos(p, X) es compacto, se sigue que A € Arcos(p, X). Por el Lema
sabemos que P, : M(X) — X es continua, se sigue que {P,(A,) }ren con-
verge a P,(A). Como para cada n € N, P,(A,) = p, tenemos que P,(A) = p.
Concluimos que A € Medio,(p, X). Por lo tanto, Medio,(p, X) es cerrado en
el compacto Arcos(p, X) y asi Medio,(p, X) es compacto. O

Del Teorema y el Teorema[3.17 obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.18. Sea X un continuo localmente conexo. Entonces X es una
dendrita si y solo si Medio,(p, X) es compacto para cada p € X.

Lema 3.19. Sean X un continuo yp € X. Si Y € Medio,(p, X) es tal que
para cada A € Medio,(p, X) se tiene que A C'Y, entonces Medio,(p, X) =
Medio,(p,Y).

DEMOSTRACION. Como Y C X tenemos que Medio,(p,Y) C Medio,(p, X).
Para probar la otra contencién, sea A € Medio,(p, X), como A C Y, tenemos
que A € Medio,(p,Y). Concluimos que Medio,(p, X) = Medio,(p,Y). O

Teorema 3.20. Sean X un continuo y p € X. St la arco componente de p en
X, a(p), es unicamente arco conexo y existe una funcion continua y biyectiva
f:[0,00) = a(p), entonces:

(1) Sip = f(0), entonces el hiperespacio Medio,(p, X) es un singular.

(2) Sip # f(0), entonces el hiperespacio Medio,(p, X) es homeomorfo a un
arco o al intervalo [0, 1).
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DEMOSTRACION. Sea u una funcién de Whitney para C(X).

(1) Sea p = f(0). Primero probemos la siguiente afirmacion:

Afirmacion 3.20.1. Si A € Arcos(p, X), entonces existe un punto ta € [0, 00)
tal que A = f([0,t4]).

Prueba de la Afirmacion 3.20.1. Sea A € Arcos(p, X) y sean a y b los puntos
extremos de A. Claramente, A C a(p), como f es una funcién suprayectiva,
existen t1,ty € [0,00) tales que f(t1) = ay f(t2) = b. Supongamos que t; < to.
luego, f([t1,t2]) es un arco con puntos extremos a y b contenido en a(p). Como
a(p) es tinicamente arco conexo tenemos que A = f([t1,t2]). Finalmente, como
p € A, tenemos que 0 € [ty, 5], asi t; < 0y 0 < ¢y, concluimos que ¢; = 0. Por
lo tanto A = [0, t5]. Sea ty = t4. Queda demostrada la Afirmacién .

Por la Afirmacion|3.20.1) si A € Arcos(p, X), entonces p es punto extremo de
A. Asi, {p} es el tinico elemento de Arcos(p, X) cuyo punto medio es p . Luego
Medio,(p, X) = {{p}}. Asi concluye la prueba de (1).

(2) Sea p # f(0). Sea t, € [0,00) tal que f(t,) = p. Note que f(0) # f(¢,),
como f es una funcién inyectiva tenemos que 0 # t,, asi 0 < t,. Sean A
el arco f([0,t,]) vy B = {B € Arcos(p,X) : B C f([t,,o0))}. Note que si
M € Medio,(p, X), entonces existen Ky; € Arcos(p, A) y Ly € B tales que

Afirmacion 3.20.2. Si M, N € Medio,(p, X), entonces M C N o N C M.

Prueba de la Afirmacion 3.20.2. Sean M, N € Medio,(p, X). Como M y N
son arcos que contienen a p, por la Afirmacion , existen r, s,t,u € [0, 00)
tales que M = f([r,s]) y N = f([t,u]). Como p € M, p € N,y f es una
funcién biyectiva tenemos que t, € (r,s) y t, € (t,u). Luego, r,t € [0,1,],
mas ain r < t o t < r. Sin perder generalidad, supongamos que t < r, luego
[r,t,] C [t,t,] v ast f([r,t,]) € f([t,t,]). Probaremos que u < s, supongamos
que s < u, tenemos que [t,, s| C [t,, u], luego, f([t,,s]) C f([tp,u]). Como p es
una funcién de Whitney, se sigue que p((f([t,s]))) < p(f([tp,u])), pero esto
es una contradiccion ya que p(f([r,4p])) = pu(f ([t s])) v f([r tp]) € F([t 1]).
Tenemos que u < s, luego [t,,u] C [t,,s] v asi, f([tp,u]) C f([tp,s]). Se sigue
que N = f([t,u]) C f([r,s]) = M. De forma andloga se prueba que si r < t,
entonces M C N. Con lo cual queda demostrada la Afirmacién [3.20.2]

Para probar (2) tenemos los siguientes dos subcasos:

Subcaso 2.1. j(A) < pu(clx(f[ty, 00))).

Sea € = BU{clx(f([tp, 00)))}. Por el Lema[2.25, € es un arco ordenado. Como
0 < u(A) < plelx(f[tp, 00))), existe un arco A; € B tal que u(A) = p(A;). Sea
R =AUA;, como Ay € B, se sigue que ANA; = {p} y asi R € Medio,(p, X).

Afirmacion 3.20.3. Si J € Medio,(p, X), entonces J C R.

Prueba de la Afirmacion 3.20.3. Supongamos lo contrario, es decir, existe J €
Medio,(p, X) tal que R C J. Sean K; € Arcos(p,A) y L; € B tales que
J=K;UL;, K;NnL;={p}y uwK;)=u(Ly). Como R C J, se sigue que
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A C Ky, luego pu(A) < u(Ky). Por otro lado pu(Kjy) < u(A), se tiene que
p(A) = p(Ky). Por la Observacion A = K. De forma similar, Ay = L,
se sigue que R = J, lo cual contradice que R C J. Queda probada la Afirmacion
0.20.9)

Por el Lema , tenemos que Medio,(p, X) = Medio,(p, R), luego, por la
Teorema |3.6, concluimos que Medio,(p, X') es un arco.

Subcaso 2.2. j1(A) > p(clx(fty, 00))).

Observemos que existe un arco B € Arcos(p, A) tal que u(B) = p(clx(f[tp, 00)))-
Sea tg € [0,t,), tal que f([tp,t,]) = B. Sea Z = clx(f([tp,o0))) UB =
cx(f([tg,00))). Sea C = Medio,(p, X) U {Z}. Probaremos que € es un arco
ordenado.

Afirmacion 3.20.4. La familia C es un subconjunto ordenado de C'(X).

Prueba de la Afirmacion 3.20.4. Por la Afirmacion para cualesquiera
M,N € Medio,(p, X) son comparables respecto a la inclusién de conjuntos.
Ahora, sea M € Medio,(p, X ), entonces existen Ky € Arcos(p,A) y Ly € B
tales que M = Ky U Ly, Ky N Ly = {p} v w(Ky) = p(Lar). Note que
Ly C elx(f([tp, >0))), concluimos que M C Z. Queda probada la Afirmacién
0.20.4

Como € es un subconjunto de C'(X) tenemos que € es un espacio métrico.
Ademas, es no vacio, ya que {Z} € C.

Afirmacion 3.20.5. La familia C es compacto.

Prueba de la Afirmacion 3.20.5. Probemos que € es un subconjunto cerrado
en C(X). Sea { M, }nen una sucesién en € convergente a M, para algin M €
C(X). Probaremos que M € €. Como p € M,, para cada n € N, se sigue que
p€ M,asi M € C(p, X). Como { M, },en converge a M, existe una subsucesién
{M,, }ien tal que M,, € M,, , o M, C M,, para cada i € N, es decir, la
subsucesion {M,, }ien es creciente o decreciente.

Caso I. La sucesion {M,, }ien es decreciente.

En este caso, tenemos que M = ﬂ M,,, ast M € C(M,,), para cada i € N.
ieN

Notemos que si M es un singular, entonces M = {p}, luego M € Medio,(p, X),

por lo que M € €. Supongamos que M es un arco. Como M,,, = K,,, UL, con

K,, € Arcos(p,B), L,, € B, K,,, N L,, = {p} y u(K,,) = p(Ly,), para cada

i € N. Observemos que {K,, }ien v {Ln, }ien son subsucesiones decrecientes y

asi lim K, = ﬂ K, =Ky limL,, = ﬂ L, = L. Luego, como {M,, }nen
converge a M, tenemos que M = K U L. Por otro lado, como K C K, y
L C L,,, para cada i € N, tenemos que K N L C K,,, N L,, = {p}, es decir,
K N L = {p}. Por otro lado, como { K, }ien converge a K y{L,, };cn converge
a L, y p es una funcién continua, entonces {u(Ky,)}ien converge a u(K) y
{1(Ly,) }ien converge a p(L), ademas pu(K,,) = u(Ly,), para cada i € N, tene-
mos que p(K) = p(L). Luego M € Medio,(p, X), y asi M € C.

Caso II. La sucesion {M,, }ien es creciente.
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En este caso, tenemos que M = ch(U M,,). Por otro lado, como M,, =
ieN

F([@n;s Yn,]), con @, yn, € [0,00), para cada i € N. Observemos que, {x,, }ien

es una sucesion decreciente, ademds, como tp < x,, < t,, para cada i € N, se

sigue que {z,, }ien converge a x = inf{x,, : i € N}. Por otro lado, {yn, }ien €s

una sucesion creciente, entonces tenemos los siguientes casos:

(a) La sucesiéon {y,, }ien no estd acotada superiormente: En este caso te-
nemos que U[xn,yn] = [tg,o0). De donde UM" = Uf([acn,yn]) =

1€EN 1€EN 1€EN
F(UJ@nss yni)) = F([t5,00)). Se sigue que elx (| ) M) = clx(f([ts, 00))) = Z.
1€EN 1€EN

Asi, M = Z, es decir, M € C.

(b) La sucesion {y,, }ien estd acotada superiormente: sea y = sup{y,, : i € N},
con y € (t,,00), tenemos que {Yy, ren converge a y. Probaremos que:

(e, y)) = elx (U £ ([2a yui])-

1€EN

Como z,,,, Yn, € [z, y], tenemos que [Ty, yn,] C [z, y], se sigue que U[xn, Yn;] C

ieN
[z, y], luego como [ es continua, tenemos que ch(U f(xn,, yn])) € f([x,y]).
ieN
Probemos que f([x,y]) C ch(U f(Zn; s yn,]))- Sea r € f([x,y]), existe t, €

i€N
[z, y] tal que f(t,) =r. Sit, =z, entonces

x e CZX(U f([xnmym]))a
ieN
ya que es punto limite de la sucesion {z,, }ien ¥ f €s una funcién continua. De
forma similar si ¢, = y, entonces y € cl X(U f([®n;sYn,]))s - Supongamos que
ieN
t, € (x,y), como t, # inf{x,, : i € N} y ¢, # sup{y,, : i € N}, existe m € N,
tal que x,,, <t,. <y, .Luego, t,. € [x,, ,Yn, |y ast:

r = £(t) € F(@ns o) € U (@) € el £ (s )
i€eN ieN
Concluimos que f([z,y]) € clx({J f([#n: yn])), por lo que M = f([z,y)).
ieN
Como {M,, }ien es una sucesién creciente, se sigue que M, € C(M), luego
por el [28, Teorema 3.25], tenemos que la funcién P,|y : M(M) — M es
una funcién continua, y asi {P,|y(My,)}tnen converge a P, |y (M), es decir,
P,|m (M) = {p}. Concluimos que M € Medio,(p, X), es decir, M € C. Final-
mente, tenemos que C es compacto. Queda probada la Afirmacion (3.20.5|

Afirmacion 3.20.6. La familia C es conexo.

Prueba de la Afirmacion 3.20.6. Por el Corolario , Medio,(p, X) es conexo,
asi basta probar que C = cle(x)(Medio,(p, X)). Por la Afirmacién [3.20.5;
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clexy(Medio,(p, X)) C €.

Probaremos que € C cle(x)(Medio,(p, X)). Sea M € € tenemos que M €
Medio,(p, X) o M = Z. Si M € Medio,(p, X), entonces

M € clexy(Medio,(p, X)).

Supongamos que M = Z, basta considerar la sucesién {M,, }ien tal que M, =
f([@n;, Yn;]), donde tp = inf{x,, : i € N} y {yn, }ien no estd acotada superior-
mente. Sabemos que {M,, };en converge a Z, luego Z € clox)(Medio,(p, X)).
Por lo tanto, € C cle(x)(Medio,(p, X)) y asi C C clex)(Medio,(p, X)), por
lo que € es conexo. Queda probada la Afirmacién [3.20.6]

De las Afirmaciones|3.20.4} [3.20.5]y|3.20.6| concluimos que € es un arco ordena-
do. Luego, 0 = ple : € — [0, u(Z)] es un homeomorfismo, bastara considerar,
0| Medio,(p.x) * Medio,(p, X) — [0,u(Z)). Es decir, Medio,(p, X) es homeo-
morfo a [0, 1). O

El resultado que sigue proporciona un modelo geométrico de Medio,(p, X),
donde X es el continuo sen(%). Por otro lado, el Teorema , muestra que
si el hiperespacio Medio,(p, X) es compacto para un continuo X y para cada
p € X, entonces X no contiene curvas cerradas simples, el inverso del Teorema
3.15 no es verdadero, como mostramos a continuacién.

Teorema 3.21. Sean Y = {0} x [-1,1] y W = {(z,sen(L)) : z € (0,1]}. Sea
X =Y UW el continuo sen(%). Sip € X, entonces las siguientes afirmaciones
se cumplen:

(1) Sip = (1,sen(l)), entonces el hiperespacio Medio,(p, X) es un singular.
(2) Sip e W\{(1, sen(1))}, entonces el hiperespacio Medio,(p, X) es un arco
o es homeomorfo a [0,1).

(3) Sip € {(0,1),(0,—1)}, entonces el hiperespacio Medio,(p, X) es un sin-
gular.

(4) Sip e Y\ {(0,1),(0,—1)}, entonces el hiperespacio Medio,(p, X) es un
arco.

DEMOSTRACION. Sean g una funcién de Whitney para C(X) y p € X, tenemos
los siguientes cuatro casos:

(1) Sea p = (1,sen(1)). Notemos que W es imagen continua y biyectiva de
[0,00), por el Teorema|3.20, tenemos que Medio,(p, X) = {{p}}.

(2) Sea p € W\ {(1,sen(1))}. Notemos que W es imagen continua y biyectiva
de [0, 00), por el Teorema , tenemos que Medio,(p, X) es homeomorfo a
un arco o al intervalo [0, 1).

(3) Supongamos que p € {(0, 1), (0,—1)}. Sin perder generalidad, supongamos
que p = (0,1). Observemos que si A € Arcos(p, X), entonces A C Y. Se sigue
que para todo A € Arcos(p, X), p es punto extremo de A. Luego, {p} es el inico
elemento de Arcos(p, X) tal que P,({p}) = p. Por lo tanto, Medio,(p, X) =

{{r}}-
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(4) Supongamos que p € Y \ {(0,1),(0,—1)}. Sea A el arco en Y con puntos
extremos p y (0,1) y B el arco en Y con puntos extremos p y (0,—1). Sea
r = min{u(A), u(B)}. Sin perder generalidad, supongamos que r = u(A),
existe 4; € C(B) tal que u(A;) = p(A). Sea M = AU A, claramente
M € Medio,(p, X). Probaremos que para cada N € Medio,(p, X), N C M.
Supongamos que existe N € Medio,(p, X), tal que M C N. Sea N = K UL,
KNnL={p}y ulK)= u(L), sesigue que A C K o A C L, luego, como
g es una funcién de Whitney, tenemos que p(A) < u(K) o p(A) < u(L).
Por la definicién de A, se sigue que, u(A) = pu(K) o p(A) = wp(L), lue-
g0 A= KoA=1L Si A=K, entonces Ay = L o si A = L, entonces
A; = K. Concluimos que M = N, lo cual contradice que M C N. Por lo
tanto, para todo N € Medio,(p,X), N C M. Por el Lema tenemos
que Medio,(p, X) = Medio,(p,Y). Luego, por el Teorema |2.5, se sigue que
Medio,(p, X) es un arco. O

Teorema 3.22. Sean X un continuo y p € X. St la arco componente de p en
X, a(p), es unicamente arco conexo y existe una funcion continua y biyectiva
f R — a(p), entonces el hiperespacio Medio,(p, X), es homeomorfo a [0,1).

DEMOSTRACION. Sea p : C(X) — [0, u(X)] una funcién de Whitney para
C(X). Sea t, € R tal que f(t,) = p. Probemos la siguiente Afirmacién:

Afirmacion 3.22.1. Si A € Medio,(p, X), entonces Ka = f(la,t,]) y La =
f([tp,b]) cumplen que A= KsULa, KaNLa={p}yp(Ka)=p(La), para
algunos a,b € R.

Prueba de la Afirmacidn 3.22.1. Sean a'y b puntos en R, tales que A = f([a, b]).
Como p es punto medio de A, entonces t,, € (a, b), consideremos K4 = f([a, p]
y La = £({ty.b]). Observemos que A = f([a.b]) = f(la,t,]) U F([ty.B). Por
otro lado, como f es una funcién inyectiva, tenemos que f([a,t,]) N f([t,,b]) =
{f(t,)} = {p}. Probaremos que u(f([a.t,))) = pu(J ([t ). Supongamos lo
contrario, es decir, que u(f([a,t,])) # u(f([tp,b])), luego, p no es punto medio
de A, pero esto contradice que A € Medio,(p, X), por lo que u(f([a,t,])) =

p(f([tp,b])). Asi queda demostrada la Afirmacién |3.22.1]

~—

Sean

(‘31 ={A € Arcos(p, X) :

AC f((=o0,t,])} y
={A € Arcos(p, X) : A C

f([tp,OO))}

De la Afirmacion|3.22.1, podemos notar que K4 € C; v Ly € Cy. Tenemos los
siguientes casos:

(1) plelx (f (=00, ,]))) = plelx (f([tp, 00))))-

En este caso, consideremos la familia € = Medio,(p, X) U {clx(a(p))}. Proba-
remos que € es un arco ordenado, para ello veamos que € es un subconjunto
ordenado de C'(X) y un continuo.

Afirmacion 3.22.2. La familia C es un subconjunto ordenado de C'(X).
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Prueba de la Afirmacion 3.22.2. Es claro que si A € Medio,(p, X), entonces
A C clx(a(p)). Ahora, sean A, B € Medio,(p, X). Probaremos que A C B
o B C A. Sabemos por el Teorema[2.31 que C; U {clx(f((—00,t,)))} v €2 U
{clx(f([tp,0)))} son arcos ordenados, asi existen K4, K € C1 y La, Lp € Cy
tales que A = Ky ULy, KaNLy={p}y w(Ka) = u(La); B= KU Lpg,
KgnLg={p}y pu(Kp)=pu(Lg). Notemos que K4, C K o Ky C K 4. Pro-
baremos que si K4 C Kp, entonces Ly C Lp. Observemos que si Lg C Ly,
entonces como 4 es una funciéon de Whitney, tenemos que p(K4) = pu(La) >
u(Lp) = p(Kp), pero esto es una contradiccién ya que K4 C Kp, se sigue que
L, C Lg. Luego, A=K, ,UL, C KgULg = B. Por otro lado, si Kg C Ky,
entonces Lg C L, y asi, B C A. Por tanto, tenemos que A C Bo B C A. Es
decir, € es un subconjunto ordenado de C'(X). Queda probada la Afirmacion

5. 24,4

Como € C C(X), se sigue que € es un espacio métrico. Por otro lado, como
clx(a(p)) € C, se sigue que € es no vacio.

Afirmacion 3.22.3. La familia € es compacto.

Prueba de la Afirmacion 3.22.3. Probaremos que € es un subconjunto cerrado
de C(X). Sea {A, },en una sucesién en € convergente a A, para algin A €
C(X). Probaremos que A € C.

Como p € A, para cada n € N, se sigue que p € A. Luego, A € C(p, X). Si
A = clx(a(p)), entonces A € € por definicién. Como los elementos de la su-
cesion { A, }nen son comparables, existe una subsucesion { Ay, }ien de {4y }ren
creciente o decreciente.

Caso I. La subsucesion {A,, }ien es decreciente.

Tenemos que A = ﬂ A,,, ast A € C(A,,), para cada i € N. En particular,
ieN
A € C(A,,), luego, A = {p} o A es un arco que contiene a p. Si A = {p},
entonces A € Medio,(p, X). Supongamos que A es un arco que contiene a
p, como A, = K, UL, con K,, € C, L,, € C, K,,NL, = {p}y
w(Ky,) = u(Ly,), para cada i € N, entonces existen K, L € C(A) tales que la
subsucesion { K, }ien converge a Ky la subsucesion { L,, };en converge a L. Co-
mo la sucesién {A,, }ien converge a A, tenemos que A = K U L. Por otro lado,
como p es una funcién continua, tenemos que la sucesion {p(K,,) bien converge
a u(K) ylasucesion {u(Ly,) }ien converge a p(L), luego p(K) = u(L). Veamos

que K N L = {p}, para ello probaremos la siguiente Afirmacién:
Afirmacion 3.22.4. Las subsucesiones {K,, }ien Y {Ln, }ien son decrecientes.

Prueba de la Afirmacion 3.22.4. Observemos que K,,, € Cy, paracadai € N, de
manera similar L,, € Cq, para cada i € N. Adem4s, tenemos que €;NCy = {p}.
Por otro lado, como {A,, }icn es decreciente, se tiene que A,,,, C A,,, para
cadai € N, ast K,,, UL, , € K,,UL,,, para cada i € N. Luego, K,,,,, C K,,
Y Ln,,, C Ly, para cada i € N. Concluimos que las subsucesiones { K, }ien y
{L,, }ien son decrecientes. Asi queda demostrada la Afirmacién [3.22.4]
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Luego, K = ﬂKm y L = ﬂLn“ observemos que p € K,, y p € L,,,
ieN ieN

para todo ¢ € N, asi p € Ky p € L, luego, {p} C K N L. Por otro lado,

KnL C K, NL, = {p}, para cada i € N, se sigue que K N L = {p}.

Finalmente, tenemos que A € Medio,(p, X) y asi A € C.

Caso II. La subsucesion {A,, }ien es creciente.

En este caso tenemos que A = CZX(U A,.). Como A,, = f([a;,bi]) con a; €
ieN
(—o0,t,) v by € (t,,00), para cada i € N. Por la Afirmacion se sigue
que K, = f(la;,tp]) v Ln, = f([ty,bi]), para cada i € N, como {A,, }ien €s
una subsucesién creciente, tenemos que las subsucesiones { K, }ien ¥ {Ln, }ien
también son crecientes, asi la sucesion { K, }ien converge a K = cl X(U K,)y
ieN
la sucesién { L, }ien converge a L = cl X(U L,,) . Tenemos los siguientes casos:
ieN

(1) La sucesién {a;};en estd acotada inferiormente y la sucesion {b;}ien estd
acotada superiormente.

En este caso, tenemos que la sucesion {a; }ieny converge a a = inf{a; : i € N} y
la sucesion {b;};en converge a b = sup{b; : i € N}. Probaremos que:

flla,ty)) = clx (| f(lai t,)) = elx (| Kn,) = K

keN keN

Notemos que como a; > a para todo i € N, se tiene que f([a;,t,]) € f([a,tp)]),

luego U f(lai, tp]) € f([a,tp]), luego, ch(U f(lai, tp])) € f(la,tp,]). Veamos la
ieN ieN

contencién contraria, es decir, que:

f([avtp]) - CZX(U f([ai’tp]))

IS\

Sea z € f([a,t,]), entonces existe t, € [a,t,] tal que f(t,) = =. Note que, si

t, = a, entonces € ch(U f(lai,tp])), ya que la sucesion { f(a;)}ien converge
ieN

a f(t,) = x. Supongamos que t, > a, entonces t, no es cota inferior de la

sucesion {a; }ien, €s decir existej € Ntal que t, > a;, se sigue que t, € [a;,t,],

luego = € f([aj,t, U f(lai, tpy]) C ch(U f(lai, t,])). Concluimos que = €
1€EN 1€EN
ch(U f(la;,tp])). Finalmente, tenemos que f([a,t,]) = clx( U f(lai, t,)])) =
1€EN i€N
cl X(U K,,). De forma similar, se prueba que f([t, = clx U f([t
1€N 1€EN
ch(U L,,) = L. Luego:
ieN
F(a, b)) = f(la,t,)) U F([tp, b)) = elx (| Kn.) Uelx (| Ln,)- (3:2)

€N €N
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Como A, = K,, UL,,, para cada i € N, se sigue que f([a,b]) = ch(U A =
ieN

A, es decir, A es una arco. Més aun, de las igualdades de la Ecuacion [3.3,

tenemos que A = KUL. Como [a, t,]N[ty, b] = {t,} y [ es una funcién inyectiva

KnNL= f(a,t,)) N f([t,,b]) = {f(t,)} = {p}. Ademds, como lim K,,, = K,

hm L,, = Ly p es una funcién continua, tenemos que hm ,u(KZ' oo)o = u(K )y
hm ,u(L ) = p(L), luego como u(K,,) = u(Ly,,), para cada © € N, tenemos
que ,u(K) p(L). Por lo que A € Medio,(p, X) y asi A € C.

(71) La sucesion {a; }ien no estd acotada inferiormente y la sucesion {b;};en no
esta acotada superiormente.

En este caso, tenemos que la sucesion {a;}ien converge a —oo y la sucesion
{b; }ien converge a co. Por otro lado, U[ai, tp] = (—0o0,tp] y U[tp, bi] = [t,, 00).

ieN ZGN
Luego, a(p) = f(R) = Uf([ai, ; UA Asi, clx(a = clx( UA’% =
1€N ieN 1€N

A. Tenemos que A € C.

Observemos que el caso en que la sucesion {a; }ien estd acotada inferiormente
y la sucesién {b;}ieny no estd acotada superiormente, o viceversa no es posi-
ble. Ya que por el contrario si la sucesién {a;};en estd acotada inferiormen-
te y la sucesion {b;};eny no esta acotada superiormente, entonces por lo he-
cho en (i) tenemos que zlg?o K,, = f(la,t,]), mientras que por lo hecho en

(Z.Z% tenemos que Hm an = Clx(f([tp,OO)))- Luegoa como M(an) = M(Lm)a
i—00

para cada ¢ € N, y p es una funcién continua, tenemos que p(f([a,t,])) =
p(elx (f([tp, 00)))) = pulclx(f((—o0,tp]))), lo cual es una contradiccién, ya que
f(a,tp]) € f((—o0,t,]). Concluimos que € es cerrado en C'(X) y asi compacto.
Queda probada la Afirmacién [3.22.3

Afirmacion 3.22.5. La familia C es conexo.

Prueba de la Afirmacion 3.22.5. Por el Corolario[3.13, sabemos que el hiper-
espacio Medio,(p, X') es conexo, basta probar que C = clo(x)(Medio,(p, X)).
Por lo hecho en (i), tenemos que clo(x)(Medio,(p, X)) € €. Probaremos que
C C clexy(Medio,(p, X)). Sea C' € €, se sigue que C € Medio,(p, X) o C =
clx(a(p)). Si C € Medio,(p, X), entonces C' € cloix)(Medio,(p, X)). Supon-
gamos que C' = clx(a(p)). Sea {A, }nen la sucesion tal que A, = f([t, —n,t,])
para cada n € N. Sabemos que {A,},en converge a clx(f((—o0,t,])). Por
otro lado, como p(A,) < u(clx(f((—o0,ty]))), para cada n € N, y Cy U
{clx(f[tp,o0))} es un arco ordenado, tenemos que, para cada n € N, existe
B,, € Gy tal que p(A,) = wu(B,). Consideremos la sucesion {B, }neN C Cy.
Probaremos que {B,, },en converge a clx (f([t,, 00))).

Observemos que {B,, }nen es una sucesion en Cy U {clx(f([tp, 00)))}. Sabemos
que CoU{clx (f([ty,00)))} es compacto, ademds al ser un subconjunto de C'(X)
es primero numerable, tenemos que Cy U {clx(f([tp,00)))} es secuencialmente
compacto. Luego, existe una subsucesion convergente { B, }ien de { By }nen-
Sea B = lim B,,. Como Cy U {clx(f([t,,o0)))} es compacto, tenemos que

1—00

B € Cy U {clx(f ([ »,00)))}. Por otro lado, sea {A,,}ien la subsucesién de
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{A; }nen tal que M(Anl) w(By,), para cada i € N. Como {A,, };iey conver-
ge a clx(f((—o0,t,])) v v es una funcién continua, tenemos que {u(A,,)tien
converge a ,u(ch( ((—o0,tp]))), luego,

p(B) = plclx (f((=00,1,]))) = plclx (f([tp, 0))))-

Ademas como B C clx(f([tp,00))), se sigue que B = clx(f([tp,0))). Asi
tenemos que la sucesién {B,, };en converge a clx(f([t,,00))) y por lo tanto la
sucesion { B, }nen converge a clx(f([tp, 00))).

Para cada n € N, sea R, = A, U B,. Notemos que A, N B, = {p}, para cada
n € Ny pu(A,) = u(B,), se sigue que R, € Medio,(p, X), para cada n € N.
Ademas:

lim R, = hm(A UB,) = lim A, U lim B, =
n—oo n—oo

n—oo

el (F((Z00,1,0)) Ul (f ([t 00))) = el (f(R)) = clx (a(p)).

Se sigue que clx (a(p)) € clexy(Medio,(p, X)). Asi, C C clox)(Medio,(p, X)).
Concluimos que € = cle(x)(Medio,(p, X)) y por lo tanto € es conexo. Queda

probada la Afirmacién |3.22.5]

Finalmente tenemos que C es un arco ordenado, consideramos la restriccion
o= ple : € = [0,u(clx(a(p)))] es un homeomorfismo, de tal manera que
0| Medion(p.x) © Medio,(p, X) — [0, p(clx(a(p))) es un homeomorfismo. Sea
g : [0, u(elx(a(p))) — [0,1) un homeomorfismo, de tal forma que H = g o
| Medio, (p,.x) € un homeomorfismo entre el hiperespacio Medio,(p, X) y el
intervalo [0, 1).

(1) p(clx (f (=00, 8,]))) # pl(clx (f([tp, 00)))).

Sin pérdida de generalidad, supongamos que

plelx (F((=o00, 1)) < pulelx (f([tp, 20))))-

Por la prueba del Teorema[2.31, sabemos que B = CoU{clx (f([t,,0)))} es un
arco ordenado, luego existe Y € B tal que pu(clx(f((—o00,t,]))) = p(Y), més
aun, tenemos que Y # clx (f([ty, 00))), asi Y es un elemento de €, —{{p}}, por
lo que Y = f([tp,y]), para algin y € (t,,00). Sea Z = clx(f((—o0,t,])) UY.
En este caso, consideremos la familia € = Medio,(p, X) U {Z}. Probaremos
que € es un arco ordenado.

Afirmacion 3.22.6. La familia C es un subconjunto ordenado de C'(X)

Prueba de la Afirmacion 3.22.6. Sea A € Medio,(p, X). Probaremos que
A C Z. Notemos que A = f([a, b]), para algunos a € (—o0,t,] y b € [t,, 00). Por
la Afirmacion[3.22.1, A = f([a,t,])Uf([tp, b]). Como [a,t,] € (—o0,t,], se sigue
que f([a,t,]) € f((—o0,tp]). Asi f([a,tp]) € clx(f((—o0,t,])). Probemos que
f([tp,0]) € f([tp,y]), supongamos lo contrario, es decir, que f([t,,b]) no esta
contenido propiamente en f([t,,y]) como f([ty,b]), f([tp,y]) € Ca son compara-
bles entre si, de tal forma que f([t,,y]) C f([ty, b]). Por otro lado, como f es una
funcién de Whitney para C(X), se sigue que u(f([tp,y])) < p(f([tp,0])), por
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la Afirmacién [3.22.1) sabemos que p(f([a,t,])) = p(f([tp, b])) y por definicién
tenemos que (el (F((—00, 1)) = /[ty 4], luego

plelx (f((=o00, 1)) < pu(f(la, 1)),

lo cual es una contradiccién, ya que f([a,t,]) € clx(f((—o0,t,])) v p es una
funcién de Whitney. Se sigue que f([t,,b]) € f([tp,y]). Finalmente, tenemos
que A = f([a,t,]) U f([ty,0]) € clx(f((—00,p])) UY = Z.

Ahora, sean A, B € Medio,(p, X). Probaremos que A C B o B C A. De la
Afirmacion|3.22. 1}, existen K4, Kg € C1y L, L € Gy tales que A = K,ULy,
KanLa=A{p}ypu(Ka)=pu(La); B=KpULp, KpNLp={p}yuKp)=
(L ). Sabemos por la prueba del Teorema[2.51], que € U{cl(f((—o00,t,]))} es
un arco ordenado, asi que K4 C Kg o Kg C K 4. Probaremos quesi K4, C Kp,
entonces Lo C Lg. Si Lg € L4, entonces como p es una funcion de Whitney,
tenemos que u(K4) = p(La) > u(Lp) = pu(Kp), pero esto es una contradiccién
ya que K4 C Kp, se sigue que Ly C Lg. Luego, A= K,UL, C KgyULp = B.
De forma andloga, si Kg C Ky, entonces Lg C L, y asi, B C A. Por tanto,
tenemos que A C B o B C A. Queda probada la Afirmacién [3.22.6]

Como € C C(X), se sigue que € es un espacio métrico. Ademds, como Z € C,
se sigue que € es no vacio.

Afirmacion 3.22.7. La familia C es compacto .

Prueba de la Afirmacion 3.22.7. Probaremos que € es un subconjunto cerrado
de C(X). Sea {A, },en una sucesiéon en € convergente a A, para algin A €
C(X). Probaremos que A € C.

Como p € A,, para cada n € N, se sigue que p € A. Luego, A € C(p, X).
Si A = Z, entonces A € € por definicion. Como los elementos de la suce-
sién {A, }nen son comparables, existe una subsucesion {A,, }ien de {4, }nen
creciente o decreciente.

Caso 1. La subsucesion {4, }ien es decreciente.

Tenemos que A = ﬂAni, se tiene que A € C(A,,), para cada ¢ € N. En
i€N

particular, A € C(A4,,), luego, A = {p} 0 A es un arco que contiene a p.
Si A = {p}, entonces A € Medio,(p, X). Supongamos que A es un arco que
contiene a p, como A, = K,, U L,, con K, € €, L,, € C, K,,, N L,, = {p}
y u(Ky,) = p(Ly,), para cada i € N, entonces existen K, L € C(A) tales que
la subsucesion { K, }ien converge a K y la subsucesién { Ly, }ien converge a L.
Como la sucesion {A,, };en converge a A, tenemos que A = K U L. Por otro
lado, como g es una funcién continua, tenemos que la sucesién {u(Ky,)}ien
converge a u( K) y la sucesion {pu( Ly, ) bien converge a (L), luego pu(K) = p(L).
Veamos que K N L = {p}, para ello probaremos la siguiente Afirmacion:

Afirmacion 3.22.8. Las subsucesiones { Ky, }ien y {Ln, }ien son decrecientes.

Prueba de la Afirmacion 3.22.8. Observemos que K,,, € Cy, paracadai € N, de
manera similar L,,, € Cq, para cada ¢ € N. Ademds, tenemos que C;NCy = {p}.

Por otro lado, como {A,, };cy es decreciente, se sigue que A,,,, C A,,, para
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cadai € N, asi K,,, UL, , € K,,UL,,, para cada i € N. Luego, K,,,, C K,,
y L

s © Ln,, para cada i € N. Concluimos que las subsucesiones { Ky, }ien y

{Ly, }ien son decrecientes. Asi queda demostrada la Afirmacién [3.22.8

Luego, K = ﬂKni y L = ﬂ L,,, observemos que p € K,,, y p € L,,, para
ieN ieN

todoi € Nyasip e Ky p e L, luego, {p} € K N L. Por otro lado, tenemos

que KNLC K, NL, ={p}, para cada i € N, se sigue que K N L = {p}.

Finalmente, tenemos que A € Medio,(p, X) y asi A € C.

Caso II. La subsucesion {A,, }ien es creciente.

En este caso tenemos que A = ch(U A,,). Como A,, = f([a;,bi]) con a; €
i€N
(—o0,t,) v b; € (t,,00), para cada i € N. Por la Afirmacion , se sigue que
Ky, = f([ai,tp]) v Ln, = f([tp, bi]), para cada ¢ € N, como {A,, }ien es una sub-
sucesién creciente, se tiene que las subsucesiones { K, }ien v {Ln, }ien también
son crecientes. Por lo que la sucesién {K,, };en converge a K = cl X(U K,y
ieN
la sucesion { L, }ien converge a L = ¢l X(U L,,) . Tenemos los siguientes casos:
iEeN

(1) La sucesion {a; }ien estd acotada inferiormente.

En este caso, tenemos que la sucesion {a;};en converge a a = inf{a; : i €
N}. Ademsds, la sucesién {b; }ien esta acotada superiormente por y, asi {b; }ien
converge a b = sup{b; : i € N}. Probaremos que:

fa tp]) = elx (| fai 1)) = elx (| Kn)) = K
keN keN
Notemos que como a; > a para todo i € N, se tiene que f([a;,t,]) C f([a,tp)]),
luego Uf a;,tp]) € f([a,tp]), luego, ch(U f(laistp])) C f([a,t,]). Veamos la

ieN ieN
contencién contraria, es decir, que:

f([a7 tp]) - CZX(U f([ai’ tp]))
ieN
Sea = € f([a,t,)]), existe t, € [a,t,] tal que f(t,) = x. Note que, si t, =
a, entonces xr € ch(U f(laisty)])), ya que la sucesién {f(a;)}ien converge a
f(ty) = x. Asi, supon;;?r]nos que t, > a, tenemos que t, no es cota inferior de la
sucesion {a; }ien, €s decir existej € N tal que t, > a;, se sigue que t, € [a;, t,],

luego = € f([aj,t, Uf a;,t,]) C ch(U f([as,tp])). Concluimos que z €
1€N 1€N

ch(U f(lai,ty])). Finalmente, tenemos que f([a,t,]) = clx( U f(lai, t,))) =
1€N €N

ch(U K,,). De forma similar,se prueba que f([t,,b]) = ch(U f(tp, bi]) =
ieN ieN

ch(U L,,) = L. Luego:
ieN

f(la: 1) = f(la:tp) U f (I, b)) = clx((J Kn) Uelx (U Ln)- (33)

€N 1eN
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Como A, = K,, UL,,, para cada i € N, se sigue que f([a,b]) = ch(U A =
ieN
A, es decir, A es una arco. Més aun, de las igualdades de la Ecuacion [3.3,
tenemos que A = KUL. Como [a, t,]N[ty, b] = {t,} y [ es una funcién inyectiva
KL= f([a,tp]) N f([tp, b)) = {f(tp)} = {p}. Ademds, como lim K,,, = K,
1—00
lim L,, = L y p es una funcién continua, tenemos que lim p(K,,) = p(K) y
o0 11— 00

i—
lim p(Ly,) = p(L), luego como p(K,,) = p(Ly,), para cada i € N, tenemos
1— 00

que u(K) = p(L). De tal forma que A € Medio,(p, X), y asi A € C.

(71) La sucesion {a;};en no estd acotada inferiormente.

En este caso, tenemos que la sucesion {a; };eny converge a —oo. Por otro lado,

U[ai7tp] = (_Oo7tp]' Luego, U f([aiatp]) = f((—OO,tp]), asi

€N 1€N

K = cx(|J Kn) = clx (| f([ai ) = elx (f((=00. 1)) (3.4)

1€N 1€EN

Ademas, sabemos que la sucesion {b;};eny converge a b = sup{b; : i € N}. De
tal forma que,

L = clx({J Ln,) = el (| f([ty, 0])) = F([t,. b)) (3:5)
ieN ieN
Como lim K,,, = K, lim L,, = L y p es una funcién continua, entonces
lim u(Kp,) = p(K) y lim p(Ly,) = p(L). Como u(Ky,) = p(Ly,), para cada
i € N, tenemos que pu(K) = pu(L), y ast p(clx(f((—o0,t,]))) = u(f([ty,0]))-
Como pu(clx (f((=00,1,]))) = u(Y'), se sigue que u(Y) = u(f([tp, b])), ademds
como b € [t,,y], se sigue que f([t,,b]) C Y, asi que Y = f([tp,b]). Tenemos
que:
A=cx(|JAn) =cx(JEn) Udx( JLn) =K UL

= clx(f((~o0,1,))) UY = Z (3.6)

Luego A = Z y asi A € C. Concluimos que € es cerrado en C(X) y asi
compacto. Queda demostrada la Afirmacién [3.22.7]

Afirmacion 3.22.9. La familia C es conexo.

Prueba de la Afirmacion 3.22.9. Por el Corolario[3.15, sabemos que el hiper-
espacio Medio,(p, X') es conexo, basta probar que C = clo(x)(Medio,(p, X)).
Por lo hecho en (i), tenemos que clo(x)(Medio,(p, X)) € €. Probaremos que
C C dexy(Medio,(p, X)). Sea C € C, se sigue que C' € Medio,(p, X) o
C = Z.8i C € Medio,(p, X), entonces C € clo(xy(Medio,(p, X)). Supon-
gamos que C' = Z. Sea {A,}nen la sucesion tal que A, = f([t, —n,t,]) para
cada n € N. Sabemos que {A,, },,en converge a clx(f((—o0,t,])). Por otro lado,
como

p(An) < plelx (f((=00,1,]))) = u(Y') para cada n € N,
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y Y es un arco con p como punto extremo, existe B, € Arcos(p,Y) tal que
p(A,) = p(By,). Consideremos la sucesién {B,}neny € Y. Probaremos que
{Bp}nen converge a Y.

Observemos que {B,, }nen es una sucesion en Cy U {clx(f([tp, 00)))}. Sabemos
que CoU{clx (f([ty,00)))} es compacto, ademads al ser un subconjunto de C'(X)
es primero numerable, tenemos que Co U {clx (f([t,,00)))} es secuencialmente
compacto. Luego, existe una subsucesion convergente {B,, }ien de {B }nen.
Sea B = Zli>rcr>1o B,,,. Como €y U {clx(f([tp,o0)))} es compacto, tenemos que
B € CoU{clx(f([tp,00)))}. Por otro lado, sea {A,, }ien de {4, }nen la subsu-
cesién tal que p(A,,) = u(B,,), para cada i € N. Como {A,, }ien converge a
clx(f((—o0,1p])) v it es una funcién continua, tenemos que {p(Ay,) }ien conver-
ge a p(clx (f((=00,1,]))), uego, u(B) = p(clx (f((=00,4,]))) = u(Y), ademés
como B C Y, se sigue que B =Y. Por lo que la sucesién {B,, }ien converge a
Y y asf la sucesién { B, },en converge a Y.

Para cada n € N, sea R, = A, U B,. Notemos que A, N B, = {p}, para cada
n € Ny pu(A,) = n(By,), se sigue que R, € Medio,(p, X), para cada n € N.
Ademas:

nh_)IIC}O R, = nh—>nolo(An UB,) = nh_)n;@ A, U nh—>nolo B, = clx(f((—o0,tp))) UY = Z.
Se sigue que Z € cloxy(Medio,(p, X)). Asi, € C clex)(Medio,(p, X)). Con-
cluimos que C = cle(x)(Medio,(p, X)) y por lo tanto € es conexo. Queda
probada la Afirmacién |3.22.7]

Tenemos que € es un arco ordenado, consideramos la restriccion o = ple : € —
[0, 1(Z)] es un homeomorfismo y asi o|nsedio, (p,x) : Medio,(p, X) — [0, u(Z))
es un homeomorfismo. Consideramos un homeomorfismo g : [0, u(Z)) — [0, 1),
de tal forma que H = g o 0| Medio, (p,x) €5 un homeomorfismo entre el hiperes-
pacio Medio,(p, X) y el intervalo [0, 1). O

Como consecuencia del Teorema y el Teorema[3.29 tenemos el siguiente
resultado que muestra un modelo geométrico del hiperespacio Medio,(p, X),
cuando X es el continuo de Knaster definido en [25, Ejemplo 2.9].

Teorema 3.23. Sean X el arcoiris de Knaster, e el punto extremo de X y
k(e) la composante de e en X. Sip € X, entonces las siguientes afirmaciones
se cumplen:

(1) Si p = e, entonces el hiperespacio Medio,(p, X) es un singular.
(2) Sip € k(e)\ {e}, entonces el hiperespacio Medio,(p, X) es un arco o es
homeomorfo a [0,1).

(3) Sip e X\ k(e), entonces el hiperespacio Medio,(p, X) es homeomorfo al
intervalo [0, 1).

DEMOSTRACION. Como los subcontinuos propios y no degenerados de X son
arcos tenemos que las arco componentes de X coinciden con sus composantes,
es decir, que para p € X, a(p) = k(p). Ademads, existe una funcién continua y
biyectiva f : [0,00) — k(e) (véase [31] pdgina 2).
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(1) Sip = e, entonces por el Teorema inciso (1), tenemos que Medio,(p, X)
es un singular.

(2) Sip € k(e)\{e}, entonces por el Teorema tenemos que el hiperespacio
Medio,(p, X) es un arco o es homeomorfo a [0, 1).

(3) Sip € X \ k(e), entonces existe una funcién continua y biyectiva f :
R — r(p) (véase [3I] pdgina 2). Luego, por el Teorema [3.29 se tiene que
Medio,(p, X) es homeomorfo a [0, 1). O

Teorema 3.24. Sean X un continuo yp € X. Si Medio,(p, X) es subconjunto
ordenado y compacto de C(X), entonces Medio,(p, X) es un arco.

DEMOSTRACION. Como Medio,(p,X) C C(X), se tiene que Medio,(p, X)
es un espacio métrico, ademéds es no vacio ya que {p} € Arcos(p, X). Por
otro lado, por el Corolario Medio(p, X) es conexo, luego Medio(p, X)
es un continuo. Como Medio(p, X) es un subconjunto ordenado de C(X),
tenemos que Medio(p, X) es un arco ordenado, asi existe un homeomorfismo
h:[0,1] = Medio(p, X), concluimos que Medio(p, X) es un arco. O



Capitulo 4

La propiedad de Kelley por
arcos

Existen propiedades interesantes que cumplen los continuos y que sirven para
estudiar su estructura, asi como sus propiedades topoldgicas. Una de estas
propiedades interesantes es la Propiedad de Kelley introducida por J. L. Kelley
como la Propiedad 3.2 in [17, pag. 9], la cual mencionamos a continuacion:

Definicién 4.1. Sea X un continuo. Diremos que X tiene la propiedad de
Kelley, si para cada € > 0, existe 0 > 0, que depende de ¢, tal que para
cualesquiera dos puntos p y q de X con d(p,q) < 9 y, para cada subcontinuo
A de X que contiene al punto p, existe un subcontinuo B de X que contiene a
qy H(A B) <e.

Las pruebas del Teorema y el Teorema pueden ser consultadas en [,
Teorema 2.7] y [1l, Teorema 4.1], respectivamente.

Teorema 4.2. Sea X un continuo. St p € X, entonces las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

(1) X tiene la propiedad de Kelley en p.

(2) Para todo A € C(p,X) y para toda sucesion {p,}nen convergente a p,
existe una sucesion {A,}nen convergente a A tal que A, € C(p,,X), para
cada n € N.

Teorema 4.3. Si X es un continuo localmente conexo en un punto p € X,
entonces X tiene la propiedad de Kelley en p.

Inspirados en la Definicion y el estudio del hiperespacio de arcos en X que
contienen al punto p € X, damos la siguiente definicion:

Definicién 4.4. Sean X un continuo y p € X. Diremos que X tiene la pro-
piedad de Kelley por arcos en p, si para cada sucesion {p, }nen convergente
a p y para cada A € Arcos(p, X), eziste una sucesion { A, }nen convergente a
A tal que A, € Arcos(p,, X), para cada n € N. Diremos que X tiene la pro-
piedad de Kelley por arcos si la tiene en cada uno de sus puntos.

En este capitulo, estudiamos esta definicién y damos ejemplos de continuos
que tienen la propiedad de Kelley por arcos.

95
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4.1 Aspectos generales de la propiedad de Ke-
lley por arcos

En esta secciéon mostramos ejemplos de continuos que tiene la propiedad de
Kelley por arcos, como son el arco, la curva cerrada simple, el triodo simple y
la 2-celda. Mostramos que la propiedad de Kelley por arcos caracteriza al arco
y a la curva cerrada simple en la clase de las graficas finitas, por otro lado,
en la clase de las dendritas caracteriza al arco. Finalmente cerramos la seccion
mostrando que los continuos homogéneos tienen la propiedad de Kelley por
arcos.

Teorema 4.5. Si X es un continuo que no contiene arcos, entonces X tiene
la propiedad de Kelley por arcos.

DEMOSTRACION. Sea X un continuo que no contiene arcos. Note que el hiper-
espacio Arcos(p, X) = {{p}}, para cada p € X. Sean p € X, A € Arcos(p, X)
¥ {Pn}nen una sucesién en X convergente a p. Observemos que A = {p}, basta
considerar la sucesion {{p,}}.en la cual converge a A. Por lo tanto, X tiene
la propiedad de Kelley por arcos. U

Un continuo interesante es el pseudoarco el cual estd definido en [25, Ejerci-
cio 1.23]. El pseudoarco es un continuo indescomponible y sus subcontinuos
propios y no degenerados son homeomorfos a él.

Corolario 4.6. FEl pseudoarco tiene la propiedad de Kelley por arcos.

Teorema 4.7. Si X es un arco, entonces X tiene la propiedad de Kelley por
arcos.

DEMOSTRACION. Sean X un arcoy p € X. Sean A € Arcos(p, X) y {pn}nen
una sucesion convergente a p. Como X es un arco, en particular es un espacio
localmente conexo, por el Teorema X tiene la propiedad de Kelley, asi
existe una sucesion {A,},en convergente a A tal que A, € C(p,, X), para
cada n € N. Como los subcontinuos de X son arcos o singulares se tienen que
C(pn, X) = Arcos(p,, X ), para cada n € N, se sigue que A,, € Arcos(p,, X).
Asi, X tiene la propiedad de Kelley por arcos. 0J

Teorema 4.8. Si X es una curva cerrada simple, entonces X tiene la propie-
dad de Kelley por arcos.

DEMOSTRACION. Sean X una curva cerrada simple, p € X, A € Arcos(p, X)
Y {Pn }nen una sucesién convergente a p en X. Como X es localmente conexo,
por el Teorema [4.5, X tiene la propiedad de Kelley, asi existe una sucesién
{A; }nen convergente a A tal que A, € C(p,, X), para cada n € N. Notemos
que, A, es un arco de X, para toda n € N salvo una cantidad finita de indices.
Sea {A,, }ren subsucesién de {A,}nen tal que A, € Arcos(p,,,X), como
{A, }nen converge a A, se sigue que la subsucesion {A,, }ren converge a A.
Para los indices donde A, = X, basta considerar un B,, € Arcos(p,, X), asi,
existe una sucesion {C,, },en convergente a A tal que C,, € Arcos(p,, X), para
cada n € N, es decir, X tiene la propiedad de Kelley por arcos. 0
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Proposicion 4.9. La propiedad de Kelley por arcos es una propiedad topoldgi-
ca entre continuos.

DEMOSTRACION. Sean X y Y continuos tales que X tiene la propiedad de
Kelley por arcos. Sea h : X — Y un homeomorfismo. Probaremos que Y tiene
la propiedad de Kelley por arcos. Sean y € Y, B € Arcos(y,Y) v {yn}nen
una sucesién en Y convergente a y. Notemos que h~'(B) € Arcos(h™(y), X).
Por otro lado, como h™' es una funcién continua y {y,}nen converge a y,
se tiene que {h™'(y,)tnen converge a h='(y). Como X tiene la propiedad de
Kelley por arcos, existe una sucesion {4, },en convergente a h=1(B) tal que
A, € Arcos(h™'(y,), X), para cada n € N. Luego, {h(A,)}nen converge a
h(h=Y(B)) = B, note que h(A,) € Arcos(y,,Y ), para cada n € N. Concluimos
que Y tiene la propiedad de Kelley por arcos. 0

Recordemos la siguiente definicion.

Definicién 4.10. Sean X un continuo y'Y un subcontinuo de X . Diremos que
Y es un n-odo simple libre si Y es n-odo simple y Y\ E(Y) es un conjunto
abierto en X.

Teorema 4.11. Sean X un continuo y n € N tal que n > 3. St X contiene
un n-odo simple libre, entonces X no tiene la propiedad de Kelley por arcos.

DEMOSTRACION. Supongamos que X tiene la propiedad de Kelley por ar-
cos. Sean Y el n-odo simple libre contenido en X y p el vértice de Y. Sean

A, ..., A, los arcos en X tales que Y = UA” y AN A; = {p}, para cua-

i=1
lesquiera i,7 € {1,...,n}. Para cada i € {1,...,n}, sea y; € A; el punto
extremo de A;, distinto de p. Sea U = Y \ E(Y). Sean z; € Ay \ {p,y1} v
e € Ay \ {p,y2}, consideramos los arcos By = pxr; y By = pzy contenidos
propiamente en A; y As, respectivamente. Sea M = B; U By. Note que M es
un arco que contiene a p contenido en U. Sea {p,, }nen una sucesién convergente
a p tal que p, € A3\ {p,ys}. Como X tiene la propiedad de Kelley por arcos,
existe { M, }en una sucesion convergente a M tal que M, € Arcos(p,, X),
para cada n € N. Notemos que U, Ay \ {p,11} v A2 \ {p,y2} son abiertos en
X, como consecuencia existe N € N tal que My C U, My N (A1 \ {p,y1}) # 0
y My 0 (A2 \ {p,y2}) # 0. Més ain, Ay \ {p,y1} y A2\ {p,y2} son arco com-
ponentes de U \ {p}, asl p € My. Se sigue que p es un punto de ramificaciéon
de My, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, X no tiene la propiedad de
Kelley por arcos. ([l

El Ejemplo muestra que la propiedad de Kelley no implica la propiedad
de Kelley por arcos.

Ejemplo 4.12. Sea X un triodo simple. Por el Teorema[{.11, X no tiene la
propiedad de Kelley por arcos. Por [2]), Ejemplo (16.11)], X tiene la propiedad
de Kelley.

Como el pseudoarco es un continuo indescomponible, por [25], teoremas 11.15
y 11.17], el pseudoarco tiene una cantidad no numerables composantes densas.
Por otro lado, el Ejemplo muestra que la propiedad de Kelley por arcos
no implica la propiedad de Kelley.
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Ejemplo 4.13. Sean P y Q dos pseudoarcos tales que PN Q = {q} y sea
X = PUQ. Las siguientes afirmaciones se cumplen:

(1) X tiene la propiedad de Kelley por arcos.
(2) X no tiene la propiedad de Kelley.

DEMOSTRACION. Primero probamos (1). Notemos que X no contiene arcos.
Como consecuencia del Teoremal[{.5 X tiene la propiedad de Kelley por arcos.

Ahora, probemos (2). Observamos que P es un subcontinuo de X tal que
q € P. Sea {g,}nen una sucesién en X que converge a ¢ tal que para cada
n €N, ¢, € Q y la composante de ¢, en () es diferente de la composante de ¢
en ().

Supongamos que X tiene la propieda de Kelley, en particular, X tiene la pro-
piedad de Kelley en ¢. Asi, existe una sucesién de subcontinuos { K, }nen con-
vergente a P tal que g, € K, para cada n € N.

Afirmacion 4.13.1. existe N € N tal que q € K,,, para cada n > N.

Prueba de la Afirmacion 4.13.1. Sea z € P\ {¢}. Como P \ {¢q} es un
subconjunto abierto de X y {K, },en converge a P, existe N € N tal que
K, N (P\ {q}) # 0, para cada n > N. Notemos que {q} separa a P\ {¢}
y Q\ {q} en X, se sigue que ¢ € K, para cada n > N. Queda probada la

Afirmacion
Afirmacion 4.13.2. K, NQ es conexo, para cada n > N.

Prueba de la Afirmacion 4.13.2. Seann > N, U = K, N (P\{q}) y V =
K, n(Q\ {¢})- Notemos que U y V son subconjuntos abiertos de K, \ {q},
K \{¢}=0uVvV, UnNnV=0,U#0yV #0. Asi, U y V estd mutuamente
separados en K, \{q}. Por [25], Proposicién 6.3], VU{q} es conexo. Observemos
que VU{q} = (K,N(Q\{q}))U{¢} = K,NQ. Queda probada la Afirmacion

413.2

Finalmente, por la Afirmacidn [{.153.3 para cada n > N, K, N Q es un sub-
continuo de ). Como q,q, € K, NQ y los puntos q y ¢, estdn en diferentes
composantes de @), se sigue que K, N = Q. De donde @) C lim K, = P,

n—o0

lo cual contradice que P N Q = {q}. Por lo tanto, X no tiene la propiedad de
Kelley. 0

Proposicion 4.14. Si X es una grdfica finita con al menos un punto de ra-
mificacion, entonces X contiene un n-odo simple libre, para algin n € N, con
n > 3.
m
DEMOSTRACION. Sea X = U A;, donde A; es un arco, para cadai € {1,...,m},
y cualquiera par de ellos sezinltersecta en uno o ambos puntos extremos. Sea p
un punto de ramificacién de X y n = ord(p, X) > 3. Sin perder generalidad,
supongamos que p € A; siysélosij € {1,...,n}. Sea z; € A; tal que z; no es
n

un punto extremo de A;, para cada j € {1,...,n}. Sea Y = U px;, donde px;
j=1

es el arco en A; con puntos finales p y x;, para cada j € {1,...,n}. Notemos

que Y es un n-odo simple libre. 0
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Teorema 4.15. Sea X una grdfica finita. Entonces X tiene la propiedad de
Kelley por arcos si y solo st X es un arco o una curva cerrada simple.

DEMOSTRACION. La suficiencia se sigue del Teorema [/.7y el Teorema [{.8
Para la necesidad, supongamos que X no es un arco ni una curva cerrada
simple, por la Proposicion @, se tiene que existe p € X tal que ord(p, X) > 3,
luego por la Proposicidn[{.1]} se tiene que X contiene un n-odo simple libre.
Asi, por el Teorema tenemos que X no tiene la propiedad de Kelley por
arcos, lo cual es una contradiccion. Concluimos que X es un arco o una curva
cerrada simple. O

Teorema 4.16. Sea X una dendrita. Entonces X tiene la propiedad de Kelley
por arcos sty solo si X es un arco.

DEMOSTRACION. Supongamos que X tiene la propiedad de Kelley por arcos
y que no es un arco. Asi, existe p € X tal que ord(p, X) > 3. Luego, existen
arcos en X, Ay, Ay y As, tales que p es punto extremo de A; y A; N A; = {p},
para cada i,5 € {1,2,3}, i # j. Para cada i € {1,2,3}, sea a; € A; el punto
extremo de A; tal que p # a;.

Sea M = A; U As. Sea {p, }nen una sucesién de Az \ {p, as} convergente a p.
Como X tiene la propiedad de Kelley por arcos, existe {M,, } ey una sucesién
convergente a M tal que M,, € Arcos(p,, X), para cada n € N. Sea U,,, U,, y
U., componentes se aj, ay y az en X \ {p}, respectivamente. Sea ¢ > 0 tal que
Bl(ay,e) € U, y Blag,e) C U,,. Asi, existe N € N tal que vy € B(ay, 5)NMy
y yn € B(az, 5) N My. Probaremos que p € My. Supongamos que p ¢ My.
Tenemos que My es un conjunto conexo en X \ {p} que contiene a xy y a yy,
de aqui que zy y yn estan en la misma arco componente de X \ {p} lo cual
contradice que zny € U,, v yn € U,,. Se sigue que p € My.

Como py € Az \ {p}, tenemos que pyaz C Az \ {p}, asi px € U,,. Se sigue
que My es un arco que contiene a p tal que My NU,, # 0, My NU,, # 0
y My NU,, # 0, luego p es un punto de ramificacién de My, lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto, X es un arco. La suficiencia se sigue del Teorema

47 O
El siguiente resultado muestra que la unién de continuos que tienen la propie-

dad de Kelley por arcos no necesariamente tiene la propiedad de Kelley por
arcos.

Proposicion 4.17. Sean P el pseudoarco, p € P, Y un arco tal que PNY =
{p} yp es punto extremo deY. Si X = PUY, entonces X no tiene la propiedad
de Kelley por arcos.

DEMOSTRACION. Notemos que Y € Arcos(p, X). Sea {p,nen una sucesion
convergente a p tal que p, € P\ {p}, para cada n € N. Observemos que, para
toda n € N, Arcos(pn, X) = {{pn}}. Se tiene que la tnica sucesion {4, },en
tal que A, € Arcos(p,, X) es la que tiene a cada elemento como un singular,
es decir, A, = {p,}, para cada n € N, luego la sucesién {A, },en converge a
{p} #Y, por lo que X no tiene la propiedad de Kelley por arcos. 0

Teorema 4.18. Las 2—celdas tienen la propiedad de Kelley por arcos.
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DEMOSTRACION. Sabemos por la Proposicién @, que la propiedad de Kelley
por arcos es una propiedad topoldgica, por ello basta considerar X = [0, 1] x
[0,1]. Sean p € X, A € Arcos(p, X) v {pn}nen una sucesién en X convergente
a p. Sean a y b los puntos extremos de A. Tenemos los siguientes dos casos:

(1) p es punto extremo de A.

Sin perder generalidad, supongamos que p = a. Sea € > 0, consideremos
B(p,¢€), como la sucesién {p,}.en converge a p, existe N € N tal que p, €
B(p,¢), para cada n > N. Para toda n > N, sea B, el segmento de recta
que une a p con p,, sea f, : [0,1] = B, el homeomorfismo tal que f,(t) =
Pn + t(p — pn), para cada n > N. Observemos que f,(0) = p, v fn.(1) = p,
para cada n > N. Sean t,, = inf{t € [0,1] : f,.(t) € A} y r, = fu(tn), para
cada n > N. Observemos que r, € A, para cada n > N. Consideremos el
segmento de recta que une a p, con r,, sea K, dicho segmento, para cada
n > N. Claramente K, C B,, para cada n > N. Ahora, como 7, € A, para
cada n > N, sea L, el arco contenido en A con puntos extremos 7, y b, para
cadan > N. Sea M,, = K, U L,, para cadan > N.

Afirmacion 4.18.1. {M,},en converge a A.

Prueba de la Afirmacion 4.18.1. Como {p, }nen converge a p, entonces la sub-
sucesion {p, },>y también converge a p, luego la sucesién de arcos {B,}n>n
converge a {p}. Como K, C B,, para cada n > N, se tiene que la sucesion
{K,}n>n converge a {p} y asi la sucesién de puntos {r, },en converge a p. Por
otro lado, como A es un arco, también es una dendrita y la sucesién {r, },en
estd contenida A, luego por el Teorema[I.16, A es suave en todos sus puntos,
en particular en b, asi la sucesién de arcos {L,},en converge al arco pb en

A y asi dicha sucesion converge a A. Luego, lim M, = lim K, U lim L, =
n—o0 n—oo n—oo

{p} U A = A, es decir, para todo € > 0, existe N € N, tal que H(A4,, A) < ¢,
para cada n > N, con lo cual queda demostrada la Afirmacion [4.18.1]

Se tiene que, existe una sucesién {A, },en convergente a A tal que A, = {p,},
para cadan € {1,...,N — 1} y A, = M, para cada n > N. Luego, 4, €
Arcos(pn, X), para cada n € N.

(2) p no es punto extremo de A.

Observemos que si p, € A, para cada n € N, basta considerar la sucesion
{A; }nen tal que A, = A, para cada n € N, la cual converge a A y es tal que
A, € Arcos(pn, X), para cada n € N. Supongamos que existe k£ € N tal que
pn & A, para cadan > k. Sea {¢, }nen una sucesién en A convergente a p tal que
dn # p, para cada n € N. Sea ¢ > 0, consideremos B(p, ), como las sucesiones
{@n}nen ¥ {Pn}n>k convergen a p, existe N € N tal que p,, ¢, € B(p,¢), para
cada n > N. Tenemos los siguientes dos subcasos:

(2.1) Para cada n > N, los puntos p,, ¢, y p no son colineales.

Para cualesquiera puntos x y y en X, denotemos al segmento de recta que une
axyyporxy. Sean B,, = pp, v C,, = GnPn, para cada n > N. Tenemos que
B, € B(p,e), C,, C B(p,e) y B,NC,, = {pn}, para cada n > N. Ahora, para
todan > N, sean f, :[0,1] = B, y ¢» : [0,1] = C,, los homeomorfismos tales
que:
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fn(r) =pn+71(P—pu)y gn(S) = Pn + 5(n _pn)'

Notemos que f,(0) = p, = ¢,(0), fu(1) = py gn(l) = ¢, para cada n > N.
Sean r, = inf{r € [0,1] : f.(r) € A} y s, = Inf{s € [0,1] : g.(s) € A}.
Definimos z,, = fu(rn) Vv Yn = gn(sn), para cada n > N. Como {p,}n>n
converge a p, tenemos que la sucesién {B,},>n converge a {p}. De forma
similar, si {D,, }nen es la sucesion de arcos en A tal que D,, = pq,, entonces la
sucesion { M, },en converge a {p}.

Afirmacion 4.18.2. La sucesion {Cp}nen converge a {p}.
Prueba de la Afirmacion 4.18.2. Como la sucesién {g, }nen converge a p, se
tiene que {p} C lim C,. Probaremos que lim C,, C {p}. Supongamos lo
n—00 n—00
contrario, es decir, existe ¢ € lim C, tal que ¢ # p. Como ¢ € lim C,, existe
n—oo n—oo

una sucesion de puntos {c, },en convergente a ¢, tal que ¢, € C,, para cada
n > N. Luego, existe una sucesion {t,},en en [0,1] tal que lim ¢, =ty
n—oo

gn(tn) = c,, para cada n > N. Asi

lim ¢, = 1 (p, + tu(gn —pu) =p +t(p —p) = p,

n—oo

por lo que p = ¢, lo cual es una contradiccién. Se sigue que lim C,, C {p}, asi
n—o0

lim C,, = {p}, con lo que queda demostrada la Afirmacién [4.18.2

n—oo

Por otro lado, como p, ¢ Ay B, NC, = {p,}, para cada n > N, se tiene
que x, # yn, para cada n > N. Sea h : [0,1] — A un homeomorfismo tal que
h(0) = ay h(1) = b. Como z,, # y,, para cada n > N, tenemos que h™'(z,) #
h=Y(y,), sin perder generalidad, supongamos que h~(x,,) < h™(y,), para cada
n > N. Definimos, para toda n > N, los arcos M,, = ax, UZ,p, U PnUn U ynb,
donde ax, y y,b son arcos contenidos en A, para cada n > N. Como las
sucesiones {Z, tnen ¥ {Un}nen convergen a p y A es suave en cada uno de
sus puntos, se tiene que las sucesiones {az, }neny ¥ {Unb}lnen convergen a los
arcos ap y pb contenidos en A. Por otro lado, observemos que Z,p, C B, ¥
Pnn C C,, para cada n > N, se tiene que nh_)rgom ={p} = Jirgom Luego

lim M, = lim az, U lim Z,p,U lim p,y,U lim y,b = apU{p}U{p}Upb = A
n—00 n—00 n—00 n—00 n—00

Asi, de forma similar al caso (1), existe una sucesiéon {A, },en convergente a
A, tal que A,, € Arcos(p,, X), para cada n € N.

(2.2) Para cada n > N, los puntos p,, ¢, y p son colineales.
Para cadan > N, sea R, larecta en R? tal que p,, ¢, y p estdn en R,,. Tenemos
los siguientes tres subcasos:

(2.2.1) p, € DGy, para cadan > N.

En este caso, sean B, = pp, v Cn = @.pn, para cada n > N. Notemos que
B, NC, = {p,}, para cada n > N. Para cadan > N, sean f, : [0,1] = B, y
gn : [0,1] — C,, los homeomorfismos tales que

Ja(1) = 0n +7( = Pn) ¥ gn(8) = pn + 5(qn — Pn)-
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Notemos que f,,(0) = p, = gn(0), fu(1) = py gu(1) = ¢,, para cada n > N.
Sean r, = inf{r € [0,1] : f.(r) € A} y s, = Inf{s € [0,1] : g.(s) € A},
definimos x,, = f,(rn) ¥ Yn = gn(sn), para cadan > N. Como B, NC, = {p,},
para cada n > N, se tiene que z,, # y,. Sea h : [0,1] = A un homeomorfismo
tal que h(0) = a y h(1) = b. Sin perder generalidad, supongamos que h~!(z,,) <
h~='(y,), para cada n > N. Definamos M,, = ax, UT,p, UD¥, Uy,b, para cada
n > N. Observemos que, como la sucesion {g, }n,en converge a p, la sucesion
de segmentos de recta {G,p}n>n converge a {p}, asi las sucesiones {Z,,pp }n>n
Y {Dn¥n }n>n, también convergen a {p}. Por otro lado, como A es un arco, se
tiene que es suave en cada uno de sus puntos en particular en a y b, de tal
forma que las sucesiones de arcos en A, {ax, }tn>n ¥ {Ynb}n>n convergen a los
arcos ap y pb en A. Luego,

lim M, = lim az,U lim mugn;omuggo ynb = apU{p}U{p}Upb = A.

n—oo n—oo n—oo
Con lo que queda probado el caso (2,2,1).

Para los siguientes casos, consideremos una sucesiéon {m,, },en en X convergen-
te a p tal que m, ¢ Ay m, ¢ R,, para cada n > N. Sin perder generalidad,
supongamos que m, € B(p,¢), para cadan > N.

(2.2.2). g, € PPy, para cadan > N.

Sean Y,, = p,m, vy Z, = m,p, para cada n > N. Observemos que, como
m, & Ay m, ¢ R,, para cada n > N, se tiene que:

R, NY, = {pn}, Y,.NZ, = {mn} Y Zn N R,y = {p}

Maés ain, como {my, },>n converge a p, se tiene que {Z, } ey converge a {p}, de
forma similar la sucesién { B, },>n tal que B,, = pp, converge a {p}. Para cada
n > N, sea f, :[0,1] — B, el homeomorfismo tal que f,,(r) = p, + 7(p — pn)-
Observemos que f,(0) = p, v fu(1) = p, para cada n > N. De forma similar
consideramos los homeomorfismos g, : [0, 3] = Y, y hy, : [3,1] = Z,, tales que

n(8) = pn +2s(my, — pn) ¥ ha(s) = my, + (2s — 1)(p — my,), para cadan > N.
Definimos la funcién j, : [0,1] — Y, U Z, tal que

Tenemos que j, es un homeomorfismo tal que j5,(0) = p, y jn.(1) = p, para
cadan > N. Observemos que B, N (Y, UZ,) = {p,, p}, para cadan > N. Sean
r, = f{r € [0,1] : fu(r) € A} y s, = inf{s € [0,1] : ju(s) € A}, definimos
Tp = fu(Th) ¥ Yn = Jn(sn), para cada n > N. Observemos que z,, # y,, ya que
qn € R,, paracadan > N. Sean p,y, C Y,UZ, arco y el segmento p,z,, C B,,
para cada n > N. Definamos M,, = ax,, UT,p, U p,y, Uy,b, donde ax, y y,b
son arcos contenidos en A. Notemos que, como {B,},>y converge a {p}, se
tiene que la sucesién {Z,p, },>n converge a {p}, de forma similar, la sucesién
de arcos {pnyn }n>n converge a {p}, de tal forma que las sucesiones {x, },>ny ¥
{Yn}n>n convergen a p. Observemos que como A es suave en cada uno de sus
puntos, en particular lo es en a y b, luego las sucesiones de arcos {ax,}tn>n ¥
{ynb}n>n convergen a los arcos ap y pb en A, respectivamente. Se tiene que



63

lim M, = lim az,U lim Z,p,U lim p,y,U lim y,b = apU{p}U{p}Upb = A.
n—oo n—o0o n—oo

n—oo n—o0

(2.2.3) pn € Pn Y ¢n & PDn, para cadan > N.

Consideremos los segmentos de recta Y, = p,m, v W, = m,q¢,, para cada
n > N. Observemos que, como m,, ¢ Ay m, ¢ R,, para cadan > N, se tiene
que:

R.NY,=A{p,}, Y, "W, ={m,} y W, N R, = {q.}

Mids atn, como {my, },>n converge a p, se tiene que {W,, },,en converge a {p}, de
forma similar la sucesién { B, },>y tal que B,, = pp, converge a {p}. Para cada
n > N, sea f, :[0,1] — B, el homeomorfismo tal que f,(r) = p, + 7(p — pn).
Observemos que f,(0) = p, v fu(1) = p, para cada n > N. De forma similar
consideramos los homeomorfismos g, : [0,3] = Y, y h, : [3,1] — W, tales
que

Gn(8) = pn+2s(my, — ) ¥ ha(s) = my, + (25 —1)(q, —m,,), para cadan > N.

Definimos la funcién j, : [0, 1] — Y,, U W, tal que

in(s) = {gn(s), si s €0, iL

ha(s), sisel3,1].

Tenemos que j, es un homeomorfismo tal que j,(0) = p, y jn(1) = ¢, para
cada n > N. Observemos que B, N (Y, UW,) = {p,}, para cada n > N. Sean
r, = if{r € [0,1] : fu(r) € A} y s, = inf{s € [0,1] : ju(s) € A}, definimos
Ty = [u(rh) ¥ Yn = jn(sn), para cada n > N. Observemos que x,, # y,, para
cada n > N. Consideremos el arco p,y, C Y, UW, y el segmento p,z, C B,,
para cada n > N. Definamos M,, = ax, UT,p, U p,y, Uy,b, donde ax, vy y,b
son arcos contenidos en A. Notemos que, como {B,},>y converge a {p}, se
tiene que la sucesién {Z,p, },>n converge a {p}, de forma similar, la sucesién
de arcos {pnyn}n>n converge a {p}, de tal forma que las sucesiones {z, },>n ¥
{Yn}n>n convergen a p. Observemos que como A es suave en cada uno de sus
puntos, en particular lo es en a y b, luego las sucesiones de arcos {az,},>n ¥
{ynb}n>n convergen a los arcos ap y pb en A, respectivamente. Se tiene que
lim M, = lim az,U lim Z,p,U lim p,y,U lim y,b = apU{p}U{ptuUpb = A.
n—oo n—o0 n—o0 n—oo n—oo

De los subcasos (2.2.1), (2.2.2) y (2.2.3), y de forma andloga al caso (1),
tenemos que existe una sucesién {A,},en convergente a A tal que A, €
Arcos(pn, X), para cada n € N.

Por los casos (1) y (2) concluimos que X tiene la propiedad de Kelley por
arcos. 0

Definicién 4.19. Sea X un continuo. Diremos que X es un arco continuo,
st todos sus subcontinuos propios y no degenerados son arcos.

Teorema 4.20. Sea X un arco continuo. El continuo X tiene la propiedad de
Kelley si y solo si X tiene la propiedad de Kelley por arcos.
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DEMOSTRACION. Supongamos que X tiene la propiedad de Kelley. Notemos
que si X es un arco, entonces por el Teorema[].7y el Lemal[{.9 tenemos que
X tiene la propiedad de Kelley por arcos. Supongamos que X no es un arco.
Sean p € X, A € Arcos(p, X) y {pn}nen una sucesién en X convergente a p.
Si A = {p}, entonces consideramos A, = {p,}, para cada n € N. Supongamos
que A es un arco. Como X tiene la propiedad de Kelley por arcos, existe una
sucesion {A, }nen convergente a A tal que A,, € C(p,, X), para cada n € N.
Notemos que A,, es un arco para todos salvo una cantidad finita de n; asi, X
tiene la propiedad de Kelley por arcos.

Ahora, supongamos que X tiene la propiedad de Kelley por arcos. Sean p € X,
A € C(p,X) v {Pn}nen una sucesién en X convergente a p. Como X es un
arco continuo, tenemos que A es un arco o un singular o A = X. Si A es
un singular, entonces consideramos A,, = {p, }, para cadan € N. Si A = X,
entonces consideramos A, = X, para cada n € N. Finalmente, si A es un arco,
entonces por hipdtesis existe una sucesién {4, },en convergente a A tal que
A, € Arcos(p,, X), para cada n € N. Por lo tanto, X tiene la propieda de
Kelley. ([l

El solenoide diddico esta definido en [25] 2.8], este continuo es un arco continuo
con la propiedad de Kelley (véase [8, Teorema 3.4] y [9, Teorema 2]). Por otro
lado, el continuo de Knaster es un arco continuo con la propiedad de Kelley
(véase [8, Teorema 3.3] y [9, Teorema 2|).

Como una consecuencia del Teorema tenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.21. FEl arcoiris de Knaster y el solenoide diddico tienen la pro-
piedad de Kelley por arcos.

Proposicién 4.22. Sean X un continuo yp € X. Sean {p, }nen una sucesion
en X convergente a p y B € clox)(Arcos(p, X)). Si X tiene la propiedad de
Kelley por arcos en p, entonces existe una sucesion { A, }nen convergente a B
tal que A, € Arcos(pn, X), para cada n € N.

DEMOSTRACION. Sean B € clo(x)(Arcos(p, X)) y {pn}nen una sucesién con-
vergente a p, existe una sucesion { By }ren en Arcos(p, X) convergente a B.
Para toda k € N, existe una sucesién {B*},cy convergente a By, tal que
BE € Arcos(p,, X), para cada n € N. Asi para cada k € N, existe N € N,
tal que H(B*, By) < %, para cada n > Nj. Podemos suponer que Ny < N1,
para cada k € N. Definimos la sucesién {A,, },en como sigue:

(1) A, = B}, para cada n < Nj.

(2) Sea n > Nj. Elegimos k € N tal que N, <n < Npy1. Ast H(BF, By) <
Sea A,, = BE. Observemos que H(A,, By,) < 1.

1
z

Probaremos que la sucesién { A, },en converge a B. Sea e > 0. Como la sucesion
{Bi}ren converge a B, existe L € N tal que H(By, B) < §, para todo k > L.
Sea M € N tal que 5; < £. Sea J = médx{L, M}, se sigue que para todo k > J,
H(Bi,B) < £y 1 < 5. Como la sucesion {B%},cn converge a By, para cada
k € N. Luego H(A,, Bx) < % <5, 8i Ng <n< Ny yk>J.

Vamos a probar que H(A,, B) < &, para toda n > N;. Sea n > Ny, existe
k € N tal que Ny < n < Ngy1. Probemos que & > J, de lo contrario, si k < J,



65

tenemos que Ny < Ny, luego N1 < Ny, asi n < Ny, lo cual contradice que
n > Nj;. De donde H(A,, By) < 5y H(By, B) < 5, tenemos que H(A,, B) <
H(A,, B) + H(Bg, B) < e. Concluimos que la sucesién {A, }nen converge a
B. O

Teorema 4.23. Sean X un continuo y p € X. El continuo X tiene la pro-
piedad de Kelley por arcos en p si y solo si para cada € > 0 existe 6 > 0 tal
que para cualquier punto ¢ € X con d(p,q) < 0, y para cada A € Arcos(p, X),
existe B € Arcos(q,X) con H(A,B) < €.

DEMOSTRACION. Supongamos que X tiene la propiedad de Kelley por arcos
en p y que existe € > 0 tal que, para toda 6 > 0, existen ¢ € X con d(p,q) <
y A € Arcos(p, X) tal que para todo B € Arcos(q, X), H(A,B) > . Sean
Op = %, para cada n € N, existen p, € X con d(p,p,) < d, y An € Arcos(p, X)
tal que para todo B € Arcos(p,, X) se tiene que H(A,, B) > e. Claramente
la sucesion {p, }nen converge a p. Sea {A,, }ren una subsucesién convergente

de {A, }nen. Sea D = klim A, . Por otro lado
—00

para todo k € N, H(A,,,B) > ¢, para cada B € Arcos(pp,,X). (4.1)

Como D € clox)(Arcos(p, X)) y la sucesién {p,, }ren converge a p, por la
Proposicién , existe una sucesion { By, }ren convergente a D tal que B, €
Arcos(pn,,, X ), para cada k € N. Como {A,, }ren converge a D, existe N; € N
tal que H(A,,, D) < 5, para cada k > N;. De forma similar existe NV, € N, tal
que H(B,,,D) < 5, para cada k > N,. Sea K = max{Ny, N>}, tenemos que
H(Ap,, Bny) < €, lo cual contradice la Ecuacién (4.1)). Asi queda probada la
necesidad.

Sean p € X, A € Arcos(p, X) y {pn}nen una sucesiéon en X convergente
a p. Probaremos que existe {4, },eny una sucesién convergente a A tal que
A, € Arcos(p,, X), para cada n € N.

Para cada k € N, sea g, = %, existe 0, > 0, tal que para cualquier punto
g € X con d(p,q) < d, existe B € Arcos(q,X) con H(A, B) < . Por otro
lado, como la sucesién {p, }nen converge a p, como 0, > 0, existe Ny € N, tal
que d(p,,p) < g, para cada n > Nj. Podemos suponer que Ny, < Ny.1, para

toda k € N. Definimos la sucesién {A,},en como sigue:

(1) A, ={pn}, para cada n < Nj.

(2) Sin > Ny, elegimos k € N tal que Ny < n < Niy1. Asi d(pp,p) < o,
elegimos A,, € Arcos(p,, X) con H(A, A,) < €.

Probaremos que la sucesién {A, },en converge a A. Sea ¢ > 0, existe j € N
tal que ¢; < ¢. Tomemos N; € N tal que H(A,A,) < g; < ¢, para toda
N; < n < Njii. Ademés, para cualquier ¢ > j, tenemos que ¢; < ¢;, luego
H(AA,) <¢e <¢j <e, asit H(A /A,) < ¢, para cada n > N;, concluimos
que la sucesién {A, },en converge a A. Por lo tanto, X tiene la propiedad de
Kelley por arcos en p. 0
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Definicién 4.24. Sean (X, d) un espacio métrico, H(X) el grupo de homeo-
morfismos de X en X. Diremos que X tiene la Propiedad de Effros si para
cada € > 0, existe § > 0 tal que para cualesquiera x,y € X y d(z,y) < 4§, en-
tonces existe h € H(X) tal que h(x) =y yd(z,h(z)) < e, para cada z € X. Un
homeomorfismo h € H(X) que satisface que d(z,h(z)) < €, para cada z € X
serd llamado e-homeomorfismo.

Definicién 4.25. Un continuo X es homogéneo probando que para cualquier
par de puntos x y y de X, existe h : X — X un homeomorfismo tal que

h(z) =y.

Teorema 4.26. [22, Theorem 4.2.31] Sea X un continuo. Si X es homogéneo,
entonces X tiene la propiedad de Effros.

Teorema 4.27. Sea X un continuo. Si X es homogéneo, entonces X tiene la
propiedad de Kelley por arcos.

DEMOSTRACION. Sean p € X y ¢ > 0. Por el Teorema [4.26, existe § > 0
tal que si ¢ € X con d(p,q) < 0, entonces existe h € H(X) tal que h(p) =
qy d(z,h(z)) < e, para cada z € X. Sea A € Arcos(p, X), notemos que
h(A) € Arcos(q, X). Mas atun, H(A,h(A)) < € ya que d(a,h(a)) < ¢, para
cada a € A. Por lo tanto, por el Teorema [4.23, concluimos que X tiene la
propiedad de Kelley por arcos. 0

4.2 La propiedad de Kelley por arcos en den-
droides

En esta seccion estudiamos la propiedad de Kelley por arcos en dendroides,
mostramos que el arco es el iinico dendroide que tiene la propiedad de Kelley
por arcos.

Teorema 4.28. Sea X un dendroide. Si X tiene la propiedad de Kelley por
arcos, entonces para cualesquiera dos puntos x yy de X de conexidad local, el
arco A = xy no contiene puntos de ramificacion en A\ {z,y}.

DEMOSTRACION. Hagamos esta prueba por contradiccién, supongamos que
existen dos puntos de conexidad local de X, x1 y x5 tales que el arco A = z1x9
y A\{z1, x5} contiene un punto de ramificacién, digamos p. Como p es punto de
ramificacion de X, existen C, Cy y C5 arco componentes de X \ {p}. Sin perder
generalidad, supongamos que x; € C y x5 € Cs. Consideramos una sucesion
{Pn}nen convergente a p tal que p, € Cs, para cada n € N. Como X tiene la
propiedad de Kelley por arcos, existe {4, },en una sucesién convergente a A
tal que A,, € Arcos(p,, X), para cada n € N.

Sean U; y U, abiertos en X tales que 1 € Uy y 29 € Us, como x1 y o son
puntos de conexidad local, existen abiertos y conexos en X, V; y V5 tales que
1 € V4 C U yxg € Vo C U,y Observemos que V) C C; vy Vo C (5. Por otro
lado, como la sucesiéon { A, }nen converge a A, existe N € N tal que A, NV; # 0
y A, NV, # 0, para cada n > N.
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Afirmacion 4.28.1. Para todan > N, p € A,.

Prueba de la Afirmacion 4.28.1. Sean ay, € A, NV y as, € A, NV, para cada
n > N. Luego, A, es un conjunto conexo que contiene a los puntos ay, y aop,
para cada n > N. Note que C; # Cy, A, NC, =0y A, NCs # (), para cada
n > N. De aqui tenemos que p € A,,, para cada n > N. Asi queda demostrada
la Afirmacién 2811

Finalmente, A, es un arco que intersecta a tres componentes distintas de X \
{p}, lo cual es una contradicciéon. Concluimos que A \ {x1,x2} no contiene
puntos de ramificacion. ([l

El reciproco del Teorema no se cumple, para ello veamos el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 4.29. Sean p = (0,0) y ¢ = (1,0) en R%. Sea A el segmento de recta
que une a p con q. Sea B el segmento de recta que une al punto (—1,1) con el
punto (—1,—1); y el segmento de recta D que une al punto (2,1) con el punto
(2, —1). Consideramos el conjunto de Cantor de tercio medio tanto en B como
en D, los cuales llamamos € C B y Cy C D. Para cada b € Gy, consideremos
el segmento de recta b+t(p—>b), cont € [0, 1]; y para cada d € Cq, consideramos
el segmento de recta d+t(q — d), con t € [0, 1]. Obtenemos el dendroide de la

Figura[{.1]

Figura 4.1: Dendroide

Observemos que A contiene todos los puntos de conexidad local de X. Veamos
que X no tiene la propiedad de Kelley por arcos. Consideremos los punto
by = (=1,1) y by = (=1,—1), sean By = bip y By = bep. Sea M = By U By,
claramente M € Arcos(p, X). Sea {p,}neny una sucesiéon convergente a p tal
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que p, € A\ {p}, para n € N. Supongamos que X tiene la propiedad de
Kelley por arcos, asi existe una sucesién { M, },en convergente a M tal que
M,, € Arcos(p,, X), para cada n € N. Sea ¢ = ‘/?5 Observemos que B(by,e) N
B(bs,e) =0, p & B(b1,e) yp ¢ B(bg,e). Como { M, },en converge a M tenemos
que existe N € N tal que M, N B(by,e) # 0 y M, N B(by,e) # (), para cada
n > N. Asi, M, intersecta a tres arco componentes distintas de p en X \ {p}, lo
cual es una contradiccion. Concluimos que X no tiene la propiedad de Kelley
por arcos.

A continuacién damos algunos resultados para dendroides respecto a la pro-
piedad de Kelley por arcos.

Lema 4.30. Sean X un drbolyp € X. Si{x1,..., 2y} es el conjunto de puntos

extremos de X, entonces X = U A; donde A; = x;p, para cada i € {1,...,m}.
i=1

m
DEMOSTRACION. Es claro que U A; CX.Seaz e X\ {x1,...,Tm,p}. Como
i=1
X no es punto extremo de X, entonces existen U; y U, componentes de X \ {z}
tal que U, es la componente de p en X'\ {z}. Notemos que UyN{z1, ..., 2} # 0,

asi existe j € {1,...,m} tal que z; € Uy. Consideramos los arcos z;x y p.

Como X es unicamente arco conexo, A; = z;p = z;x U xp, se sigue que
m m

r €A C UAi' Lo cual prueba que X C UAZ" O
i=1 =1

Lema 4.31. Sean X un dendroide, n € N yp € X. Si Ay,..., A, son arcos

en X tales que p € A; parai € {1,...,n}, entonces U A; es un darbol.
i=1

n

DEMOSTRACION. Sea Y = U A;. Note que Y es un subcontinuo de X, asi Y

=1
es un dendroide. Ademads Y es localmente conexo. Luego Y es una dendrita.
Por |25, Ejercicio 10.48] Y es un arbol. O

Lema 4.32. Sean X un dendroide, p € X, K un arbol en X tal quep € K y
{DPn}nen una sucesion convergente a p. Si X tiene la propiedad de Kelley por
arcos en p, entonces eziste { K, }nen una sucesion convergente a K tal que K,
es arbol y p, € K,,, para cada n € N.

DEMOSTRACION. Sean x1,...,T,, los puntos extremos de K. Para cada ¢ €

{1,...,m}, sea A; = x;p. Por el Lema|}.30, K = UAZ" Por otro lado, A; €
i=1

Arcos(p, X), para cada i € {1,...,m}. Dado que la sucesién {p, }nen converge
apy X tiene la propiedad de Kelley por arcos, para cadai € {1,...,m}, existe
una sucesién { A’ },en convergente a A; tal que AY € Arcos(p,, X), para cada

n € N. Para cada n € N, sea K, = UA; Por el Lema|4.31, K, es un arbol,
i=1
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para cada n € N. Por otro lado, lim K, = lim (U Aty = U( lim A') =
Jai=kK O

Teorema 4.33. Sea X un dendroide. Si X tiene la propiedad de Kelley por
arcos, entonces X tiene la propiedad de Kelley.

DEMOSTRACION. Sean p € X, Y € C(p, X) v {pn}nen una sucesién conver-
gente a p. Probaremos que, existe una sucesién {Y,,},en convergente a Y tal
que Y, € C(pn, X), para cada n € N.

Afirmacion 4.33.1. Existe una sucesion {K;}jen convergente a Y tal que p €
K; y K; es un drbol, para cada j € N.

Prueba de la Afirmacion 4.33.1. Note que existe un conjunto denso {k; : j €

j
N} en Y. Para cada j € N, sea K; = Upki. Por el Lemal4.51, K; es un arbol,

i=1

para cada j € N. Observemos que Y = clx({k; : j € N}) C ch(U K;)CY,
j=1

luego { K} jen converge a Y, con lo que queda demostrada la Afirmacién 4.33.1}

Como X tiene la propiedad de Kelley por arcos en p, por el Lema para
cada j € N, existe una sucesiéon {K7},cn convergente a K tal que K7 es un
arbol y p, € KJ, para cada n € N. Como la sucesién {K}pen converge a K,
existe R; € N tal que H(K], K;) < %, para cada n > R;. Podemos suponer
que R; < Rj44, para cada j € N. Sea {Y,,},en la sucesion definida como sigue

(1) Sin< Ry, seay, = K.
(2) Sin > Ry, elegimos j € N tal que B; <n < Rj;1. Sea V,, = K.

Probaremos que la sucesion {Y,, },en converge a Y. Sea € > 0, como { K }jen
converge a Y, existe L € N con L > § tal que H(K;,Y) < £, para cada
j > L. Sean > Ry, existe j € Ncon j > L tal que R; < n < Rj. Asi,
H(K!, K;) < % < £. Se sigue que H(K],Y) < H(K], K;) + H(K;,Y) < e.
Por lo tanto, {Y,,},en converge a Y. O

Una propiedad importante en dendroides es la de ser suave, la cual recordamos
a continuacion.

Definicién 4.34. Sea X wun dendroide. Diremos que X es suave si existe

s € X tal que para cada sucesion convergente {x,}neny en X con lim x, = x,
n—oo

se cumple que lim sx,, = sx.
n—oo

Corolario 4.35. Sea X un dendroide. Si X tiene la propiedad de Kelley por
arcos, entonces X es suave.
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DEMOSTRACION. Se sigue inmediatamente del Teorema U

Es de nuestro interés saber si los dendroides tienen la propiedad de Kelley por
arcos, por ello analizamos el siguiente resultado.

Proposicién 4.36. Sea X un dendroide con la propiedad de Kelley por arcos
tal que R(X) # 0. Si R(X) tiene un punto aislado r, entonces X es localmente
arco conexro en 1.

DEMOSTRACION. Sea r el punto aislado de R(X). Supongamos que X no es
localmente arco conexo en r, existe U un abierto en X con r € U tal que para
cada abierto V con r € V' C U se tiene que V no es arco conexo. Consideremos
Vo = U. Podemos suponer que U no tiene mas puntos de ramificacion, distintos
de r. Sea C' la arco componente de U que contiene a r.

Afirmacion 4.36.1. int(C) = ().

Prueba de la Afirmacion 4.36.1. Por contradiccién, supongamos que int(C') #
(), es decir, existe t € int(C). Por otro lado, como C' C U, tenemos que C'
no es abierto en X, luego existe t € C'\ int(C). Note que t,t € C, se sigue
que tt C C. Como t € C\ int(C), sea {t,}nen una sucesién convergente
at tal quet, € U \ C, para cada n € N. Como X tiene la propiedad de
Kelley por arcos, existe {T},},en una sucesién convergente al arco tt' tal que
T, € Arcos(t,, X), para cada n € N. Por otro lado, como t € int(C), como
{T,,}nen converge al arco tt', existe N € N tal que T, Nint(C) # 0y T,, € (U),
para cada n > N. Ahora, como Ty Nint(C) # 0, entonces Ty NC # @ y dado
que Ty C U, ademas de que C' es arco componente de U, se sigue que Ty C C,
luego ty € C'y ty € U\ C, lo cual es una contradiccién a la eleccién ty. De
esta forma queda demostrada la Afirmacién [4.36.1]

Por otro lado, como r € R(X), sean A, By D tres arcos que forman un triodo
simple libre con vértice r y ademds AU BU D C U. Dado que int(C) =0y
r € C. Sea {7, }nen una sucesién convergente a r tal que r, € U\ C. Como X
tiene la propiedad de Kelley por arcos, existen sucesiones {A, }nen, {Bn}nen
y { D, }nen convergentes a A, B y D, respectivamente, tales que A,, By, D,, €
Arcos(ry,, X), para cada n € N, luego existe N € N, tal que A,, B,, D,, C U,
para cada n > N. Observemos que, como A, N B, # 0, A,ND, # 0y
B, N D, # 0, para cada n > N, se tiene que cada una de dichas intersecciones
es no degenerada, ya que de lo contrario, tendriamos que r, € R(X), para cada
n > N, lo cual contradice la elecciéon de U. Dado que X es hereditariamente
unicoherente, se sigue que cada una de las intersecciones A, N B,,, A, N D, y
B, N D, esun arco, para cadan > N. Luego, A,UB,UD,, es un arco y la unién
de dos de ellos contiene al tercero, para cada n > N. Podemos considerar una
subsucesion { Dy, }ren de {Dy, }nen tal que D, C A, UB,,, para cada k € N,
se sigue que

D= lim D,, C lim A, U lim B,, = AU B.
k—o0 k—oo k—o0

Lo cual contradice la eleccion de D. Concluimos que r es un punto de arco
conexidad local de X. ([
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Tenemos el siguiente resultado para los dendroides llamados abanicos los
cuales contienen un tnico punto de ramificacion.

Teorema 4.37. Si X es un abanico, entonces X mno tiene la propiedad de
Kelley por arcos.

DEMOSTRACION. Por contradiccién, supongamos que X es un abanico con la
propiedad de Kelley por arcos. Sea r el punto de ramificacién de X, se sabe
que X = U er. Sean A =re;, B =reyy C = res, con ey, eq,e3 € E(X).
ecE(X)

Sean M = AU By {ry, }nen una sucesion convergente a r tal que r,, € C'\ {r},
para cada n € N. Como X tiene la propiedad de Kelley por arcos, existe una
sucesion { M, },en convergente a M tal que M, € Arcos(r,, X), para cada
n € N. Sean U; y U, abiertos en X tales que e; € Ul, ey € Uy, Uy NUy = 0,
UynNC=0yUnC =@. Como la sucesion {M,},cn converge a M, existe
N e Ntal que M, NU; # 0y M, NUy # (), para cada n > N.

Afirmacion 4.37.1. r € M,,, para cada n > N.

Prueba de la Afirmacion 4.37.1. Supongamos que existe k > N, tal que r ¢
M. Como ry € My y My C X\ {r}, se sigue que M}, esté contenido en la arco
componente de X \ {r} que contiene a ry, asi My C C'\ {r}, lo cual contradice
que U; N C = . Asf queda demostrada la Afirmacién [4.37.1]

Como {M, },en converge a M, existen sucesiones {a,}n>n vV {bn}n>n conver-
gentes a e; y ey, respectivamente, tales que a,,b, € M,, a, € Uy y b, € U,
para cada n > N.

Afirmacion 4.37.2. Los puntos a, y b, estdn en la misma arco componente de
X\ {r}, para cadan > N.

Prueba de la Afirmacion 4.37.2. Como r € M, para cada n > N, existen K,
y L, arcos en M, tales que M,, = K,UL, y K, N L, = {r}, para cadan > N.
Luego, como 7, € M, para cada n > N, se sigue que r,, € K,, or, € L,, para
cada n > N. Sin perder generalidad, supongamos que r, € K,, asi K,, C C,
por lo que an,b, € L, \ {r}, luego a,b, C L, \ {r}. Por lo tanto, a, y b,
estan en la misma arco componente de X \ {r}, para cada n > N. Asi queda
demostrada la Afirmacién A.37.2

Como a,b, C M,, para cada n > N y {M,},en converge a M, existe una
subsucesion{a,, b,, }ren convergente tal que kh'm Ap,bn, € M. Ademds como
—00

e1, ez € lim ay, by, , se sigue que M = ejep C lim ay, by, , luego, lim a,, b,, =
k—o0 k—o0 k—o0

M. Sea {gn, }ren una sucesién convergente a r tal que g,, € ay,, by, , para cada

ke N.

Finalmente, consideremos V' un abierto en X tal que r € V' y ey, eq,e3 ¢ V.
Por la Proposicion[{.36, existe Vj abierto arco conexo tal que r € Vi C V. Por
otro lado como la sucesién {g¢,, }ren converge a r, existe L € N tal que g,,, € Vp,
para cada k > L. Como Vj es arco conexo, se sigue que el arco ¢,,r C Vj, para
cada k > L. Observemos que a,, € ¢, 0 b,, € g, para cada k > L, sin
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perder generalidad supongamos que b,, € ¢,,7, para cada k > L. Se sigue que
es € Vp, lo cual es una contradiccién a la eleccion de V. Concluimos que X no
tiene la propiedad de Kelley por arcos. [l

Lema 4.38. Sean X un dendroide y r € R(X). Si U es un abierto tal que
UNR(X) = {r}, entonces para cualesquiera x yy en la misma arco componente
de U\ {r} se tiene que los arcos xr y yr son comparables.

DEMOSTRACION. Sea a(z) la arco componente de z en U \ {r}. Como y estd
en la misma arco componente de U \ {r}, tenemos que y € a(z), asi el arco
zy C a(x) C U \ r. Consideremos el arco yr, como X es hereditariamente
unicoherente y xr N zy # (), se sigue que xr N xy es un singular o un arco
contenido en U. Tenemos los siguientes dos casos:

Caso 1. xrNzxy es un singular. En este caso, tenemos que xrNzy = {z}, luego,
como X es Unicamente arco conexo, se sigue que yr = xr Uzy y asi xr C yr.

Caso 2. xr N xy es un arco. Probaremos que xr N xy = xy, supongamos lo
contrario, es decir, existe z € xr Nxy distinto de r, z e y tal que xr Nzy = 2.
Observemos que zr = zz U zr y xy = xz U zy, como zr N zy = {z}, se sigue
que xz, zr y zy forman un triodo simple con vértice z contenido en U. Como
UNR(X) = {r}, se sigue que z = r, asi r € a(z) C U \ {r}, lo cual es una
contradicciéon. Concluimos que xr Nxy = zy, asi y € zr, luego yr C xr. 0

Proposicién 4.39. Sea X un dendroide tal que R(X) # (). Si X contiene un
punto de ramificacion aislado de R(X), entonces X no tiene la propiedad de
Kelley por arcos.

DEMOSTRACION. Hagamos la prueba por contradiccién, supongamos que X
tiene la propiedad de Kelley por arcos. Sea r € R(X) aislado de R(X), asi

existe U un abierto en X tal que U N R(X) = {r}. Por otro lado, ya que r €
3

R(X), existe T = U A, tal que A;NA; = {r}, para cualesquiera ¢, j € {1,2,3}.

i=1
Sin perder generalidad, supongamos que T' C U. Sea a; € A; el punto extremo

de A; distinto de r, para cada i € {1,2,3}. Sea M = A; U Ay, sea {r, },en una
sucesién convergente a r tal que ,, € A3\ {r}, para cada n € N. Como X tiene
la propiedad de Kelley por arcos, existe una sucesion { M, },en convergente a
M tal que M,, € Arcos(r,, X), para cada n € N. Como ay,ay € U y As es un
cerrado, existen abiertos Uy y U, tales que:

(1) a € Uy y as € Us.

(3) UlﬂAgz(Z)YUQﬂAg:Q).

Dado que la sucesiéon { M, },en converge a M existe N € N tal que M, € (U),
M,NU, #0y M, NU, #0, para cadan > N.

Afirmacion 4.39.1. Existe k > N, tal que r € M,,, para cada n > k.
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Prueba de la Afirmacion 4.39.1. Supongamos lo contrario, para todo n > N,
r € M,. Como X es hereditariamente unicoherente, tenemos que M, N A3 es
un subcontinuo de X. Como M,, y A3 estan contenidos en U, se sigue que M,
y Az no contienen puntos de ramificacién distintos de r, luego M,, N Az es un
arco, para cada n > N, asi M,, U A3 es un arco, para cada n > N. Se sigue
que az € M, N Az, para cada n > N, luego as € M, para cadan > N,y
asi ag € M, lo cual es una contradiccion, por lo tanto existe & > N, tal que
r € M,, para cada n > k. Con lo que queda demostrada la Afirmacién [4.39.1]

Como {M,,}nen converge a M, existen subsucesiones {b, },>r v {¢n}n>k con-
vergentes a a; y as, respectivamente, tales que b, € Uy y ¢, € Us, para cada
n > k.

Afirmacion 4.39.2. Existe ky > k tal que r no es punto extremo de M, para
cada n > ky.

Prueba de la Afirmacion 4.39.2. Supongamos lo contrario, es decir, que r es
un punto extremo de M, para cadan > N. Luego, r,r, € M, N A3, para cada
n >k y U no contiene puntos de ramificacién distintos de 7. Por el Lemal[{.3§,
M,, y Az son comparables, para cada n > k. Por otro lado, como M, NU; # ()
y M, NUy # (0, para cada n > k, tenemos que Az C M,,, para cada n > k, se
sigue que Az C M lo cual es una contradiccién. Asi, existe k; > k tal que r no
es punto extremo de M, para cada n > ki, con lo que queda demostrada la

Afirmacién 4.39.2
Afirmacion 4.39.3. Eziste ko > ky tal que ¢,b, C U\ {r}, para cada n > k.

Prueba de la Afirmacion 4.39.3. Supongamos que r € ¢,b,,, para cada n > k;.
Maés atun, r no es punto extremo del arco ¢,b,, para cada n > ki, asi ¢, y b,
no estan en la misma arco componente de U \ {r}, luego, ¢, estd en la misma
arco componente de 7, en U \ {r} o b, estd en la misma arco componente de
r, en U\ {r}, para cada n > ky. Sin perder generalidad, supongamos que ¢,
estd en la misma arco componente de r, en U \ {r}, para cada n > ky. Asi
por la Afirmacion tenemos que c¢,r y As son comparables, para cada
n > ky, es decir, ¢,r C A3 o A3 C ¢,r, para cada n > k;. Si ¢,r C Az, para
cada n > kq, entonces ¢, € Az, lo cual contradice la eleccion de ¢, para cada
n > ki. Por otro lado, si A3 C ¢,r, para cada n > kq, se sigue que A3 C M, lo
cual es una contradiccion a la elecciéon de M. Por lo tanto, existe ko > ki tal
que ¢,b, C U\ {r}, para cada n > ks. Asi queda demostrada la Afirmacién
4.39.0)

Observemos que c¢,b, C M,, para cada n > ks, luego lim c¢,b, € M. Por

n—oo
otro lado, por [6l Corolario 1], M = ajas C liminfe¢,b, = lim ¢,b,, por lo
n—oo

que lim ¢,b, = M. Sea {q, }n>k, sucesién convergente a r tal que ¢, € ¢,by,
n—o0 -

para cada n > ky. Por la Proposicion sabemos que X es localmente arco
conexo en r, asi existe V{ abierto y arco conexo tal que r € Vj C U \ {ay, as}.
Luego, como {gy }n>k, converge a r, existe N; € N tal que ¢, € V;, para cada
n > N;. Como Vj es arco conexo, se sigue que g, C Vy, para cada n > V.
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Note que ¢, € g,r 0 b, € q,r, para cada n > Ny, asi a; € Vi 0 as € Vg, lo cual
es una contradiccion, concluimos que X no tiene la propiedad de Kelley por
arcos. 0

Lema 4.40. Sea X un dendroide. Si X es suave en s € X, entonces X es
localmente arco conexo en s.

DEMOSTRACION. Sea s € X tal que X es suave en s. Sea U un abierto en X tal
que s € U. Sea V la arco componente de U que contiene a s. Probaremos que
V' es un conjunto abierto en X. Sea ¢ € V' y {¢, }nen una sucesion convergente
a q. Como s,q € V, tenemos que sq C V C U. Por otro lado, como X es suave
en s, se sigue que nh_)rgo sq, = sq. Asi existe N € N tal que sq, C U, para cada

n > N. Luego, como V es la arco componente de U que contiene a s se sigue
que ¢, € V, para cada n € N. Concluimos que V' es un conjunto abierto. Por
lo tanto, X es localmente arco conexo en s. 0

De los articulos [7] y [I8] sabemos que se puede definir un orden parcial sobre
los dendroides, adaptamos este concepto considerando dendroides suaves de la
siguiente forma:

Definicién 4.41. Sea X un dendroide suave en s € X, definimos una relacion
<s en X de la siguiente forma, para x,y € X, diremos que v <, y, Si x € sy.
Diremos que © < y, si x <, y y xr # y. Ademds, diremos que x y y son
comparables en X six <,y oy <, x.

Tenemos los siguientes resultados conocidos.

Lema 4.42. Si X es un dendroide suave en s € X, entonces <, es un orden
parcial.

DEMOSTRACION. Sean z,y,2 € X.
(1) La relacion <; es reflexiva: como z € sz, se tiene que = <; x.

(2) La relacién <; es antisimétrica: Supongamos que z <; y y y <, . Como
x € sy yy € sr tenemos que sz C sy y sy C sz. Luego sz = sy y asi
T =1y.

(3) La relacién <; es transitiva: Supongamos que * <,y y y <, z. Tenemos
que x € sy y y € sz. Ademas = € sy C sz, por lo tanto x <, z.

Por lo tanto, la relacion <, es un orden parcial. 0

De ahora en adelante, dado un dendroide X suave en s € X la notacién <,
denotara un orden parcial en X respecto del punto s.

Lema 4.43. Sean X un dendroide suave en s € X yx,y € X. St v <, y,
entonces para cada z € xy, v <z <; Y.

DEMOSTRACION. Sea z € xy. Como x <, y, se tiene que z € sy. Luego,
xy C sy v asi z € sy, por lo que z <, y. Para probar que x <, y, veamos que
sz = sx Uxz. Como sy es un arco y x € sy, se tiene que sy = sr U zy. Por
otro lado z € xy, de aqui se sigue que xz C zy. Notemos que sz N sx = {z}.
Luego, sx U zz es un arco en X con puntos extremos s y z. Como X es un
dendroide sz = sx U xz. Por lo tanto z € sz y asi x <, 2. O
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Lema 4.44. Sean X un dendroide suave en s € X yx,y € X. Si x <, vy,
entonces para cada w,z € Yy, w Yy z son comparables.

DEMOSTRACION. Como w € zy, por el Lema @ tenemos que r <, w <; v,
ademas tenemos que zy = zw U wy. Como z € xy se tiene que z € zw o
z € wy. Si z € 2w, entonces por el Lema[].43 se tiene que = <, z <, w, asf
z <, w. Ahora, si z € wy, entonces por el Lema m, se tiene que w <; z <, v,
asi w <, z. Por lo tanto, w y z son comparables. 0

Definicién 4.45. Sean X un dendroide suave en s € X y A un arco en X
con puntos extremos a y b. Diremos que A tiene doblez en x € X, si x € A,
r<sayr<gb.

Observacion 4.46. Si A tiene doblez en x, entonces x no es punto extremo

de A.

Lema 4.47. Sean X un dendroide suave, A un arco en X yx,y € X. Stz y
y son puntos de doblez de A, entonces x = y.

DEMOSTRACION. Sea s € X punto de suavidad de X. Sean a y b puntos
extremos de A. Como x € A tenemos que A = ax U xb. Por otro lado, y € A,
asi y € ar o y € xb. Sin perder generalidad, supongamos que y € ax. Por el
Lema[{.43, se tiene que x <, y <; a. Como y € A, se tiene que A = ay U yb,
asi € ay o x € yb. Si x € ay, entonces por el Lema[f.43 y <; z <, a. Como
r <syyy <sx implica que x = y. Si € yb, entonces por el Lema [{.435
y<sx <;b Como x <;yyy <,z implica que x = y. U

Lema 4.48. Sean X wun dendroide suave en s € X y A un arco en X con
puntos extremos a y b. Entonces a y b no son comparables respecto de <, si y
solo si A tiene doblez.

DEMOSTRACION. Supongamos que a y b no son comparables respecto de <.
Como X es un dendroide tenemos que saNsb es un arco o es {s}. Si saNsb =
{s}, entonces consideremos d = s. Si sa N sb es un arco, entonces d es el punto
extremo de saNsb distinto de s. En cualquiera de los dos casos ab = adUdb. Se
tiene que d € A. Probemos que d <, ay d <, b. Notemos que d € sa 'y d € sb,
asi d <sayd<b. Sid=a,entonces a € sby asi ay bson comparables, lo
cual es una contradiccion, concluimos que d # a. De forma similar se prueba
que d # b. Luego d <, a 'y d <, b. Por lo tanto, A tiene doblez en d. Ahora
supongamos que A tiene doblez, as{ por el Lemal[{.43, a y b no son comparables
respecto de <j. O

Lema 4.49. Sea X un dendroide suave. Sean A y B arcos en X con A C B.
Si A tiene doblez en x, entonces B tiene doblez en x.

DEMOSTRACION. Sea s € X punto de suavidad de X. Sean a y b los puntos
extremos de A, por el Lemal[/.48, a y b no son comparables en X respecto de <.
Sean ¢ y d los puntos extremos de B, supongamos que ¢ y d son comparables,
luego ¢ <, d o d <, c. Sin perder generalidad, supongamos que ¢ <, d, como
a,b € cd, por el Lema[4.44} a y b son comparables respecto de <, lo cual es
una contradiccion, concluimos que ¢ y d no son comparables respecto de <;.
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Como scUsd es un dendroide tenemos que B = c¢d C scUsd, asi a,b C scU sd,
se sigue que a € scoa € sdyb € scob &€ sd. Sin perder generalidad,
supongamos que a € sc, por el Lema[4.44 se tiene que b ¢ sc, asi b € sd. Note
que a <, cy b <, d Como A tiene doblez en =, r <, ay x <, b, luego x <, ¢
y & <, d. Por otro lado, como A C B, se sigue que x € B. Por lo tanto B tiene
doblez en z. O

Lema 4.50. Sea X un dendroide suave en s € X. Sea A un arco en X con
doblez y con puntos extremos a yb. Si z € X ya < z, entonces A C bz.

DEMOSTRACION. Sea z € X que satisface a <, z. Notemos que {a} C ANaz.
Probaremos que A Naz = {a}. Sea x € ANaz. Como x € az, por el Lema
443 a <s; x <; z. Sea d € X punto de doblez de A. Como d € A tenemos que
A =adUdb. Si x € db, entonces por el Lema[{.43, tenemos que d <; z <, b.
Como d <; a, se sigue que d <, a <, v <, b, asil a y b son comparables, lo
cual contradice el Lema[{.48 Concluimos que z ¢ bd. Luego x € ad, entonces
por el Lema /.43, d <, x < a. Se tiene que a <,z y z <y a, asi x = a. Por
lo tanto, A Naz = {a}. Como A y az son arcos cuya interseccién es un punto
extremo de ambos, se sigue que AU az = bz. Por lo tanto, A C bz. O

Lema 4.51. Sea X un dendroide suave en s € X. Si x € X no es punto
extremo de X, entonces existe y € X tal que x <;y.

DEMOSTRACION. Sea € X no es punto extremo de X. Sea M un arco en X
tal que = no es punto extremo de M. Sean a y b los puntos extremos de M.
Tenemos dos casos:

Caso I. a y b no son comparables respecto de <;.

Por el Lema [{.48 M tiene doblez en un punto d € M. Como d € M, se
sigue que M = ad U db. Como x € M tenemos que x € ad o x € db. Sin
perder generalidad, supongamos que = € ad, como d < a, por el Lema [{.45,
d <s x <, a. Como x no es punto extremo de M y a es punto extremo de M
tenemos que z # a, asi x <, a. Basta tomar y = a.

Caso 1I. a y b son comparables respecto de <;.

Sin perder generalidad, supongamos que a <, b. Como x € M, por el Lema
443, a <; & <; b. Como z no es punto extremo de M y b es punto extremo
de M tenemos que b # x, asi x <, b. Basta tomar y = b.

Por lo tanto, existe y € X tal que = <; y. U

Teorema 4.52. Sea X un dendroide. Si X tiene la propiedad de Kelley por
arcos, entonces X tiene conjunto de puntos extremos cerrado.

DEMOSTRACION. Buscando una contradiccién, supongamos que X tiene la
propiedad de Kelley por arcos y tiene conjunto de puntos extremos no cerrado.
Por el Teorema[§.33 X tiene la propiedad de Kelley, asi por [10, Corollary 5]
X es suave. Sea s € X punto de suavidad de X. Como X tiene conjunto de
puntos extremos no cerrado, existe {e, },en una sucesion en E(X) convergente
ape X\ EX).

Para probar el teorema consideremos los siguientes dos casos:

Caso 1. Existe x € X tal que p y x no son comparables respecto de <;.
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Por el Lemal[4.51] existe y € X tal que p <4 y. Como p y 2 no son comparables,
por el Lema [{.48 el arco px tiene doblez. Por el Lema [{.50, se tiene que
pxr C xy. Sea A = xy, note que p € A. Como X tiene la propiedad de Kelley por
arcos, existe una sucesion {4, },en convergente a A tal que A4,, € Arcos(e,, X),
para cada n € N. Sean {x,}nen ¥V {¥n}nen Sucesiones convergentes a x y v,
respectivamente, tales que x,,y, € A,, para cada n € N. Como e,, es punto
extremo de A, para cada n € N, se tiene que e,x, C €,y 0 €Y, C €p,.
Supongamos que existe {ny }reny una sucesion creciente en N tal que e, x,, C
en,Yn,, Para cada k& € N. Note que, para cada & € N, sy,, U se, es un
subcontinuo de X y e,,,Yn, € SYn, U Sey,, asi ey, Yn, C SYn, U se,,, luego
T, € SYn, U Sep,. Se sigue que z = lim z,, € lim sy,, Use,, = syUsp = sy.
k—o0 k—o0
Luego, = € sy, tenemos que x € sp o x € py. Si x € sp, entonces x y p son
comparables, lo cual es una contradiccién. Por otro lado, si z € py, entonces
py = pr Uxy, mas aun, pr N xy = {x}, lo cual contradice que pxr C zy.
Ahora, supongamos que existe {ny}ren una sucesiéon creciente en N tal que
enyYn, C €n,Tn,, para cada k € N. Note que, para cada k € N, sz, U se,, es
un subcontinuo de X y ey, , Tn, € sty U sey,, ast ey, Ty, C sx,, U se,, , luego
Yn, € STy, U se,, . Se sigue que y = lim y,, € lim sz,, Use, = sz U sp.
k—o0 k—o0

Luego, y € sx 0oy € sp. Si y € sx, entonces sy C sx, mas ain, como p € sy,
tenemos que p € sz, luego p y & son comparables lo cual es una contradiccion.
Por otro lado, si y € sp, entonces y <, p, lo cual contradice que p <, y.

Caso 2. Para cada x € X, p y x son comparables respecto de <;.
Tenemos los siguientes dos subcasos:

Subcaso 2.1. s = p.

Sea M un arco tal que p = s € M y p no es punto extremo de M. Sean a
y b los puntos extremos de A. Note que p = s <, ay p = s <, b. Como
p # aypF#btenemos que p <s ay p <s b, luego M tiene doblez en p,
asi por el Lema [{.48, tenemos que a y b no son comparables respecto de <.
Como X tiene la propiedad de Kelley por arcos, existe una sucesion {M, },en
convergente a M tal que M, € Arcos(e,, X), para cada n € N. Consideremos
sucesiones {ay, fnen ¥ {bn }nen convergentes a a y b, respectivamente, tales que
ap, by, € M, para cada n € N. Sea {ny }ren una subsucesion creciente en N tal
que las sucesiones {e,, an, fren ¥ {€n,.bn, fren son convergentes en C'(X'). Como
en, €s punto extremo de M, , para cada k € N, se tiene que e,, a,, C €y, bn,
0 €y, by, C ey, an,, para cada k € N. Sin perder generalidad, podemos suponer
que ey, ap, C ey, by, , para cada k € Ny asi lim e,, a,, C lim ey, by, .

k—o0 k—o0

Afirmacion 4.52.1. kh’m €nybn,, C .
—00

Prueba de la Afirmacion 4.52.1. Para cada k € N, sea By, = se,, Usb,, . Observe

que ey, b,, C By, para cada k € N. Luego lim e, b, C lim B, = lim se,, U
k—o0 k—o0 k—roc0

sby,, como X es suave en s tenemos que ka sep, U sb,, = {s} Usb = sb.
— 00

Luego, ka €n,bn, C sb. Asi queda demostrada la Afirmacion 4.52.1
— 00

Note que a = lim a,, € lim e, a,, C lim e,0b,, C sb, luego a € sb. Por
k—o0 k—o0 k—o0

el Lema[4.43 tenemos que a < b, as{ a y b son comparables, lo cual es una
contradiccion.
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Subcaso 2.2. s # p.

Notemos que s <, x, para cada = € X, en particular s <, py p # s, asi s <, p.
Por el Lema[4.51] existe y € X tal que p <, y. Sea A = sy, asi p € A. Como
X tiene la propiedad de Kelley por arcos, existe {A, }nen convergente a A tal
que A, € Arcos(e,, X), para cada n € N. Sean {s, }nen ¥ {¥n }nen sucesiones
convergentes a s y y, respectivamente, tales que s,,y, € A,, para cada n € N.
Como X es suave en s € X, por el Lema[4.40, X es localmente arco conexo
en s, luego existe V' un abierto y arco conexo en X tal que s€ Vypé¢ V.

Afirmacion 4.52.2. Siv €V, entonces v <, p.

Prueba de la Afirmacion 4.52.2. Sea v € V. Supongamos que no se cumple que
v <g p, es decir, p <, v, asi p € sv. Como s € V y V es arco conexo tenemos
que sv C V, asi p € clx(V), lo cual es una contradiccién. Queda demostrada

la Afirmacién [4.52.2

De la Afirmacion |4.52.2, tenemos que V' C sp. Como {s,},en converge a s,
existe J € N tal que s, € V C sp\ {p}, para cadan > J.

Afirmacion 4.52.3. Fxiste K € N tal que p <, e,, para cada n > K.

Prueba de la Afirmacion 4.52.3. Supongamos lo contrario, es decir, para cada
K € N existe n > K tal que p <, e, es falso, como p y e, son comparables
respecto de <, se tiene que e, <, p. Asi, existe {ny}ren una sucesion creciente
en N tal que e,, <, p, para cada k € N. Como e, es punto extremo de X, para
cada k € N, se tiene e,, es punto extremo del arco sp, asi e,, = s 0 e, = p,
para cada & € N. Como p no es punto extremo de X, se tiene que e,, = s,
para cada k € N. Luego, s = klgg(} eén, = D, lo cual es una contradiccién, ya que

s # p. Queda demostrada la Afirmacion 4.52.3]
Afirmacion 4.52.4. Existe L € N tal que p <, y,, para cada n > L.

Prueba de la Afirmacion 4.52.4. Supongamos lo contrario, es decir, para cada
L € N existe n > L tal que p <, v, es falso, como p y v, son comparables
respecto de <, se tiene que y, <, p. Asi, existe una sucesién creciente {ng }ren
en N tal que y,, <, p, para cada k € N. Note que y,, € sp, para cada k € N,
asi hm 0 Yy, =Y € sp, luego y <, p lo cual es una contradiccion ya que p <; y.

Queda demostrada la Afirmacién £
Afirmacion 4.52.5. Eziste I € N tal que y,, ¢ e,5,, para cada n > 1.

Prueba de la Afirmacion 4.52.5. Supongamos lo contrario, es decir, para cada

I € N existe n > [ tal que y, € e,s,. Asi, existe una sucesion creciente

{ni}ren en N tal que y,, € e,,sn,, para cada k € N. Sing, > J y n, > K,

entonces s,, € sSpyp <s €p,;asi s, <spyDp <s e, por transitividad tenemos

que Sy, <s €p,; COMO S,, € Se,, , tenemos que ss,, U e, S, = se,,. Luego,

y = lim y,, € lim ss,, Ue,, s, = lim se,, = sp, asi y < p, lo cual es una
k—o0 k—o0 k—o0

contradiccion ya que p <, y. Queda demostrada la Afirmacion [4.52.5]
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Sea N = méx{J, K, L, ['}. Como e, es punto extremo de X, tenemos que que e,
es punto extremo del A, por la Afirmacidn[{.52.5, tenemos que e,5, C €,Yn,
para cadan > N. Note que s,, € e,y,, paracadan > N, ademads s, < p <s €n,
asi p € e,8, C epYn. Como s, <; p <s Yn, Se sigue que el arco e,y, tiene doblez
en los puntos s, y p, para cadan > N. Por el Lema[{./7, tenemos que p = s,,
para cada n > N, lo cual es una contradiccién, ya que s, # p, para cada
n > N.

De los Casos 1 y 2 se concluye que X tiene conjunto de puntos extremos
cerrado. 0

Lema 4.53. Sea X un dendroide suave y E(X) el conjunto de puntos extremos

de X. Si s € X es punto de suavidad de X, entonces X = U se.
e€E(X)

DEMOSTRACION. Como X es un dendroide y s,e € X, tenemos que se C X,
luego U se C X. Veamos la contencién contraria. Para cada w € X, sea

e€E(X)
Yo ={yve X :w<y}

Afirmacion 4.53.1. Para cada w € X, Y,, es compacto y no vacio.

Prueba de la Afirmacion 4.53.1. Sea w € X, tenemos que w <, w y asi
Y,, # (). Probaremos que Y, es cerrado en X. Sea {y, }»en una sucesiéon en Y,
convergente a y € X. Como X es suave en s € X, tenemos que la sucesion
{8Yn tnen converge a sy. Por otro lado, como w € sy,, para cada n € N,
se sigue que w € sy, concluimos que y € Y,,. Por lo tanto, Y,, es un conjunto
cerrado en el compacto X, concluimos que Y,, es compacto. Queda demostrada

la Afirmacién 5311
Sean x € X y C una cadena no vacia en Y.
Afirmacion 4.53.2. C' esta acotado superiormente.

Prueba de la Afirmacion 4.53.2. Sean c¢; y ¢ puntos en C, sin perder gene-
ralidad, supongamos que c¢; <; cy. Probaremos que Y., C Y,,. Siy € Y,
entonces co <; y. Luego, por transitividad ¢; < y y asi y € Y,,. Concluimos
que Y., C Y. Seay = {Y, : ¢ € C}, como cualesquiera dos elementos de Y
son comparables respecto a la inclusion, se sigue que Y tiene la propiedad de
la interseccion finita. Luego, existe xg € ﬂ Y., v asi ¢ <, xg, para cada ¢ € C.

ceC
Queda probada la Afirmacién

Como cada cadena en Y, tiene una cota superior, por el axioma de elecciéon
Y, tiene un elemento maximal y,. Probaremos que 1y es punto extremo de X.
Supongamos lo contrario, es decir gy no es punto extremo de X, por el Lema
[4.51] existe z € X tal que yo < z, por transitividad z < z as{ z € Y,, lo cual
es una contradiccién ya que yp es un elemento maximal de Y,. Concluimos que
Yo € E(X). Finalmente, como y, € Y, se tiene que = <; ¥, asi x € syy C

se. 0

ecE(X)
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Lema 4.54. Si X es un dendroide suave y no es un arco, entonces |E(X)| > 2.

DEMOSTRACION. Buscando una contradiccién, supongamos que |E(X)| < 2.

Sea s € X un punto de suavidad de X. Por el Lemal|4.55, X = U se. Sea
e€E(X)

r € X tal que x # s, luego existe e; € E(X) tal que = € se;. Note que e; # s,
ya que si e; = s, entonces se; = {s} y asi x = s, lo cual es una contradiccién.
Concluimos que e; # s. Ahora, como X no es un arco, sea y € X \ sej. Asi
existe e; € E(X) tal que y € ses. Note que ey # €1, ya que si e; = €7, entonces
se; = seg y asi y € sey lo cual es una contradiccion. Ademas e; # s, ya que
de lo contrario si es = s, entonces se; = {s}, luego y = s y asi y € sey, lo cual
es una contradicciéon. Concluimos que ey # s. Como |E(X)| < 2 se sigue que
E(X) = {e1,e2}. Por el Lema[4.53, tenemos que X = se; U sez. Como X es
un dendroide se tiene que se; N sey es un arco o un singular. Si se; N sep es un
arco, entonces X es un triodo simple, luego s es punto extremo de X, lo cual
es una contradiccion ya que s ¢ E(X). Finalmente, si se; N sey es un singular,

entonces X es un arco, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, |E(X)| > 2.
U

Teorema 4.55. Sea X un dendroide. Si X tiene la propiedad de Kelley por
arcos, entonces X es un arco.

DEMOSTRACION. Buscando una contradiccién, supongamos que X tiene la
propiedad de Kelley por arcos y que X no es un arco. Por el Teorema [4.57,
X no es un abanico. Por el Teorema tenemos que F(X) es un conjunto
cerrado. Por el Teorema , X tiene la propiedad de Kelley y asi por [10),
Corollary 5] X es suave. Sea s € X un punto de suavidad de X. Para cada
r € X,sea B, ={e€ F(X):x € se}.

Afirmacion 4.55.1. Para cada x € X, E, es un conjunto cerrado y no vacio.

Prueba de la Afirmacion 4.55.1. Sea x € X. Por el Lema[4.53 se tiene que

X = U se, luego existe e € F(X) tal que x € se, asi E, # 0. Sea {e, }nen
e€E(X)

una sucesién en £, convergente a e € X. Note que e € E(X). Como X es

suave en s, se tiene que la sucesién {se, },en converge a se. Como x € se,,

para cada n € N, se tiene que x € se y asi e € E,. Por lo tanto E, es un

conjunto cerrado. Queda probada la Afirmacién [4.55.1]

Sea f: X — 2P 1a funcién definida por f(x) = E,, para cada v € X.
Afirmacion 4.55.2. Fxiste p € X tal que f no es continua en p y p # s.

Prueba de la Afirmacion 4.55.2. Como X no es un abanico y no es un arco
|R(X)| > 2. Sea r € R(X) distinto de s. Por el Lema[4.53, existe e; € E(X)
tal que r € se;. Como r € R(X), existe t € X distinto de r tal que rt N se; =
{r}. Por el Lema , existe eo € E(X) tal que t € sey. Como r € sey y
r € R(X), tenemos que r <, e;. Note que r € st, como r # t tenemos que
r < t. Asi el arco rt U re; tiene doblez en r. Como t < ey, por el Lema
tenemos que te; C ejeq. Como el arco rt U re; tiene doblez en r, por el
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Lema [{.49 el arco ejey tiene doblez en r. Como r # s, tenemos que s <g r
Por otro lado, si © € ejes, entonces © € re; o x € rey, luego por el Lema
m tenemos que r <g z. Se sigue que s ¢ ejes. Sea A = ejeq, probaremos
que la funcién f|4 no es continua. Supongamos lo contrario, es decir, f|4 es
continua. Probaremos que f|4 es una funcién constante. Primero veamos que
E(X) es totalmente disconexo, supongamos que Y es un subcontinuo de X no
degenerado, es decir, con mas de un punto, contenido en F(X), asi existen a
y b puntos en Y distintos. Luego, ab C Y C E(X). Siv € ab )\ {a, b}, entonces
v ¢ E(X), lo cual es una contradiccién. Por tanto, Y es degenerado y asi E(X)
es un conjunto totalmente disconexo. Como E(X) es un conjunto compacto
y totalmente disconexo se puede encajar en el conjunto de Cantor. Sean € el
conjunto de Cantor y g : F(X) — C un encaje, se tiene que 29 : 2B(X) 5 2€ 1a
funcion definida por 29(F) = g(F), para cada F € 2PX) | es un encaje. Luego,
290 f|4 1 A — 2 es una funcién continua, asf (290 f|4)(A) es un continuo en 2°,
por [26, Corollary 1] 2¢ es homeomorfo a €. Como 2° es totalmente disconexo,
se tiene que todo subcontinuo de 2% es degenerado. Como A es un continuo
v (29 0 f|a)(A) es conjunto singular de 2¢, se tiene que (29 o f|4)(A4) = {C},
para algiin C' € 2%. Para cada x € A, 29(f|a(z)) = C, luego g(f|a(x)) = C
y asi fla(x) = g7 }(C). Por lo tanto, f|4 es una funcién constante. Luego,
fla(er) = fla(ea) v asi {e1} = {es}, lo cual es una contradiccién ya que
e1 # ey. Por lo tanto, f|4 no es una funcién continua. Luego, existe p € A tal
que f|a no es continua en p. Note que f no es continua en p. Como s ¢ A, se
tiene que p # s. Queda probada la Afirmacién 4.55.2,

Como f no es continua en p, existe {p, lnen una sucesién en X convergente a
p tal que {f(pn) }nen no converge a f(p), asi la sucesién {E,, }nen n0 converge
a F,. Tomando subsucesiones de ser necesario podemos suponer que {E,, }nen
es una sucesiéon convergente y que lim E, # E,.

n—oo

Afirmacion 4.55.3. lim E, C E,.

n—oo

Prueba de la Afirmacion 4.55.3. Sea e € lim E, , asi existe {e,}neny una
n—0o0

sucesion convergente a e tal que e, € E, , para cada n € N. Como X es
suave en s, la sucesion {se, },en converge a se, ademéds p, € se,, para cada
n € N, se tiene que p € se, luego e € E,. Como lim E, # E,, se sigue que

n—0oQ0

lim FE,, € E,. Queda demostrada la Afirmacién 4.55.3
n—oo

Afirmacion 4.55.4. p no es punto extremo de X.

Prueba de la Afirmacion 4.55.4. Si p es punto extremo de X, entonces FE, =
{p}. Como h'm E,, C E,, sesigue que lim E, = (), lo cual es una contradic-
n—o0o

cion ya que hm E,, es un conjunto cerrado no vacio de X. Queda demostrada

la Aﬁrmamon m
Seaa € E,\ lim E,,

n—oo

Afirmacion 4.55.5. Si {a, }nen €s una sucesion en X convergente a a, existe
N € N tal que p, y a, no son comparables respecto de <, para cada n > N.
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Prueba de la Afirmacion 4.55.5. Supongamos lo contrario, es decir, para cada
N € N, existe n > N tal que p, <; a, o a, < p,. Luego, existe una sucesion
creciente {ny }ren en N tal que ocurre uno de los siguientes dos casos:

Caso 5.1. Para cada k € N, p,, <, a,,.

Consideremos una sucesion {ey }reny en X tal que e € Eank, para cada k € N.

Para cada £ € N, como p,, <5 a,, ¥ an, <s e, por transitividad se tiene

que py, <s ey, asi p,, € sey, luego e, € E. - Tomando subsucesiones de ser

necesario, supongamos que {eg }reny converge a e € F(X). Como X es suave en

s, tenemos que {sey }ren converge a se. Note que a = lim a,, € lim se; = se.
k—o0 k—o0

Como a es punto extremo de X se tiene que a = e 0 a = s. Si a = ¢, entonces

a € lim E, , lo cual contradice que a € E, \ lim E, . Si a = s, entonces
n—oo n—o0

sa = {s}, como p € sa se tiene que p = a, lo cual contradice la Afirmacién

455.4

Caso 5.2. Para cada k € N, a,, <, p,,.

En este caso, para cada k € N, tenemos que a,, € sp,,. Luego, a = klgg(} ap, €
khi& 8pn, = sp. Como a es punto extremo de X, se tiene que a es punto extremo

de sp asi a = s 0 a = p. Si a = s, entonces a <, p, lo cual contradice que
a € E,. Sia=p,entonces p € E(X) lo cual contradice la Afirmacién [4.55.4]
Queda demostrada la Afirmacion [4.55.5]

Para probar el teorema consideremos los siguientes dos casos:

Caso 1. Existe b € X tal que p y b no son comparables respecto de <,.

Como p y b no son comparables, por el Lemal[]./8, el arco pb tiene doblez. Por
el Lema[{.50, se tiene que pb C ab. Sea A = ab, note que p € A. Como X tiene
la propiedad de Kelley por arcos, existe una sucesién {4, },en convergente a
A tal que A, € Arcos(pn, X), para cada n € N. Sea {a,}neny una sucesion
convergente a a tal que a, € A,, para cada n € N. Por la Afirmacion [{.55.5,
existe N € N tal que p, y a, no son comparables respecto de <, para cada
n > N. Luego por el Lema [{.48, para n > N, existe d, € X tal que d,
es doblez del arco pna,. Por el Lema [4.49 d, es doblez de A,, para cada
n > N. Para cada n € N, sean z, y ¥, los puntos extremos de A,. Sin
perder generalidad, podemos suponer que p, € d,x,, para cada n > N. Asi,
an € dyyn, para cadan > N. Tomando subsucesiones de ser necesario, podemos
suponer que {Z, }nen ¥ {Un}nen convergen a x y y puntos en A. Observemos
que a = lim a, € lim sy, = sy, como a es punto extremo de X, tenemos que
n—oo n—oo
a=1y.
Sea {by, }nen una sucesiéon convergente a b tal que b,, € A, para cada n € N.

Afirmacion 4.55.6. Existe K € N tal que by € dyxy, para cada k > K.

Prueba de la Afirmacion 4.55.6. Supongamos que, para cada K € N existe

k > K tal que by ¢ dizy. Asi existe una sucesion {k;},en creciente en N

tal que by, € di,yr, C Sy, para cada j € N. Se sigue que b = lim by, €
j—oo

lim sy;;, = sy = sa. Como a € E, tenemos que p € sa. Por el Lema |4.44}

]—>OO

p y b son comparables, lo cual es una contradiccién. Queda demostrada la

Afirmacién [4.55.6
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Notemos que la subsucesion {bg}r>x de {b,}nen converge a b. Luego, b =
lim b, € lim dypz, C lim sz, = sx. Asi b € sx. Por otro lado, p = lim p,, €
k—00 k—o00 k—o00 . k—o00

lim d,, x,, C lim sz,, = sz. Por el Lemal|4.44, se sigue que p y b son compa-
k—o0 k—o00 L

rables lo cual es una contradiccién.

Caso 2. Para cada b € X, p y b son comparables respecto de <;.
Recordemos que @ € E, \ lim E, . Sea A = sa. Como X tiene la propiedad
n—oo

de Kelley por arcos, existe una sucesion {A,},en convergente a A tal que
A, € Arcos(p,, X), para cada n € N. Sea {a, }n,en una sucesién convergente a
a tal que a, € A, para cada n € N.

Afirmacion 4.55.7. Existe I € N tal que p <y a,, para cadan > 1.

Prueba de la Afirmacion 4.55.7. Supongamos lo contrario, es decir, para cada
I € N existe n > [ tal que p <, a, es falso, como p y a, son comparables
respecto de <, se tiene que a,, < p. Asi, existe {ny }ren una sucesion creciente
en N tal que a,, <; p, para cada k € N. Note que a,, € sp, para cada k € N,

asi lim a,, = a € sp, luego a <, p lo cual es una contradiccion ya que p < a.
k—o00

Queda demostrada la Afirmacion [4.55.7]
Afirmacion 4.55.8. Existe M € N tal que p <4 pn, para cadan > M.

Prueba de la Afirmacion 4.55.8. Supongamos lo contrario, es decir, para cada
M € N existe n > M tal que p <, p, es falso, como p y p, son comparables
respecto de <, se tiene que p, < p. Asi, existe {ny }ren una sucesion creciente
en N tal que p,, <, p, para cada k € N. Luego E, C E,,, , paracada k € N, asi
E,C kh_)rgo E,, . lo cual contradice la Afirmacidn|f.55.5 Queda demostrada la

Afirmacién 4.55.8

Como X es suave en s, por el Lema[{.40, X es localmente arco conexo en s,
existe V' un abierto arco conexo en X tal que se Vyp¢ V.

Afirmacion 4.55.9. Siv € V, entonces v <y p.

Prueba de la Afirmacion 4.55.9. Sea v € V. Supongamos que no se cumple
que v <; p, es decir, p <; v, asi p € sv. Como s € V y V es un subcontinuo
de X tenemos que sv C V, asi p € V, lo cual es una contradiccién. Queda
demostrada la Afirmacién £.55.9

De la Afirmacion , tenemos que V' C sp. Sea {s,}nen una sucesion
convergente a s tal que s, € A,, para cada n € N. Luego, existe J € N tal
que s, € V C sp\ {p}, para cadan > J. Como V es arco conexo tenemos que
ss, CV C sp\ {p}, para cadan > J. Por la Afirmacion[{.55.5 existe N € N
tal que p, v a, no son comparables respecto de <, para cada n > N. Luego
por el Lema [/./8 para n > N, existe d, € X tal que d,, es doblez del arco
pna,. Para cada n € N, sean x,, v y, los puntos extremos de A,,. Por el Lema
[4.49, d,, es doblez de A, para cada n > N. Como s, € A, para cadan > N,
se tiene que d,, <, s,, asi d,, € ss, C sp\ {p}. Sea L = max{l, M, J, N}. Por
las Afirmaciones [4.55.71, [4.55.8 y [4.55.9, para cada n > L, d, <, p <s Pn ¥
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d, <sp <s ay, se sigue que el arco p,a, tiene doblez en los puntos d,, y p, para
cada n > L. Por el Lema[{./7, tenemos que p = d,,, para cada n > L, lo cual
es una contradiccion, ya que d, # p, para cada n > N.

De los Casos 1 y 2, tenemos que X es un arco. O

Como con consecuencia de los Teoremas [{.7y obtenemos una caracteri-
zacién del arco.

Corolario 4.56. Sea X un dendroide. Entonces X es un arco si y sélo si X
tiene la propiedad de Kelley por arcos.



Capitulo 5

La propiedad de Kelley por
arcos en compactaciones
métricas del rayo

Del Teorema en la clase de las graficas finitas solo los arcos y las curvas
cerradas simples tienen la propiedad de Kelley por arcos; por otro lado, del
Corolario en la clase de los dendroides solo los arcos tienen la propiedad
de Kelley por arcos. El siguiente resultado muestra otro continuo que tiene la
propiedad de Kelley por arcos el cual no es dendroide ni grafica finita.
Teorema 5.1. El continuo sen(%) tiene la propiedad de Kelley por arcos.
DEMOSTRACION. Sean Y = {0} x [=1,1] y W = {(z, sen(2)) : z € (0,1]}. Sea
X =Y UW el continuo sen(%). Sea p € X, tenemos los siguientes dos casos:
Caso 1. p € W. Tenemos los siguientes subcasos:

Subcaso 1.1. p = (1, sen(1)).

Sean A € Arcos(p, X) vy {pn}nen una sucesiéon en X convergente a p. Obser-
vemos que existe k € N tal que, para todo n > k, p, € W. Notemos que si
A = {p}, entonces basta considerar la sucesion {{p,}}.en la cual converge a
A. Supongamos que A es un arco, tenemos que A = wp, para algin w € W.
Sea ¢ = d(p,w), como la sucesién {p,}nen converge a p, existe N € N tal
que para toda n > N, p, € B(p, 5), como B(p,5) C A, tenemos que p, € A,
para cada n > N. Se tiene que la subsucesion {p, },>n estd contenida en Ay
converge a p, notemos que A € Arcos(p,, X), para cada n > N, luego, basta
considerar la sucesiéon {A, },en definida de la siguiente forma A, = A, para
cadan > Ny A, = {p.}, para cada n < N. Concluimos que la sucesion
{A; }nen converge a A. Por lo tanto, X tiene la propiedad de Kelley por arcos
en el punto (1, sen(1)).

Subcaso 1.2. p € W\ {(1, sen(1))}.

Sea A € Arcos(p, X) v {pn}nen una sucesion en X convergente a p. Suponga-
mos que A = wywy con wy, we € W. Tenemos los siguientes dos casos:

(1. 2. 1) p € {wy,ws}. Sin perder generalidad, supongamos que p = wy, sea
e = d(wy,ws), como la sucesién {p,}nen converge a p, existe N € N, tal que
d(pn,p) < 5, para cada n > N. Asi basta considerar una sucesion {A,},en

85
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definida como sigue A,, = p,wsq, para cadan > Ny A, = {p,}, para cada n <
N. Por lo tanto, la sucesion { A, },en converge a A tal que A, € Arcos(p,, X),
para cada n € N.

(1. 2.2) p ¢ {wy,ws}. Sea ¢ = min{d(wy, p), d(wa,p)}, como {p, }ren converge
ap, existe N € N tal que para todan > N, d(p,,p) < 3, luego, basta considerar
la sucesién {A,}, € N definida por A, = A, para cadan > Ny A, = {p,},
para n < N. Por lo que la sucesion {4, },en converge a A.

Caso 2.peY.

Sean A € Arcos(p, X) y {pn}nen una sucesién convergente a p en X. Note-
mos que Arcos(p, X) = Arcos(p,Y). Si p; € Y, para algin j € N, entonces
Arcos(pj, X) = Arcos(p;, Y'). Supongamos que existe n € N, tal que p, € Y,
para cada n > N, por el Teorema [4.7, como Y es un arco, entonces tiene la
propiedad de Kelley por arcos, asi existe una sucesién {B,, },en convergente a
A tal que B,, € Arcos(p,, X), para cada n € N. Por otro lado, supongamos
que existe £ € N tal que para cada n > k, p, € W. Tenemos los siguientes
subcasos:

Subcaso 2.1. A = {p}. En este caso basta considerar la sucesion {{p,}}nen la
cual converge a A.

Subcaso 2.2. A es un subarco propio de Y. Como X tiene la propiedad de
Kelley, existe {A, }nen una sucesién convergente a A tal que A, € C(pn, X),
para cada n € N.

Afirmacion 5.1.1. Eziste N € N tal que, para todan > N, A, € Arcos(p,, X).

Prueba de la Afirmacion 5.1.1. Observemos que A,, € C(X), asi A,, es homeo-
morfo a X o es un arco o un singular. Supongamos que A, no es arco, para
cada n € N, se sigue que A, es homeomorfo a X o un singular. Observemos
que si A, es un singular, para cada n € N, entonces A, = {p,}, para cada
n € N, luego {A, }nen converge a {p} # A lo cual es una contradiccién. Por
otro lado, si A,, es homeomorfo a X, para cada n € N y como A,, es subconti-
nuo de X, se sigue que Y C nh_g)lo A, = A, implica que Y = A, lo cual también

es una contradiccion. Se sigue que existe N € N tal que para todo n > N,

A, € Arcos(p,, X), con lo cual queda demostrada la Afirmacién [5.1.1}

Luego, existe { By, }nen una sucesién convergente a A tal que B,, € Arcos(p,, X),
para cadan € {1,...,N — 1} y B, = A,, para cada n > N. Luego, B, €
Arcos(pn, X), para cada n € N.

Subcaso 2.3. A = Y. Como para toda n > k, p, € W. Consideremos la

subsucesion {p, },>k, se tiene que la subsucesién {p,},>r converge a p. Sean

{tm }men ¥ {rm}men sucesiones en (0, 1) tales que ¢, = m Y T = m,

para cada m € N. Note que sen(i) =1y sen(i) = —1, para cada m € N;
sean T, = (t,, sen(i)) Y Wi = (T, sen(%)), para cada m € N, claramente
las sucesiones {Z; }men ¥ {Wm }men convergen a los puntos (0,1) y (0,—1),
respectivamente. Sea p : W — (0,1] la proyeccién tal que p((z,sen(1))) = z.
Sin perder generalidad, supongamos que la subsucesion {p,}n>r es tal que

p(Pn) < p(wy).
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Note que, para toda n > k, existe n € N tal que p,, € A,, = x,w,. Observemos
que A, = {(z,sen(2)) : x € [rp,ta]} 0 Ay = {(z,sen(2)) : z € [ty, ]}
Probaremos que la sucesién {4, },>r converge a Y, por el Lema , basta
probar que limsup A, CY y Y C liminf A,,.

(a) limsup A4, C Y.

Sea a € limsup A,, se tiene que existen una subsucesion {A,, buen v @n, €

A,,, tal que la sucesién {a,, ey converge a a. Note que a € Y o a € W.

Observemos que, como a,, € A,,, para cada u € N, se tiene que a,, =

(Tn, s sen(i)) con 1, < Xy, < tp, 0ty, < T, <1, por la forma en que se

definen r,, y t,,, se tiene que lim r,, =0y lim ¢,, =0, luego lim z,, = 0.
U— 00 U—00 U— 00

De donde lim a,, =a €Y.

U—>00
(b) Y Climinf A,.
Sea a € Y, luego existe una sucesion {a, },en convergente a a tal que a,, € W.
Sea {an, }jen la subsucesion tal que p(a,;) < p(wy). Se tiene que, para toda
an, existen ry; y t, tales que a,(j) € An, = 7n,tn,;. Luego, como {an, }jen
es subsucesion de {a,}nen se sigue que {an, }jen converge a a, tenemos que
a € liminf A,,.

De (a) y (b) tenemos que Y = lim A,. Basta considerar la sucesién { M, },en
n—oo

definida como sigue M,, = A, para cadan > ky A, = {p,}, para cada n < k.
La sucesién { M, }nen converge a Ay M,, € Arcos(p,, X), para cadan € N. [

Teorema 5.2. Si X es el circulo de Varsovia, entonces X no tiene la propiedad
de Kelley por arcos.

DEMOSTRACION. Sean Y = {0} x [-2,1], Z; = [0,1] x {2}, Z, = {1} x
[—2,sen(1)] y W = {(z,sen(2)) : # € (0,1]}. Definimos X =Y UZ UZ, UW
el circulo de Varsovia. Supongamos que X tiene la propiedad de Kelley por
arcos. Sean p = (0,—1), A = Y y {pn}nen la sucesion en X definida por
P = (T, sen(ﬁ)) con x, = ﬁ, para cada n € N. Note que la sucesién
{Pntnen converge a p. Como X tiene la propiedad de Kelley por arcos, existe
una sucesién {A, },en convergente a A tal que A, € Arcos(p,, X), para cada
n € N. Sea ¢ = }1, note que B((0,—2),&) N {pn}tnen = 0. Por otro lado,
como {A, }nen converge a A, existe N € N tal que, para toda n > N, A, N
B((0,—2),e) # 0. Note que si a, € A, N B((0,—2),¢), entonces existe un
arco con puntos extremos a, y p,, para cada n > N. Luego, Z, C A,, para
cada n > N. Luego, si consideramos la subsucesién {4, },>n de {A,}nen se
tiene que la sucesién {4, },>y converge a A y asi, Zo C A, lo cual es una
contradiccién ya que AN Zy = (). Concluimos que X no tiene la propiedad de

Kelley por arcos. O

Vamos a estudiar la propiedad de Kelley por arcos para compactaciones métri-
cas del rayo, para ello recordemos las siguientes definiciones.

Definicién 5.3. Un rayo R es un espacio topologico homeomorfo al intervalo
semiabierto (0, 1].

Definicién 5.4. Un espacio topoldogico compacto Y es una compactacion
métrica del intervalo (0, 1] si existe un homeomorfismo h : (0,1] — h((0, 1])
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CY tal que h((0,1]) es denso en Y. Al homeomorfismo h se le llama encaje y
a X =Y \ h((0,1]) se le denomina residuo.

Observacién 5.5. Notemos que en la Definicion[2.28, h((0,1]) es un espacio
homeomorfo a (0,1]. Asi h((0,1]) es un rayo.

Lema 5.6. Sea Y una compactacion métrica del intervalo (0,1] con residuo
X. SiY tiene la propiedad de Kelley por arcos, entonces X tiene la propiedad
de Kelley por arcos.

DEMOSTRACION. Sean p € X, A € Arcos(p, X) y {pn tnen una sucesién en X
convergente a p. Como {p, }nen €s una sucesién en Y y Y tiene la propiedad
de Kelley por arcos, existe una sucesion {A,},eny convergente a A tal que
A, € Arcos(p,,Y), para cada n € N. Notemos que A, N X # (), para cada
n € N, se sigue que A, € Arcos(p,, X), para cada n € N, asi X tiene la
propiedad de Kelley por arcos. 0

Del Teorema en la clase de los dendroides tenemos que la propiedad de
Kelley por arcos implica la propiedad de Kelley, veamos que esto mismo pasa
para las compactaciones métricas del rayo con residuo arco.

Teorema 5.7. Sea Y una compactacion métrica del intervalo (0, 1] con residuo
X un arco. Si'Y tiene la propiedad de Kelley por arcos, entonces Y tiene la
propiedad de Kelley.

DEMOSTRACION. Sean p € Y, B € C(p,Y) ¥ {Pn}nen una sucesién en Y
convergente a p. Probaremos que existe una sucesion { B, },en convergente a
B tal que B, € C(p,,Y), para cada n € N.

Observemos que B puede ser un singular, un arco o un espacio homeomorfo
a Y. Si B es un singular o un arco, entonces como Y tiene la propiedad de
Kelley por arcos, existe una sucesiéon { B, },en convergente a B, tal que B,, €
Arcos(p,,Y), para cada n € N. Ahora, supongamos que B es un espacio
homeomorfo a Y. Sean R =Y \ X. Tenemos los siguientes dos casos:

Caso 1. p € X. Observemos que X C int(B), asi existe U un abierto en Y
tal que p € U C B, como {pp}nen, existe N € N tal que p, € U, para cada
n > N. Se sigue que p, € B, para cada n > N. Basta considerar la sucesién
{B}nen definida por B, = {p,},sin < Ny B, = B, para cadan > N.

Caso 2. p € B\ X. Como p es un punto de conexidad local de Y, por el Teorema
[4.3 se tiene que Y tiene la propiedad de Kelley en p, luego existe una sucesién
{Bn}nen convergente a B tal que B,, € C(p,,Y), para cada n € N.

Concluimos que Y tiene la propiedad de Kelley. 0

El siguiente resultado nos dice que el continuo sen(%) es la inica compactacion
del intervalo [0, 1) con residuo arco que tiene la propiedad de Kelley.

Teorema 5.8. [2], Teorema 16.28] Sea Y una compactacion métrica del in-
tervalo (0,1] con residuo X un arco. EntoncesY tiene la propiedad de Kelley
sty solo si X es homeomorfo al continuo sen(Z).



39

Teorema 5.9. Sea Y una compactacion métrica del intervalo (0, 1] con residuo
X un arco. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) Y tiene la propiedad de Kelley por arcos.

(2) Y es homeomorfo al continuo sen(=).

DEMOSTRACION. Para la necesidad, supongamos que Y tiene la propiedad de
Kelley por arcos. Por el Teorema[5.7, Y tiene la propiedad de Kelley. Asi, por
el Teorema|5.8, Y es homeomorfo al continuo sen(1). La suficiencia se sigue
del Teorema 5.1 0
Teorema 5.10. Sea Y una compactacion métrica del intervalo (0, 1] con resi-
duo X una curva cerrada simple. S1'Y tiene la propiedad de Kelley por arcos,
entonces Y tiene la propiedad Kelley.

DEMOSTRACION. Sean p € Y, B € C(p,Y) y {Pn}nen una sucesién en Y
convergente a p. Probaremos que existe una sucesién {B,},en convergente a
B tal que B, € C(p,,Y), para cada n € N.

Observemos que B puede ser un singular, un arco, una curva cerrada simple o
un espacio homeomorfo a Y. Si B es un singular o un arco, entonces como Y
tiene la propiedad de Kelley por arcos, existe una sucesiéon { B, },en convergente
a B, tal que B, € Arcos(p,,Y), para cada n € N. Supongamos que B es un
espacio homeomorfo a Y. Tenemos los siguientes dos casos:

Caso 1. p € X. Observemos que X C int(B), asi existe U un abierto en Y
tal que p € U C B, como {p, tnen, existe N € N tal que p, € U, para cada
n > N. Se sigue que p, € B, para cada n > N. Basta considerar la sucesién
{By}nen definida por B, = {p,}, sin < Ny B, = B, para cadan > N.
Caso 2. p € B\ X. Como p es un punto de conexidad local de Y, por el Teorema
[4.3, se tiene que Y tiene la propiedad de Kelley en p, luego existe una sucesién
{B}nen convergente a B tal que B,, € C(p,,Y), para cada n € N.

Ahora, suponga que B es una curva cerrada simple, se sigue que B = X.
Tenemos los siguientes dos casos:

Caso 1. Para cada {p,, }ren subsucesion de {p, tnen, {Pn, }ren estd contenida
en X. Notemos que X € cly(Arcos(p,Y')). Por la Proposicidn[{.23 existe una
sucesion de {B,, }nen convergente a B tal que B,, € Arcos(p,,Y), para cada
n € N.

Caso 2. Existe una subsucesion {p,, tren de {pn}nen tal que {pn, }ren C X.
Basta considerar la sucesién { B, },en tal que B, es homeomorfo a Y y p, es
punto extremo de B,,. La sucesién {B,, },en converge a B.

Concluimos que Y tiene la propiedad de Kelley. O

El resultado siguiente muestra que la tinica compactacion con residuo curva
cerrada simple que tiene la propiedad de Kelley es (SP);.

Teorema 5.11. [3, Teorema 4.1] Salvo homeomorfismos, eziste una tnica

compactacion del intervalo [0,00) con residuo curva cerrada simple con la pro-
piedad de Kelley, a saber (SP);.
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Figura 5.1: (SP); = S'U{(1+ 7)(cost,sent) : t € [27,00)}

Teorema 5.12. Si (SP); = ST U{(1+ })(cost,sent) : ¢ € [2m, 00)}, entonces
(SP); tiene la propiedad de Kelley por arcos.

DEMOSTRACION. Sean p € (SP);, A € Arcos(p, (SP)1) ¥ {Pn}nen una suce-
sién en (SP); convergente a p. Probaremos que existe una sucesién {4, }nen
convergente a A tal que A, € Arcos(p,,(SP);), para cada n € N. Sea d la
métrica en (SP);. Tenemos los siguientes casos:

Caso 1. p € {(1 + 7)(cost,sent) : t € [2m,00)}. Tenemos los siguientes dos
subcasos:

Subcaso 1.1. p = (1—1—%, 0). Observemos que A = yp cony € {(1+%)(cost, sent) :
t € [2m,00)}. Sea € = d(p,y). Observemos que B(p, 5) € A. Como la sucesién
{Pn}nen converge a p, existe un N € N tal que p, € B(p, 5), para cadan > N.
De esta forma basta considerar la sucesion {A, },en definida por A, = p,v,
para cada n € N.

Subcaso 1.2. p € {(141)(cost,sent) : t € [2m,00)} \ {(1+ 5=, 0)}. Observemos
que A puede ser de dos formas, A = py para algin y € {(1 + %)(cost, sent) :
t € [2m,00)} 0 A = y1ys tal que y1,y2 € {(1+ §)(cost,sent) : t € [2m,00)} y
p ¢ {y1,y2}. Si A = py, entonces basta considerar la sucesién de arcos { A, }nen
definida por A,, = p,y, para cada n € N. Asi que, supongamos que A = y1y5 ¥
p ¢ {y1,y2}. Sea e = min{d(p, y1),d(p, y2)}, como {p, }nen converge a p, existe
N € N tal que p, € B(p,¢), para cada n > N. Basta considerar la sucesién
{A, }nen definida por A, = {p,} para cada n < N y A, = A, para cada
n > N. La cual converge a A.

Caso 2. p € S*. Observemos que, si existe k; € N tal que p, € S, para cada
n > ky, dado que S* tiene la propiedad de Kelley por arcos, existe una sucesion
{B,}nen convergente a A tal que B, € Arcos(p,,S'), para cada n > k. Asi
basta considerar la sucesion { A, },en convergente a A definida por A, = {p,},
para cada n < ki, y A, = B,, para cada n > k;. Supongamos que existe
ks € N tal que p, € {(1+ 1)(cost,sent) : t € [2m, 00)}, para cada n > ky. Por
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el Teorema |5.11, (SP); tiene la propiedad de Kelley, luego, existe {B; }nen
convergente a A tal que B,, € C(p,, (SP)1), para cada n € N.

Afirmacion 5.12.1. Eziste N € N tal que B, € Arcos(p,, (SP)1), para cada
n>N.

Prueba de la Afirmacion 5.12.1. Observemos que B, puede ser un singular,
un arco, una curva cerrada simple o un espacio homeomorfo a (SP);, para
cada n > N. Notemos que B, no puede ser S!, para cada n € N, ya que
pn € {(1 4 1)(cost, sent) : t € [2m,00)}, para cada n > ky. Supongamos que
B,, no es un arco para cada n € N. Asi tenemos dos casos:

Subcaso 2.1. B,, es un singular, para cada n € N. Como la sucesién {B,, },en
convergente a A, se sigue que {p} = A, lo cual es una contradiccién, ya que A
es arco.

Subcaso 2.2. B, es homeomorfo a (SP);, para cada n € N. Se sigue que
S' C B, paracadan € N, asi ' C lim B, = A C S', es decir, A = S*,

n—oo
lo cual contradice que A es un arco. Por lo tanto, existe N € N tal que

B, € Arcos(p,,(SP)1), para cada n > N. Con lo que queda demostrada la
Afirmacién B.12.11

Luego, basta considerar las sucesién {A,},en convergente a A definida por
A, = {pn}, paracadan < Ny A, = B, para cadan > N.

Concluimos que (SP); tiene la propiedad de Kelley por arcos. 0

Teorema 5.13. Sea Y una compactacion métrica del intervalo (0, 1] con resi-
duo X una curva cerrada simple. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) Y tiene la propiedad de Kelley por arcos.
(2) Y es homeomorfo a (SP).

DEMOSTRACION. Para la necesidad, supongamos que Y tiene la propiedad de
Kelley por arcos. Por el Teorema Y tiene la propiedad de Kelley. Asi,
por el Teorema [5.11, Y es homeomorfo a (SP);. La suficiencia se sigue del
Teorema [5.12. O

Teorema 5.14. Sea Y una compactacion métrica del intervalo (0,1] con re-
siduo X una grdfica finita. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) Y tiene la propiedad de Kelley por arcos.

(2) Y es homeomorfo a sen(+) o al continuo (SP);.

DEMOSTRACION. Para la necesidad, supongamos que Y tiene la propiedad de
Kelley por arcos. Por el Lema|5.6, X tiene la propiedad de Kelley por arcos,
luego, por el Teorema[{.15, X es un arco o una curva cerrada simple. Se sigue
de los Teoremasy 5.13, que Y es homeomorfo al continuo sen(1) o a (SP);.
La suficiencia se sigue de los Teoremas[5.1y [5.13 O

Teorema 5.15. Sea Y una compactacion métrica del intervalo (0,1] con re-
siduo X una dendroide. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) Y tiene la propiedad de Kelley por arcos.

(2) Y es homeomorfo al continuo sen(%).

xT
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DEMOSTRACION. Para la necesidad, supongamos que Y tiene la propiedad
de Kelley por arcos. Por el Lema [5.6, X tiene la propiedad de Kelley por
arcos. Por el Corolario[4.56, X es un arco. Se sigue del Teorema[5.9, que Y es
homeomorfo al continuo sen(L). La suficiencia se sigue del Teorema . 0

xT



Capitulo 6

El hiperespacio KA(X) y la
propiedad de Kelley por arcos

En el Capitulo 2, dados un continuo X y p € X estudiamos algunas propieda-
des del hiperespacio Arcos(p, X). Dados un continuo X y A un subconjunto
de X tal que Arcos(p, X') es compacto, para cada p € A, definimos la siguiente
coleccion:

KA(A, X)={Arcos(p, X) : Arcos(p, X) es compacto, para cada p € A}.

Denotaremos a K A(X, X) simplemente por KA(X). Al conjunto KA(X) lo
consideramos como subespacio de C'(C(X)). En este capitulo, vamos a explorar
la siguiente pregunta:

Pregunta 6.1. ;Qué propiedades topoldgicas tiene el hiperespacio K A(A, X)?

En esta seccion, estudiamos la compacidad de dicho hiperespacio.

Una funcién que esta fuertemente relacionada con la propiedad de Kelley por
arcos es la que definimos a continuacion.

Definicién 6.2. Sean X un continuo y A un subconjunto de X tal que, para ca-
dap € A, Arcos(p, X) es compacto. Definimos la funcion ay - A — KA(A, X)
dada por as(p) = Arcos(p, X), para cada p € A.

Proposicién 6.3. Sean X un continuo y A un subconjunto de X tal que, para
cada p € A, Arcos(p, X) es compacto. La funcion as : A — KA(A, X) dada
por as(p) = Arcos(p, X), para cada p € A, es biyectiva.

DEMOSTRACION. Primero probemos que a4 es una funcién inyectiva. Sean
p,q € A tales que p # q. Notemos que {p} € Arcos(p, X)y {q} ¢ Arcos(p, X),
luego:

aa(p) = Arcos(p, X) # Arcos(q, X) = aa(q),
asi a4 es inyectiva.
Ahora, probemos que a4 es una funcién suprayectiva. Note que Arcos(p, X) €
KA(A, X), sip€ A. Luego, asa(p) = Arcos(p, X) y asi, as es suprayectiva.

Concluimos que la funcién a4 es biyectiva. 0

93



94 CAPITULOIg EL HIPERESPACIO KA(X) Y ...

Proposicion 6.4. Sea X un continuo. Si A es un subconjunto tal que, para
cada p € A, Arcos(p, X) es compacto, entonces la funcion a;' : KA(A, X) —
A definida por o, (Arcos(p, X)) = p es continua.

DEMOSTRACION. Sean { Arcos(pn, X) }nen una sucesién en K A(A, X) que con-

verge al punto Arcos(p, X) en KA(A, X). Como {p,} € Arcos(p,, X), para

cada n € N, se tiene que lim {p,} € Arcos(p, X), dado que el hiperespacio
n—oo

Fi(X) es cerrado, se tiene que lim {p,} = {p}, de esta forma la sucesién
n—oo
{Pn}nen converge a p. Concluimos que la funcién o' es continua. O

Definicién 6.5. Sea X un continuo. Definimos el hiperespacio
K(X)={C(p,X):pe X}.

En 1977, Roger W. Wardle prueba en [34, Teorema 2.2] que para un continuo
X la funcién k : X — K(X) definida por k(p) = C(p, X), para cada p € X
es continua si y sélo si X tiene la propiedad de Kelley. Bajo esa tematica,
tenemos la siguiente proposicién.

Proposicién 6.6. Si X es un arco, entonces la funcion ax : X — KA(X)
definida por ax(p) = Arcos(p, X), para cada p € X, es continua.

DEMOSTRACION. Observemos que cada subcontinuo de X es un arco, asf
C(p, X) = Arcos(p, X). De esta forma la funcién ay = k y como X tiene
la propiedad de Kelley, se sigue que la funcién ax es continua. |

Teorema 6.7. Sea X un continuo tal que M(X) es compacto. Entonces X
tiene la propiedad de Kelley por arcos si y sélo si la funcion ax : X — KA(X)
definida por ax(p) = Arcos(p, X), para cada p € A, es continua.

DEMOSTRACION. Como M(X) es compacto, por el Teorema |2.35, tenemos

que Arcos(p, X) es compacto, para cada p € X, asi la funcién ay estd bien
definida.

Para la necesidad, supongamos que X tiene la propiedad de Kelley por arcos.
Sean p € X y {pn }nen una sucesiéon en X convergente a p. Probaremos que la
sucesion {ax (pn) bnen converge a ax(p).

Sabemos que ax (p,) = Arcos(p,, X), paracadan € Ny ax(p) = Arcos(p, X).
Queremos probar que lim Arcos(p,, X) = Arcos(p, X ). Por Lema|1.3% basta
n—oo

probar que:

Arcos(p, X) C liminf Arcos(p,, X) y limsup Arcos(p,, X) C Arcos(p, X).

(1) Probemos que Arcos(p, X) C liminf Arcos(p,, X).

Sea L € Arcos(p, X). Como la sucesién {p, }nen converge a p y X tiene la
propiedad de Kelley por arcos, para cada n € N, existe L,, € Arcos(p,, X) tal
que la sucesion { L, }pen converge a L'y L, € Arcos(p,, X). Por la Proposicion

tenemos que L € liminf L,,.
(2) lim sup Arcos(pp, X) C Arcos(p, X).
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Sea L € lim sup Arcos(py, X ), entonces existe una subsucesion { Arcos(pn, ) bren
de {Arcos(pn, X)}nen ¥ L, € Arcos(py,, X) tal que la sucesién {L,, }ren con-

verge a L. Observemos que L es un subcontinuo de X y lim L,, = L, como
n—oo

M(X) es compacto se sigue que L € M(X), mas atin como {p,, }ren converge
apy pPn, € Ly, para cada k € N, tenemos que L € Arcos(p, X).

Por (1) y (2), lim Arcos(pn, X) = Arcos(p, X), es decir, {a.x (pn) }nen converge
n—oo
a ax(p) y asi la funcién ax es continua.

Para la suficiencia, supongamos que la funcién « es continua. Sean p € X,
M € Arcos(p,X) y {pn}nen una sucesién en X convergente a p. Como la
funcién ax es continua, tenemos que {ax(pn) tnen converge a ax(p), es decir,
la sucesién { Arcos(p,, X) bnen converge a Arcos(p, X) en KA(X). Como M €
Arcos(p, X), para cada n € N, existe M,, € Arcos(p,, X) tal que la sucesion
{M,,} nen converge a M. Concluimos que X tiene la propiedad de Kelley por
arcos. 0

Teorema 6.8. Sea X una dendrita. Entonces X es un arco si y solo si la
funcion a : X — KA(X) definida por ax(p) = Arcos(p, X), para cadap € X,
es continua.

DEMOSTRACION. La necesidad se sigue de la Proposicion [6.6, Para la sufi-
ciencia, por el Teorema como X es una dendrita, tenemos que M(X) es
compacto. Ademds, supongamos que la funcién ay es continua, luego por el
Teorema tenemos que X tiene la propiedad de Kelley por arcos. Asi, por
el Teorema tenemos que X es un arco. O

Conjuntando los resultados de este capitulo obtenemos la siguiente caracteri-
zacién del arco.

Teorema 6.9. Sea X una dendrita. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

(1) X es un arco.

(2) X tiene la propiedad de Kelley por arcos.

(3) La funcion ax : X — KA(X) definida por ax(p) = Arcos(p, X), para
cada p € A, es continua.

(4) KA(X) es compacto.

DEMOSTRACION. La equivalencia entre (1) y (2) es el Teorema [4.16f Como
X es dendrita por el Teorema , M(X) es compacto, luego la equivalencia
entre (2) y (3) es el Teorema 6.7 La equivalencia entre (1) y (3) es el Teorema
Basta probar que (1) es equivalente a (4). Para ver que (1) implica (4),
supongamos que X es un arco, por el Teorema , Arcos(p, X) es compacto,
para cada p € X, asf de la Proposicion[6.3, tenemos que ax es biyectiva. Por
la. Proposicion la funciéon ax es continua. Asi, ax es un homeomorfismo,
luego K A(X) es compacto. Ahora, para ver (4) implica (1), supongamos que
KA(X) es compacto. Por la Proposicion , la funcién ay' es continua. Por
la. Proposicion , tenemos que la funcion Oé)_(l es biyectiva, luego a;(l es un
homeomorfismo. De aqui ax es continua. Como X es una dendrita, por el
Teorema [6.8, se sigue que X es un arco. O
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Capitulo 7

La propiedad de Kelley por
medios

De forma similar al Capitulo [d] inspirados en la Definicion y en el es-
tudio del hiperespacio de arcos en X que contienen a p como punto medio,
Medio,(p, X), introducimos el siguiente concepto:

Definicién 7.1. Sean X un continuo y p una funcion de Whitney para C(X).
Diremos que X tiene la propiedad de Kelley por medios, si para cada
punto p € X, para cada A € Medio,(p, X) y para cada sucesion {p,}nen
convergente a p, existe una sucesion {A,}nen convergente a A tal que A, €
Medio,(pn, X), para cada n € N.

Proposiciéon 7.2. Si X es un continuo que no contiene arcos, entonces X
tiene la propiedad de Kelley por medios.

DEMOSTRACION. Sea X un continuo que no contiene arcos. Notemos que
Medio,(p, X) = {{p}}, para cada p € X. Sean p € X, A € Medio,(p,X) y
{Pn}nen una sucesién en X convergente a p. Notemos que A = {p}, asi basta
considerar la sucesién {{p,} }nen la cual converge a {p}. De donde X tiene la
propiedad de Kelley por medios. 0

Corolario 7.3. El pseudoarco tiene la propiedad de Kelley por medios.

Teorema 7.4. La propiedad de Kelley por medios es una propiedad topolégica
entre continuos.

DEMOSTRACION. Sean X y Y continuos tal que X tiene la propiedad de
Kelley por medios. Sea h : X — Y un homeomorfismo. Probaremos que Y
tiene la propiedad de Kelley por medios. Sea p una funcién de Whitney para
C(Y). Consideremos y € Y, B € Medio,(p,Y) ¥ {Yn}nen una sucesién en
Y convergente a y. Como h es un homeomorfismo, tenemos que h~*(y) € X
y h™}(B) € Arcos(h™'(y), X). Sea C(h) : C(X) — C(Y) la funcién definida
por C(h)(A) = h(A), se sabe que C(h) es un homeomorfismo, ya que h lo es.
Definamos v : C(X) — [0, 1] tal que v = po C(h). Por el Lema 7 es una
funcién continua, mds ain v es una funcién de Whitney para C'(X).

Afirmacion 7.4.1. h™(y) es punto medio de h™*(B) con respecto de 7.
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Prueba de la Afirmacion 7.4.1. Como B € Medios,(p, X), sean K y L arcos
en B tales que B = KUL, KNL = {y} y w(K) = p(L). Observemos
que hY(B) = (K UL) = A" (K)UR (L), ademds h™'(K) N h~ (L) =
hY(KNL)=h"'{y}) ={h ' (y)}. Como h es un homeomorfismo, h ' (K) y

h~Y(L) son arcos. Por otro lado, tenemos que

Por lo que h™!(y) es punto medio de h=*(B) respecto de v, y asf queda demos-
trada la Afirmacién [L.4.1l

Se sigue que h™'(B) € Medio,(h™'(y),X), como X tiene la propiedad de
Kelley por medios, existe una sucesiéon {A, },en convergente a h™'(B) tal que
A, € Medio,(h™(y,), X), para cada n € N.

Afirmacion 7.4.2. h(A,) € Medio,(y,,Y), para cada n € N.

Prueba de la Afirmacién 7.4.2. Como A, € Medio(h='(y,), X), para cada
n € N, existen K, y L, subcontinuos de A, tales que A, = K, U L,, K, N
L, ={h Y y.)} y 7(K,) = v(L,), para cada n € N. Notemos que h(A,) =
h(K,)Uh(L,), h(K,)y h(L,) son subcontinuos de h(A, ), para cadan € N. Por
otro lado, como v(K,,) = v(L,), para cada n € N, tenemos que u(C(h)(K,)) =
u(C(h)(Ly)) v asi, u(h(K,)) = n(h(Ly,)), para cada n € N. Falta probar que
h(K,)Nh(Ly,) = {y.}, para cada n € N. Observemos que h(h™'(y,)) € h(K,)N
h(Ly), ast y, € h(K,)Nh(L,), para cadan € N. Ahora, sea ¢ € h(K,)Nh(L,),
se sigue que h™'(q) € h 1 (h(K,))Nh~ (h(L,)), luego h™*(q) € K,,N Ly, luego
h='(q) = h~'(y,), finalmente como h™! es inyectiva, se tiene que ¢ = y,,, para
cada n € N. Concluimos que h(K,) N h(L,) = {y,}, para cada n € N, asi
h(A,) € Medio,(y,,Y). Con lo que queda demostrada la Afirmacién [7.4.2]

Por otro lado, como h es una funcién continua y la sucesién {A,, },en es conver-
gente a h™1(B), se sigue que {h(A,)}nen converge a B, por lo tanto, Y tiene
la propiedad de Kelley por medios. O

Teorema 7.5. Si X es un arco, entonces X tiene la propiedad de Kelley por
medios.

DEMOSTRACION. Por el Teorema [7.4 basta considerar a X = [0,1]. Sea
p o C(X) — [0,1] una funcién de Whitney para C'(X). Sean p € X, A €
Medio,(p, X) ¥ {Pn}nen una sucesién en X convergente a p. Tenemos los si-
guientes dos casos:

Caso 1. p es punto extremo de X.

En este caso, por el Teorema Medio,(p, X) = {{p}}, luego A = {p},
entonces basta considerar {{p, } }nen la cual converge a A.

Caso 2. p no es punto extremo de X.

Notemos que p € X \ {0,1}. Sea r = min{u([0, p]), u([p, 1])}, sin perder gene-
ralidad, supongamos que r = u([0,p]), existe t € (p,1) tal que r = u([p,t]).
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Sea R = [0,t], claramente R € Medio,(p, X), mas atn, por el Lema ,
sabemos que Medio,(p, R) = Medio,(p, X). Sea A € Medio,(p, R) tal que
A = a,b], observemos que a € [0,p] y b € [p,t]. Sea ¢ = u([a,p]), como la
sucesion {p, }nen converge a p, existe N € N tal que p, € [a,b], para cada
n > N. Para cada n > N, sea r, = min{u([a, p,]), 1([pn, 0]) }-

Afirmacion 7.5.1. Sip,,, € {pn}tna>n tal que vy, = p(la, pn,,]), entonces existe
una sucesion { B, }men convergente a A tal que B, € Medio,(py,.,X), para
cada m € N.

Prueba de la Afirmacion 7.5.1. Se tiene que existe g,,, € [pn,,,b] tal que r,, =
L([Prms nn))- Sea By, = |a, gn,,|, claramente B, , € Medio,(py,,, X ). Probare-
mos que la sucesion { B, }men converge a A. Como A es un arco, por el 7, Co-
rolario 4], A es suave en cada uno de sus puntos, en particular en a, luego como
la sucesion {p,, }men converge a p, la sucesion {[a, pp,.|}men converge a [a, pl.
Por otro lado, existe ¢ € [a, b] tal que la sucesion {¢,,, }men converge a g, luego,
como A es suave en ¢, se tiene que la sucesion {[pn,,, Gn,,] }men converge al arco
[p, q]. Adem&s como p es una funcién continua tenemos que {u([pn,,, Gn,,]) }men
converge a u([p,ql), asi, dado que p([a,pn,.]) = w(pn,,,qn,]), se sigue que

p(lp, a]) = u((a, p]) = p([p,8]) v [p. ] S [p, 0], se sigue que [p,q] = [p,b]. Luego
la sucesion {B,,, }men converge a [a,b] = A.

Similarmente, si p,, € {pn}n>n tal que r,, = pu([pn,, b)), entonces existe una
sucesion { By, }ren convergente a A tal que B,, € Medio,(py,,X), para cada
k € N. Queda demostrada la Afirmacién [7.5.1]

Ahora, definimos la sucesion { A, },en como sigue: paracadan € {1,..., N—1},
sea A, = B, sir,, = p(la,pn,,]) 0 An = Bn,, si T, = p([pn,,b]), para cada
n > N. Luego, {A, }nen converge a Ay A, € Arcos(p,, X), para cada n € N.

O

Teorema 7.6. Si X es una curva cerrada simple, entonces X tiene la propie-
dad de Kelley por medios.

DEMOSTRACION. Por el Teorema [7.4 basta considerar X = S'. Sea y una
funcion de Whitney para C(X). Sean p € X, A € Medio,(p, X) ¥y {Pn}nen
una sucesién en X convergente a p. Observemos que si A = {p}, entonces basta
considerar {{p,} }nen la cual converge a A. Supongamos que A es un arco con
puntos extremos a y b. Sean K y L arcos en A tales que A = KUL, KNL = {p}
y i(K) = p(L). Seae = u(K), sin perder generalidad, supongamos que K = ap
y L = pben A. Para § > 0, existe N € N tal que p, € A, para cadan > N.
Sean {py, }nen la subsucesién de {p, }nen tal que p,, € K. Para cada n; € N,
consideremos ¢,, € R, = pn,b arco en A tal que la sucesion {¢,, }nen converge
aqy plapn,) = (P, an, ). Observemos que la sucesién de arcos {agy,, tnen €
una sucesion creciente, asi de forma similar al Teorema [4.8, podemos probar
que la sucesién {agy, }nen converge a A.

De forma similar, para la subsucesion {py, }nen de {p }nen tal que p,, € L, exis-
te una sucesién de arcos {t,,b},en convergente a A tal que t,,b € Medio, (p, X).
Concluimos que existe una sucesion {4, },eny convergente a A tal que A, €
Medio, (p,, X), para cada n € N. O
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Proposicién 7.7. Sean X un continuo yn € N tal que n > 3. Si X contiene
un n-odo simple libre, entonces X no tiene la propiedad de Kelley por medios.

DEMOSTRACION. Sea p una funcién de Whitney para C(X). Supongamos lo
contrario, es decir que X tiene la propiedad de Kelley por medios. Sean Y el
n-odo simple libre contenido en X y p el vértice de Y. Sean Ay, ..., A, los arcos

en X tales que Y = U A,y AiNA; = {p}, para cualesquiera i,5 € {1,...,n}.
i=1

Paratodai € {1,...,n}, seay; € A; el punto extremo de A;, distinto de p. Sean
x1 € A1\{p, 1}y x2 € A2\{p, y2}, consideramos los arcos pz; y prs contenidos
propiamente en A; y Aj, respectivamente, tales que u(pr;) = p(pzrs). Sea
M = pz; U pxs se sigue que M € Medio,(p, X), sea {pn}nen una sucesién
convergente a p tal que p, € Az \ {p,y3}. Como X tiene la propiedad de
Kelley por medios, existe {M,},en una sucesién convergente a M tal que
M, € Medio,(pn, X), para cada n € N.

Como Y es un n-odo simple libre, tenemos que Y\ E(Y') es un conjunto abierto
en X. Sea U = (Y \ E(Y)), observemos que M € U. Asi, como {M,},en
converge a M, existe N € N tal que M,, € U, para cada n > N. Se sigue que
M, CY \ E(Y), para cadan > N.

Afirmacion 7.7.1. Eziste | € N tal que p € M, para cada n > .

Prueba de la Afirmacion 7.7.1. Sea ¢ > 0 tal que B(z1,e) € A\ {p,ni} y
B(xg,e) C Ay \ {p, 2}, como {M, },en converge a M, existe N; € N, tal que

M, N B(z1,e) # 0y M, N B(xs,¢) # 0, para cada n > Nj.

Luego
M,NA #0y M,N Ay # 0, para cada n > N;.

Observemos que A; \ {p}, con i € {1,...,n}, son las arcos componentes de
Y\ {p}, como B(z1,e) C A1\ {p, 11}y B(xs,e) C Ay \ {p,ys}, se tiene que

M, N (A \{p}) #0y M,,N(Ax\ {p}) # 0, para cada n > Nj.

Como A; \ {p} # A\ {p}, se sigue que p € M,, para cada n > Nj. Sea
[ = max{N, N1}, de esta forma p € M, para cada n > [. Con lo cual queda
demostrada la Afirmacién [7.7.1]

Finalmente, como M, N (A1 \ {p}) # 0, M, N (A2 \ {p}) # 0 y p € M, para
cada n > [, se sigue que M, € A; U Az \ {1,292}, esto implica que p,, ¢ M,
para cada n > [, lo cual es una contradiccién ya que p, es punto medio de
M, para cada n > N. Concluimos que X no tiene la propiedad de Kelley por
medios. [l

El siguiente ejemplo muestra que la propiedad de Kelley no implica la propie-
dad de Kelley por medios.
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Ejemplo 7.8. Sea X un triodo simple. Por la Proposicion X no tie-
ne la propiedad de Kelley por medios. Por [24, Ejemplo (16.11)], X tiene la
propiedad de Kelley.

El siguiente ejemplo muestra que la propiedad de Kelley por medios no implica
la propiedad de Kelley por arcos ni la propiedad de Kelley.

Ejemplo 7.9. Sea P un pseudoarco, p € P, Y un arco tal que p es punto
extremo deY y PNY = {p}. Sea X = PUY, las siguientes afirmaciones se
cumplen

(1) X no tiene la propiedad de Kelley por arcos.
(2) X tiene la propiedad de Kelley por medios.
(3) X no tiene la propiedad de Kelley.

DEMOSTRACION. El inciso (1) es la Proposicion [4.17
Ahora, probemos el inciso (2). Sea p: C(X) — [0, 1] una funcién de Whitney
para C'(X). Sea ¢ € X, tenemos los siguientes tres casos:

Caso 1. ¢ € Y \ {p}.

Notemos que Medio(q, X) = Medio(q,Y), ya que {q} € Y y si A es un arco
que tiene a ¢ como punto medio, entonces A C Y. Sea M € Medio(q, X) y
{qn}nen una sucesién en X convergente a q. Sea ¢ = d(p, q), como la sucesién
{@n}nen converge a ¢, existe N € N tal que d(q,q,) < 5, para cadan > N.
Se tiene que g, € Y, para cada n > N. Consideremos la subsucesion {¢, }.>n,
la cual converge a ¢ y estd contenida en Y, como Y es un arco, en particular
tiene la propiedad de Kelley por medios, luego existe una sucesién {M, }n,>n
convergente a M tal que M,, € Medio(g,, X), para cada n > N. Asi, X tiene
la propiedad de Kelley por medios en q.

Caso 2. g € P\ {p}.

Observemos que Medio(q, X) = {{q}}. Asi, si {gn}nen es una sucesién con-
vergente a a, existe N € N tal que ¢, € P, para cada n > N. Luego, la
subsucesion {¢,}»>n estd contenida en P, luego, basta considerar la sucesion
{{@n}}n>n la cual converge a {q}. Por lo tanto, X tiene la propiedad de Kelley
por medios en cada punto de P\ {p}.

Caso 3. q = p.
Observemos que Medio(q, X) = {{q}}, luego, si {¢,}nen es una sucesién en
X convergente a a, basta considerar la sucesion {{¢,} }nen la cual converge a

{a}-

De los Casos 1, 2 y 3, concluimos que X tiene la propiedad de Kelley por
medios.

Finalmente, probemos el inciso (). Observamos que Y es un subcontinuo de
X tal que p € Y. Sea {p, }nen una sucesién en X que converge a p tal que para
cadan € N, p, € Py la composante de p, en P es diferente de la composante
de p en P.

Supongamos que X tiene la propiedad de Kelley, en particular, X tiene la
propiedad de Kelley en p. Asi, existe una sucesién de subcontinuos { K, },en
convergente a Y tal que p, € K,,, para cada n € N.
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Afirmacion 7.9.1. existe N € N tal que p € K,,, para cadan > N.

Prueba de la Afirmacion 7.9.1. Seax € Y\{p}. Como Y'\{p} es un subconjunto
abierto de X que contiene a z y {K, }nen converge a Y, existe N € N tal que
K, N (Y \ {p}) # 0, para cada n > N. Notemos que {p} separa a Y \ {p}
y P\ {p} en X se sigue que p € K, para cada n > N. Queda probada la

Afirmacion [7.9.1]

Afirmacion 7.9.2. K, N P es conexo, para cada n > N.

Prueba de la Afirmacion 7.9.2. Sean n > N, U = K, N (Y \ {p}) y V =
K, N (P\ {p}). Notemos que U y V son subconjuntos abiertos de K, \ {p},
K \{p} =00V, UNV=0,U#£0yV #0. Asi, U y V estd mutuamente
separados en K, \{p}. Por [25], Proposicién 6.3], VU{p} es conexo. Observemos
que VU{p} = (K,N(P\{p})) U{p} = K,,NP. Queda probada la Afirmacion

[7.9.2

Finalmente, por la Afirmacidn [7.9.3, para cada n > N, K, N P es un sub-
continuo de P. Como p,p, € K, N P y los puntos p y p, estan en diferentes
composantes de P, se sigue que K, N P = P. De donde P C lim K,, =Y,

n—o0

lo cual contradice que Y N P = {p}. Por lo tanto, X no tiene la propiedad de
Kelley. 0

El siguiente resultado proporciona una caracterizacién del arco y la curva ce-
rrada simple en la clase de las graficas finitas.

Teorema 7.10. Sea X una grdfica finita. Entonces X tiene la propiedad de
Kelley por medios si y solo si X es un arco o una curva cerrada simple.

DEMOSTRACION. Para la necesidad, supongamos que X no es arco ni curva
cerrada simple y que X tiene la propiedad de Kelley por medios, por la Pro-
POSICION se tiene que existe p € X tal que ord(p, X) > 3. Luego, por la
Proposicion [4. 1]}, tenemos que X contiene un n-odo simple libre. Asi, por la
Proposicion X no tiene la propiedad de Kelley por medios, lo cual es una
contradiccion. Concluimos que X es un arco o una curva cerrada simple. La
suficiencia se sigue del Teorema[7.5y el Teorema[7.6, O

Teorema 7.11. Sea X wuna dendrita. Entonces X es un arco si y solo si X
tiene la propiedad de Kelley por medios.

DEMOSTRACION. Sea p una funcién de Whitney para C(X). La necesidad
se sigue de la Proposicidn [7.5. Para probar la suficiencia, sea d una métrica
convexa para X. Supongamos que X tiene la propiedad de Kelley por medios
y que X no es un arco. Por [25 8.40 (a)], existe un punto p en X tal que
ord(p, X) > 3, luego existen arcos en X, A;, Ay y Az, tales que p es punto
extremo de A; y A; N A; = {p}, para cualesquiera ¢,j € {1,2,3} distintos.
Sean a; € A; el punto extremo de A; distinto de p, para cada ¢ € {1,2,3}. Sin
perder generalidad, supongamos que p(A;) < u(As), asi existe x € As tal que
By = px arco en Ay y u(A;y) = u(By).

Sea M = A;U By, note que ay y « son los puntos extremos de M. Sea {p;, }nen
una sucesion en As \ {p,as} convergente a p. Como X tiene la propiedad
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de Kelley por medios, existe {M, }n,en una sucesién convergente a M tal que
M, € Medio(p,, X), para cada n € N. Para toda n € N, sean z,, y y, los
puntos extremos de M,,. Consideramos la funcién de puntos extremos E :
M(X) — F5(X). Como X es dendrita por el Lema la funcién E es
continua. Luego la sucesion { E(M,,) },en converge a E(M ), es decir, la sucesion
{{Zn, Yn}}nen converge a {x,a;}. Sin perder generalidad, supongamos que la
sucesion {x, tnen converge a x y la sucesion {y, fnen converge a a;. Sea € =
min{d(ay, A3),d(x, As3),d(as,z)}. Luego, existe N € N tal que para todo n >
N, z, € B(z,5) ¥y yn € B(a1,5). Como d es una métrica convexa, se tiene
que B(ai1, 5) y B(z, 5) son conexos, de tal forma que para cada n € N, existen
A, =z, y By = ypa; arcos en X tales que A, C B(z,5) v B, € B(ai, 5).
Probemos la siguiente afirmacion:

Afirmacion 7.11.1. Para cadan > N, p € M,,.

Prueba de la Afirmacion 7.11.1. Supongamos que existe k > N tal que p ¢ Mj,.
Tenemos que Ax U By U M}, es un conjunto conexo en X \ {p} que contiene
tanto a a; como a x lo cual es una contradiccién ya que p separa a a; de x, es

decir, X \ {p} es disconexo. Asi queda demostrada la Afirmacién [7.11.1]

Sean U,,, U, y U,, las componentes de los puntos a,, as y as, respectivamente.
Como z,, € B(z,5), para cada n > N y B(x,5) es un conexo, tenemos que
z, € U,, para cada n > N. De forma similar se prueba que y, € U,,, para
cada n > N. Como p, € Az \ {p}, existe un arco C,, = p,as C Az \ {p}, para
cada n € N. Asi p,, € U,,, para cada n > N. Se sigue que M, es un arco
contiene a p tal que M, NU,, # 0, M, NU,, # 0y M, NU,, # 0, lo cual es

una contradiccion. Por lo tanto, X es un arco. 0

Hemos visto que en las dendritas, tener un punto de ramificacién implica que
el continuo no tiene la propiedad de Kelley por medios, sin embargo, exis-
ten continuos que no tienen puntos de ramificacién y que tampoco tienen la
propiedad de Kelley por medios, como veremos a continuacion.

Teorema 7.12. FEl continuo sen(%) tiene la propiedad de Kelley por medios.
DEMOSTRACION. Sean X = Y U W, donde Y = {0} x [-1,1] y W =
{(z,sen 1) : z € (0,1]} y p una funcién de Whitney para C(X). Sean p € X,
A € Medio,(p, X) y {Pn}nen una sucesion convergente a p, tenemos los si-
guientes casos:

Caso 1. p € {(0,-1),(0,1), (1, sen(1))}.

Sabemos que si p € {(0,—1),(0,1),(1,sen(1))}, entonces para cada A €
Medio,(p, X) tenemos que p es punto extremo de A. Sean A € Medio,(p, X)
Y {Pn}nen €s una sucesién convergente a p. Note que A = {p}, basta considerar
la sucesion {{p,}}nen la cual converge a A.

Observemos que, si A € Medio,(p, X) tal que A = {p}, entonces como {py, }nen
basta considerar la sucesién {{p,}}nen la cual converge a A, de ahora en ade-
lante, supongamos que A es un arco en X.

Caso 2. p € W\ {(1,sen(1))}.
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Supongamos que existe j € N tal que para todan > j, p, € W. Sean K y L
subcontinuos de A tales que A = KUL, KNL = {p} y p(K) = p(L), sea
e = u(K), como {p, }nen converge a p, existe N € N tal que d(p, p,) < &, para
cada n > N, luego p, € A, para cada n > N. Consideremos la subsucesion
{pn}n>n contenida en A, como A es un arco por el Teorema[3.6, A tiene la
propiedad de Kelley por medios, asi existe { B, }nen una sucesion convergente
a A tal que B, € Medio,(p,,A), para cada n > N. Como Medio,(p,, A) C
Medio, (p,, X), se tiene que B, € Medio,(p,, X), para cada n > N. Ahora,
definimos la sucesién {A,}neny como sigue: A, = {p,}, para cada n < N
y A, = B,, para cada n > N. Claramente, {A, }, ey s una sucesién que
converge a A tal que A,, € Medio,(p,, X), para cada n € N.

Caso 3. p € Y \ {y1,y2} con y; = (0,1) y yo = (0, —1).

Observemos que, si la sucesion {p, }nen estd contenida en Y, dado que Y es
un arco por el Teorema[3.6, tenemos lo deseado. Asi, supongamos que existe
Jj € N tal que p, € W, para cada n > j. Como A € Medio,(p, X) es un
arco, existen K y L subcontinuos de A tales que A= KUL, KNL={p}y
u(K) = p(L). Como A C Y, sin perder generalidad supongamos que K C py;
y L C pys. Sea ¢ = p(K), como {p,}nen converge a p, existe N € N tal que
d(p,pn) < eyp, € W,paracadan > N.Seae = (1,sen(1)). Paratodon > N,
sea Z, =Y U{(t,sen(7)) : t € (0,t,] con (tn,sen(%)) =P}y M, = ppe el
arco contenido en W con puntos extremos p, y e. Como la sucesion {p,}n>n
converge a p, sin perder generalidad, podemos suponer que u(Z,) < u(M,),
para cada n > N. Se sigue que, como K C Z,, para cada n > N, tenemos que
u(K) < pu(Z,), para cada n > N. Luego, u(K) < u(M,), para cada n > N.

Afirmacion 7.12.1. Para todon > N, existen arcos R, y S, tales que R,, C M,
Sn € Zn y W(Ry,) = p(K) = p(S,).

Prueba de la Afirmacion 7.12.1. Observemos que {p,} € M, vy {p.} € Z,,
para cada n = N. Como u(K) € [u({p}), n(My)] y n(K) € [u({pn}), 1(Zn)],
para cada n > N, por el Lema[1.37, existen subcontinuos R, y Sy, tales que
{pn} € R, C M,y {pn} € S, C Z,. Claramente R, es un arco, para cada
n > N, probaremos que S,, es un arco contenido en Z,, para cada n > N,
supongamos que existe k > N, tal que Si no es un arco, tenemos que S es un
singular o es homeomorfo a Z, como u(Sx) = u(K) > 0, se sigue que Sk no es
un singular, luego, como pi € S y es homeomorfo a Zj, se tiene que Sy = Zj,
y asi u(Sk) > p(K), lo cual es una contradiccién. Asi S, es un arco, para cada
n > N. De esta forma queda demostrada la Afirmacién [7.12.1]

Observemos que R, NS, = {p,}, para cada n > N. Ademds que tanto S, y
R, pueden ser como se muestra en la siguiente Figura [7.1}
Sean s,, el punto extremo de 5, diferente de p,, y r, el punto extremo de R,
diferente de p,, para cada n > N. Sea m : X — Y la proyeccién de X sobre
Y. Sean { K, }n>n ¥V {Ln}n>n las sucesiones definidas por:

K — R, si 7T2<Tn) C pys,
" Su, st ma(sn) S purs
L. — Rn7 st 7T2(Tn) g PY2,
"l Sn, si ma(sn) C pys.
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by : Ry ¢
Pn : Pn
R i S

Figura 7.1: Arcos S, y R,

Ast, {K, }u>n ¥ {Ln > son sucesiones en C(X), podemos considerar subsu-
cesiones convergentes { K, }ien V {Ln, tien de {Ky}ns>n v {Ln}n>n, respecti-
vamente. Como la sucesién {Z, },en converge a Y, tenemos que lim S, C Y.

n—oo
También se puede probar que la sucesion lim R, C Y. Luego, lim K,, C Y
n—oo 1—00

y lim L,,, C Y. Ademas, por la forma en que se construyeron las sucesiones
1—00

{Ky, tien v {Ln, bien, se tiene que p,e; € lim K,,,, donde e; = lim k; y k;
71— 00 1—00

es el punto extremo de K, diferente de p,,, para cada ¢+ € N. De modo que

e1 € py;. De forma similar se prueba que ey € pys, con ey = lim [; y [; es el

—00
punto extremo de K, diferente de p,,. Luego, lim K,, C py; y lim L,,, C pys,.
1—00 1—00

Tenemos que lim K, es un arco con puntos extremos p y e, por otro lado,
1— 00
lim L,,, es un arco con puntos extremos p y ey, como g es una funciéon continua
1—00
se sigue que p(lim K,,,) = p(K) y p(lim L,,) = p(L), ademés, K y lim K,,
1— 00 1— 00 1— 00
son comparables, de modo que lim K, = K, de forma similar se prueba que
12— 00
lim L,, = L. Asi, existe N; € N, de modo que H(A, B,,) < ¢, para cada

1—00

n; > Ny, donde B,,, = K,,, UL,,. Claramente B,,, € Medio,(pn,, X ), para cada
n; > Ni. Sea { A, }nen la sucesion definida como sigue: A,, = {p, }, paran < N;
y A, = By, si n > Ny, la cual converge a A y es tal que A,, € Medio,(pn, X),
para cada n € N. O

Teorema 7.13. Si X es el circulo de Varsovia, entonces X no tiene la pro-
piedad de Kelley por medios.

DEMOSTRACION. Sean Y = {0} x [-2,1], Z; = [0,1] x {2}, Z, = {1} x
[—2,sen(1)] y W = {(z,sen(1)) : 2 € (0,1]}. Definimos X =Y UZ;UZyUW el
circulo de Varsovia. Sea p una funcién de Whitney para C'(X). Sea p = (0, —1),
A € Medio,(p, X) tal que A es arco y {p, }nen la sucesién en X definida por
Dn = (xn,sen(%)) con T, = ﬁ, para cada n € N. Note que la sucesién
{Pn}nen converge a p. Como A es un arco, tenemos que A C {0} x [—2,1].
Supongamos que X tiene la propiedad de Kelley por medios, luego, existe
una sucesion {A,}nen convergente a A tal que A, € Medio,(p,, X), para
cada n € N. Sean a y b los puntos extremos de A, sin perder generalidad,
supongamos que b € {0} x [—2,1). Sea € = d(b, p). Como la sucesion {4, },en
converge a A, existe N € N tal que A, N B(b,e) # (), para cada n > N. De
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forma similar, al Teorema[5.3, tenemos que Zy C A, para cada n > N, luego
Zy C A, lo cual es una contradiccién a la eleccién de A. Por lo tanto X no
tiene la propiedad de Kelley por medios. [l

Proposiciéon 7.14. Sean X un continuo y p una funcion de Whitney para
C(X). La familia N = {Medio,(p,X) : p € X} forma una particion del
hiperespacio M(X).

DEMOSTRACION. Observemos que, para cada p € X, Medio,(p,X) # 0, ya
que {p} € Medio,(p, X). Ademads, si p y ¢ son puntos distintos de X, en-
tonces Medio,(p, X) N Medio(q, X) = 0, en efecto, si A € Medio,(p, X) N
Medio(q, X), entonces p y ¢ son punto medio de A, asi p = ¢, lo cual es una
contradiccién. Ademas, U N=M(X),si Ac U N, entonces, existe p € X tal
que A € Medio,(p, X), luego por definicién tenemos que A € M(X). Por otro
lado, si A € M(X) y q es el punto medio de A, entonces A € Medio(q, X), por
lo que A € U N. Concluimos que N es una particién de M(X). O



Capitulo 8

El hiperespacio KM (X) y la
propiedad de Kelley por medios

En el Capitulo 3], para X un continuo, p € X y una u funcién de Whitney para
C(X) estudiamos algunas propiedades del hiperespacio Medio,(p, X'). Dados
un continuo X, p una funcién de Whitney para C(X) y A un subconjunto de
X tales que Medio,(p, X) es compacto para cada p € A, definimos la siguiente
coleccion:

KM(A, X) = {Medio,(p, X) : Medio,(p, X) es compacto, para cada p € A}.

Denotaremos a K M (X, X) simplemente por KM (X). A la coleccién KM (X)
lo consideramos como subespacio de C'(C'(X)). En este capitulo, vamos a ex-
plorar la siguiente pregunta:

Pregunta 8.1. ;Qué propiedades topoldgicas tiene el hiperespacio K M (A, X)?

En esta seccion, estudiamos la compacidad de dicho hiperespacio.
Una funcion que esté fuertemente relacionada con la propiedad de Kelley por

medio es la que definimos a continuacion.

Definicién 8.2. Sean X un continuo y A un subconjunto de X tal que, para
cadap € A, Medio,(p, X) es compacto. Definimos la funcion

na:A— KM(A,X) dada por na(p) = Medio,(p, X), para cada p € A.

Proposiciéon 8.3. Sean X un continuo y A un subconjunto de X tal que, para
cada p € A, Medio,(p, X) es compacto. La funcion ng : A — KM(A, X)
definida por na(p) = Medio,(p, X ), para cada p € A, es biyectiva.

DEMOSTRACION. Probaremos que la funcién n4 es inyectiva. Sean p,q € A
tales que p # ¢. Notemos que {p} € Medio,(p, X) vy {q} ¢ Medio(q, X), luego
na(p) = Medio,(p, X) # Medio(q, X) = na(q), asi na es inyectiva.

Ahora, probemos que funcién 74 es suprayectiva. Note que Medio,(p, X) €
KM(A,X), sipe A. Luego, na(p) = Medio,(p, X) y asi, na es suprayectiva.

Concluimos que la funcién ny4 es biyectiva. 0
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Teorema 8.4. Sea X un continuo. Si A es un subconjunto tal que, para cada
p € A, Medio,(p, X) es compacto, entonces la funcion 1721 KM(AX)— A
definida por n,;'(Medio,(p, X)) = p, para cada Medio,(p, X) € KM(A, X),

es continua.

DEMOSTRACION. Sean {Medio,(p,, X)}nen una sucesion en KM (A, X) con-

vergente al punto Medio,(p, X) en KM (A, X). Como {p,} € Medio,(p,, X),

para cada n € N, se tiene que lim {p,} € Medio,(p, X). Dado que el hiperes-
n—oo

pacio F1(X) es cerrado, se tiene que lim {p,} = {p}, luego la sucesioén {p, }nen
n—oo

converge a p. Concluimos que la funcién 7721 es continua. ([l

Teorema 8.5. Si X es un arco, entonces la funcion nx : X — KM(X)
definida por nx(p) = Medio,(p, X), para cada p € X, es continua.

DEMOSTRACION. Sea i : C'(X) — [0,1] una funcién de Whitney para C'(X).
Sean p € X y una sucesién {p, }n,en convergente a p. Probaremos que la suce-

sién {nx (Pn) fnen converge a nx(p).

Observemos que nx(p) = Medio,(p, X) v nx(pn) = Medio,(p,, X), para ca-
da n € N. Deseamos probar que la sucesién {Medio,(pn, X)}nen converge a
Medio,(p, X), por el Lema , basta probar que

lim sup Medio,(pn, X) € Medio,(p, X) y
Medio, (p, X) C liminf Medio,(pn, X).

(1) lim sup Medio,(p,, X) C Medio,(p, X).

Consideremos A € limsup Medio,(p,, X ), entonces existen n, € Ny A,, €
Medio, (pn,, X) tales que H(A, A,,) < % En particular, tenemos que la su-
cesion {A,, treny converge a A, més aun, como A es un subcontinuo de X
tenemos que A es un arco. Como p,, € A,,, para cada k € N, se tie-
ne que p € A. Por otro lado, como X es un arco, se tiene que la funcién
punto medio P, : M(X) — X respecto de g es continua, asi, la sucesién
{P.(An,) }ren converge a P,(A). Note que P,(A,,) = pn,, para cada k € N, se
tiene que k11_>1r(r>1o P,(Ay,) = P,(A), esto es klirilopnk = p asi P,(A) = p de donde

A € Medio,(p,X). Concluimos que limsup Medio,(p,, X) € Medio,(p, X).
(2) Medio,(p, X) C liminf Medio,(pn, X).

Sea A € Medio,(p, X). Como {p,}nen converge a p y como X es un arco,
por la Proposicion[7.5, X tiene la propiedad de Kelley por medios, existe una
sucesion {A, }n,en convergente a A tal que A, € Medio,(p,, X), para cada
n € N, se sigue que A,, € liminf Medio,(pn, X).

Por lo tanto, lim Medio,(p,, X) = Medio,(p, X), y asi la funcién ny es conti-
nua. 0

Teorema 8.6. Sea X una dendrita. Entonces X tiene la propiedad de Ke-
lley por medios si y solo si la funcion nx : X — KM(X) tal que nx(p) =
Medio,(p, X), para cada p € X, es continua.
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DEMOSTRACION. Sea g una funcién de Whitney para C(X). Para la necesi-
dad, supongamos que X tiene la propiedad de Kelley por medios. Como X es
una dendrita, por la Proposicion|7.11, se tiene que X es un arco, luego, por el
Teorema[8.7 se tiene que la funcién nx es continua. Para la suficiencia, supon-
gamos que la funcién nx : X — KM (X) definida por nx(p) = Medio,(p, X)
es continua. Sean p € X, A € Medio,(p, X) ¥ {Pn}nen una sucesién en X con-
vergente a p. Como la funcién nx es continua, {nx(p,) tnen converge a nx(p),
asi, la sucesién {Medio,(pn, X)}nen converge a Medio,(p, X). Se sigue que,
para cada n € N, existe A, € Medio,(p,, X) tal que la sucesion {A,}nen
converge a A, luego X tiene la propiedad de Kelley por medios. 0

Como una consecuencia del Teorema y el Teorema obtenemos el si-
guiente resultado.

Corolario 8.7. Sea X una dendrita. Entonces X es un arco si y solo si la
funcion ny : X - KM(X) tal que nx(p) = Medio,(p, X) es continua.

Conjuntando los resultados de este capitulo obtenemos la siguiente caracteri-
zacion del arco.

Teorema 8.8. Sea X una dendrita. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

(1) X es un arco.

(2) X tiene la propiedad de Kelley por medios.

(3) La funcion nx : X — KM(X) tal que nx(p) = Medio,(p, X) es continua.
(4) KM(X) es compacto.

DEMOSTRACION. La equivalencia entre (1) y (2) es el Teorema[7.11] La equi-
valencia entre (2) y (3) es el Teorema La equivalencia entre (1) y (3)
es el Teorema [8.5 Basta probar que (1) es equivalente a (4). Para ver que
(1) implica (4), supongamos X es un arco. Por el Teorema [8.5, la funcién
nx : X — KM(X) es continua. Por la Proposicion Ny’ es biyectiva,
asi nx es biyectiva. Se sigue que 7y es un homeomorfismo, luego KM (X) es
compacto. Ahora, probemos que (4) implica (1), supongamos que KM (X) es
compacto. Por el Teorema , la funcién 7' es continua. Por la Proposicién
tenemos que la funcién 73" es un homeomorfismo, luego 7x es una funcién
continua. Como X es una dendrita, por el Corolario[8.7 se sigue que X es un
arco. U
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Preguntas

Del presente trabajo se desprenden las siguientes preguntas.

1. {Qué propiedades topoldgicas tiene, Arcos(p, X), el hiperespacio de arcos
en X anclados en el punto p?

2. Dado un continuo X. ;Cuales son condiciones necesarias y suficientes sobre
X para que Arcos(p, X) sea compacto, para cada p € X7

3. Dado un continuo X. ;Cuales son condiciones necesarias y suficientes sobre
X para que Arcos(p, X) sea homeomorfo a X, para algin p € X7

4. ;Qué propiedades topolégicas tiene, Medio,(p, X ), el hiperespacio de arcos
en X con punto medio p respecto de u para cada punto p € X7

5. Dados un continuo X y una funcién p de Whitney para C(X). ;Cuéles
son condiciones necesarias y suficientes sobre X para que Medio,(p, X) sea
compacto, para cada p € X?

6. Dados un continuo X y una funcién g de Whitney para C(X). ;Cuéles
son condiciones necesarias y suficientes sobre X para que Medio,(p, X) sea
homeomorfo a X, para algin p € X7

7. Para un continuo X. ;Si X tiene la propiedad de Kelley por arcos, entonces
X tiene la propiedad de Kelley por medios?
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