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Resumen

El muérdago es una planta que parasita a los arboles y sus semillas son
dispersadas por las aves que se alimentan de sus frutos por tanto, esta re-
lacién mutualista promueve la dispersion del muérdago asi que para com-
prender estas interacciones primero se hizo una analogia del modelo de Ross
para describir la dindmica de la interaccién entre arboles parasitados y aves
que han interactuado con muérdago. Se determiné que tiene dos puntos de
equilibrio el trivial y endémico, los cuales son estables globalmente. Después
se construyé otro modelo de cuatro ecuaciones diferenciales ordinarias, pero
tomando en cuenta que la poblacion de arboles y aves se divide en dos tipos
(susceptibles e infectados para ambos casos) ademads, se obtienen dos puntos
de equilibrio para los que se prueba su estabilidad global usando la teoria de
Lyapunov. Por tultimo, a este mismo modelo se le agrega un control de tasa
constante, para el que se estudia bajo que condiciones se tienen puntos de
equilibrio admisibles.
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Capitulo 1

Introduccion

“Un buey se satisface con el pasto de un acre o dos;
uno seria suficiente para bastantes elefantes.

El hombre saquea toda la tierra y el mar...

snos ha dado la naturaleza tan insaciable estomago
en tanto que cuerpos tan insignificantes?

No, no es el hambre de nuestros estémagos,

sino esta insaciable codicia, lo que nos cuesta tanto.”

Séneca.

El muérdago es una planta parasita, la cual se encuentra en la gran ma-
yoria de arboles del mundo tienen un comportamiento tinico con los arboles
que parasitan, ya que puede danarlos hasta matarlos. Las aves actian como
un “vector de la enfermedad ”, al alimentarse de sus frutos, estableciéndose
asi una relacion mutualista beneficiosa con las aves que dispersan sus semi-
llas. La finalidad principal que persigue este trabajo es modelar la dindmica
poblacional del muérdago, ya que es un problema natural que afecta a mi-
les de arboles, danando preferentemente los prados y bosques de las zonas
urbanas. De ahi la importancia de modelar la dindmica de interaccién del
muérdago con los arboles y las aves.

Este trabajo de tesis consta de tres capitulos, los cuales se describen a
acontinuacion.

En el primer capitulo se revisa con detalle la biologia del muérdago, los
procesos de fructificacion, su dispersién por aves, etc.
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Sin dejar de reconocer aqui la importancia de la descripcion bioldgica, el
proposito es centrar la atencion sobre algunos aspectos de la dinamica pobla-
cional y, mas sobre algunos modelos deterministas que pretenden predecir el
tamano de la poblacién para cualquier tiempo t.

En el capitulo dos se hace una descripcién del modelo clésico de Lotka-
Volterra, luego se presenta el modelo de Ross para la malaria, al cual se le dio
otra interpretacion para adaptarlo al problema del muérdago. Como parte de
su estudio, al no tener datos en México, se utilizaron los datos poblacionales
de un articulo de Rongsong Liu, Carlos Marinez del Rio y Jianhonh Wu para
las zonas aridas de E.U.A. concluyendo que no habra brote epidémico.

Para el tercer y 1ltimo capitulo se propone un modelo de cuatro pobla-
ciones con vector ya més apegado a la realidad, para el que se obtienen dos
puntos de equilibrio: el trivial ¢ libre de muérdago y el endémico, para el
primer punto se demuestra su estabilidad local y global, para la estabilidad
global se construyé una funcién de Lyapunov no-trivial. Mientras que para el
punto de equilibrio endémico se prueba la estabilidad local utilizando el crite-
rio de Routh-Hurtwitz. Después, se propone otro modelo donde se considera
el efecto de la poda a tasa constante e en la poblacion de arboles infectados,
el modelo cambia por el nuevo parametro y se hace un estudio para obtener
los puntos de equilibrio que dependan de e.

Para finalizar, se tienen las conclusiones, la cual deja libre algunas ideas
para posteriormente darle seguimiento al trabajo, ademéas de incluir anexos,
que contienen definiciones y teoremas importantes que se usaron en la tesis,
para que el lector tenga una mejor faciliad de la lectura y por tultimo las
referencias que se utilizaron para complementar el contenido de los capitulos.




Capitulo 2

Biologia del Muérdago

“ Los hechos que mantenian mi tiempo cientificamente ortodoxo son

los de adaptacion -las masas de polen en Asciepias- el muérdago, con su polen
transportado por insectos y sus semillas por las aves- el pdjaro carpintero,

con sus patas y cola, pico y lengua, le sirve para subir al drbol y atrapar
insectos.

Para hablar del clima o el hdbito lamarckiano producir dicha adaptacion

con otros seres orgdnicos es initil. Esta dificultad, creo que he superado ”.

Carta a Asa Gray por Charles Darwin, 1857.

2.1. Antecedentes

Las enfermedades de las plantas se han conocido desde la antigiiedad,
pero generalmente fueron atribuidas a fuerzas sobrenaturales. La primera
enfermedad vegetal que se describié por su origen patoldgico fue la caries o
carbén del trigo producida por Tilletia caries.

Los muérdagos han sido durante mucho tiempo una fuente de fascinacion
para los humanos, y las referencias a estas plantas pardsitas se pueden en-
contrar entre las leyendas y supersticiones de personas en todo el mundo.
En algunas culturas se cree que los muérdagos fueron dotados con poderes
misticos, ya que crecen en las ramas de otras plantas y porque muchas es-
pecies de muérdago dan frutos en invierno, cuando otras plantas de zonas
templadas estan latentes. La palabra “muérdago ” proviene de las palabras
anglosajonas “tan” (rama) y “senol” (estiércol) que significa “excremento en
la rama”.
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Las interacciones entre muérdagos y animales fueron utilizadas por Dar-
win como ejemplos iniciales de la adaptacién evolutiva [8]. Linne es recono-
cido como el primero en describir la historia de la vida del muérdago [31],
senalando que se forman zarzales con bayas y las semillas pegajosas son expul-
sadas a los demas arboles. De hecho, la mayoria de las especies de muérdago
son dispersadas por los animales, principalmente las aves.

Como Darwin observd los muérdagos también son polinizados por los
animales. De hecho, la mayoria de los registros de las interacciones de los
animales con el muérdago han sido incidentales, una gran cantidad de in-
formacién anecdética esta contenida para cada especie en cuentos, estudios
y obras de historia natural. En conclusion, las interacciones de muérdago y
animales no se han documentado ni apreciado en todo el mundo [31].

2.2. Biologia del muérdago

Los muérdagos son un grupo polifilético ! de plantas con flores que com-
prende méas de 1300 especies de una amplia gama de héabitats en todos los
continentes excepto la Antartida. En concreto, las familias Loranthaceae y
Viscaceae estan bien estudiadas y se distribuyen en todo el mundo, com-
prendiendo la mayorfa de las especies de muérdago, mds del 98 %, lo que
corresponde aproximadamente 940 y 350 especies, respectivamente. Estas fa-
milias no son taxonémicamente hermanas, y se cree que han evolucionado de
forma independiente [31], véase la figura 2.1, aunque en las diversas clasifica-
ciones del muérdago hay una que senala que todos los muérdagos pertenecen
a la familia Loranthaceae, que reune unos 40 géneros agrupados en subfami-
lias Loranthoide (muérdagos gigantes o tropicales) y Viscoidae (muérdagos
templados o enanos).

Con base a los fésiles del periodo Cretacico, se considera a Loranthaceae
un género de Gondwana que se dispersé hacia Africa, Europa y América del
Norte. Por el contrario, se cree Viscaceae se origind en el este de Asia, y se
irradio a través de Laurasia en el periodo Terciario temprano y dispersandose
a los continentes del sur [4].

Lque no comparten un antepasado comun incluido en el grupo.
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Viscaceae

Santalaceae
_: Santalaceae
* Eremolepidaceae

Santalaceae

Opiliaceae

Loranthaceae

% = Misodendronaceae

Schoepfia

Olacaceae

Figura 2.1: Ramas con lineas gruesas indican los taxones muérdago, y los asteriscos
indican hipotéticos origenes evolutivos independientes del hdbito hemiparasita aérea.

Actualmente Loranthaceae y Viscaceaese se distribuyen ampliamente en
toda Europa, las Américas, Africa, Asia y Australasia (con excepcién de
Tasmania), que van desde los climas boreales a las zonas templadas, tropica-
les y dridas, y ausente solamente en regiones extremadamente secas o frias [4].

Son numerosas las especies de vegetales parasitos que viven a expensas
de otras plantas bien sobre el pie de planta como el muérdago o en el suelo
parasitando las raices como Cuscuta epithymum. Suelen diferenciarse dos ti-
pos de organismo vegetal parasito atendiendo a la presencia o no de clorofila,
las plantas holoparasitas son aquella cuya alimentacién depende totalmen-
te de su hospedador, al ser incapaz de realizar actividad fotosintética, las
hemiparasitas poseen una cierta independencia del hospedador aunque por
lo general no pueden sobrevivir sin él, para los muédagos se usa el término
hemipararsita, pues la mayoria de ellos realiza la fotosintesis.

Las semillas del muérdago se adhieren firmemente a la rama usando una
conexion vascular denominada haustorio, el cual es un disco adhesivo que
sirve para conectar la planta del muérdago al huésped, el cual va creciendo
a través de los tejidos primarios y secundarios del hospedero, separando la
corteza externa, el cortex, el floema, hasta llegar al xilema de donde toma
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Figura 2.2: Haustorio de Struthanthus venetus introduciendose en una rama de Fraxinus
uhdei (Fresno) a) muérdago. b) haustorio. ¢) Fresno. d) xilema.

las sales y el agua esenciales para la vida del arbol [25] (Figura 2.2).

Ademas de absorber agua y sales minerales del xilema, los haustorios li-
beran hacia los arboles reguladores de crecimiento que mantienen abiertas las
vias de recursos y minimizan las reacciones defensivas del arbol. Si la invasion
resultara muy agresiva, la rama podria compartimentar el tejido y la infec-
cién fracasaria [23]. Los muérdagos ocasionan dafios irreversibles y un lento
decaimiento en el hospedero, primero deforman las ramas hasta aduenarse de
la copa, después reducen el desarrollo del individuo y por ultimo de acuerdo
a su avance, la muerte, que también sera la suya propia.

2.2.1. Polinizacion y frutas

Aunque varias especies de muérdago (en particular en el Viscaceae) utili-
zan explosion hidrostatica para dispersar las semillas, las aves juegan un papel
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Cuadro 2.1: Polinizaciéon y fruto.

importante en la dispersion a larga distancia y el muérdago generalmente es
considerado como ornitécoras. Se han hecho evaluaciones que sugieren que
los dispersores son vertebrados que puedieron haber desempenado un papel
clave en la diversificacion de las especies de muérdagos. La mayoria de los es-
tudios de dispersiéon de muérdago se han concentrado en un pequeno ntimero
de aves altamente especializadas [31].

El muérdago proporciona abundante néctar, se sabe que una amplia ga-
ma de especies insectivoras se alimenta del néctar en las flores del muérdago
favoreciendo su fecundacién. También, se conoce que varios mamiferos se ali-
mentan del néctar de muérdago.

Los frutos de las especies de muérdago muestran una gama de atributos:
es grande, dulce y de color muy visible, cuando estan maduros. Las compo-
siciones de la pulpa del fruto pueden variar, pero en la mayoria tienen altos
contenidos de carbohidratos. Los frutos de algunas especies loranthaceous
son ricos en lipidos. Los frutos de las especies viscaceous tienden a tener mu-
cho més altas fracciones de proteinas que otras frutas. Al igual que con otros
tejidos del muérdago, sus frutos también contienen altas concentraciones de
minerales. A pesar de la reputacion de ser venenoso el muérdago, sélo un
pequeno numero de especies dentro de la Viscaceae presentan toxidad.

Los periodos de fructificacion son muy variados en las distintas especies
de muérdago que van desde los que frutifican todo el ano como en los bos-
ques nubosos de Colombia, pero también se ha demostrado que la variacién
depende de los diferentes patrones asociados a los climas regionales.
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Considerando que la mayoria de las especies de muérdago son polinizadas
por aves, los miembros del Viscaceae son polinizadas principalmente por el
viento y los insectos. La familia Loranthaceae es polinizada principalmente
por aves [27], y muestran el conjunto tipico de caracteristicas asociadas con
la ornitéfilia 2, con gran polinizacién de flores inodoras que suelen ser de co-
lores vivos (amarillo, naranja, rojo) con corolas® robustas, pedicelos? cortos,
y a menudo en inflorescencias masivas.

2.2.2. El muérdago como fuente de alimento

Las especies de 66 familias de aves y 30 familias de mamiferos que consu-
men muérdago que se extiende a 12 y 10 ordenes, respectivamente. Aunque
en general se acepta que la especie que mas consume los frutos del muérdago
son las aves [31].

Segin un estudio menciona que las aves prefieren areas con altos niveles
de infestaciéon de muérdago [30], véase figura (2.3).

Dada la disponibilidad durante todo el ano de frutos de muérdago en mu-
chas regiones, existe una gran diversidad de especies animales que dependen
del muérdago. Muchos de estos consumidores de muérdago actiian como sus
dispersores ocasionales.

2.3. EIl muérdago en México

En nuestro pais existen 9 géneros: Antidaphne Poepp. y Endl., Orycthant-
hus FEichler, Phthirusa Mart., Arceuthobium Bienb., Phoradendron Nuttall,
Dendrophthora Fichler, Cladocolea van Tieghem, Struthanthus Mart. y Psit-
tacanthus Mart [9].

2Es la polinizacién de las flores por parte de las aves.

3Conjunto de pétalos, generalmente coloreados, que estdn en el interior del ciliz de la
flor y protegen los érganos de reproduccion.

4Columna carnosa que sostiene el sombrerillo de las setas.
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* Hospedero

Figura 2.3: Los Muérdagos juegan un papel doble en los sistemas ecolégicos. Son mu-
tualistas de sus dispersores (flechas positivas funcionar en ambas direcciones) y pardsitos
de sus hospederos (flecha de muérdago negativo para el hospedero, flecha positiva para el
muérdago). Las aves que consumen sus frutos y dispersan sus semillas son ambos disperso-
res de semillas y vectores de la enfermedad. En el desierto del suroeste de Norte America
ilustrado en la imégen, el pardsito es el muérdago del desierto (Californicum phoraden-
dron), los vectores son Phainopeplas (Phainopepla nitens) y los hospederos son terciopelo
mezquite (Prosopis velutina) y otros drboles leguminosos [3]
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Los muérdagos conocidos como injertos o seca palo son plantas parasitas
siendo abundantes e importantes en nuestro pais, afectando importantes ex-
tensiones de arbolado y con ello la produccion de frutos y semillas. A manera
de inhibir la altura y volumen del huésped.

Los muérdagos son el segundo agente bioldogico de perturbacién de los
bosques de clima templado; estimandose pérdidas anuales por mas de 2 mi-
llones de m?® de madera; sin considerar la muerte natural de arbolado y la

creciente suceptibilidad de estos al ataque de plagas y enfermedades foresta-
les, [29].

Estudios realizados sobre plantas parasitas indican presencia de 10 géne-
ros y de 150 especies de muérdago distribuidos en todo el pais [10]. Estas
plantas constituyen el tercer agente de destruccién de los bosques de clima
templado frio, después de los incendios e insectos descortezadores, ya que
se encuentran en mas del 10% de la superficie arbolada, lo que equivale a
cerca de 1.8 millones de hectéreas de bosque de coniferas ° y latifoliadas® .
Por efecto del parasitismo de estos muérdagos se pierde un volumen medio
maderable.

Para evaluar el dano en los arboles infectados por muérdago se usa el
sistema de avaluacion de cuatro niveles propuestas por Gutiérrrez, las cuales
se describen en la figura (2.4).

2.3.1. EL muérdago en zonas urbanizadas

El arbolado urbano cobra importancia por el beneficio que aporta a la co-
munidad. Cada ciudad contiene un ecosistema propio que se mantiene equi-
librado, si no se excede un determinado nivel de contaminacién. El limite
aceptable supera muchas veces lo establecido como normal; por lo cual la po-
blacion tolera demasiado, llegando a una vida que convive con la enfermedad.

En las grandes ciudades se deterioran dia a dia su ambiente urbano, y al
mismo tiempo disminuye la calidad de vida de sus habitantes, como ecosis-

5Bosques donde predominan pinos, abetos u oyameles, cedros y enebros, entre otros,
donde las especies latifoliadas representan menos de un 20 % .

6Bosques de especies de hoja ancha, como el encino. Pueden presentar coniferas, pero
éstas representan menos del 20 % del total.
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NIVEL ESCALA PORCENTAJE DE INFESTACION CATEGORIA
g - i .
1 U A: respecto al volumen total de la copa y follaje, Astiolsano
fnicamente del hospedero.
o It
Leve,de 1 a25f %, Fespecto al vclu.mgn total de la Aibolcon 4G
i copa, con follaje mixto y hospedero sin ramas love
apicales secas.
Media, de 30 a 59% respecto al volumen total de ;
I la copa, presencia de follaje mixto, hospedero con Arbol con dafio
hojas escasas y cloroticas. medio
Algunas ramas apicales secas.
Severa, de 60 a 100 % respecto al volumen total )
de la copa. Follaje unicamente de la parasita. Arbol con dafio
v : =
Hospedero con abundantes ramas apicales secas, SEVETO
debilitado en su totalidad.
v Arbol muerto por muérdago. Arbol seco

Figura 2.4: Escala de muérdago verdadero en arbolado.

tema. Uno de esos elementos es el arbolado de las calles, jardines, parques y
bosques, que cumplen la funcién de reconstruir el medio ambiente.

En la ciudad se utiliza el arbolado urbano para marcar limites y zonas,
proporcionar aislamiento o crear barreras visuales. El arbolado urbano tiene
como elemento de composicion al arbol, que puede ser utilizado de manera
aislada o formando pequenos grupos, grandes masas o alineaciones en calles.

El arbol es parte de un sistema fragil que aporta considerables mejoras
al medio urbano como dar sombra, atenuar la accién de los vientos, suavizar
los ruidos, ablandar la rigidez de las edificaciones, refrescar la ciudad, rete-
ner la humedad, embellecer la ciudad con sus colores, formas y texturas; en
suma, mejorando nuestra calidad de vida. Si queremos que perdure debemos
cambiar nuestra actitud hacia este patrimonio.

En nuestras ciudades, se plantan arboles sin una debida planificacién, sin
una correcta elecciéon de las especies e implantaciéon que respete las medi-
das minimas entre arboles y viviendas. Todo esto conlleva a tener arboles
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débiles, con formas que entran en conflicto con la urbanizacién (viviendas,
edificios, centro comerciales, metrobus, avenidas, los tendidos eléctricos, las
luminarias y otros elementos urbanos). Debido a esta mala planificacién, la
poblacién opina y actia contra el arbol argumentando que las hojas caen
sobre los techos y tapan las canaletas, las ramas rozan los cables eléctricos,
las raices levantan las banquetas, molesta barrer las hojas, provocan alergia,
que por sus ramas entran a la casa cucarachas, ratas y otros bichos, que ta-
pan el cartel de los negocios, etc. Para solucionar estos problemas se realizan
“podas drasticas ” que consisten en una abrupta reduccién del tamano de
la copa. Este tipo de poda es terriblemente perjudicial, ya que los arboles
asi podados pierden su porte natural y por lo tanto su belleza, y se los priva
de importantes reservas que almacenan en sus ramas, debilitandolos y ha-
ciéndolos mas vulnerables al ataque de plagas y enfermedades.

Al recorrer varias zonas de la ciudad se concluye que no existen mapeos
completos del estado de sus arboles de la ciudad; en consecuencia muchos
ejemplares enfermos sin salvacion y otros ya decrépitos permanecen en pie
y los que se pueden salvar necesitan de un tratamiento adecuado y a tiem-
po. Hoy en dia el arbolado ptblico se encuentra desprotegido, sin politicas
adecuadas que lo amparen, sin mantenimiento apropiado, sufriendo podas
drésticas e indiscriminadas, con un mal manejo de especies, sin el respeto de
una gran parte de la poblacién. Este es un patrimonio colectivo y cultural que
todos estamos invitados a conocer para quererlo, disfrutarlo y protegerlo; es
nuestro, y nos brinda beneficios a nuestra ciudad y a nuestro medio ambiente.

En este contexto general, el muérdago juega un papel relevante, debido
al deteriodo que causa sobre estos gigantes. Las imagenes siguientes fueron
proporcionadas por Victor Diaz Coppe y Diana Marchal Valencia quienes
cuentan con un gran seguimiento del muérdago de la Ciudad de México, al-
gunas de las cuales se muestran en los cuadros 2.2, 2.3, 2.4, 2.5 y 2.6.
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1

8 de octubre del 2008

R

<
e .

7 de noviembre del 2010 23 de marzo del 2012

Cuadro 2.2: Alamillos (Populus tremuloides) que estan en la zona cultural de C.U. El
muérdago es Struthanthus interruptus.

— ==

marzo del 2012

19 de marzo del 2008 12 de diciembre del 2011 25 de

Cuadro 2.3: Alamillo de C.U., sobre el circuito Mario de la Cueva. También es Strut-

hanthus interruptus.
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10 de enero del 2008 22 de noviembre del 2008 25 de marzo del 2012

Cuadro 2.4: Alamillo en el estacionamiento de Investigaciones Juridicas, al que se le
desgajé una rama por el peso del muérdago (Struthanthus).

12 de octubre del 2008 4 de abril del 2011 3 de agosto dek 2012

Cuadro 2.5: Alamillos en el Circuito Interior, cerca de Chapultepec. Actualmente las
puntas de los drboles ya estdn muertas, y el muérdago (Struthanthus) ya estd secdndose,
es visible que varias de las ramas estan secas.
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13 de octubre del 2008 9 de mayo del 2009 25 de enero del 2012

Cuadro 2.6: Nogal emblematico, en la glorieta de los Coyotes, en Coyoacan. La especie
del muérdago es Cladocolea loniceroides. En la primera foto, se puede observar el arbol
con hojas, y las masas de muérdago. En la segunda, que es cuando el nogal pierde la
hoja (en invierno), se ven sélo las masas de muérdago. Después de eso lo desmocharon (la
Delegacién), y en la del 2012 se puede ver cémo tiene nuevamente muérdago, pero el drbol
estd muy disminuido.

2.4. Control del muérdago

La mayoria de las especies de muérdago mejor estudiados se clasifican, por
los especialistas en forestales, como plagas. El foco de investigacién ha sido,
y es, la bisqueda de maneras de luchar contra estas plagas. Los muédagos
no sélo son plagas, sino que también contribuyen directa e indirectamente a
la biodiversidad [17].

Hay diversos agentes que pueden ayudar a controlar al muérdago como
aves, roedores o insectos, en México se han registrado especies de insectos que
se alimentan de tallos de muérdago enano, pero que no son considerados efec-
tivos. Existen hongos que destruyen los tallos de los muérdagos, pero la plaga
persiste en el interior de las ramas o tallo. Otra posible forma de controlar
el muérdago es limitando la fecundacion de las flores femeninas, reduciendo
la fructificacion del muérdago, lo que indica controlar a los polinizadores.

En cuanto al control quimico, los mejores resultados se han observado pa-
ra arbolados jovenes y de renuevo. Aunque existe un control biolégico usando
algas diatomeas, pero que ocasionan danos severos por muerte de ramas as-
perjadas [13].
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La poda es otra importante herramienta para el control de los muérdagos
que consiste en la eliminacién fisica del parasito. La cual se hace solamen-
te sobre las ramas infectadas. El manual de la Comisién Nacional Forestal
[12] indica que para aplicar un control efectivo es necesario podar todas las
ramas con muérdago; sin exceder del 50 % de la copa, pues en este caso el
arbol muere; procurando también podar las ramas que puedan presentar una
infestacién. En caso de que el muérdago se encuentre en el tronco, el arbol se
debe remover y a su vez realizar una reevaluacién del rodal” cada dos afios
para evitar nuevamente una infeccion por este pararsito. Se recomienda que
las podas se realicen en otono-invierno, ya que esto favorece la cicatrizacion,
y de esta manera se reduce el riesgo de la afectacién por otras plagas.

Por otro lado, en estudios realizados en Nueva Zelanda se ha observado
una reduccion de las densidades de los polinizadores nativos de aves cau-
sadas por la introduccién de mamiferos carnivoros, asi que es probable que
se reduzca la densidad de los muérdagos adultos en la siguiente generacion
21], ademds de una disminucién en la poblaciones de muérdago en todo el
pais, causada por insectos herbivoros llevando al declive la poblacion de los
muérdagos [28]. Esta medida no es recomendable porque no respeta el eco-
sistema.

"Unidad bésica del bosque geogrificamente continua, cubierta con arboles de carac-
teristicas homegéneas en cuanto a especie, edad, altura y densidad de los arboles, tipo de
suelo, pendiente, estructura y volumen.




Capitulo 3

Muérdago: Poblacional

“Las comunidades de vegetales no son estdticas

o estdn en equlibrio, sino que mds bien existe

una lucha constante

dentro y entre ellas. De esta forma, cualquier equilibrio es perturbado
por cambio de factores fisicos, cambios introducidos

por los animales y/u hongos y luchas entre las plantas”.

Naturista botdnico considerado fundador de la ecologd Eugen Warming (1895)

En primera instancia para el estudio de la modelaciéon matemética se
hard una revisién del modelo Depredador- Presa de forma general sin hacer
analogias con el problema a tratar, de esta manera comprendera facilmente
el como se debe modelar.

3.1. Hechos historicos

En 1925 el matematico Vito Volterra, quien estaba interesado en ecua-
ciones diferenciales, tuvo una platica con su futuro yerno, el biélogo marino
Umberto DAncona. Umberto realizé registros pesqueros en el mar Adriatico
durante y después de la Primera Guerra Mundial notando que la proporcion
-en promedio- de peces depredadores habia incrementado y de las presas de-
crementado. Hecho, en principio, contrario al sentido comtun. Por ello, con-
sulté a Volterra en bisqueda de una explicacién matematica de este hecho.

Alfred Lotka habia propuesto las mismas ecuaciones en su libro publica-
do en 1925. Sin embargo, Lotka y Volterra disenaron sus modelos no como

15
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herramienta de prondstico cuantitativo, si no para facilitar la comprension
cualitativa de ecosistemas.

3.2. Descripcién del modelo clasico de
Lotka-Volterra

Los supuestos de modelacion son:

1. La especie presa se alimenta del medio con recursos ilimitados.
2. La especie depredadora se alimenta primordialmente de la presa.

3. Ambas poblaciones son homogéneas, es decir, no hay diferenciacién de
edades y sexos.

4. La distribucién poblacional en el medio, para ambas especies, es ho-
mogénea.

5. Los encuentros de la especie presa y depredadora son igualmente pro-
bables.

De los primeros dos supuestos de modelacion se sigue que la poblacion
de las presas, en ausencia de depredadores, tiene un crecimiento per capita
constante a > 0. Luego, si se denota por x(¢) al tamano de la poblacién de
las presas, se tiene que:

o bien que
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&(t) = ax(t).

El ntimero de presas en ausencia del depredador crece exponencialmente.

Ahora, tomando en consideracion que el depredador se alimenta sélo de
la presa en el medio que ambas comparten, resulta natural suponer que la
muerte natural de la presa es irrelevante y que es la tasa per capita de
muerte es proporcional al tamano de la poblacién depredadora, con constante
de proporcionalidad b. En consecuencia, la evolucién del crecimiento de la
poblacién de la presa viene dada por la ecuacion:

—i(t) = a— by(t)

()

o bien por

i(t) = x(t)(a — by(1)). (3.1)

Con respecto a la poblacion de depredadores en ausencia de las presas,
tendran un decrecimiento per cépita constante ¢ > 0. Si se denota y(t) al
tamano de la poblacién de los depredadores se tiene que:

—y(t) = —¢c, ¢>0

o bien que:

y(t) = —cy(t).
Lo que significa que el nimero de depredadores en ausencia de las presas
se desvanece exponencialmente.

Considerando que el depredador se alimenta sélo de la presa en el medio
que ambas comparten, es natural suponer que la tasa per capita de crecimien-
to es proporcional a la abundacia de presa; i.e., que es propocional al tamano
de la poblacion presa con constante de proporcionalidad e. En consecuencia,
el crecimiento percapita neto de la poblacién del depredador viene dada por
la ecuacion:
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o bien dada por:

y(t) = y(t)(ex(t) — ). (3.2)

Por lo anterior se tiene el modelo de Lotka-Volterra (L-V):

i(t) = z(t)(a—10byt) = f(z,y)
i) = y(t)(ex(t) — ) = g(x,) (33)
que se puede denotar como:
(1) = f(2.0) -

i(t) = g(x,y)
con dominio de definicién con sentido bioldgico el cuadrante positivo R? y
los parametros a, b, ¢ y e, son reales positivos.

3.2.1. Analisis cualitativo del modelo L-V

En esta seccién se analiza el comportamiento geométrico de las soluciones
del sistema L-V, cuyos puntos de equilibrio son: el trivial £y = (0,0) y el no
c a
trivial £y = (2%, y*) = (—, —>.
1 ( Yy ) e b
Para describir el espacio de fases se trazan las lineas , observe que para la
recta x = a/by y = c¢/e la derivada en x es 0. Y que éstas dividen el primer
cuadrante en cuatro subcuadrantes las cuales dividen el primer cuadrante en
4 subcuadrantes, en los que se tienen 4 diferentes comportamientos de i(t)
y 9(t) como lo muestra la figura (3.1).

Sia:R— R? tenRY, a(t) es una trayectoria solucién del sistema L-V
entonces:

a(t) = (&(t),9(t)) = ((t)(a — by(1)), y(t)(ex(t) — c)). (3.5)

Algunas propiedades inmediatas de «(t) en el cuadrante positivo del plano
T — Yy son:




3.2. Descripcion del modelo clasico de
Lotka-Volterra

& <0 i <0
y<0 >0

- R
-
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1
& >0 >0
<0 - §>0
II1 IV
1
i C
€

Figura 3.1: Esquema del comportamiento de las derivadas en los subcuadrantes.
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1. El eje de las ordenadas es un conjunto invariante bajo el campo vec-
torial (3.5). Porque sobre este eje el campo vectorial se reduce &(t) =

(0, —cy(t)).

2. En el eje de las abscisas es un conjunto invariante bajo el campo vecto-
rial (3.5). El cual restringido a dicho eje se reduce a: &(t) = (ax(t),0).

3. Sobre el conjunto {(z,y) € R% |z = 2* = ¢/e,y > 0}. El campo vecto-
rial (3.5) toma la forma &(t) = (z(t)(a — by(t)),0) de donde se sigue
que: si 0 <y < y*, entonces & > 0, lo que significa que el campo vec-
torial cruza éste conjunto horizontalmente de izquierda a derecha. Y si
y > y*, entonces © < 0, lo que significa que el campo vectorial cruza
este conjunto horizontalmente de derecha a izquierda.

4. En el conjunto {(z,y) € Ri |y = y* = a/b,x > 0} se procede de forma
andloga al punto aneterior. Asi, y < 0si0 < z < z*; y ¢y > 0, si
x > x*. Lo que significa que el campo vectorial cruza esta semirecta
verticalmente de abajo hacia arriba si x > z* y de arriba hacia abajo
six <™.

Estabilidad local

La matriz Jacobiana del sistema (3.3) esta dada por:

TS 0), 0 )y = b<5;y> (x__é”;d NCY)

evaluada en Ey = (0,0), se reduce a:

JIf, 900 = (g 0 ) (3.7)

de donde se concluye que:

trJ(f, gloo =a—c
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detJ[f, g0 = —ac < 0.

Por lo que Ej es localmente un punto silla. Como los valores propios de
J(Ey) son reales y diferentes de cero, del Teorema de Hartman-Grobman se
concluye que el punto Fy es un punto silla para el sistema L-V. (Vedse apen-
dices para el Teorema de Hartman-Grobman).

Haciendo lo mismo para el estado de equilibrio no trivial E, se tiene que:

e

J[fa g] ca = | ae € ) (38)
<e’b> 3 Y
de donde se sigue que:

trJ[ﬁQ](c a> =0

e'b
detJ[f,g] /¢ a\ = ac > 0.
(E’Z)

Consecuentemente los valores propios son: A\ o = +iy/ca. !

Como los valores propios de J(FE7) son imaginarios puros, no se aplica el
Teorema de Hartman-Grobman. Asi que la aproximacion lineal no da infor-
macién sobre el punto de equilibrio F;. Por ello, en necesario recurrir a otra
herramienta que permita analizar el comportamiento local en Ey, porque la
estabilidad de un punto de equilibrio no hiperbdlico es mas dificil de determi-
nar. El método de Lyapunov, es muy ttil en estos casos. Con la finalidad de
construir una funcién de Lyapunov, para el sistema (3.3), se propone como
primera integral del sistema una funciéon U como una suma de dos funciones

IEn este caso el periodo de oscilacién viene dado por: T = 27 /+/ac. Resultado conocido
como: Teorema de Voleterra. Vedse [11].
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U(z,y) = F(z) + G(y).

Si se calcula la derivada de U a lo largo de las soluciones del sistema (3.3),
se obtiene

. d dF . da .
U (z,y) = aU(fﬂ(t)ay(t)) =g Tty

luego

. dF dG
U (z,y) = xg(a —by) + y%(dﬂc —c).

Para que las trayectorias solucion (3.3) se muevan a lo largo de las curvas
de nivel de U se debe cumplir:

d

SU (). (1) = 0.

Al separar las variables x y y se tiene que

dF aG

— Y
Yz __dy
exr—c by—a

Como z y y son variables independientes la igualdad de arriba es posible
si, y sélo si los dos términos son una constante, tomando (sin pérdida de
genialidad) la constante igual a 1 se tiene:

dF c
— = — —
dx x’
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Integrando se encuentra:

F(z) = ex — cln(x)
G(z) = by — aln(y).

Asi, U es de la forma U(x,y) = ex — cIn(x) + by — aln(y), definida para
r>0yy>0.

A partir de esta primera integral U se buscard una funcién de Lyapunov,
por lo que es necesario determinar los puntos criticos de U.

Como

U oUN _(,_c, a
oz’ Oy ) r oy

c a
se tiene que el punto critico de U es E; = (z*,y*) = (—, Z)
e
Para ver que E; es un punto de minimo de U, es suficiente verificar que
la matriz Hessiana de U en F; es definida positiva.
Como

A

0x?  Oxdy % 0
Hy(Py) = =" a

U U 0z

drdy Oy
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Se tiene que, en efecto Hy(E1) es definida positiva.

Sea

m =U(FE)) =ex” —cln(z™) + by* — aln(y")

de esta manera,

Viz,y) = Uz,y) —m

= [ew—a—em 2]+ lb(‘y—y*) o Y (3.9)

ok
es también una primera integral y a su vez una funcién de Lyapunov en el
primer cuadrante para el sistema (3.3). En efecto, observando que la funcién

flz) =e(z —a") —cln% (3.10)

tiene la forma que se muestra en el cuadro 3.2.1 inciso (b). La grafica de V'
es como la ilustrada en el cuadro 3.2.1 inciso (c).

Por construccién V' cumple:
(z,y) es de CL.

V
V(z,y) > 0 para toda (z,y) € int(R%) , con (z,y) # (z*,y*).
(x,y) tiende a infinito cuando ||(z,y)|| tiende a infinito.

V.1)
V.2)
V.3) Si V(z,y) =0, entonces (x,y) = (z*, y*).
V.4) VvV
V.5) V(z,y) =0 en R?.

Por lo tanto, se ha probado por el Teorema de Estabilidad de Lyapunov que:
Teorema 3.2.1 E) es un punto de equilibrio estable del sistema (3.3).

A continuacién se proponen y analizan, algunos modelos en donde se
intentard modelar la dinamica del crecimiento poblacional del hospedero y
parasito, en donde el parasito es el muérdago y el hospedero son los arboles,
lo cual se revisara a continuacion.
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Gréfica de 3.9.

3.3. Modelo de Ross-MacDonald

Sir Ronald Ross (1857-1932) conocido como Papd Mosquito, fue un Bac-
teridlogo britanico, premio Nobel de Fisiologia y Medicina de 1902 por sus
estudios acerca de la malaria (o paludismo). Dedicé su tiempo a la investi-
gacién de la malaria, concretamente a la causa y a la forma de propagacion
de la enfermedad. Los expertos sugerian que ésta era transmitida por los
mosquitos. Ross pudo confirmar esta hipétesis, descubrié que los portadores
de los parésitos del paludismo eran las hembras de los mosquitos del género
Anopheles y demostré cual era el ciclo vital de estos parasitos. Aunque su
propuesta de que la malaria podria ser controlada con la disminucién de los
mosquitos no fue bien aceptada, Ross para defender su teoria formulé un
modelo matematico el cual predice que la malaria puede ser controlada si la
poblacién de mosquitos se mantiene por debajo de un nivel critico, es decir,
no es necesario exterminar la poblacién de mosquitos, posteriormente expe-
rimentos de campo confirmaron la conclusion de Ross.

A continuacién se enunciard una variante del modelo de Ross para el
muérdago.

Se considera que la poblacién cambia en todo momento, lo que conduce a
la forma de crecimiento continuo. Asi, la reproduccién tiene lugar al azar de
entre los miembros de la poblaciéon que han alcanzado una edad apropiada;
mientras que la muerte ocurre siguiendo un patron que no varia en el tiempo.
El establecimiento de éste tipo de patrones, tiene sentido si el tamano de la




3.3. Modelo de Ross-MacDonald 26

poblaciéon es suficientemente grande, lo cual para el problema a modelar si
se esta considerando, porque si nos referimos a un bosque la poblaciéon de
arboles y aves es demasiado grande.

Es importante recalcar que se esta considerando una poblacién uniforme
de arboles donde no hay diferencias entre especies como lo hace Liu [26], en
este articulo toma en cuenta que las semillas tardan 3 meses en fijarse al
arbol, por lo que las matas inmaduras de muérdago crecen rapidamente y
florecen, produciendo fruta a los 3 anos de edad a partir de ahi el muérda-
go produce frutos hasta su muerte. La esperanza de vida del muérdago es
de un maximo de unos 17 anos, es importante aclarar que éstos datos son
para la especie de muérdago llamada Phoradendron californucum, que es un
muérdago del desierto y parasita arboles de la misma regién. Pero para una
primera aproximacién de los modelos que se estudiaran es ésta tesis no se
integraran estos datos.

Que tiene los siguientes supuestos:

= Se consideraran a las poblaciones como constantes.
= No se desprecian los movimientos migratorios.
= No se consideraran nacimientos ni muertes en la poblacién de arboles.

= Si un arbol se enferma y recupera por medio de la poda no adquiere
inmunidad y vuelve a ser susceptible.

Se denotara por:

A = Total de la poblacién de arboles.

P = Total de la poblacion de aves.

u(t) =Nimero de drboles parasitados en el tiempo .

v(t) =Nimero de aves que han manipulado muérdago en el tiempo t.

b = Frecuencia con que manipula el ave al muérdago.
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p = Probabilidad de que la semilla de muérdago se fije al arbol(es una
probabildad vista como pardmetro, sin distribucién).

q = Probabilidad de que una ave manipule al muérdago(es una probabil-
dad vista como pardmetro, sin distribucién).

r = Tasa de recuperacién por arbol parasitado(ya sea por la poda o por
su mismo mecanismo de defensa), de tal forma que % nos da la duracion
media del periodo de infeccién de los arboles.

i = Tasa de mortalidad por ave(/ll nos da la duracién media de la vida

de las aves).

En este modelo se supone que la tasa de mortalidad de los arboles es
insignificante cuando se compara con su tasa de recuperacién. La tasa de
mortalidad de las aves es la misma, independientemente de que estén infec-
tados o no.

Durante un intervalo pequeno dt, cada ave que ha manipulado muérdago
interactia con bdt arboles, entre una fraccién igual a % que no estan para-
sitados. Tomando en cuenta la probabilidad p, hay bpv%dt nuevos arboles
infectados. Durante el mismo intervalo de tiempo, el nimero de arboles que

se recupera es rudt, por lo tanto se tiene:

a(t) = bpo(t) (A_T“(t)) — ru(t). (3.11)

Similarmente cada ave que no ha manipulado muérdago, tiene una inter-
accion bdt érboles, entre una fraccion igual a 4 que ya estdn parasitados.
Tomando en cuenta la probabilidad ¢ hay bg(p — v)%dt nuevas aves que han
consumido muérdago. Mientras tanto, se asume que la parasitacién no de-
pende de la influencia de la mortalidad, el nimero de aves que mueren es

pudt. Asi se tiene la siguiente ecuacion:

() = ba(t)(p — (1) 2 — (). (3.12)
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Resumiendo el sistema queda dado por:

A—
at) = bpo(t) (T“(t)) — ru(t),
. u(t
ot) = ba(t)(p— o) — o) (3.13)
Para adimensionar las variables de estado u, v, se toma
€r = E
=T
_ Y
Y= P

Por lo tanto, se estudiara el sistema en el cuadrado D = {(z,y)|0 < z,y <
1} y este sistema esté dado por:

w(t) = bpmy(t)(1—x(t)) —ra(t),
y(t) = bgx(t)(1 —y(t)) — py(t), (3.14)

donde m = P/A es el y niimero de vectores(aves) por arbol.

3.3.1. Analisis cualitativo del modelo

A continuacién se hara un analisis del modelo (3.14). Es directo verificar
que el campo vectorial sobre la frontera de su dominio D apunta hacia el
interior de D.

Este sistema tiene dos puntos de equilibrio: el estado libre de la enfer-
medad (equilibrio trivial) Ey = (0,0) y el estado de equilibrio endémico
E, = (z*,y*), donde

*
*

pgb*m — pr . re
_ __ 3.15
qb(pbm + 1) Y bpm(1 — z*) (3.15)
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FE tiene sentido bioldgico, si Ey; € D. Mas especificamente si 0 < 2* < 1y
0 < y* < 1. De esta referencia se sigue que si y* < 1 si y solo si

pbm

*

< —< 1 3.16
— pbm+1r ( )
Una consecuencia importante de (3.16) es que el prado o bosque en el
caso endémico no se infecta nunca al cien por ciento y que este porcentaje
disminuye mientras aumente la poda, mas atin dado un porcentaje v tolerable
en el lugar de estudio, la poda minima viene dada por:
1—
r> pb(—,y)m.
Y
Por otro lado, z* y y* serdn mayores que cero si, y sélo si pgb*m > ur o
equivalentemente

B pgb®>m
=

Por lo que el equilibrio endémico existe siempre que Ry > 1. En otro caso,
hay un tnico punto de equilibrio en D que es el trivial.

Ry > 1.

Estabilidad de Ej

La matriz Jacobiana para el sistema (3.14) estd dada por :

_ (—pbmy —7r (1 —z)pbm
T o) = ( (1 —y)  —qgbr—p )

al evaluarla en Ey = (0,0), se tiene:

J[0,0] = (_T qu)

¢ —p

de donde se sigue que el polinomio caracteristico de este caso es:
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N4 (r+mA+ru(l—Ry) =0 (3.17)

y el polinomio tendra raices negativas o con parte real negativa si los coe-
ficientes de (3.17) son positivos y esto sucede si Ry < 1. En otro caso, se
tienen raices reales de signos contrarios, por lo tanto, se concluye que Ej es
un atractor local si Ry < 1 y un punto silla si Ry > 1.

Para la estabilidad global del estado de equilibrio trivial, se observa que:

Oy (bpmy(1 — @) — rz) + 0, (bgz(1 — y) — py) < —(u+7) (3.18)

en D, por el criterio negativo de Dulac, este sistema no tiene soluciones pe-
riddicas y Fjy es el tinico estado de equilibrio en D y es localmente asintética-
mente estable. Luego como consecuencia del Teorema de Poincaré-Bendixon
se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.3.1 FEl estado de equilibrio trivial Ey es globalmente asintotica-
mente estable en D.

Estabilidad de E;

Se evalia la matriz Jacobiana en Fi, el cual tiene como determinante:

*

rT
1—a*

DetJ[z*,y*] = ( - — ) (gt —p)—ghtpm(1—a) (1 — — )
(%) ( )

pbm (1 — x*)

Haciendo simplificaciones algebraicas necesarias se obtiene:
DetJ[z*,y*] = pr(Ro — 1)

donde la traza esta dada por:

re*

1—z*

TrJxz*,y*] = —gbx* — pu —

Por lo tanto el polinimio caracteristico esta dado por:
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*

rT
1—a*
donde el polinomio tendra raices negativas si los coeficientes de (3.19) son

positivos y esto ocurre si, y sélo si Ry > 1, por lo que se concluye que F; es
un atractor local si Ry > 1 y un punto silla si Ry < 1.

2N+ (ghz* + p+

+7)A+ pr(Ro — 1) =0, (3.19)

Si Ry > 1, entonces F; es asintoticamente estable y Ejy es un punto silla.
Y por el criterio de Dulac el sistema (3.14) no admite soluciones periddicas.
En consecuencia, por el Teorema de Poincaré-Bendixon se ha probado el si-
guiente resultado.

Teorema 3.3.2 El estado de equilibrio no trivial Ey es globalmente asintoti-
camente estable en D.

Por 1ltimo es importante notar que los modelos estocédsticos generalmen-
te son matematicamente mas complejos. Esto nos indica que los modelos
estocdsticos se prestan para la simulacion y reducciéon en complejidad ma-
tematica pero pierden profundidad analitica. Los procesos estocésticos son
conocidos por su aplicabilidad y por eso la computadora y la programacion les
abren las puertas al modelaje matematico. Contrario al enfoque meramente
deterministico [7].

3.3.2. Discusion

Para esta seccion, se hacen algunas simulaciones del modelo haciendo
uso de datos obtenidos de Aukema y del Rio ([2]), su estudio se centra en
las montanas de Silverbell al oeste de Marana, Arizona, EUA. La especie de
muérdago que ellos estudian es Phoradendron californicum que es un muérda-
go de desierto, donde el vector es un ave de la especie Phainopepla nitens.

Los datos se obtuvieron de transectos de 400m? que incluyeron 168 &rbo-
les de los cuales 41 estan parasitados. Se asume que hay 924 aves dispersadas
uniformemente por lo que estan distribuidas 5.5 aves por cada arbol. Tam-
bién se tiene que b = 0.01, p = 0.0002, ¢ = 0.8, r = 0.00288 para éste dato se
considerd el hecho que se hace una revision para quitar muérdago cada dos
anos y por ultimo la tasa de mortalidad per capita p = 0.299. El plano fase
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moy(1-x)-rx b=001 r=000288 p=0.002
R0 -y)-uy u=0299 =08 m=5.5

UB— ......... ......... ......... ......... ........ ......... ......... b,

[ =8 I 1 et ...... ...... ......... S

U.E—----: ...... ........ ......... ....... ........ kel

e s ] e pdinc ................. el ........ S O . 58 [ O ......... D A .

El.tl—---: .......... ......... ek Ao o L .................. ......... st _

Figura 3.2: Plano del fase, donde Ry < 1.

se muestran en la figura 3.2 la cual es graficada con Matlab.

Que para este problema se tiene un Ry < 1, por lo que se deduce que no
habré brote epidémico.




Capitulo 4

Muérdago: Modelo
Epidemiolégico con Vector

“No existe victoria ni derrota en el ciclo de la naturaleza:
existe movimiento”.

P. C.

En esta seccién se desarrolla un modelo epidemiolégico que toma en cuen-
ta al vector. Para el caso que nos ocupa, las aves.

Se considera que la poblacién cambia en todo momento, lo que conduce
a la forma de crecimiento continuo. El tamano de la poblaciéon es suficien-
temente grande, lo cual para el problema a modelar si se esta considerando,
porque si nos referimos a un bosque la poblacién de arboles y aves es dema-
siado grande.

Las poblaciones de arboles y aves se dividen en clases de individuos sus-
ceptibles e infecciosos. Teniéndose asi cuatro clases que representan las po-
blaciones de arboles susceptibles, es decir, sin muérdago (.5); drboles infes-
tados con muérdago (I); las aves sin haber tenido contacto con el muérdago
(U); y las aves que han manipulado muérdago (V). Los drboles susceptibles
pueden llegar a ser contagiados cuando tienen interaccién con una ave que
ingirié muérdago. Las aves susceptibles pueden ingerir muérdago en un arbol
infestado. El modelo que se propone es el siguiente:

33
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L. Bs

ES = 5 —Hs—HksV,

1y S5V

T = KRs Ji M,

1.

ol = %B_MB_HB]’

1. U

=V = — — Uup. 4.1
v HBV KB (4.1)

Aqui lo importante no es reiterar los detalles de la construccién, sino, mas
bien, enfatizar su interpretacién. Aqui los miembros izquierdos describen la
razon de crecimiento por individuo presente en el momento .

Los supuestos de modelacién son muy similares a los supuestos de la
seccion 2.2 y el lector curioso puede sin dificultad dilucidar, pensando en
poblaciones de arboles y aves que han rebasado ya su tasa de maximo creci-
miento (i.e., poblaciones con crecimiento desacelerado). Modelo que se puede
reescribir como sigue:

S = Bs—psS—ksSV,

I = kgSV —ul,

U = Bp—pusU — kgll,

V = kplU— ugV. (4.2)

Donde (s son los nacimientos por unidad de tiempo y us es la muerte
per capita de los arboles susceptibles(el tiempo promedio de vida de un arbol
sano es por lo tanto Mis), por lo que el tamano de la poblaciéon de arboles es

K = ﬁ—z, entonces K es la capacidad de la poblacion de arboles. De forma
similar Sp son los nacimientos por unidad de tiempo y pp es la muerte
per cépita de aves ya sea que hayan manipulado muérdago o no(el tiempo
promedio de vida de una ave I%B), por lo que el tamano de la poblacion de aves

es M = 6—; entonces M es la capacidad de la poblacion de aves. En cuanto a
las tasas de parasitacion se tiene que kg es la parasitacion per capita de los
arboles sanos y kg como la parasitacion per capita de las aves con arboles
parasitados de muérdago.
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4.1. Analisis del modelo

Los puntos de equilibrio del sistema (4.2), se obtienen resolviendo el sis-
tema de ecuaciones algebraicas siguiente:

BS - /LS‘S — IisSV = O, (43)
kgSV —purl = 0, (4.4)
BB - [LBU - KBIU = 0, (45)
/iBIU — MBV = 0. (46)
Sumando (4.5) y (4.6), se obtiene
ps(U+V) = Bp (4.7)
y de (4.5) se tiene:
BB
U=——"—. 4.8
pup + kpl (48)
De (4.6) se tiene que:
v="Ey. (4.9)
UB
Sustituyendo (4.8) en (4.9) se obtiene:
1
yobs (L) . (4.10)
pup \pp + Kl
De (4.3) despejando a S:
Bs
S=—"—. 4.11
Hs + KSV ( )

De (4.11) y (4.10) se tiene:
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I
S = Ostn(iip + kpl) . (4.12)
ppps(pp + kpl) + Bpkprsl
Sustituyendo (4.10) y (4.12) en (4.4) se tiene:
_ BsPprstpl
0 = - /,L[]
psps(ps + kpl) + Bprprsl
= —prrp(psps + Bprs)I® = (pipspy — BsBerskin)l.
De donde se obtienen dos valores reales para [:
Iy =0 (4.13)
Ry—1
I M7 (4.14)
pshs + Bpks
donde
R, — s0Bristn (4.15)
HsHIKp

que es el nimero reproductivo bésico.
Nétese que I es admisible si, y s6lo si Ry > 1. Y que [5 = I], si Ry = 1.
Para I7 = 0 se tiene al punto de equilibrio trivial Ej:
Ef = <&,0, 5—3,0) . (4.16)
Hs  UB

En particular se dird que el modelo (4.2) admite una interpretacién biolégica
si (S,I,U,V) e Qdonde Q= {(S,I,U,V)eRS>0,1>0,U>0,V >0}.
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4.1.1. Estabilidad del estado de equilibrio trivial

Para estudiar la estabilidad local del sistema (4.2), considérese a la matriz
Jacobiana asociada a la aproximacién lineal de este sistema, evaluada
en el estado equlibrio £}, esto es:

— s 0 0 —/fs&
ﬁys
0 —pr 0 Ky
JE] = By fs (4.17)
0 —Kkp— —upB 0
B
0 IiB—B 0 —UB
KB

— s — A 0 0 —Iisﬁ
S
0 — M7 — A 0 Hgé
p(A\) = det[J(E}) — N = 3 Hs 1 (4.18)
0 —KB—B —UB — A 0
A—LB
0 IiB—B 0 —UB — A
KB

Haciendo céalculos sencillos obtenemos:

KRqK
POV = (A 4+ 1)\ -+ p12) [(A ) i) — P5PERsRE] )
HsSHB
Si se define a
KoKk
G0 = N2+ (ur + )\ + oy — L08R
HsitB

se puede reescribir a g(A) como:
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q(A) = N + (s + pp) A + prps(l — Ry), (4.20)

se sigue que la parte real de las raices de p(\) tienen parte negativa ! si y
s6lo si las raices del polinomio ¢(\) tienen parte real negativa. Y como g(\)
es estable? si, y sélo si Ry < 1, se ha demostrado el siguiente teorema.

Teorema 4.1.1 Si7 Ry < 1, entonces

a) El sistema (4.2) admite como unico estado de equilibrio admisible, el
estado de equilibrio trivial.

b) El estado de equilibrio trivial del sistema (4.2) es asintdticamente es-
table localmente.

Este teorema constituye también un indicio para conjeturar que la esta-
bilidad asintética del estado de equilibrio trivial es global.

En lo que sigue se construira una funcién de Lyapunov que permita inferir
sobre la estabilidad del modelo.

Se define una funcién W, W : {(S,1,U,V) € Q|S,U > 0} — R definida:

(S S
W(S,I,UV) = S (§—m(§))+1

ksBs (U ( U ))
v BSPspe (2
KBS <U* U~
rsbs i, (4.21)
HUBHS

Claramente W es C! en el interior de Q, W(E}) =0y W(S,I,U, V) >0
si (S, I,U, V) # (S*,I*,U*, V*). La derivada de W a lo largo de las soluciones
de (4.2) es la siguiente:

+

!1Se dice que un polinomio p(A) es estable si y s6lo si todas sus raices tienen parte real
negativa.

2Es bien sabido que el polinomio cuadratico q(\) = A? + b\ + ¢ tes estable si, y sélo si
b y ¢ son positivas.
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W(S,I,U,V)

+

S*\ ..
1—— 1
( S)s+ T

ksBs
HBHUS

Vv

Ksfs
MBS

haciendo el algebra necesaria se obtiene que:

W(s,1,U,V) =

+

+

*

(-5)e

(4.22)

S
Bs — usSV — 55'? + pusS* + kg S™V + kgSV

prl + (

(
(
(

ﬁsﬁs)
HBUS

KBS

KsBs
KBS

K
%Sﬁs>
1

ott —
w0
ot~ (

Rsﬁs)
K
HUBHS

La cual podemos reescribir como:

)53 B (f@sﬁs

UBHS
KksPBs
UBHS
KsPs
KUBHS
KsPBs
KBHS

v
5
SU*T
sV

)s
)H
)

:>NBU

W(S,1,U,V) = Wy(S,1,U, V) +Wy(S,U, U, V) +Ws(S,1,U, V),

donde

Ws3(S,1,U,V)

K&Sq/+_<ﬁsﬁs)/%3__(%sﬁs

WolS, I,U, V) = —usl + (F"SBS
KBS

HBHS

*

S
Wﬁ(srﬂlﬁx/)::55—-MSS-—5S?;-%MSS*

) /ﬂ?BU*I

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)
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Considerando el punto de equilibrio Ef, (4.25) se puede reescribrir como:

Wi (S, 1,U,V)

asi que W1(S,1,U,V) < 0.

B

= 28— psS - =

psS

_ b e
= ,USS(ﬁS psS)

Por otro lado, para (4.26) se tiene que:

Wo(S, I,U,V) =

y Wy (S, I,U, V) < 0si Ry <1.

s (2
BHS

gl + (55555353) I
HpHs

7 (HsﬁBﬁsﬁB )

5 T HI
Hphs

prl(Ro —1)

Ahora para (4.27) se reescribe como:

. ksBs 52
Ws(S,1,U, V) =2 <RS—BS> Be — (RS&S>MBU—M.

HBHS

KBS upU

Sea x = % entonces (4.30) se reescribe como:

Ws(S,1,U,V)

zf%

usU
T s 2
,USS(ﬁB uBS) .

2¢8p — xpupU —

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)
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Por lo tanto si Ry < 1, entonces 14 <0.

Notese que el subconjunto donde W=0esenS = 5—2, I1=0yU-= /%’
entonces que una solucién o trayectoria entre en esta region para cuando
t — oo, significa que I = 0 implica que I =0, entonces V = 0. Por lo tanto
la tnica trayectoria que puede permanecer en {(S,1,U,V) € QW = 0} es
{E7}, donde EY es el punto de equilibrio trivial. Por el Principio de Invarianza
de LaSalle se tiene que Ej es globalmente asintéticmente estable en 2.

4.1.2. Estabilidad del estado de equilibrio no trivial

psp(Ro — 1)

spip + Bks
que el punto de equilibrio Ej es:

Dado que I = y haciendo el algebra necesaria se tiene

Bspp(psis + Bers + pskp(Ry — 1))
(wspp + kpps(Ro — 1)) (usps + Bprs)’

B = (SI",U*V*) = (
psip(Ro — 1) Be(psis + Bpks)

psiip + Bpks  pp(isis + Bpks) + kppspp(Ry — 1)’

(5_3 ) ppis(Ro — 1)

s/ wsip + Beks + kpps(Ro — 1))

(4.33)

La matriz jacobiana asociada a la aproximacion lineal del sistema (4.2),
evaluada en EJ es:

—Hus — /is‘/z* 0 0 —lﬂssg
ks Vo —H1 0 KsS5
J(E}) = (4.34)
0 —K,B[jék —UB — HB[%( 0
0 EBUQ* HBI; —UB

que es:
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—Bs 0 0 —kgS}

ksVy  —pur 0 ksSs
J(E3) =
0 -kl =2 0

0 KJBUz* KJBI; —UB

Para ello se tomaron las siguientes identidades:

Bs

* = -,

ps + KgV S;
BB

+ I'=-—=

UB KB U2*7

ksSTV* = I
/QBI*U* = MBV*

El polinomio caracteristico del sistema linealizado esta dado por:

_g_; —A 0 0 —kgSy
ksVy —pr— A 0 ksSs
P(X\) = det
0 —kgUs —g—g —A 0
0 KBUS IiB]; —UB — A

Después de hacer los calculos del determinante se obtinene:

P(\) = X'+ ay N + ap)\? + az) + ay,

con

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)
(4.39)

(4.40)

(4.41)
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BB ﬁS
= =242 4.42
ap Us + S5 + up + pr, ( )
5355 53#3 BBMI 55#1 ﬁB,uI
— 4.43
“ = gty oy sy Tup (4.43)
* QUK T Tk KT TR 7% 5BBS/J’B BBBSMI
a3 = kykslyS3Us + kpraSyUS VS + S0 + S50 (4.44)
[*
ay = FEPsipirly (4.45)
S2

Usando el Criterio de Routh-Hurwitz, la estabilidad local del punto endémi-
co E5 se obtendra si los coeficientes ay, as, ag, as del polinomio P(\) son
positivos y

a; az 0O
A3 =11 ay a4 = (CL16L2 — (lg)ag — CL%CL4 > 0. (446)
0 a; as

Es claro que los coeficientes de P(\) son positivos, sélo falta demostrar
que Az > 0. Para ello, es conveniente adoptar la siguiente notacién:

A:ﬁU—g,Bzg—g,C':,uB—i—,u[,D:/LB,uI,L:/iBIyF:/ﬁSV.

Ahora reescribiendo los coeficientes de (4.41) en términos de la nueva
notacién, se tiene que:

aa = A+ B+C,

ay = AB+ (A+ B)C,
a3 = ABC+ D(L+ F),
ay BDL.

Después de calcular el determinante se obtiene lo siguiente:
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(aray — as)az —atay = A*B*C + A’B*C + A’BC® + AB*C® + A°BDF
A’CDL + AB*DF + A*CDF + ABCDF + B*CDF

AB(A?C? — CDL) + B*(2A°C? — DL(A+ L))

B*(AC? — DL) + DF(AC? — 2DL)

+ DF(BC? — DF)+ DL(AC? — DL). (4.47)

- -+

De las identidades (4.36) se pueden obtener las relaciones siguientes:

A = L+ug (4.48)
B = F+ug, (4.49)

de las cuales se obtienen las siguientes desigualdades:
AC? > DL, BC* > DF, A’C* > DL(A+ L) y A2C* > CDL.

Asi, se concluye que (4.47) es positivo. Por lo tanto se ha probado el
siguiente teorema.

Teorema 4.1.2 Para Ry > 1 el estado endémico Ej es localmente asintoti-
camente estable.

4.2. Modelo epidemiolégico con vector y po-
da

En ésta seccién se propone el mismo modelo de la secciéon anterior pero
con la accién de la poda, es decir, se considera que hay jardineros que
cortan el muérdago a una tasa constante e. De los supuestos ya dados
para el modelo (4.2), se obtiene el modelo siguiente:

= Bs— usS — ksSV, (4.50)
= ksSV — prl — ¢, (4.51)

B — uU — kplU, (4.52)
= kplU — ugV. (4.53)

< S~
I
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4.2.1. Analisis cualitativo

Para obtener los puntos de equilibrio del sistema, se obtiene de la misma
manera que el modelo (4.2). Claramente la unica diferencia serd para la
ecuacion que depende de e. Ahora bien sustituyendo (4.53), (4.10) y (4.12)
se tiene que:

-~ BsPprstpl
0 = —url —e€
psps(pp + kpl) + Berprs]

= —urip(usps + Beks)I* — (uipsph — BsBerskn
+erp(pspp + Bsks)) ] — epsup. (4.54)

De este modo, hallar los puntos de equilibrio no triviales® se reduce a hallar
las raices de la ecuacién cuadratica (4.54). La cual se puede reescribir como:

al? + b +c. =0, (4.55)
donde

a = prep(pusis + Beks),

be = prpspy + exp(pspp + Bsks) — BsBprskn,

2
Ce = €lisip.

Ahora, para que esta ecuacién tenga raices reales es necesario que A, > 0,
(A = b? — 4ac,).

Para indagar cuando A, > 0 es conveniente introducir el niimero repro-
ductivo basico Ry, el cual esta dado por:

3El lector puede verificar directamente de (4.53), (4.10) y (4.12), que en ausencia de
muérdago (i.e., V. = 0y I = 0), la solucién de equilibrio trivial esta dada por Fy =
(ﬁS/MSW 07 ﬁB//J’B7 0)
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Ry = 5553&%37 (4.56)

2
sy
el cual representa el nimero promedio de contagios secundarios.

Escribiendo a A, en términos de Ry se tiene:

A, = bz—4acE

2
€ KRgK
= (,US,UI,UZB)Q {Ro — (1 + </€B + Psres B))}
HIlkB HsitB

—4prkp (s + Baks)isiie. (4.57)

Ademas, observando que si Ry # 1, entonces A, > 0 cuando € = 0. Ahora,
se sigue por continuidad, que A, > 0 para 0 < € < €., para alguna €. > 0, si
Ry >1.Y que A, > 0 para 0 < e, si Ry < 1.

Claramente €. es la raiz positiva mas pequena del polinomio cuadratico
en A, = 0, el cual podemos reescribir como sigue:

(A—eB)? —Ce =0,

/BSK‘SK/B

|:/<JB +
HiktB HsiB
cuya raiz positiva mas pequena esta dada por:

KRB

] yC =4— (Hspp+PBpEs)
Hplrtts

donde A= Ry—1, B =

€l =

92AB + C — \/C(4AB + O)
s , (4.58)

se llega a que

Afirmacion 4.2.1 Si Ry > 1, entonces A, > 0, para 0 < € < €., donde €.
dado por (4.58).




4.2. Modelo epidemiolégico con vector y poda 47

El lector puede verificar sin dificultad que A, > 0, si Ry < 1.
Como

0 <A, = —4ac. < b,

se sigue que
VA< b |
Asi, el polinomio cuadratico en (4.55) tendra ambas raices positivas (0 <

I < 1), st b <0, =be >Acy A > 0.

El lector puede verificar sin dificultad que si b, > 0, entonces ambas raices
del polinomio cuadratico en (4.55) son ambas negativas.

Ahora, escribiendo a b, en términos de Ry se tiene:

be = papsiis {Ro _ {1 TR (FLB + BSKS“B)H , (4.59)
HIkB HsitB

asi b, <0, si:

Ry <1+

€ { ﬁsﬁs/ﬁa}
kg +————|.
185 92%:; HsSHUB

Es decir, si Ry — 1 < ¢, donde:

e = Hupp(flo = 1) (4.60)

. (1 n 55&9)
HskB
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Notese que si b, = 0, entonces el polinomio tiene raices imaginarias. Por
lo tanto no son admisibles. Lo cual no tiene interés bioldgico.

Resumiendo, se ha demostrado el siguiente teorema.

Teorema 4.2.1 Si Ry > 1, entonces para el modelo de cuatro poblaciones
para el muérdago con poda (4.2) tiene dos estados de equilibrio admisibles
no triviales Ee; = (ST, 17, U, Vi) y Ee = (S5, 15,U5, V5" (I < I) para
0 <e<e. cone.=minlea, €z




Capitulo 5

Conclusiones

“Sélo cuando el dltimo drbol esté muerto,
el ultimo rio envenenado, y el ultimo pez atrapado,
te dards cuenta que mo puedes comer dinero ”.

Sabiduria indoamericana

El muérdago es una planta parasito compleja que aprovecha el grado de
susceptibilidad en la que se encuentran los arboles de las zonas urbanas, oca-
sionando graves e irreparables danos a sus prados, calles y bosques. Con el
proposito de dar proteccion a los arboles, cuidando con ello el medio ambien-
te, el estudio de la dindmica del muérdago es fundamental. Y en esta tarea,
el desarrollo modelos matematicos es muy relevante.

Para ello se comenzo6 revisando el modelo clasico de Volterra, tomando
en cuenta que éste modelo no contempla muchos aspectos importantes de
la naturaleza de la plaga, se revisoé el modelo de Ross para el estudio de la
malaria, el cual esta mas apegado al problema del muérdago, ya que muchos
aspectos importantes que hay entre las personas infectadas con malaria y
los mosquitos que portan el parasito es muy similar a arboles infectados con
muérdago y las aves que lo manipulan. Como parte del estudio de este mo-
delo, se desarrollaron simulaciones con datos tomados de Aukema y del Rio
2], donde se presenta un estudio que se centra en las montanas de Silverbell
al oeste de Marana, Arizona, EUA. La especie de muérdago que ellos estu-
dian es Phoradendron californicum que es un muérdago de desierto, donde
el vector es un ave de la especie Phainopepla nitens. En fin, segiin nuestras
simulaciones numéricas con el modelo de Ross, el muérdago eventualmente
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desaparecera en Silverbell.

Por otro lado, la poblacién de las aves forman parte de la dinamica,
por tal motivo se desarrollé un modelo epidemiolégico, considerando cua-
tro poblaciones, las de arboles susceptibles e infectados y de las aves que
han manipulado muérdago y las que no, éste es un modelo méas apegado a
la realidad, para el que se realizé su estudio completo, obteniendo los dos
resultados siguientes: el primero, si Ry < 1, entonces el sistema admite un
unico estado de equilibrio el trivial, el cual es globalmente asintéticamente
estable; v el segundo, si Ry > 1 el punto de equilibrio endémico es localmente
asintoticamente estable. Después a este modelo se le incluye el efecto de la
poda de arboles parasitados, para el que obtienen los puntos de equilibrio en
funcion también de la poda y el siguiente resultado: si Ry > 1, entonces hay
dos puntos de equilibrio admisibles no triviales.

Es importante recalcar que en el caso de México, no hay datos longitudi-
nales, es por ello que se revisé bibliografia de otros paises en especial Estados
Unidos. Los modelos que se utilizaron a lo largo de éste trabajo de tesis se
basaron en articulos y de algunas entrevistas que se tuvieron con bidlogos
que trabajan muérdago.

Para el desarrollo de trabajos posteriores, se propone abordar la impor-
tancia de estudiar semiflujos monotonos, ya que estos resultados son de su-
ma importancia en el estudio del dengue que bien se pueden extender al del
muérdago [14]. Ademds, seria interesante abordar y comprender en su tota-
lidad los nuevos articulos que ha propuesto Rongsong Liu, donde hace uso
de estas nuevas herramientas matematicas. También serd importante obtener
datos longitudinales de México en especial del estado de Puebla para hacer
algunas simulaciones numéricas.




Apéndice A

Diagramas de fases de los
sistemas planos

El bosquejo del diagrama de fases del sistema lineal homegeneo y auténo-
mo en el plano:

T = anTy+ apTs (A1)
Ty = a1+ a7 '
esta determinado por los autovalores A;, Ay de la matriz:
A= {an G12} (A.2)
21 Q22
o sea, por las raices de la ecuacién caracteristica
- A
pa(N) = det(A — AI) = | @z . (A.3)
21 azs — A

El origen es siempre un punto de equilibrio aislado, si det(A) # 0.

= Si los autovalores son reales y de distintos signo (A < 0 < A1), entonces
el origen es un punto de silla. Las dos semirrectas que, junto con el
origen, componen el autoespacio E(\y) son trayectorias que se acercan
al origen cuando t — oo mientras que las que componen F(\1) se
alejan de él. Las demaés trayectorias son curvas de aspecto hiperbdlico
que se acercan asintOticamente a E(\;) cuando t — oo y a E(\g)
cuando t — —oo (figura A.1).

o1
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//; ="
/4

Figura A.1: Punto silla

= Si los autovalores son reales distintos y del mismo signo (A;Ag > 0), el
origen es un nodo. Dos casos a considerar:

(i) Sison ambas negativas (A2 < A\; < 0), se tiene un nodo estable.
Luego, todas las trayectorias solucién del sistema tienden al origen
cuando t — oo. Hay cuatro trayectorias especiales que son las
semirrectas que componen E(A;) y E()2) y las deméds curvas que
tienden al origen son tangentes (en el limite) a la recta E(A;).
(figura A.2).

X1

Figura A.2: Nodo estable

(ii) Si los autovalores son ambos positivos (0 < Ay < A1), se tiene que
el origen es un nodo inestable. Luego, todas las trayectorias so-
lucion del sistema se alejan del origen cuando t — oo. tangentes
a E()g) cuando t — —oo (figura A.3).

= Si el polinomio caracteristico p4 () tiene una raiz doble A (i.e., A tiene
un autovalor doble) y A es diagonalizable, entonces el sistema (A.4)
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N
AN

Figura A.3: Nodo inestable

se tranforma, en un nuevo sistema de coordenadas determinado por
autovectores, en:

o= Ay

. A4

Yo = Ao (8.4)
de donde se sigue que el origen es un punto estrella estable, si A < 0

e inestable si A > 0 y el diagrama de fases se muestra en la (figura
A4).

Figura A.4: Puntos estrella

= Si A tiene un autovalor doble A y no es diagonalizable entonces
el origen es un nodo impropio, estable, si A < 0, e inestable, si
A > 0. En el primer caso, todas las trayectorias tienden al origen cuando
t — oo y en el segundo, todas se alejan del origen cuando ¢ — oo.
Aparte del origen, hay dos trayectorias especiales, dos semirrectas que
con el origen forman un subespacio invariante E(\) asociado a A. Las
demés trayectorias solucién, cuando A < 0 (respectivamente, A > 0)
entran (respectivamente, salen) en el origen tangentes a la recta E(\).

(figura A.5).
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Figura A.5: Nodo impropio estable

= Si los autovalores de A son un par de nimeros complejos conjugados
a +ib, b > 0, el origen es un foco o punto espiral. Las trayectorias
aparte del origen son curvas espirales que tienden al origen cuando
t — oo si a < 0 (punto espiral estable Figura A.6) y se alejan de
él (cuando t — —o0); y si @ > 0 (punto espiral inestable), (véase
figura A.7).

Figura A.7: Espiral inestable

= Si los autovalores son un par de niimeros imaginarios conjugados =+ib,
b > 0, el origen es un centro. Ademas de éste, las trayectorias del
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sistema son elipses de centro en el origen. (figura A.8).

e

k2

Figura A.8: Centro

En la figura (A.9) se describe esquematicamente la clasificacién del esta-
do de equilibrio del sistema (A.4), en términos de la traza de A (TrA), el

determinante de A (detA) y el discriminante de A (A = (TrA)? — 4detA).

det A
A=0
Espirales Espirales
estables inestables
A<0,TrA <0 A<0, Tr A>0
(%]
=]
=
=
a
[&)
Modos estables MNodos inestables
A0, TrA<0 A>0,Tra>0
TrA
Puntos de silla
det A <0

Figura A.9: Tipos de diagramas de fases




Apéndice B

Definiciones y teoremas

En el estudio del comportamiento geométrico de las trayectorias solucion
del sistema auténomo de ecuaciones diferenciales & = f(z), sus puntos de
equilibrio T juegan un papel central. Un punto de equilibrio se dice estable si
las soluciones con condicién inicial proximas a él, permanecen proximas para
todo instante posterior. Y se dice asintoticamente estable si éste es estable y
toda trayectoria soluciéon con condiciones iniciales préximas a él, convergen
a éste cuando t — 00. Y se dice que es globalmente asintoticamente estable
si toda trayectoria solucion del sistema converge a éste cuando t — oo.

Consideremos el sistema auténomo

i = f(@) (B.1)

donde f: Q) — R" es de C! en el conjunto abierto 2 C R™.
Se usara la notacién ¢(t, zy) como la solucién del problema de Cauchy:
& = f(z)
z(0) = zo

Definicién B.1 La trayectoria u orbita positiva de una solucion ¢(t, x)
es y(zo) = {p(t,x9) € QR CR" : t > 0}.

Definicién B.2 Un punto © € Q es llamado un punto de equilibrio de

(B.1) si f(z) = 0.
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Definicién B.3 Sea T un punto de equilibrio del sistema & = f(x). Se dice
que T es estable si, dado € > 0 existe 6 = 6(e) > 0, tal que si || xg— 7 ||< 6,
entonces la solucion @(t, o) estd definida y satisface || o(t,zo) — Z ||< € para
todo t > 0.

Y se dice que T es asintoticamente estable si es estable y si toda solucion
o(t,zg) con || xg — T ||[< 6 tiende T cuando t — oo.

Un punto de equilibrio T se dice que es tnestable si no es estable.

Definicién B.4 . Se dice que el conjunto W C Q es positivamente in-
variante si para todo xy € W se tiene p(t,z9) € W para toda t € [0,w).
Andlogamente, es negativamente invariante si o(t,zq) € W para todo
t € (o, 0] siempre que xo € W. Finalmente, se dice que W es invariante si a
la vez es positiva y negativamente invariante.

B.1. Linealizacion de sistemas no lineales

Para estudiar la estabilidad del punto de equilibrio z del sistema & = f(z)
hay que analizar el comportamiento de las soluciones préximas a . Sean las
funciones f;(x;,...,x,) y 0fi/0x;, 4,5 =1,...,n son continuas en el conjunto
abierto ) de R" garantiza que las funciones f; son diferenciables en todo
punto de €2, es decir, que en un entorno de .

0 0
filons ) = fi@ )+ @+ S,
+ gl(fahb'” 7hn>
Ofn Ofn ,_
folxy, - yxy) = fulZy,- -, Tn) + 8_;<x)h1 + 4 ain (Z)hy,
+ gu(T,hy, ... hy) (B.2)
donde h = (hy,...,z,) = (¥1 — Z1, ..., Tpn — ZTn) v ¢:(Z, h) son funciones

“pequenas.®™ un entorno de T, concretamente, tales que g;(z,h)/||h]] — 0
cuando ||h]| — 0, o sea, cuando z — Z.

En escritura vectorial
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f@) = A- (v —7) + g(x,7) (B.3)
teniendo en cuenta que por, por hipétesis, f(z) =0, y donde A = Df(z) =

%(:@) es la matriz Jacobiana de f(x) evaluadaenzy g = (g1, - , gn) verifi-
J
ca lim M = 0 y teniendo en cuenta que el valor de g es pequeno

le—z|=0 || = —Z ||
para x proximo a I, es razonable conjeturar, que el comportamiento de las
soluciones del sistema no lineal aproximan a z es analogo al de las soluciones
del sistema lineal & = A - (x — Z).

Para simplificar los argumentos, conviene introducir la variable y = v —Z,
que representa la desviacién del estado del sistema respecto del estado de
equilibrio z. El sistema que satisface y(t) = z(t) —z es y = Ay+g(y), el pun-
to de equilibrio pasa a ser, en la nueva variable, el origen y las propiedades
de estabilidad de éste son las mismas que las de  como punto de equilibrio
de # = f(x).

Definicién B.5 Sea & un punto de equilibrio de & = f(x). El sistema lineal
auténomo

Ofi
al'j

se llama linealizacion, aproximacion lineal o primera aprorima-
cion de & = f(z) en T.

y=Df@)-y, Df(7)=

(7) (B-4)

Sistema al cual se recurre para estudiar las propiedades locales de esta-
bilidad del sistema & = f(x) alrededor del estado de equilibrio z. La justifi-
cacion de este procedimiento descansa en el siguiente teorema fundamental
de la teoria geométrica local de las ecuaciones diferenciales ordinarias. Para
ello, es conveniente antes recordar que un estado de equilibrio Z del sistema
& = f(x) se dice que es hiperbdlico si todos los eigenvalores de la matriz A
en su linealizacién y = Ay alrededor de T tienen parte real no nula.

Teorema B.1 Hartman-Grobman Sea (2 C R™ un abierto, * € Q y
Ba(z) C Q para algin d > 0. Sea f € CY(Q) tal que f(z) =0, A = Df(x)
y & un punto de equilibrio hiperbolico. Entonces existen vecindades abiertas
xeUy0 eV yun homeomorfismo H : U — V tal que las soluciones
o(t,zo) de la ecuacion
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{0 =

son topologicamente equivalente a las soluciones de su linealizacion

{ y = Ay,
?J(O) = Y
(i.e., H(p(t,xzo)) = ey, yo = H(xy)), para todo xo € U y [t| < 1.

Para su demostracién véase (Hartman Ph. [19]).

En particular, de éste teorema se sigue que si y = 0 es un estado de
equilibrio asintéticamente estable del sistema 1y = Ay entonces T es un estado
de equilibrio localmente asintéticamente estable del sistema @ = f(z). Y que
si y = 0 es un estado de equilibrio inestable entonces z también lo es.

B.2. Estabilidad para sistemas no lineales: Lya-
punov

Definiciéon B.6 Se V : U — R wuna funcion diferenciable definida en un
subconjunto abierto U C Q) de T es llamada una funcion de Lyapunov

para (B.1) enU st V(z) =0, V(z) >0 parax #z, x €U, y
gradV (z) - f(z) <0, (B.5)
para x € U. Si la desigualdad (B.5) es estricta para x € U, © # T,

entonces V' es llamada funcion de Lyapunov estricta para (B.1) en U.

Teorema B.2 (Estabilidad de Lyapunov). SiV es una funcion de Lya-
punov estricta para (B.1) en un conjunto abierto U que contiene al punto de
equilibrio T, entonces es estable. Si V' es una funcion de Lyapunov estricta,
entonces es asintoticamente estable.

Teorema B.3 (Barbashin-Krasovsky) Sea T un punto de equilibrio de
(B.1). Sea V : R" — R una funcion continuamente diferenciable tal que

i) V() =0y V(x) >0 para todo x # Z.
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ii) Si|| z ||[— oo, entonces V(z) — oc.
iii) V(z) <0, para todo = # T,
entonces T en globalmente asintoticamente estable.

Teorema B.4 (Principio de invariancia de LaSalle) Sea W C Q un
conjunto que es invariante positivo con respecto a © = f(x). Sea V: W — R
una funcion continuamente diferenciable tal que V(m) <0 en €. Sea E el
conjunto de todos los puntos de W donde V(az) = 0. Sea M el mayor conjunto
mvariante contenido en E, entonces toda solucion que comienza W tiende a
M cuando t — oo.

Definicién B.7 Un dominio 2 C R" se llama simplemente conexo si
cualquier curva cerrada contenida en §2 tiene todo su interior contenido en

Q.

Teorema B.5 (Criterio de Bendixon) Sea @ = f(z) con f € C' donde
Q es una dominio simplemente conexo en R%. Si V. f, es distinto de cero y
no cambia de signo en Q, entonces & = f(x) no tiene trayectorias cerradas
contenidas enteramente en ).

Definicién B.8 Un punto p € ) es un punto w-limite de la trayectoria
v (o) si existe una sucesion de tiempos t, — 0o tal que p = kh’m o(tg, xo).
—00

Similarmente, un punto q € 0 es un punto a-limite de la trayectoria v, si
existe una sucesion de tiempos t, —» —oo tal que q = kh’m o(tg, To)-
——00

Teorema B.6 (Poincaré-Bendixron) Seay' una semiorbita contenida en
un suconjunto compacto K € € y supongase que ) tiene solo un numero
finito de puntos criticos entonces se cumple alguno de estos:

» w(y") consiste de un sdlo punto critico.
» w(yh) es una trayectoria periddica.

» w(y") tiene un ndmero finito de puntos criticos.




B.3. Criterio de Routh-Hurwitz 61
B.3. Criterio de Routh-Hurwitz
Sea la ecuacién con coeficientes reales
a\" + a7 -+ ap A+ a, =0 (ap > 0). (B.6)
Se construye la matriz de Hurwitz
ay az as ay 0
ap G2 A4 Qg 0
0 aq as as 0
_ 0 ag as ay 0
H = 0 0 aq as 0 (B7>
0 0 Qo (45} 0
an

Todas las raices de la ecuacién (B.6) tienen parte negativa si, y sélo si,

A1>O,A2>0,,...An>0,
donde A1, As, ..., A, son los secesivos menores principales de la matriz
(B.7) los cuales son:
a; a3 das
ap asg
Ay =a;, Ay = , Az=lag ay a4
ap a2
0 ap das
aq as as ar 0
ao (05} Qg Qg 0
0 aq as as 0
0 ago as ay 0
A = B.8
" 0 0 aq as 0 ( )
0 0 Qo a9 0
Qp,
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Vedse en [1] una descripciéon mas detallada del criterio.

Si n = 4 las condiciones Aj, As, Az y Ay son equivalentes a a; > 0,
a2>0,a3>0,a4>0yA3>0.
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