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Resumen.

Uno de los fendmenos mas importantes en el estudio de la Optica es la difraccion
de campos Opticos usando la aproximacion llamada Teoria Escalar, en la cual se
omite el caracter vectorial de la luz. Esta teoria logra describir acertadamente un
gran numero de resultados experimentales; con la condicion de que los elementos
difractivos sean mas grandes comparados con la longitud de onda de la luz. Sin
embargo, existen ciertos ejemplos, como la abertura circular, que presentan
complejidad para resolverse de manera analitica, por lo que se utilizan programas
de simulacién para poder observar los efectos de difraccion.

En este trabajo se estudia la Teoria Escalar hasta llegar a las soluciones de
difraccion de Rayleigh-Sommerfeld; las cuales permiten obtener la integral de
difraccién de Fresnel. Ademas, se menciona la similitud entre esta integral con la
transformada de Fourier y la funcién convolucion.

Después, se realiza una revision sobre los elementos necesarios para discretizar
funciones continuas, haciendo énfasis en la transformada discreta de Fourier (DFT
por sus siglas en ingles). Posteriormente, se estudia la digitalizacion de funciones
discretas en MATLAB y se implementan rutinas que permitan realizar la DFT
empleando el algoritmo de transformada rapida de Fourier (FFT por sus siglas en
ingles).

Finalmente, utilizando como base la integral de difraccion Fresnel y el algoritmo de
transformada rapida de Fourier, se elabora un programa en MATLAB para calcular
numéricamente el patron de difraccion de campo cercano del campo 6ptico que
pasa por una abertura circular utilizando dos procedimientos: la funcion de
transferencia y la propagacion de dos pasos. Los resultados obtenidos se analizan
en base a los métodos propuestos en la literatura.

Palabras clave: Integral de difraccion de Fresnel, Transformada de Fourier, Funcion
de Transferencia, Propagacion a dos pasos y abertura circular.



Introduccion.

La naturaleza de la luz ha sorprendido al ser humano desde el inicio de los tiempos,
siendo sujeto de estudio por muchos pensadores, filésofos y cientificos. De estos
estudios nace una rama de la fisica llamada Optica, la cual tiene como objetivo
describir el comportamiento de la luz y sus propiedades; asi como el estudio de los
dispositivos que interactian con ella [1]. Dentro de la Optica sobresale el fendmeno
llamado difraccion; el cual se define como cualquier variacion de los rayos de luz
gue no puede ser interpretado como una reflexion o refraccion [2].

La primera persona en observar y estudiar la difraccion fue Francesco Maria
Grimaldi quien reporto, en 1665, unas bandas de luz dentro de la sombra de una
varilla iluminada por una pequefia fuente [3]. Las bandas resultaban dificiles de
explicar para la teoria predominante de la época, la teoria corpuscular de la luz.
Esta teoria habia sido propuesta por Isaac Newton y definia a la luz como un
conjunto de rayos que se mueven de manera recta a través de cualquier medio [4].
Con ella se lograron encontrar las leyes de reflexion y refraccion; asi como el estudio
de instrumentos épticos como lentes, espejos, etc. [5, 6].

Casi al mismo tiempo que Newton expandia su teoria corpuscular, Christian
Huygens propuso, en 1678, la teoria ondulatoria de la luz [7, 8]. Huygens afirmo que
cada punto en un frente de una perturbacién debia ser considerado como una nueva
fuente de perturbacion secundaria esférica. Lo que permitia reconstruir el frente de
onda en cualquier momento posterior construyendo la envolvente de las
perturbaciones secundarias. Con esta afirmacion Huygens fue capaz de demostrar
las leyes de reflexidon y refraccién, a pesar de ello sus ideas no fueron tomadas en
cuenta ya que la mayoria de los cientificos optaron por apoyar la teoria corpuscular
sobre la ondulatoria, esto debido principalmente al peso que Newton tenia dentro
de la comunidad cientifica. Por lo que el trabajo de Huygens permanecio en el olvido
por casi un siglo.

Fue hasta el siglo XIX cuando Thomas Young y Augustin Fresnel retomaron la teoria
ondulatoria y definieron, de manera independiente uno del otro, el concepto de
interferencia [9]. Con esta idea, Fresnel completo las ideas de Huygens, establecid
que la propagacion de una onda primaria era vista como la sucesion de ondas
secundarias esféricas, que se superponen e interfieren para reformar la onda
primaria, tal y como apareceria un instante después [10, 11]; esta idea se conoce
como el principio de Huygens-Fresnel y permiti6 a Fresnel calcular patrones de
difraccion generados por varios obstaculos y aberturas.



El debate entre si la luz es una onda o un corpusculo quedo aclarado, al menos
momentaneamente, en 1860 cuando James Clerk Maxwell identifico a la luz como
una onda electromagnética y describié su comportamiento en cuatro ecuaciones
[12, 13]. Tomando en cuenta este hecho Gustav Kirchhoff, en 1882, formalizo
matematicamente las ideas Fresnel basando su formulacién en dos suposiciones
sobre las condiciones de frontera que incide en un obstaculo, sentando asi las bases
de lo que se conoce hoy en dia como la Teoria Escalar [14, 15]; ademas, como su
nombre lo indica, se hace una aproximacion ya que se ignora el caracter vectorial
de los campos Opticos. A pesar de ello, se pueden describir acertadamente algunos
fendbmenos experimentales [16]. Tiempo después, Sommerfeld demostré que las
suposiciones de frontera hechas por Kirchhoff eran inconsistentes por lo que
modifico la teoria y elimino la inconsistencia, dando paso a los que se conoce como
la teoria de difraccion de Rayleigh-Sommerfeld [17, 18].

Usando las soluciones de Sommerfeld se puede encontrar la integral de difraccion
de Fresnel y la integral de difraccion de Fraunhofer [19]. Estas integrales permiten
explicar la propagacion de campos Opticos a través de aberturas u obstaculos,
donde se tienen dos regiones de difraccion: campo cercano (region de Fresnel) y
campo lejano (region de Fraunhofer). La regibn de campo lejano cuenta con
bastantes ejemplos resueltos, debido a que la integral de Fraunhofer se puede
interpretar como una transformada de Fourier ligeramente modificada [20, 21]. Por
el contrario, en la regién de campo cercano, aunque se puede interpretar la integral
de difracciébn de Fresnel como una funcion convolucion, solo permite resolver
algunos casos muy concretos de forma analitica. Es en este punto cuando toman
gran importancia las computadoras, las cuales permiten realizar simulaciones
numeéricas.

Desde finales del siglo pasado e inicios de este siglo, se han realizado simulaciones
numericas en la propagacion de campos Opticos utilizando diferentes métodos
numéricos [22-25]. A inicios de la década pasada se dio gran importancia a
simulaciones basadas en el algoritmo de Transformada Répida de Fourier [26, 27],
las cuales implementan la transformada de Fourier en su forma discreta [28]. Este
algoritmo se encuentra implementado en diferentes lenguajes de programacion
como Matlab [29-32].

En particular, para el caso de la abertura circular la integral de difraccion de Fresnel
correspondiente no tiene solucion de manera analitica, aunque se puede estimar su
patrén de difraccion usando la teoria vectorial de Lommel [33] o las zonas de Fresnel
[34]. De manera mas sencilla se han generado algoritmos que permiten visualizar
el patron de difraccion de manera computacional [35, 36].

Este trabajo de tesis se enfoca en el estudio y desarrollo de un programa en
MATLAB, basado en la Teoria Escalar, que permita calcular la propagacion libre de
campos opticos en la regidon de Fresnel. Este tipo de programas son de gran interés
ya que permiten contrastar resultados experimentales, ademas de que son la base
para simulaciones mas complejas como propagacion en medios con turbulencia [26]
0 propagacion en medios dispersivos [37, 38].
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El objetivo principal de este trabajo es elaborar un programa en Matlab que calcule
numeéricamente el patron de difraccion del campo Optico que pasa a través de una
abertura circular al propagarse en espacio libre a campo cercano. Este programa
esta basado en la integral de difraccion de Fresnel y en el algoritmo Fast Fourier
Transform (FFT). Por lo que se debe estudiar la teoria de trasfondo para encontrar
las integrales de difraccion, asi como la digitalizacion y discretizacion de funciones
en MATLAB.

En el capitulo uno se presentan los fundamentos tedricos necesarios para el
desarrollo del programa como lo son la transformada de Fourier, las ecuaciones de
Maxwell, la ecuacion de onda y el teorema de Green. Una vez definidas estas ideas
se plantea la teoria escalar desde las suposiciones de Kirchhoff, pasando por las
soluciones de Rayleigh-Sommerfeld, hasta obtener la integral de Fresnel y
Fraunhofer.

En el capitulo dos se aborda la discretizaciéon de funciones continuas, haciendo
especial énfasis en la transformada de Fourier para obtener la transformada discreta
de Fourier y el uso del algoritmo de transformada rapida de Fourier, lo que permite
generar las subrutinas correspondientes. Al mismo tiempo, se muestra el proceso
de digitalizacion de funciones en MATLAB partiendo desde la generacion de
vectores y matrices. Posteriormente, se generan los cédigos de propagacion
usando los métodos funcién de transferencia y propagacién de dos pasos. Estos
programas se aplican a una abertura circular para encontrar el patron de difraccion.

En el capitulo tres se despliegan los resultados del programa de propagacion. Se
hace el andlisis comparando los métodos de propagacion, observando las
limitaciones debido a las condiciones de muestreo y las limitaciones de la misma
teoria escalar. Ademas, se contrastan los resultados con resultados que se
encuentran en la literatura. Finalmente se dan las conclusiones del trabajo.



Capitulo 1

1. Fundamentos Teodricos

La teoria escalar permite describir el fendmeno de difraccion tomando en cuenta
tres condiciones: (1) se desprecia el caracter vectorial de la luz, (2) la abertura debe
ser mucho méas grande que la longitud de onda y (3) los campos difractados no
deben observarse muy cerca de la abertura. Utilizando esta teoria se encuentra la
integral de difraccion de Fresnel; la cual tiene una similitud a una transformada de
Fourier bidimensional, asi como con la funcién de convolucion.

Para entender esta teoria se deben abordar algunos conceptos matematicos; estos
conceptos se mencionan en las tres primeras secciones de este capitulo. Una vez

sentadas las bases se desarrolla, en la cuarta seccion, la teoria escalar para
encontrar las integrales de difraccion.

1.1Transformada de Fourier bidimensional y sus
propiedades

Primero, se escoge una funcion bidimensional llamada g(x,y) y se define la
transformada de Fourier de la funcion g(x,y) como [15]

G(fu fy) = Flg(x,y)} = j ] g(x,y)e 2Tx ) dxdy, (1.1)

donde el simbolo F{g} denota la transformada de Fourier de la funcién g. De igual
manera, se define la transformada inversa de Fourier de G(fx,fy) como

9609 =FHG(Fu )} = [[ 6k fy)e e mN g, (1.2)

F~YG} representa la transformada inversa de Fourier de la funcién G. Para que las
integrales definidas en Ecu. (1.1) y Ecu. (1.2) sean realizables matematicamente,
g(x,y) debe cumplir las condiciones de existencia [20]:

e g debe ser integrable en todo el plano (x,y).



e g debe tener un namero finito de discontinuidades y un numero finito de
maximos y minimos en cualquier rectangulo finito.
e g no debe tener infinitas discontinuidades.

Para los propédsitos de este trabajo, todas las funciones que se utilizan
posteriormente cumplen con estas tres condiciones. La transformada de Fourier
cumple con los siguientes teoremas [21]:

1. Linealidad. — Sean g(x,y) y h(x,y) dos funciones bidimensionales; a y g dos
constantes, se tiene que:

F{lag(x,y) + Bh(x,y)} = aF{g(x,y)} + BF{h(x,¥)}. (1.3)
2. Similaridad. — Si F{g(x,)} = G(fy. f,), entonces:

1 x
F{g(ax,by)} = wa (%%) (1.4)

3. Shift. — Si F{g(x,»)} = G(f.. f;), entonces:

F{g(x —a,y — b)} = G(fo. fy)exp|—i2n(fra + f,b)]. (1.5)

4. Teorema de Rayleigh. — Si F{g(x,y)} = G(f. fy), entonces:

jj 9o ) |2dxdy = jj 16(F £,)| df.df,. (L.6)

5. Teorema de Convolucion. — Si F{g(x,y)} = G(f., f,) ¥y F{h(x,y)} = H(fy, fy),
entonces:

F { | 9 mne -6 - n)dfdn} = 6(fo )H(f f). L7)

6. Teorema de Autocorrelacion. — Si F{g(x,y)} = G(f. f,), entonces:

. 2 (1.8)
F{ fj 9EMG € %1 —y)dfdn} = 16(f £,

7. Teorema Fourier Integral. — En cada punto de g(x,y) donde se tenga
continuidad:



FF~'{g(x,y)} = F'F{g(x,y)} = g(x,y). (1.9)

En el caso que g(x,y) sea una funcién separable, es decir, g(x,y) = gx(x)gy(y); la
transformada de Fourier bidimensional de la Ecu. (1.1) se convierte en el producto
de dos transformadas de Fourier unidimensionales:

Flat ) = | gxe@irx | gy(eemvay. 1.10)
1.2 Ecuaciéon de onday ecuacion de Helmholtz.

Las ecuaciones fundamentales que rigen el comportamiento de la luz son las
ecuaciones de Maxwell, para un medio sin carga libre las ecuaciones son [8, 12]

. 0H
VXE BT (1.11)
V-€eE =0, (1.12)

. 9E
VXH: €30 (1.13)
V-uH =0, (1.14)

donde E representa el campo eléctrico, H representa el campo magnético, € es la
permitividad eléctrica del medio, u es la permeabilidad magnética del medio. Tanto

E como H son funciones de la posicion (x,y,z) y del tiempo.

Aplicando el operador rotacional (V x) ambos lados de la Ecu. (1.11) y utilizando la
Ecu. (1.12) se encuentra la ecuacion de onda para E [13]

- n2 92k
2oz =Y (1.15)

dond € 1/2 €
onde n = (—) c=

€o y v Ho€o
eléctrico en el material. De manera similar se puede encontrar una ecuacion de onda
para H.

, esta ecuacion describe el comportamiento del campo

En general el campo E tiene tres componentes espaciales (Ez (Ex, Ey, EZ)),

entonces de la Ecu. (1.15) se obtienen tres ecuaciones de onda escalares para cada
componente. Por ejemplo, para E,

n® 9%k, (1.16)




Al igual que esta ecuacion existen ecuaciones similares para E,, E, y para las tres

componentes del campo H. Es posible describir el comportamiento de todas las
componentes en una sola ecuacion escalar

5 n?o’u(P,t) _

\Y% u(P,t)—;T— 0, (1.17)
u(P,t) representa cualquier componente del campo eléctrico o magnético. Para el
caso de luz monocromatica, la solucioén a la Ecu. (1.17) esta dada por [7]

u(P,t) = A(P) cos[2nvt + ¢p(P)], (1.18)
aqui A(P) es la amplitud de la onda, ¢ (P) es la fase de la onda y v es la frecuencia
Optica. Una forma mas compacta de expresar la Ecu. (1.18) es utilizando la notacién
compleja

u(P,t) = U(P) exp(—2mut), (1.19)
donde U(P) se conoce como la amplitud compleja y tiene la forma

U(P) = A(P) exp[—i¢p(P)], (1.20)

sustituyendo la Ecu. (1.19) en la Ecu. (1.17) se obtiene la Ecu. de Helmholtz

(V2 +k®HUP) =0, (1.21)

con k = 2mv/c = 2m/A se conoce como el nUmero de onda. A pesar de ser una
ecuacion puramente escalar, la Ecu. (1.21) ha sido ampliamente estudiada para
diferentes sistemas de coordenadas [5, 10, 13].

1.3 Teorema de Green.

Ahora, se menciona el Teorema de Green, el cual sera empleado mas adelante para
resolver el problema de difraccién de una abertura.

El teorema de Green es un caso especial del Teorema de Gauss, se define de la
siguiente manera [11, 34]: Sean U(P) y G(P) dos funciones complejas y S una
superficie cerrada que rodea un volumen V. Si U(P), G(P), sus primeras y Sus
segundas derivadas son continuas en S, entonces:

Uf(uvzc — GV2U)dv = U (Ug—g - GZ—Z) ds. (1.22)
14 S



. 0 . . . .,
donde V? representa el laplaciano y — la derivada parcial cuya direccién es normal
on

hacia afuera de la superficie S. Este teorema es la parte fundamental de la teoria
escalar; se debe escoger adecuadamente la funcion auxiliar G y la superficie cerrada
S. En el apéndice A se encuentra la demostracion del teorema de Green.

Con estas matematicas preliminares se puede abordar el problema de difraccion
desde el punto de vista escalar, empezando con la teoria de difraccion de Kirchhoff.

1.4 Teoria Escalar.

Kirchhoff propuso su teoria de difraccién de la siguiente manera [17]: Se tiene el
punto de observacion P, y S una superficie arbitraria que rodea a P,, se puede
expresar la perturbacion en P, en términos de sus valores sobre S (figura 1.1). Para
resolver esto, Kirchhoff empleo el teorema de Green utilizando como funcion auxiliar
una onde esférica de amplitud unitaria, el valor de esta funcion en un punto arbitrario
P, esta dado de la siguiente manera [7]:

exp (ikrgq)

G(Py) = Tor (1.23)

791 Fepresenta la longitud del vector ry; que apunta de P, a P;.

Figura 1.1.- Superficie de integracion.

Sin embargo, para poder usar la funcion G(P,) se debe eliminar la discontinuidad
gue presenta en P,, ya que tanto la funcién como sus derivadas deben ser continuas
dentro del volumen encerrado V. Para lograr esto se construye una esfera de
superficie S, de radio e como se muestra en la figural. Por lo que el teorema de

9



Green se aplica en el volumen V' encerrado entre S y S, siendo la superficie de
integracion S’ = S + S.. La funcion G (P;) es una solucion a la ecuacion de Helmholtz
[6] por lo que cumple:

V3G = —k2G. (1.24)

La funcién U de la Ecu. (1.22) representa, en este caso, la perturbacién Optica en
P,, por lo que es factible suponer que cumple también con la ecuacion de Helmholtz
por lo que:

V2U = —k?U. (1.25)

Utilizando la Ecu. (1.24) y Ecu (1.25), el término del lado izquierdo de la Ecu. (1.22)
se convierte en

.g (UV?G - GV?U)dv = — j‘;f (UGk? — GUKk*)dv =0. (1.26)

Por otro lado, dado que se tiene un volumen delimitado por dos superficies, el
termino del lado izquierdo de la Ecu. (1.22) es

ﬂ an S‘ﬂ %—G—dﬁrﬂ an )ds (1.27)

Entonces utilizando la Ecu. (1.26) y la Ecu. (1.27) se obtiene el teorema de Green
para este caso

ff an )ds = —Sfef (U ngL G?TZ) ds. (1.28)

Dada la forma de G es claro que

oG

I = cos(7,7p1) (lk - a)

donde cos (71, 7y;) representa el coseno del angulo entre la normal 71 y el vector 7g;.
Para el caso especifico de P, sobre la superficie S,, cos(i,7,;) = —1. Por lo que las
ecuaciones para este caso son

eXp(lkTm)

To1 (1.29)

aG (1 \exp (ike)

o= (=)= (1.30)
exp (ike)

GP) =——— (1.31)

Usando la Ecu. (1.30) y Ecu. (1.31), el término derecho de la Ecu. (1.28) se convierte
en

10



:ﬂ( g_fl_G_ ds—ﬂ. y EXp (ike) (lkE) ik)—@%)d& (1.32)

Tomando € arbitrariamente pequeiio, la continuidad de U y su derivada en P, se
puede tomar el limite cuando € tiende a cero en la Ecu. (1.32)

exp (lke) ] exp (ike) oU
o (020 ) - 2 0D
e—>0 € on

exp (ike) _ exp (ike) AU (Py)
€ (Z B lk) € on |’

(1.33)

= llm 4me? [U(PO)

Al realizar la multiplicacion por €2 y aplicar el limite, se eliminan todos los términos
excepto por primer término del lado derecho de la Ecu. (1.33), por lo que

eaoff w ——ik) M@U

e )d — 4nU(Py). (1.34)

Sustituyendo la Ecu. (1.34) en la Ecu. (1.28) y despejando U(P,) se tiene

U(Py) = _ff exp (lkrm)] [exp (lkrm)]} (1.35)

La Ecu (1.35) es conocida como el teorema integral de Helmholtz y Kirchhoff [14];
con este teorema se observa que el campo en P, se puede expresar en términos de
los valores de frontera de la onda en cualquier superficie que rodea este punto.

Ahora se aplica el teorema integral a un caso especifico, se considera la difraccién
producida por una abertura en una pantalla opaca infinita (figura 1.2).
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Figura 1.2.- Difraccion de Kirchhoff por una abertura plana.

Para este caso se escoge una superficie S que consiste en dos partes, una
superficie plana S; que se encuentra justo después de la abertura y una superficie
S, que es una capa esférica de radio R centrada en P,. Entonces en este caso la

Ecu. (1.35) es

U(PO)—— ff{ IeXP(lkrm)l engi’ITO1)l}ds

Para la superficie S,, que es una semiesfera de radio R, es claro que
exp (ikryq) exp (ikR) ] 1\ exp (ikR)
] - SR - -y

on R
aproximando para una R muy grande

exp (ikR exp(ikR
PRy, PUKR) _ -

6n[ R

por lo que la integral de S, se reduce a

ou
j —G UlkG}ds—J (a——lkU> R?%dw,

R )

(1.36)

(1.37)

(1.38)

(1.39)

Q es el angulo solido sustentado por S, y P,. La cantidad |RG| es uniforme en toda

la superficie S,. Ademas, la perturbacién cumple con
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li ou kU)R =0
Rllﬁ’o(%_l ) = v (1.40)

La Ecu. (1.40) se conoce la condicion de radiacion de Sommerfeld [2]. Esta
condicion se satisface si U se desvanece tan rapido como una onda esférica
divergente. Entonces la contribucion de la integral de esta superficie es cero y la
Ecu. (1.36) solo depende de la integral en S;

U(Py) = —ff }ds (1.41)

Para continuar con el desarrollo de la teoria, se debe adoptar las condiciones de
frontera de Kirchhoff, las cuales son [19]:

) - au , ] .
1. A través de la superficie )}, U y - SOn exactamente las mismas que serian si
la pantalla no existiera.

- , . ou
2. En la porcién de S; que esta en la sombra geométrica de la pantalla, U y ™
son cero.

Con estas condiciones la Ecu. (1.41) queda como

U(Py) = ff )ds (1.42)

En general la distancia ry; que va del punto P, a la apertura P; (figura 1.3) es muy
grande comparada con la longitud de onda por lo que k > 1/r,;; entonces la Ecu.
(1.29) se tiene

0G(P) _ ik cos(@, 7o) eXp(lkTm)
on COST, Tox To1 (1.43)

Sustituyendo la Ecu. (1.43) en la Ecu. (1.42)

1 au
= — n 1.44
U(P,) o ﬂ G <6n ikU cos(#, r01)) ds. (1.44)
>

Se puede suponer que la abertura es iluminada por una onda esférica proveniente
de P, que se encuentra a una distancia r,; de P, como se muestra en la figura 1.3,
por lo que

Aexp(ikry,) (1.45)

U(P1)= r
21

y su derivada es

13



oU(P exp(ikr 1.46
(P1) — Aik cos(R,753) xp( 21). ( )
on 51

Entonces la Ecu. (1.44) se convierte en

ds. (1.47)

U(P,) = A f.f explik(ry1 + 191)] [cos(#, 1) — cos (i, Tp7)
A7) 721710 2
P

La Ecu. (1.47) se conoce como la formula de difraccion Fresnel-Kirchhoff [10].

Fo2 : >
! 0
R +«—

Figura 1.3 Abertura en una pantalla.

Aunque la formulacion de Kirchhoff demostr6 ser bastante acertada
experimentalmente [16], presenta grandes problemas en su formulacién debido a
las restricciones impuestas en el campo y su derivada. Se sabe que, si una solucién
tridimensional a la ecuacion de onda y su derivada normal se desvanecen en un
segmento finito de superficie, se debe desvanecer en todo el espacio [2], por lo que
usando las condiciones de frontera de Kirchhoff implicaria que el campo detras de
la abertura es cero.

Sommerfeld fue el encargado de solucionar estos problemas dando paso a una
nueva teoria de difraccion. Para esto propuso una nueva funciébn de Green
compuesta por dos ondas esféricas siendo una la imagen espejo de la otra (figura
1.4), estas fuentes son de la misma longitud de onda y la fuente en P, oscila
desfasada 180° respecto la fuente en P, [7]

exp(ikry,) exp(ikfy,)

G_(P,) = o
(P1) To1 To1

(1.48)
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Es claro que justo en la abertura Gp, = 0, por lo que la integral de la Ecu. (1.41) se
reduce a

U(Py) = —inﬂ U%ds. (1.49)

Esta integral se conoce como la primera solucion de Rayleigh-Sommerfeld [17, 36].

Fo1 : r
; 01
R —7
N | R
R <«

Figura 1.4.- Funcion auxiliar de Green utilizada por Sommerfeld.

La Ecu. (1.47) se puede desarrollar un poco mas si se considera la derivada G_,
siguiendo el andlisis previo se tiene que la derivada es

aG 1 ik . 1 P
— = cos(7,797) (ik - r_) M — Cos(r_i, 7'01) (ik _ ~_) exp(ikfy,)

on 01 101 (150)

To1 To1
De la figura 1.4 se observa que las magnitudes de los vectores 75, Yy 7,,, cumplen

con la relaciéon ry,, = ¥,; para cualquier punto en la pantalla y cos(7n,75;) =
—cos(ﬁ, fm); tomando en consideracion que ry; > 4, la Ecu. (1.49) se reduce a

0G_ o, exp(ikry,)

=, = 2ik cos(ii, Tor) Y (1.51)

El factor cos(#,7,,) se conoce como el factor de oblicuidad. Recordando que k =
2rm /Ay sustituyendo la Ecu. (1.51) en la Ecu. (1.49) se tiene

1 ik
UPy) == J j U(PQWCOS(?{,E’) ds. (1.52)
X
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Ahora las condiciones de frontera de Kirchhoff se aplican solamente en U y no en
su derivada, por lo que ya no hay inconsistencias en la teoria.

Al igual que se hizo con la solucion de Kirchhoff, se estudia el caso donde una onda
esférica divergente ubicada en P, ilumina la abertura (figura 3); nuevamente U(P;)
tiene la forma de la Ecu. (1.45), al sustituir en la Ecu. (1.52) se obtiene que

A ([ expik(ry, + 1
U(Py) = —ff pik(ra ¥ 7o1) cos(ii, 7g7) ds, (1.53)
i 721701
X
esta ecuacion se conoce como la formula de difraccion de Rayleigh-Sommerfeld
[19].

Por ultimo, si la onda esférica divergente que ilumina la abertura esta infinitamente
lejos, se produce incidencia normal en la pantalla; simplificando cos(#,7,;) = cos
donde 6 es el angulo entre 71 y 7y;. La Ecu. (1.53) es entonces

A xp ik(r,; + 71
U(P,) = —ff exp tk(rz1 + 7o1) cos 6 ds. (1.54)
il : 751701

Siguiendo esta idea se puede expresar a Ecu. (1.52) como

1 14
U(Py) =aj] U(Pﬂ%coseds. (1.55)
hX

La Ecu (1.55) expresa el campo observado U(P,) como una superposicion de ondas
esféricas divergentes que se encuentran en cada punto P, de la abertura ). Esto es
el principio de Huygens-Fresnel predicho por la solucién de Rayleigh-Sommerfeld

[5].
La fuente secundaria en P, tiene las siguientes propiedades:

1. Tiene amplitud compleja proporcional a la amplitud de excitacion U(P;) en

el punto correspondiente.

Tiene amplitud inversamente proporcional a A.

3. Tiene un desfase de +90° respecto de la onda incidente, tal y como indica
el factor 1/i.

4. Cada fuente secundaria tiene un patron de directividad cos 6.

N

1.5 Integral de difraccidén de Fresnel y Fraunhofer.
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Se puede expresar de manera mas explicita la Ecu (1.55) en coordenadas
rectangulares. Se calcula el campo U(P,) ubicado en el plano (x,y) generado por
el campo en la abertura U(P,) ubicado en el plano (¢,n) (figura 1.5). Ambos planos
son paralelos y estan alejados a una distancia z respecto del otro.

Observando la figura 1.5, se tiene que el termino cosenoidal de la Ecu. (1.55) es
cos 8 = z/ry,, con esto la integral se convierte en

ik
U(x,y) = — f f U(E,n)—eXp(lz 01 e (1.56)
i1 51
)
donde la distancia r,; €s
To1 =2+ (= + (Y — M) (1.57)
Factorizando z en Ecu. (1.57)
— &\ 2 — 2
r01=z\/1+<xzf> +(yz’7)_ (1.58)
§ Lo / x
R
2
zZ
0
R

Figura 1.5.- Geometria de difraccion.

Dada la forma de Ecu. (1.58) se puede hacer otra aproximacion. Se sabe que si se

tiene un nimero b mucho menor que la unidad y considerando la forma v1 + b,
entonces se puede hacer expansion binomial de la siguiente manera [18]

b b?
V1+b:1+5_§+“', (159)

tomando como b a los dos ultimos términos de la Ecu. (1.58) se puede hacer una
expansion binomial con lo que se tiene

17



2

1x—&° 1,y-—
To1 zZl1+z< 7 E) +§(yz 7])
Aqui se ha tomado solo los primeros dos términos de la expansion. Antes de sustituir
este resultado en la Ecu. (1.56) es importante analizar el valor de ry, tanto para el
denominador como para el argumento de la exponencial. Para el caso de 7 del
denominador, despreciar todos los términos de la Ecu. (1.60) menos z genera un
error bastante pequefo. Sin embargo, para r,; que se encuentra en el argumento
de la exponencial los errores que se pueden producir son mas grandes, esto debido
a que en el argumento aparece el nimero de onda k que en general es bastante
grande (k~107 para el visible) y porque un cambio de fase aun siendo pequeiio
puede cambiar el valor de la exponencial considerablemente; por lo que se deben
considerar todos los términos de la Ecu. (1.60). Tomando en cuenta esto se tiene

(1.60)

pikz (0 k

— P _ 2 _ 2
0 =5 [ vEmenfis i - 07 + o -w?fdan e
en este caso los limites de la abertura estan dados en la definicion de U(¢,7n). Otra

forma atil de ver esta integral se logra desarrollando los factores dentro del
argumento de la exponencial en la integral de tal manera que se obtiene

elkz k. 242 " X e24m?))  —i2E(xE+ym)
— e'2z* y)jHU(f,n)elzz< ")}e 22707 dgdny,  (1.62)

Ulx,y) =+
se observa que U(x,y) es casi la transformada de Fourier de U(¢,n), este hecho
serd de gran importancia en el capitulo 2. Tanto la Ecu. (1.61) como la Ecu. (1.62)
se conocen como la integral de difraccién de Fresnel [15, 23]. Se dice que el
observador esta en la region de Fresnel o en la regién de campo cercano. Esta
férmula describe adecuadamente la propagacion libre de cualquier campo Optico,
asi como la difraccion de la luz debido a una abertura.

Ademas, se hace la aproximacion de campo lejano o aproximacion de Fraunhofer
[20]

k(fz + nz)max
z>» > . (1.63)

Con esto se puede despreciar la exponencial de fase cuadréatica dentro de la integral
en la Ecu. (1.62) y se tiene que

eikZ L 2+ 2 " lz—n(xf‘F )
e zz¥"+Y9) ﬂ U(E,n)e 2z dédn, (1.64)

U y) = ilz

18



lo cual es una transformada de Fourier con frecuencias fy =x/Az y fy =y/Az
multiplica por los factores de afuera de la integral. Al ocupar la Ecu. (1.64) se dice
gue se esta en la region de Fraunhofer o la regién de campo lejano.

Se restringir4 el uso de las integrales de difraccion para el caso de una abertura
circular iluminada por una onda plana de amplitud unitaria. Considerando que la
aberturatiene radio w y coordenada radial en plano de la abertura g, la transmitancia
de la abertura es [10]

ta(q) = circ (%) (1.65)

Para el caso de campo lejano; sustituyendo en la Ecu. (1.64) y resolviendo se tiene
gue el campo a una distancia z de la abertura es

(kwr /Z)

— ,lkz l— ]1
Ur) = et l “lowr)z (1.66)

donde A = nw? representa el area de la abertura, r es la coordenada radial en el
plano de observacion y J;(r) representa la funcién Bessel de orden uno; dada la
Ecu. (1.66) se tiene que la intensidad es

| 1 (kWT/Z)l

kwr/z (1.67)

La figura 1.6 muestra el patrén de difraccién de Fraunhofer para la abertura circular.

Figura 1.6.- Patron de difraccion de Fraunhofer para una abertura circular.
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A pesar de ser un problema bastante conocido para la difraccién de campo lejano,
la abertura circular no tiene una solucion teorica para la region de campo cercano
usando la teoria escalar, esto debido a la complejidad de la integral de difraccién de
Fresnel.

Sin embargo, existen diferentes técnicas que permiten intuir cuantitativamente el
patron de difraccion en esta regidn. La primera es usando las zonas de Fresnel para
el estudio de la propagacion de un frente de onda esférico [5, 11]; la segunda es
utilizando la teoria vectorial de Lommel [33, 35]. En ambas se llega a la conclusion
de que el patron de difraccion en la region de campo cercano estd compuesto por
anillos brillantes y obscuros, esto debido a la simetria de la simetria circular de la
abertura. La figura 1.7 muestra imagenes experimentales del patrén de difraccion.
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Figura 1.7.- Imdgenes experimentales del patron de difraccién de una abertura
circular a) [5] y b) [33].
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Capitulo dos

2. Fundamentos Computacionales.

En el capitulo uno se han sentado la teoria que servirh como base para el programa
de MATLAB. Antes de abordar el desarrollo del programa primero se debe entender
como discretizar funciones continuas de manera adecuaday el uso del algoritmo de
transformada rapida de Fourier. Estos temas se cubren en las primeras tres
secciones de este capitulo.

En la seccién 2.4 se desarrollan los ficheros de funcion para la abertura y los
propagadores. Posteriormente, se elabora el programa principal que desplegara las
imagenes del patron de difraccion para la abertura circular.

2.1 Discretizacion de funciones bidimensionales y
condiciones de muestreo.

Al igual que en el capitulo 1, se considera una funcién bidimensional arbitraria
g(x,y) muestreada uniformemente tal y como se muestra en la figura 2.1 en ambas
direcciones; entonces la funcion se denota de la siguiente manera

g(x,y) = g(mAx,nAy), (2.1)

Ax y Ay representan el intervalo de muestreo en las direcciones x y y
respectivamente. El espacio de muestreo es finito, compuesto por M muestras en
la direccion x y N muestras en la direccion y; m y n se definen como [27]

M M 1 N N 1

2,...,2 , n= 2,...,2 , (2.2)
como se observa en la figura 2.1, el muestreo ocupa un area Ly X Ly, donde Ly
representa la longitud a lo largo del eje x del espacio de muestreo y Ly la longitud a
lo largo del eje y; estas longitudes estan relacionadas con el muestreo de la
siguiente manera

m =

LX == MAX, Ly == NAy (23)
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a) b)

Figura 2.1.- a) Funcion bidimensional y b) muestreo de la funcion.

Es necesario considerar las longitudes de muestreo lo suficientemente grandes para
abarcar los valores mas significativos de g(x, y), considerando un soporte Dy el cual
contiene los valores significativos de la funcion en la direccién x al igual que un
soporte Dy para los valores en y, una condicion para un muestreo adecuado es

Dy <Ly, Dy <Ly. (2.4)

Por otro lado, es importante considerar el tamafio de Ax y Ay. El teorema de
Shannon-Nyquist dice que, para funciones de banda limitada, una funcién continua
puede ser recuperada de manera exacta de un muestreo si el intervalo de muestreo
es menor que un cierto valor [26], en dos dimensiones estos valores son

1 1
Ax < —, Ay <—,

*<28, V2B, (2.5)
donde By es el ancho de banda del espectro de una funcién continua a lo largo del
eje x Yy By es el ancho de banda en la direccion y. La figura 2.2 muestra el ancho de
banda en la direccion x para una funcién arbitraria. Otro parametro es la frecuencia
de Nyquist dada por [17]

1 1
fux = A%’ fay = m (2.6)

Estas frecuencias representan la mitad de la frecuencia de muestreo y
corresponden a la maxima frecuencia espacial que se puede representar dado los
intervalos Ax o Ay.
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a) b)

gx,y) R |G(fx.fy)l R
> >
“—> x «—> fx
Dy By

Figura 2.2.- a) soporte de la funcion y b) ancho de banda efectivo.

La funcion circulo (Ecu. (1.65)) no es una funcion de banda limitada, sin embargo,
tiene un ancho de banda efectivo que permite encontrar un intervalo de muestreo lo
suficientemente pequefio para representar la funcién analitica con un bajo efecto de
solapamiento. En este caso el ancho de banda efectivo B es [27]

5 (2.7)

donde w representa el radio de la funcion circulo, sustituyendo este resultado en la
Ecu. (2.5) se obtiene que la condicion en el intervalo de muestreo es

w 2.8)
Ax < —. (2
10
Esta condicion establece que al menos diez muestras a lo largo de la funcion son
requeridas para mantener el ancho de banda efectivo.

2.2 Discretizacion de la transformada de Fourier
bidimensional.

Recordando la forma de la transformada de Fourier del capitulo 1, se tiene

6(f..f,) = Flg(x,y)} = f f 906 y)e 20 5Y) dxdy, 2.9)

Suponiendo que g(x,y) se muestrea de la forma dada por Ecu. (2.1) y Ecu. (2.2); el
primer paso para discretizar la transformada de Fourier es aproximar las integrales
como sumas de Riemann [28]
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N/2-1 M/2-1
G(For fory) = Z z G(mdx, ndy)e- 2 Upmbxtfpyman) pxpy  (2.10)
n=—-N/2m=-M/2

donde f,, Y f4y representan las frecuencias discretizadas. Dada la discretizacion
echa en las coordenadas x y y; la discretizacion en las frecuencias es

fox = L, fov = L,
PX " MAx’ 'Y NAy (2.11)
conp = % % —-1yqg=- % % — 1; esto debido a que el arreglo de frecuencias

tiene el mismo nimero de elementos que el arreglo espacial. Dada la Ecu. (2.11)
los intervalos de muestreo para la frecuencia son

Ao L1 11
fpx—MAx_LX' fqy—NAy_Ly' (2.12)

Incorporando Ecu. (2.11) y Ecu. (2.12) en Ecu. (2.10) se tiene

Nj2-1 M/2-1

_p —q ) = Z Z lZTL’(pM N) 213
¢ (MAx'NAy g(mAx,nly)e AxAy.  (2.13)

n=—N/2 m=—M/2

Esta ecuacion es la transformada de Fourier discreta [26]. Siguiendo un
razonamiento similar se deduce la forma de la transformada inversa, la cual es

N/2-1 M/2-1

g(mhx,niy) = z Z (MAx NAy)elzn(p_+ )Afprfqy (2.14)

q=—-N/2p=—-M/2

2.3 Digitalizacion de la Transformada de Fourier usando
el algoritmo de Transformada Rapida de Fourier en
MATLAB.

Actualmente diversos programas cuentan con algoritmos para realizar la
Transformada Discreta de Fourier. Particularmente MATLAB cuenta con un
algoritmo llamado Transformada Rapida de Fourier (FFT por sus siglas en ingles)
[30, 31], el cual realiza las transformadas discretas unidimensionales o
bidimensionales; sin embargo, hay ciertas consideraciones que se deben tomar en
cuenta para emplear adecuadamente la transformada discreta.

La primera esta relacionada con la eficiencia del algoritmo FFT en MATLAB; aunque
no hay una restriccion acerca de los valores que se pueden usar para N y M, se ha
mostrado que al utilizar valores de potencias de dos el algoritmo obtiene la maxima
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eficiencia posible [25, 26], es decir, N = 2" y M = 2™ con n y m naturales. El tiempo
de cdmputo para valores diferentes a los mencionados es similar, aun asi, en este
trabajo se ocuparan los valores de mayor eficiencia. Ademas, en la practica es mas
conveniente trabajar con arreglos cuadrados, eso implica que N =M, Ax = Ay y
Ly = Ly.

La segunda es el escalamiento, el algoritmo en MATLAB es capaz de realizar lo
estipulado en la Ecu. (2.13) utilizando la instruccion “fft2”, excepto por la
multiplicacion de los factores constantes AxAy, por lo que se deben incluir
manualmente en el programa. Algo similar ocurre con la transformada inversa; en
este caso la instruccion es “ifft2” realiza la operacién de la Ecu. (2.14) excepto la
multiplicacion de los factores constantes Af,,Afy,, .

La ultima consideracion es el corrimiento de indices al utilizar “fft2” o “ifft2”. Dada la
discretizacion realizada al inicio de este capitulo en las funcion g(x, y), utilizando la
notacion de MATLAB se tiene que el rango de la coordenada x es

L_ Ax L A
X [_E' T x]’ (2.15)
esto indica que x vade —L/2 a L/2 — Ax en pasos de tamafio Ax como se muestra
en la figura 2.3 inciso a. La coordenada y se define de manera similar. Para el
espacio de frecuencias se tiene

1 1 1 1

Fx = =285 T 28x L) (2.16)

de manera similar para la coordenada f .

MATLAB es un software que trabaja con arreglos de vectores y matrices que llevan
asociados indices [29, 32], en este caso para la coordenada x estdn enumerados
del 1 a M; en la figura 2.3 inciso b, se observa como el valor de coordenada cero
esta asociado con el indice (M/2) + 1. Esto debido a la manera en la que se busca
visualizar la imagen desplegada.

Para el algoritmo FFT la coordenada cero se asocia con el indice uno y al realizar
la transformada genera un cambio en el orden de la funcién desplegada como se
muestra en la figura 2.3 inciso b. Para corregir esto existe una funcion en MATLAB
llamada “fftshift” la cual reordena la imagen.
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Figura 2.3.- Comparacién, en una dimensién, de muestreo al utilizar el algoritmo
FFT en MATLAB. a) funcion analitica muestreada y b) su transformada de Fourier
analitica; c) funcidn analitica centrada y d) su transformada de Fourier; e) funcién
corrida al usar FFT y f) su transformada de Fourier desplegada usando FFT [27].

Considerando estos tres puntos se elaboré un fichero de funcion (Function file en
inglés) llamado “ft2” que permite realizar la transformada de Fourier bidimensional
discreta de manera adecuada. De la misma manera se elaboré una subrutina para
la transformada inversa de Fourier. En ambas subrutinas se considera el
reordenamiento y escalamiento de los algoritmos FFT.

function G = ft2 (g, delta)

% function ft2 realiza una transformada discreta de fourier en 2D
ambos fftshift corrigen el campo para poder desplegar la imagen
G = fftshift (fft2 (fftshift(g))) * delta"2;

End

o\°

Lista 2.1.- Fichero de funcion para la transformada de Fourier bidimensional.

Con la rutina creada para la transformada discreta de Fourier y su inversa, el
siguiente paso es abordar el problema de la simulacion de la integral de Fresnel.

function G = ift2(g, delta)

% realiza una transformada inversa discreta de fourier en 2D

% ambos ifftshift corrigen el campo para poder desplegar la imagen
= ifftshift (ifft2 (ifftshift(qg))) / delta’2;

G
En

(o}

Lista 2.2.- Fichero de funcion para la transformada inversa de Fourier bidimensional.
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2.4 Codigo para la simulacion de difraccion por una
abertura circular.

En este seccion se explican dos maneras para programar la integral de difraccion
de Fresnel usando como base la transformada de Fourier discreta. La primera hace
uso del teorema de la convolucion para realizar los calculos; la segunda realiza la
transformada de Fourier directamente como se menciond en la seccion 1.4. Se
generan subrutinas para cada uno de los métodos; estas subrutinas son llamadas
desde el programa principal.

Posteriormente se aplican los programas al caso particular de una abertura circular
como campo de entrada.

2.4.1 Funcion de transferencia.

El primer método utiliza la funcidn de transferencia, para ello es necesario recordar
la forma de la integral de Fresnel definida en el capitulo uno

e

ikz K
— [[vemewlizic-o7+ o -nfdan @)

Ulx,y) =

Por otro lado, se define la convolucion bidimensional de dos funciones g; y h como
[21]

g2(x2,y2) = ff 91(&,m) h(x, — &, y, —n)dédn, (2.18)
simbdlicamente la convolucion se representa como

g2 = g1®h. (2.19)

Comparando esta definiciébn con la Ecu. (2.17); se define la funcién respuesta
impulso como [13]

ikz ik
— _ 2 2
h(x,y) = ——exp [22 (x“+y )], (2.20)
entonces el campo observado es
Ulx,y) = U;®h. (2.21)

Aplicando el teorema de la convolucion descrito en la Ecu. (1.7)
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G(fu fy) = Gi(fu f,)H(fo f), (2.22)

donde G y G, representan la transformada de Fourier de U y U,respectivamente. La
funcion H se conoce como la funcién de transferencia y representa la transformada
de Fourier de la funcién respuesta impulso. Dada la forma de h en la Ecu. (2.20), su
transformada de Fourier es [25]

H(f. f,) = e*exp[—inAz(f.> + £,%)], (2.23)

realizando la operacion de transformada inversa ambos lados de la Ecu. (2.22) se
obtiene

Ux,y) = F Gy (fo f5)H (S £y)}- (2.24)

Se generd un fichero de funcion (Lista 2.3) en MATLAB para la Ecu. (2.24); en esta
subrutina se emplean los ficheros de la transformada de Fourier discreta y la
transformada inversa discreta. Este propagador ha mostrado buenos resultados
para el caso de una abertura rectangular [26, 27].

function[Uout]= fun fresnel propFT(Uin,L,lambda,Dz)
$propagacién usando funcion de transferencia
M=size (Uin, 1) ;

dx=L/M; %espaciado

fx=-1/(2*dx) :1/L:1/(2*dx)-1/L; fy=fx; %$coordenadas en el espacio de
frecuencias
[FX,FY]=meshgrid(fx,fy); %Matriz de vectores

O Joy Ul W

= O
(@)

H=exp (-li*pi*lambda*Dz* (FX."2+FY."2)); %funcion de transferencia
Ul=ft2 (Uin,dx); %transformada de Fourier discreta

U2=H.*Ul;

Uout=ift2 (U2,dx); S%campo observado usando la transformada inversa

e
S w N e

"
al

end

Lista 2.3.- Cédigo para la funciéon de transferencia.

En el renglén 1 se especifica que se necesitan cuatro variables de entrada: Uin es
el campo de entrada U, (x,y), L es el tamafio de la malla empleada, lambda es el
valor de longitud de onda y Dz es la distancia de propagacion desde la abertura.
También se especifica la funcion de salida Uout.

Las coordenadas en el espacio de frecuencias se generan en el renglon 6, tal y
como se especificd en la seccion 2.1. Una vez generada la matriz de vectores del
renglon 8, se procede a realizar la operacion descrita en la Ecu. (2.24).

En el renglon 10 se genera la funcion de transferencia, se hace la transformada de
discreta de Fourier del campo incidente en el renglon 11 y finalmente se obtiene
Uout al sacar la transformada inversa discreta del producto de la transformada de
Fourier discreta de Uin con la funcion de transferencia.
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Al discretizar funciones continuas se tiene un efecto de solapamiento también
conocido en inglés como aliasing [25]. Este efecto causa que las sefiales continuas,
al ser discretizadas y digitalizadas, se distorsionen. Debido a esto hay ciertos
criterios en el muestreo que se deben cumplir, como los mencionados en la seccién
2.1.

En la Ecu. (2.24) la funcion de transferencia es la que ocasiona el efecto de
solapamiento; para que la subrutina de la lista 2.3 muestre resultados adecuados el
criterio en el muestreo es [22]

Az
Ax > T (2.25)
Se puede notar de la Ecu. (2.25) que al aumentar z se llega al punto de muestreo
critico Ax = Az/L y después el criterio deja de cumplirse. Por lo que la funcién de
transferencia tiene un limite y los resultados posteriores tendran un efecto de
solapamiento. Sin embargo, el propagador muestra resultados aceptables aun
cuando el criterio de le Ecu. (2.25) no se cumpla, siempre y cuando se cumpla el
criterio de “ancho de banda de la fuente” [27], el cual esta dado por

B=—
~ 21z (2.26)
donde B es el ancho de banda efectivo dado por la Ecu. (2.7).
De la lista 2.3 se nota que tanto Uin como Uout tienen las mismas dimensiones, es
decir, L es el mismo para los dos. En algunas situaciones es deseable que Uout

tenga un valor diferente para L [24], esto se logra con el método de propagacion a
dos pasos.

2.4.2 Propagacion de dos pasos.

En el capitulo uno se menciond que la integral de Fresnel tiene una gran similitud
con la transformada de Fourier bidimensional cuando se escribe de la siguiente
manera

ikz

U(x,y)=e

Tk .k 2
mz a7 +y?) ﬂ {U(m)e@@%nz)}e-%@f”") dédn.  (2.27)

Utilizando el operador F que denota la operacién de transformada de Fourier, se
puede reescribir la Ecu. (2.26) como

ikz

.k .k
U(x,y) — — ezz(x2+y2)g;- {U(f,n)elZ(EZ-HIZ)}, (228)

donde las frecuencias f, y f, son
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_x _7
=72 b =2z (2.29)
La Ecu. (2.27) se puede programar de manera directa tomando en cuenta la forma
que tienen las frecuencias en la Ecu. (2.29).

Se puede realizar la propagacion del plano objeto al plano imagen directamente
usando la Ecu. (2.28), este propagador se conoce como el propagador de un paso
y presenta resultados similares a la funcién de transferencia [26]. Un propagador
alternativo que sigue la idea de la Ecu. (2.28) es el propagador de dos pasos; en
este propagador el tamafio de las mallas en el plano objeto y plano imagen son
diferentes lo que permite mejorar la propagacion seleccionando el tamafio de las
mallas adecuadamente. La idea principal que utiliza este método es realizar una
propagacion “intermedia” en algun plano intermedio y de este plano propagar al
plano imagen. Para la primera propagacion se tienen tres posibilidades: se puede
propagar a un plano intermedio entre el plano de la abertura y el plano de
observacion; se puede propagar a un plano posterior al plano de observacion; se
puede propagar a un plano posterior al plano de la abertura. Sin embargo, en la
practica solo se pueden tomar dos de las tres opciones [27]; en este trabajo se utiliza
un plano que se encuentre atras del plano de observacién o atras del plano de la
abertura como se muestra en la figura 2.4.

plano objeto plano imagen plano intermedio

ﬁ}ﬁ A3’2 A Va

A z s i
L j U L )C
1 101,01 ) U(x2,¥2) L
v a
v «
Zy v
< >

Z1
Figura 2.4.- Planos en la propagacion de dos pasos.

Se toman en cuenta tres planos diferentes: el plano de observacion con
coordenadas (x;,y;) para el campo de entrada U, y longitud de malla L;; el plano
de observacion con longitud de malla L, y coordenadas (x,,y,) para el campo a
observar U,; el plano “intermedio” con coordenadas (x,,y,) para el campo
intermedio U, y longitud de malla L,. El plano intermedio se encuentra a una
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distancia z, del plano objeto y a una distancia z, del plano imagen; por lo que la
distancia real de propagacion z entre los planos objeto e imagen es

Z = 71 — Zy. (2.30)

Utilizando la Ecu (2.28) se tiene que la propagacion desde el plano objeto hasta el
plano intermedio es

ikZl k

(<3472 2+
Ua(Xa, Va) =We‘221(" va) g {Ul(xl,yl)e%zl(xl 7 } (2.31)
1

en este caso las frecuencias estan dadas de la siguiente manera

o A
AZl fYZ -

fx1= /,121. (2.32)

Por otro lado, la propagacion desde el plano imagen hasta el plano intermedio es

ikz, |k 2 4y2 Kk 2, 2
5>, XatVa I5——( X2ty
Ua (e, y0) = 75 e'2" )f{uzuz.yz)e 2,07 2)}, (2.33)
con frecuencias
_ Xa _Ya
fXZ - AZZ fYZ AZZ' (234)
Igualando la Ecu. (2.31) y la Ecu. (2.33) se tiene
Ko o k 1 1 koo o
i5-(x3+¥%) _Z_2 ik(z1—22) 17(x§+y£21)(———) 12—(x1+Y1)
T{Uze 222 } =z e 1T 42e 721 22/ F  Use %4 : (2.35)
Realizando la transformada de Fourier inversa y utilizando le Ecu. (2.28)
.k .k 1 1 .k
U =z_2e“‘ze_‘E("%+y22)T-1 2D p {Ulelz_zl(x%”% }} (2.36)
1
De las ecuaciones (2.32) y (2.34) se tiene que para x,
Xq = AZ1fx1 = 222 fx2- (2.37)
Las longitudes de malla para el plano objeto y el plano imagen son
L1 = NAx1 LZ = NA.XZ (2.38)

Siguiendo la Ecu (2.11), las frecuencias tienen la forma fy; = p/2Ax, Y fx2 =
p/2Ax,; con p un indice que va de —N/2 hasta N/2 — 1. Por lo que, utilizando la
Ecu. 2.37, se cumplen las siguientes relaciones
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Z_fro B0 _ L
Zy  fx1 Dx, Ly (2.39)

De esta ecuacion se puede despejar tanto z; como z, en términos de las longitudes
de mallas, sustituyendo estos valores en la Ecu. (2.30) se obtiene

~+(52%) ~+(525)
Zl_Z Ll_LZ ZZ_Z Ll_LZ ' (240)

Estos valores se pueden sustituir en la Ecu. (2.36), en particular para el argumento
de la exponencial que multiplica a la transformada de Fourier

k 1 1 k 1\ /L —L Li—L
—(x2 (Y= Z(2,2€2 2,22 (2 1 2 M 2
2 (a +3a) (21 Zz) p Waifa + Xzifr) (z)( L, L, ) (2.41)

realizando las operaciones se tiene

k 1 1y Ly (2.42)
2 G2+ (=) = —maa (32) G + A,

2
Finalmente, la Ecu. (2.36) se puede reescribir como

U, =2 eikze—iz"—Z(LlL;LZ)(x§+y§)T_1{e—mza(i—;)(f;ﬁfya)? {ule%(“[fz)("?”f)}}. .03

L, :
Como se puede observar el campo en el plano imagen depende del campo en el
plano objeto U, (x,,v,), las coordenadas del plano objeto (x;,y,), las coordenadas
del plano imagen (x,,v,), las frecuencias (fx;,fy1) relacionadas con las
coordenadas (x4,y;), los parAmetros constantes del problema y la longitud de las
mallas.

De Ecu. (2.40) se tienen que cuando L; > L, el plano intermedio esta detras del
plano objeto. Si L, > L,, tanto z; como z, son negativos y el plano intermedio esta
a atras del plano objeto.

La Ecu. (2.43) se program6 como un fichero de funciébn Illamado
“fun_fresnel_dos_pasos_prop”; la lista 2.4 muestra el cédigo en MATLAB.

1 function[u2, x4, y4]=fun fresnel dos pasos prop(ul,Ll,L2,lambda,Dz)
2 % difraccion de fresnel por el metodo de dos pasos

3

4 M=size(ul,1l);

5 k=2*pi/lambda; % numero de onda

6

7 % plano objeto

8 dx1=L1/M; % espaciado

9 x1=-L1/2:dx1:L1/2-dx1; % coordenadas

10 [X,Y]=meshgrid(xl,x1l); % matriz de coordenadas

11 u=ul.*exp(li*k/(2*Dz*L1) * (L1-L2)* (X."2+Y."2)); % funcidén de entrada
12 % multiplicada por el factor exponencial
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13 u=ft2(u,dxl); % transformada de Fourier

14

15 % coordenadas frecuenciales

16 £x1=-1/(2*dx1):1/L1:1/(2*dx1)-1/L1; % frecuencias

17 [FX1,FYl]=meshgrid(fxl,fx1l); % mallado de frecuencias
18 u=exp (-li*pi*lambda*Dz*L1/L2* (FX1."2+FY1.72)).*u; % factor exponen
19 $ multiplicado por la funcid u

20 u=ift2(u,dxl); % transformada inversa

21

22 % plano imagen

23 dx2=L2/M; % espaciado

24 x4=-12/2:dx2:1L2/2-dx2; y4=x4; % coordenadas

25 [X,Y]=meshgrid(x4,y4); % matriz de coordenadas
26 u2=(L2/L1)*u.*exp(-1i*k/ (2*Dz*L2) * (L1-L2) * (X."2+Y."2)); % salida
26 end

Lista 2.4.- Cédigo para la funcion de propagacion a dos pasos.

El programa necesita cuatro parametros de entrada: ul el campo en el plano objeto,
L1 la longitud de la malla en el plano objeto, L2 la longitud de la malla en el plano
imagen, la longitud de onda lambda y la distancia de propagacién Dz.

A diferencia del fichero de funcién para la funcion de transferencia, se tienen tres
salidas: u2 es el campo en el plano imagen, mientras que x4 y y4 representan las
coordenadas en el plano imagen. Este cambio entre los dos ficheros se debe a que,
al cambiar el tamafio de la rejilla para la funcion de dos pasos, el espaciado se
modifica por lo cual las coordenadas cambian como se puede observar en la linea
24.

Las coordenadas de los planos objeto e imagen se generan en las lineas 9 y 24,
respectivamente; las coordenadas frecuenciales se generan en la linea 16. Las
operaciones matematicas se realizan en las lineas 11, 18, 20 y 26.

Al igual que la funcion de transferencia, existen ciertos criterios en el muestreo que
deben cumplirse para evitar el efecto de solapamiento. Estos criterios estan
relacionados a las exponenciales que aparecen en la Ecu. (2.43). Para la
exponencial que depende de las coordenadas del plano objeto (x;,y;), €l criterio es

< Az
|Ly — Lp| (2.44)

En el caso de la exponencial con dependencia de las coordenadas (x,, y,), el criterio
es

L, Az

Axy < ———.
Y=L, Ly — Ly (2.45)

Por ultimo, para la exponencial que depende de (fx1, fy1), €l criterio es
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Ar. > Az
L= (2.46)

El caso de muestreo critico, las ecuaciones (2.44) y (2.45) se vuelven igualdades,
de estas igualdades se deriva que L, = L,. Esto implica que el muestreo critico para
la Ecu. (2.46) es Ax, = Az /L, lo cual es el mismo criterio que se tiene para la funcion
de transferencia. Este resultado es de esperarse ya que para L, = L,, la Ecu. (2.43)
se reduce a

U, = pikz -1 {e—inzl(f§1+f1;1)T{Ul}},
(2.47)

lo cual es, en esencia, el método de la funciéon de transferencia.

2.4.3 Difraccion a través de una abertura circular.

Los métodos descritos en las secciones 2.4.1y 2.4.2 se pueden usar para describir
la propagacién de cualquier campo U;, como pueden ser haces de luz o la difraccion
por algun tipo de abertura [10, 11]. Para este trabajo de tesis se considera el caso
de una abertura circular. Una abertura circular de la Ecu. (1.65), se tiene que

U1(§,m) = circ (1)- (2.48)
w
1 function ¢ = fun circulo(x, y, D)
2 % funcion circulo. D es diametro de la apertura.
3 r = sqrt(x."2+y."2);
4 z = double (r<D/2);
5 z(r==D/2) = 0.5;
6 end

Lista 2.5.- Funcion circulo.

Se generd un fichero de funcion llamada “fun_circulo” para utilizar la funcion U; en
los programas. Para este fichero se necesitan tres variables de entrada, las
coordenadas (x,y) en el plano objeto y el diametro de la abertura; con esta
informaciéon se crea una variable r que representa el radio para cada par de
coordenadas. En la linea 4, se crea una condicién: para todas las r que estén por
debajo del radio de la abertura, “double” devolvera un uno, en caso contrario se
devuelve cero. La linea 5 se utiliza para los valores que estan justo sobre el radio
de la abertura. Usando el fichero se obtiene una abertura circular binaria como se
muestra en la figura 2.5.
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<1072 abertura circular

5 0 5
x (m) <107

Figura 2.5.- Abertura circular de cinco milimetros generada por la lista 2.5.
Esta abertura es una abertura binaria compuesta por elementos 1 y 0. Ahora se

tienen todos los elementos para simular la difraccion de una abertura circular; la lista
2.6 muestra el programa principal.

o

simulacion de propagacion de fresnel de una abertura circular
clc

clear

clf

%% CONSTANTES INICIALES
L1=.01; %longitud de la cuadricula [m] plano objeto
L2=.03; %longitud de la cuadricula plano imagen [m] metodo 2 pasos
N=1024; %numero de muestras
d1=L1/N; %espaciado de la cuadricula plano objeto
d2=L2/N; %espaciado de la cuadricula plano imagen metodo 2 pasos
lambda=0.632e-6; %longitud de onda [m]
k=2*pi/lambda; %numero de onda
D=0.004; %diametro de la abertura [m]
Dz=.3; %distancia del plano imagen

O J oy U1 b W

el el el e )
wJo U WN PO

%% ABERTURA

x1=-L1/2:d1:L1/2-d1l; yl=x1l; %coordenas de la abertura
[X1,Y1l]l=meshgrid(xl,yl);

Uin=fun circculo (X1, Y1, D); S%Scampo en la abertura
Il=abs (Uin."2);

DN
W N O w0

figure(l) %grafica de la abertura
imagesc(x1,yl,I1);
axis square; axis xy;

N
(@)

N
(&)}
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27 axis([-0.005 0.005 -0.005 0.005]); %zoom

28 colormap('gray'); xlabel('x (m)'); ylabel('y (m)"');
29 title('z= 0 m');

30

31 %% PROPAGACION

32

33 $Two Step

34 [Uout,x4,y4]=fun fresnel two step prop(Uin,Ll,L2,lambda,Dz);
35

36 I2=abs(Uout.”2); %Intensidad en el plano de observacion

37 I2=abs(I2)/max (max(abs(I2))); %Normalizacidédn del campo

38 figure(2) $Imagen del patron de difraccion

39 imagesc(x4,y4,I2);

40 axis square; axis xy;

41 axis([-0.005 0.005 -0.005 0.0057);

42 colormap('hot'); xlabel('x (m)'"); ylabel('y (m)");

43 title(['Two Step simulacion (z= ',num2str(Dz),' m)']);

44

45 Sfuncion de transferencia

46 [Uout] = fun fresnel propFT(Uin, L1, lambda, Dz);

47

48 x3=x1; y3=yl; S%coordenadas plano de observacion

49 I3=abs(Uout.”2); %Intensidad en el plano de observacion
50 I3=abs(I3)/max (max(abs(I3))); %$Normalizacidn del campo

51 figure (3) %$Imagen del patron de difraccion

52 imagesc(x3,y3,I3);

53 axis square; axis xy;

54 axis([-0.005 0.005 -0.005 0.005]);

55 colormap('hot'); xlabel('x (m)'"); ylabel('y
56 title(['F.T. simulacion (z= ',num2str (Dz),"'

")
1)

(m)
m) '

Lista 2.6.- Programa para abertura circular.

El programa se divide esencialmente en tres partes. En la primer que va de la linea
6 ala 17 se tienen las constantes iniciales necesarias para el programa como lo son
el tamafio de las mallas, el nUmero de muestras a utilizar, el espaciado, la longitud
de onda, el numero de onda, el diametro de la abertura y la distancia que hay entre
los planos objeto e imagen.

La segunda parte (linea 18 a 30) consiste en definir el campo de entrada, en este
caso la abertura circular. Se definen las coordenadas y se utiliza la subrutina
fun_circulo para generar la abertura. Los comandos de las lineas 24 a 29 se usan
para graficar la forma de la abertura.

La tercera parte abarca de la linea 31 a la 56; se utiliza las subrutinas de los

propagadores para encontrar el campo difractado por la abertura a la distancia Dz.
Los resultados de este programa se muestran en el siguiente capitulo.
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Capitulo tres

3. Analisis de resultados.

En este capitulo se muestran los resultados del programa de la lista 2.6 para
diferentes distancias de propagacion. Se contrasta los resultados para la funcion de
transferencia y la propagacion de dos pasos. Asi mismo se muestra el efecto de
solapamiento para ambos propagadores cuando las condiciones de muestreo no se
cumplen.

Las imagenes desplegadas por el programa de la lista 2.6 para el campo en el plano
imagen se muestran en la Fig. 3.1. Tal y como se mencioné en el capitulo uno, el
campo difractado tiene una distribucion de anillos brillantes y obscuros; debido a la
simetria de la abertura. El inciso a) muestra el campo simulado por el propagador
de dos pasos, se puede apreciar como el tamafio de la malla es tres veces mas
grande que la malla en el inciso c¢) que representa el campo simulado con la funcién
de transferencia, lo cual es de esperarse dado el método del propagador de dos
pasos. Para contrastar mejor los resultados, el inciso b) muestra la intensidad del
inciso a) ajustando la imagen para tener las mismas dimensiones del inciso c); esta
ajuste es solo un “zoom” al inciso a); de esta manera se pueden apreciar y comparar
los resultados de ambos propagadores. De aqui en adelante se hard este mismo
zoom para todas las imagenes de intensidad del propagador de dos pasos, pero se
debe tener en cuenta que el tamafio de las mallas es diferente.

a) Two Step simulacion (z=0.3 m)

k:]

0.8

10.7
0.005

1086

-0.005

0.01

-0.015
-0.015 0.1 -0.005 0 0.005 0.01

X (m)
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.102 b) Two Step simulacion (z= 0.3 m)

0.9

0.8

10.7

1 0.6

-5 0 5
x (m) 107
«10°2 c) F.T. simulacion (z= 0.3 m)

0.9

0.8

107

106

5 0 5
x (m) « 1073

Figura 3.1.- Campo difractado por una abertura circular de dos milimetros de radio
a una distancia de 30 centimetros; a) propagador de dos pasos b) zoom al
propagador de pasos Yy c) funcion de transferencia.

Existen ciertas diferencias al ocupar los propagadores, esto debido a los criterios de
solapamiento que se mencionan en el capitulo dos. Para distancias relativamente
cortas, donde se cumple el criterio de solapamiento dado por la Ecu. (2.25), se
tienen mejores resultados para la funcién de transferencia en comparaciéon con el
propagador de dos pasos, ya que los dos primeros criterios de solapamiento para
el propagador de dos pasos dados por las ecuaciones (2.44) y (2.45) no se cumplen,
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pero el tercer criterio de la Ecu. (2.46) se cumple. Esto produce que la simetria
circular se rompa y se obtenga una forma cuadrada en el patrén de difraccion.

+102 a) Two Step simulacion (z=0.1 m)

-5 ] 5
x (m) « 1072
<1073 b) F.T. simulacion (z= 0.1 m)

0.9

0.8

10.7

1 0.6

5 0 5
x (m) 107

Figura 3.2.- Campo difractado por una abertura circular de dos milimetros de radio
a una distancia de 10 centimetros; a) propagador de dos pasos y b) funcién de
transferencia.

Se observa que la ventaja principal de la funcién de transferencia se encuentra en
la propagacion de distancias pequefias. Sin embargo, no es posible realizar
propagaciones tan pequefias como se deseen, la causa principal es la aproximacién
del factor de oblicuidad que permite obtener la integral de Fresnel a partir de la
solucion de Rayleigh-Sommerfeld. Esto se evidencia en los propagadores
distorsionando la imagen del patron de difraccion. En el caso del propagador de dos
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pasos, se observan copias del cuadrado que aparece en la Fig. 3.2, mientras mas
cerca se esté del plano objeto mas copias aparecen. Para la funcién de
transferencia se mantiene la simetria circular pero el patron de difraccion se va
generando poco a poco. Los resultados se muestran en la Fig. 3.3.

.10-3 a) Two Step simulacion (z=0.01 m)
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.10°3 ¢) Two Step simulacion (z= 0.03 m)
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2103 d) F.T. simulacion (z= 0.03 m)
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Figura 3.3.- Campo difractado por una abertura circular de dos milimetros de radio
a una distancia de 1 centimetro: a) propagador de dos pasos y b) funcion de
transferencia. Campo difractado por la misma abertura a una distancia de 3

centimetros: c¢) propagador de dos pasos y d) funcion de transferencia.

Al aumentar la distancia de propagacién ambos propagadores tienden a tener
resultados similares como se muestra en la figura 3.1. Esto a pesar de que el primer
criterio de solapamiento para la funcién de transferencia no se cumple, pero se
cumple el criterio de ancho de banda de la fuente de la Ecu. (2.25). Mientras mas
grande sea la distancia z que hay entre los planos objeto e imagen, ambos criterios
de solapamiento para la funcion de transferencia dejan de cumplirse y el patron de
difracciéon se va degradando. Para estas distancias grandes los dos primeros
criterios de solapamiento para el propagador de dos pasos se cumplen y el patron
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de difraccién desplegado es bastante mejor. EI cumplimiento de los criterios de
solapamiento se muestra en la tabla 3.1 y tabla 3.2.

+102 a) Two Step simulacion (z= 0.9 m)
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.102 ¢) Two Step simulacion (2= 1.5 m)
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.102  e) Two Step simulacion (z= 3 m)
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Figura 3.4.- Campo difractado por una abertura circular de dos milimetros de radio
a una distancia de .9 metros: a) propagador de dos pasos y b) funcion de
transferencia; a una distancia de 1.5 metros: c¢) propagador de dos pasos y d)
funcién de transferencia; y a una distancia de 3 metros: €) propagador de dos
pasos y f) funcion de transferencia.
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1

Tabla 3.1.- Criterios de solapamiento del propagador Two Step para diferentes
distancias de propagacion. 1y 0 representan que el criterio se cumple o no
respectivamente.

Tabla 3.2.- Criterios de solapamiento de la funcion de transferencia para diferentes
distancias de propagacion. 1y 0 representan que el criterio se cumple o no
respectivamente.

Para conocer la region de validez del programa desarrollado, se tiene que tomar en
cuenta el numero de Fresnel

a? (3.1)

donde a es el radio de la abertura, z es la distancia de propagacion y A es la longitud
de onda. Para valores de F > 1 se esta en la region de campo cercano y se debe
utilizar el método del espectro angular para calcular el patron de difraccion de la
abertura, para valores F~1 se esta en la region donde la aproximacion de Fresnel
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es valida y para valores F « 1 se esta en la region de difraccion de Fraunhofer. Los
nameros de Fresnel correspondientes a las propagaciones realizadas con el
programa se muestran en la tabla 3.3.

De aqui se puede observar que, para distancias menores a 30 cm, los numeros de
Fresnel ya son mucho mayores que 1 por lo que el programa, aunque mantiene la
geometria de difraccion de anillos brillantes y obscuros, no despliega un patrén de
difraccién que se puede contrastar con resultados experimentales. A medida que la
distancia de propagacion aumenta el nimero de Fresnel disminuye y el programa
empieza a ser valido. Entonces la validez del programa se tiene para valores de F <
7.5.

Distancia de propagacion (z Numero de Fresnel
3m 2.11
1.5m 4.22
90 cm 7.03
30cm 21.1
10 cm 63.29

Tabla 3.3.- Distancias de propagacion y su correspondiente numero de Fresnel.

Ahora se analiza el solapamiento debido a las exponenciales en los propagadores;
en el caso de la funcién de transferencia, al calcular el patron de difraccion se
multiplican la transformada de Fourier de la funcion circulo con la funcion de
transferencia. Observar que tan bien muestreada esta la fase de la funcién de
transferencia permite tener una idea del efecto de solapamiento. La figura 3.5.
muestra el area efectiva de la fase que es multiplicada; para distancias pequefias la
fase esta muestreada adecuadamente por lo que los resultados desplegados son
bastante buenos, aunque la fase empieza a generar copias de si misma (inciso b).
Conforme se aumenta la distancia de propagacion la fase deja de estar bien
muestreada (inciso c-e) y las copias comienzan a multiplicar la transformada de
Fourier de la funcion circulo. Esto es lo que genera que el efecto de solapamiento.

H
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.10* a) funcién de transferencla (z= 0.1 m)
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+10* b) funcién de transferencia (z= 0.3 m)
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.10* c)funcion de transferencia (z= 0.9 m)
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.10% €)funcién de transferencia (z= 3 m)
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Figura 3.4.- Fase de la funcién de transferencia para distintas distancias de
propagacion: a) 10 cm, b) 30 cm, ¢) 90 cm, d) 1.5mye) 3 m.

Los efectos de solapamiento para el caso del propagador de dos pasos no son tan
sencillos de visualizar como en la funcion de transferencia debido a que se tienen
tres exponenciales (Ecu. (2.43)), pero se puede observar cOmo contrarrestar este
efecto modificando la longitud de las mallas L, y L,. Para el caso cuando L, = L, el
propagador se reduce a la funcién de transferencia, desplegando los mismos
resultados (Figura 3.5). Al aumentar L, el solapamiento empieza a disminuir,
teniendo los mejores resultados cuando L, =3L;; no obstante, al seguir
aumentando L, el efecto vuelve a manifestarse debido a que el criterio dado por la
Ecu. (2.45) deja de cumplirse, de hecho, el efecto es méas evidente como se muestra
en la figura 3.6 c).
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.10 a) Two Step simulacion (z=1.1 m)

0.9

0.8

10.7

1 0.6

-5 0 5
x (m) « 103
«10°2 b) F.T. simulacion (z= 1.1 m) .
0.9
0.8
107
106

5 0 5
x (m) « 1073

Figura 3.5.- Campo difractado por una abertura circular de dos milimetros de radio
a una distancia de 1.1 metros: a) propagador de dos pasos (L, = L,) y b) funcion
de transferencia
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.10 a) Two Step simulacion (z=1.1 m)
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+102  b) Two Step simulacion (z= 1.1 m)
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.102 ¢) Two Step simulacion (z=1.1 m)
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Figura 3.6.- Campo difractado por una abertura circular de dos milimetros de radio
a una distancia de 1.1 metros: a) propagador de dos pasos (L, = L,), b)
propagador de dos pasos (L, = 3L;) y c¢) propagador de dos pasos (L, = 5L,).

Al continuar propagando, se llega a la region de campo lejano y esto se observa en
las imagenes de intensidad ya que el patron de difraccién no cambia de forma, solo
cambia de tamafio como se tiene en la fig. 3.7. En esta region los resultados de los
propagadores ya no son adecuados por lo que se debe considerar otro programa
que simule la difraccion de Fraunhofer directamente.
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.102  b) Two Step simulacion (z= 8 m)
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Figura 3.7.- Campo difractado por una abertura circular de dos milimetros de radio
usando el propagador de dos pasos, a una distancia de a) 7 my b) 8 m.

Como una manera de observar que pasa para diferentes tamafos de aberturas, se
modificé el diametro de la abertura en la lista 2.6; los incisos a) y b) de la figura 3.8
corresponde al campo difractado por a una abertura de 100 micras a una distancia
de 2.6 mm y con F = 6.07. El inciso c) corresponde al campo propagado a una
distancia de 30 mm donde ya esta presente el patron de difraccion de Fraunhofer,
como era de esperarse al disminuir el tamafio de la abertura, también disminuye la
distancia para obtener difraccién de campo lejano.

1074 a) Two Step simulacion (z= 2.6 mm)
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1074 ¢) Two Step simulacion (z=30 mm)
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Figura 3.8.- Campo difractado por una abertura circular de 100 micras de radio; a)
propagador de dos pasos a una distancia de 2.6 mm, b) funcion de transferencia a
una distancia de 2.6mm y c) propagador de dos pasos a una distancia de 30 mm.

Asi mismo, se programoé una abertura circular de 10 micras de radio y se observo el
campo difractado a una distancia de 40 micras con un F = 3.96; los resultados se
muestran en la figura 3.9. El inciso c¢) corresponde al campo propagado a una
distancia de 300 micras, donde se tiene difraccién de Fraunhofer.
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. 10°% a) Two Step simulacion (z=40 micras)
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.10°%  b) F.T. simulacion {(z=40 micras)
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. 10°5¢) Two Step simulacion (z=300 micras)
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Figura 3.9.- Campo difractado por una abertura circular de 10 micras de radio; a)
propagador de dos pasos a una distancia de 40 micras, b) funcién de transferencia
a una distancia de 40 micras y c) propagador de dos pasos a una distancia de 300

micras.

Finalmente se enfatiza el hecho de que los propagadores se pueden ocupar para
cualquier campo o abertura diferente a la abertura circular. Por ejemplo, se sabe
gue una forma de generar haces Bessel es utilizando una abertura en forma de
anillo iluminada por una onda plana [5]. La figura 3.7 muestra los resultados de la
propagacion de un campo por una abertura anular, de radio interior de 2.4 mm vy
radio exterior de 2.5 mm, a diferentes distancias. Las constantes y parametros
iniciales son los mismos que para la abertura circular excepto por los radios. Tal y
como se esperaba los resultados para la propagacion de 1 m son ligeramente
mejores para la funcion de transferencia; y al aumentar la distancia de propagacion
los resultados son mejores para la propagacion de dos pasos. Ademas, los
propagadores evidencian el hecho de el haz Bessel sufre difraccion, esto ocurre
debido al confinamiento del haz en la rejilla cuadrada.
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.102  b) Two Step simulacion (z= 1 m)
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£1073 c) F.T. simulacion (z=1m)
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.10 d) Two Step simulacion (z= 3 m)
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(1073 e) F.T. simulacion (z= 3 m)
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Figura 3.10.- a) Abertura anular. Campo difractado por la abertura a una distancia
de 1 m: b) propagador de dos pasos y c) funcidn de transferencia; campo
difractado a una distancia de 3 m: d) propagador de dos pasos y €) funcion de
transferencia.
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Capitulo cuatro

4. Conclusiones.

En este trabajo de tesis se estudio la teoria escalar desde las suposiciones hechas
por Kirchhoff hasta las soluciones Rayleigh-Sommerfeld; esto permitié encontrar la
integral de difraccion de Fresnel.

Se estudio la discretizacion de la transformada de Fourier y su digitalizacion de
manera adecuada en MATLAB, haciendo uso del algoritmo Fast Fourier Transform.
Ademas, se generaron ficheros de funcion que facilitan el uso de la transformada
de Fourier y la transformada inversa de Fourier.

Una vez generados los ficheros para la transformada y su inversa; se desarrollaron
dos ficheros de funcibn mas que permiten simular la propagacion libre de campos
Opticos usando como base la integral de difraccion de Fresnel. El primer propagador
(propagador de funcién de transferencia) aprovecha la similitud de la integral con la
funcién de convolucién y el uso de la funciébn de transferencia. El segundo
(propagador de dos pasos) utiliza el parecido de la integral de difraccion con una
transformada ligeramente modificada.

Usando los métodos de propagacion se logrd encontrar el patrén de difracciéon de
una abertura circular para diferentes distancias de propagacion. Este patron se
compone por una serie de anillos obscuros y brillantes, debido a la simetria de la
abertura. Posteriormente se hizo una comparacién entre los propagadores, en
donde se mostro los criterios que despliegan resultados adecuados.

Se demostré6 como las funciones exponenciales de los propagadores generan el
efecto de solapamiento. En particular para la funcién de transferencia, se observo
como el muestreo de la fase comienza a ser inadecuado al aumentar la distancia de
propagacion.

Para el caso del propagador de dos pasos (Two Step) se observé que al tener un

tamafio mayor de la malla para el plano de observacion permite disminuir el efecto
de solapamiento; con los mejores resultados para cuando L, = 3L;.
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Apéndice A: Demostracion del
Teorema de Green

La demostracion comienza con el teorema de la divergencia o teorema de Gauss,
el cual dice [11, 34]: Sea V un volumen arbitrario, S la superficie que encierra ese

volumen y F una funcion vectorial de la posicion continua en V, entonces:

ﬂﬁ-ﬁdg:ﬂ]v-ﬁdv, (A.1)
S %4

donde F - A es la componente normal a F en la superficie S. Si se tiene que F =
V¥, con ¢ y ¥ escalares, entonces sustituyendo en (A.1):

[f VY - A ds =fvf (PV2W + Vo - VW) dv, (A.2)

Por otro lado, si ahora F = YV y sustituyendo en (A.1):

ﬂ YVe -fids = J:fo(‘}’vztp + V¥ - Vop)dv, (A.3)

S
ahora restando (A.3) a (A.2):

ff((pV‘P A=YV -A)ds = f (V¥ + Vo - V¥ — WV2p — V¥ - Vp)dv.
(A.4)
s v

Utilizando las propiedades vectoriales V¥ - i = Z—: yVe-n= Z—i se tiene:

g (‘p ?3_: - “’g—i) ds = fvf (pV?¥ — WV2p)dv. (A.5)

La ecuacion (A.5) se conoce como el teorema de Green.
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