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Dinamica Cuantica y Oscilaciones de Rabi en el modelo
de Holstein-Tavis-Cummings
Resumen

En este trabajo nos centramos en el estudio de una molécula con dos estados electronicos
accesibles y un tdnico modo vibracional interactuando con un modo del campo electro-
magnético. Realizamos una revision del estudio de la interaccién entre radiacién y materia,
junto con los conceptos y herramientas necesarios para comprender la dindmica del sis-
tema. Ademds, profundizamos en el modelo paradigmatico de Jaynes-Cummings (JC),
especificamente en el caso no resonante.

Presentamos el hamiltoniano que describe la interaccién entre la molécula y la
cavidad, conocido como el hamiltoniano de Holstein-Tavis-Cummings (HTC), y explicamos
el origen de los términos que lo componen. Al aplicar un desplazamiento unitario del modo
vibracional, observamos una estructura similar al modelo de Rabi, que mediante una aprox-
imacién de onda rotante se reduce a una coleccién de modelos de Jaynes-Cummings fuera
de resonancia organizados por bloques, en donde los estados vestidos del JC fotoelectrénico
toman el rol de sistemas de dos niveles acopldndose al modo vibracional en un nuevo JC.
Derivamos un hamiltoniano efectivo que describe la dindmica del sistema y exploramos los
valores de los pardmetros donde ocurre el fenémeno de colapso y resurgimiento, considerando
también diferentes casos de condiciones iniciales.

Finalmente, analizamos distintas variables dindmicas que nos permiten profundizar
en el estudio de las propiedades del sistema. Encontramos estados particulares que presentan
entrelazamiento maximo tripartita, aportando nuevas perspectivas sobre las posibilidades

de interaccién cuantica entre moléculas y cavidades.



Quantum Dynamics and Rabi Oscillations in the
Holstein-Tavis-Cummings Model
Abstract

In this work, we focus on the study of a molecule with two accessible electronic states and
a single vibrational mode interacting with a mode of the electromagnetic field. We provide
an overview of the interaction between radiation and matter, along with the concepts and
tools necessary to understand the dynamics of the system. Additionally, we delve into the
paradigmatic Jaynes-Cummings model, specifically in the non-resonant case.

We present the Hamiltonian describing the interaction between the molecule and
the cavity, known as the Holstein-Tavis-Cummings Hamiltonian, and explain the origin of its
terms. By applying a vibrational mode unitary displacement, we observe a structure similar
to the Rabi model, which, through a rotating wave approximation, reduces to a collection of
off-resonant Jaynes-Cummings models organized into blocks where the photoelectronic JC
dressed states play the role of two level systems coupled to the vibrational mode in a new
JC. We derive an effective Hamiltonian that describes the system’s dynamics and explore
the parameter values where the collapse and revival phenomenon occurs, also considering
different initial condition cases.

Finally, we analyze various dynamic variables that allow us to deepen the study
of the system’s properties. We identify specific states exhibiting maximum tripartite en-
tanglement, providing new perspectives on the potential for quantum interaction between

molecules and cavities.
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Capitulo 1

Introduccion

La electrodindmica cudntica (QED) es una teoria que tiene como objetivo el ex-
plicar la interaccién entre luz y materia[l] mediante un intercambio de fotones a escalas en
donde los fenémenos cuanticos se vuelven importantes. Esta nos ayuda a describir sistemas
como los atomos en cavidades que han tomado especial relevancia en anos recientes debido
al rdpido crecimiento de la rama de informacién cudntica.

Histéricamente en 1918, H. Weyl traté de unificar las teorias de la gravedad y elec-
tricidad mediante el principio de invarianza de norma, esto lo llevd a notar un acoplamiento
entre la electricidad y la materia[2]. Anos mds adelante, en 1926 la teoria de la mecénica
cudntica desarrollada por W. Heisenberg, E. Schrédinger y P. Dirac comenzé a tomar im-
pulso pues era capaz de describir las interacciones entre los dtomos, lo que significaba que el
electromagnetismo desarrollado por Maxwell necesitaba ser actualizado para estar acorde
a los nuevos principios de la mecanica cudntica[4]. Para el ano 1929, la teoria de QED
comenzaba a desarrollarse con el propédsito de conciliar estas diferencias[1]. Este esfuerzo se
unié a la visiéon de Dirac de que la teoria cuantica necesitaba incorporar los principios de la
relatividad[5], dando inicio a la tarea de describir fenémenos como la dispersion de la luz por
los atomos y las interacciones de electrones de altas energias en el espacio libre, tomando
en cuenta la radiaciéon cuantizada. A lo largo del siglo XX avances en estudios sobre es-
pectroscopia, tecnologias como el maser y posteriormente el laser lograron que los fisicos
de la época fueran capaces de estudiar dtomos aislados interactuando con luz de manera
experimental, drea de estudio que se conoce como 6ptica cudntica[3]. Para finales de 1940,
en la busqueda por mantener un control preciso sobre los estados atémicos y concentrar

la atencién en un espacio fisico bien definido, sugiri6 la idea de confinar dtomos dentro de
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cavidades resonantes|[2], lo que facilitaria su estudio, esta estrategia conllevé a la aparicién
de efectos cuanticos significativos que alteraron la dinamica del sistema. Esto, a su vez, dio
origen a una rama especializada de QED conocida como Electrodindmica Cuéantica de Cavi-
dades (Cavity-QED), centrada en el estudio y comprensién de estos efectos. La tecnologia
necesaria para llevar a cabo esta investigacién no se desarrollé hasta finales de la década
de 1960[6]; el modelo ideal consistia en aislar un dnico dtomo dentro de una cavidad que
permitiera la interaccién con un tinico modo del campo electromagnético.

El ejemplo més emblemaético en sistemas de atomos en cavidades es el que consid-
era un atomo de dos niveles en interaccién con un modo del campo electromagnético. Este
modelo es llamado Modelo de Jaynes-Cummings, fue introducido en 1963[7]. A pesar de
ser un modelo relativamente simple, este llevé a resultados importantes sin una contraparte
clésica como es el fendmeno de colapso y resurgimiento de oscilaciones de Rabi[8]; compro-
baciones experimentales del modelo de JC se han hecho en algunos sistemas fisicos, no sélo
en atomos en cavidades. Como ejemplo se puede hacer mencién de sistemas con trampas
de iones[9], qubits superconductores[10] y otras configuraciones de Cavity-QED, lo que ha
proporcionado una fuerte evidencia de las predicciones de este modelo ampliando nuestro
entendimiento en sistemas cudnticos. Ademads, el modelo de JC ha encontrado una apli-
cacién importante en cémputo cudntico a través de la compuerta Cirac-Zoller[9] propuesta
en 1995 , que consiste en utilizar las interacciones entre iones atrapados y pulsos laser para
implementar un tipo de operacién cudntica llamada CNOT (Controlled-NOT) que invierte
el estado de uno de los iones dependiendo de como sea este respecto a un ion de control,
resulta indispensable para conseguir un conjunto universal de compuertas para computo
cuantico[11].

Por su éxito experimental el modelo de JC ha sido extendido y generalizado para
considerar sistemas mas complejos incluyendo dtomos de mas de dos niveles, cavidades
multimodales, mas de un dtomo en la cavidad[12, 13], entre otros. Una de estas gener-
alizaciones es el Modelo de Tavis-Cummings[14] (TC) que describe la interaccién de N
particulas de dos niveles con un modo del campo electromagnético cuantizado en resonan-
cia. Estas extensiones han dado lugar a nuevas propuestas para el desarrollo de protocolos
de computo e informacién cudntica. En el régimen de muchos fotones del estado coherente,
se ha explotado el fenémeno de colapso y resurgimiento de oscilaciones de Rabi para disenar
propuestas de operaciones cudnticas entrelazadoras[15, 16], lo que nos resulta de particular

interés, pues en este trabajo se pretende estudiar una extensién adicional al modelo que
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describa la interaccién molecular con un modo del campo electromagnético.

La extensién a sistemas moleculares resulta relevante, pues recientes investiga-
ciones en el drea experimental[17] han mostrado que el comportamiento cuintico no es
exclusivo de los atomos en cavidades. Si se aisla una molécula dentro de una cavidad esta
se convierte en un emisor cuantico, lo que significa que en teoria seria capaz de emitir
y absorber fotones. Este tipo de emisores cuanticos son importantes pues pueden emitir
de manera confiable fotones individuales, componente fundamental de muchas tecnologias
emergentes como la computacion, comunicacién y criptografia cuanticas donde protocolos
cuénticos existentes pueden ser implementados.

Para describir sistemas de moléculas en cavidades se recurre modelo de Holstein-
Tavis-Cummings (HTC)[18, 19] que incorpora interacciones vibracionales en moléculas
ubicadas dentro de una cavidad. Esta extensién permite una descripcién méas completa
de sistemas cuanticos de dos niveles, abordando la complejidad adicional presentada por
moléculas reales. Investigaciones anteriores han demostrado que una molécula en una cavi-
dad puede comportarse como un sistema cudntico coherente de dos niveles, demostrando
una interaccién eficiente entre la molécula y la cavidad[18, 21, 50]. Este comportamiento
subraya la importancia de extender los resultados obtenidos del modelo de JC a estos sis-
temas méas complejos; un fenémeno de particular interés, que ain no ha sido profundamente
caracterizado en la literatura, es el colapso y resurgimiento de las oscilaciones de Rabi en el
contexto del modelo HT'C, esta observacion abre nuevas vias de investigacién en la dindamica
cuantica.

Como modelo particular para esta linea de investigacion se propone utilizar un
hamiltoniano simplificado del tipo HTC que describe el comportamiento de una molécula
con un modo vibracional interactuando con luz. La complejidad adicional que aportan los
grados vibracionales en el modelo HTC abre la posibilidad de idear nuevas formas de llevar
a cabo protocolos y operaciones cuanticas. Al ofrecer una mayor riqueza, las moléculas ya
han mostrado previamente su importancia de manera experimental al ser buenos emisores
cuanticos[18], asi como necesarias en la elaboracién de laseres sintonizables.

En este documento, exploramos las ideas que sustentan el planteamiento de un
sistema molecular dentro de una cavidad. En el siguiente capitulo, construimos el hamil-
toniano para un sistema de dos niveles, repasando primero la solucién en presencia de un
campo clasico como contexto histérico. Ademas, introducimos el concepto de campo cuan-

tizado, junto con las herramientas necesarias para el estudio de esta clase de sistemas. En
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el capitulo tres, investigamos el sistema completamente cudntico de interaccién foténica y
electrénica, considerando el caso en el que las frecuencias de transicion atémica y optica no
necesariamente coinciden. Resolvemos la ecuacion de Schrédinger para analizar la dindmica
en cualquier instante posterior, destacando el fenémeno de colapso y resurgimiento, un
efecto puramente cudntico. Introducimos y verificamos la validez de la aproximacién de
onda rotante y una aproximacién con estados coherentes que simplifica las expresiones y
permite deducir el tiempo en que las oscilaciones resurgen, y analizamos esta dindmica en
el espacio fase de la funciéon Q. En el cuarto capitulo, exploramos el estudio de moléculas
en cavidades, construyendo un hamiltoniano que introduce las vibraciones propias de un
sistema molecular bajo la suposicién de que este solo tiene acceso a dos niveles electronicos.
Buscamos una solucion mediante la diagonalizacién y que encontramos posible bajo ciertas
restricciones. El interés central de esta tesis es explorar las condiciones bajo las cuales se
manifiesta el fenémeno de colapso y resurgimiento, incluso cuando el sistema cuenta con un
nuevo grado de libertad asociado, por lo que en capitulo 5, mostramos diferentes escenarios
de esta dinamica y descubrimos que estos sistemas presentan estados que se comportan
como un sistema de tres qubits entrelazados, conocidos en la literatura como estados GHZ.
También examinamos el fenémeno de entrelazamiento entre la componente electronica y una
componente hibrida foténica-fonénica. Por 1ltimo, en el capitulo 6 presentamos nuestras

conclusiones sobre esta investigacién.



Capitulo 2

Interaccion Radiacion-Materia

2.1 Modelo semiclasico

El problema més simple que involucra la interaccién materia-radiacién es el
acoplamiento de dos niveles electrénicos con un tinico modo del campo electromagnético. Lo
interesante de este planteamiento es que, bajo ciertas aproximaciones realistas, el problema
pude reducirse a un modelo exactamente soluble.

Un sistema de dos niveles, influenciado por un campo cuya longitud de onda supera el
tamafio atémico, resulta ser andlogo al sistema de espin 1/2 en un campo magnético de-
pendiente del tiempo[22, 23]. 1. Rabi propuso en 1937 una manera de tratar el fenémeno
observado en el experimento Stern-Gerlach, demostrando que mediante el uso de un campo
magnético dependiente del tiempo es posible inducir la transicién del momento magnético
de un estado a otro, un fenémeno denominado oscilaciones de Rabi[23]. Este procedimiento
se extiende entonces al modelo de un atomo de dos niveles interactuando con un campo

electromagnético clasico, como se detalla a continuacion.

2.1.1 Construccién del hamiltoniano

Para esta seccién, se construye el hamiltoniano que caracteriza al sistema, iniciando
con la interaccién fundamental entre un electrén y un protén bajo la influencia de un campo
electromagnético externo. Este andlisis nos llevard a considerar el potencial de Coulomb
que describe la interaccién electrostatica en el dtomo, complementado con términos que

representan la interaccién del atomo con el campo externo; avanzaremos introduciendo
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la aproximacién dipolar, un enfoque tedrico que nos permite simplificar el hamiltoniano
del sistema bajo la premisa de que la escala de longitud del d4tomo es significativamente
menor que la longitud de onda del campo electromagnético incidente. Esta aproximacién es
crucial para desentranar la dindmica del sistema atomo-radiacién, permitiéndonos derivar

una forma manejable del hamiltoniano.

Hamiltoniano de un electréon interactuando con un protén en un campo elec-

tromagnético

Consideremos un atomo formado por un protén y un electrén, separados entre si
por una distancia 7. Desde el punto de vista del electréon, este interactia con el nticleo a
través de un potencial de tipo coulombiano, que denotaremos por V(r). El hamiltoniano
del electrén, por lo tanto, estd compuesto por el término de particula libre maés el término
del potencial al que estd sujeto:

H, = ﬁ+V(7~). (2.1.1)

2m

A (2.1.1) le anadimos la presencia de un campo electromagnético externo expresado en

términos del potencial vectorial ff, con lo que obtenemos:
- 1 R 2
A = Hyaa + 5 - (F— A ) + V), (2.1.2)

Hpjelg corresponde al hamiltoniano del campo libre que asumimos constante. Cuando se
considera la norma de Coulomb V- A = 0, el potencial vectorial A satisface la ecuacién de

onda: -
- 1 9*A(t)

2A) - = = 2.1.

V(L) ~ 55 =0, (2.1.3)

cuya solucion es:

—

A(t) = Age* Tt 4 e e,

donde |k| = 2X y X es la longitud de onda.

Para continuar con el tratamiento hacemos uso de la aproximacién dipolar.

Aproximacion dipolar

En el sistema atémico, la distancia entre el electrén y el protén es del orden de
unos pocos Angstroms, mientras que la longitud de onda A de la luz incidente, usualmente

de una onda éptica, es de cientos de nanémetros. Esto conduce a la condicion:

kP,
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indicando que la dependencia del potencial vectorial A en la posicién del electréon y del
protén no varia significativamente a lo largo del tamano atémico. Esto significa que tanto
el electrén como el protén experimentan esencialmente la misma magnitud del potencial
vectorial fT, 0, equivalentemente, el mismo campo eléctrico [3]. A este razonamiento lo

denominamos aproximacion dipolar y mateméaticamente se expresa como:

A7, 1) ~ A(t). (2.1.4)

2.1.2 Hamiltoniano de un atomo en un campo electromagnético

Utilizando la aproximacién dipolar, el hamiltoniano en (2.1.2) ahora describe al
atomo completo y en esencia acopla al momento del electrén con el vector potencial. Existe
ademas un hamiltoniano equivalente para expresar al acoplamiento entre el atomo y la
radiaciéon que en su lugar acopla a la posicién del electrén con el campo eléctrico E [3],
definido como .

H:HField+21)—m+V(f)—cZ- E(t). (2.1.5)
Siendo el término d = e el momento dipolar eléctrico del 4tomo. Es posible establecer la
equivalencia entre (2.1.2) y (2.1.5) si se considera a los lagrangianos de los que provienen;
L correspondiente a H y L a H. Se puede demostrar difieren unicamente por un término
de derivada temporal, de tal manera que:

in—e%(?-[f)

Asi que tanto L como L llevan a las mismas ecuaciones de movimiento, por lo que en
adelante utilizaremos a (2.1.5), pues su andlisis nos resulta mds conveniente. En general,

H puede ser representado como la suma de tres partes:
H = HField+Hatom+Hint7 (216)

donde
P y
Hatom = % + V<7")
corresponde al hamiltoniano del atomo libre y
Hiy = —d - E(t) (2.1.7)

representa la interaccion del momento dipolar eléctrico del atomo con el campo eléctrico
externo. Esta forma del hamiltoniano permite el andlisis de la dindmica atémica en presencia

de campos electromagnéticos.
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2.1.3 Modelo de Rabi

Hasta ahora, hemos establecido el hamiltoniano del sistema en términos generales.
A continuacién, desarrollaremos la interaccién especifica entre un dtomo, restringido a dos
niveles, y un campo electromagnético clasico. Este escenario es conocido como modelo de
Rabi [11], o modelo semicldsico de interaccién, y proporciona una base sélida para com-
prender las dindmicas de sistemas cuanticos bajo la influencia de campos electromagnéticos
externos.
Primero, consideramos un campo eléctrico de onda plana, linealmente polarizado en la

direccién x, descrito por la expresion
E(t) = Eycos(wt)z, (2.1.8)

donde w representa la frecuencia de la onda y un dtomo que solo puede acceder a dos
niveles energéticos, como se muestra en el diagrama 2.1; etiquetamos al nivel superior con
{e}, denominado estado excitado, con una energia F. = h{).. El nivel inferior se etiqueta
como ‘g>, conocido como el estado base, con una energia F, = hf),.

Dado que estos son los tnicos estados accesibles, forman una base para el espacio de Hilbert

asociado al a&tomo, denotado como Hatom. Por lo tanto, Hatom Se puede expresar como:
Hatom = E€’e><e’ + Eﬂg)(g‘.

En representacién matricial, definiendo £ = %(Ee + Ey) y Q = Q. — Qq (frecuencia de

transicion), Haom toma la forma:
Q
Hatom = hgaz +FE-1,

donde o, la matriz de Pauli, definida como:

Una representacién util para o, es aquella que se expresa en términos de los llamados

operadores de transiciéon atémica, definidos como:



2.1 Modelo semicldsico 9

Figura 2.1: Diagrama de niveles de energia de un dtomo de dos niveles con un campo cldsico
fuera de resonancia con frecuencia w, la frecuencia entre niveles 2 y la diferencia de denotada por
A = w — Q también llamada desintonia

que, en términos de la base atémica, son:

or=le)gl,  o—=|g){e].

Aplicados a la base atémica, estos operadores cumplen las relaciones:

U+‘g> = |€>7 U+‘e> =0,

o_|g) =0, o_le) =|g).
De esta forma, o, puede expresarse como:
O, =040_ —0_04.
Por tanto, H,iom Se reescribe como:
1
Hatom = 5h9[0+0— —o_o4]+E-1,

Dado que la constante en la energia solo contribuye con una fase, puede omitirse. Ademads,

fijando el cero energético en el estado base, obtenemos:
HAtom = hQO’+O'_. (219)

La funcién de onda del dtomo en ¢t = 0 se representa como:

|%(0)) = ce(0)e) + c5(0)]g), (2.1.10)
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donde ¢, y ¢g son las amplitudes de probabilidad de encontrar al &tomo en el estado excitado
y el estado base, respectivamente.

Al considerar la evolucién temporal de la funcién de onda inicial (2.1.10), obtenemos

[$(1)) = ce(t)e 54 |e) + cg(t)e ™77 |g), (2.1.11)

donde c.(t) y cg(t) representan las amplitudes de probabilidad de encontrar al 4tomo en el
estado excitado y en el estado base en el tiempo ¢, respectivamente.
Bajo las condiciones dadas en (2.1.8), el término de interaccién Hiyg, que describe cémo el

atomo interactia con el campo eléctrico externo, se especifica como
Hiy = —er- Eg cos(wt)Z. (2.1.12)

Y para analizar la dindmica del sistema atomo-campo, se busca resolver la ecuacion de

Schrodinger, expresada como:

(1) = H(D)e(), (2.1.13)

Resulta importante expresar a (2.1.12) en términos de la base energética del dtomo. Uti-

lizando la relacién de completitud

le)(e| + [g)(g| =1,

con lo que la expresion (2.1.12) ahora es

Hine = —hy (|e)(g| + |9)(e]) cos(wt), (2.1.14)

con hy = eE0<e}aﬁ"| g) que representa el elemento de matriz del dipolo eléctrico entre los
estados base y excitado, modulado por la amplitud del campo eléctrico y su polarizacién.
Desarrollando los términos de (2.1.13), obtenemos un sistema de ecuaciones

acopladas para las amplitudes de probabilidad de los estados:

Co(t) = —iry cos(wt)cy ()™,
Cy(t) = —iy cos(wt)ce(t)e™. (2.1.15)
Al expandir el término cos(wt) en su representacion exponencial y aplicar la aproximacién de

onda rotante, simplificamos la descripcion de la interaccion dtomo-campo. La aproximacion

de onda rotante nos permite ignorar aquellos términos que oscilan rdpidamente, bajo la
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premisa de que tienen un efecto menor en la dindmica del sistema. De esta manera, el
sistema de ecuaciones para las amplitudes de probabilidad se reduce a:

Golt) = —i%emtcg(t),

Gylt) = —%e*mtce(t). (2.1.16)

Aqui, A = Q — w representa la desintonia entre la frecuencia del campo electromagnético
v la frecuencia de transicién atémica. La desintonia mide cuan alejada estd la frecuencia
del campo aplicado de la resonancia atémica. Cuando A = 0, el sistema se encuentra en
resonancia, lo que significa que el campo electromagnético esta perfectamente sincronizado
con la transicion atémica.

Procediendo a desacoplar las ecuaciones (2.1.15) en favor de la amplitud de prob-
abilidad c.(t), derivamos la siguiente ecuacién diferencial de segundo orden:

2

o+ iAG + %ce — 0,

At

Proponiendo una solucién a la ecuacién diferencial en la forma e, encontramos que los

valores de \ que satisfacen la ecuacién son:

Ay = f% (a+ VATT2), (2.1.17)

donde AL representan a las soluciones de la ecuacién caracteristica. Al imponer las condi-
ciones iniciales ¢g(0) = 1 y ¢ce(0) = 0, que corresponden a que inicialmente el dtomo se

encuentra en el estado base y el estado excitado esta vacio, las soluciones para (2.1.15) son:

e () LA (2
cg(t) = €' [cos< 5 t> +zQR Sln( 5 t)] , (2.1.18)

donde Qg = /AZ 4+ 42 es conocida como la frecuencia de Rabi. Esta frecuencia carac-
teriza la tasa de oscilacién entre los estados cudnticos del atomo debido a la interaccién con
el campo electromagnético.
La probabilidad de encontrar al atomo en el estado excitado ‘e) en un tiempo t es dada por:
2
Rt) = () = g s’ <Q2Rt) ,
lo que demuestra la naturaleza oscilatoria de la probabilidad de transicién entre los estados

cuanticos del atomo. Es importante destacar que la suma de las probabilidades de encontrar
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al 4tomo en cualquiera de los dos estados, |cg|? + |ce|?, se conserva y es igual a 1 en todo
momento, lo cual es consistente con la interpretacion probabilistica de la mecénica cuantica.

El resultado del modelo de Rabi es fundamental en la fisica cuantica, ya que de-
muestra que un atomo puede experimentar oscilaciones periddicas entre sus estados accesi-
bles bajo la accion de un campo eléctrico, a una frecuencia especifica denominada frecuencia
de Rabi Qr. Estas oscilaciones dependen directamente de la desintonia A, es decir, de la
diferencia entre las frecuencias del campo electromagnético y la transicion atémica. En

el caso de resonancia, donde A = 0, la probabilidad de encontrar al dtomo en el estado

a@p:mﬁ(?).

En los momentos especificos ¢ = wk~ siendo k cualquier niimero entero, el atomo se en-

excitado se simplifica a:

cuentra en el estado excitado. Este resultado es crucial para la manipulacién precisa de es-
tados cudnticos en experimentos de espectroscopia léser y otras aplicaciones cuanticas[24].
Al conocer la solucién es posible calcular algunas cantidades, como la inversiéon atémica
definida como la diferencia entre las probabilidades de encontrar al atomo en el estado

excitado y en el estado base:

W(t) = Pu(t) — Py(t) (2.1.19)

lo que, en el caso de resonancia (A = 0), se obtiene:
W(t) = —cos (7t), (2.1.20)

y cuya dindmica periédica podemos observar en la Fig.(2.2).
En W (t) = 0, el d4tomo se encuentra en una superposicién de estados, correspondiente al

estado cudntico:

o (50 )) = 5 () +ile).

Este fendmeno subraya la capacidad de controlar y manipular estados cuanticos a través de
campos electromagnéticos, un principio clave en tecnologias cuanticas avanzadas y experi-
mentos de espectroscopia ldser [24]. Si A > 0, la probabilidad de que se encuentre en el
estado inicial se vuelve significativamente mas grande, con lo que W (¢) se mantiene cerca de
este, como se muestra en el diagrama 2.2 en color azul donde el estado inicial estd preparado

como ¢, = 1, ¢g = 0, por lo que solo en resonancia sucederia la transicién entre niveles.
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Figura 2.2: Gréfico de W (t) para A = 0 (en color naranja) preparando al estado inicial cémo el
estado excitado, se puede observar como toda la poblacion pasa del estado excitado al estado base
y regresa al estado inicial de forma periédica; y para A = 10 (en color azul), la oscilacién no se
mueve del estado excitado debido al valor grande de desintonia.

2.2 Hacia el modelo de Rabi cuantico

En esta seccién se presentan las herramientas necesarias para tratar el campo de
manera cuantizada. Primero, se desarrollan los principios que permiten obtener la forma
cuantizada del campo electromagnético, mostrando que este puede describirse como una
coleccién de osciladores arménicos cuanticos. Luego, se revisan las caracteristicas de estos
osciladores y se analizan los estados cudnticos méas similares al comportamiento clésico,
conocidos como estados coherentes. Finalmente, se estudia una herramienta fundamental
para el andlisis de la dindmica cudntica: la funcién de Husimi. Esta funcién permite visu-
alizar los estados en el espacio fase, proporcionando una representacién del comportamiento

cuantico del sistema.

2.2.1 Cuantizacion del campo electromagnético

Buscamos resolver a la ecuacién de onda (2.1.3) bajo las condiciones de una cavi-
dad, para esto seguimos el procedimiento de [25], consideremos modelar el espacio como
un cubo de lado L, y posteriormente tomar el limite cuando L tiende a infinito. Los re-
sultados, en principio, deberfan ser independientes del tamano de esta cavidad tedrica [11].
Utilizando el método de separacion de variables, proponemos para A una solucién de la

forma:

A(7,t) = Tq(t)3(7), (2.2.1)
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donde Y es un factor de normalizacién. Al sustituir esta propuesta en la ecuacién diferencial

y aplicar el proceso de separacién de variables, encontramos:

V() _ 14 _ —k?, (2.2.2)
v;(7) c q(t)
para cada componente j = x, ¥, z de 7, identificando que ambos lados de la ecuaciéon deben
ser iguales a una constante que tomamos como —k?, donde k representa el vector de onda.
lo cual nos lleva a dos ecuaciones desacopladas: la ecuacién de Helmholtz para la parte
espacial,

V24(7) + k20(7F) = 0, (2.2.3)

y una ecuacion de oscilador armoénico para la parte temporal,
() + w?q(t) = 0, (2.2.4)

donde w = ck es la frecuencia de oscilacién asociada.

Bajo las restricciones impuestas por la norma de Coulomb, V - ¥ = 0, ademaés en
la frontera la componente tangencial de E y la normal de B desaparecen y la forma cibica
del espacio definido nos ayuda a imponer condiciones periédicas en la frontera [11], por lo
tanto, las soluciones a la ecuacién de Helmholtz son funciones modales v,(7), que forman
un conjunto ortonormal y completo. La expansion del potencial vectorial A en términos de

estas funciones modales se da por:
A ) =" qt)(), (2.2.5)
[

La energia del campo electromagnético en la cavidad se obtiene a partir del hamiltoniano
clésico, es decir, integrando a la densidad de energia total del campo:

1 1
Hpiela = 2/ (€0E2 + BZ) dr, (2.2.6)
Ho

Al sustituir A de la ecuacién anterior y empleando relaciones vectoriales, se simplifica el

hamiltoniano a:

1
Hpiela = E Hy= g 3 (6 +wiq) (2.2.7)
¢ ¢

donde la energia del campo electromagnético en una cavidad arbitraria es la suma de las
energias H, de osciladores armonicos asociados con cada modo etiquetado por ¢, el campo
eléctrico y magnético juegan el rol de una posicién ¢, y momento ¢y candnicos, la energia

de cada modo es la de un oscilador arménico [3].
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A partir de las ecuaciones de Hamilton se llega a la ecuacién de movimiento
o + wige =0, (2.2.8)

que es en efecto la de un oscilador arménico simple con frecuencia wy.

Es posible cuantizar a las variables ¢, y ¢, utilizando una regla de correspondencia [26] reem-
p quydq g p

plazéndolas por sus operadores correspondientes, que satisfacen a la relacién [qp, ¢¢] = iR,

este paso nos lleva a tratar el campo como un conjunto de osciladores arménicos cudnticos.

2.2.2 Oscilador armodnico cuantico simple

El oscilador armoénico cudntico se caracteriza por tener una energia potencial
cuadrética en la posicién, lo que lleva a un conjunto discreto de niveles de energia y a
la posibilidad de analizar sus propiedades algebraicas mediante operadores de creacién y
aniquilacién. Su hamiltoniano correspondiente se expresa como:

1
Hrpiela = §(P2 +w?q?), (2.2.9)

donde p es el operador momento lineal, g es el operador posicién, y w es su frecuencia
angular. En esta formulacién, tanto p como ¢ son operadores hermitianos que obedecen las
reglas de conmutacién candnicas de la mecanica cuantica.

Para facilitar el anslisis se introducen los operadores a y af, definidos por:

1
a= wq + ip), 2.2.10

\/ﬁ( q+ip) ( )
ot = 1 (2.2.11)

wq —ip),
T )
estos operadores son no hermitianos y facilitan la descripcién algebraica del sistema. Sus

representaciones matriciales en la base de los estados de energia del oscilador tienen la

forma:
(01 0 o ] 0 0 0 0 -]
00 vV2 0 1 0 00
a = , at =
00 0 V3 - 0 v2 0 0

Estos operadores satisfacen la relacién de conmutacién fundamental [a,a!] = 1. A partir de

esta relacién, se define el operador nimero N = afa, que cuenta el nimero de cuantos de
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energia en el estado. La energia del oscilador se puede entonces expresar en términos de N

como

1
Hpield = hw (N + 2) , (2.2.12)

donde el término %hw representa la energia del punto cero, indicando que el oscilador
cuantico nunca estd completamente en reposo, incluso en su estado de energia mas bajo
[26].

Los eigenkets de IV son etiquetados como |n>, con eigenvalor n correspondiente a un niimero

entero no negativo. Los operadores a y a actuando sobre |n> cumplen

aln) = v/n|n — 1), (2.2.13)
a”n) =Vn+1|n+1), (2.2.14)

Por lo que a y a' son conocidos como los operadores de aniquilacién y creacién respec-
tivamente. Para el hamiltoniano Hgjaq, los eigenvalores asociados a estos estados son
E, = (n + %) hw, donde el valor minimo de energia, correspondiente al estado fundamental
!0), es By = 1hw.

Los estados |n> pueden ser generados desde el estado base ’0> aplicando sucesivamente el

operador de creacién af [11]:

ah)"
m =L,

7

Estos estados forman una base completa para el espacio de Hilbert del sistema, cumpliendo

la condicién de completitud:
Z |n)(n| = 1.
n=0

La evolucién temporal de los operadores de aniquilacion y creacién en el marco de Heisenberg

revela como estos cambian en el tiempo:

a(t) = a(0)e ™", (2.2.15)
a'(t) = a'(0)e™?, (2.2.16)

Otros estados ttiles al analizar al oscilador son aquellos que més se acercan al compor-
tamiento cldsico de un oscilador, que son los estados coherentes que seran discutidos en-
seguida; estos son particularmente importantes por su capacidad para aproximar el com-
portamiento de un oscilador clasico bajo ciertas condiciones, proporcionando asi un vinculo

directo entre la mecanica cudntica y la mecdanica clasica.
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2.2.3 Estados coherentes

Los estados coherentes son los estados cuanticos més cercanos a un estado clasico
[11], pues mantienen su forma al evolucionar con el oscilador arménico cuéntico y su funcién
de onda no se dispersa en el tiempo. Estan definidos como los eigenestados del operador
de aniquilacion del oscilador arménico cuantizado, se requiere ademas el tener una super-
posicién de los estados de niimero para obtener un valor distinto de cero al calcular el valor

esperado del operador aniquilacién [27]:
ala) = ala), (2.2.17)

donde el operador a es el operador que actiia sobre la base de los estados ‘n> que forman
una base completa para un oscilador; es no hermitiano, por lo que su eigenvalor podria ser
complejo. Podemos reescribir al estado |a> en la base de ‘n>, que es una base completa

CcOo1mo:

@) = paln), (2.2.18)
n=0

donde p, es la amplitud de probabilidad del estado ’n) Reemplazando en la ecuacién de

eigenvalores:
oo oo
&an‘m :aan‘m, (2.2.19)
n=0 n=0

a actia sobre la base de |n) como en (2.2.13).

Estableciendo una relacién de recurrencia para conocer la forma de p,, encontramos que

|a) = ponzo ﬁ|n>. (2.2.20)

Y mediante la condicién de normalizacién <oz’oz> = >, |pn|?, encontramos el valor del

primer coeficiente py en la relacién de recurrencia [11] el cual es
po = e3P, (2.2.21)

Sustituyendo en la expresién (2.2.20) se obtiene un estado coherente normalizado.

o) = ezl nzo ﬁ\m, (2.2.22)

El valor esperado del operador de ntimero es N = |a|? que se interpreta como el ntimero

de fotones del campo. Para estos estados la probabilidad de detectar n fotones es una
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Figura 2.3: Distribuciones de probabilidad para diferentes pardmetros « en una distribucién poi-
soniana de estado coherente; el nimero promedio de fotones dentro de la cavidad dependera de la
relacién N = |a)?

distribucién poissoniana con media en N

|O<|2"

P(n) = |pal* = = e (2.2.23)

n!
Con (2.2.22) somos capaces de analizar las propiedades del estado coherente |a>

al moverse en un potencial arménico. Para resolver la ecuacién de Schrédinger:
d
ih%|a(7§)> = H|a(t)), (2.2.24)

primero definimos que ‘a) es un estado coherente al tiempo ¢t = 0, y expandiendo en la base

de |m) toma la forma:
@) = pm|m). (2.2.25)
n=0

Del lado derecho de la ecuacién (2.2.24), recordemos la expresién de eigenvalores de energia
para un hamiltoniano de oscilador arménico
1
H|m) = hw(m + 5)\m), (2.2.26)

por lo que el estado evolucionando en el tiempo adquiere la forma:

lau(t)) = e 3wt Z Wemj |m). (2.2.27)

Se observa que en el estado evolucionado, la dependencia temporal cambia a la amplitud

a por ae” ™! como si la amplitud tuviera una rotacién en el plano complejo [3]. Tras un
periodo de T' = %”, la fase es de m, por lo que es un punto de energia 0 en el oscilador. En

general, un estado coherente bajo evolucién temporal permanece coherente.
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2.2.4 Funcién de Husimi

Estudiar estados coherentes en mecanica cuantica es muy importante, debido a
que estos estados constituyen un vinculo fundamental entre la fisica cudntica y la clésica.
La transicién de la descripcion cudntica a la clasica es particularmente intrigante cuando ex-
aminamos el concepto de espacio fase. En mecénica clasica, el espacio fase proporciona una
visién completa del sistema, combinando posicién y momento para describir su dinamica.
Sin embargo, en el ambito cudntico, este concepto enfrenta desafios significativos debido
a la no conmutatividad de las variables candnicas de posicién y momento [11], los esta-
dos coherentes ofrecen una perspectiva tnica al minimizar la relacién de incertidumbre.
Aprovechando tanto la parte real (a;) e imaginaria («;) del estado facilitamos una repre-
sentacion en el plano complejo donde estos valores actiian como coordenadas en un espacio
fase. En esta representacion, el estado coherente se visualiza como un circulo cuya drea es
proporcional a la incertidumbre cudntica. Los diagramas en el espacio fase son herramien-
tas valiosas para ilustrar la evoluciéon temporal de los estados cuanticos, proporcionando
una imagen intuitiva de su comportamiento. Aprovechando estas representaciones pode-
mos adoptar alguna en especifico que nos brinde informacién detallada sobre el estado
cudntico, aprovechando la naturaleza estadistica de la mecanica cudntica, basandonos en
las distribuciones de probabilidad, que son esenciales para evaluar los valores esperados de
operadores cuanticos de manera andloga a los métodos de la mecénica estadistica [3]. Estas
distribuciones no solo proporcionan una vision profunda del estado en cuestién, sino que
también permiten el andlisis de fenémenos cudnticos desde una perspectiva probabilistica,

enriqueciendo nuestra comprensién de la mecanica cuantica.

Una distribucién en este contexto es la funciéon de Husimi, también conocida como funcién
Q. Una de las caracteristicas distintivas de la funcién de Husimi es que sus valores son
siempre positivos, lo que facilita la interpretacion probabilistica de la representacion. Esta
funcién es particularmente 1til para examinar la evolucién de estados coherentes bajo la

influencia de diferentes interacciones.

Para un estado puro W} se encuentra definida como:

Q(a) = ~ (al) (o).

Definiendo p = ‘1/1)@‘ al que llamamos operador de densidad entonces toma la forma
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Q function

Figura 2.4: La representacion del estado coherente en el espacio fase de la funcién @ resulta en una
campana gaussiana vista desde arriba, lo que se puede observar como un circulo degradado con el
ancho correspondiente a la minima incertidumbre, en esta figura se toma como parametro o = 1.

compacta
Qay, o) = %(a‘p}a) (2.2.28)

La funcién @ es entonces el valor esperado del operador densidad de un estado coherente.
Analizando con esta funcion al operador de densidad de un estado coherente p = ‘ B) (B‘,

con |B) un estado coherente [11], la funcién Q es:

Q(a) = ~[{al B> = = expl-|o — 51,

que representada en el espacio fase es una campana gaussiana simétrica con centro en
(Br, Bi). En la figura 2.4 se puede observar la representacién de un estado coherente en el
espacio fase de la funcion Q.

Reescribiendo en sus componentes real e imaginaria se tiene:

Qon, ) = %exp (= (Br — an)? — (B; — a)?]. (2.2.29)

En cuanto a sus propiedades la funcion ) no cumple exactamente la ley de
marginales porque no es una funcién de distribucién estricta, esta es la razén por la que
algunos textos se refieren a ella como una funcién de cuasi-probabilidad [3, 11] y aunque

proporciona informaciéon probabilistica aproximada sobre las distribuciones de posicién y
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momento, las proyecciones marginales (integrales a lo largo de una variable, como posicién
o momento) no coinciden exactamente con las distribuciones reales en esas variables. Otras
distribuciones de probabilidad como lo es la funcién de Wigner [67], si cumple la ley de
marginales. En cuanto a la ley de composicion clasica ninguna de las dos la satisface. Para
propésitos de este trabajo utilizaremos a la funcién ) debido a la no negatividad de sus

resultados y la practicidad de su definicién en términos de estados coherentes.

2.2.5 Campo multimodal

Al avanzar hacia la comprensién del campo, retomamos los conceptos introducidos
por el oscilador arménico cuantico simple al sistema del campo, donde multiples modos de
oscilacién coexisten. En este contexto, el hamiltoniano del sistema no se limita a un tnico
modo de oscilacién, sino que incluye la contribucién de varios modos, cada uno caracterizado
por un conjunto diferente de pardmetros de oscilacién. Estos modos son esencialmente os-
ciladores arménicos cudnticos independientes, cada uno descrito por sus propios operadores
de aniquilacion, creaciéon y nimero, denotados por ay, az, y Ny, respectivamente, donde /£
sirve como un indice para distinguir entre los diferentes modos. La forma explicita de estos

operadores, adaptada a cada modo, es:

1 .
ay = \/W(WEQZ + pr)7
az - (weqe — ipe),
v 2hwy

N = a;ag.

Con estas definiciones, el hamiltoniano cudntico del sistema multimodal se convierte en:
1
Hyiela = ;ﬁwz Ne+ 3

donde la suma se extiende sobre todos los modos ¢. Esta expresiéon demuestra como el
hamiltoniano total es simplemente la suma de los hamiltonianos de los osciladores armoénicos
cudnticos individuales, cada uno con su propia frecuencia wy.

La accién de los operadores de aniquilacién y creacién sobre los estados de niimero, asi como
la relacién de ortogonalidad entre estos estados, se mantiene en el contexto multimodal, pero
aplicada de manera independiente a cada modo. Esto significa que los estados de nimero

para un modo especifico son ortogonales a los estados de numero de otro modo, y que
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los operadores ay y a}? actian de manera andloga a como lo hacen en el caso de un tnico

oscilador arménico cudntico, pero dentro de su respectivo modo, y con estas definiciones
es posible obtener las expresiones para el vector potencial y los campos como operadores;
por lo tanto, el campo de radiacién es un conjunto infinito de modos cuantizados como
osciladores armonicos y esta descrito como un estado cudntico. Usualmente se recurre a los
eigenestados de niimero para ser su base, ademds de que estos se relacionan al concepto de
fotén.
Se refiere como fotones a las excitaciones discretas del modo del oscilador del campo [3]
y por tanto ‘n) en el contexto del campo electromagnético es llamado como estado de
numero de fotones o estado de Fock. Pero aunque el campo electromagnético estd compuesto
de muchos modos, las cavidades promueven la confinacién de uno solo debido a que su
geometria impone restricciones espaciales sobre estos, confinando a aquellos que se ajusten
a sus caracteristicas, como lo son la longitud de la cavidad, las condiciones de fase y las
condiciones de resonancia, lo que permite la existencia estable de modos especificos, lo que
da lugar a la confinacién de la luz en la cavidad. Otra caracteristica que presentan los
modos de los fotones son los estados de polarizacién, que se derivan de la direccion de
propagacién del haz, dos modos son posibles y son linealmente independientes entre si [3],
pero al confinar un haz dentro de una cavidad es posible condicionar al haz y promover la
existencia de una tunica polarizacién, lo que depende enteramente del diseno de la cavidad
[68]. Para este trabajo consideraremos que la cavidad solo contiene a un modo tanto de
oscilacién como de polarizacién.

Ya tenemos por tanto las herramientas que nos ayudaran a entender la general-
izacién cuantica del modelo de Rabi, que en su forma més simple es llamada modelo de

Jaynes-Cummings.



Capitulo 3

Modelo de Jaynes-Cummings

El modelo de Jaynes-Cummings es el modelo mas simple que se ha desarrollado
para la interaccion de la luz con la materia, involucrando sélo un atomo y un modo del
campo de radiacion, y ha resultado inmensamente 1til en el campo de la 6ptica cudntica,
particularmente por sus importantes predicciones sobre propiedades dindmicas, como los
fenémenos de colapso y resurgimiento de la excitacion atémica.

Para el desarrollo de este capitulo se exploran los términos que conforman el hamil-
toniano y se explican las razones fisicas de las aproximaciones que se utilizan para derivarlo
a partir de las ideas desarrolladas en el primer capitulo. Ademads, encontramos la solucién
a la ecuacién de Schrodinger de este modelo, aprovechando la estructura particular del es-
pacio de Hilbert correspondiente y, por dltimo, se muestra la dindmica generada por las
soluciones, con algunos resultados que no tienen una contraparte semiclasica, y que, medi-
ante el uso de una aproximacion a estados coherentes, podemos analizar con mayor detalle

dentro del espacio fase generado por la funcién Q.

3.1 Modelo de Rabi cuantico

Conociendo que el campo electromagnético esta cuantizado por modos con el com-
portamiento de osciladores arménicos cuanticos, lo que sigue es integrar esta nocién al mod-
elo de Rabi. El hamiltoniano de la ecuacién (2.1.6) es también valido para modelar el caso
en el que el campo electromagnético se encuentra cuantizado. En su forma mas general,
el atomo puede acceder a infinitos niveles atémicos y todos los modos del campo de ra-

diacién; pero es posible simplificarlo si se considera una cavidad capaz de albergar sélo un

23
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modo del campo, seleccionando una frecuencia resonante especifica, lo que a su vez reduce
el nimero de modos en los que el sistema puede intercambiar energia, confinando al &tomo
a un subespacio de dos niveles, donde las transiciones entre estos dos estados energéticos
son dominantes y cualquier otro nivel queda practicamente excluido.

Al considerar la interaccién entre el campo y los dos niveles electrénicos del 4tomo; debemos
entonces realizar una descripcion de las partes del hamiltoniano para este caso en particular.
A continuacién, se desarrollan los diferentes términos que conforman el hamiltoniano de
Rabi cuantico y se describen las aproximaciones fisicas que derivan de este al hamiltoniano

de Jaynes-Cummings.

Hamiltoniano del campo cuéntico

El hamiltoniano del campo cuantizado se describe mediante la ecuacién (2.2.12),
donde w representa la frecuencia angular del sistema. Adicionalmente, estableciendo %hw

como la energia del punto cero del campo, el hamiltoniano puede expresarse como:

HField = hwaTa. (3.1.1)

Hamiltoniano de interaccion

Para realizar el andlisis cudntico de esta parte del hamiltoniano, primero recuper-

amos la expresién (2.1.12), que es:
HInt =er- E
El término 7 puede expresarse en la base de los operadores de transicién atémica, tomando
la forma:
¥=pos +pio_, (3.1.2)
donde p = <e’f”g>.
En nuestro caso particular, al considerar un inico modo de E se tiene
E(7) = eou(7)(a + ab), (3.1.3)
y al sustituir (3.1.2) y (3.1.3) en el hamiltoniano de interaccién, obtenemos:
Hine = h%(a+ +o_)(a+ah) (3.1.4)

2eeq |g-v(

Definiendo la cantidad g = 7 ' denominado como el parametro de acoplamiento

y que se asume como real y positivo [27].
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Hamiltoniano de Rabi cuantico

El hamiltoniano cuéntico del sistema se obtiene sumando las partes (2.1.9),
tomando al d4tomo como accesible a dos niveles energéticos, (3.1.1) para el campo cuan-

tizado y (3.1.4) de la interaccién, y es conocido como el hamiltoniano de Rabi:

Q
Hy = hwa'a + ho. + h%ax(a +ah). (3.1.5)

Marco de interaccion

Resulta muy eficaz abordar Hi desde el punto de vista del marco de interaccién.
Este enfoque no sélo simplifica las operaciones, sino que, ademas, conserva la integridad de
la informacién sobre la dinamica del sistema; en este se concibe al hamiltoniano como la
suma de una parte que describe la evolucién libre y otra que representa la interaccién (o

perturbacién) entre los componentes del sistema.
H = Hy + Hiyt.
En este contexto, los estados evolucionan de acuerdo con la relacién:
|B(t))r = i 10! B(1)), (3.1.6)

donde el subindice I indica que los objetos estan en el marco de interaccion.

De manera similar, las observables se transforman de la siguiente formas:
i _i
O = enflotQe=ntlot (3.1.7)

siendo O una observable arbitraria.

En este tratamiento, el operador H; transformado en el marco de interaccién es:
i _i
‘/I - €hl[lot]{lnte EHOt:

Utilizando la ecuacion de Schrédinger en el marco de interaccién, la dindmica del sistema

se describe con la ecuacién:

o d
ih= () = W[ ¥ ()1, (3.1.8)
Al descomponer (3.1.5) para hacer uso del marco de interaccién, definimos:
HR = HO + Hlnta

con:

Q
Hy = hwa'a + h§027 Hpt = h%o’z(a + aT).
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Aproximacion de onda rotante

Trabajando desde el marco de interaccion, evolucionamos la parte temporal con

la ecuacién (3.1.8), lo que nos permite encontrar la expresion explicita de Vi que es
Vi = hgeiﬂa+a_t(o_+ + O__)efchr_,_a_teiwaTa(a + aT)efiwaTa‘ (319)

Expandiendo la exponencial con la formula de Baker-Campbell-Hausdorff dada por

2
4 Be=A = By o[A, B] + %[A, (A, B]] +---

y considerando que la evolucién temporal de a y al estd dada por (2.2.16), y la de o4 por
o1 (t) = 0(0)eT
entonces, (3.1.9) es:
Vi = hg (U_aTefi(wa)t + 0+aei(97°")t + o_ae'telt 4 0+aT67i(Q+“)t>

Los términos ) &+ w contienen la suma y la diferencia de frecuencias, respectivamente, con
w operando en banda éptica, mientras que 2 en la frecuencia de transicién atémica. La
ecuacién (3.1.8) en términos de esta V7 genera una ecuacién diferencial de primer orden, a
la que podemos aproximar la solucién de manera recursiva para el operador de evolucién.
La evolucién de Hyyg, al ser un término dependiente del tiempo, obedece a la serie
de Dyson, cuyas integrales dependeran de las exponenciales de cada término contenido en
los denominadores 2 4+ w y  — w. El término 2 + w oscila a una frecuencia mucho mayor
que ) — w; por lo tanto, las integrales que dependen de los términos 2 — w contribuyen
en varios 6rdenes de magnitud mas comparado con aquellos que contienen el otro término,
por lo que estos ultimos se consideran despreciables. A esta deduccién se le conoce como la
aproximacién de onda rotante (RWA), e impone una restriccién a considerar para asegurar
la validez de la aproximacién, que es que el valor de la frecuencia de acoplamiento g sea
siempre mucho més pequeno que el valor de la suma de frecuencias 2 + w, y de un orden
equiparable a la diferencia. Asi es como, en el marco de interaccién y bajo la influencia de

la aproximacién de onda rotante, V; se reescribe
Vi = hg(oyae’™ + o_ale ™A, (3.1.10)
Y regresando al marco de Schrodinger, la expresion completa del hamiltoniano es

Q
Hyc = hwaTa+h§UZ+hg(U+a—|—a,aT), (3.1.11)
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2x2

2x2

2x2

Figura 3.1: Representaciéon matricial del hamiltoniano de Jaynes-Cummings en la base opto-
electronica del |n —le)y |n, g). Se puede observar una estructura de bloques en la diagonal y
un primer nivel desacoplado.

Conocido como el hamiltoniano de Jaynes-Cummings, el cual sera la base de nuestro
analisis en las siguientes secciones.

El término oya describe el proceso en el cual el 4tomo sube del estado | g) a !e}, y un fotén
se absorbe en el proceso, mientras que el término o_a! describe cuando el 4tomo baja de {e>
a ‘ g) liberando un fotén. (3.1.11) genera una solucién analitica en el marco de la ecuacién
de Schrédinger, lo que significa que podemos estudiar la evolucién temporal del sistema y
por tanto explorar diferentes fenémenos cudnticos, y que se desarrollard mas adelante; pero

antes de comenzar a resolver, observamos algunas de sus caracteristicas.

Constante de movimiento

Por tener dos niveles accesibles debe conservarse la probabilidad de estar en un
estado o en otro, expresado como:

P.+P,=1.

Ademas, la expresion Hjc nos indica que cada fotéon creado esta acompanado de una desex-
citacién atémica y que cada aniquilacién de fotén se acompana de una excitacion atémica

a lo que se conoce como conservacién de la excitacién[6], matematicamente se ve como:
ala+o,0_ =cte=1. (3.1.12)

Llamamos I a esta constante, es posible mostrar que I conmuta con H jo; indicando que

es posible diagonalizarlos simultdneamente, pero analizando los eigenvalores de I en la base
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Tabla 3.1: Eigensistema del operador I

Estado | Eigenvalor
n—1,9) n—1
n—1,e) n
n,q) n
n,e) n+1
n+1,9) n+1
n+1,e) n+2

{|n) @ |e),|9)} que podemos observar en la tabla 3.1, I tiene eigenvalores degenerados a
pares a partir de |0, e). lo que nos indica una estructura por bloques de 2 x 2 en la diagonal
de Hjo como podemos observar en la figura 3.1. Cada bloque interactuando con un unico

subespacio de Hilbert aislado de dimension 2 x 2.

3.1.1 Diagonalizaciéon por bloques

En lo siguiente analizamos con detalle el proceso de diagonalizacién por bloques,
que simplifica el sistema mediante su descomposicién en subsistemas més manejables. A
través de este procedimiento, obtenemos los eigenvalores, que determinan las frecuencias
caracteristicas de las transiciones cudnticas, y los eigenvectores, que forman una base nat-
ural para expresar cualquier estado cuantico del sistema. Mediante la diagonalizacién del
operador Hjc es posible determinar la solubilidad del sistema. Como se observa, Hjc se

estructura en bloques diagonales, cada uno denominado H %) Dentro de cada bloque, los

estados estan organizados en dobletes: |n —1,¢e) y |g,n). Hallar los eigenvalores y eigenes-
tados de estos bloques es clave para la solucién exacta del modelo.
La representacion matricial de H ng en la base de dobletes expresada en términos de matrices

de Pauli para el espacio de Hilbert correspondiente a cada bloque es:
n A n A, n
HYY) :h<wn+2> '“§X)2+ﬁ50,§ )+hg\/ﬁa£ ), (3.1.13)

Si es posible representar un operador en términos de las matrices de Pauli ¢ = (o9 =
1,04,0y,0:), que forman una base para cualquier espacio 2 x 2, entonces su diagonalizacién
se simplifica usando los coeficientes de expansién 7 = (ng, ns, ny, n.) correspondientes a los

términos que acompanan a la matriz de Pauli respectiva y sus eigenvalores estdn dados por

A=mng+/nZ+ni+n2=no+x (3.1.14)
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Dado que Hjc es un operador hermitiano, todos los coeficientes de expansién son reales.

Para este caso en particular, los eigenvalores son
n A1
E - =h wn+§:|:§\/92n+A2 , (3.1.15)

con v/ g?n + A2 = Q,,, conocido como la frecuencia de Rabi. Los eigenestados correspon-

dientes estan relacionados como:
-G Ws) =+ W), (3.1.16)

desarrollando el producto punto 7i - & mediante el cambio de coordenadas n, = s»sinf,n, =
s cos 6 y resolviendo la ecuacién (3.1.16), obtenemos los llamados estados vestidos, también

llamados polaritones o estados polariténicos. [27]:

On . (On
|n, +) = cos <2> ’n —1,¢e) +sin <2> ‘n,g),
. (On O
|n,—) = —sin > In—1,€) + cos > In,g), (3.1.17)
donde el angulo 6,, se define para cada doblete como
0, = arctan! (g\A/ﬁ) . (3.1.18)

Estas expresiones definen completamente la informaciéon del hamiltoniano. Asi, la base en

la que H ;¢ es diagonal es {|0,g)}U{|n,+), |n, —>}ZO:1, también llamada base polariténica.
Fisicamente, podria interpretarse como que en el sistema, la interaccién entre luz y materia

incrementa la brecha energética de KA a hQdg, lo que ocurre incluso en el estado |e, 0) [27].

3.2 Dinamica del hamiltoniano de Jaynes-Cummings

En esta seccién, nos enfocamos en la dinamica del hamiltoniano de Jaynes-
Cummings. Una vez conocido el eigensistema es posible expresar cualquier estado inicial
en la base de eigenvectores, lo que facilita la prediccién precisa de su evoluciéon temporal
utilizando las propiedades del hamiltoniano diagonalizado. De este modo, se obtiene una
descripcién detallada de como el sistema evoluciona con el tiempo, aspecto esencial para el
estudio de la dindmica cudntica y la coherencia del sistema. Estudiamos la evolucién tempo-
ral del sistema con una distribucién especifica, partiendo de un estado coherente en el modo

optico. Esta evolucién revela comportamientos cuanticos intrinsecos, como las oscilaciones
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de Rabi, que son una manifestacién directa de la interacciéon entre el atomo y el campo.
Adicionalmente, exploramos una aproximacion del estado coherente evolucionado que nos
permite describir los patrones de resurgimiento y también representarlo en el espacio fase
mediante la funcién (), proporcionando una visualizacién clara de cémo el sistema transita

a través de diferentes estados cuanticos coherentes durante su evolucion.

3.2.1 Evolucién temporal

Para estudiar el comportamiento del sistema en un tiempo posterior, es necesario
conocer el estado |¥(t)), aplicando el operador de evolucién temporal U(t) a un estado
inicial denotado por ‘W(O)} Generalmente, seleccionamos un estado inicial en el que el

atomo esta en superposicion de sus estados energéticos, expresado como

|) = ce(0)]e) +¢g(0)]g) (3.2.1)

y el campo se encuentra en superposicion de estados de ntimero
oo
o) = paln) (3.2.2)
n=0
de manera que el estado inicial es el producto exterior de ambos:
[T(0)) = [¢)]a)

=Y [ce|n.€) + cln. g)] - (3.2.3)

n=0

Cambiando de base a de estados vestidos se convierte en:

[0(0)) = pa{celCln+ 1, 4) = S|n+1,=)] + ¢4[S|n, +) + C|n, —)]+}, (3.2.4)
n=0
Donde con una simplificacion de notacién nos hemos permitido usar C = cos (97”) y

S = sin (%”) de las componentes de los eigenvectores en (3.1.17). Como conocemos el

eigensistema del hamiltoniano es sencillo obtener el estado evolucionado de |‘1!(0)>

e =3 {e—i%”p,ﬂn, +)+ ¢ 3Dy |n, —>} (3.2.5)

n=1

con los coeficientes:

D:{ = e*id’"t(pnch — pn—1¢.C), D, = e*i‘z’"t(pnch' + pn—1ceS), On = wn + A,
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Estos coeficientes proporcionan la solucién completa al problema, pues todas las cantidades
fisicamente relevantes relacionadas con el sistema pueden obtenerse desde ahi.
Podemos reescribir (3.2.5) como si lo regresamos a la base optoelectrénica y aislar a las

componentes electrénicas, de tal manera que quede como:

[T(1) = [xg(0))]g) + [xe())]e), (3.2.6)

donde
o) =D D B)n—1),  |xe()) =D Dy (t)|n).

defininendo a:

D = e FHOD; — e tSDY),

n

D = e VY SDS + D).

n

Lo que muestra claramente como solo una parte del sistema se ve afectada por la evolucion,
aislando a los estados dpticos por pertenecer a un bloque dado. Maés adelante exploraremos
lo que sucede cuando consideramos p,(0) como la distribucién especifica con relevancia

fisica.

3.2.2 Oscilaciones de Rabi

Cuando analizamos la evolucién temporal del Hjc, observamos fenémenos que no
tienen una contraparte semiclasica. Una cantidad muy importante para resaltar esto es
la inversién de poblacién W (t), la cual es de interés central debido a su accesibilidad en
experimentos, y al igual que en (2.1.19) expresa la diferencia de la probabilidad de estar
en un estado hibridizado o en otro, y que expresada en términos de la matriz de Pauli se
escribe como:

W (t) = (U(t)|os| (1)), (3.2.7)

Esta cantidad depende directamente de la distribucién del coeficiente p,, |p,|? es la proba-
bilidad de que existan n fotones presentes en el campo al tiempo inicial. Sustituyendo para
el caso en que el 4tomo se encuentra inicialmente en el estado excitado, es decir |c.|? =1y

lcg|? = 0, se encuentra que

A? ’n
W)=Y », (QQ + ngQ cos(Qnt)> : (3.2.8)
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Si la distribucién es la del campo vacio, es decir en n = 0, se reduce a

W (t) = cos («/Qg + g2t> ,

cuyo valor corresponde a introducir un atomo excitado en una cavidad sin fotones, es decir
al estado |e, 0).
En el caso cudntico, W (t) no desaparece y presenta un comportamiento oscilatorio; estas
son llamadas Oscilaciones de Rabi del campo vacio. Estas no tienen contraparte
cldsica [11] y son el resultado de que el 4&tomo emita espontdneamente un fotén después lo
reabsorbe, reemite, y asi sucesivamente.

Es posible recuperar el caso semiclasico como el de la figura 2.2 si se tiene un
nimero muy grande de fotones en la cavidad, pero sucede algo muy interesante cuando la
distribucién es una distribucién coherente con un numero de fotones promedio N. Recur-

riendo a (2.2.23) y sustituyendo en (3.2.8) se obtiene:

N o= N" [A? 2n
W(t)=en Z T [Q + QQ—Qcos(g\/ﬁt) : (3.2.9)
n=0 n n

En el caso de sintonia, A = 0 es:
N N
W(t)=e" Z T cos(gy/nt).
n=0

Mostramos en la figura 3.2 la grafica de W (t) contra un tiempo escalado gt. Se
observa en esta un comportamiento oscilatorio en la poblacién atémica que primero colapsa
y después revive en un tiempo posterior. Este comportamiento se repite al avanzar en el
tiempo, mientras que la amplitud de oscilacién decrece y el tiempo de colapso incrementa,
hasta sobreponerse a los nuevos resurgimientos.

En el tiempo de colapso, el sistema se encuentra en una superposicién de estados
y el resurgimiento sucede como un fenémeno completamente cuantico que recibe el nombre
de colapso y resurgimiento de oscilaciones de Rabi. Este fenémeno ya ha sido probado de
manera experimental, visto sobre todo en el contexto de méseres de un atomo [28], cavidades
de microondas de @ alto y bajo [29, 30] y trampas de iones [31], ademds de ser muy 1til en
la preparacién de estados atémicos[16, 32].

Es posible explorar la validez de la aproximacién de onda rotante en el JC com-
parada con el modelo de Rabi midiendo la fidelidad entre estados evolucionados, que explo-

raremos en lo siguiente.
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Figura 3.2: Inversién de poblacién para 25 fotones dentro de la cavidad en una distribucién de
estado coherente. Se observa el fenémeno de colapso y resurgimiento de oscilaciones de Rabi.

3.2.3 Fidelidad

La fidelidad es una medida para saber que tan similares o cercanos son dos estados
cuanticos y se utiliza para evaluar la coincidencia entre un estado con otro de referencia

[33]; matemé&ticamente se define como:

F([v), |9)) = |(]¢)]*; (3.2.10)

su valor se sitiia en un rango entre 0 y 1, siendo 0 dos estados ortogonales o completamente
diferentes y 1 estados idénticos y es posible extenderla a un andlisis temporal si alguno
de los estados depende del tiempo t. Exploramos la fidelidad que existe entre los estados
evolucionados con (3.1.5) denotados por [¢r(t)) y los evolucionados con (3.1.11) denotados

por WJC ) de tal manera que la funcién de fidelidad es:

F(t) = ‘<¢R(t)‘wJC(t)>‘2

Cuando se cumple una condicién de resonancia dentro del régimen de acoplamiento
fuerte, por ejemplo eligiendo los pardametros con respecto a una g fija, N =25y w =Q =
1000g se obtiene 3.3. Aunque la fidelidad oscila, no se aleja del valor 1, practicamente
ambos estados son los mismos.

Si incrementamos el acoplamiento g, hasta hacerlo solo 100 veces menor que la

frecuencia del 4tomo, y aun dejdndolo en condicién de resonancia para el mismo nimero de
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w(t)

1.0 abi cuantic H 10 ¢
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Figura 3.3: Inversién de poblacién de un sistema en condicién de resonancia w = Q = 1000g, se
muestra la fidelidad entre el modelo de Rabi cudntico y el de JC, que resulta ser muy cercana a 1.

Rabi cuantico i 1.0

Jaynes-Cummings i}

F(t)

20 40 60 8 09

09996 |

Figura 3.4: W (t) en condicién de resonancia w = 2 = 100g, es decir, debilitando la interaccién, la
fidelidad entre los dos modelos se mantiene cercana a 1.

fotones en la cavidad, los pardmetros ahora seran w = {2 = 100g, resultando en las graficas
de la figura 3.4. Comienza a verse que algunos términos del estado evolucionado de Rabi
generan ruido, no permitiendo el colapso completo; sin embargo, la correspondencia entre
ambas funciones continta siendo buena, no bajando del valor del 0.9996 de coincidencia,
por lo que la aproximacién es valida.

Generando un acoplamiento en el régimen ultra-fuerte, tan solo 10 veces mas
pequeno que w, respetando la condicién de resonancia A = 0, el fenémeno de colapso
se destruye en este régimen para el hamiltoniano de Rabi. En este orden falla la RWA,
respaldado por la caida de la fidelidad a valores cercanos a 0.2 de coincidencia como se
observa en la figura 3.5.

Por el contrario, si ahora lo que cambia es el valor de la sintonia, eligiendo A = 10g

y preparamos al estado inicial como el estado } g), el fenémeno de oscilacién no se pierde,
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gt

Figura 3.5: Cuando el acoplamiento se encuentra en el régimen ultra-fuerte ambos modelos difieren
fuertemente, cayendo su fidelidad hasta un valor de 0.2.

pero si disminuye la amplitud del resurgimiento, y el colapso ocurre en un valor diferente
al de superposiciéon coherente. En el caso de ‘ g) oscila de —1 a un valor positivo pero
menor que 1, el cual dependerd directamente de A. Si por el contrario preparamos desde el
estado |e>, oscilara de 1 a un valor negativo mayor que —1; mientras la desintonia continue
creciendo, el valor de W (t), tendera a 1 o -1 dependiendo el estado inicial, y en algin punto
dejard de provocar la excitacién y desexcitaciéon atémica. Ademads manteniendo el nimero
de fotones se tendra una fidelidad idéntica (précticamente constante) independientemente

del estado inicial.

W(t)
1

F(t)

gt

0.9996

gt

Figura 3.6: W(t) y F(t) cuando el sistema se encuentra en desintonia entre la frecuencia de tran-
sicion del atomo y la frecuencia de los fotones presentes en la cavidad, preparando al estado inicial
como el estado base.

La comprensién de estas oscilaciones es esencial para explorar como el sistema
evoluciona en presencia de estados cuanticos complejos. En la siguiente seccién, nos enfo-

camos en aproximar la evolucién del sistema cuando el campo se encuentra inicialmente en
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Figura 3.7: Mismas condiciones que en 3.6 pero preparando al estado inicial como el estado excitado.

un estado coherente, lo cual nos permite simplificar la descripcion de la dindmica cudntica

manteniendo los elementos més relevantes para el anélisis.

3.2.4 Aproximacién a estados coherentes

Es posible realizar una aproximacién sobre el estado ’\If(t)> para simplificar el
analisis de su dindmica, mediante la consideracion de que el sistema mantiene aproximada-
mente la forma de un estado coherente, aislando la componente coherente mediante algunas
consideraciones. Para esto, podemos aprovechar los eigenvectores de (3.1.11) dados por los
estados vestidos (3.1.17).

Comenzamos la aproximacién desde (3.2.5), separando a la componente de dis-
tribucién fotdnica p, considerando la forma inicial de un estado coherente como en
(2.2.22) y considerando la forma gaussiana, si el valor medio de n, N es grande (es decir,
|a|? > 1), esta cambia relativamente lento con el valor de n, entonces podemos considerar

Prn—1 & Pn & Ppi1, quedando asi:

[W(0)) ~ > pu{d}|n,+) +dy|n, )},

n=1

donde df = cgC £ c.S. Aplicando el operador de evolucién, obtenemos:
> [ Q Q
|W(t)) ~ ane*’Tnt {df{e*’Tnﬂn, +)+dye 2 n, —>} .
n=1
Al regresar a la base de estados electrénicos, se tiene:

0(1)) = Y pue  FHd e (Culn—1, €) 4 Su|n, 9)) +dy €5 (— S n—1, €) +Ca|n, g)) ).
n=1
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Figura 3.8: W(¢) para las funciones evolucionadas del modelo de JC' (en azul) y el modelo aprox-
imado a estados coherentes (en amarillo) con niimero promedio de fotones suficientemente grande
(n = 25) y en condicién fuera de resonancia preparado inicialmente en el estado excitado. Los
tiempos de colapso y resurgimiento coinciden para ambas funciones, por lo que la aproximacion es
un buen candidato para la medicion de otras cantidades del sistema.

Ademas al linealizar los términos \/n mediante una serie de Taylor se tiene:

\/ﬁ=;<\/ﬁ+\/nﬁ>

Por lo tanto, los términos €2,, alrededor de N son:

B N B ,
Qn—QN‘i'aiN(n_N)_(bN“‘QNna
donde oy = Qy — QYN y
N 'S

)y = - ; 3.2.11
V=B = e (3.211)

aproximando asf a |¥(t)) de la ecuacién (3.2.5) a:

|W(t)) ~dfe Nt (C’Ne_mth|e> + SN|g>> |ae_m/Nt>+

dye'ont (—SNeiQQVt}@ + CN‘g)) ‘aem%t>. (3.2.12)

Reinterpretando el estado evolucionado como un estado coherente, el cambio de fase solo
traslada al estado coherente a través de un circulo en el espacio de fase con una frecuencia
dependiente del pardametro de acoplamiento y el nimero medio de fotones en la cavidad,

manteniendo aproximadamente la forma gaussiana del estado inicial del modo foténico.
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Esta aproximacién de la solucién original nos permite mejorar el andlisis de la dindmica,
al quedar en términos de dos estados coherentes del campo, como se observa en el término
|aeim§vt>. En la fig. 3.8 se muestra a la funcién W (t) del modelo de Jaynes-Cummings
comparado con la funcién generada por la evolucién a partir de la aproximacién general-
izando a un estado inicial con desintonia, dentro de este régimen los tiempos de colapso y
resurgimiento coinciden. No asi la forma de la funcién debido al rastreo de la componente
coherente realizado al momento de aislar la componente coherente.

Una de las cantidades que podemos analizar a partir de esta aproximacién es el tiempo de

colapso y resurgimiento.

Tiempos caracteristicos

En el fenémeno de colapso y resurgimiento, mencionado en secciones anteriores,
identificamos dos puntos de interés temporal: el instante en que la dindmica colapsa y
el momento es que el primer resurgimiento alcanza su punto méximo. Al primero se le
denomina tiempo de colapso (t.) y al segundo, tiempo de resurgimiento (¢,). Podemos
calcularlos basandonos en los resultados de la aproximacién de estados coherentes de la
seccién anterior, donde observamos que los estados atémicos son independientes del estado
inicial. En contraste, los componentes del campo, dados por |aeﬂQINt>, difieren en una
frecuencia de .

El momento en que las fases coinciden nuevamente se define como el tiempo ¢,, es decir,

(e Wt | e intr)| = 1. (3.2.13)

Debido a la no ortogonalidad de los estados coherentes, (3.2.13) se iguala a

2
e—|a|2(1—cos (2% tr)) f|a|22(93\,) tE‘

>~ e

Valido unicamente para tiempos cortos, despejando ¢, obtenemos:
o7
N

En ¢,, la oscilacién alcanza su punto mas alto después del primer colapso.

tr (3.2.14)

Los estados coherentes giran alrededor de un circulo en el espacio de fase con una frecuencia

Q. Para visualizar esto gréaficamente, recurrimos la funcién @ [11]; Por otro lado
te=— (3.2.15)

por lo que el colapso depende enteramente del valor de g.
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Figura 3.9: Funcién Q para el contexto de la fig. 3.2. Representado en el espacio fase el fenémeno
de colapso y resurgimiento es el resultado de la divisién del estado coherente, que se mueve a través
de este y se recombina en un tiempo posterior, generando nuevas oscilaciones.

3.2.5 Funcién @) para el modelo de JC

Para analizar la funciéon @, es necesario conocer el operador de densidad p del

sistema. En este caso, p estd formado por estados puros, por lo que su expresién es:

pic = [W(t))(W(t)].
En particular, el estado de la cavidad estd descrito por el operador

: (3.2.16)

Pd = ‘Xg(t»(Xg(t)‘ + ‘Xe(t»(){e(t)

que es el operador de densidad reducido, con este ultimo la funcién ) toma la forma

Q(a) = (a|pa|e)
= [{a|xg) > + [a]|xe)]*.

Tomando el caso particular donde fijamos c. = 1, ¢, = 0 y a p, como la distribucién de un

estado coherente, encontramos las figuras 3.9 en los tiempos t = 0, t = %’ yit=t.

Representacion en el espacio fase

Al tiempo t = 0, el estado coherente se representa como un circulo; en tiempos
posteriores se divide en dos componentes. Podemos relacionar la oscilacién y su colapso con
esta separacién de componentes en el espacio fase, como se muestra en la segunda figura

de 3.9; el colapso de la oscilacién surge cuando ambas componentes dejan de interactuar
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entre si al no ocupar el mismo espacio en el espacio fase y el resurgimiento ocurre cuando
las componentes se encuentran en un tiempo posterior y vuelven a ocupar el mismo espacio
en el tiempo t,.. La imperfeccion del resurgimiento se explica por la deformacién de las
componentes del estado, que ya no son estados coherentes perfectos. Sin embargo, aun con
esta deformacién, la aproximacién a estados coherentes resulta muy til, ya que respeta el
tiempo de viaje de las componentes y el tiempo de resurgimiento calculado para este caso
también resulta correcto.

Ahora que conocemos el paradigma, podemos buscar la generalizacién en busca de adaptar

al caso de emisores cudnticos diferentes, como veremos en el siguiente capitulo.



Capitulo 4

Modelo de

Holstein-Tavis-Cummings

4.1 Interaccion molécula-cavidad

Recientemente, otros tipos de sistemas ademds de los atomos han despertado un
interés considerable en el estudio de problemas correlacionados de materia-luz, ampliando
significativamente el alcance del estudio de la interaccion entre radiacién y materia. Este
interés se ha extendido a sistemas moleculares, debido a que estos modelos proporcionan
sistemas cuanticos muy compactos con transiciones energéticas, que abarcan desde el rango
de microondas hasta el ultravioleta [17], asociadas a estados electrénicos, rotacionales y
vibracionales [34]. Por definicién, una molécula es una agrupacién de dos o més dtomos
unidos mediante enlaces quimicos, que pueden ser tanto del mismo como de diferentes

elementos.

El acoplamiento entre moléculas y fotones en cavidades ha sido posible de man-
era experimental solo en los ultimos anos [34]. Se han registrado dos tipos de interac-
ciones: acoplamiento débil y fuerte. Aunque en el acoplamiento débil la dindmica vibra-
cional practicamente no se ve afectada [35], dentro del régimen de acoplamiento fuerte
suceden fendmenos interesantes. Este fue observado por primera vez en micro cavidades
con semiconductores inorganicos [36, 37|, donde se descubrié que la presencia del campo
electromagnético modifica las transiciones épticas del material; también se ha logrado con

semiconductores organicos [38, 39, 40], que han mostrado una modificacién dramaética en

41
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su dindmica de emision y energia, estableciendo rutas novedosas para la generacion de luz
no clasica [41, 42]. Por lo anterior, el estudio de materiales orgdnicos se ha extendido a
otros sistemas como J-aggregates, cristales de pequenias moléculas, polimeros conjugados,
entre otros[43]. Generalmente, estos experimentos han sido realizados en un régimen de
acoplamiento fuerte en colectivos, es decir, con muchas moléculas acopladas a un tinico
modo. No obstante, ya se ha alcanzado el régimen de pocas moléculas o incluso de
una sola [44]. En este contexto la interaccién de la luz con materia orgdnica puede al-
terar propiedades de las moléculas como el transporte [45, 46], la superirradiancia [47],
propiedades fotoquimicas [48], incrementos en la conductividad [49], e incluso la modifi-
cacién de la estructura molecular [50]. Ademés, se han registrado fuertes corrimientos en
las frecuencias vibracionales durante el acoplamiento, lo que indica la aparicién de nuevos
estados hibridizados de la materia a temperaturas altas [49, 51]. En la literatura, estos esta-
dos se denominan polaritones organicos [51], que son una mezcla de excitaciones foténicas,
electronicas y vibracionales. A las excitaciones vibracionales también se les conoce como
fonones [52], es decir cuantos de energia vibracional.

Debido al importante rol que juegan los modos vibracionales, se ha observado la
aparicién de nuevos picos en el espectro de emisién [53], lo que implica que este sistema
no puede ser tratado simplemente como un sistema de dos niveles acoplado a un campo de
radiacién [54], los modos vibracionales deben ser considerados. Este hecho ha representado
un obstaculo para el desarrollo de aplicaciones del uso de moléculas en Optica cuantica. Sin
embargo, se ha demostrado experimentalmente que una molécula organica dentro de una
micro cavidad 6ptica puede comportarse como un sistema cudntico coherente de dos niveles
[17]. Este experimento consistié en capturar una molécula de tipo hidrocarburo aromatico
policiclico (PAH), especificamente dibenzoterileno (DBT), dentro de un cristal de antraceno
(AC) en una cavidad de tipo Fabry-Perot, generada por una fibra dptica y un arreglo de
espejos a baja temperatura (4K). Se buscaba examinar el efecto del confinamiento en la
respuesta éptica de la cavidad, y se observé que la transmisiéon de esta tltima cayd en un
99%, indicando que el acoplamiento era exitoso, y que la molécula se estaba comportando
como un emisor cuantico altamente eficiente, demostrando un incremento en la emisién
molecular impulsado por el acoplamiento, una caracteristica necesaria para considerarlo
un sistema cudntico de dos niveles [17]. Este tipo de emisores cudnticos son importantes
pues pueden emitir de manera confiable fotones individuales, componente fundamental de

muchas tecnologias emergentes como la computacion, comunicacion y criptografia cudnticas
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donde protocolos cuanticos existentes pueden ser implementados. La importancia de este
descubrimiento radica en que los modelos de pocos niveles son capaces de capturar la fisica
esencial en la prediccién de propiedades [49], por lo que poder afirmar que se puede sinteti-
zar como uno de dos niveles nos ayuda a predecir importantes propiedades de los sistemas
moleculares, esta aproximacion es aplicable cuando hay una clara separacién entre niveles
electrénicos, como en el caso de moléculas pequenas, pero no para moléculas con una com-
plicada estructura electronica; otro hallazgo relevante es que cuando un electréon es excitado
Opticamente, el nicleo reordena su configuracién para minimizar la energia electronica. Sin
embargo, cuando el sistema esta confinado dentro de una cavidad, esta reorganizacién del
ntcleo se suprime [55].

Para abordar la adicién de los modos vibracionales a la dindmica, se recurre al
modelo de Holstein-Tavis-Cummings (HTC), donde los modos vibracionales se modelan
como un unico modo fonénico [51, 52]. Esta herramienta ha mejorado la comprensién de
las micro cavidades fuertemente acopladas [17], tratando los niveles electrénicos, nucleares
y fonoénicos en igualdad de condiciones, a diferencia de otros modelos que atn recurren a
planteamientos clasicos o que abordan el problema de manera perturbativa al acoplamiento
excitén-fonén [56]. Las aplicaciones de los sistemas de moléculas orgénicas confinadas in-
cluyen el control de reacciones quimicas [55] y fenémenos de transporte, asi como el estudio
de propiedades de la optica no lineal. Se espera que con estos sistemas se puedan desarrollar
dispositivos opto-electrénicos mejorados para aplicaciones de Optica cudntica en cavidades,
vy que se puedan manipular para llevar el sistema a un estado predeterminado, til en pro-
tocolos de control [49]. Estos sistemas también son candidatos para generar condensados
de Bose-Einstein de polaritones a altas temperaturas [54, 57], pues los polaritones, o esta-
dos hibridizados de luz y materia, que en capitulos anteriores encontramos son los estados
vestidos del modelo de JC, ya han demostrado estabilidad a temperatura ambiente [58].

El régimen de acoplamiento fuerte se hace evidente cuando la fuerza de interacciéon
(referida como espaciamiento de Rabi [35]) excede la transicién éptica y el empuje del modo
de la cavidad. Cuando esto ocurre, pueden presentarse cambios peridédicos en la energia entre
los modos acoplados, descritos en el capitulo anterior como oscilaciones de Rabi, a veces
también llamadas pulsos. En moléculas orgdnicas, se han reportado espaciamientos muy
grandes (del orden de 110 meV), en contraste con los valores bajos obtenidos para moléculas
inorgdnicas, lo cual hace que estas estructuras sean atractivas para estudios fundamentales

de dindmica coherente en sistemas excitén-fotén [35]. Sin embargo, a pesar de la presencia
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del espaciamiento, no se han reportado caracterizaciones de las oscilaciones de Rabi para esta
clase de sistemas, a pesar de que, bajo las caracteristicas del régimen de acoplamiento fuerte,
deberian presentarse entre estados hibridizados. Tampoco se ha estudiado el impacto del
modo fondnico en las oscilaciones comparadas con el sistema paradigmético de dos niveles.

El objetivo del siguiente capitulo es incorporar los grados de libertad vibracionales
que proporcionan las moléculas, permitiendo explorar las caracteristicas cuanticas de estos
sistemas con mayor profundidad. Es por ello que en este trabajo se plantea iniciar con
el modelo mas sencillo que incluye una molécula con un modo fonénico. En las siguientes
secciones, presentamos la metodologia utilizada para encontrar una solucién analitica a esta

generalizacién, ofreciendo asi una visién mas completa del fenémeno.

4.2 Hamiltoniano del modelo HTC

Podemos describir la interaccién entre moléculas confinadas en una cavidad éptica
que contiene un modo discreto del campo electromagnético, mediante un modelo cuantico
que capture la dindmica del sistema y describa su interaccién con las transiciones electrénicas
y vibracionales. Para esto debemos considerar que el hamiltoniano incluya las contribuciones
de la energia electrénica y vibracional de las moléculas, asi como la energia del campo de

radiacion de la cavidad, junto con sus términos de acoplamiento.

Hamiltoniano de Holstein

El hamiltoniano de Holstein fue introducido por primera vez en 1959 en el contexto
del estudio de cristales [19], y se ha recuperado en anos recientes debido a la simplicidad
con la que integra los grados de libertad vibracionales [47, 59].

Debido a que las moléculas son sistemas de muchos cuerpos, que involucran las
coordenadas de todos los electrones y ntcleos de los atomos que las conforman, un hamil-
toniano que las describa debe incluir las contribuciones potenciales tanto nucleares como
electrénicas generadas debido a las fuerzas repulsivas niicleo-ntcleo y electrén-electrén con
cargas iguales y las fuerzas atractivas de la interaccién entre electrones y nicleos con cargas
opuestas [56]. Es necesario entender como modelar a la molécula libre para después exam-
inar su comportamiento dentro de la cavidad electromagnética. La idea béasica consiste en
que los atomos que conforman a la molécula se encuentran atados compartiendo electrones y

por tanto tienen una configuracién en equilibrio, pero, si uno de los electrones experimenta
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Figura 4.1: Esquema simplificado de una molécula diatémica, ambos dtomos unidos mediante un
enlace. Como un punto rojo se representa un electrén perteneciente a la nube electronica de la
molécula; tiene cierta trayectoria cuando esta en su energia base, pero al excitarse y subir a un nivel
energético superior modifica la fuerza del enlace, debilitandolo y generando una separacién mayor
entre los 4tomos, suponiendo que no alcanza la energia de disociacién.

una transicién a un nivel de energia electrénico superior, se generard un aumento en la sepa-
racion de los atomos pues al estar un poco mas alejado del ntcleo, se incrementard la fuerza
con la que los nicleos se repelen entre si, podemos ver una representacién simplificada de
esta idea en la figura 4.1.

Por lo anterior, para la construccién del modelo se considera la aproximaciéon de tnico
electron activo, es decir, que todos menos un electrén se encuentran congelados alrededor
del niucleo, y este tinico electrén tendra permitido saltar a un nivel electrénico superior. Con-
sideramos a la configuracién inicial de equilibrio como el estado base representada por ’ 9);
y ‘e) al estado correspondiente al salto del electrén a un nivel energético superior (también
llamado movimiento electrénico o estado excitado), la transicién entre ambos estados esta
generada por los operadores o1. Al igual que en el modelo de Rabi, el hamiltoniano que
describe esta dindmica es andlogo al de (2.1.9).

También debemos considerar que una molécula conformada por nm atomos va a
tener al menos 3n — 6 modos vibracionales o movimientos nucleares en el espacio de con-
figuraciones de coordenadas nucleares; a pesar de que es un espacio muy grande en las
reacciones y procesos moleculares no todos los modos vibracionales son relevantes, solo al-
gunos de estos son significativos durante los procesos, entonces pueden ser sintetizados en
una tnica coordenada que se conoce como coordenada de reaccion [56, 60, 61]. Las coorde-
nadas de reaccién son un pardmetro del progreso de una reacciéon quimica que se compara
con el cambio en la energia, cuantificando cambios estructurales y energéticos [62], por lo
que en realidad serian una representacién abstracta del espacio de coordenadas nucleares

y estédn ligadas a la posicién de los dtomos en la molécula. Con este recurso se logra re-
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Figura 4.2: Es posible aproximar cerca del minimo del pozo a un oscilador arménico cuantizado
con operador de aniquilacién b

ducir la complejidad de los movimientos vibracionales introduciendo a la coordenada de
reaccion como un potencial efectivo del movimiento nuclear en el marco de la aproximacion
de Born-Oppenheimer. Esta aproximacién considera que los movimientos nucleares son
independientes de los movimientos electrénicos debido a la enorme diferencia de masas en-
tre ambos, por consiguiente, la vibracién del nicleo es muy lenta comparada con la de los
electrones, que se traduce en que las transiciones electrénicas suceden tan rapido que el
nicleo no tiene tiempo para reorganizare o moverse significativamente, asi que la posicién
del nicleo se toma como fija. De manera esquematica la curva del potencial efectivo toma
la forma representada en la figura 4.2, en el espacio de la energia potencial dependiente de
la coordenada de reaccién R. Un punto estacionario de R representa a un minimo global
del potencial efectivo.

Si nos restringimos al régimen de pequenas desviaciones, es posible aproximar al
potencial como un oscilador arménico simple con un operador de aniquilacién b, al que en
la literatura se refieren como modo normal [56], o en otros textos como modo fonénico
[47, 58], por una analogia con los huecos y electrones en cristales. El hamiltoniano que

describe al modo fondnico es entonces:
Hphonon = livb'b, (4.2.1)

con v como la frecuencia fonénica. El punto estacionario de ‘ g) es denotado por R, y es
menor al punto estacionario de ‘e) R., la diferencia entre ellas es el desplazamiento de la
coordenada de reaccién R [56]. En general la transicién electrénica debilita el enlace, y

sucede tan rapido que la transicién ocurre de manera vertical en el espacio del potencial
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energy

Figura 4.3: Esquema del cambio de niveles energéticos segtn el principio de Franck-Condon;
asumimos las frecuencias de vibracién de la molécula como iguales en ambos niveles.

efectivo siguiendo el principio de Franck-Condon como se ve en el diagrama 4.3. De acuerdo
con este principio, las moléculas absorberan solo la energia correspondiente a transiciones
permitidas y no existirdn niveles fonénicos por encima del nivel de energia de disociaciéon
de la barrera de potencial, entonces la absorcién de fotones por la molécula lleva a una
transicion al estado excitado en lugar de la disociacién. Por simplicidad se asume que las
frecuencias fondnicas de los estados base y excitado son las mismas, es decir la frecuencia v,
permitiendo asi la representacion como un sistema de dos niveles y un modo fonénico [21].

El hamiltoniano de acoplamiento electrén-fondn surge de considerar una expansién
en serie de Taylor a segundo orden del potencial entre los electrones congelados y el
electrén que tiene permitida la transicién, y que se desplaza ligeramente de su posicion.
Considerando que la interaccién electrén-fonén no podra excitar al electréon de un estado
electronico a otro pues las energias fondnicas son mucho méas pequenas que las requeridas

para una transicion electrénica. Su forma es entonces
He = g(bJr +b)oso_.

A esta forma particular se le conoce como acoplamiento de Holstein (existen otras formas
de describir al hamiltoniano de acoplamiento, pero el de Holstein es el més simple). La
frecuencia 7 es conocida como la frecuencia de Holstein y tanto esta frecuencia como el
desplazamiento de la coordenada de reaccién R se relacionan entre si con el factor de

Huang-Rhys, denotado por s, que es un factor adimensional que caracteriza a la fuerza
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de acoplamiento electrén-fonén [52, 59]. s cumple con la relaciéon s = R?, que de manera
experimental se ha medido entre 0 y 2 [60, 63], mientras que n = 2Rv. Es importante notar
que en el limite cuando R = 0 se reduce al sistema de dos niveles.

El hamiltoniano de Holstein estd compuesto por tres términos como sigue:
Hy = lwbtb + iQo o + hg(b +bh)oyo, (4.2.2)

donde €2 es la frecuencia vertical de transiciéon de Franck-Condon. Hp puede ser general-
izado a mas moléculas y mas modos fondénicos dependiendo de si mas de una coordenada
de reaccién resulta relevante en la descripcion, pero para efectos de nuestro estudio con-
sideraremos una tnica molécula con un tnico modo fondnico, para lo que (4.2.2) resulta

adecuada.

Hamiltoniano de Tavis-Cummings

Como se explicé previamente, al considerar que la molécula transiciona entre dos
estados electrénicos, y que la contribucién fonénica no puede generar dichas transiciones,
podemos considerar a la molécula encerrada en la cavidad como un sistema de dos niveles
que sigue las reglas del hamiltoniano de Jaynes-Cummings para la absorcién y emisién de
fotones, con lo que los fonones no se acoplan activamente a la cavidad.

Generalizando a N moléculas, la dindmica de la cavidad y su acoplamiento esta dada por

el hamiltoniano de Tavis-Cummings

N
Hre = hwa'a + hg Z(aah +dlo_),
i=1

con N como el numero total de moléculas en la cavidad. Recordemos que esta expresion
es valida bajo las condiciones de la aproximacién dipolar y de la aproximaciéon de onda
rotante, lo que significa que es necesario considerar que el tamano de la molécula debe ser

pequeno comparado con la longitud de onda de la cavidad unimodal.

4.3 Hamiltoniano de Holstein-Tavis-Cummings para una

molécula

El modelo de Holstein-Tavis-Cummings asume que todas las transiciones molecu-

lares se acoplan igualmente a los fotones [59], por lo que su expresién completa para una



4.8  Hamiltoniano de Holstein- Tavis-Cummings para una molécula 49

molécula acoplada a una cavidad unimodal y un solo modo fonénico estd dado por
Hyrc = hwala + hvb'b + hQo o + hg(b +bNoro_ + hglao, +alo). (4.3.1)

Existen mas hamiltonianos que buscan modelar la dindmica de una molécula, por ejemplo el
hamiltoniano de vibracién normal efectivo empleado en [66], donde se consideran dos modos
de vibracién, que dan lugar a una interaccién electrén-fonén mas compleja, sin embargo,
en nuestro caso simplificado, un Unico modo normal diagonal es considerado; ademas de
que este modo no tiene la suficiente energia para generar excitaciones electrénicas con su
aniquilacién.

En este trabajo nos referiremos a todos los estados que se compongan de la hib-
ridizacién de un estado foténico con un estado electrénico como estados polariténicos y
a los estados provenientes de la coordenadas vibracionales como estados fonénicos. Lo
que sigue es analizar este hamiltoniano con las herramientas aprendidas en los capitulos

previos y encontrar sus caracteristicas principales.

Constante de movimiento

En el hamiltoniano del HTC, se observan algunos términos compartidos con el
hamiltoniano de JC, especificamente aquellos que conservan la excitacién, lo que anterior-
mente se denominé la constante I definida en (3.1.12). Es crucial verificar si esta carac-
teristica se mantiene para el Hyrg, dado que la conmutacion sugiere la existencia de una
base comiin. Para comprobarlo, comenzamos mostrando que la parte de la interaccién con

la cavidad conmuta, por lo que solo basta con mostrar el cumplimiento de:
[Hnmol, 1] = 0. (4.3.2)

Esto se cumple debido a que el operador b actiia en un espacio de Hilbert diferente al de o4
y a. Al mismo tiempo, o+ conmuta consigo mismo y con ambos operadores de aniquilacién
al no compartir la misma base. Por lo tanto, I es una constante de movimiento de Hyjo. Sin

embargo, al igual que en el modelo JC, en la base de I se obtienen eigenvalores degenerados

cuando I actia sobre los estados del hamiltoniano |e,n,m) y |g,n, m). Para un valor fijo de

m, el sistema estd degenerado por pares a partir de

e,0,m), lo que indica una estructura
por bloques en la diagonal de Hygrc, v un bloque unidimensional desacoplado para cada

estado con la forma

9707m>'
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Estructura de bloques en H™. Cada bloque en la diagonal, denominado H (n)
tiene la estructura:
A+nb+b) 2/n
2v/n 0

La diagonal contiene al operador de aniquilacién y creaciéon del modo fonénico, que en

H™ = p + {nw — % +wbiby 187, (4.3.3)

principio tiene elementos infinitos.

4.3.1 Aproximacion a un modelo de Rabi

Nuestro objetivo es encontrar una manera de diagonalizar a (4.3.3), lo cual es
posible siempre y cuando logremos aproximar su forma a la de un modelo de Rabi, es
decir, términos antisimétricos en la diagonal. En la representaciéon de estados de la base I,
definimos al operador:

o=

g,n)(e,n — 1], (4.3.4)

que deriva en los operadores
S, =@ S=EiEL-nn), Sh=S+E,

andlogos a los operadores de Pauli para el subespacio particular de los niveles doblete, con
el subindice n indicando el nimero de bloque. Con esto, cada bloque (4.3.3) se reescribe

COMmao:
Q
H®™ = {wn -5+ vbTb+ [2A + (b + 0N SIS + g\/ﬁzﬁ} ,

y junto con un desplazamiento en el espacio fase al operador de aniquilacion fonénico,

cambiando de b a b — (, aprovechando las propiedades:
D(=Q)'bD(=()=b—¢,  D(=()'D(-¢) =1,
con D(¢) = e(€'=¢"0)  Obtenemos un bloque H™ desplazado, que denotaremos como H(™):
H™ =R{vb'd — Cv(b+ b1 4 [2A — 2¢n +n(b + b))]Si%,
+ g\/ﬁEfL + v +wn — %}

. . . . .’ 2 . .
Imponiendo por conveniencia la condicién A = - con el desplazamiento especifico ¢ = 3=,

se obtiene el modelo de Rabi

_ Q
HM = h{ubTb+ g(b+ bhZZ + g\/ﬁzi + v +wn — 2} :
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cuya representacién matricial es:

N b+ b
am =l ( ) gv/n —i—h{u(b*b%—(z)—i—wn—g}.

2\ gvi —nlb+) :
Pasando a una representacién de estados polariténicos, que en esta tesis usamos como
convencion para referirnos a los estados vestidos del JC en resonancia:
‘n —1l,e) + ‘n,g)
/2 )

’n, 1) =
Se definen los operadores:

St =|nF)nx|, Si=StS, -S,55, @ St=51+8,.

n-=n’

Reescribiendo asi al hamiltoniano desplazado como:

) QO
HW:h{mw+gwwﬁ+ynum$+f%+wn—2}

Cada bloque correspondiendo a un modelo de Rabi cuantico. Expandiendo el producto (b+
bT)Sﬁ y considerando una aproximacion de onda rotante, dentro del régimen de acoplamiento
fuerte, debera cumplirse:

v >> g (4.3.5)

Existe respaldo para esta afirmacion en la literatura [17, 60, 63]. De acuerdo con los valores
experimentales de s [59, 64], el valor de n oscila entre 0 y 0.7v. Cuando el factor s es 0, se
regresa al sistema de dos niveles.

. . . rr(n
Encontramos entonces un hamiltoniano efectivo que denotaremos como H éﬁ):

~ (n Q
zﬁg:h{w%+g¢mﬁ+gagb+$mw+<%+wn-2} (4.3.6)

Que es nuevamente un Hamiltoniano del tipo JC. Recordemos que esto es valido cuando
se cumple una condicién cercana a la resonancia entre el modo fondnico y el acoplamiento

opto-electrénico modulado por la raiz del niimero de excitaciones.

4.4 Hamiltoniano efectivo

Al tener un hamiltoniano efectivo del bloque una forma del modelo de JC, nos
sugiere la existencia de una constante de movimiento, pero esta vez en la base polariténica,

proponemos a esta constante como Z:

I=blb+S'S,,
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que actua en la base polariténica y la base fondnica descritas por el estado |m, n,+)
Al calcular el conmutador [ﬁ ég),l] se encuentra que es 0 y sus eigenvalores degenerados

por pares a partir de |0, n,+); por lo que cada bloque efectivo vuelve a revelar la estructura

(n,m)

de bloques de 2 x 2 en la diagonal a los que llamaremos H off

(n,m)

unidimensional del estado ‘O, n, —). En la base polariténica H off

.Y desacopla al bloque
tiene una representacién

matricial como sigue:

5 1
A = VT
gm _5n

donde 6, = gy/n— vy Cpp, = wn+v(m—1+ (%) — 1(Q— gy/n). Reescrito en términos de

+ G - 187, (4.4.1)

las matrices de Pauli para el espacio de Hilbert correspondiente:
A™ = 1{Crmo™ + T /mo™ + 5,00 (4.4.2)
eff - nm 0 2 T nz : CE
Con un procedimiento andlogo al realizado para obtener los eigenvalores del JC encontramos:
EL = 1{Crm £+ Qum} (4.4.3)

donde Q= /02 + n?m al que por analogia llamaremos frecuencia de Rabi efectiva.
Los eigenestados correspondientes, considerando n, = g\/m y n, = d,, con el cambio de

coordenadas a n, = Qpm sind y n, = Qum, cos @ son:

|E;f,,) = cos <92m) |m —1,n,+) + sin (92 > Im,n, —),
|E;,) = —sin <92’"> lm —1,n,+) + cos (02 > Im,n, —), (4.4.4)

El dngulo 6, se define para cada doblete como

1/m
pm = arctan (2\/>> . (4.4.5)
On
La base en la que nuestro hamiltoniano efectivo es diagonal es {’m, 0, g) };’::0 U
{‘0,71, —>},ZO:1 U {‘m - 17”7 +>7 ‘manv _>}$:m:1 .
Soluciones

La solucién dependera del bloque en el que se desenvuelva la dindmica del sis-
tema. Recapitulando, cuando se estd en el estado electrénico sin interaccién con fotones el

hamiltoniano es unidimensional y su base es {‘m, 0, g)}fnozo

ﬁég’m) = hvm,
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es decir, el oscilador arménico fondénico que describe las vibraciones de la molécula.

o ey o0 .
Cuando la condicién pertenece a la base {‘O, n, —>}n_1, que encontramos son eigenestados
del HTC, estos se desacoplan y no interactian con otros bloques del modelo, por lo que su

hamiltoniano es también unidimensional en la base polariténica.

o 1
G =1 +an - v~ )},

Para el resto de bloques con n,m > 0, con base {‘m —1,n,4), ‘m,n, —)}OO

n,m=1’
tienen eigenvalores E;?f y eigenestados ‘E,fm% donde los estados vestidos se acoplan a los

modos fonénicos m y m — 1.

4.5 Validez de la aproximacién

Influencia de Parametros: Segin las condiciones establecidas por la aproxi-

macion al hamiltoniano efectivo se deberian estar cumpliendo las siguientes relaciones:

e v>> /2, Esseguro que se cumpla mientras el desplazamiento de la coordenada de

reaccion R en la excitacion es cercano a 0; perdera validez si R se vuelve considerable.

e g\/n ~ v Esta es la llamada condicién de resonancia. Por lo tanto, mientras v sea muy
cercana al valor de g modulado con la raiz del nimero de fotones, el hamiltoniano
efectivo funcionard correctamente. Ahora bien, la resonancia no necesariamente se

exige sobre la diferencia entre las frecuencias 6ptica y de transicion electrénica.

e Q= w+n?/v Aunque no se impone una resonancia estricta en el sentido de A = 0,
para evitar ruido se exige que €2 solo tenga un ligero desfase comparado con w. Este

desfase, tomando en cuenta el valor de 7, se encuentra en el orden de 0.001g.

Por ejemplo, tomando un valor genérico para el acoplamiento ¢ y fijando el niimero
de fotones en «, los otros parametros deberian tener el siguiente orden de magnitud en pro
de mantener una alta fidelidad:

2
w=1000g, v=ag, n=~00lg, Q=w+ L =1000.001g, (4.5.1)
1%

lo que indica que, en el régimen de acoplamiento fuerte, la frecuencia fonénica v debe ser

significativamente mayor que la frecuencia de acoplamiento opto-electrénico g. Al mismo
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tiempo, los fonones deberian acoplarse de manera débil con los fotones dentro de la cavi-
dad. Por otro lado, la frecuencia fonodnica v esta relacionada con el niimero de fotones en
la cavidad. Mientras el acoplamiento con la cavidad se mantenga en el régimen fuerte, esta
relacién debe mantenerse en funcién de la raiz del nimero de fotones. De manera exper-
imental se ha encontrado que los parametros g,n y v se encuentran en el orden de MHz,
mientras que la w tiene un orden mucho mayor comparado a estos iltimos que va desde
los GHz (en el espectro correspondiente a las microondas), hasta los cientos de THz (en el
visible), lo que indica que las condiciones de la aproximacién son consistentes con los valores

experimentales.

Valores esperados Ante el desplazamiento necesario para encontrar el hamiltoni-
ano efectivo (4.3.6), buscamos entender cémo podria afectar en la medicién, especialmente
en el caso de los valores esperados, lo cual es importante en operadores como W (t). Es
posible mostrar que, siempre y cuando el operador O sea independiente de la base sobre la

que actia el desplazamiento (, el valor esperado permanece invariante, es decir:
(T()[O[w(6)) = (¥(1)[O|¥(1)).

En el siguiente capitulo, haremos uso de esta nocién, estandarizando las mediciones

a efectuarse sobre estados sin desplazamiento.



Capitulo 5

Dinamica del modelo HT'C

Es conveniente explorar la aplicacién del modelo de HT'C para llevar a cabo opera-
ciones en compuertas entrelazadoras, aprovechando el fenémeno de colapso y resurgimiento
de las oscilaciones de Rabi, como se ha hecho anteriormente con sistemas de dos atomos
[15, 16]. Para ello, es indispensable, en primera instancia, realizar un anélisis detallado de la
dindmica cuantica del modelo y de los tiempos caracteristicos en el fenémeno de oscilaciones
de Rabi. En este capitulo, derivamos de forma explicita el estado evolucionado temporal-
mente del sistema utilizando el eigensistema. También generamos una aproximacion de
estado coherente en el modo fondénico. Después, presentamos nuestros resultados sobre la
generacion de oscilaciones de Rabi, con colapsos y resurgimientos para el sistema HTC.
Por 1ltimo, analizamos sus propiedades de entrelazamiento entre los modos electrénicos

mediante la pureza, y mostramos uno de los ejemplos en el espacio de fase de la funcién Q.

5.1 Evolucién temporal

El estado inicial para el sistema contiene la informacién de los tres diferentes
componentes, la foténica, que siguiendo la notacion del capitulo anterior es representada
por ‘a>, como en la ecuacién (3.2.2); la componente electrénica con una superposicién de

los dos niveles (3.2.1); y anadimos la componente fonénica, denotada por el estado

o0

’B> = Z cm‘m>

m=0

95
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Si consideramos el desplazamiento del hamiltoniano efectivo en esta componente, estaremos

actuando sobre esta componente desplazada, expresada como:

|8) = DI (—¢)|B) = e™P) |3 +¢)

Eligiendo tanto a 8 como a ( reales, la fase desaparece.

Considerando las tres componentes. el estado inicial se denota por:

17 (0)) = |¢)|a)|B),
donde la componente opto-electrénica es igual que en (3.2.5). A su vez, expresado en base
polariténica se convierte en

o)|o) = [df|n, +) +dy|n, —)] (5.1.1)

n
donde los coeficientes d; estdn definidos como:

Cn—1Ce T Cpcy

V2

dF =
y junto con el estado fondnico toma la forma:

[0(0)) = ém [d] |n, +) + dy|n, —)] |m) (5.1.2)

nm

Conociendo ya el eigensistema, el vector evolucionado es

(B()) = > {pitn|m = 1,n,+) + pon | m.n, )} (5.1.3)

nm

con los coeficientes

i = e Ot LOe S mb (5 A C + Epdy S) + St (6, _1d S — épmd, C)}

pnm

o = €Ot LGem8mb (5 AT C + &pdy S) — Ce (G _1dt S — Emd, C)}

pnm

simplificado con la notacién C' = cos (Q"Tm) y S =sin (Q"Tm) provenientes de las componentes
de los eigenestados (4.4.4). En general, regresando y separando a la base electrénica pode-
mos escribir al estado evolucionado como una parte temporal acompanado a cada estado

electrénico
W (1)) = [xg(1))|9) + |xe())]€) (5.1.4)

con los estados temporales

o (8)) = \gz [ptlm = 1) — pinlm)} [},

xe(t) = \g;{p:m\m— 1) + pim|m) } [ — 1) (5.1.5)
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5.2 Aproximacion a estados coherentes fonénicos

Podemos intentar linealizar el valor de la frecuencia de Rabi efectiva alrededor del
valor medio para m (M) considerando una distribucién coherente mediante una expansion

en serie de Taylor a primer orden, con lo que la expresion de la frecuencia ahora es:

donde @ ,, = ag]’\”‘j” Y ot = M(Quamr — ,,,). La expresién (5.1.3) ahora considera

Cm =~ Cmy1 para un numero suficientemente grande de fonones. Separando la componente
fonoénica del estado evolucionado se tiene que esta evoluciona como un estado coherente

separada del estado hibridizado con una fase.
(W(t) =Y e Ot {emiennt (gFC + d,, S)|Be™ Paml)(Ce™ P |n, +) + S|n, —))

+ eiﬂanlwt(d’:jc — d; S) }BelQ;LMt> (Se_iQ{n]\/f

n,+) —C"n,—})}.

5.3 Variables dinamicas estudiadas

El objetivo principal de esta investigacion es determinar si en este sistema con
tres componentes diferentes es posible encontrar oscilaciones de Rabi, como en el caso del
modelo de Jaynes-Cummings, que poseia dos componentes, especialmente por la evidencia
experimental que sugiere que este fenémeno si se manifiesta [17].

Hasta el momento, hemos encontrado expresiones analiticas que nos han llevado
a la conclusién de que, bajo ciertas restricciones, el sistema HTC puede comportarse como
un sistema del tipo JC, con la diferencia de que este sistema acopla modos hibridizados
a modos fondénicos. Ademads, hemos descubierto que existe una relacién distinta a A que
desempena el papel de resonancia, relacionando a la frecuencia vibracional con la frecuencia
de acoplamiento. Ahora la observable (3.2.7) puede ser calculada para dos modos diferentes,

para el modo éptico entre los estados base y excitado:
W(t) = (0:(t)) = (¥(t)|o=| (1)), (5.3.1)
y para el modo fondnico, entre los estados polariténicos:

W(t) = (Z2(t) = (T®)|Z|T(t), 2= % (5.3.2)
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Con los pardmetros de validez que obtuvimos al encontrar Heg fuimos capaces de calcular
de manera numérica el eigensistema y la evolucién para diferentes escenarios, de los cuales
nos interesa comparar el grado de coincidencia entre los estados generados por la evoluciéon
con Hyrc y con el hamiltoniano efectivo y asi determinar los pardmetros en los cuales la
aproximacion funciona de mejor manera, para ello evaluaremos la fidelidad, cuya expresion

F(t) = [((@)]d0) . (5.3.3)

A continuacién, presentamos las oscilaciones obtenidas al evolucionar diferentes tipos de
estados iniciales de interés bajo escenarios de resonancia y no resonancia y diferentes
parametros; mantendremos una frecuencia de acoplamiento genérica g, y una frecuencia
molecular v = 3¢ y cambiaremos tnicamente a la frecuencia 7 en diferentes valores de

acoplamiento y el estado inicial electrénico.

5.3.1 Un fonén en un bloque polariténico

e Phononic Number State

0.0 ¢ o o o o o o o o e o 06 0 0 0 0 0 0 o o

Figura 5.1: Distribucién de estados de numero para un fonén en el nivel m = 9, para este caso
situamos al sistema en el bloque polariténico |9, —), generando al estado inicial |9> |97 —)

Tomaremos el caso de un fotén en el bloque n = 9, y un fonén en m = 9, en la figura
5.1 mostramos la distribucién fondnica; ademads elegimos como estado inicial electrénico

ce =1,¢y =0.

En resonancia

Nuestro primer caso de interés es cuando los valores de v y g/n coinciden, calcu-

lando de manera numérica a las variables dindmicas con el hamiltoniano de HTC y desde
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el hamiltoniano desplazado obtenemos las figuras 5.2. El estado desarrollado es un eigen-
estado del modelo JC por lo que W (t) se mantiene en un valor précticamente constante
para frecuencias de acoplamiento 7 a diferentes intensidades; lo méas relevante de medir en
los estados polariténicos es que observamos la oscilacion de Rabi tipica de un modelo en
resonancia con pocos fonones, yendo periédicamente del estado ‘n, +) al estado }n, —). En
ambos casos la fidelidad (5.3.3) cercana a 1, oscilando muy ligeramente alrededor del este

valor.

Fuera de resonancia

El siguiente caso es cuando el sistema se encuentra fuera de resonancia, existen
diferentes maneras de sacar de resonancia al estado, una de ellas y la primera que mostramos
es la de la figura 5.3 a) donde la componente n del bloque polariténico es diferente a la
del numero de fotones en la cavidad, e este caso al colocar en el bloque n = 10. La otra
manera es desintonizar directamente a v, que es el caso de la figura 5.3 b), donde v = 3.1g,
en ambos casos tomamos fija a 7 como n = 0.01yg

En ambos casos, podemos notar que el hamiltoniano efectivo (4.3.6) comienza a
separarse ligeramente de la funcién original, con lo que la fidelidad empieza a decaer, aunque
aun se mantiene en valores muy buenos tendiendo a 1. Notamos que, en el caso de la figura
5.3 a), este bloque no genera excitaciéon alguna, permaneciendo préacticamente en el estado
inicial en la parte fondénica, como es esperable de un bloque no resonante. Sin embargo, lo
mismo sucede en el caso 5.3 b), lo que denota una sensibilidad a las condiciones iniciales. En
cuanto al modo éptico, las fluctuaciones podrian deberse a ruido, pues son muy pequenas,

considerandolas practicamente constantes alrededor de 0.

5.3.2 Estado coherente fonénico en un bloque polariténico

Otra opcién de interés para tomar como estado inicial es tener una distribucién
fonénica como coherente como en (2.2.27) que tomaremos para esta seccién a su pardmetro
como [ = 3, pero aun nos mantendremos en un unico bloque polariténico, volvemos a tomar
n = 9 y un estado inicial electrénico ¢, = 1,¢, = 0, ahora el estado inicial fondnico se ve
como en 5.4.

En resonancia obtenemos las figuras 5.5 para las variables dindmicas. El modo

Optico tiene diferentes comportamientos dependiendo del valor de n; Por otro lado, en la
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a)n = 0.01g b)n =0.001g
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Figura 5.2: a) mostramos las variables W (t), W(t) y F(t) para n = 0.01g, b) se muestran las
mismas variables esta vez para un caso con acoplamiento menor 1 = 0.001g
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Figura 5.3: a) mostramos las variables W (t), W(t) y F(t) para n = 0.01g en un bloque diferente

n = 10, b) se muestran las mismas variables esta vez para un caso en situacién no resonante v = 3.1g
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Figura 5.4: Distribucién de fonones de un estado coherente con pardmetro 8 =3

base polariténica encontramos al fendmeno de colapso y resurgimiento, dadas las condiciones
colapsa en el valor 0 y resurge después de un tiempo ¢, que calcularemos en la siguiente
seccién, en este modo no hay diferencia entre acoplamientos diferentes. Por ltimo, la fidel-
idad de ambos casos se mantiene hacia el valor maximo, demostrando que la aproximacion

del hamiltoniano efectivo es acertada.

5.3.3 Tiempo de resurgimiento

Debido a que la forma del hamiltoniano efectivo es del tipo Jaynes-Cummings, aun
es valida la expresién del tiempo de resurgimiento (3.2.14), pero solo para este tipo de estado
debido a la consideracion de aproximacién de estados coherentes, reparametrizada para las
frecuencias del Holstein-Tavis-Cummings. El resurgimiento de las oscilaciones siguen asi a

la ecuacion

f oo T
.
Qv
4r/lgv/n — vl + P M
= - . (5.3.4)
Cuando gv/n = v, se reduce a %, que puede llegar a ser un tiempo muy largo dependiendo

del valor de la frecuencia .
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Figura 5.5: a) mostramos las variables W (t), W(t) y F'(t) para n = 0.01g en un bloque polariténico
n = 9 para un caso resonante con estado inicial fonénico coherente b) se muestran las mismas
variables esta vez para una frecuencia de acoplamiento a n = 0.001g
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5.3.4 Estados coherentes fotonico y fonénico

Eligiendo la distribucién inicial del estado fondnico como en la figura 5.4, y una
distribucién foténica coherente con parametro o = 3, en producto con el estado inicial ‘gzﬁ),
generamos un estado polariténico como en (5.1.1) para un valor particular de n = 0.02g.
Mostramos dos ejemplos de estos estados obtenidos para diferentes condiciones iniciales en

la fig.5.6. Los resultados de las mediciones de las variables dindmicas para ambos escenarios

1
Ce = —=.,Cqg — —C,
a)Ceil-CgZO b) ™ \/5 7 ‘
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. oo oo . .
.
e oo 0.3 ¢ .
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0 .o .
.
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[X) e L4 °
.
.o oo ° LI
e ..oo O~O... .0"."""00.07
0.0Le°° ° Cree et
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Figura 5.6: a) Estado polariténico producto de la hibridizacién entre un estado coherente foténico y
un estado inicial electrénico excitado. En este caso, observamos que la contribucién de los polaritones
|n, +)y |n, —) es igual. b) Estado polariténico producto de un estado coherente con & = 3 y una
superposicién de estados electrénicos. En este caso, la contribucién del polaritén |n, +) se mantiene
alrededor de 0, siendo |n, —) el término dominante.

se muestran en 5.7. En la figura 5.7 a), observamos que, en el caso de W (t), se obtiene una
oscilaciéon que colapsa y resurge, tal como sucederia en un modelo de Jaynes-Cummings
resonante bajo los mismos parametros g, w y 2, pero en el caso del HTC no permite el
colapso completo de la cantidad, induciendo una oscilacién en la superposicion. Al fijarnos
en W(t), la dinamica de oscilacién contiene més ruido, ademds de que se encuentra fuera de
resonancia debido a las interacciones de los fonones con otros bloques polariténicos, tenemos
entonces dos diferentes colapsos y resurgimientos dados a tiempos distintos, el primero
siguiendo a (3.2.14), mientras el modo fonénico siguiendo a (5.3.4). En cuanto a la fidelidad
se mantiene valida a tiempos cortos. Sin embargo, la dindmica para 5.7 b) es muy diferente.
Al comenzar en una superposicion, el sistema se mantiene oscilando alrededor de 0. Esto
sucede porque el estado hibridizado inicial, al elegir c. = —¢4, suprime la contribucién del
polaritén ‘n, +). Como resultado, la dindmica es aproximadamente la misma que la que se

obtendria al evolucionar un eigenestado en un bloque fijo, con la oscilacién inducida por
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Figura 5.7: a) Se muestran las variables W (t), W(t) y F(t) paran = 0.02g en un estado polariténico
producto de un estado coherente foténico con @ = 3 y un estado electrénico excitado. Notamos la
dindmica de colapso y resurgimiento entre estados electrénicos en un tiempo andlogo al fenémeno
observado en un modelo de Jaynes-Cummings (JC). Ademds, esta dindmica también se replica en
la oscilacién entre estados polariténicos al tiempo calculado con (5.3.4). b) Se muestran las mismas
variables, pero para el caso del producto de un estado foténico coherente con una superposiciéon
electronica inicial. El polaritén }n, —) es el que aporta en su mayoria a la dindmica. Al ser un
eigenvector de H, #f, €l fenémeno de colapso y resurgimiento se manifiesta en W(t), es decir, entre
modos polariténicos.
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el ruido generado por los acoplamientos en otros bloques, como se observa en 5.5 b). Esto
facilita el acoplamiento correcto entre el modo hibridizado y el modo fondnico, generando
colapso y resurgimiento en W(t) pero fuera de resonancia debido a los fotones fuera del

modo resonante, subiendo en este caso al polaritén ‘n, +).

5.3.5 Funcién () del modo éptico

Dado que la funcién () se encuentra en el espacio de las componentes reales e
imaginarias del parametro «, este solo puede ser medido para el estado coherente 6ptico.
Generamos las mediciones para los casos de la figura 5.7, en 5.8 para el caso a) y 5.9 para

el caso b).

t=t,/2

ES &

I”L[“l
Im]al
Im[a]

N}

4 5‘ 1 2

1 2

4 5 1 2

Ii‘f-[u] Rela]

Refa]

Figura 5.8: Funcién @ del estado preparado con condiciones iniciales electrénicas cc =1, ¢y =0y
un estado coherente foténico. Al evolucionar el estado coherente se divide en dos componentes que
viajan a través del espacio fase y se fusionan en el tiempo de resurgimiento ¢,, dejando un rastro a
Su paso.

En el caso con estado inicial electronico excitado, mostrado en la figura 5.8, obser-
vamos el comportamiento esperado para un modelo de Jaynes-Cummings. Sin embargo, la
razén por la cual la oscilacién no colapsa por completo en 5.7a) es que la vibracién deja un
rastro en el movimiento de la componente que persiste en el tiempo, lo que resulta diferente
al modelo JC en el que ambas componentes se separan y viajan de forma cohesionada hasta
el tiempo de resurgimiento como se puede comparar con la figura 3.2. En ambos casos las
componentes se vuelven a mezclar en el tiempo de resurgimiento éptico dado por (3.2.14).

Mientras que, comenzando en una superposicién electrénica con ¢, = —cg4, el

fenémeno es completamente distinto. Observamos en la figura 5.9 que la gaussiana no
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t=t,/2
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Figura 5.9: Funcién @ del estado preparado con condiciones iniciales electrénicas ce = —cg y un
estado coherente foténico. Al contrario que en la fig. 5.8, no se dividen los componentes y viaja
como una unica componente a través del espacio fase, sin embargo deja un rastro tras de si.

se divide en dos componentes, sino que comienza a desplazarse a través del espacio de la
funcion @ en trayectoria circular, deformandose en el proceso. Sin embargo, deja un rastro

que persiste en el tiempo, que también atribuimos al acoplamiento con el modo fonénico.

5.4 Entrelazamiento

El entrelazamiento es un fenémeno en el que dos o mas componentes de un sistema
se encuentran en un estado cuantico tal que las propiedades de una no pueden ser descritas
de manera independiente de las propiedades de las otras, experimentando una correlacién
[33]. Para un sistema multipartita si un estado se encuentra entrelazado el vector de estado

que lo describe no podra ser expresado como un producto de sus componentes, es decir
|WaB..) # [¥A) ® |UB) ® ...

5.4.1 Pureza como medida de entrelazamiento

Una herramienta muy 1til para conocer el grado de entrelazamiento bipartita de
estados puros es la propiedad de pureza de la matriz de densidad reducida que para un
estado de un sistema bipartita ‘\I/(t)) con componentes A y B se obtiene de la matriz de

densidad reducida py = Trp(p), la pureza de este se define como:

P(pa) = Tr{p%), (5.4.1)
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recordando del capitulo dos que p es la matriz de densidad. La pureza cuando se tiene un
estado puro alcanza su valor maximo de 1, mientras que su valor minimo esta determinado

por el nimero de componentes ¢ del sistema tratado con la relacién es:

< P(ps) <1 (5.4.2)

| =

El sistema que estamos tratando consta de 3 componentes, pero como hemos visto en la
ecuacién (5.1.4), podemos separar una de estas, mientras las otras dos quedan hibridizadas.
Por lo tanto, (5.1.4) no es la unica posibilidad; si separamos la componente foténica, con-

seguirifamos un estado de la forma

(W) = [&n)|n), (5.4.3)

n

0, aislando la componente fonodnica, se expresaria como
[T(1) = Jom)|m). (5.4.4)
m

Con lo que vemos que, incluso si son 3 componentes, el sistema es bipartita al hibridizar
dos de ellas y separar la restante.

Para estudiar la pureza de los subsistemas individuales, se calcula la matriz de
densidad reducida mediante la traza parcial. En este trabajo, nos enfocaremos en estudiar
la pureza de los estados electréonicos, generando a la matriz de densidad reducida desde el

estado de la expresién (5.1.4) con lo que se obtiene:
Prot—fon = [Xg (1)) (Xg(£)] + [xe(t)) (xe(®)].
Aplicando la definicién (5.4.1), al subsistema electrénico de pgot—fon:
Petee(pot—ton) = Tr{pios_fon
genera la funciéon de pureza:
Pace(p) = [ (s O Pxa )] + | (e xe )] + 200 @xe@®)*. (5.45)

A continuacion presentamos las graficas de pureza de los diferentes casos de interés de la

seccion 5.3.



5.4  Entrelazamiento 69

P(p)

0.4

0.2

0 1000 2000 3000 4000 5000
gt

Figura 5.10: Pureza de un eigenvector de H.ys, este mantiene una pureza minima a lo largo de su
evolucién y por tanto entrelazamiento maximo.

Un fonon en un bloque polariténico

Calculando (5.4.5) para la funcién ‘\i/(t)) de las condiciones impuestas en las figuras
5.2 y 5.3 se obtiene la figura 5.10. El motivo por el cual mantiene un valor minimo de pureza
es porque inicialmente es un eigenvector del modelo JC y no cambia al evolucionar, con lo

que a todo momento tiene maximo entrelazamiento entre sus componentes.
Estado coherente fonénico en un bloque polariténico

a)yn =0.01g b)n =0.001g
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Figura 5.11: Valores de la pureza para los estados de la figura 5.5, ambos tienden al valor minimo
de 0.5.

En el caso de la figura 5.5 a) la pureza varfa con la dindmica de la oscilacién, pero
manteniéndose muy cerca del valor minimo de pureza, para el caso b) al ser tan pequeno el

valor de 7 se pierde la complejidad de la estructura para el cdlculo numérico, razén por la
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que el programa arroja un valor constante a 0.5, pero se esperaria que hiciera algo similar

al caso a) con menor amplitud.

Estados coherentes 6ptico y fondénico

1
Ce = —=,Cg = —Ce
alee =Ll.cg =0 b) V2
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Figura 5.12: La pureza de las figuras 5.7 decae rdpidamente al minimo, alcanzando el valor de
entrelazamiento maximo por momentos.

Para el dltimo escenario analizado, que es el de la preparacion de estados ini-
ciales en estados coherentes, llama la atencidon que, en resonancia, aun sigue decayendo
rapidamente a valores minimos de pureza, sin importar si el sistema esta acoplado al modo
optico de la cavidad o a los estados polariténicos con el modo fonénico. Sin embargo, en
esta ocasion si existe una variacién en la funcion, gracias a los fotones y fonones que estan

fuera de la condicién de resonancia.

5.4.2 Entrelazamiento tripartita y estados GHZ

Los estados Greenberger—Horne—Zeilinger (GHZ) son estados entrelazados que in-
volucran 3 subsistemas con dos estados posibles cada uno; tienen propiedades muy intere-
santes y es que estos estados tienen entrelazamiento maximo tripartita (y por tanto alcanzan
el valor minimo de pureza) y este entrelazamiento se pierde si se descompone a pares[65].
Hemos encontrado que, cuando se cumple la condicién de resonancia v = g/n, los eigen-

vectores del modelo de HT'C corresponden a estados GHZ. Primero, mostramos que uno de
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fonon fonon fonom

foton molécula fotdn molécula fotén molécula
Figura 5.13: Maximo entrelazamiento entre dos subsistemas con el tercero

los eigenvectores (4.4.4), cuando d,, = 0, se reduce a:

o ‘m_lan>+>+ ‘m7n7_>
= ﬂ ,

|Erm)

que, al reagrupar en la base electrénica, es:
1

[[&md|n = 1]e) + [ém)|n)]9)]
. ‘mfl)i’m>
N V2o

Esto prueba que el estado tiene maximo entrelazamiento al calcular su pureza mediante su

donde }qbff)

matriz de densidad reducida, en este caso tomamos desde la biparticién fonén-fotén pero lo
mismo ocurrird si se toman cualquiera de las otras biparticiones, como vemos en la figura

5.13; la matriz de densidad reducida de esta biparticion es:

Pfon—fot =

(|6, — 1(ssn — 1] + |dms ) (B m]) -

DN | =

La pureza, al realizar las operaciones, obtiene el valor:

1
P(pfon—fot) = 5)

que es el valor minimo de pureza para un sistema bipartito. para el eigenvector ‘E; m) €l

proceso es analogo.

Generando estados GHZ

Otro escenario que cumple con las condiciones de estado GHZ es un polaritén

evolucionado:
—iH gt

eTﬂ‘m,n, +) = C‘m —1,n,+) —iS‘m,n, —).
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Cada que el argumento de C y S toma el valor %’T, para toda k natural se reduce a:

’m —1,n,+) — i‘m,n, —-)
\/5 3

Esto también sucede a todo tiempo si se encuentra en resonancia d, = 0. Regresando

nuevamente a la base electronica se tiene:

1 [|m—1)—ifm) [m) +i|m)
7 Tm_mewT\m\m :

Nuevamente estados ortogonales entre si y por tanto GHZ, con minima pureza y maximo
entrelazamiento. Como hemos visto en secciones anteriores de este capitulo, los cédlculos
numéricos respaldan esta afirmacién, como lo son los casos 5.2 y 5.7b).

En la figura 5.13 se ejemplifica como para nuestro sistema de molécula dentro
de cavidad, las 3 componentes, fonén, fotéon y molécula estdn entrelazadas entre si sin
importar desde cudl de ellas se mida, pero este entrelazamiento se pierde si se mide de
manera independiente entre dos subsistemas, cumpliendo los criterios para ser considerado

un estado GHZ.
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Conclusiones

El estudio de la interaccion de la luz con la materia sigue avanzando, e incluir
moléculas en cavidades Opticas resulta de gran relevancia, ya que estos sistemas permiten
explorar interacciones cuanticas fundamentales mas alla de los dtomos confinados. Las
moléculas, al contar con grados de libertad vibracionales adicionales y mayor tamano, in-
troducen una complejidad que abre nuevas posibilidades para disenar protocolos cuanticos
y estudiar fenémenos dindmicos como el colapso y resurgimiento de oscilaciones de Rabi,
haciéndolas una extensiéon al modelo de Jaynes-Cummings.

En esta investigacion, exploramos el modelo de Holstein-Tavis-Cummings para
describir la interaccion entre moléculas, modos vibracionales y campos electromagnéticos
en cavidades Opticas, para el cual logramos encontrar una aproximacion a un hamiltoniano
efectivo a bloques del tipo Rabi cudntico que conserva la dindmica del sistema, al que hemos
podido solucionar analiticamente y determinar las relaciones entre parametros que permiten
una simplificaciéon a bloques del tipo Jaynes-Cummings.

En particular, mostramos que, bajo condiciones de resonancia, el modelo HTC es
capaz de reproducir dindmicas cudnticas caracteristicas, como las oscilaciones de Rabi, que
ahora incluyen efectos adicionales derivados de las interacciones vibracionales; el parametro
de resonancia del modelo HT'C es distinto al del modelo de Jaynes-Cummings, obedeciendo
ahora una relacién entre la frecuencia fonoénica y la frecuencia de acoplamiento entre la
cavidad y la molécula modulada por la raiz del numero de fotones dentro de esta.

Encontramos que dos tipos de oscilaciones son posibles para este sistema, la
primera midiendo desde el modo 6ptico a los estados electréonicos y otra desde el modo

fonoénico relacionando a los estados hibridizados propios de los sistemas de tipo Jaynes-

73
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Cummings con la vibracién de la molécula, encontrando ademés una expresién analitica de
los tiempos de resurgimiento para estos dos tipos de fenémenos de colapso y resurgimiento.
Cuando las oscilaciones de Rabi se presentan en WW(t) se muestra la efectividad del modelo
de JC ayudandonos a predecir los pardmetros en los que nuestra aproximacion es fiel a la
funcién original.

Estudiamos también cémo la preparacion de estados iniciales especificos afecta la
evolucién temporal del sistema. En el caso de superposiciones electrénicas (c. = —cg),
identificamos trayectorias deformadas en el espacio de fases de la funcién @, destacando
la persistencia de un rastro dindmico y la falta de divisién en componentes, en contraste
con otro tipo de configuraciones, donde la divisién de componentes en el espacio fase si se
manifiesta. Estos resultados subrayan la importancia de la eleccién de estados iniciales para
el diseno de protocolos cuanticos y operaciones de entrelazamiento.

Por otra parte, se destacod la relevancia de los estados polaritonicos, que, bajo
ciertas condiciones, se comportan como sistemas de tres qubits entrelazados, conocidos en la
literatura como estados GHZ, fenémeno que sugiere aplicaciones potenciales en computacién
y criptografia cuanticas.

En cuanto al ambito experimental, actualmente no existe la tecnologia para llevar
a cabo protocolos de control cuantico con este tipo de sistemas pero si podria ser utilizado

para calcular espectros de emisién.
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