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Resumen

El contenido de esta tesis se divide en dos partes.

En la primera parte se revisan los conceptos teóricos que conforman la teoría del Modelo
Estándar. Posteriormente se presenta una revisión de la corrección radiativa de orden de un lazo
al vértice sobre capa de masa W−W+γ. Dichas correcciones están caracterizadas por los factores
de forma ∆κ y λ, los cuales reciben contribuciones del sector de Yang-Mills, del sector cinético
de Higgs y de los sectores de corrientes leptónico y de quarks, esto es, reciben contribuciones de
todas las partículas conocidas. Se encuentran soluciones analíticas exactas para estos factores de
forma y se evalúan numéricamente usando los datos experimentales sobre las masas de las diversas
partículas y otros parámetros físicos. Se encuentra que la contribución dominante viene del sector
de Yang-Mills, del quark top y del bosón de Higgs.

En la segunda parte se presenta una revisión de la teoría pura de Yang-Mills SU(N) con
n dimensiones espaciales extras. Se discuten los conceptos de ocultamiento de una simetría,
transformaciones canónicas, invariancias de norma y compactificación, los cuales son esenciales
para pasar de la teoría gobernada por el grupo extendido ISO(1, 3 + n) × SU(N,M4+n) a
la teoría efectiva gobernada por el grupo usual ISO(1, 3) × SU(N,M4). Con el conocimiento
adquirido, se ilustran las técnicas de correcciones radiativas en dimensiones extras mediante el
cálculo de la contribución del bosón de Higgs al vértice W−W+γ. Se muestra que la amplitud
del diagrama en consideración es dada por el producto de dos sumas infinitas, una discreta
y una continua,

∑∫
dDk. Se muestra la técnica que permite regularizar simultáneamente

ambos tipos de sumas usando el esquema de regularización dimensional. Se muestra que es
necesario realizar dos parametrizaciones de Feynman, una para la suma continua usual y
otra para la suma discreta, de tal suerte que la amplitud queda expresada como el producto
de una función gamma por una función de Epstein. Esta es la contribución original de este trabajo.

Palabras clave: Correcciónes Radiativas, Modelo Estándar, Vértice trilinear de bosones de
norma, Rompimiénto Espontáneo de una Simetría, Extensiones del Modelo Estándar, Dimensiones
Extra Universales.
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Introducción

A lo largo de la historia humana, el desarrollo del pensamiento filosófico y científico ha estado
siempre acompañado de un cuestionamiento primordial: ¿De qué estámos hechos? En lo que con-
cierne a la ciencias físicas, esta pregunta se puede reformular como: ¿cuál es la naturaleza del tejido
más fundamental de este universo en el que habitamos? En el transcurso de las eras, muchos de
nuestros antepasados se han aventurado a dar respuesta a esta incógnita, de acuerdo con su cultura
y su cosmovisión. Desde la concepción de los griegos, de que los constituyentes más elementales
del mundo y de las estrellas eran los sólidos perfectos, hasta la moderna noción del átomo y sus
partículas fundamentales; podemos notar que estas distintas teorías e hipótesis tienen en común la
creencia de que, si el universo está hecho de algo, más le vale a ese algo tener una estructura simple
y bella. Esta carrera de lo elemental ha sido impulsada, en gran parte, por la intuición humana
de que en cada estructura yace una infraestructura más simple aún que la anterior. Por medio del
paso de las generaciones, el avance del formalismo matemático y físico, y la transferencia de estos
conocimientos; el ser humano ha ido agudizando y perfeccionando esta intuición, esta sensibilidad
por lo elegante, lo bello y lo simétrico.

Actualmente, la teoría que más éxito ha tenido en describir y predecir con un alto nivel de pre-
cisión, los fenómenos físicos que tienen lugar en las distancias más pequeñas que se han explorado
hasta ahora, es el Modelo Estándar de partículas elementales. Esta teoría postula que todos los
fenómenos físicos, a excepción de aquellos gravitatorios, pueden ser descritos mediante 3 fuerzas
fundamentales, a saber: la fuerza fuerte, la fuerza débil y la fuerza electromagnética. Es una teoría
cuántico relativista de campos caracterizada por una invariancia global bajo el grupo de Poincaré
ISO(1, 3); que establece los principios de simetría que describen a la cinemática de la física: las
traslaciones, las rotaciones y los boosts, pero no guarda una relación con las leyes de ninguna fuer-
za. También se caracteriza por una invariancia local bajo el grupo de norma del Modelo Estándar
GSM (M4) ≡ SUC(3,M4)×SUL(2,M4)×UY (1,M4), dondeM4 es la variedad soporte, es decir,
el espacio-tiempo de Minkowski. De igual manera, estos grupos de Lie determinan las simetrías
(ahora locales) que dan lugar a la dinámica de las fuerzas fuerte, débil y electromagnética, respecti-
vamente. El desarrollo y sedimentación de este modelo, fue construyéndose durante varias décadas
gracias a las diversas contribuciones de muchas personas, en donde la retroalimentación entre los
progresos teóricos y experimentales, jugó un rol fundamental. Entre las últimas y más importantes
contribuciones hechas al Modelo Estándar, se encuentran aquellas hechas por Salam, Glashow y
Wienberg [1]-[3]. Quienes propusieron que, a una escala de energía mucho mayor a la escala de
fermi vF , las fuerzas electromagnética y débil podrían ser unificadas bajo la descripción de una sola
fuerza, la electrodébil, descrita por el grupo de norma {SUL(2,M4)×UY (1,M4)}, con 4 bosones
mediadores no masivos. Y que, a escalas del orden de vF , la simetría del grupo electrodébil es rota
espontáneamente al grupo electromagnético. A esta escala de energía, la simetría del grupo SUL(2)
ya no es manifiesta explícitamente, lo que trae como consecuencia que los campos correspondientes
a 3 conexiones (bosones) de este grupo, puedan introducirse en la teoría con un término de masa
distinto de cero; todo esto sin arruinar la invariancia de norma original. Esto es posible gracias
a un mecanismo que fue introducido por Englert y Higgs [4]-[6]. Por lo que la fuerza débil y la
fuerza electromagnética actúan de forma separada a estas escalas comparables con vF , a través de
3 bosones masivos (W+, W− y Z) de la simetría débil rota y un bosón sin masa (el fotón γ) de
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la simetría electromagnética. Este es el primer y más sencillo ejemplo de unificación en la física
con un respaldo experimental consistente, en donde la noción de rompimiento espontáneo de una
simetría, tiene una profunda importancia en el estudio teórico y el entendimiento de la física.

A pesar de lo útil y poderoso que ha sido el Modelo Estándar, aún existen fenómenos expe-
rimentales para los cuales este modelo falla en darles una explicación. Por esta razón, muchos
esfuerzos han sido dirigidos en formular y construir nuevas teorías que vayan más allá del Modelo
Estándar. Por una parte, para poder resolver estas incógnitas en donde el alcance del modelo actual
se agota, y por otra, para poder vislumbrar el camino a seguir si es que que nueva física es descu-
bierta en los aceleradores en un futuro próximo. A estas teorías se les conoce como extensiones del
Modelo Estándar, ya que siguen conteniendo a la teoría actual, pero proponen nuevas hipótesis y
fundamentos para poder describir la física que no contempla dicho modelo.

Dentro de estas extensiones, existen teorías que consideran la posibilidad de que existan en
nuestro universo más dimensiones de las 4 que se observan, una temporal y tres espaciales. Los
trabajos de G. Nordström y T. Kaluza [7], [8], en donde intentaron unificar los campos gravitacio-
nal y electromagnético mediante el uso de una dimensión espacial extra, fueron pioneros en este
ambito. Más adelante, O. Klein [9] propuso que la compactificación de dichas dimensiones extra,
podría explicar su no observabilidad a escala macroscópica. Posteriormente, el nacimiento de la
teoría de cuerdas, sus subsiguientes avances y generalizaciones como una teoría del todo, han ge-
nerado un gran interés y relevancia en las formulaciones donde se consideran dimensiones extras.
Una compilación de los distintos progresos en el estudio de la teoría de cuerdas, supersimetría
y supercuerdas, puede encontrarse en [10]. El interés en estudiar las implicaciones fenomenológi-
cas de nuevos procesos físicos dados por dimensiones extra, aumentó después de que Antoniadis,
Arkani-Hamed, Dimopoulos y Dvali [11]-[13] argumentaran que dimensiones extra relativamente
grandes podrían ser detectadas en la escala de TeVs. En estas teorías se asume que el espacio
que observamos de 3 dimensiones es solo una parte de un espacio más grande de d-dimensiones,
conocido como bulto, en donde tanto los campos de norma y de materia del Modelo Estándar,
pueden propagarse; a estas teorías se les conoce como dimensiones extra universales [14]. Si estas
dimensiones extra existen, deben ser de menor tamaño que las distancias más pequeñas exploradas
hasta ahora. Así que se asume que dichas dimensiones extra están debidamente compactificadas
en una variedad suficientemente pequeña de tamaño R [15]. A una escala de energía Λ mucho
mayor que la escala de compactificación R−1

(
Λ� R−1

)
, se considera una teoría de campo de-

finida en un espacio tiempo plano de d = 4 + n dimensiones: Md ≡ M4 × Nn = M4+n, que
es el producto cartesiano del espacio tiempo usual de Minkowski M4 con una variedad euclidia-
na n-dimensional Nn, que representa una extensión espacial [16]. Los puntos de esta variedad
extendida, se representan como (x, x̄) ∈ M4+n, con x ∈ M4 y x̄ ∈ Nn. A esta escala Λ, las
distancias exploradas son tan pequeñas comparadas con el tamaño de las dimensiones extras,
que estas pueden considerarse como infinitas para todo propósito práctico. Así, a estas escalas
de energía podemos asumir que nuestra teoría es invariante bajo el grupo extendido de Poincaré
ISO(1, 3 + n), con n el número de dimensiones extra. Además, el grupo de norma que describe la
dinámica de nuestra teoría a estas energías, se define ahora en la variedad extendida M4+n. En
el caso del Modelo Estándar extendido a dimensiones extra universales, el grupo de norma que
rige la teoría extendida es GSM (M4+n) ≡ SUC(3,M4+n) × SUL(2,M4+n) × UY (1,M4+n) [17].
A escalas de energía mucho más bajas, la compactificación de estas dimensiones extra se vuelve
aparente, por lo que, para poder describir los fenómenos físicos, es necesario ocultar la simetría del
bulto {ISO(1, 3 + n), GSM (M4+n)} en la simetría estándar {ISO(1, 3), GSM (M4)} a través de
mapeos canónicos que nos garanticen que no estamos pasando de una teoría a otra diferente, sino
que estamos describiendo a la misma teoría pero en diferentes perspectivas. Cabe destacar que los
grupos GSM (M4+n) y GSM (M4) no difieren como grupos de Lie, ya que tienen el mismo número
de generadores, pero sí como grupos de norma, pues el grupo extendido tiene un número mayor de
conexiones debido a las dimensiones espaciales adicionales. Primero, es necesario mapear objetos
covariantes de {ISO(1, 3 + n), GSM (M4+n)} en objetos covariantes de {ISO(1, 3), GSM (M4)},
para poder ocultar la simetría extendida. El hecho de que GSM (M4+n) tenga un mayor número
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de conexiones que GSM (M4) implica que la diferencia aparezca como representaciones tensoriales
de GSM (M4). Esto hace necesario formular un mecanismo que nos permita dotar de masa a tales
conexiones en el proceso de compactificación, de manera análoga al mecanismo de Englert-Higgs.
La siguiente transformación necesaria para ocultar la simetría

{ISO(1, 3 + n), GSM (M4+n)} R−1

−−−→ {ISO(1, 3), GSM (M4)} (1)

es altamente no trivial, ya que requiere remover de manera explícita de la teoría, toda dependencia
en los campos de las coordenadas x̄ de la variedad compacta. Para lograr esto, los campos que se
propagan en el bulto son expandidos en una serie n-dimensional de Fourier y posteriormente las
coordenadas de la variedad compacta son integradas a nivel de la acción [18], eliminando así toda
dependencia en los campos de las n dimensiones extra. Como consecuencia de esto, la información
que estaba contenida en los grados de libertad que contaban estas coordenadas extra x̄ ∈ Nn, se
encuentra ahora codificada en forma de campos con una torre infinita de estados de Kaluza-Klein
definidos en la variedad estándar M4, donde las excitaciones individuales de Kaluza-Klein están
numeradas por modos de Fourier. Al pasar a la teoría reducida {ISO(1, 3), GSM (M4)}, estos cam-
pos de Kaluza-Klein son la única información restante de las dimensiones extra en nuestra teoría,
por lo que podemos considerar a las contribuciones de estos campos en procesos perturbativos
como el aporte neto de las dimensiones extra a la teoría estándar. Se hace la identificación de los
estados no exitados o modos cero como los campos usuales del modelo estándar 4-dimensional.

Una forma de asegurar la existencia de estas dimensiones extra es a través de la observación
directa de estas excitaciones de Kaluza-Klein en los aceleradores. Sin embargo, si estos estados no
pueden ser producidos directamente en el Gran Colisionador de Hadrones (LHC, por sus siglas en
inglés), sus efectos virtuales podrían ser detectados por medio de mediciones de alta precisión, como
aquellas planeadas a realizar en el Colisionador Lineal Internacional (ILC) [19]. Las observables
electrodébiles, que pueden ser medidas de forma muy precisa ya que tienen lugar a energías bajas,
pueden brindar información útil de nuevas escalas físicas de energía que son muy pesadas para
ser detectadas directamente. Es importante calcular las contribuciones a orden de un lazo, de
estas nuevas partículas de Kaluza-Klein, a las observables del Modelo Estándar que eventualmente
pueden ser sensibles a efectos de nueva física. Los procesos en el modelo estándar que tienen
lugar a partir de primer orden, son los mejores candidatos para probar estas teorías, sin embargo,
los efectos de estos estados de Kaluza-Klein en los vértices WWZ y WWγ, serán de interés
experimental en el ILC. Por lo que vale la pena ahondar en el estudio teórico de estos vértices
bajo nuevos modelos. El vértice WWγ ha sido motivo de varios estudios en el contexto de diversos
modelos que van más allá del modelo estándar, no solo por su sensibilidad a efectos de nueva física,
también existe un interés teórico en estudiar este vértice ya que puede ser útil para investigar
el sector de norma del Modelo Estándar. Las contribuciones de un loop al vértice WWγ, que
define las propiedades electromagnéticas del bosón W , han sido calculadas en el Modelo Estándar
[20] así como en distintas extensiones de este, como lo son modelos con dos dobletes de Higgs
[21], modelos supersimétricos [22]-[24], modelos 331 [25], [26], etc. Esta tesis se enfoca en estudiar
las contribuciones al vértice WWγ dadas por estos campos de Kaluza-Klein, en el contexto de
dimensiones extra universales, sin embargo, considerar las excitaciones de todos los campos del
Modelo Estándar representa una tarea muy extensa para los fines de esta investigación, por lo que
este trabajo consiste en un primer acercamiento al problema, y el panorama restante se reservará
para una etapa posterior. Nos centraremos en calcular la contribución al vértice de las excitaciones
de Kaluza-Klein correspondientes al bosón de Higgs

(
H(m)

)
, con el objetivo de ilustrar y describir

las sutilezas presentes en este tipo de cálculos con dimensiones extra universales, como lo es una
segunda parametrización de Feynman y la aparición de la función zeta de Epstein.

El presente trabajo se encuentra estructurado de la siguiente manera: En el primer capítulo
se estudia de manera general la teoría del Modelo Estándar. Primero, se describen fundamentos
esenciales para construir la teoría, como lo son el Teorema de Goldstone y el mecanismo de Englert-
Higgs. Y posteriormente se hace una breve descripción de cada sector del modelo, haciendo énfasis
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en el sector de norma, que es central para el estudio del vértice de interés. En el capítulo dos,
se calculan las propiedades electromagnéticas del bosón W en el Modelo Estándar. Se describe la
estructura del vérticeWWγ, seguido del cálculo de las contribuciones a un lazo dadas por todas las
partículas del Modelo Estándar. Como una aportación secundaria de este trabajo, se presenta una
revisión numérica de las cantidades estáticas del bosón W , introduciendo en los cálculos las masas
de las diversas partículas que contribuyen al proceso. Esto es posible ya que todas las partículas del
Modelo Estándar han sido descubiertas y sus masas han sido medidas. En el capítulo tres se analiza
una teoría de Yang-Mills pura extendida a dimensiones extra, con el propósito de ilustrar las ideas
centrales de dimensiones extra universales y las sutilezas que afloran en el sector de norma en este
tipo de teorías. En el capítulo cuatro se presenta la principal aportación de esta tesis: la contribución
a primer orden al vértice bajo estudio, dado por las excitaciones de Kaluza-Klein del campo de
Higgs. En donde se introduce por primera vez una segunda parametrización de Feynman en la
suma discreta de los momentos que se propagan en la variedad compacta. A su vez, se encuentra
que el resultado puede ser expresado en términos de la función `-dimensional de Epstein. Se estudia
también la dimensionalidad que debe tener la variedad compacta para asegurar que los factores de
forma calculados sean convergentes, obteniendo resultados interesantes. Finalmente se presentan
las conlusiones de este trabajo en el último capítulo.



Capítulo 1

El modelo estándar

En este capítulo se discutirán brevemente cada uno de los sectores que conforman al Modelo Es-
tándar de partículas elementales, así como algunos fundamentos teóricos esenciales que constituyen
a la teoría.

1.1. Mecanismo de Higgs

El concepto de rompimiento espontáneo de una simetría es uno de los pilares centrales que
yerguen la teoría del Modelo Estándar. Nos permite formular y describir, de manera elegante, la
naturaleza sutil de algunos fenómenos físicos, centrales en la construcción de teorías unificadas.

Las teorías de campo son edificadas desde el formalismo de la mecánica, en donde las leyes
físicas se derivan del principio de mínima acción [27]:

δS = δ

∫
d4xL

(
φa(x), ∂µφa(x)

)
= 0 (1.1)

Al objeto L se conoce como la densidad lagrangiana, y se construye de tal manera que refleje
las transformaciones que dejan invariante al sistema, es decir, las simetrías de este. Cuando la
lagrangiana es invariante bajo la acción de algún grupo de transformaciones continuas, este grupo
de simetría da lugar a la conservación de cantidades físicas conocidas como las cargas de Noether.
Podemos concluir entonces, que en el estudio de las teorías de campo, así como en otros escenarios
físicos, las simetrías que presentan los sistemas juegan un papel primordial en su estudio.

De manera general, el rompimiento espontáneo de una simetría se basa en lo siguiente: Sea G
un grupo de Lie y H un subgrupo no trivial de este. Podemos estudiar la acción de estos grupos
a través de los dG generadores de G y los dH generadores de H, con dH < dG. Es posible dividir a
los generadores de G en dos tipos. Sea {T a} el conjunto de generadores de G, donde a es un índice
general. Este puede ser dividido en dos conjuntos: {T ā} con un número dH de generadores, y {T â}
con dG−dH generadores. Supongamos que tenemos una lagrangiana L(ϕr, ∂µϕr) que depende sólo
de campos escalares de Lorentz, dados en alguna representación no trivial de G. Esto significa que
al aplicar cualquier transformación U ⊂ G en los campos

ϕr → ϕ′r = [U ]rs ϕs, (1.2)

con ϕr las componentes del multiplete en la representación dada, las lagrangianas

L(ϕr, ∂ϕr) y L(ϕ′r, ∂ϕ
′
r) (1.3)

1
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son equivalentes. Lo que significa que, como la lagrangiana es invariante bajo G, también lo será
bajo H. Por lo que el multiplete de campos ϕr de G puede ser arreglado en multipletes de campos
ϕs̄ de H. Es decir, existe un mapeo de punto de G en H:

G → H

{ϕr} → {ϕs̄}
L(ϕr, ∂ϕr) → L(ϕs̄, ∂ϕs̄)

Este mapeo nos permite pasar de una teoría descrita por el grupo G, a una teoría equivalente
pero ahora vista bajo la perspectiva del subgrupo H. Podemos asegurar la equivalencia de estas
teorías elevando el mapeo al espacio fase para que este sea canónico. En la lagrangiana L(ϕr, ∂ϕr),
la simetría G es manifiesta y la simetría de H está oculta. Después del mapeo, en la lagrangiana
L(ϕs̄, ∂ϕs̄) la simetría H es manifiesta, pero la simetría G está oculta. Este ocultamiento de una
simetría G en algún subgrupo H siempre puede realizarse, sin importar si existe un rompimiento
espontáneo o no. Cuando la simetría es global, esto es, las transformaciones actúan en todos los
puntos x del espacio, puede presentarse el fenómeno de rompimiento espontáneo de la simetría G
en la simetría H, denotado por

G → H (1.4)

y se dice que el grupo G es roto espontáneamente en el subgrupo H.
El rompimiento espontáneo ocurre cuando el estado de mínima energía o estado de vacío no es

invariante bajo el grupo de simetría G, sino que este lo transforma, generando así una degeneración
de estos estados de mínima energía.

Pensemos, como un ejemplo simple pero no trivial, que tenemos una aguja y la estamos com-
primiendo con una fuerza F sobre su eje (véase Fig. 1.1). La configuración que podríamos pensar
que mantendrá el sistema, es aquella donde la aguja se mantiene en la configuración simétrica
(x = y = 0). Sin embargo, si la fuerza es muy grande (F > Fcritica), la aguja colapzará a un estado
en el que esté curvada [28]. Esto sucede ya que el sistema tiene una menor energía cuando la aguja
está pandeada, que cuando se encuentra en la configuración metaestable: alineada con el eje z. La
simetría cilíndrica es rota por la aguja doblada; y al poder doblarse en cualquier dirección y tener
el mismo estado de mínima energía; no podemos predecir en qué dirección se pandeará, ya que
todas son equivalentes físicamente.

Figura 1.1: Un ejemplo de rompimiento espontáneo de una simetría: el pandeo de una aguja.
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La esencia del rompimiento espontáneo de una simetría continua se sintetiza en lo que se conoce
como el Teorema de Nambu-Goldstone [29]-[32] o símplemente Teorema de Goldstone. En donde
los dG − dH generadores {T â} son rotos en el sentido que la simetría dada por ellos, se pierde
en el estado base del sistema. Y los dH generadores {T ā} de H no son rotos en este sentido, ya
que el estado base sí es invariante bajo este subgrupo. Profundicemos aún más en esta idea. De
manera general, entendemos que los elementos del grupo G actúan sobre vectores en el espacio de
configuración del sistema. Si se presenta un rompimiento espontáneo de la simetría G enH, significa
que existe una superficie, de dimensión menor al espacio de configuraciones, que contendrá a los
estados de mínima energía del sistema, equivalentes todos entre entre sí. El grupo G tranformará a
estos mínimos, pero los mantendrá en esta misma superficie; pero el grupo H los dejará invariantes.
El sistema físico no puede evolucionar a partir de esta infinidad de mínimos en la superficie, se
desarrollará a partir de un mínimo concreto, ¿a partir de cuál de éstos mínimos se desarrollará?
Es aquí donde entra el requerimiento físico de romper al grupo G en algún subgrupo deseado H.
Romper espontáneamente la simetría G en H significa que existe una direccíon, en este espacio de
configuraciones, que es dejada invariante por el subgrupoH, pero no por el grupoG. Es la existencia
de esta dirección, invariante por H, la que determinará caracteristicas fundamentales acerca de la
dinámica de los grados de libertad del sistema y como estos se relacionan entre sí. La consecuencia
de que la simetría G haya sido rota es la aparición de dG−dH campos escalares sin masa, llamados
bosones de Goldstone; relacionados con los generadores rotos. Nos parece indispensable puntualizar
sobre estos aspectos gerales del rompimiento espontáneo, ya que esta noción nos será vital para
ser capaces de contruir una teoría que considere dimensiones extras.

Más adelante, Higgs [5], [6] y Englert [4] extendieron estas ideas a las teorías con simetría local,
donde propusieron un mecanismo que nos permite dotar de masa a algunos campos de norma del
grupo de simetría, cuyo fundamento de partida es el rompimiento espontáneo.

A continuación, describiremos los aspectos generales de estas herramientas teóricas que nos
permiten describir y explorar la naturaleza a escalas límite de distancia y energía. Comenzaremos
por aterrizar estas nociones de rompimiento espontáneo a una teoría en concreto y estudiaremos
sus consecuencias.

1.1.1. Teorema de Goldstone

Antes de enunciar el teorema de Goldstone, es necesario comprender el fenómeno de rompi-
miento espontáneo de una simetría continua, por lo que describiremos un ejemplo en concreto para
ilustrar las ideas centrales. Consideremos por simplicidad, una densidad lagrangiana que describa
un conjunto de N campos escalares reales φi(x):

L =
1

2

(
∂µφ

i
)2 − V (φi) (1.5)

con

V (φi) =
1

2
m2
(
φi
)2

+
λ

4

[(
φi
)2]2 (1.6)

conocido en inglés como linear sigma model [33], en donde existe una suma implícita sobre el índice
i en cada factor

(
φi
)2, además λ > 0. La lagrangiana (1.5) es invariante bajo la simetría

φi → φ′ i = Rijφj , (1.7)

para cualquier matriz ortogonal R de tamaño N × N . El grupo de transformaciones (1.7) es el
grupo ortogonal de dimensión N , denotado como O(N), que describe las transformaciones que
preservan la distancia en un espacio euclidiano.

Si quisiéramos estudiar esta teoría en el formalismo cuántico, sería necesario establecer el estado
de vacío de la teoría, el cual es único. Por lo que, a nivel clásico, nos interesa estudiar los estados
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de mínima energía del sistema, así que es necesario determinar la configuración de campos que
minimice el potencial escalar de la lagrangiana, es decir, el conjundo de campos {φk} que satisfagan:

∂V

∂φk
= 0. (1.8)

Para estudiar este sistema en general, es necesario considerar la posibilidad de que el coeficiente
del término cuadrático en (1.6) sea positivo o negativo. Analicemos ambos casos:

Caso no degenerado (m2 > 0) :
Al derivar el potencial respecto a un campo arbitrario φk e igualándolo a cero, se obtiene la
siguiente condición: [

m2 + λ
(
φi
)2]

φk = 0, (1.9)

donde la única solución es φk = 0 para todo k = 1, . . . , N . El estado vacío del sistema, corres-
ponde a la única configuración donde todos los campos son cero, dando como resultado una
teoría de N partículas con masa m, cuyo estado de mínima energía no presenta degeneración.
El potencial de esta teoría toma la forma de un paraboloide, como se muestra en la Figura
1.2 (a). En este caso, no se presenta un rompimiento espontáneo de la simetría O(N), por
tanto, no es de nuestro interés.

Caso degenerado (m2 < 0) : Al estudiar los valores extremos de este potencial, encontramos un
máximo local (véase la Fig. 1.2 (b)), cuando los N campos son cero:

V (φi = 0) = 0, i = 1, . . . , N. (1.10)
Y un mínimo local, para cualquier vector constante

(
φi0
)
que satisfaga

(
φi0
)2

=
−m2

λ
≡ v2, (1.11)

ya que

V
(
|φi0| = v

)
= −m

4

4λ
. (1.12)

Figura 1.2: El potencial (1.6) para (a) m2 > 0 y (b) m2 < 0, con N = 2. Es característico de una
teoría que presenta rompimiento espontáneo de una simetría contínua, y en la jerga de la física, es
conocido como sombrero Mexicano.
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La condición (1.11) determina únicamente la magnitud del vector
(
φi0
)
, pero su dirección es

arbitraria, por lo que los estados de mínima energía definen una superficie esférica (N − 1)-
dimensional de radio v en el espacio de los campos. Los valores que puede tomar la constante
v se conocen como el valor esperado, de dichos campos, en el vacío. En este caso, el estado
base del sistema clásico tiene una degeneración infinita, por lo que, escoger un único estado
de vacío para el sistema podría parecer ambiguo. Podemos observar en la Figura 1.2 (b) que,
para el caso de N = 2, esta infinidad de estados de mínima energía se encuentran a lo largo de
un círculo equipotencial, ilustrados por la línea punteada, estos son los mínimos estables de
la teoría sobre los cuales se debe estudiar al sistema y sus fluctuaciones. Para el caso general
de N campos, la ecuación (1.11) establece una condición que fija un grado de libertad del
sistema, el resultado es entonces una superficie hyperesférica de dimensión N − 1, donde
yacen los estados de mínima energía. El estado particular que se escoja es arbitrario debido
a que todos los puntos en esta superficie son equivalentes físicamente, al estar relacionados
por transformaciones del grupo O(N). Este fenómeno de rompimiento espontáneo de una
simetría se presenta cuando el estado base del sistema no es invariante bajo el grupo de
simetría global, en este caso O(N), pero sí lo es bajo alguno de sus subgrupos. Para analizar
el rompimiento espontaneo de la simetría O(N) en alguno de sus subgrupos, elegiremos un
estado de vacío concreto, caracterizado por un vector constante Φ0 en la superficie de la
esfera. El criterio para escoger a este vector constante, lo determina el subgrupo de O(N)
que no rompe la simetría del estado de vacío.

Estudiemos el rompimiento espontáneo

O(N) → O(N − 1) (1.13)

Una rotación en N dimensiones puede realizarse en cualquiera de los N(N−1)
2 planos que

se forman entre los ejes, por lo que el grupo O(N) tiene N(N−1)
2 simetrías contínuas, es

decir, N(N−1)
2 generadores, que denotaremos como {T a} con a = 1, . . . , N(N−1)

2 . El sub-
grupo O(N − 1) tiene, por ende, (N−1)(N−2)

2 generadores, que llamaremos {T ā} donde
ā = 1, . . . , (N−1)(N−2)

2 . Podemos entonces dividir los generadores de O(N) en dos conjuntos:
{T ā} que son los generadores de O(N − 1), y {T â} que son los generadores de O(N) que
no pertenecen a O(N − 1). La condición para romper la simetría O(N), manifiesta en la
lagrangiana original (1.5), a la simetría de su subgrupo, O(N − 1), es la siguiente:

El vector constante que escojamos, Φ0, debe ser dejado invariante bajo la acción del grupo
O(N − 1). Esto es, sea U ∈ O(N − 1), entonces se cumple que

UΦ0 = Φ0, (1.14)

y ya que podemos describir la acción del grupo mediante sus generadores, podemos parame-
trizar este elemento U como

U = eα
āT ā , (1.15)

donde αā son (N−1)(N−2)
2 parámetros constantes (globales) que, junto con los generadores del

grupo, describen cualquier transformación en general. Se puede concluir de (1.14) y (1.15)
que los generadores de O(N − 1) satisfacen:

T āΦ0 = 0, (1.16)
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para todo ā = 1, . . . , (N−1)(N−2)
2 . Estas son las transformaciones contínuas que dejan inva-

riante al sistema, y en particular, al estado de mínima energía de este. Los generadores rotos
{T â} son aquellos generadores de O(N) que sí transforman a Φ0:

T âΦ0 6= 0 (1.17)

Se dice que el grupo O(N) es roto espontáneamente en O(N − 1) a la escala de energía v, en
tanto que la dirección del vector Φ0, es invariante bajo el grupo O(N −1). En otras palabras,
que Φ0 es aniquilado por los generadores {T ā} de O(N − 1).

Proponemos al siguiente vector constante:

Φ0 =


0
...
0
v

 (1.18)

donde el único valor diferente de cero se encuentra en la entrada correspondiente al N -ésimo
campo.

El sistema físico y sus fluctuaciones cuánticas, deben ser estudiadas en el entorno del mínimo
elegido, por lo que es necesario realizar el siguiente corrimiento:

φi → φi + Φ0 =


φ1

...
φN−1

φN

+


0
...
0
v

 =


φ1

...
φN−1

φN + v

 . (1.19)

Note que si definimos los campos como

φi(x) ≡ πk(x), k = 1, . . . , N − 1

φN (x) ≡ σ(x) + v
(1.20)

Podemos reescribir la lagrangiana (1.5) en términos de los campos πk y σ

L =
1

2

(
∂µπ

k
)2

+
1

2
(∂µσ)

2 − 1

2

(
2λv2

)
σ2

− λvσ3 − λv
(
πk
)2
σ − λ

4
σ4 − λ

2

(
πk
)2
σ2 − λ

4

[(
πk
)2]2

.

(1.21)

Una vez descrito el sistema alrededor de este estado mínimo, la invariancia de la teoría bajo
el grupo O(N) deja de manifestarse explícitamente y se despliega ahora la simetría bajo el
subgrupo O(N − 1), el cual transforma los campos π entre ellos. Sucede además que, por
cada generador roto de O(N) (aquellos que satisfacen (1.17)), aparece en nuestra teoría una
partícula escalar sin masa, asociada con dicho generador. El resultado es una teoría con un
campo σ masivo, y un conjunto de N −1 campos π sin un término de masa en la lagrangiana
(1.21).
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La aparición de partículas no masivas cuando una simetría continua se rompe, es un resultado
que se conoce como el teorema de Goldstone [31], [32]. Y a estas partículas π sin masa, presentes
en la teoría, se les conoce como bosones de Goldstone. La teoría simétrica bajo O(N) tiene N(N−1)

2
transformaciones de simetría contínuas independientes. Después del rompimiento espontáneo de
O(N) a O(N − 1), la teoría permanece aún con (N−1)(N−2)

2 simetrías contínuas; las rotaciones de
los campos π. El número de simetrías rotas es la diferencia N − 1, que corresponde a las N − 1
rotaciones de O(N) que sí transforman a Φ0.

El teorema de Golstone establece que, por cáda simetría continua rota espontáneamente, la
teoría debe contener una partícula sin masa.[33]

Podemos realizar oscilaciones pequeñas alrededor de cualquier punto de la esfera (N − 1)-
dimensional y descomponerlas en componentes radiales y tangenciales. Las oscilaciones a lo largo
de las direcciones tangenciales tienen lugar en una superficie equipotencial, por lo que no cuestan
energía al sistema, y por consecuencia, corresponden a partículas no masivas; que son los bosones
de Goldstone π. Las partículas masivas describen oscilaciones en las direcciones radiales, en cuya
dirección, las segundas derivadas del potencial en (1.21) son diferentes de cero.

1.1.2. Teoría de Norma

En la sección anterior revisamos una teoría invariante bajo un grupo de transformaciones glo-
bales, es decir, la misma transformación actua en todos los puntos del espacio [34]. Estas tienen
un caracter ’simultáneo’ en la totalidad del sistema, no dependen en ninguna forma de las coor-
denadas en donde se apliquen. Si el grupo de simetría G es un grupo de Lie, podemos entender a
estas transformaciones como:

φi(x) → φ′ i(x) = eα
aTaφi(x) (1.22)

donde {T a} son los generadores del grupo, y los parámetros αa son constantes en todo el espacio.
Cuando estos parámetros sí tienen una dependencia en las coordenadas, se dice que la teoría es
invariante de forma local, esto es, diferentes transformaciones se llevan a cabo a diferentes puntos
del espacio. Podemos imaginar como si en cada valor contínuo que puede tomar x, existe una
simetría global, que va cambiando de manera suave conforme cambia x. Veamos un ejemplo de
cómo se construye una teoría de este tipo a partir de una invarianza global, así como también,
estudiar qué ocurre cuando una simetría local es rota.

Pensemos en la siguiente lagrangiana escalar compleja:

L = (∂µϕ)
†

(∂µϕ)− 1

2
µ2ϕ†ϕ− 1

4
λ
(
ϕ†ϕ

)2
(1.23)

con

ϕ(x) =
1√
2

[ϕ1(x) + iϕ2(x)]

ϕ†(x) =
1√
2

[ϕ1(x)− iϕ2(x)]

(1.24)

donde ϕ1(x) y ϕ2(x) son campos reales, además x ≡ xµ es el 4−vector de posición en el espacio-
tiempo de Minkowski. Podemos ver que esta lagrangiana es invariante bajo transformaciones glo-
bales de la forma

ϕ(x) → ϕ′(x) = eiαϕ(x). (1.25)

Si ahora asumimos que este parámetro α depende explícitamente de las coordenadas x, tenemos
una transformación local
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ϕ(x) → ϕ′(x) = eiα(x)ϕ(x) (1.26)

donde existe una ley de transformación diferente para cada punto x. Al querer dotar a la lagrangiana
(1.23) con una invarianza local, nos encontramos con la dficultad de que el término que involucra
la derivada ∂µ no es invariante bajo las transformaciones (1.26), debido a la dependencia en las
coordenadas del factor α(x):

∂µ (ϕ′(x)) = eiα(x)∂µϕ(x) + ieiα(x)ϕ(x)∂µα(x). (1.27)

La derivada ∂µ compara el valor de ϕ(x) en dos puntos infinitesimalmente cerca en el espacio-
tiempo, cada uno con leyes de transformación distintas según (1.26), por lo que, en este tipo de
teorías, carece de una interpretación geométrica útil. La cantidad ∂µϕ(x) no es un objeto covariante
bajo el grupo de transformaciones que define (1.26), que es el grupo unitario unidimensional U(1).
Para poder estudiar cómo cambia ϕ(x), que obedece esta simetría que varía de punto a punto,
debemos introducir algún factor que compense las diferencias de las fases en (1.26). Esto se logra
mediante la definición de un nuevo tipo de derivada, llamada derivada covariante:

Dµϕ(x) ≡ ∂µ − igAµ(x) (1.28)

La derivada ∂µ genera un desplazamiento infinitesimal en las coordenadas (xµ → xµ+εµ), mientras
que el segundo término −igAµ(x) describe la variación del campo ϕ bajo la transformación de
norma infinitesimal correspondiente (α(xµ)→ α(xµ + εµ)) [35]. La constante g se conoce como la
constante de acoplamiento del grupo de norma y se introduce para describir los efectos de tal grupo
en la dinámica del sistema. El campo vectorial Aµ, conocido como conexión o campo de norma, se
introduce como grados de libertad extra en la teoría para poder cuantificar dichas transformaciones
de norma infinitesimales. La ley de transformación que debe cumplir Aµ, bajo esta simetría local,
tiene una forma muy especial:

Aµ(x) → A′µ(x) = Aµ(x) +
1

g
∂µα(x) (1.29)

A esta transformación (1.29), se le conoce como transformaciones de norma, ya que tiene una forma
muy diferente a la ley de transformación covariante bajo U(1) (1.26). De esta forma se tiene que
Dµϕ(x) se transforma también covariantemente bajo U(1).

(Dµϕ(x))
′

=

[
∂µ − ig

(
Aµ(x) +

1

g
∂µα(x)

)]
eiα(x)ϕ(x)

= eiα(x) (∂µ − igAµ(x))ϕ(x)

= eiα(x)Dµϕ(x).

(1.30)

Podemos entonces construir una lagrangiana invariante localmente si sustituimos los términos
que involucren derivadas ordinarias, por derivadas covariantes. Por lo tanto

L = (Dµϕ)
†

(Dµϕ)− 1

2
µ2ϕ†ϕ− 1

4
λ
(
ϕ†ϕ

)2
(1.31)

es invariante localmente bajo U(1) (1.26). Sin embargo, aún no hemos incluído los invariantes
que involucren solamente al campo Aµ y a sus derivadas, para obtener información acerca de la
dinámica de estos campos de norma. Este término puede ser construido al calcular el conmutador
de la derivada covariante:

[Dµ, Dν ]ϕ(x) = −ig (∂µAν(x)− ∂νAµ(x))ϕ(x) ≡ −igFµν(x)ϕ(x) (1.32)
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donde la estructura Fµν se conoce como el tensor de curvatura y es el invariante que cuantifica la
no conmutatividad entre dos derivadas covariantes aplicadas en direcciones diferentes. Como puede
observarse, Fµν depende unicamente de las conexiones Aµ y sus derivadas, y recordando que, dichas
conexiones están ligadas con la forma en que actúan las transformaciones locales, la cantidad Fµν
también suele ser nombrada como el tensor de fuerza del campo de norma. Si aplicamos la ley de
transformación de los campos Aµ (1.29), en (1.32) vemos que la curvatura también es invariante
bajo transformaciones locales. De esta manera, la lagrangiana invariante de forma local construída
a partir de (1.23) es:

LSED = (Dµϕ)
†

(Dµϕ)− 1

4
FµνF

µν − 1

2
µ2ϕ†ϕ− 1

4
λ
(
ϕ†ϕ

)2
. (1.33)

Que es la lagrangiana que describe la teoría de la electrodinámica escalar.

La teoría (1.23), invariante bajo transformaciones globales (1.25), describe una teoría libre; no
existen interacciones entre las partículas. Al demandar que nuestra teoría sea invariante bajo trans-
formaciones locales de la forma (1.26), se hace necesaria la introducción de un nuevo campo Aµ, el
cual se acopla a ϕ mediante la derivada covariante; generando así una teoría con interacciones, una
teoría dinámica. Es por esto que a los campos de norma se les atribuye la cualidad de ’portadores’
de fuerza, ya que es sólo a través de ellos que los campos ϕ pueden interactuar.

Cuando consideramos que una teoría es invariante bajo transformaciones locales, los grados
de libertad de esta están caracterizados por conexiones y representaciones tensoriales del grupo
de norma. En física se conoce a estos campos como campos de norma y campos de materia,
respectivamente. La simetría de norma únicamente permite términos de masa para aquellos campos
que aparezcan como representaciones tensoriales del grupo de simetría, ya que si existieran términos
de masa para los campos de norma

1

2
m2
AAµA

µ, (1.34)

se arruinaría la invariancia local en la teoría, así que desde la perspectiva del grupo de norma, estas
conexiones están relacionadas forzosamente con partículas no masivas. Sin embargo, es posible
dotar de masa a estas conexiones si consideramos que la teoría presenta rompimiento espontáneo
del grupo de norma.

De la misma forma que en la sección anterior, si consideramos que µ2 < 0 en (1.33), tenemos
que el mínimo del potencial escalar

VSED(ϕ) =
1

2
µ2ϕ†ϕ+

1

4
λ
(
ϕ†ϕ

)2
(1.35)

se cumple para

ϕ†(x)ϕ(x) = −µ
2

λ
≡ v2 (1.36)

Es decir, tenemos una familia contínua de estados de mínima energía de la forma

ϕ(x) = veiθ (1.37)

donde θ parametriza a estos estados. Notamos que el potencial (1.35) es invariante también bajo
el grupo de simetría global U(1), a través del cual, el valor θ cambia como θ + α; así que estos
estados de mínima energía estan relacionados entre sí por la simetría global de U(1) [36]. Como ya
hemos visto, escoger un estado particular de esta familia como el mínimo físico de la teoría, rompe
la simetría del sistema. Elegimos a v como nuestro vacío físico, haciendo θ = 0 en (1.37):

ϕ0 = v (1.38)
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Entonces, podemos expresar a ϕ en coordenadas polares y realizar el corrimiento únicamente en
la variable del módulo, definimos

ϕ(x) =
(
v + ρ(x)

)
e−i

ξ(x)
v (1.39)

donde el vacío físico ϕ0 se tiene cuando los campos ρ(x) y ξ(x) son cero. Si expresamos ahora al
potencial (1.35) en términos de estos nuevos campos se obtiene:

V (ϕ) = λv2ρ2 + λvρ3 +
λ

4
ρ4 (1.40)

Podemos identificar que el campo ρ da lugar a una partícula con masa mρ =
√

2λv. Además, como
se rompió espontáneamente la simetría U(1), identificamos al campo ξ como el bosón sin masa de
Goldstone, ya que no está presente en el potencial (1.40).

Como la teoría es de norma, existe un nuevo ingrediente en nuestra teoría, que es la derivada
covariante, la cual actúa a través de un campo de norma o conexión Aµ, cuya existencia misma
parte del postulado de que la teoría sea invariante de forma local. Al expandir el término cinético,
una vez rota la simetría, obtenemos un resultado muy interesante:

(Dµϕ(x)
†

(Dµϕ(x)) =
[
(∂µ − igAµ(x)) (v + ρ(x)) e−i

ξ(x)
v

]† [
(∂µ − igAµ(x)) (v + ρ(x)) e−i

ξ(x)
v

]
= ∂µρ(x)∂µρ(x) +

(
1 +

ρ(x)

v

)2

∂µξ(x)∂µξ(x)

+ 2vg

(
1 +

ρ(x)

v

)2

Aµ(x)∂µξ(x) + g2v2

(
1 +

ρ(x)

v

)2

Aµ(x)Aµ(x).

(1.41)

Al expandir el último término obtenemos:

g2v2Aµ(x)Aµ(x). (1.42)

Como resultado del rompimiento espontáneo del grupo de simetría local, la teoría es descrita
por un campo de norma Aµ con masa, además de un campo escalar ρ y el bosón de Goldstone ξ. No
obstante, al tratarse de una lagrangiana invariante localmente, tenemos la libertad de transformar
al campo ϕ por medio de una función arbitraria α(x), por lo que podemos escoger a esta función
de tal manera que remueva de nuestra teoría toda dependencia de ξ. Si definimos

ϕ(x)→ ϕ′(x) = U(x) ≡ ei ξ(x)
v ϕ(x) = v + ρ(x),

Aµ(x)→ A′µ(x) = Bµ(x) ≡ Aµ(x)− 1

gv
∂µξ(x)

(1.43)

vemos que la naturaleza de las transformaciones de norma hacen posible que podamos eliminar al
campo ξ, ya que antes de romper la teoría, esta ya era invariante bajo dicho tipo de transformacio-
nes, por lo que el grado de libertad ξ corresponde en realidad a la libertad que tenemos de escoger
cualquier α(x) en (1.26) y que la teoría permanezca invariante. Es por esto que, cuando la simetría
rota espontáneamente es de norma, al campo ξ se le conoce como un pseudo-bosón de Golstone, ya
que no es un campo físico. Establecer estos nuevos campos mediante una transformación de norma
se le conoce como fijar la norma y a la elección particular en (1.43) se le conoce como la norma
unitaria, ya que permite eliminar a los pseudo-bosones de Golstone de la teoría. Una vez removido
ξ de la teoría, podemos reescribir a la derivada covariante como sigue:

10
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D′µU(x) = ei
ξ(x)
v Dµϕ(x),

⇒ Dµϕ(x) = e−i
ξ(x)
v D′µU(x)

= e−i
ξ(x)
v

(
∂µ − igBµ(x)

)
U(x)

= e−i
ξ(x)
v

(
∂µρ− igBµ(x)

(
v + ρ(x)

))
Así que el término cinético toma la forma

(
D′µϕu

)†
(D′µϕu) = (∂µρ− igBµ(v + ρ))

†
(∂µρ− igBµ(v + ρ))

= ∂µρ∂
µρ+ g2(v + ρ)2BµB

µ
(1.44)

La curvatura como ya lo vimos, es invariante bajo cualquier transformación de norma, por lo que

F ′µν = (∂µBν − ∂νBµ) = (∂µAν − ∂νAµ) = Fµν (1.45)

Así que la lagrangiana (1.33), en la norma unitaria, tiene la siguiente forma:

L′ = ∂µρ∂
µρ+ g2v2BµB

µ + g2ρ(2v + ρ)BµB
µ − 1

4
BµνB

µν − λv2ρ2 − λvρ3 − λ

4
ρ4 (1.46)

Es claro que L′ es la densidad lagrangiana de una teoría con un bosón vectorial de masa
mB =

√
2gv y un campo escalar con masa mρ =

√
2λv [37]. El campo ξ ha desaparecido

de la teoría. Este hecho no tiene porqué inquietarnos si contamos los grados de libertad del
sistema. Antes del rompimiento espontáneo, LSED tiene dos campos escalares ϕ1 y ϕ2 y un
bosón vectorial sin masa Aµ con dos estados de polarización transversales. Después de romper
la simetría, tenemos un solo campo escalar ρ y un campo vectorial masivo, el cual tiene 3
estados de polarización: dos transversales y uno longitudinal. Este es el mecanismo de Higgs: el
campo escalar ξ es absorbido por el campo de norma para convertirse en el grado de libertad
correspondiente a su estado de polarización longitudinal; su masa. Al romper espontáneamente la
simetría de norma U(1), el campo de norma Aµ adquiere masa, y el pseudo-bosón de goldstone
desaparece de la teoría como grado de libertad. El hecho de que Aµ aparezca ahora como un
campo masivo no significa que este haya perdido su naturaleza de campo de norma, ya que bajo
la perspectiva de U(1), sigue siendo una conexión. En realidad, la lagrangiana (1.46) permanece
invariante localmente bajo U(1), ya que el mapeo (1.39) puede ser invertido, sólo que esta simetría
ya no es manifiesta y se encuentra codificada en la forma que aparecen los campos y sus coeficientes.

En la teoría del Modelo Estándar, el grupo electrodébil SU(2)L×U(1)Y se rompe espontánea-
mente al grupo electromagnético U(1)Q a la escala de Fermi vF , dotando de masa a los bosones de
norma W± y Z, mediadores de la interacción débil.

La interpretación física de este fenómeno tiene una implicación muy interesante y profunda:
cuando probamos una teoría a escalas de energía menores o comparables a vF , la fenomenología
es descrita por el grupo U(1)Q, pero cuando estamos trabajando a escalas de energía mucho más
grandes que vF , es necesario acudir al grupo más grande SU(2)L × U(1)Y para poder describir
al sistema. De tal suerte que estos grupos de simetría actúan como ventanas energéticas que nos
revelan diferentes procesos y fenómenos físicos a medida que vamos aumentando o disminuyendo la
escala de energía. Más adelante, emplearemos este concepto para extender la teoría a dimensiones
extras.
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1.2. Modelo Estándar

En esta sección se presenta una pequeña descripción de los ingredientes fundamentales del
Modelo Estándar. Posteriormente se discutirán los distintos sectores que conforman la teoría. Se
prestará especial atención a aquellos sectores de la lagrangiana que sean relevantes al cálculo
central de esta tesis.

Alrededor de 1950, Feynman [38], Tomonaga [39] y Schwinger [40] sentaron las bases de la
electrodinámica cuántica, una teoría de norma abeliana cuyo grupo de simetría es U(1). Posterior-
mente, Gell-Mann [41] y G. Zweig [42] propusieron de manera independiente al grupo no abeliano
SU(3) como la estructura fundamental de las interacciones fuertes, dando lugar a la cromodinámica
cuántica.

La pieza culminante de lo que ahora se conoce como el Modelo Estándar, la colocaron Salam
[1], Glashow [2] y Wienberg [3] al unificar la fuerza débil y la fuerza electromagnética en una sola
descripción, mediante una teoría no abeliana invariante bajo el grupo de norma SU(2)L × U(1)Y ,
que al ser roto espontáneamente al subgrupo U(1)Q usando el mecanismo de Higgs, permíte
dotar de masa a los campos de norma mediadores de la interacción débil, haciéndola así una
fuerza de corto alcance. Para ser exactos, todas las masas de las partículas hasta ahora conocidas
son generadas mediante este mecanismo de Higgs; con la excepción, quizás, de las masas de los
neutrinos, para las cuales el Modelo Estándar no provee explicación.

El Modelo Estándar es entonces, una teoría de norma cuyo grupo de simetría es
GSM (M4) ≡ SUC(3,M4) × SUL(2,M4) × UY (1,M4). Donde M4 es el espacio-tiempo de
Minkowski, que funge como la variedad soporte de la teoría. En lo posterior, se omitirá especificar
la variedad soporte a menos que sea necesario. Las excitaciones cuánticas de los diferentes campos
de materia (espinoriales, vectoriales, escalares) y de los campos de norma presentes en la teoría,
dan lugar al espectro de partículas del modelo. Aquellas partículas provenientes de los campos
de norma, actúan como mediadoras de 3 de las fuerzas fundamentales conocidas hasta ahora: la
fuerza electromagnética, la fuerza débil y la fuerza fuerte. El grupo SUC(3)×SUL(2)×UY (1) tiene
(8+3+1 = 12) parámetros, es decir, doce bosones de norma: 8 gluones, 3 bosones débiles (W±, Z)
y el fotón (γ). Más adelante veremos que, previo al rompimiento espontáneo de SU(2)L × U(1)Y
en U(1)Q, el grupo electrodébil tiene 4 bosones de norma no masivos.

A continuación se enlista el contenido de partículas del modelo.

Partículas de materia
Primera Generación Segunda Generación Tercera Generación Carga

Eléctrica
Carga

de Color Espín

Quarks
Up (u)

Down (d)

Charm (c)

Strange (s)

Top (t)

Bottom (b)

+ 2
3

− 1
3

r,g,b

r,g,b

1
2

1
2

Leptones
Electrón (e)

Neutrino-Electrón (ve)

Muón (µ)

Neutrino-Muón (vµ)

Tau (τ)

Neutrino-Tau (vτ )

-1

0

0

0

1
2

1
2

Partículas de norma
(Portadoras de fuerza)

Interacción Fuerte 8 Gluónes (g) 0 8 combinaciones
color-anticolor 1

Interacción Débil

(W+)

(W−)

(Z)

+1

-1

0

0

0

0

1

1

1
Interacción Electromagnética Fotón (γ) 0 0 1

Bosón de Higgs (H) 0 0 0

Tabla 1.1: Partículas del Modelo Estándar.
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1.2.1. Cromodinámica Cuántica (QCD)
La interacción fuerte es descrita por una teoría de Yang-Mills del grupo SU(3)C , donde el

subíndice C hace referencia a las cargas de color. En la teoría hay ocho bosones de norma Gaµ,
a = 1, . . . , 8. Y un conjunto de campos llamados quarks, que son espinores de Dirac con un
determinado sabor q y un índice de color c = r, g, b; representado en la teoría por un triplete de
SU(3)C :

q =

qrqb
qg

 . (1.47)

Cada componente representa uno de los tres colores en que puede estar un quark dado.
Al ser una teoría de Yang-Mills, la densidad lagrangiana de QCD está dada por [43] :

LQCD =
∑
q

q̄
(
i /D

c −mq

)
q − 1

4
GaµνG

µν
a

= −1

4
GaµνG

µν
a + i

∑
q,c,c′

q̄cγ
µ(Dc

µ)cc′qc′ −
∑
q,c

mq q̄cqc.
(1.48)

La suma en a corre sobre los ocho índices de norma, la suma en c sobre los tres índices de color, y
la suma en q sobre el número de sabores.

Los campos Gaµν y Dc
µ son las curvaturas y la derivada covariante con respecto a la simetría

local SU(3)C respectivamente:

Gaµν = ∂µG
a
ν − ∂νGaµ + gsf

abcGbµG
c
ν (1.49a)

(Dc
µ)cc′ = δcc′∂µ − igs

(λa
2

)
cc′
Gaµ, (1.49b)

donde fabc son las constantes de estructura del grupo SU(3)C definidas por:

f123 = 1,

f147 = f165 = f246 = f257 = f345 = f376 =
1

2
,

f458 = f678 =

√
3

2
.

(1.50)

Los índices ijk son totalmente antisimétricos y las constantes, con aquellas combinaciones que no
estan enlistadas, son cero. Las matrices λa

2 son los generadores de SU(3)C en la representación
fundamental, conocidas como las matrices de Gell-Mann[41] y gs es la constante de acoplamiento
fuerte. Las mq son las masas de los quarks, todos los colores tienen la misma masa; estas se generan
via el mecanismo de Higgs en el sector de Yucawa de la teoría electrodébil.

1.2.2. Teoría Electrodébil
Una de las aplicaciones más importantes del rompimiento espontáneo de una simetría de norma

es la teoría que describe las interacciónes débiles y electromagnéticas [44]. Ya que a través del
rompimiento espontáneo SU(2)L × U(1)Y → U(1)Q es posible dotar de masa a tres de las cuatro
conexiones del grupo de norma, así como también a los leptónes y quarks.

La teoría de las interacciones electrodébiles describe una fuerza quiral, esto es, una fuerza que
distingue entre los estados de helicidad de los leptones y los quarks. De tal forma que los campos
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de norma del grupo SU(2)L se acomplan con diferente intensidad a los fermiones izquierdos y
derechos, de aquí el subíndice L. Para mantener separadas las diferentes interacciones de la teoría,
los leptones cargados, los leptones neutros y los quarks forman diferentes representaciones del
grupo electrodébil.

Campos Fermiónicos

Primero consideremos los campos leptónicos y los quarks, los cuales se clasifican en 3 familias,
generaciones o sabores; cada generación se caracteriza por tener partículas más pesadas que las
anteriores. Los leptones y quarks se introducen en la teoría como dobletes izquierdos y singletes
derechos de SU(2)L de la siguiente manera:

Leptones:
(
νe
e

)
L

,

(
νµ
µ

)
L

,

(
ντ
τ

)
L

; eR , µR , τR (1.51)

Quarks:
(
u
d

)
L

,

(
c
s

)
L

,

(
t
b

)
L

;
uR y dR,
cR y sR,
tR y bR

(1.52)

Para hacer más sencilla la notación, agrupamos a estos campos bajo un solo doblete izquierdo y
un solo singlete derecho como sigue:

Leptones: Li ≡
(
ν`i
`i

)
L

=

(
ν`iL
`iL

)
; `iR (1.53)

Quarks: Qi =

(
Ui
Di

)
L

=

(
UiL
DiL

)
; UiR y DiR (1.54)

Donde ν`i = {νe, νµ, ντ}, `i = {e, µ, τ}, Ui = {u, c, t} y Di = {d, s, b}. El índice i = 1, 2, 3 cuenta
las familias. Para los objetivos de esta tesis, consideramos a las masas de los neutrinos iguales
a cero, así que sólo los introducimos en la teoría como campos izquierdos. Cada componente de
estos dobletes es un espinor de Lorentz. La quiralidad de estos campos se define a través de los
proyectores izquierdo y derecho:

PL ≡
1

2
(1− γ5) (1.55)

PR ≡
1

2
(1 + γ5) (1.56)

Se tiene que cada espinor ψi está dado por elementos más fundamentales aún, sus componentes
izquierda y derecha

ψiL = PLψi, ; ψiR = PRψi. (1.57)

Este sector se caracteriza por una invarianza local bajo el grupo SU(2)L × U(1)Y que propor-
ciona las observables de isoespín débil e hipercarga, respectivamente. Bajo este grupo, los campos
izquierdos y derechos se transforman de la siguiente manera [28]:

χL → χ′L = eiα
a(x)Ta+iβ(x)Y χL

ψR → ψ′R = eiβ(x)Y ψR
(1.58)

Aquí, χL representa un doblete izquierdo y ψR un singlete derecho. Los operadores T a (a = 1, 2, 3)
y Y son los generadores de SU(2)L y U(1)Y respectivamente, estos proporcionan las observables de
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isoespín débil (T 3) e hypercarga (Y ). A una escala de energía vF = 246GeV , el grupo electrodébil
SU(2)L × U(1)Y es roto espontáneamente al grupo electromagnético U(1)Q. De los 4 grados de
libertad que representan los generadores {T a, Y }, 3 de ellos son rotos espontáneamente. La simetría
de algún subgrupo U(1) que no ha sido rota, da lugar al operador de carga eléctrica.

Campos Bosónicos

El sector bosónico está conformado por los campos de norma del grupo de simetría SU(2)L ×
U(1)Y y el bosón escalar de Higgs. Del grupo SU(2)L se tienen 3 campos de norma W i

µ, con
i = 1, 2, 3. Del grupo de hipercarga U(1)Y se tiene una sola conexión, denotada por Bµ. Se introduce
en la teoría un doblete escalar complejo de SU(2)L, conocido como doblete de Higgs:

φ =


G±W√

2

v+H+iGZ√
2

 (1.59)

Los campos G±W y GZ son pseudobosones de Goldstone, grados de libertad que pueden ser
incorporados como las componentes longitudinales de los bosones W±µ y Zµ en la norma unitaria.
Es el campo escalar H quien adquiere un valor esperado en el vacío diferente de cero en todo el
espacio, dando lugar al rompimiento espontáneo SU(2)L × U(1)Y → U(1)Q.

La teoría electrodébil consta de cuatro sectores, cada uno con un propósito bien definido. Los
sectores se dividen en el sector de Yang-Mills, el sector de corrientes, el sector de Higgs y el sector
de Yukawa. La lagrangiana entonces se puede escribir como:

LEW = LYM
}

Sector de Yang-Mills:
Cinemática y dinámica de los Bosones de norma W±, Z, γ

+LC
}

Sector de Corrientes:
Cinemática de Fermiones y sus interacciones con W±, Z, γ

+LH
}

Sector de Higgs:
Masas y acoplamientos de Bosón de Higgs, W±, Z, γ

+LY K
}

Sector de Yukawa:
Masas de fermiones y sus acoplamientos con el Bosón de Higgs

(1.60)

A continuación, se describirá brevemente cada sector.

1.2.3. Sector de Higgs
Se introduce en la teoría un doblete esclar que se transforma en la representación fundamental

de SU(2)L:

φ =


G±W√

2

H+iGZ√
2

 (1.61)

El sector de Higgs está dado por la lagrangiana que describe a φ:

LH =
(
Dµφ

)†(
Dµφ

)
− V

(
φ†φ

)
(1.62)

donde

V
(
φ†φ

)
= µ2

(
φ†φ

)
+ λ
(
φ†φ

)2 (1.63)
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es el potencial de Higgs, cuyo parámetro µ2 < 0 rompe espontáneamente el estado de vacío de φ
a la escala de Fermi. Tenemos que la derivada covariante Dµ asociada con el grupo electrodébil
SU(2)L × U(1)Y es:

Dµ = ∂µ − igT iW i
µ − ig′

Y

2
Bµ (1.64)

donde T i = σi

2 son los generadores de SU(2)L en la representación de menor dimensión, las matrices
de Pauli; y Y

2 es el generador del grupo de hipercarga U(1)Y . Las constantes de acoplamiento de
estos grupos son g y g′, respectivamente. El doblete de Higgs φ tiene hipercarga Y uno, es decir

Y φ = (+1)φ (1.65)

Como ya lo hemos visto, cuando el parámetro µ2 es menor que cero, el mínimo estable de la
teoría está dado para aquellos φ0 que satisfagan:

φ†0φ0 = −1

2

µ2

λ
≡ v2

F
2

(1.66)

Esta condición del mínimo fija un valor esperado del vacío distinto de cero, para uno de los
campos de la teoría. El estado de vacío deja de ser entonces invariante bajo el grupo de norma
SU(2)L×U(1)Y , y pasa a ser invariante bajo algún subgrupo U(1) que corresponde a la dirección
de aquel campo con valor esperado en el vacío diferente de cero. Esta dirección es arbitraria, así
que consideremos, por sencillez, que la dirección que permanece invariante sea aquella del campo
real H. Por lo que escogemos como nuestro vector constante a

φ0 =

(
0
vF√

2

)
. (1.67)

Así, la teoría física debe ser desarrollada al rededor de este mínimo elegido. Realizamos el siguiente
corrimiento:

φ→ φ+ φ0 (1.68)

Estudiemos el sector cinético de LH después de hacer el corrimiento, enfocándonos en la parte
que involucra solamente a φ0, vemos que

Dµφ0 = −
(
ig
σi

2
W i
µ + ig′

Y

2
Bµ

)( 0
vF√

2

)
= −

( ig√
2

(
W+
µ σ

+ +Wµσ
−)+ ig

σ3

2
W 3
µ + ig′

Y

2
Bµ

)( 0
vF√

2

) (1.69)

Donde se han definido los siguientes estados y operadores ortogonales:

W+
µ ≡

1√
2

(
W 1
µ − iW 2

µ

)
W−µ ≡

1√
2

(
W 1
µ + iW 2

µ

) (1.70)

σ+ ≡ 1

2

(
σ1 + iσ2

)
=

(
0 1
0 0

)
σ− ≡ 1

2

(
σ1 − iσ2

)
=

(
0 0
1 0

) (1.71)
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Usando estas definiciones y la relación (1.65) obtenemos

Dµφ0 = − igvF
2

W+
µ

(
1
0

)
− ivF

2
√

2

(
g′Bµ − gW 3

µ

)(0
1

)
(1.72)

De esta forma, el invariante cinético de φ0 resulta ser:

(
Dµφ0

)†(
Dµφ0

)
=
g2v2
F

4
W−µ W

+µ +
v2
F
8

(
W 3
µ , Bµ

)( g2 −gg′
−gg′ g′2

)(
W 3µ

Bµ

)
(1.73)

Donde identificamos la masa de los bosones cargados W± como mW = gvF
2 , que surgen como

resultado de romper espontáneamente la simetría de norma. El mapeo hecho en (1.70) relaciona
campos que se originalmente se transforman como campos de norma de SU(2)L × U(1)Y , en
campos que se transforman ahora tensorialmente bajo algún subgrupo U(1) de este. Al romperse
la simetría de norma, estos campos adquieren masa. El siguiente mapeo a realizar debe mapear
las demás conexiones del grupo electrodébil en campos covariantes de la simetría restante. Al estar
rotos 3 generadores de SU(2)L×U(1)Y , esperamos que, además de los bosones cargados W± otra
conexión más también adquiera masa; y nos quedemos unicamente con un campo de Gauge sin
masa, correspondiente al subgrupo no roto. Requerimos entonces que la matriz de masa en (1.73)
sea diagonalizada por tal mapeo: que nos lleve de la base de eigenestados de norma (W 3

µ , Bµ ) a
una base de eigenestados de masa. Definamos primero al ángulo de rotación débil:

tan θW ≡
g′

g
(1.74)

De esta forma (1.73) se puede expresar como

(
Dµφ0

)†(
Dµφ0

)
=
g2v2
F

4
W−µ W

+µ +
g2v2
F

8c2W

(
W 3
µ , Bµ

)( c2W −sW cW
−sW cW s2

W

)(
W 3µ

Bµ

)
(1.75)

Se encuentra que esta matriz es diagonalizada por la siguiente transformación ortogonal:(
W 3
µ

Bµ

)
= S

(
Zµ
Aµ

)
=

(
cW sW
−sW cW

)(
Zµ
Aµ

)
. (1.76)

De tal suerte que

(
W 3
µ , Bµ

)( c2W −sW cW
−sW cW s2

W

)(
W 3µ

Bµ

)
=
(
Zµ, Aµ

)
ST
(

c2W −sW cW
−sW cW s2

W

)
S

(
Zµ
Aµ

)
=
(
Zµ, Aµ

)(1 0
0 0

)(
Zµ
Aµ

)
(1.77)

Por lo que el invariante en esta base de eigenestados de masa es

(
Dµφ0

)†(
Dµφ0

)
=
g2v2
F

4
W−µ W

+µ +
g2v2
F

8c2W
ZµZ

µ (1.78)

Donde se identifica al bosón neutro Z con masa mZ = mW
cW

, que junto con los bosones W±,
contienen la información dinámica del grupo de simetría de la fuerza débil SU(2)L. Notemos
además que el mapeo (1.76) elimina el término de masa de Aµ, concluímos que se trata entonces
de la conexión de la simetría de norma no rota, el grupo electromagnético U(1)Q.

Para determinar el generador del grupo electromagnético, recordemos que la simetría de norma
remanente del sistema es aquella que deja invariante al estado base φ0. Usando (1.69) y (1.76) se
obtiene
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Dµ = ∂µ −
( ig√

2

(
W+
µ σ

+ −W−µ σ−
)

+
igσ3

2

(
cWZµ + sWAµ

)
+ ig′

Y

2

(
− sWZµ + cWAµ

))
(1.79)

De la definición (1.74) se obtiene g′ en términos de g y θW :

g′ =
sW
cW

g. (1.80)

Usando este resultado se llega a lo siguiente:

Dµ = ∂µ −
( ig√

2

(
W+
µ σ

+ −W−µ σ−
)

+ igcW
(σ3

2
− s2

W

c2W

Y

2

)
Zµ + igsW

(σ3

2
+
Y

2

)
Aµ

)
(1.81)

Al prestar atención al coeficiente que acompaña al campo de norma electromagnético Aµ, notamos
que

(σ3

2
+
Y

2

)
φ0 =

1

2

((1 0
0 −1

)
+

(
1 0
0 1

))( 0
vF√

2

)
=

(
1 0
0 0

)(
0
vF√

2

)
= 0

(1.82)

Por lo que se establece al generador del grupo U(1)Q como

Q ≡ σ3

2
+
Y

2
(1.83)

ya que es aquel que aniquila a φ0, tal como se estableció en (1.16).

De los 4 generadores del grupo electrodébil {σi2 , Y2 }, tenemos que 3 combinaciones lineales de
estos determinan los generadores rotos del sistema:

σ+ =
1

2

(
σ1 + iσ2

)
σ− =

1

2

(
σ1 − iσ2

)
σ0 ≡ σ3

2
− s2

W

c2W

Y

2

(1.84)

Y la simetría residual del grupo electromagnético está dada por (1.83), que representa el
operador de carga eléctrica.

El mapeo canónico hecho para ocultar la simetría electrodébil en la simetría electromagnética
es:

Conexiones de SU(2)L × U(1)Y

W i
µ

Bµ

}
−→


W±µ Se transforman covariantemente bajo U(1)Q
Zµ Se transforma como escalar de U(1)Q
Aµ Conexión de U(1)Q

(1.85)

La derivada covariante bajo la perspectiva de U(1)Q es:

Dµ = ∂µ − ieQAµ −
ig√

2

(
W+
µ σ

+ −W−µ σ−
)
− igcW

(σ3

2
− s2

W

c2W

Y

2

)
Zµ (1.86)
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donde se define la carga eléctrica como

e ≡ gsW . (1.87)

Recordemos que como estamos tratando con una teoría con simetría de norma dada por
SU(2)L × U(1)Y , el doblete de Higgs se transforma de la siguiente manera:

φ→ φ′ = eiα
i(x)σ

i

2 +iβ(x)Y2 φ (1.88)

Y bajo este tipo de transformaciones locales, la teoría física es invariante. Tenemos entonces la
libertad de escoger una transformación de norma particular que nos permita eliminar a los pseudo-
bosones de Goldstone de la teoría. Primero reparametrizemos a φ de la forma que sigue:

φ ≡ U(x)

(
0

vF+H√
2

)
; con U(x) = e

i
ξa(x)
vF

σa (1.89)

donde el índice a cuenta a los 3 generadores rotos: σ+, σ− y σ0; y los campos G±W y GZ se
sustituyen por 3 campos reales ξa que son ortogonales a H. La norma unitaria la establece una
transformación no estándar; aquellas transformaciones que involucran sólamente los generadores
rotos de la teoría. Definimos un nuevo doblete por medio de la siguiente transformación de norma:

φu ≡ e−i
ξa(x)
vF

σa
φ = U−1(x)U(x)

(
0

vF+H√
2

)
=

(
0

vF+H√
2

)
(1.90)

En la norma unitaria tenemos que la derivada covariante, actuando sobre el doblete de Higgs,
toma la forma

Dµφu =

(
0

∂µH√
2

)
− ig

2

(
vF +H

)
W+
µ

(
1
0

)
+

ig

2
√

2cW

(
vF +H

)
Zµ

(
0
1

)
(1.91)

Y el potencial de Higgs se convierte en

V = λv2
FH

2 + λvFH
3 +

λ

4
H4 (1.92)

Por lo que el sector de Higgs, bajo la perspectiva del grupo U(1)Q es:

LH =
1

2

(
∂µH

)(
∂µH

)
− 1

2
m2
HH

2 +m2
W

(
1 +

gH

2mW

)2

W−µW+
µ

+
1

2
m2
Z

(
1 +

gH

2cWmZ

)2

ZµZ
µ −

√
λ

2
mHH

3 − λ

4
H4

(1.93)

donde podemos distinguir las masas del bosón de Higgs mH =
√

2λvF y de los bosones débiles
mW = gvF

2 y mZ = gvF
2cW

. Notamos además que este sector nos proporciona la regla de Feynman
para el acoplamiento WWH.

1.2.4. Sector de Yang-Mills
Este sector es conformado por las curvaturas de SU(2)L, W i

µν , y la curvatura del grupo de
hipercarga U(1)Y , Bµν . La densidad lagrangiana manifiestamente invariante bajo SU(2)L×U(1)Y
es

LYM = −1

2
Tr
(
WµνW

µν
)
− 1

4
BµνB

µν (1.94)
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donde se definen a las curvaturas de Yang-Mills de la manera siguiente:

Wµν =
σi

2
W i
µν

= ∂µWν − ∂νWµ + g
[
Wµ,Wν

]
=
σi

2

(
∂µWν − ∂νWµ

)
+ gW j

µW
k
ν

[σj
2
,
σk

2

]
=
σi

2

(
∂µWν − ∂νWµ

)
+ gW j

µW
k
ν ε
jkiσ

i

2
,

⇒W i
µν = ∂µWν − ∂νWµ + gεijkW j

µW
k
ν

(1.95)

y
Bµν = ∂µBν − ∂νBµ (1.96)

Así que la lagrangiana se puede escribir como

LYM = −1

4
W i
µνW

iµν − 1

4
BµνB

µν (1.97)

Para pasar a la perspectiva del grupo U(1)Q, se usan aquellos mapeos que nos llevan de la base
de eigenestados de norma (W i

µ, Bµ), a la base de eigenestados de masa (W±µ , Zµ, Aµ). Que son los
mapeos (1.70) y (1.76).

Para simplificar el cálculo definamos las siguientes estructuras:

Ŵ+
µν ≡

1√
2

(
W 1
µν − iW 2

µν

)
Ŵ−µν ≡

1√
2

(
W 1
µν + iW 2

µν

) (1.98)

Se encuentra que, en términos de los eigenestado de masa, estas curvaturas toman la siguiente
forma

Ŵ+
µν = W+

µν + ie
(
W+
µ Aν −W+

ν Aµ
)

+ igcW
(
W+
µ Zν −W+

ν Zµ
)

Ŵ−µν = W−µν − ie
(
W−µ Aν −W−ν Aµ

)
− igcW

(
W−µ Zν −W−ν Zµ

) (1.99)

con
W±µν ≡ ∂µW±ν − ∂νW±µ . (1.100)

Para la curvatura W 3
µν se tiene

W 3
µν = sWFµν + cWZµν + ig

(
W−µ W

+
ν −W+

µ W
−
ν

)
. (1.101)

Y para la curvatura de hypercarga se obtiene

Bµν = cWFµν − sWZµν , (1.102)

donde se han usado las siguientes definiciones

Fµν ≡ ∂µAν − ∂νAµ
Zµν ≡ ∂µZν − ∂νZµ.

(1.103)
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La lagrangiana (1.97) puede escribirse como

LYM = −1

4

(
W 1
µνW

1µν +W 2
µνW

2µν
)
− 1

4
W 3
µνW

3µν − 1

4
BµνB

µν , (1.104)

al introducir las definiciones hechas anteriormente se obtiene:

LYM = −1

4

[1

2

(
Ŵ+
µν + Ŵ−µν

)(
Ŵ+µν + Ŵ−µν

)
− 1

2

(
Ŵ+
µν − Ŵ−µν

)(
Ŵ+µν − Ŵ−µν

)]
− 1

4

[
sWFµν + cWZµν + ig

(
W−µ W

+
ν −W+

µ W
−
ν

)][
sWF

µν + cWZ
µν + ig

(
W−µW+ν −W+µW−ν

)]
− 1

4

(
cWFµν − sWZµν

)(
cWF

µν − sWZµν
)

(1.105)

Después de un poco de algebra, la lagrangiana invariante de forma local bajo U(1)Q es:

LYM = −1

2
W−µνW

+µν − 1

4
ZµνZ

µν − 1

4
FµνF

µν

− ie
[(
W−µνW

+µ −W+
µνW

−ν)Aµ + FµνW
−µW+ν

]
− igcW

[(
W−µνW

+µ −W+
µνW

−ν)Zµ + ZµνW
−µW+ν

]
− e2

(
W−µ Aν −W−ν Aµ

)
W+µAν − g2c2W

(
W−µ Zν −W−ν Zµ

)
W+µZν

− egcW
2

[(
W−µ Aν −W−ν Aµ

)(
W+µZν −W+νZµ

)
+
(
W−µ Zν −W−ν Zµ

)(
W+µAν −W+νAµ

)]
+
g2

4

(
W−µ W

+
ν −W+

µ W
−
ν

)(
W−µW+ν −W+µW−ν

)
(1.106)

donde podemos observar que se generan las interacciones WWγ, WWZ, WWγγ, WWγZ y
WWWW , que son necesarios para calcular las contribuciones del sector bosónico al vértice de
interés.

1.2.5. Sector de Yukawa
Por medio del mecanismo de Higgs, este sector provee las masas de los fermiones: los leptones

cargados y los quarks. Podemos dividir a la lagrangiana en dos partes:

LY = L`Y + LqY (1.107)

donde L`Y y LqY son los sectores de Yukawa leptónicos y de quarks respectivamente. Comencemos
por describir al sector leptónico.

Sector de Yukawa Leptónico

La simetría electrodébil SU(2)L×U(1)Y prohibe un término de masa explícito para los leptones,
ya que las componentes derecha e izquierda de estos se transforman de manera distinta bajo el
grupo de norma. Dicho término de masa estaría construído de ambas componentes

−mψ̄ψ = −m
(
ψ̄LψR + ψ̄RψL

)
, (1.108)

para algún leptón masivo ψ, violando la simetría del grupo [45]. Sin embargo, la simetría electrodébil
permite la introducción de un término de interacción entre las componentes izquierda y derecha
de los leptones con el doblete escalar de Higgs, conocidas como las interacciones de Yukawa:

21



CAPÍTULO 1. EL MODELO ESTÁNDAR
1.2. MODELO ESTÁNDAR

L`Y = −Y `ijL̄iφ`jR + h.c. (1.109)

Las constantes de Yukawa Y `ij son completamente generales, de tal suerte que no pueden ser deter-
minadas dentro del Modelo Estándar [27]. Podemos notar que las interacciones de Yukawa están
dadas de tal manera que forman escalares bajo SU(2)L × U(1)Y , por lo que respetan la simetría
de norma. Al considerar que el potencial de φ presenta un rompimiénto espontáneo de la simetría
electrodébil, es posible dotar de masa a los fermiones mediante estas interacciones de Yukawa. Si
consideremos que el vacío del campo φ rompe espontáneamente la simetría de norma, de (1.109)
se obtiene lo siguiente en la norma unitaria:

L`Y = −vFYij√
2

¯̀
iL`jR −

Yij√
2
H ¯̀

iL`jR + h.c. (1.110)

donde podemos vislumbrar un término de masas para los leptones de la forma (1.108), por ejemplo,
para el electrón (i = 1):

− vF√
2

(
YeeēLeR + Y ∗eeēReL

)
(1.111)

Es interesante como la masa del electrón y los demás leptones es proporcional a la esclala de Fermi,
como en el caso de los bosones débiles y el bosón de Higgs [27]. Para establecer las masas físicas en
la lagrangiana, es necesario diagonalizar la matriz Yij . Se puede demostrar que cualquier matriz
puede ser diagonalizada a través de una transformación biunitaria [37]. Este resultado del álgebra
lineal establece que para cualquier matriz M , existen matrices unitarias S y T tales que

S†MT = Mdiag (1.112)

donde Mdiag es una matriz real y diagonal. Podemos expresar la matriz M como el producto de
una matriz hermitiana (H) y una matriz unitaria (U)

M = HU. (1.113)

Por otra parte, la matriz H puede ser diagonalizada a su vez por una transformación unitaria

S†HS. (1.114)

Si tomamos T = U†S, tenemos

S†MU†S = S†(HU)U†S = S†HS (1.115)

que es una matriz diagonal con eigenvalores reales.

Sea

E =

eµ
τ

 (1.116)

un vector en el espacio de sabor, la lagrangiana (1.110) puede escribirse como:

L`Y = −ĒLM̂`ER −
H

vF
ĒLM̂`ER + h.c. (1.117)

con
[M̂`]ij =

vF√
2
Yij . (1.118)
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Los eigenestados de norma y los eigenestados de masa se relacionan por medio de una transforma-
ción biunitaria

E ′L = S†EL
E ′R = T †ER.

(1.119)

Así, la lagrangiana toma la forma

L`Y = −
(

1 +
H

vF

)
Ē ′LM`E ′R + h.c. (1.120)

donde

M` =

me 0 0
0 mµ 0
0 0 mτ

 . (1.121)

Usando las propiedades de los proyectores de quiralidad y omitiendo las comillas, se tiene que el
sector de Yukawa leptónico puede escribirse como:

L`Y = −
(

1 +
gH

2mW

) ∑
`=e,µ,τ

m`
¯̀̀ . (1.122)

Sector de Yukawa de Quarks

De manera similar a los leptones, las componentes derecha e izquierda de los quarks se acoplan
al doblete de Higgs como sigue:

LqY =− Y Dij Q̄iφDjR + h.c

− Y Uij Q̄iφ̃UjR + h.c
(1.123)

donde

φ̃ ≡ iσ2φ∗ =

( vF+H−iGZ√
2

−G
+
W+iG−W√

2

)
, (1.124)

es un doblete de SUL(2) con Y = −1. Si escogemos la norma unitaria, esto se convierte en

φ̃ =

( vF+H√
2

0

)
. (1.125)

Además tenemos una matriz general de Yukawa para cada tipo de quark; Up (Ui) y Down (Di).
Definimos un vector en el espacio de sabor para cada tipo de quark:

D =

ds
b

 , U =

uc
t

 (1.126)

En términos de estos vectores y en la norma unitaria tenemos

LqY = −
(

1 +
H

vF

)(
D̄LM̂DDR + ŪLM̂UUR

)
+ h.c. (1.127)

En este caso, para diagonalizar a las dos matrices de masa, debemos usar una transformación
biunitaria para cada tipo de quarks{

U ′L = S†UUL
U ′R = T †UUR

,

{
D′L = S†DDL
D′R = T †DDR

(1.128)
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estos mapeos unitarios diagonalizan las matrices M̂U y M̂D respectivamente. Al reunir a las com-
ponentes quirales de ambos tipos de quarks, se obtiene

LqY = −
(

1 +
gH

2mW

) ∑
q=u,d,c,s,t,b

mq q̄q. (1.129)

1.2.6. Sector de Corrientes
Este sector describe la cinemática de los fermiones, así como sus interacciones con los bosones

de norma del grupo SU(2)L × U(1)Y . De igual manera que el sector anterior, podemos dividir al
sector de corrientes en un sector de corrientes leptónico (L`c) y un sector de corrientes de quarks
(Lqc)

Lc = L`c + Lqc . (1.130)

Sector de corrientes leptónico

La densidad lagrangiana está dada por:

L`c = iL̄i /D
L
Li + i¯̀iR /D

R
`iR. (1.131)

Para denotar que la derivada covariante actúa de diferente manera según las distintas represen-
taciones del grupo de norma, se agregan los superíndices L y R en la notación. Para los leptones
izquierdos, que se transforman como doblete bajo SU(2)L × U(1)Y , se tiene

/D
L

= γµ
(
∂µ − igW i

µ

σi

2
− ig′Bµ

Y

2

)
; (1.132)

en esta representación,

Y

2
Li = −1

2
Li. (1.133)

Para los leptones derechos, que son escalares bajo el grupo electrodébil, la derivada actúa en
esta representación como

/D
R

= γµ
(
∂µ − ig′Bµ

Y

2

)
, (1.134)

en este caso

Y

2
`iR = (−1)`iR. (1.135)

Estas asignaciones de hypercarga se hacen a las componentes izquierda y derecha de los 3 sabores
de leptones (i = 1, 2, 3) de manera que (1.83) reproduzca la carga eléctrica de estos.

Del sector de Higgs, recordamos que una vez rota la simetría electrodébil, la derivada covariante
puede expresarse en la visión del grupo electromagnético como sigue:

Dµ = ∂µ −
ig√

2

(
W+
µ σ

+ −W−µ σ−
)
− igcW

(σ3

2
− s2

W

c2W

Y

2

)
Zµ − ieQAµ (1.136)

Al aplicar esta derivada al doblete izquierdo Li, se obtiene

DµLi =

(
∂µν`iL
∂µ`iL

)
− ig√

2

[
W+
µ

(
`iL
0

)
+W−µ

(
0
ν`iL

)]
− ig

2cW

(
ν`iL

−c2W `iL

)
Zµ−ieAµ

(
0
`iL

)
. (1.137)

Cuando la derivada actúa en los campos derechos, usando el hecho que
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Bµ = −sWZµ + cWAµ (1.138)

se encuentra

Dµ`iR = ∂µ`iR − ig
s2
W

cW
Zµ`iR + ieAµ`iR. (1.139)

Por lo que, en la perspectiva de U(1)Q, el sector de corrientes leptónico toma la forma

L`c = i
(
¯̀
iL /∂`iL + ¯̀

iR /∂`iR
)

+ iν̄`iL /∂ν`iL

+
g√
2

(
W+
µ ν̄`iLγ

µ`iL +W−µ ¯̀
iLγ

µν`iL
)

+
g

2cW
Zµ ¯̀

iRγ
µ`iR −

gc2W
2cW

Zµ ¯̀
iLγ

µ`iL

+
gs2
W

cW
Zµ ¯̀

iRγ
µ`iR − eAµ

(
¯̀
iLγ

µ`iL + ¯̀
iRγ

µ`iR
)

(1.140)

En términos de los vectores en el espacio de sabor

E =

eµ
τ

 , N =

νeνµ
ντ

 , (1.141)

el sector de corrientes leptónico se expresa como

L`c = iĒL /∂EL + iĒR /∂ER + iN̄L /∂NL
+

g√
2

(
W+
µ N̄LγµEL +W−µ ĒLγµNL

)
+

g

2cW
Zµ
(
N̄LγµNL − c2W ĒLγµEL + 2s2

W ĒRγµER
)

− eAµ
(
ĒLγµEL + ĒRγµER

)
(1.142)

Es necesario usar las mismas transformaciones unitarias hechas en el sector de Yukawa para
transformar a los leptones cargados de la base de eigenestados de norma a aquella de eigenestados
de masa. Podemos usar estas mismas transformaciones para los neutrinos:

E ′L = S†EL
E ′R = T †ER
N ′L = S†NL

(1.143)

Podemos notar que al pasar a la base de eigenestados de masa, la lagrangiana (1.142) permanece
invariante, ya que tanto /∂ como γµ, pueden conmutar con las matrices unitarias de (1.143) ya
que actúan en espacios diferentes. Observamos también que es en este sector donde se generan
las corrientes cargadas: interacciones del bosón W±µ con un leptón y un neutrino del mismo sabor
(Wν`i`i). Y las corrientes neutras del fotón Aµ con dos leptones cargados (γ ¯̀

i`i), así como del bosón
Zµ con dos neutrinos y con dos leptones cargados; todos estos del mismo sabor. A excepción de las
interacciones del Zµ, todos estos acoplamientos son de nuestro interés para el cálculo posterior.
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Sector de corrientes de Quarks

La lagrangiana de este sector es

Lqc = iQ̄i /D
L
Qi + iŪiR /D

R
UiR + iD̄iR /D

R
DiR. (1.144)

donde la derivada que actúa en los dobletes izquierdos es la misma que en el caso leptónico, con
la única diferencia de que los dobletes izquierdos de quarks tienen una asignación distinta de
hypercarga

Y

2
Qi =

1

6
Qi. (1.145)

Con esto tenemos que

DµQi =

(
∂µUiL
∂µDiL

)
− ig√

2
W+
µ

(
DiL

0

)
− ig√

2
W−µ

(
0
UiL

)
− ig

2cW
Zµ

(
1− 2QUs

2
W 0

0 −(1 + 2QDs
2
W )

)(
UiL
DiL

)
− ieAµ

(
QUUiL
QDDiL

) (1.146)

donde las cargas eléctricas de los quarks de tipo Up y Down son QU = 2
3 y QD = − 1

3 , respectiva-
mente. Para los campos derechos la derivada covariante actúa como sigue:

DR
µ = ∂µ −

(
− ig s

2
W

cW
Zµ + ieAµ

)Y
2

(1.147)

en este caso, los quarks derechos de tipo Up y Down tienen las siguientes asignaciones de hyper-
carga:

Y

2
UiR =

2

3
UiR

Y

2
DiR = −1

3
DiR.

(1.148)

Por lo que

DµUiR = ∂µUiR −
(
− ig s

2
W

cW
Zµ + ieAµ

)
QUUiR

DµDiR = ∂µDiR −
(
− ig s

2
W

cW
Zµ + ieAµ

)
QDDiR.

(1.149)

Con estos resultados podemos expresar al sector de corrientes de quarks en el enfoque del grupo
electromagnético

Lqc = iŪiL /∂UiL + iD̄iL /∂DiL +
g√
2

[
W+
µ ŪiLγ

µDiL +W−µ D̄iLγ
µUiL

]
+

g

2cW
Zµ
[
ŪiLγ

µ(1− 2QUs
2
W )UiL − D̄iLγ

µ(1 + 2QDs
2
W )DiL

]
+ eA

(
QU ŪiLγ

µUiL +QDD̄iLγ
µDiL

)
+ iŪiR /∂UiR −

gs2
W

cW
QUZµŪiRγ

µUiR + eQUAµŪiRγ
µUiR

+ iD̄iR /∂DiR −
gs2
W

cW
QDZµD̄iRγ

µDiR + eQDAµD̄iRγ
µDiR

(1.150)
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En términos de los vectores de sabor

D =

ds
b

 , U =

uc
t

 (1.151)

se tiene

Lqc = iŪL /∂UL + iŪR /∂UR + iD̄L /∂DL + iD̄R /∂DR

+
g√
2

(
W+
µ ŪLγ

µDL +W−µ D̄Lγ
µUL

)
+

g

2cW
Zµ
[
(1− 2QUs

2
W )ŪLγ

µUL − 2QUs
2
W ŪRγ

µUR

− (1 + 2QDs
2
W )D̄Lγ

µDL − 2QDs
2
W D̄Rγ

µDR

]
+ eA

(
QU ŪLγ

µUL +QU ŪRγ
µUR +QDD̄Lγ

µDL +QDD̄Rγ
µDR

)
(1.152)

Usando las transformaciones unitarias del sector de Yukawa (1.128), podemos traducir esta
expresión en términos de la base de eigenestados de masa. Notamos que los términos cinéticos y las
corrientes neutras, mediadas por Aµ y Zµ, permanecen invariantes después de pasar de una base
a la otra. Sin embargo, lo mismo no ocurre para las corrientes cargadas, mediadas por los bosones
débiles cargados W±µ , ya que estos se acoplan con un quark de cada tipo [46]:

ŪLγ
µDL = Ū ′LS

†
Uγ

µSDD
′
L

= Ū ′Lγ
µ
(
S†USD

)
D′L

= Ū ′Lγ
µVCKMD

′
L

(1.153)

donde a VCKM = S†USD se le conoce como la matriz de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa, la cual
describe las transiciones de una familia de quarks a otra [27], es decir, da lugar al cambio de sabor.

La lagrangiana del sector de corrientes de quarks, invariante explícitamente bajo U(1)Q es

Lqc = iŪi /∂Ui + iD̄i /∂Di +
g√
2

[
(VCKM )ijW

+
µ Ūiγ

µPLDj + h.c.
]

+
g

2cW
Zµ
[
Ūiγ

µ(gUV − gUAγ5)Ui + D̄iγ
µ(gDV − gDA γ5)Di

]
+ eAµ

(
QU Ūiγ

µUi +QDD̄iγ
µDi

)
,

(1.154)

donde {
gUV = 1

2 − 2QUs
2
W

gUA = 1
2

,

{
gDV = − 1

2 − 2QDs
2
W

gDA = − 1
2

. (1.155)

Las corrientes cargadas de este sector, así como las corrientes neutras mediadas por Aµ serán de
nuestro interés para el cálculo de este trabajo.
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Capítulo 2

Propiedades electromagnéticas del
bosón W en el Modelo Estándar

Los trabajos de Weinberg [3] se destacan por haber unificado la interacción débil con la electro-
magnética, proponiendo un modelo con ruptura espontánea de una simetría de norma. Donde es a
través del mecanismo de Kibble-Higgs [5] que se generan las masas de los fermiones y bosones, así
como los acoplamientos entre estas partículas con el campo escalar de Higgs. Sus investigaciones
ganaron interés después de que t’ Hooft [47] y Lee [48] demostraran que este tipo de teorías, que
presentan una ruptura espontánea de una simetría local, son renormalizables. Para asegurar que el
modelo de Weinberg diera lugar a una teoría predictiva, era necesario realizar cálculos de procesos
electrodébiles para asegurar que los resultados sean pues, finitos. El vértice WWγ ha servido como
un laboratorio para poner a prueba la estructura no abeliana del sector electrodébil del Modelo
Estándar, así como a distintas extensiones de este [21]-[26]. Bardeen [20] junto con colaboradores,
estudiaron las propiedades estáticas de los bosonesW±: su momento magnético anómalo, así como
su momento cuadrupolar anómalo; y encontraron que ambas cantidades son finitas.

Para tratar con las integrales divergentes que tienen lugar a un lazo, se utiliza el esquema de
regularización dimensional propuesto por t’ Hooft y Veltman [49]. En donde se calculan las ampli-
tudes de Feynman asumiendo que las integrales estan definidas en un espacio de D dimensiones:

∫
d4k

(2π)4

1

(k2 −∆)N
→
∫

dDk

(2π)D
1

(k2 −∆)N
(2.1)

De esta manera, es posible realizar la integral haciendo uso de parametrización de Feynman, además
de la función Gamma y Beta [33]:

∫
dDk

(2π)D
1

(k2 −∆)N
=

(−1)N i

(4π)
D
2

Γ(N − D
2 )

Γ(N)

( 1

∆

)N−D2 (2.2)

Donde D es ahora una variable que puede tomar valores complejos, por lo que, cuando tomamos
el límite D → 4, las divergencias presentes para N = 1, 2, se presentan ahora como polos de la
función Γ(z). Y para los casos N = 3, 4, . . ., la integral converge. Recordemos que la función Γ(z)
es la continuación analítica de Γ(N) = (N − 1)! Por otra parte, se usó una definición de la matriz
γ5 en D dimensiones que anticonmuta con todas las matrices γµ [20].

En este capítulo se presentan las contribuciones de cada familia del Modelo Estándar al mo-
mento magnético anómalo y al momento cuadrupolar anómalo del bosón W±.
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EL MODELO ESTÁNDAR

2.1. FUNCIÓN VÉRTICE

2.1. Función Vértice
Conviene definir la función vértice usando la siguiente notación y convenciones:

Aµ(2q)

W−β(−p− q)W+α(p− q)

= ieΓαβµ(p, q) (2.3)

Donde Γαβµ(p, q) es la función de Green amputada del proceso, las patas externas se incluyen
por claridad. Considerando las tres partículas en la capa de masa, la cinemática del proceso es:

Bosones W±

(p− q)α = 0
(p+ q)β = 0

}
← Condiciones de transversalidad,

(p− q)2 = m2
W

(p+ q)2 = m2
W

}
← Condición de capa de masa.

El fotón real implica

qµ = 0 ← Transversalidad,

q2 = 0 ← Capa de masa.

Sean εµ, εα, εβ los 4-vectores de polarización del fotón y de los bosones W incidente y saliente
respectivamente. La amplitud entonces tiene la siguiente forma:

M = ieΓαβµ(p, q)εαεβεµ. (2.4)

Donde la estructura del vértice es [20]

Γαβγ(p, q) = A [2pµgαβ + (qβgαµ − qαgβµ)] + 2∆κ (qβgαµ − qαgβµ) +
4λ

m2
W

pµqαqβ (2.5)

A nivel de árbol A = 1, además ∆κ y λ son cero. Los factores de forma ∆κ y λ surgen a
partir de un lazo. Estos factores definen los momentos dipolar magnético y cuadrupolar eléctrico
del bosón de norma W± como sigue:

µW =
e

2mW
(2 + ∆κ)

QW = − e

mW
(1 + ∆κ+ λ).

(2.6)

2.2. Contribución Fermiónica
Del sector de corrientes leptónico (1.142) y de quarks (1.154) se obtienen las interacciones entre

los fermiónes y los bosones de norma. Las reglas de Feynman que se desprenden del lagrangino se
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enlistan en el Apéndice A. La contribución leptónica está dada por los siguientes diagramas:

e

νe

e + µ

νµ

µ + τ

ντ

τ

=
∑

`=e,µ,τ
`

ν`

`

Aµ(2q)

W+α(p− q) W−β(−p− q)

(2.7)

La contribución de los quarks es


u

d

u + d

u

d


+


c

s

c + s

c

s



+


t

b

t + b

t

b



=
∑

familias


U

D

U + D

U

D


(2.8)

Pero cabe notar que en el caso de los loops donde circulan quarks, no es necesario calcular
ambos diagramas, ya que la amplitud de uno se puede obtener de la amplitud del otro con unos
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simples cambios:

U

D

U =

 D

U

D



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(mU↔mD, QD↔QU )

De hecho, también podemos obtener de este diagrama las contribuciones leptónicas haciendo
mD → m`, mU = 0 y QD = Q`.

El diagrama a calcular es entonces el siguiente,

D

k + p− q

U

k

D

k + p+ q

Aµ(2q)

W+α(p− q) W−β(−p− q)

(2.9)

2.2.1. Contribución del sector de corrientes de quarks

A continuación se presentan las expresiones obtenidas para los factores de forma λQ y
∆κQ del diagrama anterior, en términos de las funciones escalares de Pasarino-Veltman [50],
[51]B0(0,m2

U ,m
2
U ), B0(0,m2

D,m
2
D), B0(4q2,m2

D,m
2
D), B0(m2

W + q2,m2
D,m

2
U ) y C0(4q2,m2

W +
q2,m2

W + q2,m2
D,m

2
D,m

2
U ) con ayuda del software FeynCalc [52], [53]. El esquema utilizado en

la descomposición de Passarino-Veltman consiste en invertir una matriz cuyo determinante se hace
cero en la capa de masa q2 = 0, por lo que se toma una q2 6= 0 a lo largo del cálculo y se hace cero
cuidadosamente al obtener las expresiones finales. Tomando en cuenta esto se obtiene lo siguiente:

λQ = ĺım
q2→0

αQD
32πs2

W

[
λQ1 + λQ2

]

=
αQD

32πs2
W

[
ĺım
q2→0

(
1

q2(q2 +m2
W )

λ̂Q1

)
+ λQ2

] (2.10)

Donde el factor λQ1 se indetermina en q2 = 0, y en λQ2 se puede hacer directamente q2 = 0
sin presentarse alguna indeterminación. Estos factores están dados por
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λ̂Q1 =
−(D − 1)m4

D − 2m2
D((D − 1)m2

U + (D − 3)m2
W ) + (D − 1)(m2

U −m2
W )2

(D − 2)(D − 1)
B0(4q2,m2

D,m
2
D)

− (D − 3)(m4
D − 2m2

Dm
2
U +m4

U −m4
W )

D − 2
B0(m2

W + q2,m2
D,m

2
U )

+
2m2

D((D − 1)m2
D − (D − 1)m2

U − (D − 3)m2
W )

(D − 2)(D − 1)
B0(0,m2

D,m
2
D)

− 2m2
U (m2

D −m2
U +m2

W )

D − 2
B0(0,m2

D,m
2
D)

+
m6
D −m4

D(3m2
U +m2

W ) +m2
D(3m4

U − 2m2
Um

2
W −m4

W ) − (m2
U −m2

W )3

D − 2
C0(4q2, . . . ,m2

U )

(2.11)

λQ2 =
1

(D − 2)(D − 1)m4
W (m4

D − 2m2
D(m2

U +m2
W ) + (m2

U −m2
W )2)

{(
2(D2 + 1)m8

D

−m6
D(6(D2 + 1)m2

U + (6D2 +D − 3)m2
W ) +m4

D(6(D2 + 1)m4
U + (12D2 − 21D + 1)m2

Um
2
W

+ (6D2 +D − 7)m4
W ) −m2

D(2(D2 + 1)m6
U + 3(2D2 − 7D + 1)m4

Um
2
W + 2(3D2 − 21D

+ 28)m2
Um

4
W + (2D2 −D + 3)m6

W ) +m2
W (m2

U −m2
W )2((D − 1)m2

U − (D − 5)m2
W ))

)
B0(0,m2

D,m
2
D)

+
(

(−3D2 + 3D + 2)m8
D +m6

D(4(3D2 − 3D − 2)m2
U + (8D2 − 5D − 11)m2

W )

+m4
D(−6(3D2 − 3D − 2)m4

U + (−16D2 + 23D + 1)m2
Um

2
W + (−4D2 − 15D + 31)m4

W )

+m2
D(4(3D2 − 3D − 2)m6

U + (8D2 − 31D + 31)m4
Um

2
W + (−4D2 + 33D − 37)m6

W

+ 2(D + 3)m2
Um

4
W ) − (m2

U −m2
W )((3D2 − 3D − 2)m6

U + (3D2 − 16D + 19)m4
Um

2
W

− (D2 − 3D + 8)m2
Um

4
W + (3D2 − 16D + 15)m6

W ))
)
B0(m2

W ,m
2
D,m

2
U )

+ 2
(
− (D2 + 1)m6

D +m4
D(3(D2 + 1)m2

U + (D2 + 2D + 3)m2
W ) +m2

D(−3(D2 + 1)m4
U

− 2m2
U (D2 − 4D + 5)m2

Um
2
W + (D2 − 8D + 1)m4

W ) + (m2
U −m2

W )((D2 + 1)m4
U

+ 2(D2 − 5D + 4)m2
Um

2
W + (D2 − 6D + 3)m4

W ))
)
B0(0,m2

U ,m
2
U )

− 2
(

(−m2
D +m2

U +m2
W )(D(m2

D −m2
U +m2

W )(−m2
D +m2

U +m2
W )2 −m2

W (m4
D + 6m2

D(m2
U −m2

W )

− 7m4
U + 2m2

Um
2
W + 5m4

W ))
)}

(2.12)

En donde C0(4q2, . . . ,m2
U ) = C0(4q2,m2

W + q2,m2
W + q2,m2

D,m
2
D,m

2
U ). Además se ha tomado

q2 = 0 en λQ2. Notamos que el término λQ1 se indetermina al evaluar la condición de capa de
masa del fotón, q2 = 0. Para tratar con ésta indeterminación, es necesario hacer uso de la regla de
L’ Hôpital para calcular el límite cuando q2 → 0; como se muestra en [54]. Debemos asegurarnos
que λ̂Q1 tienda a cero cuando q2 → 0. Para ver que dicha condición se satisfaga, se hace uso de
las identidades dadas por G.Stuart y A.Góngora [55] para expresar la función C0 en términos de
funciones B0. Cuando q2 tiende a cero, se tiene lo siguiente para λ̂Q1

ĺım
q2→0

λ̂Q1 =
(m2

D −m2
U +m2

W )(−m2
D +m2

U +m2
W )

(D − 2)

(
(D − 4)B0(m2

W ,m
2
D,m

2
U ) + 2

)
(2.13)

El cual claramente se hace cero al hacer D = 4− 2ε y al considerar la solución para la función
B0(m2

W ,m
2
D,m

2
U ) = 1

ε + F (m2
W ,m

2
D,m

2
U ), cuya forma explícita se dará más adelante. Una vez

que nos hemos cerciorado que se puede aplicar el teorema de L’ Hôpital, es necesario derivar
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las funciones de Passarino-Veltman respecto a q2. Para esto se utilizan las soluciones de dichas
funciones dadas en [56] para las B0 y parametrización de Feynman para la C0; se derivan respecto
de q2 = 0 y luego se toma el límite cuando q2 → 0. Debido a que las derivadas de las funciones de
Passarino-Veltman no dependerán de D, se puede tomar D = 4 en los coeficientes de las funciones
presentes en λ̂Q1, que dependen de q2. La derivada del denominador de λQ1 respecto a q2 cuando
q2 → 0 es m2

W , por lo que al utilizar el teorema de L’ Hôpital se obtiene lo siguiente:

ĺım
q2→0

λQ1 =

{
1

6m2
W

(
− 3m4

D − 2m2
D(−3m2

U −m2
W )− 3(m2

U −m2
W )2

)
ĺım
q2→0

dB0(4q2,m2
D,m

2
D)

dq2

+
1

2m2
W

(
−m4

D + 2m2
Dm

2
U −m4

U +m4
W

)
ĺım
q2→0

dB0(m2
W + q2,m2

D,m
2
U )

dq2

+
1

2m2
W

(
m6
D −m4

D(3m2
U +m2

W ) +m2
D(3m4

U − 2m2
Um

2
W −m4

W )

− (m2
U −m2

W )3
)

ĺım
q2→0

dC0(4q2, . . . ,m2
U )

dq2

}
(2.14)

Las derivadas utilizadas se muestran en el Apéndice B.

Para el factor ∆κQ, no se presentan indeterminaciones al evaluar q2 = 0. Se tiene lo siguiente

∆κQ =
αQD

16πs2W (D − 2)(D − 1)m4
W (m4

D − 2m2
D(m2

U +m2
W ) + (m2

U −m2
W )2)

{
− 2m2

D

(
2D2m2

W (m4
D

− 2m2
Dm

2
W −m4

U − 2m2
Um

2
W +m4

W ) +D(3m6
D −m4

D(9m2
U + 17m2

W ) +m2
D(9m4

U + 10m2
Um

2
W

+ 25m4
W ) − 3m6

U + 7m4
Um

2
W + 19m2

Um
4
W − 11m6

W ) + 4m2
W (3m4

D − 2m2
D(2m2

U + 3m2
W ) +m4

U

− 6m2
Um

2
W + 3m4

W )
)
B0(0,m2

D,m
2
D)

+
(

4m6
D((D2 − 10D + 12)m2

W + (12 − 9D)m2
U ) +m4

D(−4(D2 − 12D + 14)m2
Um

2
W − 2(4D2

− 27D + 32)m4
W + 18(3D − 4)m4

U ) − 4m2
D((D2 − 6D + 8)m4

Um
2
W + (D2 − 4D + 6)m2

Um
4
W

− (D2 − 6D + 8)m6
W + 3(3D − 4)m6

U ) + (m2
U −m2

W )((4D2 − 23D + 28)m4
Um

2
W + 3(3D − 4)m6

U

+ 3(D − 4)m2
Um

4
W − (D − 4)m6

W ) + 3(3D − 4)m8
D

)
B0(m2

W ,m
2
D,m

2
U )

+ 2m2
U

(
2D2m2

W (m2
D −m2

U )(m2
D +m2

U −m2
W ) +D(3m6

D −m4
D(9m2

U + 11m2
W ) +m2

D(9m4
U

− 2m2
Um

2
W + 7m4

W ) − 3m6
U + 13m4

Um
2
W − 11m2

Um
4
W +m6

W ) + 4m2
W (m2

D(2m2
U +m2

W ) − 2m4
U

+ 3m2
Um

2
W −m4

W )
)
B0(0,m2

U ,m
2
U )

− 2
(

(−m2
D +m2

U +m2
W )(m4

D((9 − 2D)m2
W + 9m2

U ) +m2
D((2D − 5)m4

W − 9m4
U + 2m2

Um
2
W )

+ (m2
U −m2

W )(2(D − 4)m2
Um

2
W + 3m4

U +m4
W ) − 3m6

D)
)}

(2.15)

Una vez obtenidos estos resultados en términos de funciones B0, podemos evaluar numérica-
mente a estas expresiones usando las soluciones de esta función escalar [50], [51]. Recordemos que
la función B0 tiene la siguiente forma

B0(p2,m2
1,m

2
2) =

(4πµ2)2−D2

iπ2

∫
dDk

1

[k2 −m2
1] [(k + p)2 −m2

2]
(2.16)
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Vemos que cuando D → 4, la integral diverge logarítmicamente. Sin embargo, es posible aislar
esta divergencia en un solo término al tomar una nueva variable ε = 2− D

2 . Usando las soluciones
obtenidas por H.H Patel [56], [57], que utiliza esta definición de ε, esta función B0 toma la siguiente
forma

B0(p2,m2
1,m

2
2) =

1

ε
− γE + Λ(p2,m2

1,m
2
2) + log

(
4πµ2

m2
2

)
−

(m2
1 −m2

2 + p2) log
(
m2

1

m2
2

)
2p2

+ 2 (2.17)

Donde Λ(p2,m2
1,m

2
2) es una función definida en [57].

Notamos que la divergencia presente en la integral se manifiesta como un polo para ε→ 0. Sin
embargo, al sustituir este resultado en los factores de forma, el resultado final es completamen-
te independiente de 1

ε , de γE y de µ2. Esto quiere decir que la forma en la que están dados los
coeficientes de las funciones B0 es tal que el factor 1

ε , que encripta la divergencia, se cancela exac-
tamente. De esta manera obtenemos factores de forma finitos, tal como los resultados reportados
por Bardeen y colaboradores [20].

Del Particle Data Group [58] se obtuvieron las masas de los quarks, así como de los fermiones
cargados. Cada factor se multiplica por 3, ya que cada quark que circula en el loop puede estar
en cualquiera de los 3 colores. Sustituyendo las masas en los resultados anteriores, obtenemos las
contribuciones numéricas de los quarks a los factores de forma λ y ∆κ. Los resultados están dados
en unidades de a = α

4π , donde α ≡ e2

4π .

Partícula ∆κ/a λ/a
u

mu = 2.3 MeV
1.62179 −2.16239

d
md = 4.8 MeV

−0.810897 1.0812

c
mc = 1.275 GeV

1.62067 −2.17347

s
ms = 95 MeV

−0.811506 1.08166

t
mt = 173.5 GeV 3.44384 0.127212

b
mb = 4.65 MeV

1.12661 −0.210473

Tabla 2.1: Contribución del sector de corrientes de quarks a los factores de forma ∆κ y λ dados en
unidades de a = α/4π.

2.2.2. Contribución del sector de corrientes de leptones

En el caso de las contribuciones hechas por los 3 leptones cargados y sus respectivos neutrinos, se
toma la masa de estos últimos como cero. HaciendomU = 0 en el diagrama (2.9), y QD = Q` = −1,
se obtienen los factores de forma deseados. De igual forma que en el caso de los quarks, el factor λ`
presenta un término que se indefine en la capa de masa, por lo que hay que proceder de la misma
forma que en el cálculo anterior haciendo uso del teorema de L’ Hôpital. Veremos que esto se repite
para el resto de las contribuciones. Se tiene entonces el siguiente factor λ` para los leptones

λ` = ĺım
q2→0

α

32πs2
W

[
λ`1 + λ`2

]

=
α

32πs2
W

[
ĺım
q2→0

(
1

q2(q2 +m2
W )

λ̂`1

)
+ λ`2

] (2.18)
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Donde λ`1 es el término que se indetermina al evaluar q2 = 0 y λ`2 es el término que no presenta
indeterminación. Estos términos están dados como sigue

λ̂`1 =
1

(D − 2)(D − 1)

{(
(D − 1)m4

D − 2(D − 3)m2
Dm

2
W + (D − 1)m4

W

)
B0(4q2,m2

D,m
2
D)

+
(

(D − 1)(D − 3)(m4
D −m4

W )
)
B0(m2

W + q2, 0,m2
D)

+
(

2(D − 3)m2
Dm

2
W − 2(D − 1)m4

D

)
B0(0,m2

D,m
2
D)

+
(

(D − 1)(m2
W −m2

D)(m4
D −m4

W )
)
C0(4q2, . . . , 0)

}
(2.19)

λ`2 =
1

m4
W (D − 2)(D − 1)

{
−
(

2(D2 + 1)m4
D − (2D2 +D − 7)m2

Dm
2
W − (D − 5)m4

W

)
B0(0,m2

D,m
2
D)

−
(

(−3D2 + 3D + 2)m4
D + (2D2 +D − 7)m2

Dm
2
W + (3D2 − 16D + 15)m4

W

)
B0(m2

W , 0,m
2
D)

− 2
(
D2(m4

D −m4
W ) −D(m4

D +m2
Dm

2
W − 6m4

W ) +m2
W (m2

D − 5m2
W )
)}

(2.20)

Aquí m2
D representa la masa de los leptones, además, C0(4q2, . . . , 0) = C0(4q2,m2

W + q2,m2
W +

q2,m2
D,m

2
D, 0). Cuando q2 → 0, el factor λ̂`1 toma la siguiente forma

ĺım
q2→0

λ̂`1 =
(m4

D −m4
W )

(D − 2)

(
(D − 4)B0(m2

W , 0,m
2
D) + 2

)
(2.21)

Por lo que se puede usar la regla de L’ Hôpital como en la sección anterior. El límite de λ`1
cuando q2 → 0 es:

ĺım
q2→0

λ`1 =

{
1

6m2
W

(
3m4

D − 2m2
Dm

2
W + 3m4

W

)
ĺım
q2→0

dB0(4q2,m2
D,m

2
D)

dq2

+
1

2m2
W

(
m4
D −m4

W

)
ĺım
q2→0

dB0(m2
W + q2, 0,m2

D)

dq2

− 1

2m2
W

(
(m2

D −m2
W )2(m2

D +m2
W )
)

ĺım
q2→0

dC0(4q2, . . . , 0)

dq2

} (2.22)

De igual forma, estas derivadas aquí mencionadas se encuentran en el Apéndice B.

Para el factor de forma ∆κ`, no se presentan divergencias para q2 = 0.

∆κ` =
α

16πs2W (D − 2)(D − 1)m4
W

{
+ 2m2

D

(
2D2m2

W + 3Dm2
D − 11Dm2

W + 12m2
W

)
B0(0,m2

D,m
2
D)

−
(

2(2D2 − 11D + 12)m2
Dm

2
W + 3(3D − 4)m4

D + (D − 4)m4
W

)
B0(m2

W , 0,m
2
U )

+
(

4(D2 − 4D + 3)m2
Dm

2
W + 6(D − 1)m4

D − 2(D − 1)m4
W

)}
(2.23)
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Del Particle Datta Group [58] se tomaron las masas de los leptones para calcular numéricamente
estos factores. Las masas de los neutrinos se tomaron como cero. Los factores ∆κ` y λ` presentados
a continuación están dados en unidades de a = α

4π .

Partícula ∆κ/a λ/a

e
me = 0.51 MeV

−0.810897 1.0812

µ
mµ = 105.65 MeV

−0.810893 1.08126

τ
mτ = 1776.82 MeV

−0.809701 1.09089

Tabla 2.2: Contribución del sector de corrientes leptónico a los factores de forma ∆κ y λ dados en
unidades de a = α/4π.

2.3. Contribución del sector cinético de Higgs

Del sector de Higgs (1.93) se desprende la interacciónWWH, la cual determina la contribución
del Higgs en este proceso a través del siguiente diagrama

W

k + p− q

H

k

W

k + p+ q

Aµ(2q)

W+α(p− q) W−β(−p− q)

(2.24)

La contribución al factor de forma λH de este diagrama presenta las mismas sutilezas en la
capa de masa que en los casos anteriores:

λH = ĺım
q2→0

α

64πs2
W

[
λH1 + λH2

]

=
α

64πs2
W

[
ĺım
q2→0

(
1

q2(q2 +m2
W )

λ̂H1

)
+ λH2

] (2.25)

Donde λH1 es el término que se indetermina en q2 = 0, y en λH2 esto no ocurre.

Dichos términos están dados por
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λ̂H1 =
1

(D − 2)(D − 1)

{(
(D − 1)m4

H − 4(D − 1)m2
Hm

2
W + 4m4

W

)
B0(4q2,m2

W ,m
2
W )

+
(

(D2 − 4D + 3)m2
H(m2

H − 2m2
W )
)
B0(m2

W + q2,m2
H ,m

2
W )

+
(
− 2Dm4

H + 4Dm2
Hm

2
W + 2m4

H − 4m2
Hm

2
W

)
B0(0,m2

H ,m
2
H)

+
(

2Dm2
Hm

2
W − 2m2

Hm
2
W − 4m4

W

)
B0(0,m2

W ,m
2
W )

+
(
Dm6

H − 6Dm4
Hm

2
W + 8Dm2

Hm
4
W −m6

H + 6m4
Hm

2
W − 8m2

Hm
4
W

)
C0(4q2, . . . ,m2

H)

}
(2.26)

λH2 =
1

(D − 2)(D − 1)m4
W (m2

H − 4m2
W )

{
−m2

W

(
(−2D2 +D − 3)m4

H + 2(9D + 5)m2
Hm

2
W

+ 24(D − 3)m4
W

)
B0(0,m2

W ,m
2
W )

+
(

(D2 + 7D − 10)m6
H − 2(5D2 − 56D + 67)m2

Hm
4
W + 8(D2 − 4D + 3)m6

W

+ (77 − 61D)m4
Hm

2
W

)
B0(m2

W ,m
2
H ,m

2
W )

− 2
(

(D2 + 1)m6
H − 2(D2 + 5D − 2)m4

Hm
2
W + 12(D − 1)m2

Hm
4
W

)
B0(0,m2

H ,m
2
H)

− 2m2
H

(
(D + 2)m4

H − (2D + 19)m2
Hm

2
W + 24m4

W

)}
(2.27)

Donde C0(4q2, . . . ,m2
H) = C0(4q2,m2

W + q2,m2
W + q2,m2

W ,m
2
W ,m

2
H). En este factor también

es necesario encontrar el límite cuando q2 → 0 de λH1, haciendo uso del teorema de L’ Hôpital y
las derivadas de las funciones escalares de Passarino-Veltman. Para verificar que podemos utilizar
este teorema, hacemos q2 = 0 en λ̂H1 y se obtiene

ĺım
q2→0

λ̂H1 =
(m2

H)(m2
H − 2m2

W )

(D − 2)

(
(D − 4)B0(m2

W ,m
2
H ,m

2
W ) + 2

)
(2.28)

Que se hace cero cuando ε→ 0. El límite de λH1 cuando q2 → 0 es:

ĺım
q2→0

λH1 =

{
1

6m2
W

(
3m4

H − 12m2
Hm

2
W + 4m4

W

)
ĺım
q2→0

dB0(4q2,m2
W ,m

2
W )

dq2

+
1

2m2
W

(
m2
H(m2

H − 2m2
W )
)

ĺım
q2→0

dB0(m2
W + q2,m2

H ,m
2
W )

dq2

+
1

2m2
W

(
m6
H − 6m4

Hm
2
W + 8m2

Hm
4
W

)
ĺım
q2→0

dC0(4q2, . . . ,m2
H)

dq2

} (2.29)

Dichas derivadas las encontramos en el Apéndice B.
Para el factor ∆κH tampoco se presentan indeterminaciones para q2 = 0, se obtiene
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∆κH =
α

32πs2
W (D − 2)(D − 1)m4

W (m2
H − 4m2

W )

{
− 2m2

W

(
16D2m4

W + 3Dm4
H − 10Dm2

Hm
2
W

− 56Dm4
W − 8m2

Hm
2
W + 64m4

W

)
B0(0,m2

W ,m
2
W )

−
(

16(D2 + 2D − 6)m2
Hm

4
W − 32(D2 − 3D + 2)m6

W + 3(3D − 4)m6
H

+ 8(10− 7D)m4
Hm

2
W

)
B0(m2

W ,m
2
H ,m

2
W )

+ 2m2
H

(
8D2m4

W +D(3m4
H − 16m2

Hm
2
W − 8m4

W ) + 4m2
Hm

2
W

)
B0(0,m2

H ,m
2
H)

+ 2(D − 1)m2
H

(
8Dm4

W + 3m4
H − 16m2

Hm
2
W

)}
(2.30)

Los resultados numéricos de estos factores se presentan en la siguiente sección.

2.4. Contribución del sector de Yang-Mills

Las interacciones que surgen del sector de Yang-Mills, desde la perspectiva del grupo electro-
magnético UQ(1) (1.106), involucran a los 4 bosones de norma de la teoría. Los acoplamientos de
interés para este procesos son WWγ, WWZ, WWγγ, WWγZ y WWWW ; los cuales dan lugar
a una contribución del sector dada por la suma de los siguientes diagramas:

W

k + p− q

V

k

W

k + p+ q

Aµ(2q)

W+α(p− q) W−β(−p− q)

(2.31)

k

V

k − p− q

W

Aµ(2q)

W+α(p− q) W−β(−p− q)

(2.32)
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k

V

k + p− q

W

W+α(p− q)

Aµ(2q)

W−β(−p− q)

(2.33)

kW−2q + k W

Aµ(2q)

W+α(p− q) W−β(−p− q)

(2.34)

En donde V representa uno de los dos bosones neutros en la teoría, el fotón (γ), o el bosón débil
neutro (Z). Solo los diagramas de triángulo (2.31) contribuyen al factor λ. Tales contribuciones
para V = γ, Z, son:

λγ = ĺım
q2→0

α

8π

[
λγ1 + λγ2

]

=
α

8π

[
ĺım
q2→0

(
1

q2(q2 +m2
W )

λ̂γ1

)
+ λγ2

] (2.35)

λZ = ĺım
q2→0

αc2W
64πs2

W

[
λZ1 + λZ2

]

=
αc2W

64πs2
W

[
ĺım
q2→0

(
1

q2(q2 +m2
W )

λ̂Z1

)
+ λZ2

] (2.36)

Con λγ1 y λZ1 los factores que se indeterminan al evaluar q2 = 0 y λγ2 junto con λZ2 son aquellos
términos que no se indeterminan. Estos factores están dados de la siguiente manera:

λ̂γ1 =
2m4

W

D − 1

{
B0(4q2,m2

W ,m
2
W )− B0(0,m2

W ,m
2
W )

}
(2.37)

λγ2 = −D − 3

D − 1

{
(D − 4)B0(0,m2

W ,m
2
W ) + 2(D − 1)

}
(2.38)
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λ̂Z1 =
1

(D − 2)(D − 1)m2
W

{(
(4(D − 2)m2

W +m2
Z)(−4(D − 1)m2

Wm
2
Z + (D − 1)m4

Z

+ 4m4
W )
)
B0(4q2,m2

W ,m
2
W )

+
(

(D − 1)(D − 3)m2
Z(m2

Z − 2m2
W )(4(D − 2)m2

W +m2
Z)
)
B0(m2
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Z ,m

2
W )

−
(

2(D − 1)m2
Z(m2
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W )(4(D − 2)m2
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Z)
)
B0(0,m2

Z ,m
2
Z)

+
(

(4(D − 2)m2
W +m2

Z)(2(D − 1)m2
Wm

2
Z − 4m4

W )
)
B0(0,m2

W ,m
2
W )

+
(

(D − 1)m2
Z(m2

Z − 4m2
W )(m2

Z − 2m2
W )(4(D − 2)m2

W +m2
Z)
)
C0(4q2, . . . ,m2

Z)

}
(2.39)

λZ2 =
1

(D − 2)(D − 1)m6
W (4m2

W −m2
Z)

{
−
(
− 96(D2 − 5D + 6)m8

W + 8(−9D2 + 10D + 19)m6
Wm

2
Z

+ (2D2 −D + 3)m2
Wm

6
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4
Z
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Z
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2
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+
(

2m2
Z(48(D2 − 3D + 2)m6
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Wm
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4
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)
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−
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16D3m4
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Z − 8D3m2

Wm
6
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Z + 8D2m4

Wm
4
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6
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Z + 160Dm6
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2
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4
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6
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Z − 96m6
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Wm
6
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)}
(2.40)

Donde se ha utilizado la siguiente identidad en λγ2:

B0(m2
W , 0,m

2
W ) = 2 + B0(0,m2

W ,m
2
W ). (2.41)

Además C0(4q2, . . . ,m2
Z) = C0(4q2,m2

W +q2,m2
W +q2,m2

W ,m
2
W ,m

2
Z). Es evidente que λ̂γ1 se hace

cero cuando q2 = 0, por lo que podemos utilizar L’ Hôpital. Para ver que también podemos aplicar
esto en λ̂Z1, hacemos q2 = 0:

ĺım
q2→0

λ̂Z1 =
m2
Z(m2

Z − 2m2
W )(4(D − 2)m2

W +m2
Z))

(D − 2)m2
W

(
(D − 4)B0(m2

W ,m
2
Z ,m

2
W ) + 2

)
(2.42)

Que se hace cero cuando ε→ 0. El limite de los factores λ̂γ1 y λ̂Z1 cuando q2 → 0 es

ĺım
q2→0

λγ1 =
1

m2
W

{
2m4

W

D − 1
ĺım
q2→0

dB0(4q2,m2
W ,m

2
W )

dq2

}

=
1

m2
W

{
2m4

W

D − 1

(
2

3m2
W

)}

=
4

3(D − 1)

(2.43)
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ĺım
q2→0

λZ1 =

{
1

6m2
W

(
(−8m2

W −m2
Z)(−4m4

W + 12m2
Wm

2
Z − 3m4

Z)
)
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dq2

+
1

2m2
W
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Z − 2m2
W )(8m2
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)
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dB0(m2
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dq2

+
1

2m2
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(8m2
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Wm
4
Z +m6

Z)
)

ĺım
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dC0(4q2, . . . ,m2
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dq2

}
(2.44)

En el caso de λγ2 podemos hacer D = 4 − 2ε y sustituimos a B0(0,m2
W ,m

2
W ) por su solución

explícita para obtener una contribución independiente de las masas.

B0(0,m2
W ,m

2
W ) =

1

ε
− γE + log(4π)− log

(
mW

µ2

)
(2.45)

Haciendo esto se tiene

λγ =
α

4π

(
−4

9

)
. (2.46)

Pasamos ahora a la contribución de estos diagramas al factor ∆κ. Todos los diagramas contri-
buyen a este factor y por cada diagrama se obtiene una contribución divergente al factor de forma.
Sin embargo, es remarcable observar que las contribuciones divergentes dadas por la suma de los
tres primeros diagramas (2.31), (2.32) y (2.33), para cada caso V = γ, Z, se cancelan exactamente
con la divergencia presente en el cuarto diagrama (2.34), donde solo circulan bosones W± en el
loop. Al sumar los tres primeros diagramas ((2.31), (2.32) y (2.33)), cuando circulan fotones vir-
tuales, la contribución de estos es proporcional a la constante de acoplamiento e2, que podemos
expresar como g2s2

W . Cuando en estos mismos diagramas, circulan bosones Z, la suma de los 3
diagramas nos da una contribución proporcional al factor de forma g2c2W . La contribución que nos
da el cuarto diagrama, es proporcional a g2, y podemos descomponer este factor de forma como
g2 = g2s2

W + g2c2W . Al sumar esta contribución con el resto, se obtienen factores de forma finitos:

g2s2
W

3∑
i=1

∆κi,γ + g2c2W

3∑
i=1

∆κi,Z + (g2s2
W + g2c2W )∆κ4,W = ∆κγ + ∆κZ . (2.47)

Donde los factores ∆κi,γ y ∆κi,Z son las contribuciones dadas por los tres primeros diagramas
cuando V = γ, Z, respectivamente; los cuales son todos divergentes. Al sumar la contribución
dada por el cuarto diagrama ∆κ4,W , también divergente, donde se ha descompuesto la constante
g2 = g2s2

W + g2c2W , se obtienen dos factores de forma finitos: uno correspondiente a la circulación
de fotones, ∆κγ , y otro correspondiente a la circulación de bosones Z, ∆κZ . De igual forma que en
las secciones anteriores, no se presentan indeterminaciones al evaluar q2 = 0. Estos factores finitos
que se obtuvieron son:

∆κγ = − α

2π(D − 1)

(
(D − 4)B0(0,m2

W ,m
2
W ) + 4(D − 1)

)
(2.48)

donde también se utilizó la identidad (2.41). Si utilizamos la solución explícita (2.45), volvemos a
obtener un factor independiente de las masas; cuyos valores junto con λγ , coinciden con aquellos
encontrados por Bardeen y colaboradores [20],

∆κγ =
α

4π

(
−20

3

)
. (2.49)

Para ∆κZ se obtiene
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∆κZ =
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(2.50)

De la misma forma que en las secciones anteriores, las derivadas de las funciones PaVe que
se utilizaron, se presentan en el Apéndice B. Al introducir las masas que se han medido para los
bosones de norma y de Higgs {γ, Z,W±, H} [59] obtenemos las siguientes contribuciones, dadas
en unidades de a = α

4π .

Contribución ∆κ/a λ/a
{W±, γ}

mW = 80.38GeV ; mγ = 0
− 20

3 − 4
9

{W±, Z}
mZ = 91.18GeV

1.76163 −0.66209

H
mH = 125.10GeV

−2.93792 −0.0647176

Tabla 2.3: Contribución del sector de Yang-Mills y del sector cinético de Higgs a los factores de
forma ∆κ y λ dados en unidades de a = α/4π.

A lo largo de este capítulo se utilizó c2W = (m2
W /m

2
Z) y s2

W = 1− c2W como valores del ángulo
de mezcla débil. Estas relaciones se desprenden del sector cinético de Higgs una vez rota la simetría
electrodébil (1.93). Los programas de Mathematica que se utilizaron para calcular las correcciones
radiativas a estos vértices, así como los resultados analíticos y numéricos de los factores de for-
ma, se pueden encontrar en el siguiente repositorio: https://github.com/ponchistrismegistus/
WWGammaVertex.git. Donde se utilizaron los complementos FeynCalc [52], [53], además del Paquete
X [56], [57].

43

https://github.com/ponchistrismegistus/WWGammaVertex.git
https://github.com/ponchistrismegistus/WWGammaVertex.git




Capítulo 3

Teoría de Yang-Mills en Dimensiones
Extras

3.1. Antecedentes Históricos

La iniciativa de modelar las leyes de la física, haciendo uso de más de 4 dimensiones, comenzó
con el trabajo de Nördstorm en 1914 [7], quien utilizó un 5-vector para describir las interacciones
electromagnéticas y las gravitacionales bajo una sola descripción unificada. En 1921, Kaluza [8]
retoma esta idea para ahora proponer una teoría tensorial de la gravedad en 5 dimensiones. Sin
embargo, ambos autores asumían que los campos no dependían de la coordenada extra para poder
explicar su no observabilidad. Para resolver este problema, Klein [9] propuso en 1926 que dicha
dimensión extra se encuentra compactificada en un círculo S1 muy pequeño de radio R (Ver Fig.
3.1), y además es periódica.

Figura 3.1: Compactificación o enrroscamiento de la 5a dimensión a un círculo muy pequeño: Se
realiza un mapeo invertible R→ S1 de la dimensión adicional; además de establecerse una relación
de periodicidad.

Posteriormente, con el nacimiento de la teoría de cuerdas [60]-[66], se le dió una gran relevancia
a las formulaciones hechas con dimensiones extra. Esta primera versión requería de 26 dimensiones
para asegurar predictividad [67]. La añadidura de los Fermiones en la teoría de cuerdas [68], [69],
junto con la recién propuesta teoría de supersimetría [70]; fueron dos elementos clave para que
la teoría de supercuerdas se estableciera como una potencial teoría cuántica de la gravedad. La
introducción del mecanismo de Green-Schwarz [71] para eliminar las anomalías cuánticas presentes
en teoría de cuerdas, dió paso a la primera revolución de supercuerdas, en donde se dieron a cono-
cer 5 formulaciones consistentes de supercuerdas [72]-[75]. Además de establecerse una conexión,
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mediante compactificación, entre supercuerdas en una variedad de 6 dimensiones de Calabi-Yau
[76]; y una teoría supersimétrica de 4 dimensiones [77]. La segunda revolución de supercuerdas
surgió con la propuesta de E. Witten [78], quien estableció que las 5 teorías anteriores eran límites
de la teoría-M que propuso, que consta de una teoría unificada en 11 dimensiones. Posteriormente,
la existencia de las D-branas propuesta por J. Polchinski [79] para fundamentar la dualidad de
cuerdas, fué un evento remarcable. También se demostró que supergravedad en 11 dimensiones
también era un límite, de bajas energías, de la teoría-M [80], [81]. La correspondencia ADS/CFT
[82], que establece una dualidad entre teorías de gravedad en 5 dimensiones; con teorías de norma
en 4 dimensiones, fué un hallazgo con implicaciones profundas y ventajas prácticas en física no-
perturbativa. Con todo esto, lo que se quiere dar a entender es que con el nacimiento de la teoría
de cuerdas, la física teórica ha abrazado a estas formulaciones que ocupan dimensiones extra.

La teoría aquí desarrollada se basa en los trabajos de Appelquist, Cheng y Dobrescu [14]; en
donde se define una teoría con la estructura del Modelo Estándar en 4 dimensiones, pero ahora
en un espacio-tiempo con dimensiones extra compactas, donde todas las variables dinámicas son
libres de propagarse, dando lugar a una torre infinita de Kaluza-Klein por cada campo definido en
dimensiones extra. Estos modelos se conocen como Dimensiones Extra Universales, en las que la
conservación del momento extra dimensional, da como resultado (después de integrar las coordena-
das extra) una teoría efectiva de Kaluza-Klein en 4 dimensiones; en donde la paridad es preservada.
Como consecuencia, los efectos de los modos de Kaluza-Klein en las observables 4-dimensionales,
surgen por primera vez a un loop. Una de las más atractivas características de Dimensiones Extra
Universales es que se añaden pocos parámetros a la teoría estándar: la escala de compactificación
R−1 y el número de dimensiones extra n. Aún más, se han propuesto como candidatos de materia
oscura a los primeros modos excitados de Kaluza-Klein del fotón o del neutrino [83]-[86], todo esto
basándose en las nociones de Dimensiones Extra Universales.

3.2. Introducción

El presente capítulo desarrollaremos una teoría de Yang-Mills pura extendida a dimensiones ex-
tras, para ilustrar las ideas centrales y sutilezas presentes al construir este tipo de teorías. Para esto
tomamos como punto de partida el trabajo que lleva por título “Symmetry in the extra-dimensional
Yang-Mills theory and its Kaluza-Klein effective description” [16], en donde se desarrolla esta mis-
ma teoría de Yang-Mills pura en dimensiones extras y se ahonda en sus consecuencias. Estos
formalismos que nos permiten lidiar con dimensiones extras se han extendido aún más alla, en el
contexto del Modelo Estándar, ahora con dimensiones extra en [17]. Los primeros pasos dados en
esta construcción de teorías con dimensiones extra se publicaron por el mismo grupo de autores en
[18], en donde se estudian los efectos a orden de un lazo debidos a una dimensión extra universal en
una teoría λφ4. Posteriormente se extendió al Modelo Estándar con una dimensión extra añadida
en [87]. Además de que se han estudiado los efectos de una dimensión universal extra en el vértice
central de esta tesis [15]. Las nociones centrales del proceso de ocultamiento de una simetría y el
papel fundamental que juegan las transformaciones canónicas se discuten en [88], además, en [89]
se extienden estas ideas para teorías de Yang-Mills con un numero arbitrario de dimensiones extra.
Aplicaciones en el contexto del Modelo Estándar donde se tratan aspectos de renormalización en
un sentido moderno han sido explorados en [90], [91]. Diversas aplicaciones fenomenológicas han
sido estudiadas en este contexto de dimensiones extra universales en [10], [92], [93], por mencionar
sólo algunas.

La teoría de Dimensiones Extra Universales aquí presentada, consiste en una teoría efectiva que
es válida a cierta escala de energía Λ, que se considera mucho mayor que la escala de energía de
compactificación R−1, que es el inverso del radio promedio R de las dimensiones extra (Λ� R−1).
Las distancias exploradas por esta teoría (del orden de Λ−1) son tan pequeñas comparadas con R,
que estas dimensiones extra pueden considerarse como infinitas. A estas altas escalas de energía
(o pequeñas escalas de distancia), se asume que la teoría es gobernada por el grupo extendido de
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Poincaré ISO(1, 3 + n), donde n es el número de dimensiones extras. Así mismo, la dinámica de
la teoría es determinada por el grupo de norma extendido a la variedad soporte espacio-temporal
M4+n =M4×Nn, dondeM4 es la variedad usual de Minkowski y Nn es una variedad Euclidiana
de dimension n que representa una extensión espacial [16]. El grupo que describe la dinámica de
la teoría es el grupo de norma extendido SU(N,M4+n). Cabe señalar que el grupo de norma
extendido SU(N,M4+n) y el grupo de norma usual SU(N,M4), no difieren como grupos de
Lie, ya que tienen el mismo número de generadores (N2 − 1), pero sí difieren como grupos de
norma, ya que tienen un número diferente de conexiones (4 + n y 4 respectivamente). Para poder
describir los fenómenos físicos a escalas por debajo de la escala de compactificaciónR−1, es necesario
ocultar la simetría extendida ISO(1, 3 + n) × SU(N,M4+n) en la simetría usual ISO(1, 3) ×
SU(N,M4). A tal proceso nos referiremos como el protocolo o mecanismo de compactificación;
el cual consiste de varios pasos de un caracter de ninguna manera trivial. El primer paso radica
en definir mapeos canónicos que relacionen objetos covariantes de ISO(1, 3 + n)× SU(N,M4+n)
en objetos covariantes de ISO(1, 3) × SU(N,M4). Para el paso siguiente, resaltamos que, como
el número de conexiones de SU(N,M4+n) es mayor al de SU(N,M4), la diferencia aparecerá
como representaciones tensoriales del grupo de norma usual (una vez realizado el primer paso).
Así que, desde la perspectiva de SU(N,M4), estas n conexiones pueden ser dotadas de masa. Es
necesario dotar a estas conexiones de masa a la escala de compactificación R−1, ya que estos nuevos
efectos físicos, debidos a las dimensiones extra, deben desacoplarse para energías muy por debajo
de esta escala de compactificación; de acuerdo con el Teorema de Desacoplamiento de Appelquist-
Carazzone [94]. Esto indica que, dentro de este protocolo de compactificación, debe existir una
manera de generar las masas de dichas conexiones; de manera análoga al Mecanismo de Higgs. Como
se verá a continuación, lo mismo que ocurre para teorías que presentan ruptura espontánea de una
simetría, también sucede en este mecanismo de compactificación. El ocultamiento de una simetría
de norma se manifiesta a través de dos tipos de transformaciones de gauge: Las transformaciones
de norma estándar (SGT), del grupo SU(N,M4), y un conjunto de transformaciones de norma no
estándar (NSGT). Las NSTG son aquellas transformaciones del grupo extendido que no pertenecen
al grupo usual. El último, y más trascendente paso de este protocolo, consiste en ocultar todo
papel de las coordenadas extra de Nn de la teoría; esto da lugar a la introducción de un número
infinito de campos producidos por los mapeos canónicos. Estos campos se conocen como torres
de Kaluza-Klein, y podemos identificar a algunas de estas torres con campos de norma estándar
de SU(N,M4), ya que no reciben masa a través del mecanismo de compactificación, mientras
que el resto de torres sí recibe masa por medio de este protocolo. A lo largo de este desarrollo,
se establecerán paralelismos del mecanismo de compactificación con el de Englert-Higgs, para
remarcar las similitudes y diferencias que comparten.

En este capítulo comenzaremos por analizar el álgebra del grupo extendido de Poincaré
ISO(1, 3 + n) y sus subrupos ISO(1, 3) y ISO(n), además del rol de estos grupos en las cons-
tantes de movimiento del sistema. Posteriormente se estudiarán los formalismos conceptuales y
técnicos que sustentan a una teoría de Yang-Mills pura, extendida a dimensiones extras. Tomando
como punto de partida una curvatura extendida que define a una teoría pura de Yang Mills en
donde, vista desde el grupo extendido, no existen campos masivos en la teoría, pero una vez que
pasamos a la visión del grupo usual 4-dimensional, aparecen campos de norma masivos, sus respec-
tivos pseudo bosónes de Goldstone, así como campos escalares masivos. Por último, se presentan
las conclusiones y aspectos más importantes de la teoría, así como los paralelismos existentes entre
Dimensiones Extra Universales y el mecanismo de Englert-Higgs.

3.2.1. Notación

Denotaremos a los puntos del espacio tiempo extendido como (x, x̄) ∈M4+n, donde x ∈M4 y
x̄ ∈ Nn. Los índices de Lorentz serán denotados por letras mayúsculas:
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M,N, . . . = 0, 1, 2, 3, 5, 6, . . .

= µ, µ̄
(3.1)

con µ = 0, 1, 2, 3 y µ̄ = 5, 6, . . . , n+4. No se utiliza la etiqueta 4, ya que es costumbre reservarla para
la coordenada temporal, que se denota por 0. Las conexiones y las curvaturas de SU(N,M4+n)
tienen entonces la siguiente forma:

AaM (x, x̄) → Campo de norma de Yang-Mills
FaMN (x, x̄) → Curvaturas de Yang-Mills

(3.2)

3.2.2. Constantes de Movimiento del espacio-tiempo extendido
En un espacio tiempo de d dimensiones, con d = 4 + n, el grupo de Poincaré ISO(1, d −

1) se define a través de sus generadores, que en total son 1
2d(d + 1). De los cuales, d de ellos

pertenecen al grupo de las Traslaciones T (1, d − 1) y los denotaremos como PM . Los 1
2d(d − 1)

generadores restantes, denotados por JMN , son los generadores del grupo de Lorentz SO(1, d− 1).
Estos generadores satisfacen el siguiente álgebra de Poincaré:

[PM , PN ] = 0

[JMN , PR] = i
(
gMRPN − gNRPM

)
[JMN , JRS ] = i

(
gMRJNS − gMSJNR − gNRJMS + gNSJMR

)
.

(3.3)

Podemos identificar que en esta álgebra yacen dos subálgebras. Una corresponde al álgebra del
grupo usual de Poincaré ISO(1, 3):

[Pµ, Pν ] = 0

[Jµν , Pρ] = i
(
gµρPν − gνρPµ

)
[Jµν , Jρσ] = i

(
gµρJνσ − gµσJνρ − gνρJµσ + gνσJµρ

)
.

(3.4)

mientras que la otra está asociada con el grupo ortogonal inhomogéneo en n dimensiones ISO(n):

[Pµ̄, Pν̄ ] = 0

[Jµ̄ν̄ , Pρ̄] = i
(
δµ̄ρ̄Pν̄ − δν̄ρ̄Pµ̄

)
[Jµ̄ν̄ , Jρ̄σ̄] = i

(
δµ̄ρ̄Jν̄σ̄ − δµ̄σ̄Jν̄ρ̄ − δν̄ρ̄Jµ̄σ̄ + δν̄σ̄Jµ̄ρ̄

)
.

(3.5)

Si identificamos a P0 como el Hamiltoniano del sistema, vemos que Pµ, Pµ̄, Jij y Jµ̄ν̄ son todas
constantes de movimiento. Esto implica que todos los generadores del grupo inhomogéneo ISO(n)
son constantes de movimiento; este hecho juega un papel central para generar el espectro de masas
de Kaluza-Klein. Más adelante veremos que el invariante de Casimir Pµ̄P µ̄ nos permite definir un
conjunto completo de funciones ortogonales que determina: 1) un mapeo canónico para pasar de la
perspectiva de dimensiones extra a cuatro dimensiones, y 2) un espectro de masas para los modos
de Kaluza-Klein que respeta el Teorema de Desacoplamiento. Cabe resaltar que los generadores de
boost, J0i y J0µ̄, no representan cantidades conservadas.

3.3. Teorías de Yang-Mills con Dimensiones Extra
Partimos definiendo una teoría efectiva de campos de norma gobernada por los grupos de

simetría extendidos {ISO(1, 3+n), SU(N,Md)}, y cuyos parámetros de norma están definidos en

48



CAPÍTULO 3. TEORÍA DE YANG-MILLS EN DIMENSIONES EXTRAS
3.3. TEORÍAS DE YANG-MILLS CON DIMENSIONES EXTRA

la variedad extendidaMd. Se asume que la acción de la teoría consiste en una funcional que actúa
sobre los campos de norma. Se tiene que la teoría no es renormalizable en el sentido de Dyson [95],
[96], por lo que la acción se considerará como una serie infinita de términos invariantes de Lorentz
y de Norma cuya dimensión canónica va creciendo en cáda término de la serie; esto es:

Seff [Aaµ] =

∫
d4xdnx̄L4+n

(
FaMNDaAFaMN , . . .

)
, (3.6)

donde
L4+n = −1

4
FaMNFMN

a +
∑
d

λd

ΛdL
d+d
(
FaMNDaAFaMN , . . .

)
(3.7)

con la curvatura d-dimensional dada por:

FaMN (x, x̄) = ∂MAaN (x, x̄)− ∂NAaM (x, x̄) + g4+nf
abcAbM (x, x̄)AcN (x, x̄). (3.8)

En esta última expresión, g4+n y fabc son la constante de acoplamiento y las constantes de es-
tructura del grupo extendido de norma, SU(N,Md). Bajo este grupo, las conexiones y curvaturas
extradimensionales se transforman como sigue:

δAaM (x, x̄) = DabMαb(x, x̄), (3.9a)

δFaMN (x, x̄) = g4+nf
abcFbMN (x, x̄)αc(x, x̄) (3.9b)

donde las funciones αa(x, x̄) son los parámetros del grupo de norma y DabM = δab∂M −
g4+nf

abcAcM (x, x̄) es la derivada covariante en la representación adjunta de SU(N,Md). El primer
término de (3.7) corresponde a la versión en d dimensiones del lagrangiano usual de Yang-Mills en
4 dimensiones. El siguiente término, Ld+d, corresponde a invariantes de Lorentz y de norma de
dimensión canónica mayor que d, que se conforman de las curvaturas extendidas y sus derivadas
covatiantes. Estos términos de dimensión mayor que d, multiplicados por constantes desconocidas
λd se encuentran suprimidos por potencias negativas de la escala de energía Λ, la cual se asume
que es mucho mayor a la escala en que esta teoría es válida. Cabe notar que el primer término de
(3.7) no depende de esta escala Λ, por lo que más adelante veremos que este término es clave para
pasar a la descripción del grupo usual {ISO(1, 3), SU(N,M4)}.

3.3.1. Ocultamiento de la simetría

Para obtener la descripción en cuatro dimensiones de una teoría de Yang-Mills extra dimen-
sional, es necesario definir mapeos que nos permitan decender del régimen de altas energías donde
es válida la descripción de {ISO(1, 3 + n), SU(N,Md)}; a una descripción de energías más bajas
donde la compactificación de las dimensiones extra es aparente, por lo que es necesario recurrir a
la simetría usual {ISO(1, 3), SU(N,M4)}.

Antes de proceder, es importante recalcar que los grupos SO(n) y SO(1, 3) son subgrupos de
SO(1, 3 + n). Además de que los campos de norma AaM (x, x̄) (M = 0, 1, 2, 3; 5, . . . , d ≡ µ; µ̄) que
son vectores de SO(1, 3 +n) pueden verse como un 4-vector Aaµ de SO(1, 3) y como n escalares de
SO(1, 3) denotados por Aaµ̄. A su vez, podemos pensar que las 4 componentes de Aaµ son escalares
de SO(n), y Aaµ̄ representa un n-vector de SO(n).

El presente análisis se realizará sobre el primer término del lagrangiano (3.7), ya que los términos
siguientes de la serie son suprimidos por potencias inversas de la escala de enería a la cual es válida
esta teoría; Λ. Este término define la siguiente acción

S[AaM ] = −1

4

∫
d4xdnx̄FaMN (x, x̄)FMN

a (x, x̄). (3.10)
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Comenzaremos por ocultar la simetría del grupo de Poincaré extendido ISO(1, 3 +n) al grupo
4-dimensional inhomogéneo de Lorentz ISO(1, 3). Realizamos un mapeo que relacione objetos
covariantes de SO(1, 3 + n) a objetos covariantes de sus subgrupos {SO(1, 3), SO(n)}:

SO(1, 3 + n) 7→ {SO(1, 3), SO(n)}
AaM (x, x̄) 7→ {Aaµ(x, x̄),Aaµ̄(x, x̄)}. (3.11)

Este mapeo transforma la curvatura extendida en

FaMN (x, x̄) 7→ {Faµν(x, x̄), Faµν̄(x, x̄), Faµ̄ν̄(x, x̄)} (3.12)

Donde Faµν(x, x̄), Faµν̄(x, x̄) y Faµ̄ν̄(x, x̄) se transforman como 2-tensor , 1-tensor y 0-tensor bajo el
grupo SO(1, 3); y como 0-tensor, 1-tensor y 2-tensor bajo SO(n), respectivamente.

Los mapeos (3.11) y (3.12) transforman la acción (3.10) en

S[Aaµ,Aaµ̄] = −1

4

∫
d4x dnx̄

[
Faµν(x, x̄)Fµνa (x, x̄) + 2Faµν̄(x, x̄)Fµν̄a (x, x̄)

+Faµ̄ν̄(x, x̄)F µ̄ν̄a (x, x̄)
] (3.13)

La cual es manifiestamente invariante bajo los grupos SO(1, 3) y SO(n). Sin embargo, la sime-
tría extendida SO(1, 3 + n) no ha desaparecido ya que podemos regresar trivialmente a la acción
(3.10). Es importante observar que el mapeo (3.11) dividió al campo de norma extendido AaM
en dos campos Aaµ y Aaµ̄; Mientras que a la curvatura extendida FaMN en 3 tensores diferentes:
Faµν(x, x̄), Faµν̄(x, x̄) y Faµ̄ν̄(x, x̄). Lo cual quiere decirnos que la acción (3.13) sigue estando gober-
nada por la simetría de norma extendida SU(N,Md).

Para poder abandonar completamente la perspectiva del grupo de norma extendido, es necesario
eliminar de la teoría todo rastro de las coordenadas extra x̄. Este paso es altamente no trivial, ya
que tales coordenadas representan etiquetas contínuas que cuentan grados de libertad. Para poder
eliminar todo rol dinámico del grupo SO(n), asumamos que se ha llevado a cabo un esquema de
compactificación de la variedadNn, y sea {f (m)(x̄)} un conjunto completo de funciones ortogonales
definidas en la variedad compacta. De esta manera los campos resultantes del mapeo (3.11), así
como los parámetros de norma, pueden descomponerse en esta base mediante una serie general de
Fourier como sigue

Aaµ(x, x̄) =
∑
(m)

f (m)(x̄)A(m)a
µ (x), (3.14a)

Aaµ̄(x, x̄) =
∑
(m)

f (m)(x̄)A
(m)a
µ̄ (x), (3.14b)

αa(x, x̄) =
∑
(m)

f (m)(x̄)α(m)a(x), (3.14c)

expresiones análogas definen los mapeos para los momentos canónicos Πa
µ y Πa

µ̄ de los campos de
norma Aaµ y Aaµ̄, respectivamente. La notación

∑
(m), representa la suma general de los modos de

Fourier; esta se define en el Capítulo 4. En los mapeos (3.14), los grados de libertad que cuentan las
etiquetas contínuas x̄, se traducen ahora en los campos infinitos A(m)a

µ y A(m)a
µ̄ , mientras que las

funciones base f (m)(x̄) no representan grados de libertad. Los mapeos (3.14) pueden ser revertidos
si se asume que el conjunto {f (m)(x̄)} está normalizado
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A(m)a
µ (x) =

∫
dnx̄f (m)(x̄)Aaµ(x, x̄), (3.15a)

A
(m)a
µ̄ (x) =

∫
dnx̄f (m)(x̄)Aaµ̄(x, x̄). (3.15b)

Haciendo uso de la ortonormalidad del conjunto {f (m)(x̄)}, podemos ver que los mapeos (3.14)
son canónicos, ya que los paréntesis de Poisson fundamentales de los campos de norma en la
variedad extendida

{Aaµ(x, x̄),Πb
ν(x′, x̄′)} = δabδµνδ(~x− ~x′)δ(x̄− x̄′), (3.16a)

{Aaµ̄(x, x̄),Πb
ν̄(x′, x̄′)} = δabδµ̄ν̄δ(~x− ~x′)δ(x̄− x̄′). (3.16b)

se transforman en

{A(m)a
µ (x), π(n)b

ν (x′)} = δabδµνδ
(m)(n)δ(~x− ~x′), (3.17a)

{A(m)a
µ̄ (x), π

(n)b
ν̄ (x′)} = δabδµ̄ν̄δ

(m)(n)δ(~x− ~x′). (3.17b)

Donde se define el siguiente producto de deltas de Kronecker

δ(m)(n) = δm1n1
δm2n2

. . . δmnnn . (3.18)

Cabe resaltar que los mapeos (3.14) mantienen su carácter canónico sin importar el esquema de
compactificación elegido o la geometría de la variedad; ya que sólo nos hemos valido de la completez
del conjunto de funciones {f (m)(x̄)}.

Este segundo mapeo mantiene la naturaleza covariante del primer mapeo (3.11), ya que po-
demos establecer que los campos A(m)a

µ (x) y A(m)a
µ̄ (x), definidos en la variedad 4-dimensional, se

transforman como un vector y n escalares de SO(1, 3) respectivamente. Sin embargo, para poder
proceder con el análisis, es necesario determinar como estos nuevos campos se transforman bajo
el grupo usual de norma SU(N,M4). Vemos que el mapeo (3.11) divide en dos la variación del
campo AaM (x, x̄) dada por (3.9) en

δAaµ(x, x̄) = Dabµ αb(x, x̄) (3.19a)

δAaµ̄(x, x̄) = Dabµ̄ αb(x, x̄) (3.19b)

Antes de proceder con el análisis, notamos que la función constante f (0) puede considerarse
como un elemento más del conjunto base {f (m)(x̄)}, con la única pero fundamental diferencia de
que la función constante es el único elemento de esta base que no depende de las particularidades
de la variedad compacta. Por lo que a partir de ahora, el conjunto de funciones base de la variedad
euclidiana será {f (0), f (m)(x̄)}; esto quiere decir que el mapeo (3.14) toma la siguiente forma

Aaµ(x, x̄) = f (0)A(0)a
µ (x) +

∑
(m)

f (m)(x̄)A(m)a
µ (x), (3.20a)

Aaµ̄(x, x̄) = f (0)A
(0)a
µ̄ (x) +

∑
(m)

f (m)(x̄)A
(m)a
µ̄ (x), (3.20b)

αa(x, x̄) = f (0)α(0)a(x) +
∑
(m)

f (m)(x̄)α(m)a(x), (3.20c)
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Tomando esto en consideración, y usando el hecho de que la base {f (0), f (m)(x̄)} es ortogonal,
las variaciones dadas por (3.19) se descomponen en:

δA(0)a
µ (x) = D(0)ab

µ α(0)b(x) + gfabc
∑
(m)

A(m)b
µ (x)α(m)c(x), (3.21a)

δA(m)a
µ (x) = gfabcA(m)b

µ (x)α(0)c(x) +
∑
(r)

D(mr)ab
µ α(r)b(x), (3.21b)

δA
(0)a
µ̄ (x) = gfabcA

(0)b
µ̄ (x)α(0)c(x) + gfabc

∑
(m)

A
(m)b
µ̄ (x)α(m)c(x)

+
∑
(m)

[∫
dnx̄f (0)∂µ̄f

(m)(x̄)

]
α(m)a(x),

(3.21c)

δA
(m)a
µ̄ (x) = gfabcA

(m)b
µ̄ (x)α(0)c(x) + gfabcA

(0)b
µ̄ (x)α(m)c(x)

−
∑
(r)

D(mr)ab
µ̄ α(r)b(x), (3.21d)

con

D(mr)ab
µ = δ(mr)D(0)ab − gfabc

∑
(s)

∆(mrs)A
(s)c
µ , (3.22a)

D(mr)ab
µ̄ = −δab

∫
dnx̄f (m)(x̄)∂µ̄f

(r)(x̄) + gfabc
∑
(s)

∆(mrs)A
(s)c
µ̄ , (3.22b)

donde hemos identificado a D(0)ab = δab∂µ−gfabcA(0)c
µ como la derivada covariante de SU(N,M4)

en la representación adjunta. Para poder hacer esta identificación, la constante de acoplamiento en
el espacio 4 + n dimensional ha sido reescalada para poder identificar a la constante adimensional
usual:

g = f (0)g(4+n). (3.23)

Esta relación es de suma importancia ya que nos permite aterrizar a la teoría usual 4-dimensional
de Yang-Mills.

El símbolo ∆(mrs) se ha definido como:

∆(mrs) =
1

f (0)

∫
dnx̄f (m)(x̄)f (r)(x̄)f (s)(x̄). (3.24)

Esta cantidad será analizada con más precisión posteriormente. En las expresiones anteriores se ha
establecido que los modos cero de los campos y los parámetros de norma (por ejemplo A(0)a

µ ) son
las componentes a lo largo del elemento base f (0); y los modos excitados (por ejemplo A(m)a

µ ) son
las componentes a lo largo de los demás elementos de la base f (m)(x̄).

De manera análoga al mecanismo de Englert-Higgs, queremos pasar de una teoría simétrica
bajo el grupo extendido SU(N,Md), a una teoría donde sea explícita la invariancia bajo algún
subgrupo de este; en nuestro caso este grupo es SU(N,M4). El paso a seguir es encontrar aquellas
transformaciones de SU(N,Md) que definan a nuestro subgrupo de interés. Esta identificación se
logra considerando que los modos cero de los parámetros de norma de la teoría extendida α(0)(x̄)
son los parámetros de norma que definen la teoría usual invariante bajo SU(N,M4). Por lo que, al
tomar igual a cero los parámetros excitados (α(m)(x̄) = 0), las variaciones (3.21) toman la siguiente
forma
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δA(0)a
µ (x) = D(0)ab

µ α(0)b(x), (3.25a)

δA(m)a
µ (x) = gfabcA(m)b

µ (x)α(0)c(x), (3.25b)

δA
(0)a
µ̄ (x) = gfabcA

(0)b
µ̄ (x)α(0)c(x), (3.25c)

δA
(m)a
µ̄ (x) = gfabcA

(m)b
µ̄ (x)α(0)c(x). (3.25d)

A estas transformaciones definidas por α(0)(x̄) las llamaremos Transformaciones de Norma
Estándar (ó SGT por sus siglas en inglés); las cuales nos indican que A

(0)a
µ (x) se transfor-

ma como una conección, mientras que el resto de los campos A(m)a
µ (x), A(0)a

µ̄ (x) y A
(m)a
µ̄ (x) se

transforman como campos de materia bajo el grupo usual SU(N,M4) en la representación adjunta.

Hasta este momento no hemos tomado en cuenta el hecho de que en la teoría pura 4-dimensional
de Yang-Mills no existen campos escalares, ya que la teoría está conformada únicamente de campos
de norma. Por lo que la existencia de los campos escalares A(0)a

µ̄ (x) y A(m)a
µ̄ (x) bajo SO(1, 3) debe

ser consecuencia de que estamos considerando la existencia de n dimensiones extra. Debido a esto,
debemos satisfacer el requerimiento físico de recuperar la teoría usual de Yang-Mills en el límite
R→ 0 (a escalas de energía mucho menores que R−1; o equivalentemente, a distancias demasiado
grandes tales que el tamaño promedio de la variedad compacta es imperceptible). En otras palabras,
los efectos de nueva física deben desacoplarse, tal como lo establece el teorema de desacoplamiento
[94]. Para poder justificar este desacoplamiento, resaltamos la introducción de la función constante
f (0), que aparentemente podría parecer trivial, sin embargo esta función es la única que no depende
en ninguna forma de la geometría de la dimensión compacta. De este hecho se infiere que cualquier
campo que no cuente con un análogo en la teoría 4-dimensional, no tiene componente a lo largo
de esta función clave f (0). Más aún, del hecho de que la función constante sea trivialmente par
bajo el intercambio x̄ → −x̄, nos sugiere que debemos dividir al conjunto completo de funciones
ortonormales en dos conjuntos independientes: uno que contiene a las funciones par {f (0)

E , f
(m)
E (x̄)},

y otro que contenga a las funciones impares {f (m)
O (x̄)}. Con esto postulamos que cualquier campo

con contraparte estándar es par bajo la reflexión x̄ → −x̄, mientras que aquellos que carezcan de
un análogo 4-dimensional son impares bajo este intercambio. Con esta implementación, los mapeos
(3.20) se convierten en:

Aaµ(x, x̄) = f
(0)
E A(0)a

µ (x) +
∑
(m)

f
(m)
E (x̄)A(m)a

µ (x), (3.26a)

Aaµ̄(x, x̄) =
∑
(m)

f
(m)
O (x̄)A

(m)a
µ̄ (x), (3.26b)

αa(x, x̄) = f
(0)
E α(0)a(x) +

∑
(m)

f
(m)
E (x̄)α(m)a(x). (3.26c)

Además, esta asunción elimina las ecuaciones (3.21c) y (3.25c), y reduce a (3.21d) en

δA
(m)a
µ̄ (x) = gfabcA

(m)b
µ̄ (x)α(0)c(x)−

∑
(r)

D(mr)ab
µ̄ α(r)b(x), (3.27)

donde las cantidades (3.22) se convierten en

D(mr)ab
µ = δ(mr)D(0)ab − gfabc

∑
(s)

∆(mrs)A
(s)c
µ , (3.28a)

D(mr)ab
µ̄ = −δabp(mr)

µ̄ + gfabc
∑
(s)

∆′(mrs)A
(s)c
µ̄ , (3.28b)
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donde se ha definido

p
(mr)
µ̄ =

∫
dnx̄f

(m)
O (x̄)∂µ̄f

(r)
E (x̄). (3.29)

Observe que el símbolo definido en (3.24) se divide en dos debido a la existencia de dos conjuntos
independientes de funciones, uno par y el otro impar:

∆(mrs) =
1

f (0)

∫
dnx̄f

(m)
E (x̄)f

(r)
E (x̄)f

(s)
E (x̄), (3.30a)

∆′(mrs) =
1

f (0)

∫
dnx̄f

(m)
O (x̄)f

(r)
O (x̄)f

(s)
E (x̄). (3.30b)

De estas definiciones podemos ver que la cantidad ∆(mrs) es simétrica bajo el intercambio
de cualquiera de sus índices de Fourier m, r o s; mientras que ∆′(mrs) sólo es simétrica bajo el
intercambio de sus primeros índices m o r. Para poder determinar estas cantidades, necesitamos
primero definir cuales son estas funciones f (m)(x̄) que conforman al conjunto completo.

Para establecer cómo se transforman los campos A(0)a
µ (x), A(m)a

µ (x), y A(m)a
µ̄ (x) bajo el grupo

estándar SU(N,M4), tomamos como cero a los parámetros excitados α(m)a(x). Pero tales pará-
metros también definen transformaciones de norma para estos campos, sólo que no bajo el grupo
de simetría usual (cuya invariancia es ahora explícita después de los mapeos canónicos), sino que
bajo la simetría extendida SU(N,Md) ahora oculta. Esto no debe asombrarnos, ya que esta es la
naturaleza de una teoría donde se ha implementado un ocultamiento de una simetría de norma.
Cuando queremos pasar de una teoría gobernada por un grupo de Lie G, a la misma teoría donde
sea explícita la invariancia bajo algún subgrupo H ∈ G; existen parámetros de norma que defi-
nen transformaciones del grupo G que no pertenecen al subgrupo H. En nuestro caso, los grupos
SU(N,M4) y SU(N,Md) son idénticos como grupos de Lie, pero difieren como grupos de Norma.
En ambos casos, la existencia de estos parámetros adicionales a la simetría explícita, nos indica
la existencia de un grupo de norma más “grande” que se encuentra oculto. Es importante recalcar
que la simetría original extendida SU(N,Md) no se ha anulado, ya que el álgebra que satisface
constricciones que definen a la teoría están dadas en términos de los Paréntesis de Poisson fun-
damentales (3.16), los cuales son preservados por los mapeos canónicos (3.11), (3.26a) y (3.26b).
Una consecuencia de esto es que los campos A(m)a

µ (x) no pierden su naturaleza de campos de
norma, sólo que vistos bajo el lente de la teoría 4-dimensional, estos se transforman como campos
de materia.

Los parámetros excitados α(m)a(x) definen las Transformaciones de Norma No Estándar
(NSGT) como sigue:

δnsA
(0)a
µ (x) = gfabc

∑
(m)

A(m)b
µ (x)α(m)c(x), (3.31a)

δnsA
(m)a
µ (x) =

∑
(r)

D(mr)ab
µ α(r)b(x), (3.31b)

δnsA
(m)a
µ̄ (x) = −

∑
(r)

D(mr)ab
µ̄ α(r)b(x). (3.31c)

Estos parámetros excitados α(m)a(x) son de suma importancia para poder cuantizar la teoría tal
como lo establecen H. Novales y J.Toscano en [97], tomando como base el formalismo BRST [98],
[99].

Hasta ahora hemos tenido éxito ocultando la simetría extendida {ISO(1, 3+n), SU(N,Md)} en
la símetría 4-dimensional usual {ISO(1, 3), SU(N,M4)}: Las 4+n conexiones originales AaM (x, x̄)
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han sido mapeadas al conjunto infinito de campos {A(0)a
µ , A

(m)a
µ , A

(m)a
µ̄ } con la ayuda de los mapeos

canónicos (3.11), (3.26a) y (3.26b). Hemos encontrado que los campos A(0)a
µ corresponden a las 4

conexiones del grupo de norma estándar SU(N,M4), mientras que los campos {A(m)a
µ , A

(m)a
µ̄ },

a los cuales nos referiremos como excitaciones de Kaluza-Klein de A(0)a
µ , se transforman como

campos de materia en la representación adjunta del grupo usual. De manera análoga al mecanismo
de Englert-Higgs, cuando pasamos de la perspectiva de un grupo G cuyas conexiones son Aaµ, a un
subgrupo H de este, con un número menor de conexiones Aāµ; el resto de conexiones Aâµ de G se
transforman como campos de materia bajo H y pueden ser dotados de masa. En nuestro caso los
campos {A(m)a

µ , A
(m)a
µ̄ } se transforman como campos de materia bajo SU(N,M4), así que pueden

ser dotadas de masa. Sin embargo recordemos que debe existir una relación uno-a-uno entre los
parámetros de norma de una teoría con las conexiones de esta. Por lo que es inmediato concluir
que la única posibilidad para cumplir este requerimiento es:

α(0)a(x)↔ A(0)a
µ (3.32a)

α(m)a(x)↔ A(m)a
µ (3.32b)

Por lo que los campos A(m)a
µ̄ no son campos de norma; tal como se esperaba. A continuación

analizaremos el mecanismo análogo al de Englert-Higgs, que nos permite dotar de masa a estas
excitaciones de Kaluza-Klein.

3.3.2. Espectro de Masas

Hasta ahora hemos definido el mecanismo para ocultar la simetría extendida SU(N,Md), cuya
invarianza es explícita en (3.10); a una teoría manifiéstamente invariante bajo SU(N,M4); con la
ayuda de los mapeos (3.11) y (3.26). Aunque no hemos visto como se ve la acción original después
de aplicar estos mapeos canónicos; así como tampoco conocemos aún el mecanismo para poder
dotar de masa a los campos de norma A(m)a

µ así como a los escalares A(m)a
µ̄ . Veamos a continuación

como este mecanismo se encuentra arraigado en la estructura de la teoría misma. Para ver esto,
notamos que las curvaturas Faµν(x, x̄), Faµν̄(x, x̄) y Faµ̄ν̄(x, x̄) son pares, impares y pares respecto al
intercambio x̄→ −x̄, respectivamente. Por lo que pueden ser descompuestas de la siguiente forma:

Faµν(x, x̄) = f
(0)
E F (0)a

µν (x) +
∑
(m)

f
(m)
E (x̄)F (m)a

µν (x), (3.33a)

Faµν̄(x, x̄) =
∑
(m)

f
(m)
O (x̄)F (m)a

µν̄ (x), (3.33b)

Faµ̄ν̄(x, x̄) = f
(0)
E F

(0)a
µ̄ν̄ (x) +

∑
(m)

f
(m)
E (x̄)F (m)a

µ̄ν̄ (x). (3.33c)

Una vez integradas las coordenadas extra x̄, obtenemos un lagrangiano efectivo dado por

LYMeff = LYMV V + LYMV S + LYMSS , (3.34)

donde estos sectores se distinguen por contener interacciones de tipo Vector-Vector, Vector-Escalar
y Escalar-Escalar ; respectivamente:
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LYMV V = −1

4
F (0)a
µν (x)F (0)µν

a (x)− 1

4

∑
(m)

F (m)a
µν (x)F (m)µν

a (x), (3.35a)

LYMV S =
1

2

∑
(m)

F (m)a
µν̄ (x)F (m)aµ

ν̄ (x), (3.35b)

LYMSS = −1

4
F (0)a
µ̄ν̄ (x)F (0)µ̄ν̄

a (x)− 1

4

∑
(m)

F (m)a
µ̄ν̄ (x)F (m)µ̄ν̄

a (x). (3.35c)

Los lagrangianos (3.35b) y (3.35c) tienen la forma de un sector cinético escalar y un potencial
escalar, respectivamente. Esto nos señala que las masas de los campos de norma A

(m)a
µ y los

escalares A(m)a
µ̄ pueden ser generadas por los lagrangianos (3.35b) y (3.35c), respectivamente.

Podemos inferir esto ya que en el mecanismo de Englert-Higgs, es en el sector cinético del campo
escalar donde surge la masa de ciertas conexiones, y en el potencial escalar surge la masa del campo
escalar. Para ver con más claridad que los lagrangianos anteriores tienen esta forma, veamos que
las 1-formas y 0-formas que definen a estas curvaturas tienen términos lineares en dichos campos:

F (m)a
µν̄ (x) = D(0)ab

µ A
(m)b
ν̄ (x)−

∑
(r)

A(r)a
µ (x)

∫
dnx̄f

(r)
O (x̄)∂ν̄f

(r)
E (x̄)

+ gfabc
∑
(rs)

∆′(rsm)A
(r)b
µ (x)A

(s)c
ν̄ (x),

(3.36a)

F (m)a
µ̄ν̄ (x) =

∑
(r)

A
(r)a
ᾱ (x)

∫
dnx̄f

(m)
E (x̄)

[
δᾱν̄∂µ̄f

(r)
O (x̄)− δᾱµ̄∂ν̄f (r)

O (x̄)
]

+ gfabc
∑
(rs)

∆′(rsm)A
(r)b
µ̄ (x)A

(s)c
ν̄ (x),

(3.36b)

F (0)a
µ̄ν̄ (x) = gfabc

∑
(m)

A
(m)b
µ̄ (x)A

(m)c
ν̄ (x). (3.37)

Al desarrollar estas curvaturas (3.36a) y (3.36b), manifiéstamente invariantes bajo la simetría
usual, se nos revela un aspecto muy importante. Primero notemos que, las funciones ∂µ̄f

(m)
E (x̄) y

∂µ̄f
(m)
O (x̄) son impar y par, respectivamente. Este hecho garantiza la existencia de los términos

de masa para los campos A(m)a
µ y A

(m)a
µ̄ , además de darnos un indicio de como definir a estos

conjuntos de funciones ortonormales {f (0)
E , f

(m)
E (x̄)} y {f (m)

O (x̄)}.

Para generar este conjunto completo de funciones base, necesitamos de alguna observable rela-
cionada con las dimensiones extra. Es decir, requerimos de un operador Hermitiano que genere una
base ortogonal asociada a un conjunto real de eigenvalores. Como se muestra en las ecuaciones (3.4)
y (3.5), disponemos de n+1

2 invariantes de Casimir para elegir del grupo inhomogéneo ISO(n), ya
que todos sus generadores son constantes de movimiento. Como se mencionó, el invariante predi-
lecto será aquel asociado con el subgrupo de traslaciones en las dimensiones extra T (n), dado por
P̄ 2 = Pµ̄Pµ̄. De tal forma que, si {|p̄〉} es la base de kets generada por Pµ̄, entonces

Pµ̄|p̄〉 = pµ̄|p̄〉. (3.38)

Estos kets también son eigenkets de P̄ 2

P̄ 2|p̄〉 = Pµ̄Pµ̄|p̄〉 = pµ̄pµ̄|p̄〉 = p̄2|p̄〉. (3.39)
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Al proyectar en la base de las coordenadas {|x̄〉}, se tiene

〈x̄|P̄ 2|p̄〉 = p̄2〈x̄|p̄〉 (3.40)

Pero sobre la base de coordenadas, el operador de momento tiene un carácter de operador diferen-
cial:

Pµ̄ → −i∂µ̄, (3.41)

por consecuencia se obtiene

(
∆̄ + p̄2

)
f(x̄) = 0 (3.42)

donde ∆̄ ≡ ∂µ̄∂µ̄ y f(x̄) = 〈x̄|p̄〉. Es claro que las soluciones para esta ecuación son ondas planas
de la forma

f(x̄) ∼ e±ip̄·x̄ (3.43)

En un espacio infinito, el espectro desplegado por pµ̄ es contínuo, pero como la variedad Nn

es compacta, este genera un espectro discreto de momentos; de manera análoga a una partícula
confinada en una caja, en donde el momento toma valores discretos debido a las condiciones de
frontera. Es ahora momento de definir la geometría de nuestra variedad compacta.

Compactificación

En un primer acercamiento, consideramos a un n-toro como el punto de partida para construir
nuestra variedad compacta. Iniciemos esta construcción con una sola dimensión adicional (n = 1).
El 1-toro es la variedad S1 (círculo) que se obtiene identificando las fronteras de un segmento de
línea, [0, 2πR1], como un solo punto.

Figura 3.2: Construcción del 1-Toro o círculo S1 de radio R1, a partir de un segmento de recta.

El 2 toro T 2 proviene entonces de identificar los lados opuestos de un cuadrado de lado 2πR
[100].
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Figura 3.3: Construcción de un 2-Toro, T 2, a partir de un cuadrado.

Esto es equivalente a tomar el producto directo de dós círculos S1

T 2 = S1 × S1. (3.44)

Por lo que el n-toro proviene de ifentificar las fronteras de un n-cubo; o equivalentemente, el
producto directo de n copias de S1,

Tn = S1 × · · · × S1︸ ︷︷ ︸
n-veces

. (3.45)

Estudiemos los requisitos físicos a considerar en la estructura de estas geometrías: periodicidad
y paridad.

Para el caso más simple, n = 1, la geometría de la variedad impone la siguiente condición de
periodicidad para sus elementos x̄1 ∈ S1:

x̄1 = x̄1 + 2πR1. (3.46)

Esta propiedad periódica es intrínseca a la variedad que hemos escogido, sin embargo, no nos es
suficiente para construir nuestra teoría; ya que la variedad por sí misma carece de una estructura
de paridad. Físicamente esta paridad nos es crucial, ya que es a través de ella que discernimos si
un campo extradimensional tiene contraparte estándar o no. Para poder realizar esta distinción,
debemos aplicarle a S1 la acción del grupo cíclico Z2. Esto nos conduce a otra variedad S1

Z2
,llamada

Orbifold. La acción de Z2 asigna a cada elemento x̄1 ∈ S1 su antípoda −x̄1. Esto, anudado a la
propiedad periódica del círculo, establece que los puntos 0 y πR1 son fijos en el Orbifold. Al actuar
Z2 en los elementos del círculo S1, pasamos al segmento de recta [0, πR1] que conforma la variedad
Orbifold:
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Figura 3.4: Aplicar el grupo cíclico Z2 a los elementos de S1 nos lleva a una nueva variedad S1

Z2
,

llamada Orbifold, en donde los puntos 0 y πR1 son fijos ya que su antípoda son ellos mismos debido
a la estructura periódica del círculo.

Los campos de nuestra teoría deben cumplir con la condición de periodicidad

x̄1 = x̄1 + 2πR1, (3.47)

y tener paridad definida bajo la acción de Z2

x̄1 =→ −x̄1. (3.48)

Este proceso de compactificación Orbifold es equivalente a imponer las siguientes condiciones
de frontera sobre nuestro conjunto de funciones base:

f
(m)
O (x̄)

∣∣∣
∂D

= 0 ←− Condiciones de frontera de Dirichlet, (3.49)

∂µ̄f
(m)
E (x̄)

∣∣∣
∂D

= 0 ←− Condiciones de frontera de Neumann. (3.50)

Las soluciones de la ecuación diferencial (3.42) son de la forma e±ip̄·x̄, de modo que pueden
expresarse también como una combinación lineal de senos y cosenos; por lo que tomamos a las
funciones impares y pares como sigue

f
(m)
O (x̄1) = f

(m)
O (p̄1 · x̄1) = sin(p̄1 · x̄1) (3.51)

f
(m)
E (x̄1) = f

(m)
E (p̄1 · x̄1) = cos(p̄1 · x̄1) (3.52)

Luego, la condición de Dirichlet sobre f (m)
O (x̄1) en la frontera de la variedad Orbifold (x̄1 = πR1)

implica

sin(p̄1 · πR1) = 0 =⇒ p̄1 =
m

R1
, con m = 1, 2, . . . , (3.53)

donde m es el índice de Fourier para la única entrada en este caso de n = 1. Esto hace que la
condición de Neumann se cumpla, ya que

∂µ̄f
(m)
E (x̄1) = ∂µ̄ (cos(p̄1 · x̄1)) = p̄1sin(p̄1 · x̄1). (3.54)

Para una variedad compacta con n dimensiones consideramos n copias del Orbifold S1

Z2
, todas

con el mismo radio R1 = R2 · · · = Rn = R, por simplicidad.

Nn =
S1

Z2
× · · · × S1

Z2︸ ︷︷ ︸
n-veces

. (3.55)
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en otras palabras, la variedad conformada por el n- cubo formado por el producto directo de los n
segmentos de recta [0, πR].

En este caso general de n dimensiones, las funciones base son senos y cosenos n-dimensionales:

f
(m)
O (x̄) = f

(m)
O (p̄(m) · x̄) = sin(p̄(m) · x̄) (3.56)

f
(m)
E (x̄) = f

(m)
E (p̄(m) · x̄) = cos(p̄(m) · x̄) (3.57)

donde las condiciones de frontera impuestas sobre estas funciones nos llevan a un espectro discreto
de momentos de la siguiente forma [101]:

p̄(m) =

(
m1

R1
, . . . ,

mn

Rn

)
. (3.58)

Con esto en mente, definimos la siguiente cantidad

m2
(m) ≡ p̄

(m)
µ̄ p̄

(m)
µ̄ =

n∑
k=1

(
mk

Rk

)2

. (3.59)

la cual caracteriza el espectro de eigenvalores de P̄ 2. Ya que estamos considerando a todos
los radios como iguales, tenemos m2

(m) = R−2m2. Donde m2 = m2
1 + · · · + m2

n es cualquier
combinación permitida de los índices de Fourier. Vale la pena resaltar que la función constan-
te f (0)

E = 〈x̄|pµ̄ = 0〉 corresponde a la función de onda asociada con el estado base. El hecho
de que el eigenvalor de f (0)

E sea cero, implica que los campos usuales no reciben masa a la escala R−1.

Con las funciones (3.57) y (3.56) en mano, podemos reescribir las curvaturas (3.36a) y (3.36b)
de la siguiente manera:

F (m)a
µν̄ (x) = D(0)ab

µ A
(m)b
ν̄ (x) + p

(m)
ν̄ A(m)a

µ (x)

+ gfabc
∑
(rs)

∆′(rsm)A
(r)b
µ (x)A

(s)c
ν̄ (x), (3.60a)

F (m)a
µ̄ν̄ (x) = p

(m)
µ̄ A

(m)a
ν̄ (x)− p(m)

ν̄ A
(m)a
µ̄ (x) + gfabc

∑
(rs)

∆′(rsm)A
(r)b
µ̄ (x)A

(s)c
ν̄ (x), (3.60b)

donde

p
(m)
µ̄ =

n∑
α=1

mα

Rα
δµ̄4+α. (3.61)

Por otra parte, los 2-tensores en (3.35), que definen al sector Vector-Vector están dadas por

F (0)a
µν (x) = F (0)a

µν (x) + gfabc
∑
(m)

A(m)b
µ (x)A(m)c

ν (x), (3.62a)

F (m)a
µν (x) = D(0)ab

µ A(m)b
ν (x)−D(0)ab

ν A(m)b
µ (x)

+ gfabc
∑
(rs)

∆(mrs)A
(r)b
µ (x)A(s)c

ν (x), (3.62b)

con
F (0)a
µν (x) = ∂µA

(0)a
ν (x)− ∂νA(0)a

µ (x) + gfabcA(0)b
µ (x)A(0)c

ν (x), (3.63)

las componentes de la curvatura del grupo de norma usual SU(N,M4).
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Como se mencionó anteriormente, las masas de los campos de norma A(m)a
µ (x) surgen del sector

cinético escalar que describe la lagrangiana LYMV S en (3.35b). Tomando en cuenta la forma de la
curvatura F (m)a

µν̄ (x) en (3.60a), una vez realizado el proceso de compactificación, dicha lagrangiana
pasa a ser

LYMV S =
∑
(m)

[
1

2

(
D(0)ab
µ A

(m)b
ν̄

)(
D(0)acµA

(m)c
ν̄

)
+ p

(m)
ν̄ A(m)aµ

(
D(0)ab
µ A

(m)b
ν̄

)
+

1

2
m2

(m)A
(m)a
µ A(m)aµ

]

+ gfabc
∑

(mrs)

∆′(rsm)

(D(0)ad
µ A

(m)d
ν̄

)
A(r)bµA

(s)c
ν̄ +

g

2
fade

∑
(pq)

∆′(pqm)A
(r)b
µ A

(s)c
ν̄ A(p)dµA

(q)e
ν̄


(3.64)

Hemos omitido la dependencia en los puntos del espacio tiempo usual, x, para no saturar la
expresión. Justo como se mencionó, esta lagrangiana tiene gran semejanza con aquella que surge
del sector cinético de Higgs.

Por otro lado, vemos que tomando en cuenta el 0-tensor F (m)a
µ̄ν̄ (x) en (3.60b), una vez determi-

nada la variedad compacta, el sector LYMSS en (3.35) toma la siguiente forma:

LYMSS = −
∑
(m)

{
1

2
A

(m)a
µ̄ M

(m)
µ̄ν̄ A

(m)a
ν̄ + gp

(m)
µ̄

∑
(rs)

∆′(rsm)

(
fabcA

(m)a
ν̄ A

(r)b
µ̄ A

(s)c
ν̄

)
+
g2

4

∑
(r)

[(
feabA

(m)a
µ̄ A

(m)b
ν̄

)(
fecdA

(r)c
µ̄ A

(r)d
ν̄

)

+
∑
(spq)

∆′(rsm)∆
′
(pqm)

(
feabA

(r)a
µ̄ A

(s)b
ν̄

)(
fecdA

(p)c
µ̄ A

(q)d
ν̄

)]}
(3.65)

donde la matriz de masa M
(m)
µ̄ν̄ está dada por

M
(m)
µ̄ν̄ = m2

(m)δµ̄ν̄ − p
(m)
µ̄ p

(m)
ν̄ . (3.66)

Esta matriz de masa, determinada en su totalidad por la invarianza de norma de la teoría
extendida (3.10), da lugar a un campo escalar sin masa. Esto se observa diréctamente al tomar la
traza de dicha matriz:

δµ̄ν̄M
(m)
µ̄ν̄ = (n− 1)m2

(m), (3.67)

donde se usó el hecho de que δµ̄ν̄δµ̄ν̄ = n. Analizemos el significado de esta traza: Del total de las
(2n − 1)n excitaciones de Kaluza-Klein de escalares A(m)a

µ̄ (cuyo número está determinado por las
distintas sumas de Fourier sobre las posibles combinaciones de los índices (m) [89]), existen (2n−1)

torres de pseudo bosones de Golstone, los cuales denotaremos por A(m)a
G ; y (2n − 1)(n− 1) torres

de campos escalares físicos todos degenerados en masa, a los cuales nos referiemos como A(m)a
n̄ ,

con n̄ = 1, . . . , n − 1. Podemos relacionar a estos pseudo bosónes de Golstone con los vectores de
norma A(m)a

µ que también adquieren masa bajo este proceso de compactificación. Notemos que la
relación es 1 a 1.

La matríz M
(m)
µ̄ν̄ puede ser diagonalizada mediante una transformación ortogonal:

M
(m)
µ̄ν̄ = R(m)

µ̄µ̄′M
(m)
µ̄′ν̄′R

(m)
ν̄ν̄′ , (3.68)
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con M
(m)
µ̄′ν̄′ = diag(m2

(m),m
2
(m), . . . ,m

2
(m), 0).

La matríz ortogonal R(m) nos lleva de la base eigenestados de masa, a la base eigenestados de
norma. Es decir transforma a los campos eigenestados de masa

A
(m)a
µ̄′ =

(
A

(m)a
n̄ , A

(m)a
G

)
, n̄ = 1, . . . , n− 1 (3.69)

en los campos eigenestados de norma A(m)a
µ̄ . Esto es

A
(m)a
µ̄ = R(m)

µ̄µ̄′A
(m)a
µ̄′ = R(m)

µ̄n̄ A
(m)a
n̄ +R(m)

µ̄G A
(m)a
G , (3.70)

donde
R(m)
µ̄µ̄′R

(m)
ν̄µ̄′ = δµ̄ν̄ ∧ R(m)

µ̄µ̄′R
(m)
µ̄ν̄′ = δµ̄′ν̄′ . (3.71)

Debido a que R(m) es una matriz ortogonal cuyas columnas están dadas por los eigenkets, se
sigue la siguiente identidad

p
(m)
ν̄ R(m)

ν̄ν̄′ = m(m)δν̄′G, (3.72)

de donde se infiere que

R(m)
ν̄G =

p
(m)
ν̄

m(m)
. (3.73)

Notamos que ninguna de las curvaturas F (m)
µ̄ν̄ se transforman covariantemente bajo R(m), por

lo que, una vez expresada en términos de eigenestados de masa, la lagrangiana (3.65) depende
explícitamente de R. Por lo que

LYMSS = −
∑
(m)

{1

2
m2

(m)A
(m)a
n̄ A

(m)a
n̄ + · · ·

}
, (3.74)

donde los demás términos tienen la misma estructura de (3.65) con la diferencia de que por cada
escalar A(m)a

µ̄ , aparece su respectiva transformación R(m)
µ̄µ̄′A

(m)a
µ̄′ .

Vale la pena recalcar que las masas de los vectores A(m)a
µ y los escalares A(m)a

n̄ surgen de
las curvaturas F (m)a

µ̄ν (x) y F (m)a
µ̄ν̄ (x) respectivanemte, las cuales surgen de la curvatura extendida

F (m)a
MN (x, x̄), cuya estructura está determinada en su totalidad por la invarianza de norma. Por esta

razón podemos referirnos a estas masas como ’masas de norma’.

3.3.3. La Norma Unitaria

Los campos escalar sin masa A
(m)a
G se identifican como pseudo bosones de Goldstone en el

sentido que pueden ser removidos de la teoría mediante una NSGT específica. Los grados de
libertad que representan estos pseudo bosones de Goldstone se incorporan como los estados de
polarización longitudinales de los campos vectoriales masivos A(m)a

µ . La transformación de norma
no estándar (NSGT) que hace esto posible es aquella cuyos parámetros infinitesimales están dados
por

α(m)a =
A

(m)a
G

m(m)
(3.75)

Apliquemos esta transformación en (3.31b) y (3.31c), tomando en cuenta que la cantidad D(mr)ab
µ̄

se ve modificada como

D(mr)ab
µ̄ = δabδ(mr)p

(r)
µ̄ + gfabc

∑
(s)

∆′(mrs)A
(m)c
µ̄ (3.76)
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al tomar en cuenta las funciones definidas por (3.57) y (3.56). Considerando las transformaciones
(3.70) y (3.73), esta NSGT específica nos lleva a un nuevo conjunto de campos dados por

A′ (m)a
µ = A(m)a

µ +
∂A

(m)a
G

m(m)
(3.77a)

A
′ (m)a
n̄ = A

(m)a
n̄ (3.77b)

A
′ (m)a
G = 0. (3.77c)

Mediante esta elección de parámetros excitados α(m)a, una vez se ha pasado a los campos eigenes-
tados de masa, los pseudo bosones de Goldstone A′ (m)a

G desaparecen de la teoría.
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Capítulo 4

Contribución de las excitaciones de
Kaluza-Klein H(m) al vértice WWγ

4.1. Introducción

La realización del cálculo que se presenta en este capítulo, fué posible gracias al trabajo titulado
“The Standard Model in extra dimensions and its Kaluza-Klein effective Lagrangian” [17], del
cual se obtuvieron las reglas de Feynman y los propagadores necesarios para llevar a cabo el cálculo.

En la extensión del Modelo Estándar con Dimensiones Extra Universales, el doblete de Higgs
se asume como un campo par bajo la reflexión x̄→ −x̄ en las dimensiones extras:

Φ(x, x̄) = f
(0)
E Φ(0)(x) +

∑
(m)

f
(m)
E (x)φ(m)(x) (4.1)

De forma explícita

Φ(0)(x) =

(
G

(0)±
W

v+H(0)−iG(0)
Z√

2

)
(4.2)

y

Φ(m)(x) =

(
G

(m)±
W

H(m)−iG(m)
Z√

2

)
, (4.3)

donde H(0) es el campo usual de Higgs; G(0)+
W y G

(0)
Z son los pseudo bosónes de Goldstone en

la teoría usual que son absorbidos como los estados de polarización longitudinales de los bosónes
W (0)± y Z(0) usuales, respectivamente, mediante el mecanismo de Englert-Higgs. El campo H(m)

es la excitación de Kaluza-Klein del Higgs usual, y las excitaciones G(m)±
W y G(m)

Z son los pseudo
bosónes de Goldstone que se acoplan con las excitaciones vectorialesW (m)±

µ y Z(m)
µ , que adquieren

masa mediante el mecanismo de Kaluza-Klein. Además, es posible remover los campos G(m)±
W y

G
(m)
Z mediante la norme unitaria, definida por una NSGT particular. A diferencia del caso estudiado

en la Sección anterior, donde tenemos una teoría de Yang Mills pura, se encontró que por cada
excitación vectorial de Kaluza-Klein, A(m)a

µ , existen n− 1 campos escalares con masa y un pseudo
bosón de Goldstne A(m)a

G asociado con dicha excitación de norma A(m)a
µ . En el caso del Modelo

Estándar extendido a Dimensiones Extra Universales, como se ha introducido un doblete de Higgs,
por cada excitación vectorial de los bosones de norma W (m)±

µ y Z(m)
µ , tenemos n campos escalares
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masivos W (m)±
n y Z(m)

n , respectivamente, y un bosón de Goldstone que surge del doblete de Higgs
G

(m)±
W y G(m)

Z , respectivamente.
Las interacciones de nuestro interés para el estudio del vértice WWγ en Dimensiones Extra,

son aquellas que involucran a los siguientes acoplamientos:

W (m)±W (m)∓A(0) (4.4a)

W (0)±W (m)∓H(m) (4.4b)

El acoplamiento (4.4a), surge del sector de Yang-Mills de la Lagrangiana extendida, en específico
del sector Vector -Vector, LEWv−v [17]. La lagrangiana correspondiente es

LW (m)W (m)A(0) = ig
∑
(m)

[(
W (m)−
µν W (m)+µ −W (m)+

µν W (m)−ν)W (0)3µ

−W (0)3
µν W (m)−µW (m)+ν

]
,

(4.5)

donde

W (m)±
µν = ∂µW

(m)±
ν − ∂νW (m)±

µ (4.6a)

W (0)3
µν = ∂µW

(0)3
ν − ∂νW (0)3

µ . (4.6b)

La regla de Feynman que surge de este Lagrangiano es:

W (m)+λ(k2) W (m)−ρ(k3)

A(0)µ(k1)

= −ie [(k1 − k2)λgµν + (k2 − k3)µgνλ + (k3 − k1)νgλµ] (4.7)

Por otra parte, el acoplamiento (4.4b), surge del sector cinético de Higgs, específicamente del
sector Vector -Escalar, LEWv−s,HK [17]. La lagrangiana correspondiente es

LW (0)±W (m)∓H(m) = gmW (0)

∑
(m)

H(m)
(
W (0)+
µ W (m)−µ +W (0)−

µ W (m)+µ
)

(4.8)

La regla de Feynman determinada por este Lagrangiano es:

W (0)+α W (m)−β

H(m)

= igmW (0)gαβ (4.9)
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Vemos que no existe cambio alguno respecto a las reglas de Feynman del Modelo Estándar
usual, lo único que sí cambia son los propagadores:

W (m)+

k
µ ν =

−i
k2 −m2

W (m)

[
gµν − kµkν

m2
W (m)

]
, (4.10a)

H(m)

k
=

i

k2 −m2
H(m)

, (4.10b)

donde

m2
W (m) = m2

(m) +m2
W (0) , (4.11a)

m2
H(m) = m2

(m) +m2
H(0) . (4.11b)

El diagrama a calcular es el siguiente

∑
(m) W (m)+

H(m)

W (m)+

A(0)µ

W (0)+α W (0)−β

(4.12)

Integrando sobre el momento kν que circula en el loop, se obtiene la siguiente función vértice,
donde se ha utilizado Parametrización de Feynman:

Γαβµ =
g2m2

W (0)(4πµ
2)2−D2

16π2

∑
(m)

IP
Γ(3)

iπ
D
2

[∫
dDk

1

(k2 −∆2
H(m))3

·
(
− 2(x+ y − 1)pµgαβ

+
2(m2

W (0)y(x+ y − 1)2 − (y − 2)m2
W (m))

m2
W (m)

qβgαµ − 2(m2
W (0)x(x+ y − 1)2 − (x− 2)m2

W (m))

m2
W (m)

qαgβµ

− 8xy(x+ y − 1)

m2
W (m)

pµqαqβ
)

+

∫
dDk

k2

(k2 −∆2
H(m))3

(2(x+ y − 1)

Dm2
W (m)

pµgαβ +
2(Dy − 2)

Dm2
W (m)

qβgαµ

+
2(−D(2x+ y − 1) + x+ y + 1)

Dm2
W (m)

qαgβµ
)]

(4.13)

De esta función vértice se desprenden los siguientes factores de forma

λHED =
g2m2

W (0)(4π)2−D2

16π2

∑
(m)

IP
Γ(3)

iπ
D
2

∫
dDk

1

(k2 −∆2
H(m))3

(
− 2m2

W (0)xy(x+ y − 1)

m2
W (m)

)
(4.14)
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∆κHED =
g2m2

W (0)(4πµ
2)2−D2

16π2

∑
(m)

IP
Γ(3)

iπ
D
2

[∫
dDk

1

(k2 −∆2
H(m))3

(m2
W (0)y(x+ y − 1)2

m2
W (m)

+ 2x+ y
)

+

∫
dDk

k2

(k2 −∆2
H(m))3

( ((D − 2)y − 2x)

Dm2
W (m)

)]
(4.15)

Donde se ha usado la siguiente notación para la integral paramétrica

IP ≡
∫
dxdydz δ(x+ y + z − 1) =

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy, (4.16)

y se definió la siguiente cantidad en la integral de momentos

∆2
H(m) = m2

(m) +m2
H(0)(1− x− y) +m2

W (0)(x+ y)2

≡ m2
(m) + ∆2

H(0) .
(4.17)

Recordemos de la sección anterior, que la cantidad m(m) está dada por el momento en la
variedad compacta, el cual es discreto, de la siguiente manera:

m2
(m) = (

m2

R2
) = p2

(m) = p(m) · p(m) (4.18)

Donde
m2 = m2

1 + · · ·+m2
n (4.19)

es la suma de las distintas combinaciones de los índices de Fourier.

4.2. Contribuciones al factor de forma λED

Comenzaremos por estudiar la expresión (4.14), que define al factor de forma λEDH dado por las
excitaciones de Kaluza Klein del Higgs, hasta llegar a sus últimas consecuencias; para así analizar
el resultado obtenido.

Podemos escribir al factor λEDH como sigue:

λEDH = (4πµ2)2−D2
∑
(m)

IP fλ(x, y)

m2
W (m)

Γ(3)

iπ
D
2

∫
dDk

1

(k2 −∆2
H(m))3

(4.20)

donde

fλ(x, y) = −g
2m4

W (0)

16π2
2xy(x+ y − 1) (4.21)

Usando el siguiente resultado para la integral de momentos en D dimensiones [33]:

Γ(3)

iπ
D
2

∫
dDk

1

(k2 −∆2
H(m))3

= −Γ

(
3− D

2

)
(∆2

H(m))
−(3−D2 ), (4.22)

podemos reescribir al factor λEDH de la siguiente manera, si además tomamos en cuenta la definición
de m2

W (m) dada por (4.11a):

λEDH = −(4πµ2)2−D2
∑
(m)

IP fλ(x, y)
Γ(3− D

2 )

m2
W (m)(∆

2
H(m))

3−D2

= −(4πµ2)2−D2
∑
(m)

IP fλ(x, y)Γ

(
3− D

2

)
1

(m2
(m) +m2

W (0))(m
2
(m) + ∆2

H(0))
3−D2

(4.23)
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Una vez hecho esto, es imposible no notar el parecido que tiene el denominador de esta expresión
con un producto de propagadores de Feynman. Y este hecho se hace aún más evidente si sustituímos
a m2

(m) con k
2
(m), que es el momento discretizado en la variedad compacta. Como estamos tratando

con un momento que recorre todos los valores discretos que puede tomar, hacemos uso de la letra
k, en lugar de p. Se tiene entonces

λEDH = −(4πµ2)2−D2
∑
(m)

IP fλ(x, y)Γ

(
3− D

2

)
1

[k2
(m) +m2

W (0) ][k
2
(m) + ∆2

H(0) ]
3−D2

(4.24)

Al vislumbrar esta estructura, es difícil resistirse a realizar una Segunda Parametrización de
Feynman [102]. Para esto, hacemos uso del resultado obtenido por U-R Kim y colaboradores [103],
para llevar a cabo la parametrización sobre n propagadores, cada uno con una distinta potencia αi,
donde esta puede ser cualquier número complejo en general que satisfaga Re(αi) > 0, i = 1, . . . , n:

1

Aα1
1 · · ·Aαnn

=
Γ(α1 · · ·αn)

Γ(α1) · · ·Γ(αn)

∫ 1

0

dx1 · · ·
∫ 1

0

dxn
δ(1−∑n

k=1 xk)xα1−1
1 · · ·xαn−1

n

(
∑n
k=1 xkAk)

∑n
k=1 αk

(4.25)

Usando este resultado, identificamos las potencias de los propagadores como α1 = 1 y α2 = 3− D
2 ,

por lo que se tiene

1

[k2
(m) +m2

W (0) ][k
2
(m) + ∆2

H(0) ]
3−D2

=
Γ(1 + 3− D

2 )

Γ(1)Γ(3− D
2 )
·

·
∫ 1

0

dz
z2−D2(

z[k2
(m) + ∆2

H(0) ] + (1− z)[k2
(m) +m2

W (0) ]
)1+3−D2

=
Γ(4− D

2 )

Γ(3− D
2 )

∫ 1

0

dz
z2−D2

[k2
(m) + ∆2

H ]4−
D
2

,

(4.26)

donde se ha definido

∆2
H = m2

W (0) + (∆2
H(0) −m2

W (0))z.

Notamos que la primera función gamma que se introdujo usando (4.22), se cancela una vez realizada
la segunda parametrización de Feynman

λEDH = −(4πµ2)2−D2
∑
(m)

IP fλ(x, y)Γ

(
3− D

2

)
Γ(4− D

2 )

Γ(3− D
2 )

∫ 1

0

dz
z2−D2

[k2
(m) + ∆2

H ]4−
D
2

= −(4πµ2)2−D2 IP fλ(x, y)

∫ 1

0

dzz2−D2 Γ

(
4− D

2

)∑
(m)

1

[k2
(m) + ∆2

H ]4−
D
2

(4.27)

Ahora bien, enunciemos la definición del símbolo
∑

(m) que hemos venido utilizando para la
descomposición general de Fourier. Es una notación reducida para indicar sumas infinitas de la
forma:
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∑
(m)

T (m) =

∞∑
m1=1

T (m1,0,...,0) +

∞∑
m2=1

T (0,m2,0,...,0) + · · ·+
∞∑

mn=1

T (0,...,0,mn)

+

∞∑
m1,m2=1

T (m1,m2,0,...,0) +

∞∑
m2,m3=1

T (0,m2,m3,...,0) + · · ·+
∞∑

mn−1,mn=1

T (0,...,mn−1,mn)

...

+

∞∑
m1,...,mn=1

T (m1,m2,...,mn)

(4.28)

Dado que no es relevante la posición en cada celda, sino el número de ellas que son ocupadas,
podemos utilizar al coeficiente binomial para reescribir esta suma como sigue

∑
(m)

=

n∑
`=1

(
n

l

) ∞∑
(m1,...,m`)=1

(4.29)

Por lo que podemos expresar al factor de forma como

λEDH = −(4πµ2)2−D2 IP fλ(x, y)

∫ 1

0

dzz2−D2 Γ

(
4− D

2

) n∑
`=1

(
n

l

) ∞∑
(m1,...,m`)=1

1

[k2
(m) + ∆2

H ]4−
D
2

(4.30)

Podemos simplificar aún más esta expresión tomando prestada artillería pesada de la rama de teoría
de números; en particular de las sumas infinitas y sus continuaciones analíticas. En específico, la
función zeta multidimencional inhomogénea de Epstein [104]-[107], definida como

Ec
2

` (s; a1, . . . , a`) =

∞∑
(n1,...,n`)=1

1

(a1n2
1 + · · ·+ a`n2

` + c2)s

con c2 > 0 y válida para Re(s) > `
2 . Vemos que para el caso a1 = . . . = a` = 1, podemos

reproducir la última suma en (4.30). Para ver esto con más facilidad, factoricemos un factor de
R−2 del denominador de (4.30); recordando que k2

(m) = m2

R2 =
m2

1+···+m2
n

R2 . Entonces,

λEDH = −(4πµ2)2−D2 IP fλ(x, y)

∫ 1

0

dzz2−D2 Γ

(
4− D

2

) n∑
`=1

(
n

l

)
∞∑

(m1,...,m`)=1

1

[k2
(m) + ∆2

H ]4−
D
2

= −(4πµ2)2−D2 IP fλ(x, y)

∫ 1

0

dzz2−D2 (R−2)−(4−D2 )Γ

(
4− D

2

) n∑
`=1

(
n

l

)
∞∑

(m1,...,m`)=1

1

(m2
1 + · · ·+m2

` + c2H)4−D2

(4.31)

donde se ha definido
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c2H =
∆2
H

R−2
(4.32)

además de haber omitido la linea inferior ” ” de los índices de Fourier m2
i para una notación más

limpia. Usando entonces la definición de la función zeta de Epstein `-dimensional inhomogénea,
tenemos

λEDH = −(4πµ2)2−D2 IP fλ(x, y)

∫ 1

0

dzz2−D2 (R−2)−(4−D2 )Γ

(
4− D

2

) n∑
`=1

(
n

l

)
E
c2H
`

(
4− D

2

)
.

(4.33)
Haciendo un cambio de variable, definiendo ε = 4 − D, obtenemos la forma final de nuestro

factor de forma λEDH , dado por las excitaciones de Kaluza Klein del Higgs, H(m), sobre el vértice
WWγ, como prosigue:

λEDH = −
(
R−2

4πµ2

)− ε2
IP fλ(x, y)

∫ 1

0

dzz
ε
2 (R−2)−2

n∑
`=1

(
n

l

)
Γ
(

2 +
ε

2

)
E
c2H
`

(
2 +

ε

2

)
. (4.34)

La función `-dimensional de Epstein tiene polos en s = `
2 ,

`−1
2 , · · · ,− 1

2 ,− 3
2 , · · · , excepto cero

[106]-[108]. Entonces, cuando ε→ 0, la función Ec
2
H

` (2 + ε
2 ) tiene polos para `

2 ,
`−1

2 , · · · = 2. Por lo
tanto diverge para ` = 4, 5, 6, . . ., pero es finita para ` = 1, 2, 3.

4.3. Contribuciones al factor de forma ∆κED

Con estas herramientas a la mano, procedemos a estudiar al factor ∆κEDH . Vemos de (4.15),
que este factor puede ser escrito de la siguiente forma:

∆κHED =
g2m2

W (0)

16π2

{
A+ B + C

}
(4.35)

donde
A = (4πµ2)2−D2

∑
(m)

IP fA(x, y)

m2
W (m)

Γ(3)

iπ
D
2

∫
dDk

1

(k2 −∆2
H(m))3

(4.36)

y la función fA(x, y) se define como

fA(x, y) = m2
W (0)y(x+ y − 1)2. (4.37)

B = (4πµ2)2−D2
∑
(m)

IP fB(x, y)
Γ(3)

iπ
D
2

∫
dDk

1

(k2 −∆2
H(m))3

(4.38)

con la función fB(x, y) definida como

fB(x, y) = 2x+ y. (4.39)

Y

C = (4πµ2)2−D2
∑
(m)

IP fC(x, y)

m2
W (m)

Γ(3)

iπ
D
2

∫
dDk

k2

(k2 −∆2
H(m))3

(4.40)

con
fC(x, y) =

1

D

(
(D − 2)y − 2x

)
. (4.41)

71



CAPÍTULO 4. CONTRIBUCIÓN DE LAS EXCITACIONES DE KALUZA-KLEIN
H(M) AL VÉRTICE WWγ

4.3. CONTRIBUCIONES AL FACTOR DE FORMA ∆κED

Notamos que el término A es similar al factor λEDH dado por (4.34), por lo que el análisis es
análogo. Se obtiene

A = −
(
R−2

4πµ2

)− ε2
IP fA(x, y)

∫ 1

0

dzz
ε
2 (R−2)−2

n∑
`=1

(
n

l

)
Γ
(

2 +
ε

2

)
E
c2H
`

(
2 +

ε

2

)
(4.42)

De la misma forma que en lo hallado para λEDH en (4.34), esta parte del factor ∆κHED diverge
para ` = 4, 5, 6, . . ., pero es finita para ` = 1, 2, 3.

Para el factor B, usando (4.22), se tiene

B = (4πµ2)2−D2
∑
(m)

IP fB(x, y)

(
−Γ

(
3− D

2

))
(∆2

H(m))
−(3−D2 )

= −(4πµ2)2−D2
∑
(m)

IP fB(x, y)
Γ(3− D

2 )

(∆2
H(m))

3−D2

= −(4πµ2)2−D2 IP fB(x, y)Γ

(
3− D

2

)∑
(m)

1

[k2
(m) + ∆2

H(0) ]
3−D2

= −(4πµ2)2−D2 IP fB(x, y)Γ

(
3− D

2

) n∑
`=1

(
n

l

) ∞∑
(m1,...,m`)=1

1

[k2
(m) + ∆2

H(0) ]
3−D2

= −(4πµ2)2−D2 IP fB(x, y)(R−2)−(3−D2 )Γ

(
3− D

2

) n∑
`=1

(
n

l

) ∞∑
(m1,...,m`)=1

1

(m2
1 + · · ·+m2

` + c2H)3−D2

= −(4πµ2)2−D2 IP fB(x, y)(R−2)−(3−D2 )Γ

(
3− D

2

) n∑
`=1

(
n

l

)
E
c2H
`

(
3− D

2

)
Notamos que en este caso no fué necesario realizar una segunda Parametrización de Feynman. En
términos de ε = 4−D, se obtiene

B = −
(
R−2

4πµ2

)− ε2
IP fB(x, y)(R−2)−1

n∑
`=1

(
n

l

)
Γ
(

1 +
ε

2

)
E
c2H
`

(
1 +

ε

2

)
, (4.43)

el cual es dívergente para ` = 2, 3, . . . Y sólo converge en el caso ` = 1, que corresponde a una sola
dimensión adicional.

Para el término C, podemos hacer la siguiente descomposición sumando un cero especial en el
numerador de la integral

C =
∑
(m)

Γ(3)IP fC(x, y)

m2
W (m)

(4πµ2)2−D2

iπ
D
2

∫
dDk

k2

(k2 −∆2
H(m))3

(4.44a)

= IP fC(x, y)

n∑
`=1

(
n

l

) ∞∑
(m1,...,m`)=1

(4πµ2)2−D2

m2
W (m)iπ

D
2

Γ(3)

∫
dDk

k2 −∆2
H(m) + ∆2

H(m)

(k2 −∆2
H(m))3

(4.44b)

= IP fC(x, y)

n∑
`=1

(
n

l

) ∞∑
(m1,...,m`)=1

(4πµ2)2−D2

m2
W (m)iπ

D
2

Γ(3)

[∫
dDk

1

(k2 −∆H(m))2
+

∫
dDk

∆2
H(m)

(k2 −∆2
H(m))3

]
,

(4.44c)
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haciendo uso del resultado (4.22), se tiene que la segunda integral en (4.44c) es

Γ(3)

iπ
D
2

∆H(m)

∫
dDk

1

(k2 −∆2
H(m))3

= −1

Por otra parte, al realizar la integral paramétrica de fC(x, y) se obtiene

(D − 4)

6Dm2
W (m)

,

con esto se tiene que
IP fC(x, y) = 0, cuando ε→ 0 (4.45)

por lo que esta segunda integral en (4.44c) no contribuye al resultado final. Utilizaremos ahora el
siguiente resultado para la integral de momentos en D dimensiones [33]

Γ(2)

iπ
D
2

∫
dDk

1

(k2 −∆2
H(m))2

= Γ

(
2− D

2

)
(∆2

H(m))
−(2−D2 ) (4.46)

Entonces

C = IP fC(x, y)

n∑
`=1

(
n

l

) ∞∑
(m1,...,m`)=1

(4πµ2)2−D2

m2
W (m)iπ

D
2

Γ(3)

∫
dDk

1

(k2 −∆2
H(m))2

(4.47a)

= IP fC(x, y)
Γ(3)

Γ(2)

n∑
`=1

(
n

l

) ∞∑
(m1,...,m`)=1

Γ
(
ε
2

)(∆2

H(m)

4πµ2

)− ε2
m2
W (m)

(4.47b)

= 2IP fC(x, y)(4πµ2)
ε
2

n∑
`=1

(
n

l

) ∞∑
(m1,...,m`)=1

Γ
( ε

2

) 1

(k2
(m) +m2

W (0))(k
2
(m) + ∆2

H(0))
ε
2

(4.47c)

Al pasar de (4.47a) a (4.47b), se ha tomado ε = 4−D. En este caso vemos que no es posible usar
la parametrización de Feynman general dada por (4.25), ya que el exponente ε

2 → 0, por lo que
su parte real tiende a cero también; rompiendo así la condición Re(αi) > 0, que es necesaria para

utilizar esta expresión. Usemos el hecho de que
∆2

H(0)

R−2 � 1 para buscar una alternativa.
Considere el desarrollo en serie de potencias del término

(k2
(m) + ∆2

H(0))
− ε2 = (k2

(m))
− ε2
(

1 +
∆2
H(0)

k2
(m)

)− ε2
= (k2

(m))
− ε2
[
1 +

ε

2

∞∑
j=1

(−1)j

j

(∆2
H(0)

k2
(m)

)j
+O(ε2)

] (4.48)

Introduciendo este resultado en (4.47c), expandiendo a la función Gamma como Γ
(
ε
2

)
= 2

ε −
γE + · · · , y empleando además el hecho de que IP fC(x, y) = 0, se llega al siguiente resultado

C = 2IP fC(x, y)(4πµ2)
ε
2

∞∑
j=1

(−1)j

j
(∆2

H(0))
j

n∑
`=1

(
n

l

) ∞∑
(m1,...,m`)=1

1

(k2
(m) +m2

W (0))(k
2
(m))

j+ ε
2

(4.49)

En donde se han omitido términos de orden superior en ε. Ahora sí podemos valernos de una
segunda parametrización de Feynman (4.25), ya que Re(j + ε

2 ) > 0. Tenemos entonces
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C = 2IP fC(x, y)(4πµ2)
ε
2

∞∑
j=1

(−1)j

j

Γ(1 + j + ε
2 )

Γ(j + ε
2 )

(∆2
H(0))

j
n∑
`=1

(
n

l

) ∞∑
(m1,...,m`)=1

·
∫ 1

0

dz
1

[k2
(m) + zm2

W (0) ]
1+j+ ε

2

(4.50)

Utilizando las propiedades de la función Gamma, que es la continuación analítica del Factorial;
además de factorizar un factor de R−2 del denominador para relucir la función zeta de Epstein,
tenemos

C = 2IP fC(x, y)

∫ 1

0

dz

(
1

R−2

)(
R−2

4πµ2

)− ε2 ∞∑
j=1

(−1)j

j

(
j +

ε

2

)

·
(

∆2
H(0)

R−2

)j n∑
`=1

(
n

l

) ∞∑
(m1,...,m`)=1

1(
m2 + z

m2

W (0)

R−2

)1+j+ ε
2

(4.51)

Si definimos c2
W (0) ≡ z

m2

W (0)

R−2 , tenemos que esta parte del factor de forma ∆κEDH puede ser expresado
como

C =
2

R−2

(
R−2

4πµ2

)− ε2
IP fC(x, y)

∫ 1

0

dz

∞∑
j=1

(−1)j(j + ε
2 )

j

(
∆2
H(0)

R−2

)j

·
n∑
`=1

(
n

l

)
E
c2
W (0)

`

(
1 + j +

ε

2

) (4.52)

donde el factor ∆2
H(0) se define de la misma manera que en (4.17). Para fines prácticos, sólo el

primer término de la serie infinita es relevante, ya que
∆2

H(0)

R−2 � 1, con lo que se obtiene

C = − 2

R−2

(
R−2

4πµ2

)− ε2
IP fC(x, y)

∫ 1

0

dz
(

1 +
ε

2

)(∆2
H(0)

R−2

)
·
n∑
`=1

(
n

l

)
E
c2
W (0)

`

(
2 +

ε

2

) (4.53)

Vemos que para j = 1, la función zeta de Epstein converge para ` = 1, 2, 3, pero diverge para
` = 4, 5, 6, . . .

De (4.34), se observa que el factor de forma λEDH es finito si se consideran hasta n = 3
dimensiones extras. Para el factor ∆κEDH , a pesar de que las partes A (4.42) y C (4.53) también
sean finitas hasta n = 3; se tiene que en la parte B (4.43), la función de Epstein que se obtiene
sólo converge para n = 1. Por lo que sólo podemos asegurar que este factor de forma será finito
para n = 1.

No se presentan resultados numéricos para este factor, ya que es necesario considerar las con-
tribuciones a estos factores de forma del resto de los sectores. Asunto que se dejará pendiente para
un trabajo a futuro.
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Conclusiones

En esta tesis se revisaron los conceptos fundamentales que constituyen al Modelo Estándar. Se
encontró vital importancia en la noción de ocultamiento de una simetría; ya que nos permite ver
a la física bajo el grupo electromagnético UQ(1), cuando estamos debajo de la escala de Fermi; y
mediante el grupo electrodébil SUL(2)× UY (1), cuando nos situamos por encima de dicha escala.
¿Cómo se llevó a cabo este ocultamiento? Ni más ni menos que con un mapeo canónico. Tal mapeo
nos permite traducir la física de un grupo a otro sin perder la escencia de la teoría: la invarianza
de norma bajo el grupo electrodébil. Se halló que es mediante este ocultamiento de simetría, que
el mecanismo de Higgs entra en juego, dotando de masa a todas las partículas del modelo, cuando
la simetría electrodébil es rota espontáneamente.

Como una aplicación de esta teoría, se revisó uno de los cálculos clásicos del modelo: La contri-
bución, a orden de un lazo, de todas las partículas al vértice W+W−γ; del cual se extrajeron las
soluciones analíticas exactas para los factores de forma ∆κ y λ, que definen al momento cuadripolar
eléctrico y al momento dipolar magnético del bosón W±. Como una contribución de este trabajo,
se evaluaron las soluciones exactas y se presentaron los resultados numéricos, que se muestran a
continuación.
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Partícula Masa ∆κ/a λ/a

e 0.51MeV −0.810897 1.0812

µ 105.65MeV −0.810893 1.08126

τ 1776.82MeV −0.809701 1.09089

u 2.3MeV 1.62179 −2.16239

d 4.8MeV −0.810897 1.0812

c 1.275GeV 1.62067 −2.17347

s 95MeV −0.811506 1.08166

t 173.5GeV 3.44384 0.127212

b 4.65MeV 1.12661 −0.210473

γ
W±

Z
80.38GeV
91.18GeV

−4.90503 −1.10653

H 125.10GeV −2.93792 −0.0647176

Tabla 5.1: Contribución de cada partícula del Modelo Estándar usual a los factores de forma ∆κ
y λ dados en unidades de a = α/4π.

En donde se aprecia que la contribución dominante viene del sector de Yang-Mills, del quark
top y del bosón de Higgs.

Una parte importante de esta tesis se dedicó además a estudiar una teoría de Yang-Mills pura,
extendida a dimensiones extra universales. Se discutió el paralelismo que existe entre el mecanismo
de Higgs y el protocolo de compactificación. Los aspectos más relevantes que resultaron de este
análisis son los siguientes:

Primero se mapearon canónicamente objetos covariantes del grupo de Lorentz extendido, en
objetos covariantes del grupo de Lorentz usual.

SO(1, 3 + n) −→ SO(1, 3) (5.1)
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AaM (x, x̄) 7→ {Aaµ(x, x̄),Aaµ̄(x, x̄)} (5.2a)

FaMN (x, x̄) 7→ {Faµν(x, x̄), Faµν̄(x, x̄), Faµ̄ν̄(x, x̄)} (5.2b)

En un segundo paso, se eliminó el carácter dinámico del grupo ISO(n). Para esto, se asumió
un conjunto completo de funciones {f (m)} definidas en la variedad compacta, y se descompuso
a los campos Aaµ(x, x̄), Aaµ̄(x, x̄) y a los parámetros αa(x, x̄) en esta base de Fourier. Es a
través de este mapeo, que los grados de libertad que cuentan las coordenadas x̄, se esconden
ahora en las torres infinitas A(m)a

µ (x), A(m)a
µ̄ (x) y α(m)a(x). Este mapeo es inequívocamente

canónico, pues conserva los paréntesis de Poisson fundamentales de la teoría.

Para recuperar la teoría usual 4-dimensional en el límite de grandes distancias, se postuló
que la función constante f (0) esté dentro del conjunto completo de funciones. Más aún, todo
campo que no tenga un análogo en la teoría 4-dimensional, no posee componentes a lo largo
de f (0), pues esta función es la unica completamente independiente de los detalles geométricos
de la variedad compacta.

Esta proposición nos condujo a dividir al conjunto completo de funciones en dos: uno de
funciones pares {f (0)

E , f
(m)
E } y otro de impares {f (m)

O }. Los campos que sí tengan una con-
traparte 4-dimensional estarán dados en términos de funciones pares y lo contrario para los
que no.

Como consecuencia de esto, se identifica a los campos A(0)a
µ como las conexiones del grupo

4-dimensional y a α(0)a como sus parámetros de norma; que determinan las SGT. Identifi-
camos, además, a las excitaciones vectoriales A(m)a

µ como las conexiones restantes del grupo
extendido y a α(m)a como sus parámetros de norma, que definen las NSGT. La relación de
estos últimos es uno a uno. Los escalares A(m)a

µ̄ no son campos de norma.

Se introducen estas expansiones de Fourier en la curvatura, y se integran las coordenadas
extra x̄, para obtener 3 sectores remarcables: Un sector Vector-Vector, un Vector-Escalar y
un Escalar-Escalar. El segundo es el homólogo de un sector cinético de Higgs, ya que es aquí
donde surge el término de masa para las conexiones A(m)a

µ . Y el tercero es el equivalente a
un potencial de Higgs, pues en este se origina la masa de los escalares A(m)a

µ̄ .

La discusión llevada hasta este punto es completamente general, pues no se ha asumido nada
sobre la geometría de la variedad compacta. Para satisfacer paridad, se introduce un producto
directo de n copias del Orbifold S1/Z2 como variedad compacta.

Para definir las masas se postuló a la observable P̄ 2 = Pµ̄Pµ̄ para generar dicho conjunto
completo de funciones. Esto resulta en un espectro discretizado de momentos, además, se hace
evidente que el mecanismo para dotar de masa a los campos A(m)a

µ y A(m)a
µ̄ está contenido

en el mecanismo de compactificación en sí. Se encuentra que por cada excitación vectorial
A

(m)a
µ , existe un pseudo bosón de Goldstone A(m)a

G ; además de n− 1 escalares A(m)a
n̄ .

La contribución más importante de esta tesis es aplicar todo este conocimiento para calcular
los factores de forma ∆κ y λ; dados por las excitaciones de Kaluza-Klein del Higgs sobre el
vértice W+W−γ. El propósito de esto es mostrar como realizar cálculos a orden de un lazo en
dimensiones extra.

En general, una amplitud ΠED será proporcional a dos sumas infinitas: Una contínua y una
discreta. La primera sobre el momento que circula en el loop y la segunda sobre todos los índices
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de Fourier. Ambas pueden ser tratadas simultáneamente con regularización dimensional. La suma
contínua se resuelve con la función Gamma. Se tiene entonces

ΠED ∝
∑
(m)

Γ
(
N − 2 +

ε

2

) (
∆2
ED

)−(N−2+ ε
2 ) (5.3)

Se encuentra que el denominador puede expresarse como ∆2
ED = k2

(m) + ∆2
4D, y en algunos casos,

esto abre la oportunidad de aplicar una segunda parametrización de Feynman. La naturaleza
de los índices de Fourier nos permite expresar la suma discreta como una función l-dimensional
inhomogénea de Epstein; de la cual podemos usar sus resultados bien estudiados. Como desenlace,
encontramos que los resultados se expresan como un producto de estas dos funciones vitales: la
función Gamma y la función de Epstein, como se ve en el resultado obtenido para λEDH :

λEDH = −
(
R−2

4πµ2

)− ε2
IP fλ(x, y)

∫ 1

0

dzz
ε
2 (R−2)−2

n∑
`=1

(
n

l

)
Γ
(

2 +
ε

2

)
E
c2H
`

(
2 +

ε

2

)
. (5.4)

Es muy interesante notar que ambas funciones no pueden ser divergentes simultáneamente.

Para poder concluir con resultados numéricos, es necesario considerar el resto de las contribu-
ciones al vértice; dadas por las torres vectoriales W (m)±

µ , Z(m)
µ , sus escalares W (m)±

n̄ , Z(m)
n̄ y el

resto de los sectores del Modelo Estándar extendido. Este cometido se dejará para un trabajo a
futuro.
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Apéndice A

Reglas de Feynman

A.1. Reglas de Feynman Sector Fermiónico

De los lagrangianos del sector de corrientes leptónico 1.142 y del sector de corrientes de quarks
1.154 se deducen las siguientes reglas de Feynman necesarias para el cálculo.

` `

Aµ

= ieQ`γµ , Q` = −1 para e, µ, τ . (A.1)

q q

Aµ

= ieQqγµ , Q` =
2

3
para q=U y Q` = −1

3
para q=D . (A.2)

` ν`

Wα+

=
ig√

2
γαPL =

` ν`

Wα−

, (A.3)

donde PL = 1
2 (1− γ5) es el operador de proyección izquierda.

U D

Wα+

=
ig√

2
γαPL =

D U

Wα−

. (A.4)
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A.2. REGLAS DE FEYNMAN DEL SECTOR BOSÓNICO

A.2. Reglas de Feynman del Sector Bosónico

La contribución de los bosones de norma W±, Z y el bosón de Higgs H, se da por medio de
las interacciones del sector de Higgs 1.93 y del sector de Yang-Mills 1.106; de donde se obtienen
las siguientes reglas de Feynman.

W+
µ W−

ν

H

= ig mW gµν (A.5)

W+
ν (k2) W−

λ (k3)

Aµ(k1)

= −ie [(k1 − k2)λgµν + (k2 − k3)µgνλ + (k3 − k1)νgλµ] (A.6)

W+
ν (k2) W−

λ (k3)

Zµ(k1)

= −ig cosθw [(k1 − k2)λgµν + (k2 − k3)µgνλ + (k3 − k1)νgλµ]

(A.7)

W+
ν

W+
λ W−

ρ

W+
µ

= ig2 Sµν,λρ (A.8)

Aν

W+
λ W−

ρ

Aµ

= −ie2 Sµν,λρ (A.9)
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Zν

W+
λ W−

ρ

Aµ

= −ieg cosθwSµν,λρ (A.10)

Donde Sµν,λρ = 2gµνgλρ − gµλgνρ − gµρgνλ.

Las reglas de Feynman utilizadas en esta tesis se tomaron de [37].
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Apéndice B

Derivadas de las funciones de
Passarino Veltman

B.1. Derivadas de funciones B0

Con ayuda del Paquete X [56], en donde se toma la convención D = 4 − 2ε, se obtienen las
soluciones de las funciones B0 de interés. Con ayuda del software Mathematica, se derivan estas
funciones respecto a q2 y después se toma cuidadosamente el límite cuando q2 → 0.

La solución de la función B0(4q2,m2
D,m

2
D) es:

B0(4q2,m2
D,m

2
D) =

1

ε
− γE + log(4π)− log

(
m2
D

µ2

)
+

√
q2(4q2 − 4m2

D)

2q2
log

(
2
√
q2(4q2 − 4m2

D) + 2m2
D − 4q2

2m2
D

)
+ 2,

(B.1)

Se tiene que,

ĺım
q2→0

dB0(4q2,m2
D,m

2
D)

dq2
=

2

3m2
D

. (B.2)

El cual concuerda con el resultado encontrado por Stuart y colaboradores [109]. Esta derivada se
emplea en el sector de corrientes de quarks, de leptones, de Higgs y de Yang-Mills.

La solución de la función B0(m2
W + q2,m2

D,m
2
U ) es

B0(m2
W + q2,m2

D,m
2
U ) =

1

ε
− γE + log(4π)− log

(
m2
U

µ2

)
− m2

D −m2
U +m2

W + q2

2(m2
W + q2)

log

(
m2
D

m2
U

)
+

√
R

m2
W + q2

log

(√
R+m2

D +m2
U −m2

W − q2

2mDmU

)
+ 2,

(B.3)

donde R = m4
D − 2m2

Dm
2
U − 2m2

Dm
2
W − 2m2

Dq
2 +m4

U − 2m2
Um

2
W − 2m2

Uq
2 +m4

W + 2m2
W q

2 + q4.

83



APÉNDICE B. DERIVADAS DE LAS FUNCIONES DE PASSARINO VELTMAN
B.1. DERIVADAS DE FUNCIONES B0

El límite de su derivada respecto a q2, cuando q2 → 0 es

ĺım
q2→0

dB0(m2
W + q2,m2

D,m
2
U )

dq2
=
m2
D −m2

U

2m4
W

log

(
m2
D

m2
U

)
− 1

m2
W

−
(
m4
D −m2

D(2m2
U +m2

W ) +m4
U −m2

Um
2
W

m4
W

√
S

)

· log
(√
S +m2

D +m2
U −m2

W

2mDmU

)
,

(B.4)

donde S = m4
D − 2m2

D(m2
U + m2

W ) + (m2
U − m2

W )2. Esta derivada se emplea únicamente en el
sector de corrientes de quarks.

La solución de la función B0(m2
W + q2,m2

D, 0) es la siguiente

B0(m2
W + q2,m2

D, 0) =
1

ε
− γE + log(4π)− log

(
m2
D

µ2

)
+
−m2

D +m2
W + q2

m2
W + q2

log

(
m2
D

m2
D −m2

W − q2

)
+ 2

(B.5)

Su derivada respecto a q2 cuando q2 → 0 es

ĺım
q2→0

dB0(m2
W + q2,m2

D, 0)

dq2
=

1

m4
W

(
m2
D log

(
m2
D

m2
D −m2

W

)
−m2

W

)
, (B.6)

Esta se emplea unicamente en el sector de corrientes leptónico.

Para la última función B0(m2
W + q2,m2

H ,m
2
W ), la solución es

B0(m2
W + q2,m2

H ,m
2
W ) =

1

ε
− γE + log(4π)− log

(
m2
H

µ2

)
+
m2
H − 2m2

W − q2

2(m2
W + q2)

log

(
m2
H

m2
W

)
+

(√
m4
H − 4m2

Hm
2
W − 2m2

Hq
2 + q4

m2
W + q2

)

· log
(√

m4
H − 4m2

Hm
2
W − 2m2

Hq
2 + q4 +m2

H − q2

2mHmW

)
+ 2

(B.7)

Se tiene entonces que

ĺım
q2→0

dB0(m2
W + q2,m2

H ,m
2
W )

dq2
=
m2
H −m2

W

2m4
W

log

(
m2
H

m2
W

)
− m4

H − 3m2
Hm

2
W

m4
W

√
m4
H − 4m2

Hm
2
W

log

(√
m4
H − 4m2

Hm
2
W +m2

H

2mHmW

)
− 1

m2
W

,

(B.8)

Esta derivada se utiliza en el sector cinético de Higgs y en la contribución del bosón neutro Z.
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B.2. Derivadas de funciones C0

Para lidiar con las derivadas de las funciones C0 se emplea parametrización de Feynman [102],
posteriormente se calcula la derivada respecto de q2 y finalmente se toma el límite cuando q2 → 0.

La función C0(4q2,m2
W + q2,m2

W + q2,m2
D,m

2
D,m

2
U ) se puede parametrizar como sigue

C0(4q2, . . . ,m2
U ) =

1

iπ2

∫
d4k

1

[(k − p− q)2 −m2
D][(k − p+ q)2 −m2

D][k2 −m2
U ]

=

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy
Γ(3)

iπ2

∫
d4k

{
[(k − p− q)2 −m2

D]x+ [(k − p+ q)2 −m2
D]y

+ [k2 −m2
U ](1− x− y)

}−3

=

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy
Γ(3)

iπ2

∫
d4k

1

[(k − `)2 −∆2
1]3

(B.9)

donde ` = p(x+ y) + q(x− y) y ∆2
1 = m2

W [(x+ y)2 − (x+ y)] + q2[(x− y)2 − (x+ y)] +m2
D(x+

y) +m2
U (1− x− y). Haciendo el cambio de variable k → k + `, y usando la siguiente fórmula [33]

Γ(3)

iπ2

∫
d4k

1

(k2 −∆2
1)3

= − 1

∆2
1

, (B.10)

se tiene

C0(4q2, . . . ,m2
U ) = −

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy
1

∆2
1

(B.11)

Por lo tanto

ĺım
q2→0

dC0(4q2, . . . ,m2
U )

dq2
=

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy
[(x− y)2 − (x+ y)](

m2
W [(x+ y)2 − (x+ y)] +m2

D(x+ y) +m2
U (1− x− y)

)2
=

1

m4
W

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy
[(x− y)2 − (x+ y)](

(x+ y)2 − (x+ y) + δ(x+ y) + ν(1− x− y)
)2

≡ 1

m4
W

I1

(B.12)

donde se hizo δ = m2
D/m

2
W y ν = m2

U/m
2
W . Con ayuda de Mathematica se realiza esta integral

I1 = − 1

6δQ 3
2

{
δQ 3

2 log(ν) +
√
Q
(
δ(−Q)log(δ)− 2(δ2 − δν + δ + 2ν − 2)

)
− 2δ

(
δ3 − 3δ2(ν + 1) + 3δ(ν2 − 5)− (ν − 1)3

)
tan−1

(
δ − ν + 1√

Q

)
− 4δ

(
9δ − 3ν − 1

)
tan−1

(
δ − ν + 1√

Q

)
+ 2δ

(
δ3 − 3δ2(ν + 1) + 3δ(ν2 + 1)− ν3 + 3ν2 − 9ν − 1

)
tan−1

(
δ − ν − 1√

Q

)
(B.13)
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donde Q = −δ2 +2δ(ν+1)− (ν−1)2. Esta integral únicamente se emplea en el sector de corrientes
de quarks.

Para la función C0(4q2,m2
W + q2,m2

W + q2,m2
D,m

2
D, 0) utilizada en la contribución leptónica,

se tiene la misma parametrización de Feynman que en el caso anterior, pero con m2
U = 0. Por lo

tanto se tiene

ĺım
q2→0

dC0(4q2, . . . , 0)

dq2
=

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy
[(x− y)2 − (x+ y)](

m2
W [(x+ y)2 − (x+ y)] +m2

D(x+ y))
)2 (B.14)

Usando Mathematica se obtiene

ĺım
q2→0

dC0(4q2, . . . , 0)

dq2
= − 1

3m2
Dm

4
W (m2

D −m2
W )

{
m2
W (−(m2

D + 2m2
W ))

+ (m4
D −m2

Dm
2
W )log(m2

D) + (m2
Dm

2
W −m4

D)log(m2
D −m2

W )

} (B.15)

La última función empleada, C0(4q2,m2
W + q2,m2

W + q2,m2
W ,m

2
W ,m

2
H) se puede parametrizar

de la siguiente manera

C0(4q2, . . . ,m2
H) =

1

iπ2

∫
d4k

1

[(k − p− q)2 −m2
W ][(k − p+ q)2 −m2

W ][k2 −m2
H ]

=

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy
Γ(3)

iπ2

∫
d4k

{
[(k − p− q)2 −m2

W ]x+ [(k − p+ q)2 −m2
W ]y

+ [k2 −m2
H ](1− x− y)

}−3

=

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy
Γ(3)

iπ2

∫
d4k

1

[(k − `)2 −∆2
2]3

(B.16)

donde ` = p(x+y)+q(x−y) y ∆2
2 = m2

W (x+y)2 +q2[(x−y)2− (x+y)]+m2
H(1−x−y). Haciendo

el cambio de variable k → k + `, y usando nuevamente el resultado (B.10), se tiene

C0(4q2, . . . ,m2
H) = −

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy
1

∆2
2

, (B.17)

por lo tanto,

ĺım
q2→0

dC0(4q2, . . . ,m2
H)

dq2
=

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy
[(x− y)2 − (x+ y)](

m2
W (x+ y)2 +m2

H(1− x− y)
)2

=
16

m4
H

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy
[(x− y)2 − (x+ y)](

τ(x+ y)2 + 4(1− x− y)
)2

≡ 16

m4
H

I2

. (B.18)

Donde se tomó τ = 4
m2
W

m2
H
. Usando Mathematica obtenemos la solución a esta integral
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I2 =
1

12(τ − 1)
3
2 τ2

{(
− 3τ2 + 6τ − 4

)
tan−1

(
1√
τ − 1

)
+
(
− 3τ2 + 6τ − 4

)
tan−1

(
τ − 2

2
√
τ − 1

)
+
√
τ − 1 (τ − 2τ log(4) + 2(τ − 1)log(τ) + log(16))

}
.

(B.19)
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