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Introduccion

Este trabajo se divide en tres partes, la primera corresponde a la base
tedrica en la que se resumen resultados de la teoria de conjuntos convexos
(Capitulo 1). Inicia con una descripcién de los conceptos bésicos de la
teoria de conjuntos convexos y continda con una revision de la teoria
de los sistemas lineales semi-infinitos. El propdsito de este apartado es
establecer un marco teérico adecuado para los apartados posteriores.

En la segunda parte de este trabajo, Capitulo 2, nos dedicamos al
estudio de cinco caracterizaciones de conjuntos cerrados convexos. Theo-
dore Motzkin demostré, en 1936, que cualquier conjunto poliédrico con-
vexo se puede expresar como la suma (de Minkowski) de un politopo y un
cono convexo poliédrico. En este capitulo proporcionamos cinco carac-
terizaciones de una clase mas grande de conjuntos convexos cerrados, en
espacios Euclideos de dimension finita, que son la suma de un conjunto
compacto con un cono convexo cerrado. Estas caracterizaciones involu-
cran diferentes tipos de representaciones de conjuntos convexos cerrados,
como las funciones de soporte , conos duales y sistemas lineales. Ademas,
analizamos las relaciones entre estas representaciones. Discutimos, tam-
bién, la informacién que se obtiene cuando relacionamos un conjunto
convexo cerrado F' y el problema de optimizacién lineal paramétrico de
un conjunto factible F' en cada una de sus representaciones, incluida la

representaciéon de Motzkin.



Un conjunto F' C R™ es representable en el sentido de Motzkin (M-
representable) si existe un conjunto compacto convexo C'y un cono con-
vexo cerrado D tal que F' = C'+ D. Decimos entonces que C'+ D es una
representacion de Motzkin de F', con componentes compactos y cénicos
C'y D, respectivamente. Una representacion de Motzkin de F' es minima
siempre que su componente compacta sea lo mas pequena posible. Los
conjuntos M-representables con componente conica R™ se han utilizado
en teoria de juegos, bajo el nombre de conjuntos generados compacta-

mente y conjuntos comprensivos ([38]).

Una representacién de Motzkin puede considerarse como un nuevo
tipo de representacion para una importante clase de conjuntos convexos
cerrados. Las caracterizaciones de conjuntos M-representables, que se
proporcionan en este trabajo, incluyen otros tipos de representaciones,
como las funciones indicadoras y de soporte (ver, e.g., [31] y [43]), y otro
menos popular, como sistemas de desigualdades lineales y conos duales,

que recordamos en el Capitulo 1.

Iniciamos el Capitulo 2 con el estudio de los diferentes tipos de re-
presentacién analizamos la forma en que se obtienen dichas representa-
ciones y cémo se les puede explotar con el fin de obtener informacién
acerca de los conjuntos cerrados convexos y del problema de programa-
ciéon paramétrica, que se introducira en la Seccién 1.3.1. La Seccién 2.1
proporciona representaciones lineales de los conjuntos cerrados y con-
vexos, para ciertas familias de semi-espacios de soporte y se extiende
el teorema de eliminacién de Fourier para conjuntos convexos cerrados,
cuya versién cldsica (ver [44] y sus referencias) proporciona represen-
taciones lineales de las proyecciones de un conjunto convexo poliédrico
dado, sobre el conjunto de coordenadas de los hiperplanos. Cabe mencio-
nar que el método de eliminacién de Fourier clasico extiende el método

de Gauss al permitir eliminar, una a una, las variables de un sistema de
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inecuaciones lineales ordinario. En términos geométricos, la eliminacién
de una variable x; se puede interpretar como la proyecciéon ortogonal
sobre el hiperplano z; = 0, del conjunto solucién del sistema. Siendo
precisos, a partir de una representacién externa del F', o, se obtiene una

representacién externa del proyeccion F', el sistema reducido 6.

En la Seccién 2.2 analizamos representaciones coénicas de conjuntos
convexos cerrados, proporcionamos caracterizaciones de conos cerrados
convexos y formulamos la representacion cénica de intersecciones y su-
mas de conjuntos convexos cerrados. En el Capitulo 2.3 caracterizamos
los conjuntos M-representables de cinco maneras diferentes y obtenemos
una féormula para el calculo efectivo de una componente compacta de
un conjunto M-representable. La féormula sencilla se deriva de la demos-
tracién constructiva de la generalizacion del teorema clasico de descom-
posicién para conjuntos convexos poliédricos debido a Motzkin ([39]),
mientras que la parte complementaria, que involucra cierto conjunto de

Pareto, proporciona la representacion minima de Motzkin.

Las representaciones lineales forman, ademas, uno de los principales
motivos de consideracién, pues surgen en numerosas areas tales como
analisis funcional, programacién lineal semi-infinita, entre otras. En par-
ticular, la representacion lineal de un conjunto, mediante un sistema de
infinitas desigualdades, descrito como o = {ajx > b;,t € T}, donde T re-
presenta un conjunto de indices arbitrario fijo; a;, b; son las imédgenes de
t,cont € T, de las funciones a : T'— R" y b : T' — R, respectivamente.
Este tipo de sistemas se llaman también sistemas lineales semi-infinitos
(SLSI). Todos los resultados que se presentan en este capitulo son origi-

nales y estdn publicados en [11].

Finalmente, en la tercera parte de este trabajo, Capitulo 3, aportamos
una clase de algoritmos numeéricos dedicados a resolver el problema de

factibilidad de un SLSI.



La teoria de los sistemas lineales semi-infinitos (SLSI) estd ya bas-
tante madura (véase [10]), mientras que se conocen pocos algoritmos
numéricos para decidir si un sistema dado es consistente o no y para
hallar una solucién en el primer caso, que son los problemas centrales

relacionados con este tipo de sistemas.

Por otro lado, es bien sabido que el problema de la factibilidad de
sistemas lineales ordinarios, que consiste en el calculo de una solucién del
sistema, es computacionalmente equivalente al problema de programa-
cién lineal. De ahi que exista una abundante literatura acerca del trata-
miento numérico para el problema de la factibilidad de sistemas lineales
ordinarios. La equivalencia mencionada desaparece cuando el nimero de
restricciones o de variables es infinito, por lo que los métodos numéricos
para SLSI son, hasta cierto punto, independientes de los métodos para
problemas de programacion lineal semi-infinita (PLSI), véase [15]. Hasta
ahora, poco se ha dicho acerca del tratamiento numérico de los SLSI en
R™ [16].

Algunos métodos numéricos, para una cierta clase de SLSI en R(T)
que surgen en la teoria econdémica, los cuales son llamados sistemas de
diferencias lineales, se pueden encontrar en [42]. Desde el punto de vista
numérico, Hu y Jeroslow han aportado diversas herramientas para el
problema de factibilidad, por ejemplo, Jeroslow considera este problema,

pero sélo para una clase particular de sistemas, para T'= N.

Remarcamos que en el trabajo se presentan dos métodos que tratan
con el problema de factibilidad, pero desde el punto de vista analitico
(véase Métodos de Fourier y Motzkin en el Capitulo 2). La combina-
cion de estas dos vertientes, distintas desde el punto de vista analitico
y numérico (algoritmos de relajacién), son una novedosa forma de tra-
tar el problema de factibilidad, estos tultimos debido a la eleccién de

pardmetros que sélo dependen de un término constante, lo que muestra
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una mayor flexibilidad, en comparacién con los métodos propuestos por
Hu y Jeroslow, métodos que requieren condiciones muy restrictivas en la
eleccién de los datos nominales.

Iniciamos el Capitulo 3 proponiendo una clase de algoritmos llamados
métodos de relajacion extendidos (MRE), los cuales extienden la idea del
método de relajacién para sistemas ordinarios, es decir, cuando |T| < oo.
En la Seccién 3.1 describimos el MRE, basados en [44] y probamos, en
el Teorema 30, su convergencia para cualquier clase de SLSI (continuo,
polinémico, LOP, etcétera, véase apartado 1.3.1). La demostracién de
este teorema utiliza ideas geométricas basadas en reflexiones de puntos,
que genera el algoritmo, sobre uno de sus hiperplanos violados y mas
alejados de éste. La Seccién 3.2, con algunas suposiciones adicionales en
el conjunto de datos a; y by, estd dedicado al estudio de encontrar una
cota para el anélisis de la rapidez de convergencia del MRE. Nos basamos
en las ideas que presenta Hu en [32] (Teorema 2), y probamos que la
razén de convergencia (Teorema 34), es lineal. Finalizamos este capitulo,
apartado 3.3, presentando el desempeno del MRE aplicado en algunos
ejemplos de prueba tomados de la literatura. Los resultados logrados en
este capitulo fueron parcialmente anunciados en [25], y posteriormente

publicados en [26], [27], ¥ [28].



Capitulo 1

Notaciones y definiciones

basicas

En este apartado recordamos algunas nociones bésicas con el objetivo
de de fijar una notacién y una terminologia coherente e inequivoca para
el resto del trabajo. Los apartados 1.3 y 1.2, inician con la presentacién
de algunos conceptos y resultados de la teoria de los conjuntos convexos
y el apartado 1.3.1 contintia con una revisién de la teoria de los sistemas
lineales semi-infinitos (SLSI), incluyendo el Lema de Farkas extendido
y la geometria del conjunto solucién. Las referencias bésicas son [23] y

[43].

1.1. Definiciones basicas

A lo largo del trabajo utilizamos la siguiente notacién. El producto
escalar de z,y € RP, se denota por z’y, o bien por (z,y), mientras que
|z|| denota la norma Euclidea de = y 0, denota el vector cero en RP.

Dado C C R", C # (), la envoltura lineal de C es el menor subespacio
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vectorial que contiene a C, denotado por span C. La envoltura afin de C
se define como la menor variedad afin que contiene a C| y la representa-
remos por aff C.

El conjunto C' C R™ es convezo si (1 — N)x + Ay € C, cualesquiera
que sean x, y € C' 'y A € [0,1]. Por convenio, ) también es convexo.
La dimension de C # () es la de su envoltura afin, es decir, dim C' :=
dim aff C.

La envoltura convexa de un conjunto C' C R™ es el menor conjunto
convexo que lo contiene. Se denota por convC' y es la interseccién de
todos los conjuntos convexos que contienen a C. Obviamente, conv () = ().

Un conjunto K, tal que 0,, € K C R”, es un cono si Az € K cuales-
quiera que sean x € K y A > 0.

La envoltura cénica (se sobreentiende que convexa) de un conjunto
C C R™ es el menor cono convexo que contiene a C. Se denota por
cone C' y es la interseccion de todos los conos convexos que contienen a
C. Obviamente, cone ) = {0,,}.

Sea C' C R™ un conjunto convexo no vacio. Un conjunto convexo X C
C es una cara de C si para todo par v* # v? de C tal que XN]v!, v?[# 0
se tiene Jul, v?[C X, donde Jvol, v?[;= {(1 + A\) v+ M? |0 < A < 1} C C.

Por convenio, el conjunto vacio también se considera una cara de C.
Los puntos extremos, aristas y facetas de C, son las caras de dimensién
0, 1 y n — 1, respectivamente.

Un conjunto no vacio de R™ es un poliedro si es el conjunto de solu-
ciones de un sistema finito de inecuaciones lineales.

Los politopos son los poliedros convexos acotados y los conjuntos
cuasipoliédricos, definidos por Klee, son aquellos subconjuntos de R”™
cuyas intersecciones con politopos son politopos.

Un par de conjuntos no vacios C; y Co en R" estan débilmente se-

parados por un hiperplano H := {x € R" | 'z = b}, donde ¢ € R" y



beR,si
mf{a'x —b|z e C} >0>sup{ad'z—b|x e Cy}.

El hiperplano H separa a Cy y Cy fuertemente si las desigualdades an-
teriores son estrictas. Si (C; UCy) \ H # (), entonces se dice que C; y Co

se separan propiamente.

Teorema 1 [43, Teo. 11.4] Sean Cy y Cy conjuntos convexos no vacios
en R™. Existe un hiperplano que separa fuertemente a Cy y Co si, y sélo
St,

f{||lz —y|| | z € C1,y € C2} > 0,

es decir, 0, & cl(Cy \ C2).

Sea V un espacio vectorial lineal real, y C' C V un conjunto convexo

no vacio. Se define el cono de recesion de C' como
07C = {w € V| para todo v € C'y para todo p > 0 tenemos v+puw € C},
y el cono de direcciones factibles de C en v € C' se define como

D(C,v) :={w eV |v+ pw € C, para algin u > 0}.

Si C C R” es un cono convexo que contiene al origen, entonces 07C = C.
Si C # 0 es un cono convexo en R™, se define el cono polar positivo

de C por
C°:={u € R" | para todo z € C se tiene v’z > —1}.

Obsérvese que, para todo v € C, D(C,v) = cone{C — v}.

Si C c R", al conjunto 07C N (—0*C), donde —0TC = {—v | v €
0T C}, se le llama espacio de linealidad de C'y se denota por lin C. Este
consiste del vector cero y de todos los vectores no nulos w tales que, para

cada v € C, la linea a través de v en la direccién de w esta incluida en

C.
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Un cono convexo es puntiagudo cuando contiene rectas, es decir, si
su espacio de linealidad se reduce al vector cero.

Denotamos por int C', clC y bd C' de un subconjunto C' cualquiera
de RP, a los conjuntos interior, clausura y frontera, respectivamente.
Si el conjunto C' es convexo, se definen los conjuntos interior relativo
y frontera relativa de C, como el interior y la frontera de C' cuando se
considera C' como subconjunto de aff C' con la topologia inducida por RP.
Los denotamos por rint C'y rbd C'. Mientras que B(C') := {y € R” |existe
B € R tal que, para todo x € C se tiene 'y < 8} denotara el cono barrera
de C. Un hiperplano H es de soporte para X enunpuntox € X,siz € H
y X estd contenido en uno de los semiespacios cerrados que determina
H. Un punto frontera z, de un conjunto convexo cerrado C, se llama
suave cuando existe un tnico hiperplano de soporte de C en x.

Los mapeos lineales y matrices se denotan como es usual. Dado un
mapeo lineal A, su mapeo adjunto se denota por A*.

Dado z = (z1,...,xp) denotamos por  al resultado de eliminar la
ultima componente, i.e., T = (1,...,2p—1) . Identificamos T con la pro-
yeccién ortogonal de x € RP sobre el hiperplano z, = 0, digamos (Z,0).
De manera coherente, identificamos X = {Z : © € X} con la proyeccién
ortogonal de X sobre x, = 0. Dado h : RP — RU{+o00c}, denotamos por
dom h, gph h, y epih su dominio, su grdfica y su epigrafo, mientras que
Vh(x)y Oh(x) denotan el gradiente y el subdiferencial convexo de h en
x € dom h. El conjugado de h es la funcién h* : RP — RU{+oc0} tal que
h*(u) := sup{(u,z) — h(x) : € domh}.

El conjunto X C RP se representa de una manera tinica por su funcion
indicadora

0, size X
Ox (x) :=

+00, en otro caso.

La funcidon de soporte de X # 0 es 0% (y) = sup{(y,z) :x € X}, cu-



yo dominio es domdy = B(X). Si X es cerrado y convexo, entonces
B(X)° = — (07 X) (ver, por ejemplo, Teorema 10) y §%* = dx. La tlti-
ma ecuacién implica la existencia de una biyeccién entre el conjunto
convexo cerrado no vacio y las funciones convexas propias semicontinuas

inferiores que son positivamente homogéneas.

1.2. Resultados de la teoria de conjuntos

convexos

En este apartado presentamos resultados de la teoria de conjuntos
convexos que seran la base para sustentar la teoria desarrollada a lo

largo del Capitulo 2.

Teorema 2 [}3, Teo. 9.1] Sean C C R™ un conjunto convero no vacio

y A:R™ = RP una aplicacion lineal tal que
(ker A)Ncl0TC ClinclC.
Entonces:
1. dA(C) = A(clC) y
2. A(cl0TC) = 01 (cl A(C)).

Teorema 3 [23, Teo. 14.6.1] Sea C un conjunto convexo cerrado en R™

que contiene al origen. Entonces:
1. dimC° = n — dimlin C;
2. dimlinC° =n — dim C;

3. dim(C° N (lin C°)1) = dim(C'N(lin C)1), donde L indica el subes-

pacio ortogonal.

10
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Dado un sistema o = {a,xz > b, t € T}, una inecuacién es redundante

cuando su eliminacién no afecta al conjunto de soluciones.

Teorema 4 [43, Teo. 9.1] Sea C un conjunto convexo no vacio en R™,
y sea A una transformacion lineal de R™ a R™. Supongase que cada
vector no nulo z € 07 (c1C) A(z) = 0, pertenece al espacio de linealidad
de clC. Entonces cl(A(C)) = A(clC), y 0T A(clC) = A(0F(cl1C)). En
particular, si C es cerrado, y z = 0 es el tinico z € 0YC tal que A(z) =

Om, entonces A(C) es cerrado.

Teorema 5 [43, Cor. 9.1.3] Sean K3, ..., K,, conos converos no vacios
en R™ que cumplen con la siguiente condicion: si z; € clK; para i =
1,....muyz1+...4+2zm =0,, entonces z; pertenece al espacio de linea-

lidad de cl K; parai=1,...,m. Entonces
Ad(Ki4+...+ Kp)=c K +...+cl K.

Teorema 6 [43, Teo. 25.6] Sea f una funcion convexa cerrada tal que

dom f tiene interior no vacio. Entonces, para todo x € R™ tenemos
df(z) = cl(conv S(x)) + K(x),

donde K(x) es el cono normal a dom f en x (vacio si x ¢ dom f) y S(x)
es el conjunto de todos los limites de sucesiones de la forma V f(x1),

Vf(za),..., tal que [ es diferenciable en z; y x; tiende a x.

Para enunciar el siguiente teorema definimos el cono dual débil del

conjunto convexo cerrado F' C R™ como sigue
K= :={(a,b) € R""! | para todo z € F, d’z < b} = epidj.

Teorema 7 [18, Prop. 3.2] Sea F = Nic1F; # 0, donde F; es un con-

junto convexo cerrado con cono dual débil K=, i € I. Entonces

K< = clconv [UK;] .

el

11



Teorema 8 [43, Teo. 18.8] Un conjunto C C R™ cerrado y convezo tal

que dim C' = n es la interseccion de semi-espacios cerrados tangentes a

C.

Corolario 9 Sea C # (), convezo, si 0 < A < oo, entonces (AC)° =
Ao
Teorema 10 [43, Teo. 9.1] El polar del cono barrera de un conjunto

convezo no vacio C es el cono de recesion de C.

1.3. Sistemas lineales semi-infinitos

Los sistemas lineales semi-infinitos son los sistemas lineales en los que
el nimero de variables o el nimero de restricciones, pero no ambos, es
infinito. Nos interesan, en particular, aquellos en los que el nimero de
variables es finito y que pueden escribirse en la forma {ajz > b;,t € T'}.
Recordemos que T representa un conjunto de indices arbitrario fijo; ay,
by son las imagenes de t, t € T, por medio de las funciones a : T'— R" y
b: T — R, respectivamente. Los sistemas de este tipo surgen en campos
tan variados como la aproximacion funcional, el cdlculo subdiferencial,
las desigualdades variacionales, los problemas de momentos, la progra-
macién semi-infinita lineal (PLSI, cuyos sistemas de restricciones son
SLSI) y la optimizacién vectorial semi-infinita, como se muestra en los

siguientes ejemplos.

Ejemplo 1 Sean f : R™ — RU =+ {oco} y un punto ¢ € R" tal que
f () € R. El subdiferencial de f en 7, Of (), es el conjunto de las
soluciones del SLSI ¢ := {(t - f)/x +f(E)<f(t),te R"}. Entonces,
f es subdiferenciable en ¢ si, y sdlo si, o es consistente (es decir, 9 f (i) #
(). Los teoremas de existencia caracterizan las soluciones para un SLSI
dado 0. Los métodos de subgradientes requieren obtener una solucién de

o en el punto actual (problema de factibilidad).

12
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Ejemplo 2 Dados G : R® — R" y ) # F C R", el problema corres-
pondiente de desigualdad variacional consiste en hallar x € F tal que
G (z) (t —x) > 0 para todo t € F. Este problema se dice que es semi-
infinito (lineal) cuando F es el conjunto solucién de cierto sistema semi-
infinito (SLSI). En la literatura se pueden encontrar métodos numéricos
eficientes para problemas de desigualdades lineales variacionales semi-
infinitas (véase [15] y las referencias que ahi se encuentran), los cuales
prestan particular atencién al caso de aplicaciones constantes G' (en ese

caso, este problema se convierte en un SLSI cuyo conjunto de indices es

F).

El espacio de las sucesiones finitas generalizadas, denotado por R(T),
estd formado por las aplicaciones A : T' — R, tales que Ay # 0, sélo en
un subconjunto finito de 7. El cono convexo en R(T) de las sucesiones

finitas no negativas se denota por R&T).

Ejemplo 3 Sean m € R™ y T' C R un intervalo dado. Considérese el
problema de momentos, que consiste en determinar si m es el vector de
primeros momentos para una cierta distribuciéon de probabilidad discre-
ta sobre T. En otras palabras, nos preguntamos si existe una funcién
Ae R tal que Scp A = 1y Spep A (Lt oo ™) = (1,101, 0y ).
Este problema se puede formular como la determinacién de la consis-
tencia de cierto SLSI en R(™) o bien, en términos geométricos, como la
determinacién de que m € conv{(t,...,t"),t € T'} (este conjunto se llama

el cuerpo convexo ciclico).

Ejemplo 4 Sean f, v, ..., v, funciones escalares sobre un conjunto 7" ar-
bitrario (tipicamente, T' es un intervalo en Ry f,vy,...,v, € C(T)). Para
hallar una mejor aproximacién a f desde span{vy, ..., v, }, para la norma

de la convergencia uniforme sobre T, basta resolver el problema de PSIL

13



P: min x,4
st —py1 < f(8) = vz < Tpga, tET,

cuyo sistema de restricciones es un SLSI.

Ejemplo 5 Dado un problema de programacién multiobjetivo lineal cu-
yo sistema de restricciones, {ajz > b;,i =1,...,m}, no se conoce con
exactitud debido a errores de redondeo o errores de medida en los coe-
ficientes, la perspectiva conservadora o pesimista pretende asegurar la
factibilidad de la decisién tomada. Con tal fin se determinan los conjun-
tos de variabilidad de los vectores (a;,b;), es decir, conjuntos C; C R™*!
(por ejemplo, bolas para cierta norma) tales que se tiene la certeza de
que (a;,b;) € Cii = 1,...,m. En tal caso, el problema a resolver es
la busqueda de vectores eficientes sobre el conjunto solucién del SLSI

{a’z > b,(a,b) €T}, donde T = UCi'
i=1

1.3.1. Clases y resultados de la teoria de SLSI

Al igual que en la teoria de los sistemas lineales ordinarios, el resul-
tado bésico de la teoria de los SLSI es el Lema de Farkas, que caracteriza
las inecuaciones lineales homogéneas que son consecuencia de un siste-
ma, también homogéneo, o su versién no homogénea, que fue establecida
por Minkowski para los sistemas ordinarios. En esta seccién se presenta
la versién para SLSI. Versiones mds generales pueden encontrarse en [7],
29] y [30]).

Si o = {ajz > by, t € T} es una representacion lineal de F' (conjunto
de soluciones del sistema ). El sistema o es consistente si F' # (). Cuando
todos los coeficientes de una desigualdad lineal son cero, la desigualdad es

trivial. El sistema es trivial cuando todas sus desigualdades son triviales.

14
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La cara de F, de indice t € T, es el conjunto F; = {x € F | ajx = b;}.
Si a; # 0, entonces el indice t € T se llama indice propio. Decimos que
t € T (apx > by) es un indice portador (desigualdad portadora) de o
cuando Fy; = F. El conjunto de indices portadores se denota por 7.
Obviamente, si existe un cierto x € R™ tal que aja > b; para todo t € T,
entonces T, = (). Dichos puntos reciben el nombre de puntos de Slater.

Asociados al sistema o se definen los llamados primero y sequndo

cono de momentos,
M = cone{a;,t € T} y N =cone{(as,b),t €T},
y el cono caracteristico
K = cone{(at,b),t € T;(0,,—1)}.

Los tres conos juegan un papel importante en la teoria de los SLSI, en
particular, para caracterizar la existencia de una solucién ordinaria para
o ([1], [7] ¥ [24]). El dltimo cono es particularmente importante, puesto
que captura toda la informacién relevante sobre o.

Tras haber definido estos conos pasamos a formular el bien conocido

Lema de Farkas.

Lema 11 (Lema de Farkas generalizado) Sean a € R™ y b € R.

Los siguientes enunciados son equivalentes:
1. El sistema o U {a’z < b} es consistente.
2. (0p,1) ¢ cIN y (a,b) € clK.

Por el teorema de separacién, cualquier conjunto convexo cerrado
F CR" ) #F # R" es la intersecciéon de semiespacios cerrados. Asi,

F es el conjunto solucién de sistemas de la forma
o={aww >b,t €T}, (1.1)

15



donde T es un conjunto (posiblemente infinito), a; = (a1, ..., @) € R™
vy b; € R para todo t € T. Entonces se dice que ¢ es una representacion
lineal de F. Cualquier conjunto convexo cerrado admite infinitas repre-
sentaciones lineales. Decimos que ¢ es un sistema lineal ordinario si T
es finito y es un SLSI en otro caso. Los SLSI se han estudiado desde el
punto de vista de existencia de soluciones, redundancia y de la geometria
de F (ver, e.g., [19], [23], [33], v las referencias que ahi se citan).

Por ejemplo, el cono caracteristico y el primer cono de momentos
de una representacién lineal méxima de F son K (F') y su proyeccién
vertical [?(\F), respectivamente.

Dos resultados bésicos sobre SLSI involucran la clausura del cono

caracteristico: primero, o es consistente (i.e., F' # ) si, y sélo si,
(On, 1) & clcone{(at, by),t € T;(0,,—1)}

(teorema de existencia); y segundo, si F' # ), una desigualdad lineal
a’x > b es consecuencia de o (i.e., para todo x € F se tiene o’z > b ) si,
y s6lo si,
(a,b) € clcone{(a,b;),t € T;(0,,—1)} (1.2)
(Lema de Farkas no homogéneo).
La representacion conica de un conjunto convexo cerrado no vacio F’

es
K (F):= {(a,b) € R""! | para todo z € F se tiene a’z > b }.

Puesto que cualquier representacion lineal de F' es un subsistema de
{d’z > b,(a,b) € K (F)} por el teorema de representacién, éste también
es una representacion lineal de F', este sistema se llama representacion
lineal mazimal de F. Las representaciones cdnicas (también llamadas
conos de referencia o conos duales) proveen formulaciones duales para
la inclusién de conjuntos convexos cerrados (ver, e.g., el enfoque del

problema del contenedor de un conjunto en [35]).
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En [22] y [23] se han caracterizado diferentes familias de conjuntos
convexos cerrados no vacios en términos de las propiedades geométricas
de sus representaciones cénicas: F' es poliédrico, si y sélo si, K (F) tam-
bién es poliédrico, es compacto, si y sélo si, (0,,—1) € int K (F), y es
la suma de un conjunto convexo compacto con un subespacio lineal, si y
solo si, (0, —1) € rint K (F) (donde int K (F) y rint K (F') se entenderdn
como el interior y el interior relativo de K (F'), respectivamente).

Los conjuntos M-representables se pueden caracterizar mediante el

siguiente problema de optimizacién paramétrica (véase Capitulo 2):
P(c): Mingep cz,

con parametro ¢ € R™. Si F es el conjunto soluciéon de un SLSI, en-
tonces P (c¢) es un problema de PLSI con conjunto factible F. Repre-
sentamos por F* (¢) y v(c) el conjunto dptimo y el valor dptimo de
P (c), respectivamente. Los problemas de PLSI surgen frecuentemente
en economia, teoria de juegos, estadistica robusta, aproximacién funcio-
nal, etc. (ver, por ejemplo, la resefia [17]). Obsérvese que si F' es un
conjunto M-representable, entonces para todo ¢ € R™, P (c) es resoluble
(i.e., F* (c) # 0) o no acotado (v (¢) = —o0).

El siguiente capitulo se dedica a cada tipo de representacién, ana-
lizamos la forma en que se obtienen dichas representaciones y céomo se
les puede explotar con el fin de obtener informacién sobre F' y P (c).
En particular, la Seccién 2.1.1 proporciona representaciones lineales de
F para ciertas familias de semi-espacios de soporte y se extiende el teo-
rema de eliminacién de Fourier para conjuntos convexos cerrados, cuya
version clésica (ver [44] y sus referencias) proporciona representaciones
lineales de las proyecciones de un conjunto convexo poliédrico dado sobre
el conjunto de coordenadas de los hiperplanos.

En la Seccién 2.2 analizamos representaciones coénicas de conjuntos

convexos cerrados, proporcionamos caracterizaciones de conos cerrados
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convexos y formulamos la representacion cénica de intersecciones y su-
mas de conjuntos convexos cerrados.

En la Seccién 2.3 caracterizamos los conjuntos M-representables de
cinco maneras diferentes y obtenemos una férmula para el célculo efec-
tivo de una componente compacta de un conjunto M-representable. La
formula sencilla se deriva de la demostracion constructiva de la genera-
lizacién del clédsico teorema de descomposicion para conjuntos convexos
poliédricos debido a Motzkin ([39]), mientras que la parte complemen-
taria, que involucra cierto conjunto de Pareto, proporciona la represen-

tacion minima de Motzkin.
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Capitulo 2

Representaciones de

conjuntos convexos

En este capitulo estudiamos las representaciones lineales y cénicas
de un conjunto convexo cerrado dado, F' C R™, junto con el estudio de
las representaciones lineales de la imagen de F' bajo un mapeo lineal,
en particular analizamos el mapeo proyeccién ortogonal de F' sobre un
hiperplano dado.

Estudiamos también la caracterizaciéon de conos convexos cerrados en
términos de su representacion conica y las representaciones de Motzkin

junto con sus caracterizaciones.

2.1. Representaciones lineales

Cualquier conjunto convexo cerrado no vacio F' admite multiples re-
presentaciones lineales, todas ellas subsistemas de la representacién lineal

maxima de F,

{d’x > b, (a,b) € K (F)},
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pero en general no hay una representacion minima de F, como muestra

el siguiente ejemplo.
Ejemplo 6 Consideremos el sistema semi-infinito
{—(cost)zy — (sent)xe > —1,t € T},

con T = [0, 27] , que es una representacién lineal de F' = {z € R? : ||z|| <

\%

1}. No es dificil darse cuenta que el subsistema {—(cost)x; — (sent)z
—1,t € S}, con S C T, es una representacion lineal de F, si y sélo si, S
es denso en T. Puesto que no hay un subconjunto denso minimo de T,

entonces no hay una representacién lineal minima de F.

Sin embargo, podemos considerar el problema de cémo obtener re-
presentaciones lineales de F' que son minimas en algin sentido. Para el
caso en que para todo ¢ € R™ el problema P (c) sea resoluble, o bien,
no acotado (por ejemplo, cuando F' es M-representable), podemos pro-
ceder como sigue: para cada (a,b) € K (F) tal que |la|| =1y P (a) es
resoluble, elegimos un punto z(*? € bd F tal que para todo = € F te-
nemos a’z > a’z(*? | asi que @’z > b es consecuencia de a’z > a’z(?).

Entonces
{a’x > a/z(@Y (a,b) € T} , con T = {(a,b) € K (F) : |la]| = 1},

es una representacion lineal de F. Un sistema mas grande que el anterior
es:

{d'z >b,(a,b) € S},
con S := {(a,b) € T:a'x =b para algin z € bd F'}, que es una repre-
sentacion lineal de F' por medio de semi-espacios de soporte en los puntos
frontera de F. De hecho, de acuerdo con el Teorema 8, el siguiente resul-
tado muestra que el conjunto de indices S en esta tltima representacién

lineal se puede reemplazar por el conjunto mas pequeno

Q := {(a,b) € T | para algin punto suave x de F se tiene a’z = b} .
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La demostracién incluye una clase de funcional de separacién que se
utiliz6 en [2] para analizar la perturbacién de conjuntos convexos junto

con un resultado bien conocido de la teoria diferencial.

Teorema 12 Sea F g R™ un conjunto convexo cerrado con interior no
vacio y sea H la familia de todos los hiperplanos de en puntos suaves de
F. Entonces, cada punto en R™\ F' se puede separar estrictamente de F

por un miembro de H.

Demostracién. Sea zy € R"\ F y tomemos T € intF. Sin pérdi-
da de generalidad, supongamos 2o = 0, y Z = (0,_1,1)". Definamos
f:R" ! - RU{+oc} mediante f (y) := min{\ € R: (y,\) € F} (con-
venimos que min ) := +00). Podemos verificar que f es convexa.

Consideremos el conjunto abierto convexo U := {y € R" 1 : (y,1) €
int F'}, que es una vecindad del origen, puesto que (0,-1,1) € int F;
ademds, como [ esta acotada superiormente por 1 sobre U, toma valores
finitos sobre U y es, por lo tanto, continua sobre U. De esta manera,
como f (0,—1) > 0, existe una vecindad abierta convexa V C U de 0,,_1
sobre el que f es estrictamente positiva.

Sea y € V. Puesto que (y, f (y)) € bdF, existe un hiperplano de
soporte para F en (y, f (y)), es decir, existe un vector no nulo (z*, \*) €

R"~! x R tal que para todo (z,)\) € F tenemos
(z—yz" )+ (A= f(y) A" <0.

No es dificil verificar que A* < 0, asi que, sin pérdida de generalidad,
elegimos A* = —1. Con esta eleccién resulta que z* € 9f (y) ; reciproca-
mente, para cada z* € 9f (y) el hiperplano a través de (y, f (y)) orto-
gonal a (z*, —1) soporta a F. Como f toma sélo valores finitos sobre V,

tenemos que df (0,—1) # 0; de ahi, dado que

Of (0p-1) = conv {limy Vf (yx) : {yx} — On—1, para todo &,
f es diferenciable en yi y {Vf (yx)} converge},
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por el Teorema 6, existe una sucesién de puntos yr — 0,_1 en la cual f

es diferenciable tal que Vf (yi) = * € 9f (0,,—1) . Debido a que

0 < f(On—1) = Um (f (yx) = (g, V.S (wr)))

para algun ko tenemos f (Yi,) — (Yko» Vf (Uk,)) > 0. Considérese el hi-
perplano a través de (yg,, f (Yx,)) con vector normal (Vf (yg,),—1).
Puesto que 0f (yr,) = {Vf (yr,)}, en base a los argumentos ante-
riores, este es el dnico hiperplano de soporte para F en (Yi,, f (Yko)) ;
de aqui que (yg,, f (Yr,)) €s un punto suave de F'y, por lo tanto, es un

hiperplano de que pertenece a H. Tenemos que, para todo (z,A) € F,

<Z - ykmvf (yko)> - (>\ - f(yko)) S 0

y, por el contrario, esta desigualdad no es valida para (z, A) = (0,—1,0).

Asi, concluimos que este hiperplano separa o = 0,, de F. 0

Corolario 13 Sean F C R™ un conjunto convexo cerrado con interior
no vacio y H una familia de hiperplanos de soporte para F, tal que
para cada punto de bd F existe un hiperplano de soporte para F que
pertenece a H. Entonces, cada punto en R™\F' se puede separar de F

por un elemento de H.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata del Teorema 12. O

La representacién lineal de F', provista por el Teorema 12, es mini-
ma cuando F es poliédrico, pero no en general (véase Ejemplo 6). Los
ejemplos en la Seccion 2.3 ilustran el uso del Teorema 12, con el fin de
validar si un sistema lineal dado es la representacion de algin conjunto
convexo cerrado F.

Los resultados en la teoria de los SLSI y PLSI proporcionan informa-
cién acerca de F'y P (c) a partir de sus datos, una representacion lineal

de F, digamos o = {ajx > bs,t € T}, y c. Por ejemplo, es bien conocido
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que el sistema homogéneo de o, {ajz > 0,t € T}, es una representacién
lineal de 0YF y que F* (¢) es un conjunto compacto no vacio si, y sélo
si, ¢ € int cone {a¢,t € T} (véase, por ejemplo, [23]).

Ahora consideremos el problema que consiste en obtener una repre-
sentacién lineal de la imagen de F' mediante un mapeo lineal. Obsérvese
que, si A : R™ — R™ es un mapeo lineal, entonces {a;Ay > b;,t € T} es
una representacién lineal de A=1 (F).

Sin embargo, encontrar una representacién de A (F') no es ficil, con
algunas excepciones (por ejemplo, si A es un automorfismo en R™, enton-
ces {ajA™ x> by, t € T'} es una representacion lineal de A (F)). Obsérve-
se que A (F') generalmente no es cerrado a pesar de que F' es un cono
(enfatizamos, en ese caso, el Lema de Farkas en [5] el cual establece que
(A1F)° = A* (F°) si, y s6lo si, A* (F°) es cerrado).

El siguiente resultado considera un tipo de mapeo que surge con
frecuencia en la préctica (por ejemplo, en las siguientes dos secciones): la
proyeccién ortogonal sobre un hiperplano dado H, denotado por projy :
R™ — R™. Obviamente, projy (z) = (x +span{v}) N H, donde v €

R™\ {0, } es algin vector ortogonal de H.

Proposicién 14 Sea o = {ajx > by, t € T} una representacion lineal de
F # 0 y sea v € R*™\ {0,} ortogonal al hiperplano H. Entonces cada
una de las siguientes condiciones garantizan que projy (F') sea cerrado:
(i) {ajv : t € T} contiene elementos positivos y negativos.

(ii) Para todo t € T tenemos ajv = 0.

(iii) P (£v) es acotado.

Demostracion. Supongamos 0,, € H. De acuerdo con el Teorema 4,
puesto que el kernel de projy es span{v}, span{v} N (0T F) C lin F’
implica que projy (F) es cerrado.

(i) Si {ajv:t € T} tiene elementos positivos y negativos, entonces,

existe un t € T tal que ajv < 0, i.e, +v ¢ 0T F. Asi span{v} N (0TF) =
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{0,} ClinF.
(ii) para todo t € T tenemos ajv = 0 si, y sdlo si, span{v} C lin F.
iii) Si existen escalares « tales que para todox € F, a < v'z < 3,
y

entonces, v ¢ 07 F. Por lo tanto, (iii) implica (i). O

Obviamente, si F' estd acotado, entonces la condicién (iii) es verda-

dera.

2.1.1. Teorema de Fourier Generalizado

Consideremos el problema de determinar projy (F) cuando H es
algun hiperplano coordenado, obtenemos asi, en algunos casos, repre-
sentaciones lineales de la proyeccién de F. En la versién clasica del
teorema de eliminacién, debido a Fourier (1827), F' es un conjunto po-
liédrico (véase [44]). Sin pérdida de generalidad, podemos elegir H =
{z € R™ : x,, = 0}, as{ que el problema consiste en tener una representa-
cién de F' = proj (F). Sea e, el vector que denota el vector canénico
de R™.

Asociamos con o = {ajx > by, t € T} el conjunto de indices
Ty :={teT a4 >0}, T :={teT:a, <0}, (2.1)
To:={teT:ay =0}, (2.2)
los cuales forman una particién de T, los vectores ¢; = (cth ey ct(n,l)) S
R™! tales que
Mk SiteT UT.
—Qtk, SitETOa

k=1,...n—1,y los escalares d; € R tales que

b

—4  siteT,UT-
dy == Gtn

b, , siteTy.
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Presentamos, a continuacion, uno de los resultados principales de la tesis.

Teorema 15 (Teorema de Fourier Generalizado) Sea o = {ajx > by, t €
T} una representacidn lineal de F' # (). Entonces Foesel conjunto solu-
cion del sistema (reducido) &, definido como sigue:

(i) 5= {(ct — ;) T>ds —dy, (t,s) € T_ x Ty; 6,7 +dy < 0,t € Ty},
siTy #0 #T_, es decir, e, ¢ 0T F.

(i1) o := {cgfc\Jr di <0,t € To;supser, (7 +di) < +oo} ,

siTy #0 =T-, es decir, e, € (0T F)\ (lin F).

(iti) o := {,Z + dy < 0,t € To; infrer_ (c}T + dy) > —o0},

siT, =0 #T_, es decir, —e, € (0T F)\_(lin F).

(iv) g :={c,z+d <0,t €Ty}, si Ty =0 =T_, es decir, e, € lin F.
Ademds, F es cerrado en los casos (i) y (). Si ademds, el conjunto

{(ct,dy),t € TLUT_} es acotado, F también es cerrado en los casos (ii)

y (iii).
Demostracion. Podemos escribir, para algin t € T en o,
AinTn Z - (d})/ % + bt7 (23)

que puede reformularse como sigue:

Tp > T+ dy, sit €Ty, (2.4)
T +dy >y, siteT, (2.5)
0> C;f—th, siteTp. (26)

Por definicién de 7, si (Z, z,,) € F entonces ¥ es solucién de g. Ahora
discutamos cuatro casos posibles con referencia a los conjuntos Ty y T
de acuerdo a si éstos son vacios o no:

(i) Dado que 0T F es el conjunto solucién del sistema homogéneo de o,

tenemos que T, # 0 # T_ si, y sblo si, e, ¢ 0T F.
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Si Z = (x1,...,2n,—1) es una solucién de 7, entonces existen niimeros

reales a y (8 tales que
B = inf {,T+d;} > sup {c. T +ds} = a. (2.7)
teT_ teTy

No es dificil ver que (Z,z,) satisface (2.4), (2.5) y (2.6) para cual-
quier z,, € [a, f], asi que es solucién de (2.3) para todo t € T, es decir,
(Z,x,) € F. De esta manera, Fesel conjunto solucién del sistema redu-
cido o. Puesto que éste es un sistema lineal, F es cerrado (también por
la Proposicién 14 (i)).

(ii) Ty # 0 = T_ si, y sélo si, e, € 0VF y —e, ¢ 0TF si, y s6lo si,
en € (0VF)\lin F.
Siz = (x1,...,2,—1) es una solucién de &, podemos elegir

Xy > sup {c,T +d;}.
teT,

Entonces (Z, z,,) satisface (2.4) y (2.6), tal que (Z,x,) € F.
Supongamos ahora que {(ct,dt),t € T UT_} estd acotado. Enton-

ces, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, sup,ep, {¢i7 +di} < 400

para todo z € R™, y F es cerrado puesto que es el conjunto solucién del

sistema lineal.

(iii) Utilizamos el mismo argumento que en (ii).

(iv) T, =0 =T_ si, y sélo si, +e, € 0T F si, y slo si, e, € lin F. En este

caso T = (x1,...,2,—1) es solucién de & si, y sblo si, para todo z, € R,

(Fza) €F. O

Discutamos el ultimo enunciado del Teorema 15. Primero, observe-
mos que el acotamiento de {(ct,d;),t € T UT_} depende de la repre-
sentacion dada de F. De hecho, si F' es un conjunto poliédrico convexo,
cualquier representacién lineal {ajz > b;,t € T} tal que |T| < oo, sa-
tisface esta condicién de acotamiento, con lo que podemos reemplazar

la desigualdad ajx > by, con ¢ € Ty UT_, por el sistema equivalente
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{ajx > b —s,8=0,1,...} . En el Ejemplo 6, puesto que la particién de
T se forma por Ty =|m,2x[, T- =|0,n[, y To = {0, 7,27}, el sistema

reducido de o es

cos s cost 1 1
5’* (sens_sent)xlZ sens  sent’ (t,S)ET_XT+
- )
(cost)zy > =1, t €Ty
cuyo conjunto solucién F= [—1,1] es cerrado, aunque el conjunto

{(ce,de), t € T UT }

no esta acotado. Asi, la condicién de acotamiento no es necesaria para
que el conjunto F' sea cerrado. Avin més, el siguiente ejemplo muestra
que la cerradura de F' no implica la existencia de alguna representacién

lineal de F' que satisfaga la condicién de acotamiento.

Ejemplo 7 Sea F' : R — R cualquier funcién convexa que no sea
Lipschitz continua. Como f tomo sélo valores finitos, la proyeccién de
epi f sobre el hiperplano y = 0 es todo el espacio R™. Asi que éste es

cerrado. Supongamos que existe una representacion lineal de epi f
o= {uyz + vy > wy,t €T}

que satisface la condicién de acotamiento. Podemos observar que T = ()
y podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que para todo t € T, se
cumple v; = 1 . Entonces, si Ty # (), o consiste de algunas restricciones
triviales del tipo 0/, + 0y > w; (con wy < 0), y las representaciones
lineales de los epigrafos de una familia de minorantes afines de f cu-
yo supremo puntual es f, lo que es lo mismo, que para todo x € R",

tengamos

sup {wy —uwpzr} = f (),
teTy

Por el acotamiento de {u,t € T}, la familia {w; — u,z, ¢t € T} consistiria
de funciones afines con la misma constante Lipschitz. Entonces f seria

continua Lipschitz, lo cual no es el caso.
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Cuando F esta acotado, como en el Ejemplo 6, las variables se pueden
eliminar en cualquier orden, las proyecciones sucesivas en intersecciones
de hiperplanos coordenados se obtienen siempre como en el caso (i).
Esto provee un método analitico para el problema de factibilidad para

los SLSI con conjunto solucién acotado.

2.2. Resultados acerca de representaciones
cénicas

En esta seccién estudiamos las representaciones cénicas de conjuntos
convexos cerrados, que se presentan provienen de resultados basicos sobre
SLSI que involucran la clausura del cono caracteristico y el Lema de
Farkas no homogéneo.

A partir del Lema de Farkas y del teorema de separacién obtenemos

que la representacién cénica de F # ) es
K (F) = clcone {(as,bs) ,t € T;(0,,—1)}. (2.8)

La relacion anterior significa que cuando asociamos a cada conjunto
convexo no vacio su cono de referencia, hemos establecido una biyec-
cién entre conjuntos convexos cerrados no vacios en R™ y conos con-
vexos cerrados en R"™! que no incluyen al vector (0,,1). Observemos
que, por la definicién de representacién cénica, dada A > 0, tenemos
K (AF) = {(a,b) : (a,2) € K (F)} . Ademés, dados dos conjuntos con-
vexos cerrados no vacios F' y G, tenemos que F C G si, y sélo si,
K(G) C K(F)y F = G si, y sélo si, K(G) = K(F). Estos enun-
ciados también son consecuencia de las siguientes proposiciones junto

con las bien conocidas propiedades de funciones de soporte.

Proposicion 16 Sea F' C R™ un conjunto convexro cerrado no vacio.

Entonces K (F) = —epids.
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Demostracién. Sea F' # () un conjunto cerrado no vacio. Puesto que
K (F) provee una representacién lineal maxima de F'y {a'z > b, (a,b) €
—epidf} es otra representacion lineal de F'y tenemos la siguiente cadena

de dobles implicaciones:

x €F s, ysolosi, dp(x) <0,
si, y s6lo si, para todo v € dom 0, tenemos (u,x) < 0% (u),
si, y sélo si, para todo u € domd}, , y para todo 3 € Ry,

tenemos que (u,x) < o5 (u) + B.

Como consecuencia, —epidy C K (F) . Reciprocamente, si (a,b) € K (F),
entonces —a’xz < —b para todo x € F, i.e., 03 (—a) < —b. De esta manera

— (a,b) € epidy. O

Hemos demostrado intencionalmente que {a’z > b, (a,b) € — gph 63}
es otra representacion lineal de F. El siguiente resultado provee informa-

cién sobre F'y P (c) a partir de K (F).

Proposicién 17 Sea F C R™ un conjunto cerrado convero no wvacio.
Entonces los siguientes enunciados son vdlidos:

(i) Dado x € R™, x € F si, y sdlo si, (x,—1) € K (F)°. Ademds, para
todo (z,7,11) € K (F)°, tenemos xp41 <0 .

(ii) F tiene un punto extremo si, y sélo si, intf?(?) # 0.

(i#i) B(F) = —K (F) y 0V F = [IT(F)}

(iv) afft F' = {x € R™ : para todo (a,b) € lin K (F) tenemos a’'x = b}.
() bd F = U{F (€): 0, #ce clf?(F)}.

(vi) K (cleonv (FUG)) = K (F)N K (G) conjunto convexo cerrado G.
(vit) St A : R™ — R™ es un mapeo lineal tal que A(F) es cerrado, en-
tonces K (A(F)) = {(a,b) : (A*a,b) € K (F)}.

(viii) Dado ¢ € R™ y x* € F, x* € F* (¢) si, y sdlo si, (¢,dz*) € K (F).

L —

(ix) Si c € int K (F), entonces F* (c) # 0.
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Demostracién. Probemos el enunciado (i). Puesto que z € F' si, y sélo
si, para todo (a,b) € K (F) tenemos a’z > b (es decir, {((a,b), (z,—1)) >
0), si, y sélo si, (z,—1) € K (F)°. De otra manera, dado (0,,—1) €
K (F), tenemos, para todo (z,,11) € K (F)° que (0, —1), (2, Zp41)) =
—Znt+1 > 0.

Ahora demostremos (ii). Tenemos que F' tiene un punto extremo si,
y sélo si, lin F' = {0, } si, y sdlo si,

span{a: (a,b) € K (F)} = spanl?(F\) =R",

-

es decir, int K (F) # 0.

Probemos ahora el enunciado (iii). La proyeccién ortogonal de am-

bos miembros de epidy = — K (F) sobre el hiperplano z,41 = 0 pro-
porciona B (F) = —K (F). Tomando polares positivos, tenemos que

o = [

Para el caso (iv). Dado (a,b) € R""! para todo x € F, tenemos
a'x =bsi, y sélo si, £(a,b) € K (F) si, y sélo si, (a,b) € lin K (F).

Para el enunciado (v). Sean T € bdF y ¢ € R™ {0,} tales que
{z € R": dx > T} es un semi-espacio de soporte para F en T, en tal
caso T € F*(c¢). Dado d € 0T F y puesto que T + d € F, tenemos que
¢ (T +d) > T, es decir, ¢/d > 0. Por (iii), c € [0TF]° = {I?(F)ro =

o —

cl K (F). Asi
bchU{F*(c):on;AceclK/(F)}.

La inclusién opuesta es trivial.

Los enunciados (vi) y (vii) son el resultado de la combinacién de la
Proposicién 16 junto con los Corolarios 16.3.1 y 16.5.1 en [43], respecti-

vamente.
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Probemos (viii). Sean ¢ € R" y z* € F. Entonces z* € F*(c) si, y
sélo si, 'z > ¢'x* para todo x € F, es decir, (¢,c/z*) € K (F).

Para el apartado (ix). Sic € int K (F') = int cone {a : (a,b) € K (F)},
entonces F™* (¢) # 0. O

Del enunciado (i) en la Proposicién 17 concluimos que, si F # 0,
entonces K (F)° estd contenido en el semi-espacio z,,11 < 0 pero no en

su frontera x,,41 = 0.

2.2.1. Caracterizacion de conos convexos y represen-

taciones cénicas

Consideremos ahora la caracterizacién de conos convexos cerrados
en términos de sus representaciones cénicas. Esta caracterizacion nos
permite dar condiciones que garantizan, para cualesquiera F,G C R”
conjuntos cerrados convexos no vacio, las ecuaciones duales K (F N G) =

K(F)+K(G)y K(F+G)=K(F)nK(G).

Proposicion 18 Sea F' C R™ un conjunto convexro cerrado no vacio.
Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) F' es un cono.

(1)) K(F)=F° xR_.

(iii) K (F) = K (F) x R_.

(iv) Existe D C R™ tal que K (F) =D x R_.

Demostracién. Consideremos, primeramente, la implicacién de (i) ha-
cia (ii). Dado que F es un conjunto convexo cerrado, por el Lema de

Farkas para conos convexos tenemos
F=F°={zeR":paratodoy e F°, yx >0},
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asi que {y'z > 0, y € F°} es una representacién lineal de F'y K (F) =
cl(F° xR_) = F° x R_.
La cadena de implicaciones (ii) implica (iii) y (iii) implica (iv) son
triviales.
Finalmente, demostramos la implicacién de (iv) a (i). Sea K (F) =
DxR_,con D CR" Seany € Fy\>0. Sea (a,b) € D xR_.
b

Puesto que 3 € R_ y F es el conjunto solucién de su representacion

b

lineal maxima {a’z > b, (a,b) € D x R_}, tenemos a'y > 3, es decir,

a’ (Ay) > b. De esta manera Ay € F. O

Teorema 19 Sean F' y G conjuntos convexos no vacios en R™. Los si-
guientes enunciados son verdaderos:

(i) K (F)+K (G) C K (FNG). Laigualdad se tiene si K (F)N(—K (G))
es un subespacio lineal de R™t1.

(i) Si G es un cono, entonces

K(F+G)=K(F)Nn(G° xR). (2.9)
Ademds,si F'N(—G) # 0, tenemos que K (F 4+ G) = K (F)N K (G).
Demostracién. Probemos (i). El conjunto de acumulacién de las re-
presentaciones lineales maximales de F' y G proporcionan una repre-
sentacién lineal de F' N G, con cono caracteristico K (F) U K (G) =
K (F)+ K (G), asi que

K(FNG)=cl[K(F)+ K (G)], (2.10)
y, por lo tanto, el enunciado (i) es cierto.

Si K (F)N (=K (G)) es un subespacio lineal de R"*1, entonces, por

el Corolario 5, el cono K (F) + K (G), es cerrado y tenemos de (2.10)
que, K (FNG) =K (F)+ K (G).

(ii) Supongamos que G es un cono. Dado (a,b) € R"*!, tenemos

(a,b) € K (F+Q),
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luego, para todo € F' y para todo y € G tenemos
a(x+y)>b,
lo que es equivalente a afirmar que, para todo y € G, tenemos
ay>0

y para todo = € F tenemos

~

ax>b,

lo que ocurre si, y sélo si,
(a,b) e K(F) y a€G"°.

De este modo tenemos (2.9).
Ahora supongamos, que F'N (—G) # 0. Por la Proposicién 18 y por
(2.9),

K(F)NK(G)=K(F)N(G xR CK((F)N(G xRy =K (F+G),

(2.11)
y debemos probar la inclusién opuesta. Sea (a,b) € K (F + G) . Es claro
que, (a,b) € K(F)y a € G°. Puesto que F N (—G) # (), tenemos que
0, € F+Gyb < d'0, = 0. De esta forma, nuevamente por la Proposicion

18, (a,b) € G°xR_ = K (G). Por lo tanto, (a,b) € K (F)NK (G) . O

El enunciado (i) en el Teorema 19 es también una consecuencia del
Teorema 7. Los siguientes ejemplos muestran que las suposiciones adi-

cionales en los dos enunciados del Teorema 19 no son superfluos.

Ejemplo 8 Como el conjunto convexo y compacto
conv {(t,1,—t%),t € [-1,1] ;(0,0,—1)},

no contiene el origen, su envoltura cénica es un cono convexo cerrado que

no contiene a (0,0, 1) . Asi, este es el cono de referencia de algiin conjunto
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convexo cerrado no vacio F. Considérese el cono convexo cerrado G =

RxR_, con K (G) = {0} x R2. Dado que

K (F)+ K (G) = cone {(t,1,—t*),t € [-1,1] ;(0,—1,0); (0,0, —1)}
no es cerrado, no tenemos K (F) + K (G) = K (FNG). Aqui K (F) N
(=K (G)) = {02} x R_ no es un subespacio lineal de R3.
Ejemplo 9 Sea F = {(1,1)} y G = R3. Tenemos que

K (F) =cone{(1,0,1),(-1,0,-1),(0,1,1),(0,—1,-1),(0,0,—1)},

K (G) = cone{(l,0,0) ) (Oa 170)7 (ana 71)},

K (F+G) =cone{(1,0,1),(0,1,1),(0,0,—1)},

con K (G) =K (F)NK (G) & K (F + G). Obviamente, F'N (—G) = 0.

2.3. Representaciones de Motzkin

Primeramente, establecemos algunas propiedades de los conjuntos

representables en el sentido de Motzkin.

2.3.1. Propiedades de los conjuntos M-representables

Proposicion 20 Sea F' = C' + D una representacion de Motzkin de F.
Entonces:

(i) K(F)=K(C)n(D° xR).

(ii) aff F' = aff C 4+ span D.

(iii) Si A : R™ — R™ es un mapeo lineal y D es poliédrico, entonces
A(F)=A(C)+ A(D) es una representacion de Motzkin de A (F) .
(iv) Para cada ¢ € R™ tal que v (¢) > —oo tenemos F* (¢) N C # 0.

(0) v(c) = min{cz:ze€C}, siceD°

—00, en otro caso.
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(vi) B(F) = —D° y 0*F = D.

Demostracion. (i) Es el Teorema 19 (ii).

(ii) Por h1p0t681s Cualquler x € aff F' se puede escribir como =z =

Z)\chZ)\d conZ)\fchC’dEszl .,m. Puesto que

Z)\Z—ci caff Cy Z)\idi € span D, tenemos aff F' C (aff C') + (span D) .
i:al inclusion inverls?es trivial.

(iii) Bajo las suposiciones, A (C) es un conjunto convexo compacto y
A (D) es cono convexo poliédrico (y asi cerrado).

Los enunciados (iv) y (v) son inmediatos. Mientras que (vi), es una

consecuencia directa de (v). O

A partir de (vi) se sigue que el cono barrera de cualquier conjunto
M-representable es cerrado, el enunciado opuesto no es cierto (considére-
se la envoltura convexa de una rama de la hipérbola). Por otro lado, los
conjuntos M-representables en R? son aquellos conjuntos convexos ce-
rrados sin asintotas (una semi-recta L es asintota de F ' si FNL =01y
d(F,L) = 0), pero hay conjuntos en R? que no son M-representables,
sin asfntotas, por ejemplo, el conjunto F' = {(z,y) | 22 < y}. En dimen-
siones mayores podemos aun encontrar conjuntos hiperbdlicos con esas

propiedades, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 10 Sea F' = clconv X, con

X:{(coss,sens, 5 > :86[0,27r[}.
2r — s

Puesto que F es cerrado y convexo, su cono de recesién 07 F coincide

con su cono asintético

Fy = {d I\, — +00, 2 € F tal que d = lim xk}
k—oo AL
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Entonces, dadas tres sucesiones {si} C [0,2n[, {zx} C X, y {\} C R4

tales que s — 2w, xp, = (cos S, Sen s, 27rs—ksk) vy Ak = |lzk]| para to-
da k € N, tenemos limy_oo 5= = (0,0,1) € 0FF. Ain mis, 07 F =
R4 (0,0,1). Si L = {xo+ Ay: A >0} es una asintota de F, necesa-
riamente y € 0YF = R, (0,0,1). Pero entonces d(F,L) = 0 impli-
ca que ||Zo|| = 1. Si Ty = (cossp,sensp), con sg € [0,27[, entonces
(cos sg,sen sg, 1) € F'N L para p suficientemente grande (contradiccién).
De esta manera, F' es un conjunto convexo cerrado sin ninguna asinto-
ta, pero no es M-representable. Ademéds F' es hiperbdlico puesto que
esté incluido en el conjunto, M-representable, {(z,y,2) : 22 +y? < 1} =

{(z,y,2) 122+ 92 <1,2=0} +{(0,0,2) | z € R} .

Por otro lado, los conjuntos M-representables en R™ pueden tener

asintotas si n > 3.

Ejemplo 11 Considérese el conjunto

n—1
F:{xeR":xi>Zx?,xn>0}7
i=1

el cono de helado en R3. Es un cono convexo cerrado, por lo que es M-
representable. Sin embargo, cada seccién vertical de F, que no incluye
al origen, es un conjunto hiperbdlico con asintotas (por ejemplo, la in-
terseccion de F' con el plano zo = ... = z,41 = 1 tiene dos asintotas,
concretamente, la interseccion de hiperplanos x, = x1 y *, = —x1 con

dicho plano), y tales asintotas también son asintotas de F'

2.3.2. Caracterizacién de los conjuntos M-represen-

tables

Aunque no disponemos de ninguna caracterizacién topoldgica o geo-
métrica de los conjuntos M-representables, los siguientes resultados ca-

racterizan estos conjuntos en términos de sus correspondientes problemas
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paramétricos, las funciones de soporte, las representaciones cénicas, los
conjuntos de Pareto (que se definirdn més adelante) y las representa-
ciones lineales de sus conos duales, respectivamente. Ademés, los dos
iltimos resultados de este apartado proveen la representacién minima
de Motzkin de F' y una férmula simple para obtener una representacién

de Motzkin de F), respectivamente.

Proposicion 21 Un conjunto F C R™ es M-representable si, y solo si,
existe un conjunto compacto C C F tal que F* (¢c) N C # 0, para cada

c €R™ conwv(c) > —o0.

Demostraciéon. La parte del enunciado “sélo si” es consecuencia de
la Proposicién 20, enunciado (v). Para probar el enunciado “si”, con-
sideremos las funciones de soporte de F' y C. Nuestra suposiciéon im-
plica que 0% (¢) = 05 (¢) para cada ¢ € R™ tal que v(—c¢) > —oo.
En otras palabras, 0 = 05 + d{cerriv(—c)>—o0}. Como 0% es semi-
continua inferior (lower semi-continuous, lsc), 6% es continua (ya que
toma sélo valores finitos), y B (F)° = (domd})° = —0TF, resulta que
0{ceRmiv(—c)>—oo} = 01 —0¢ es Isc, lo que equivale a decir que el conjunto
{c € R™ : v (—c) > —00} es cerrado, de modo que coincide con — (0T F)°.

Asf tenemos dgcerniv(—c)>—oo} = 0—(0+F)°> = 044 ¥, Por lo tanto,
5; = 52‘ + 5S+F = 6:1(:onvc + 5S+F = 5:1COHVC+O+F' (212)

Dado que clconv C es compacto y 01 F' es convexo y cerrado, cl conv C +
0T F también es un conjunto convexo cerrado. Por lo tanto, de (2.12)
deducimos que F = cleconvC + 0T F, lo que muestra que F es M-

representable. O

Proposicién 22 Un conjunto convezo cerrado FF C R™ es M -represen-
table si, y solo si, domd} es cerrado y la restriccion de 03 a dom i

tiene una extension sublineal a todo el espacio R™.
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Demostracion. Primero, supongamos que F' = C + D para algun con-
junto cerrado convexo C'y para algin cono convexo cerrado D. Enton-
ces domdy = B(F) = —D°, por lo tanto es cerrado. Por otra parte,
P =05 +0h = 05 + Op(ry, lo que demuestra que 6% coincide con la
funcién sublineal que toma sélo valores finitos, 6%, sobre B (F').
Reciprocamente, supéngase que B (F') es cerrado y la restriccién de
% a B (F') tiene una extension sublineal finita del espacio completo R™.
Esta extensién sublineal finita es la funcién de soporte ;. de algin con-
junto convexo compacto C. De otra manera, puesto que B (F') es un cono
convexo cerrado, éste coincide con su segundo polar negativo, de modo
que B (F) es el polar negativo de algiin cono convexo cerrado D. Asi, te-
nemos que 07 = 05 +0p(r) = 05+0p = 05, p- Puesto que F'y C+D son
conjuntos convexos y cerrados, a partir de estas igualdades concluimos

que F = C + D, lo que demuestra que F' es M-representable. (I

Proposicién 23 Sea F' un conjunto cerrado convexo no vacio en R™.
Entonces F es M-representable si, y solo si, existen dos conos convexos
cerrados K C R"™ y L C R™ tales que K (F) = KN (L xR), (0,,1) ¢
K y (0,,—1) €int K.

Demostracion. Sea F' = C' 4+ D tal que C es un conjunto convexo
compacto y D un cono convexo cerrado. El enunciado directo resulta de
la Proposicién 20 (i), cuando consideramos a K y L como los conjuntos
K (C) y D°, respectivamente.

Reciprocamente, supongamos que existen K y L con las condiciones
del enunciado y sea C' = {& € R™ : para todo (a,b) € K, a'x >b}. El
conjunto C' es convexo y compacto (ya que (0,,—1) € int ). Ademds,
tenemos que C + L° C F; en efecto, si z € C, d € L° y (a,b) € K (F)
entonces, con (a,b) € K y a € L, tenemos a’x > by a’d > 0, de modo
que o’ (x +d) > b.
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En consecuencia necesitamos probar la inclusién opuesta. Sea xg € F
y supongamos, el la bisqueda de una contradiccién, que xzg ¢ C + L°.
Debido a que C + L° es un conjunto convexo cerrado, por el teorema
de separacién, existe (a,b) € R""! tal que @/ (x +d) > b > a’x¢ para
cada x € C y d € L°. En consecuencia, para cada x € C tenemos
a'x > by, por lo tanto, (a,b) € K (C) = K (esta igualdad resulta
del hecho de que K es un cono convexo cerrado que incluye al punto
(0p, —1) y no incluye al punto (0,,,1)) y a € L°° = L. Tenemos entonces,
(a,b) € KN (L xR) = K (F), lo que contradice la suposicién de que
xg € F. [l

Teorema 24 Sea F un conjunto convexo cerrado, ) # F C R™. Sean

L:=1linF, K := (0 F)NL, y
M(F)={ze FNL':(z - K)NF ={z}}.

Entonces los siguientes enunciados son vdlidos:

(i) F' es M-representable si, y sdlo si, M (F) estd acotado, en cuyo caso,
F = (cleconv M (F)) + 01 F, (2.13)

es una representacion de Motzkin de F.
(ii) Si F' es M-representable y ademds incluye un punto extremo, enton-

ces (2.13) es la representacion minima de Moztkin de F, con
M(F)={z€F:(x—0"F)NF = {z}}, (2.14)
el cual satisface

0 A UJ{F (@ :cemtK (F)} c M (F)

2 2.1
CU{F*(c):On;éceclK(F)}. (219)

Demostracion. (i) Supongamos que F es M-representable. Sea F =

C +0%F, con C un conjunto convexo compacto. Consideremos que C' C
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L* (de otra manera podemos reemplazarlo por su proyeccién ortogonal
sobre L1, es decir, el conjunto convexo compacto (C' + L) N LY, que es
otra componente compacta de F).

Primeramente mostramos que M (F') estd acotado. Sea x € M (F).
Dado x € F = L+ K + C, podemos escribir x =a+ b+ ¢, con a € L,
be KyceC. Puestoquex—a—c=be K, a+ce L+CCF,y
x € M(F), tenemos z = a + c. Entonces, dado que z,c € L, tenemos
que z = c. De esta manera obtenemos M (F') C C, por lo que M (F)
estd acotado.

Ahora, supongamos que M (F') estd acotado. Obviamente,
(cleconv M (F))+0tF C F+0"F =F. (2.16)

A continuacién, probamos la inclusién opuesta (2.16).

Sea v € F. Podemos escribir de forma tinica v = u+y, u € L,y € L*.
Comoy = v—u € F+0TF = F, tenemos quey € FNL+N(y — 0T F), con
0F[FNLEN(y—0tF)] =LNLY ={0,}, asf que FNL*N(y — 0" F)
es un conjunto convexo compacto no vacio.

Sea 9 una solucién éptima del problema de optimizacién
P:  Mingepnrny—otr) d'z,

donde d € K tal que para todo z € K\ {0,} tenemos d'z > 0 (la
existencia de tal vector es consecuencia de [40, Teorema 3.13], tomando
en cuenta que K es un cono cerrado convexo y puntiagudo).

Ahora probemos que ¥y € M (F). Sea y € F tal que y — 3y € K.
Debemos probar que § = 7, de hecho, como § € y — 0T F vy g,y € L,

tenemos
Y-y=@U-y)+@-y) € (-K)+ (-K)=(-K).
Asique,ge FNLN(y—0TF),y dy < dy,esdecir,d (§ —7) <0, con

y — 1y € K. Esto implica que y = ¥ por la suposicién que hicimos acerca

de d.
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Puesto que y € y — 0T F y gy € M (F), obtenemos
v=y+u€ (f+0"F)+L=y+0"FCM(F)+0"F.
Por lo tanto, F' = M (F) + 01T F y concluimos que

F = clconv F = clconv(M (F) + 0" F) = cl (conv M (F) + conv 0" F)
= cl (conv M(F) + 0" F) = clconv M (F) + 10" F

= clconv M(F) + 0" F

luego F' es M-representable.

(ii) Como 0T F es un cono puntiagudo, M (F) C C, lo que implica
que cleconv M (F) C C, con M (F) considerado como en (2.14) puesto
que L+ = R". Ahora probaremos (2.15).

El conjunto U {F* (¢):ce intl?(?)} es no vacio, por la Proposi-
cién 17, enunciados (ii) y (ix).

Ahora sea z* € F* (¢), con ¢ € int I?{F) Por (iii) en la Proposicién
17,

ce intl?(?) = intcl[?(\F) = int [K/(F)ro = int (O"‘F)O ,
asf que, para toda d € (07 F)\_{0,}, tenemos ¢’d > 0 (esta es parte del
argumento de [40, Theorem 3.13 (iii)]). Seay € F tal que y # 2* y y €
z* — 0" F. Puesto que z* —y € 0T F\ {0, }, tenemos que ¢’ (z* —y) > 0,
en contradiccién con * € F* (¢). De esta manera, * € M (F).
Finalmente, dado que x € M (F) y d € (0tF)\ {0,} vy, ademads,

{z - %}211 estd incluido en R\ F y « — ¢ — , tenemos
xebdF:U{F*(c):On#ceclm},

por (v) en la Proposicién 17. Esto completa la prueba. O

Podemos interpretar M (F') como el conjunto eficiente de Pareto de

F relativo a su cono de recesién. Observemos que, si F' incluye un punto
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extremo y cada elemento de
M(F)\U {F* (c):ce intl?(?)}
es un punto extremo de F), entonces
M (F)= clU {F* (¢):ce intm} .

De hecho, dado T € M (F) \U {F* (¢):ce intm} , por [43, Teo-
rema 18.6] existe una sucesién {xk}zozl de puntos expuestos de F' tal
que z*¥ — T. Sea c* € R™ tal que F* (ck) = {Jck}, k= 12,,,.
Sea d € (0"F)N\ {0,}. Puesto que z* + d € F\ {z*}, tenemos que
(ck)' (% +d) > (ck),:ck, es decir, (c’“)/d > 0. Entonces c* € int (01 F)
por [40, Teorema 3.13].

Por lo tanto = € clU {F* (¢) :ceint I?(F)} , esto demuestra que
clM (F) Ccl U {F* (¢):c€int I?(F)} , mientras que la inclusién opues-

ta es una consecuencia de (2.15).

2.3.3. Teorema de representacion de Motzkin gene-

ralizado

Los dos tltimos resultados que presentamos en esta seccién, proveen
la representacion minima de Motzkin de F' y una férmula simple para
obtener una representacién de Motzkin de F, respectivamente. En parti-
cular el Teorema25, es uno de los resultados principales de este trabajo.

A lo largo de la demostracién del siguiente teorema, dado un conjunto
arbitrario S, denotamos por R(%) el conjunto de mapeos desde S hacia
R con un conjunto finito de soporte y por Rf) el cono positivo en el
espacio lineal R(®). También mantendremos la notacién de (2.1) y (2.2)

para la particién del conjunto de indices de un sistema lineal basado en

el signo del coeficiente de la ultima variable.
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Teorema 25 (Teorema de Motzkin generalizado) Sea F' C R™ un con-
junto convezxo cerrado no vacio. Entonces F' es M-representable si, y solo
si, existe una representacion lineal de K (F), {((cs,ds), (TnTpnst1)) >

0,s € S}, tal que {fT 1s € S,} estd acotado. En tal caso,

F:clconv{—f; :seS_}+clcone{cS:seSo} (2.17)

S

es una representacion de Motzkin de F.

Demostraciéon. Primero suponemos que F' es un conjunto M-represen-
table, tal que F' = C + D, donde C es un conjunto convexo compacto y

D es un cono convexo cerrado. Entonces, por la Proposicién 20 (i),
{{(e, =1, (@, 1)) = 0,¢ € C3 ((d,0), (2,041)) = 0,d € D} (2.18)

es una representacion lineal de K (F) que satisface la condicién de aco-
tamiento.

Reciprocamente, supongamos que {{(cs,ds), (z,Zn+1)) > 0,5 € S} es
una representacién lineal de K (F) tal que {ST 18 € S_} estd acotado.
Dado s € S y como (cs,ds) € K (F)°, tenemos que ds < 0, de acuerdo
con la Proposicién 17 (i).

Si ds = 0 para todo s € S, entonces
K (F)° = clcone {(c,,0),s € S} C {(z,2p41) € R"™ 1 214 =0},

en contradiccién con el enunciado (i) de la Proposicién 17 (estamos
suponiendo que F # ). Por lo tanto, existe algtin s € S tal que ds < 0.
Dividiendo por |d;|, si esto fuera necesario, podemos suponer sin pérdida

de generalidad que para todo s € S_ tenemos ds = —1. Como
K (F)° = cleone{(cs,—1),s € S_;(cs,0),5 € So} . (2.19)

Sea C := clconv{cs,s € S_} # 0y D := clcone{cs,s € Sp}. Debe-

mos probar que F' = C + D.
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Primero demostramos que C' + D C F. Dado x € C' + D, existen

sucesiones {0%} C Rf’) y {&} C Rfo) tales que
1 k . k ; k _
a:—h]zn Z 04 cCs —l—hlgn Z &cs and hin Z o, = 1.
seS_ s€So seS_
Entonces, de acuerdo con (2.19),
, Cs Cs o
(z,~1)=1lim | 5,;(_1) + Z§S<O) € K(F)°,
SES_ s€So

asi que xz € F, de esta manera C' + D C F.
Ahora supongamos que x € F. Entonces (z,—1) € K° y, nuevamente

por (2.19), existen {)\k} C Rf) tales que
(e, —1) =lim | SO A7)+ ST A%
’ k S _1 S O Y
seES_ SESy
es decir,
14 k k ‘ k| _
r = hlgn Z Ascs + Z Ascs |y 11/£n Z As| =1. (2.20)

seS_ s€So seS_

Sea pr == Y g Mk =1,2,.... Como limy pp = 1, podemos su-
poner, sin pérdida de generalidad, que p; > 0 para toda k. A partir de
(2.20) tenemos

\F AE
z = lim D e+ Y e (2.21)
ses. Pk sesy P¥
Sea
k A%
"= E e, €convics,se€S_}cCC.
Pk { }

seS_
Puesto que C es compacto, existe T € C tal que lim, 2% = T € C.

Definiendo
k

A
yb = Z —2¢g € cone{cg, s € Sp} C D.
sESy
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De (2.21) tenemos que lim, y* = — 7 € D, asi que # = T+ (v —T) €

C + D. Concluimos que F' C C' + D. O

Para la representacién lineal de K (F) dada por (2.18), tenemos,

Cs

para todo s € S_, que i

< méx.ec ||¢||. Se puede obtener una

cota alternativa si observamos que, por la compacidad de C, el cono
K (C) = cone{(c,—1),c € C;(0,,—1)} contiene el centro de una bo-
la con centro en (0,,—1) y radio p > 0. Puesto que la distancia des-

de (0,,—1) hacia cualquier hiperplano ¢’z — z,+1 = 0 es al menos p,

Cs

ds

< % para todo s € S_. Una vez mas, la suposicion de acotamiento
depende de la representacién lineal disponible de K (F') y no de K (F).
De hecho, tomando dos indices arbitrarios u € S_y v € Sy y agregan-
do las restricciones redundantes, ((cy, dy) + 7(¢y, dv), (, Tnt1)) > 0, con
r € N, a la representacién lineal de K (F') dada, obtenemos una nueva
representacion lineal de K (F') que viola la condicién de acotamiento.
Notese que se tiene la suposicion de acotamiento del Teorema 25 si
|S_| < oo (por ejemplo, cuando F' es un conjunto convexo poliédrico, S se
puede elegir como un conjunto finito). Bajo la suposicién de acotamiento

y por el Teorema 15 y la Proposicién 17 (iii), tenemos
I((F) ={zeR":cx>0,s€ S5} = (O+F)o.

En relacién con la Proposicién 20, el enunciado (v), observemos que
el valor de v (c) se puede expresar en términos de los datos (una repre-
sentacién lineal de K (F')), bajo la suposicién del Teorema 25 debido a

que

o c e des
min{c'z : z € C} = inf |d|:SES, .
Ejemplo 12 Sea
{(52725+1)x1+52z271’320,36[0,1];9:120,x220}

una representacién lineal del cono de referencia de cierto conjunto F, que

describimos adelante. Puesto que el arco de la pardbola (o el astroide
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Ve + y/]za] = 1)
{(82—2S+1,S2),S€ [0,1]}

estd acotado, F' es la suma de la envoltura convexa de este arco de
pardbola y la envoltura cénica convexa de {(1,0),(0,1)}, es decir, R%,
el arco mencionado también coincide con M (F') . Como todos los puntos
de la frontera del conjunto M-representable F' son suaves, obtenemos,

del Teorema 12, la representacion lineal de F,
{te; + (1 —t)z >t —t*,t € [0,1]},
de la que obtenemos otra descripcion de la representacién conica de F' :
K (F)=cone{(t,1 —t,t —t*),t €0,1];(0,0,—1)}.

Ejemplo 13 Sea {52951 + 29 —sx3 20,5 € R++} una representacién li-
neal de K (F), donde {ﬁ 1ds < 0,8 € S} es no acotado. De hecho
tenemos F' = C + D con C = cl conv{(s, 5’1) , S € R++} (la envoltura
convexa de la rama de la hipérbola z129 = 1) y D = clcone) = {02} .
Observemos que, como cualquier punto frontera de F' es suave, entonces
{xl +t2xy > 2t € ]R++} es una representacion lineal de F' y la repre-
sentacion conica de F), al final, es la cerradura de su cono caracteristico,

es decir,
K (F) = cone {(1,#*,2t) ,t € R14;(0,1,0),(0,0,—1)}.

Podemos mencionar que la propiedad de separacién se preserva, ob-
viamente, por el producto cartesiano y por el producto por escalares,
pero no por la suma de Minkowski (recordemos que la suma de conos
convexos no es necesariamente cerrada), excepto que se tenga una con-

dicién adicional, como lo muestra la siguiente proposicién.

Proposicién 26 Sea {F;,i € I} una familia finita de conjuntos M-repre-

sentables en R™ que para todo i € I, z; € 0VEF; y para todo i € I,
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Z’Zi = 0, entonces, para todo i € I, tenemos z; € lin F; Asi ZFi es
iel iel
M-representable.

Demostracién. Sea {C;,i € I} una familia de conjuntos compactos

convexos tales que, para todo ¢ € I, tenemos F; = C; + 0T F;. Enton-

ces ZFl = ZC’i + Z (0T F;), donde ZC’i es un conjunto convexo
icl il icl il
compacto, mientras que Z (0T F}) es un cono convexo cerrado por [43,
i€l
Corolario 9.1.3]. O
Finalizamos este capitulo mediante algunos ejemplos que muestran
que la intersecciéon de conjuntos M-representables no necesariamente es

M-representable.

Ejemplo 14 Sea F' = {x eER3: 23 >a? + 23,23 > 0} (el cono de he-
ladoen R®) y F; = F + (0, (—1)"'Irl ,O) , es decir,

N2
Fi:{xeR?’:x%Zaﬁ—l—(zg—l—(—l)z) ,mgzo},

con 0T F; = F,i = 1,2. La interseccién de los conjuntos M-representables,
Fy N Fy, tiene puntos extremos (por ejemplo, (0,0,1)) y su cono de rece-
sién es 07 (Fy N Fy) = F. De hecho, F} N F es el epigrafo de la funcién

convexa f : R? — R tal que

22 + (29 —1)%, sizy <0
f(xlamQ) = 5
22+ (22 +1)°, sizy >0.
De otra manera, dado z € bd (Fy N F) (es decir, la grafica de f), z— F

es el hipégrafo de la funcién céncava g : R? — R tal que

9= (71, 22) = [ (21,22) — \/(531 —21)" + (w2 — )",

Obsérvese que, para todo (z1,72) € R?, tenemos g, (21, 72) < f (21, 22)

y la igualdad se tiene en los puntos (z1,22) y

EA ,0), si 29 < 0
(31722) — (1 z2
(21 0), si 23 > 0.

1+2z97
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Definiendo z := (21, 22, f (21, 22)) , tenemos

[Z,2], siza#0

z—F)Nn FlﬂFQ =
( Jnt ) {z}, siz=0,

y, por el Teorema 24, tenemos
M (FyNFy) = {x€R3:x%zw%—ﬁ—l,xg:(),xgzo},

el cual es acotado. Por lo tanto F} N F5 no es M-representable.
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Capitulo 3

Solucion de sistemas

lineales semi-infinitos

Nos ocupamos en lo que resta del trabajo del problema de factibilidad
cuando consideramos representaciones lineales de un conjunto convexo
cerrado F', es decir, sistemas lineales semi-infinitos. Aunque ya hemos
presentado métodos para resolver el problema de factibilidad (el Teore-
ma de Fourier y el Teorema de representaciéon de Motzkin del capitulo
anterior), estos son métodos analiticos y practicos para dimensiones pe-
quenas. Asi, nuestro interés ahora se enfoca en métodos aplicables a la

bisqueda de una solucién numérica.

El estudio de los SLSI inicia en 1920 (véase [9], [8], [23], [37] y [45]).
Sin embargo, fue hasta el ano de 1979, que Jeroslow, propuso el primer
método numérico que aproxima soluciones factibles, el cual tiene como
base las proyecciones de puntos, donde el conjunto de indices es T = N
(véase [34]). Dicho estudio ha continuado en trabajos como el de Hu y
de Ozcam (véase [32] y [41]). Pero son concebidos de forma particular

para cierta clase de SLSI.
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3.1. Meétodo de relajacién para resolver SL-

SI

Estamos interesados en métodos de resolucion para representaciones

lineales de F' de la forma:
o= {ajx>b,teT}.

Puesto que {z € R" | ajx > b, t € T} es la representacion lineal de
F, decimos que F es el conjunto de soluciones de o.

A menos que se indique lo contrario, en lo que resta del trabajo,
dado un SLSI o, supondremos, para todo t € T, que a; # 0, tal que
cada desigualdad representa un semi-espacio cerrado y consideramos que

F 0.

3.1.1. Algoritmos de relajacién extendidos

A continuacién presentamos toda una clase de métodos de relajacién
aplicables a cualquier tipo de SLSI (resultados que estdn publicados en
[26]). Que es uno de los resultados principales de esta tesis, demostramos
su convergencia y analizamos la rapidez de convergencia que publicamos
en [27].

La distancia Euclidea desde Z al hiperplano, H = {z € R"|a’x = b},

b—a'z
llall

tal que a'T < b, serd denotada por d(z,H) = . La idea geométrica
es la siguiente: partimos de un punto inicial £ € R™, que no es solucién
del sistema (es decir, Z ¢ F) y de entre los hiperplanos asociados con
inecuaciones violadas por T tomamos uno de los més alejados de z, lo
llamamos H; el siguiente punto se construird a partir de T a lo largo
del vector de proyecciéon de x sobre el hiperplano H, a una distancia

Md(Z, H), donde A > 0 es un pardmetro fijo a priori.

Si p:=d(z,H) > 0 es la distancia Euclidea desde Z al hiperplano
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H, el siguiente punto serd & + u)\”%:”, donde a es el vector gradiente de
la definicién de H.

El problema de localizar el hiperplano mas alejado no es una tarea
facil. En efecto, dado un sistema infinito y un vector fijo ", g(t,a") :=
ayx” —by es una funcién no lineal, llamada funcién marginal o de holgura,
y las técnicas que involucran calculos de méaximos globales, por ejemplo,
las rutinas de MATLAB, sé6lo proveen aproximaciones.

Proponemos, pues, un método en el que prescindimos de calcular el
hiperplano més alejado. De hecho, generamos una sucesion {z*}, tal que,
a partir del punto actual z", el siguiente punto es de la forma z"+! =
x" 4 sAﬁ en donde sélo necesitamos que en cada paso £ (junto con
su correspondiente vector a) sea lo suficientemente cercano, en cierto
sentido, a u, de tal manera que podemos utilizar la aproximacién de
rutinas de MATLAB.

En particular, si el pardmetro A = 2 (A = 1), el siguiente punto es
la reflexién de Z del hiperplano (la proyeccién de Z sobre H, respectiva-
mente). El caso en el que A = 1 ha sido ampliamente estudiado en [32].
Los autores del articulo, tratan con sistemas donde 7' C R™ y suponen
las condiciones: sup{|| a; || [t € T} < oo y inf{b, |t € T} > —o0. Sin
embargo, el siguiente ejemplo muestra que en situaciones comunes, estas

condiciones se pueden violar.

Problema 27 Sea x € R? y o = {(—2t,1)' x > —t>, t € R'}. El con-
junto factible es F = {z € R*: zy > i} y dimF = 2. Aqui tenemos
sup{[| (—2t,1)" || [t € T} = 00 e inf{~t? |t € T} = —c0.

La dimensién completa para un conjunto factible es una propiedad
deseable con el fin de verificar la estabilidad de unicidad fuerte de siste-
mas del tipo (1.1), como se puede ver en [14]. A partir de estos hechos,
introducimos un método en donde consideramos un conjunto de indices

arbitrario 7', y sélo suponemos que el conjunto factible F' es de dimensién
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completa. Podemos atn prescindir de esta condicién en base al siguiente
resultado (que se presenta en [14]), bajo el cumplimiento de la condicién
fuerte de Slater, es decir, existe T € F' y v > 0 tal que, para todo t € T,

tenemos a;T > by + 7.

Teorema 28 [1/, Teo. 4.1] El sistema o es consistente y satisface la
condicion fuerte de Slater si, y solo si, existe € > 0 tal que, para todo oy

con d(o,01) < €, tenemos aff F} = aft F' .

Una descripcién formal del MRE es como sigue:

Algoritmo 29 (Método de Relajacion Extendido)

1. Elija los pardmetros X € (0,2], M > 2, 8 > 0 y un vector arbitrario

20 € R™. Establezca el indice de iteracion r = 0.

2. Minimice la funcién de holgura g(t,z) en x”, calcule

Up = gg%g(tv z").

Siu. > 0, fin (" € F). De otra manera, tdmese el conjunto de
indices T, = {t € T|g(t,z") < 0} (indices de desigualdades viola-

das por x” ).
8. Sea B, = B y considere el problema de optimizacion global

b _ ! T
sup{ LT ,tETT}:uT. (3.1)

[l

4. Halle una aproximacion 3, de ., para las soluciones p,., del pro-
blema ( 3.1). Si By < e.(M — 1), entonces
Hor btr B a:&,«‘rr

< Epi= < Uy, lgun t,. € T,
T Ta | =t para dlgint. €T,

y elija 2"t = 2" + )\srm. Sustituya r por r+1 y vuelva al Paso

2. En otro caso, sea 3. = B,/2 y repita el Paso 4.
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Observacion 1. En el Paso 3, si consideramos, para cualquier r € N,
el punto =" € R™ con u, < 0, tenemos, para cada t € T}., que
by — apz”

0<
all

)

Asi que, tenemos i, > 0, en cualquier iteracién, antes de que el método
concluya.

Observacion 2. Nuevamente, en el Paso 3, supongamos z € F', enton-

btfaiz
llacll

ces, para todo t € T,. tenemos < 0, y considerando la desigualdad

by — arx” _ b= ayz N ay(z —z") <lr—u
[lae | [l [l

I
9

obtenemos p, < ||z — 2"

Observacion 3. Nuevamente en el algoritmo, siempre se cumple la
desigualdad 3, < e,.(M —1). Esto implica que &, > (e, +8,)/M > p,./M.

Asi que, aseguramos que en el algoritmo del MRE, ¢, siempre existe
y toma valores finitos diferentes de cero.

La demostraciéon de la convergencia del teorema siguiente para el ca-
so A = 2 del algoritmo previo, primeramente se reporté en [28] (conver-
gencia del Método de Relajacién Extendido), posteriormente, motivados
por las ideas de Agmon (véase [1]) acerca del estudio de proyecciones
superiores e inferiores (“under and over projections”), dirigimos nues-
tro andlisis hacia el estudio de la rapidez de convergencia (caso A = 2).
Posteriormente ampliamos el resultado de convergencia para todos los
valores de A dados en el Algoritmo 3.1 (véase [26]) y probamos que la ta-
za de convergencia del Algoritmo 3.1 es lineal (véase [27]). Estos tltimos
resultados se habfan presentado parcialmente en [25].

Establecemos, pues, el teorema de convergencia del Algoritmo 29.

Teorema 30 Supongamos un sistema o tal que dim F' = n. Dado un
punto inicial, x° € R™, el MRE con A €]0,2] concluye en un niimero
finito de pasos, o bien, el método genera una sucesion {x"}, que converge

hacia un elemento de F'.
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Demostracién. Considérese la sucesién {z"} C R™ generada por el
algoritmo. Concluiremos que lim,_, o, x" = & € F. Si la sucesion es finita,
no hay nada que probar. Por lo que supongamos que {z"} es una sucesién
infinita. Para cada t € T denotamos Hy = {x € R" | ajz = b;}. Para
todo r € N tenemos p, > 0, i.e., 2" ¢ H,, , entonces el vector x"*1
estd en direccién del vector a;, comenzando en el punto z". La distancia
entre los dos puntos es Ae,..

Por hipdtesis existe z € R™ y § > 0 tal que la bola abierta Bs(z) de

centro z y de radio § cumple con la siguiente condicién:
Bs(z) CFCc{zxeR" |a; x>b,}, r=12,...

y ademds p; :=d(z, Hy.) > 0.

! es ortogonal a

Por construccidn, la recta determinada por " y z"+
H;, . Sea h, la distancia desde z hacia la recta. Consideremos la envoltura
affn de {z", 2" 1, 2}. Elegimos un sistema de coordenadas en este hiper-
plano, con eje de las abscisas, la recta a través de los puntos z” y 2" t1,
con esa orientacién, y con eje de las ordenadas, la mediatriz del segmento
[#7, 2" +1], orientada tal que z pertenece al primer cuadrante (véase Fi-

gura 3.1). Con esta orientacién, las coordenadas de los puntos z" , x™ 1

Figura 3.1: Orientacion del esquema de construccién.
y z son (—&.,0), (A = 1), 0) = (&&,,0), donde & € (—1,1], v (pt,., hr),
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respectivamente, con h, > 0 (para el caso en donde la dimensién de la

envoltura afin es 1 y h,. = 0 es trivial). Entonces
la” = 212 = 27" = 2[12 = [(pe, + )% + B2] — [(p1, — Eer)? + h2]
= (1—-&"e7 +2(1 + pr, &
Por lo tanto, para r € N, tenemos
0 "t 2P = " — 2P = (L= €9 = 21+ o v,
puesto que —p;. < —J, tenemos
0 < [l —2[* < [la" — 2]* — (1 — €%)ef — 2(1 + €)de

Asi que, podemos considerar en las relaciones anteriores los primeros

r — 1 términos, es decir, para k =0,...,r — 1, tenemos
25+ = 2|* < [|l2* — 2]* = (1 = €%)eZ — 2(1 + &)de,..

Si sumamos, respetando el orden en las desigualdades anteriores, obte-

nemos
an’f“ Z||2<ZII$ — 2| = (1 - €%)e7 = 2(1 + €)de),

asi que,

r—1 r—1
R I e e e N A
k=1 k=1

Zs 1+§5Z€k,

Después de eliminar términos comunes se tlene7

r—1

r—1
0< la” — 27 < [|l2® = 2> = (1 =€) Y _ef =201+ )8 Y _ex,
k=0

k=0
de donde,

r—1 r—1 r—1
21486 der < (1—6)) 7 +2(145 Y ep < [2° — 2|*.
k=0 k=0 k=0
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Asi que,
r—1
Soen s gl — I
— 46 '
k=0
Consideramos la sucesién 7,1 = Zz;é £, y definimos K = 51=|2°—
z||2 Puesto que, para todo r € N tenemos 7,_1 > 0 , entonces 0 <
lim, n, < K, i.e., lasucesion {7, } estd acotada y es creciente, por lo tanto
la sucesién converge. Ademas, Z:fio &, también converge (y lim, &, = 0).
Dado que en el Paso 4 del algoritmo de relajacion, se ha elegido &,
tal que 0 < 5% < ¢, ie., 0 < p, < &M, tenemos lim, j, = 0.

Nuevamente del Paso 4 tenemos
la" — xTHH = A&,

entonces la serie, Y oo [lz"—z" ||, converge, por lo que 2 (" —z" 1)
es absolutamente convergente (véase Th. 26.7 [3]), y, lim, 2" = &, para
algin ¢ € R™.
Finalmente, mostraremos que & € F. Para algin t € T, y para todo
r € N tenemos
by — aja” ey t €T,
1/ — 0, en otro caso.

Tomando limites en la relacién anterior cuando r —oo, para todo t € T',
btfa;a”:
llazll

Observacion 4. Mencionamos que la demostracién geométrica del teo-

obtenemos

<0, lo que prueba que & € F'. a

rema previo requiere que se cumpla la condicién de dimensién completa

para el conjunto factible (6 > 0).

3.2. Razon de convergencia de los algorit-
mos

En esta seccién demostramos bajo la hipétesis de que A € (0,2),

que la razén de convergencia del algoritmo del MRE es lineal. Antes de
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establecer este hecho, en el Teorema 34, es necesario presentar varios
enunciados previos y un lema.

Consideremos la sucesion {z"} que genera el algoritmo de RE des-
crito en la seccién anterior. Para investigar la razén de convergencia del
MR, junto con las condiciones que aseguran la validez del Teorema 30,
supondremos algunas condiciones acerca de los datos a; y b; en el resto

del trabajo. Sean, pues,
if{||lat]| : t €T} =B >0y sup{|ja|| : t €T} =N < o0,

respectivamente.
Puesto que los puntos x”, para r = 0,1, 2, ... no son factibles, no es

dificil verificar la validez del siguiente lema:

Lema 31 Podemos sustituir, para cualquier r € N, T,. por T en p, =

sup {m,t € TT} (véase (3.1)).

llal

Con el fin de presentar la rapidez de convergencia del algoritmo de
relajacion extendido, presentamos dos lemas: el Lema 32, demostrado
por Agmon ([1]) y, posteriormente, el Lema 33, cuyo enunciado y de-

mostracién es andloga al Lema 1 que se presenta en [32].

Lema 32 Sea A € [0,2] y x, y dos puntos en R™ separados por el hiper-
plano H = {x € R"|d'z = b}, tal que o’z < b y o'y > b. Entonces

lz+ X (& —a) —yl* < o —ylI* = A2 =N & —=z|*, (3:2)

donde % es la proyeccion ortogonal de x sobre H. La igualdad se tiene st

A=0,0biensi\=2yye H.

Lema 33 Siint F'# (), N < co y B > 0, entonces existe una constante

0 <~ <1, tal que, para todo r = 0,1,2, ..., tenemos p,. > vyd(z", F).

Demostracion. Supongamos, temporalmente, que 0, € int F. Por

lo que, existe § > 0 tal que Bs(0) C F. Lo que implica que d(0,, H;) > ¢
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para cualquier ¢ € T, i.e., —=b;/|la;|| > ¢ para todo ¢t € T. Por lo tanto,

existe a > 0 tal que para toda t € T se satisface la condicién
—bt Z 0B = a. (33)

Fijemos 2" € {z¥} y sea y" el punto en F tal que ||2" — y"|| = d(z", F) (el
punto més cercano de F hacia z"). Es bien conocido que la desigualdad
(y"—a")'z > (y"—x")'y" es una consecuencia del sistema (1.1). De modo

que, por el Lema de Farkas,

T — " ag 0
Y € clcone ,teT, "

v — o)y b -1

Entonces, para ciertas sucesiones {\.} C Rf) vy {(M),} € Ry, podemos

escribir
yr—a” ) ai ) n
= lim (M) + (M)
(y"—a")y" ’ tez; “\ b \ 1
Por esta razén tenemos que
yr—a = h'mz ()\{,)t at, (3.4)
T er
y también
(y" —2")y" =lim (Z (M), be — (Ai)0> : (3.5)
7 \ter
Por lo que,
i (00 )~ (2 0, 0, ) -
7 \ier 7 \ter
Como (M), >0y aty” — b, > 0, para todo ¢ € T tenemos
lim ()\{;)0 =0, (3.6)

J

luego

lim <Z (M), (aty” — bt)> =0. (3.7)

I teT
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Sabemos que " — T y que ||y" — 2" || — 0, por lo que L = sup{||y"| :

r=0,1,...} <4oo.De (3.3) tenemos que, para todo j = 0,1, 2,

> (M)pas=) ()b

teT teT
Entonces
alimsup Z (/\Z_ - hm inf Z bt, (3.8)
J o ter teT

Pero por (3.6) y (3.5), tenemos

—hmz )\] (" —y")y". (3.9)
teT
Asf que, por (3.8) v (3.9), tenemos
h'msupz (A{)t <a 'Lz -y (3.10)
I ter

Por otro lado, a partir de (3.4), (3.7), (3.10) y del Lema 31, obtenemos

ly" = T||2—hmz (M), ar(y" — ")

teT
h'r_n(Z(Ag;) apy” —b) + Y (M), (b — dja ))
J teT teT
<hmsupz (M) )Nr|at||
teT

<a 'Llla” =yl lladll

< aT'LN 2" =y || o

Luego,
@
T T
Hl‘ -y ” < Mo«
N
Tenemos, ademas, la relacién

(0% «

C+D(N+1+06) LN
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Si definimos v = ( , podemos observar que «y € (0,1) . Ademas,

(]
LT (N+ita)
para todo r = 0,1, ..., tenemos

Yllz" =yl < poo-

Recordemos que las relaciones anteriores se obtuvieron bajo el supuesto
0, € int F.

Resta demostrar el enunciado del teorema, excluyendo el caso ante-
rior. Supongamos, pues, que z estd en el interior de F. Definamos F, :=
{r eR"| atx > b —ajz,t €T}, y pr(x,2) = sup{%,t € TT} .

Bajo estas consideraciones; como el origen esta en el interior de F,
podemos probar que para todo r =0, 1,2, ..., tenemos que p,.(z"—z, 2z) >
vd(z" — z, F,). Finalmente, puesto que u, = p.(z" — 2,2) y ademds

d(z",F) = d(z" — z, F.), obtenemos el resultado deseado. O

Podemos mencionar que las constantes §, N, B y L dependen uni-
camente de los valores nominales en los datos y del punto inicial de
algoritmo.

El siguiente teorema provee una cota que nos permite establecer, en

el algoritmo de relajacién extendido, la rapidez de convergencia lineal.

Teorema 34 Sea A € (0,2). Siint F # (), N < co y B > 0, entonces
eristen M > 2, 0< 60 <1yz€F tales que T = lim, 2" y, para todo r

suficientemente grande, tenemos |lz” — z| < 07 ||2° — z|| .

Demostracion. De la definicién de &,., tenemos ¢, = ||z" —z"||, don-
de z" es la proyeccién ortogonal de " sobre el hiperplano H;_ . Sabemos

que para cada r = 0,1, ..., se cumple

fhr
L Hr 3.11
ep > U ( )

Sustituyamos x por 2" e y por y" en (3.11). A partir de los Lemas 32

y 33 y de la validez de la desigualdad ||z"T — y™ 1|2 < [J2" ! — 7|2,
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obtenemos la siguiente cadena de desigualdades:

2"t =y 2 < 2 =y P < la” =y )P = A (2 = A 2" - 2T

=la" =y 1P =X (2= N)e?

r r )‘(2_)‘)/“72"
B e

r r )‘(2_)‘)72 r r
<oy = AE I e
a1 - A2 - X)), (312)

Si hacemos 0 < v = (1 — A (2= A)7y2M~2)2 < 1 (eligiendo M suficien-

temente grande) y aplicando (3.12) repetidamente, tenemos
2"t =y < vl =0

Por lo que z y 2" estdn en la bola Bj,-_,(y") para cada r =0, 1,2, ....

Finalmente podemos observar que

1, ., . . . :
Sl =2 <l =y <V e =yl < v a® - 2
Lo que prueba el teorema para cualquier v < 6 < 1. O

3.3. Experiencia computacional

Antes de presentar la experiencia computacional, discutiremos la dis-
ponibilidad de las constantes incluidas en el algoritmo. Obviamente, las
constantes B y N se pueden omitir a partir de los datos. Utilizando
la herramienta descrita en el Lema 1, en [6], podemos estimar la dis-
tancia ||z° — y°||. Tomando en cuenta que las sucesiones {z"}, {y"}

C B”Zo_yoH(yO), obtenemos para cada r =0,1,2, ...,
il = Jly" + 2% = y” =2 + 4" < [ly" = [ + []o°[] + []2° = o°|| <
< [|2°f + 2{]=" = "] -
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Por lo tanto, L < ||x0H + 2 H:co — yOH . La dificultad que consiste en de-
terminar la constante . Basdndonos en los datos nominales, la ecuacion
dimensional de Zhu, que establece que lin(cl(K)) = {&} implica § > 0,
donde K es el cono caracteristico del SLSI o. Para hallar una aproxima-

cién de §, podemos, eventualmente, utilizar las técnicas que se presentan

en [36] y [4].

3.3.1. Ejemplos de prueba

Probamos el algoritmo de relajacion extendido con algunos problemas
que se encuentran dentro de la literatura.

En el Paso 2 del MRE, el extremo de la funcion g, se calculé mediante
el uso del toolbox de optimizacién de MATLAB. Para todos los célculos,
utilizamos una precisiéon de 10E-8.

La implementacion del MRE puede resolver SLSI que satisfacen los
requerimientos de dicho algoritmo, y donde T' es una unién de intervalos
acotados. La implementacién se compara con la de Zhu, llamado Met1.
En las tablas de resultados los tiempos que se presentan estan dados en

segundos.
Ejemplo 15 n =2, T =[0,1.57] y

o={xeR"a1(t)x1 + az(t)xe > by, t € T}.
donde

a1(t) = 0.05(t — 1.57) cost,

az(t) = 0.025(t — 1.57m) sent

by = 0.05(¢t — 1.5m)(0.7 + 0.05(¢ — 1.57) cost) cost+

0.025(¢t — 1.5m)(0.8 + 0.025(¢t — 1.5m) sent) sent.
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La Figura 3.2 ilustra la representacion del conjunto factible del sistema

lineal.

dsrsessessesssiusiyuitiss

i
SIS a8 il
X esSestyneiignt quuns tunintl
s SN
S S IS S T T
A% e T T
Vi NN il

S
=
S \“““ A\

i 0%
IHTESCES

AR
et

I
A58

Figura 3.2: Conjunto factible del Ejemplo 15.

A partir del punto inicial (16.294474,18.115839)" construimos la Ta~
bla 3.1.

Ejemplo 16 Considérese el conjunto convexo F, definido por F' = {x €
R?: (23 + 23)? > k%(23 — 23);0 < 21 < K, 29 > 0} (véase la Figura 3.3)

y consideremos su representacién lineal o, dada por

ajxy +ajrg > byt € [0, 5]

g = 9
—%:El +x2>0:t€[l,+o00]
donde,
af := —kcos3t,
a? := —rsin 3t,

b := —r>(cos 3t cos tv/cos 2t + sin 3t sin tv/cos 2t).

El conjunto F' depende del parametro k. Al cual elegimos este como xk =
2. Como punto inicial consideramos z° = (—1564.979244, 2189.253881)’,

se presentan en la Tabla 3.2.
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T

A ite T tiempo Met1

0.1 - - - -

0.3 - - - -

0.5 60 (0.682542,0.875143)" 0.322716 -

0.7 37 (0.679089,0.874291)"  0.172399 -

0.9 21  (0.669295,0.871305)" 0.137749 -
0.852030

( 0.850555 >

10 iteraciones

1 9 (0.916033,0.611698)"  0.183576

tiempo 0.273640

1.1 11  (0.923490,0.680445)"  0.189879 -
1.2 7 (0.739753,0.773414)  0.173540 -
1.3 6 (0.883337,0.767611)  0.164000 -
1.4 8 (0.747916,0.764285)  0.166814 -
1.5 10  (0.898926,0.703865)" 0.175533 -
2 85  (0.811758,0.731137)"  0.430609 -

Tabla 3.1: Resultados del Ejemplo 15.

Ejemplo 17 Consideramos la representacién lineal de la elipse, F' =

{x € R? : 222 + 2% + 22129 + 221 < 0} (Figura 3.4) dada por
o={(—t* =263 432 £ 2t — D)y — 2t(t> — D)ag > —2t> 1 t € [-1,1]},

(véase [10]). Con el punto inicial, 2% = (3.423734, 14.120922)’, la imple-
mentacion del algoritmo de relajacién proporciona que se resumen en
la Tabla 3.3. Nota: Con el valor del pardmetro de relajacion A = 0.1,
la ejecucién excede el ntimero de iteraciones permitidas y termina sin

encontrar una solucion factible..

Ejemplo 18 Para n = 2, consideramos el sistema o = {—telz; — twy >
—1:t € [0,1]},(véase [12], [13]). En este ejemplo, para t = 0y ag = 02,

no se cumplen las condiciones requeridas al inicio de esta seccion. El
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Figura 3.4: Conjunto factible del Ejemplo 17.

conjunto factible de o se muestra en la Figura 3.5.

Utilizando el punto inicial 29 = (12.353328, 17.188846)’, se reportan
en la Tabla 3.4. Andlogo al Ejemplo 17, para algunos valores del pardme-
tro A, en particular si A = 0.1, 0.3, 0.7, el algoritmo excede el nimero de

iteraciones permitidas y termina sin encontrar una solucion factible.
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T

A ite T tiempo Met1
0.1 166 (0.518010,0.457482)"  3.299209 -
0.3 45 (0.521757,0.461178)"  0.907875 -
0.5 24  (0.525769,0.463274)"  0.344226 -
0.7 40 (0.541355,0.477132)" 0.616709 -
0.9 9 (0.521048,0.435851)'  0.171032 -
0.489203
1 15 (0.500966,0.407736)"  0.244491 —0-000555
9 iteraciones
tiempo 0.243640

1.1 6 (1.370079,0.691802)"  0.21223 -
1.2 5 (1.654249,0.515506)"  0.210532 -
1.3 13 (0.092467,0.453677)" 0.232813 -
1.4 8 (1.403643,0.193099)"  0.177691 -
1.5 11  (0.648873,0.474474)"  0.214937 -

2 190 (0.393985,0.348462)"  2.543993 -

Tabla 3.2: Resultados del Ejemplo 16.
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A ite x” tiempo Met1
0.1 - - - -
0.3 110 (—1.828697,2.388394) 0.373614 -
0.5 59 (—1.827002,2.39201)"  0.260062 -
0.7 38 (—1.824438,2.390390) 0.210664 -
0.9 20 (—1.794767,2.401682)" 0.170799 -
—1.786691
19  (—1.866903,2.365380)  0.160697 2404038
21 iteraciones
tiempo 0.52457
1.1 6 (—1.446675,2.336987)"  0.154376 -
1.2 8 (—1.703044,2.398714)"  0.157070 -
1.3 4 (—0.947604, 1.420896)"  0.144437 -
14 5 (—1.724665,2.341615)"  0.145378 -
1.5 6 (—1.722008,2.319358)"  0.166303 -
2 12 (—1.686474,1.201378)"  0.168417 -

Tabla 3.3: Resultados del Ejemplo 17.
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A ite x” tiempo Met1
0.1 - - - -
03 - - - -
0.5 60 (—5.269856,10.330953)"  0.256530 -
0.7 - - - -
21 (—6.046282,11.435680)"  0.161449 -
—5.302414
10.3777750

8 (—5.333119, 10.421842)"  0.152627
16 iteraciones

tiempo 0.356543
(—5.500799, 10.644656)"  0.148727 -
(—6.985222,10.145139)"  0.146326 -
(—8.596768,9.558163)  0.147526 -
(—10.208314,8.971188)  0.146005 -
—11.819860, 8.384212)"  0.144419 -
—19.877589, 5.449334)"  0.148837 -

’

NONNNND W

(
(

Tabla 3.4: Resultados del Ejemplo 18.
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Conclusiones

Esta tesis ha tenido dos objetivos principales: contribuir a la teoria
del andlisis convexo con nuevos resultados acerca de las representaciones
de Motzkin, y contribuir al campo de la teoria de los sistemas lineales
semi-infinitos mediante la aportacion de nuevos métodos para resolver
el problema de factibilidad.

Primero, desarrollamos nuevas caracterizaciones de conjuntos cerra-
dos mediante la ayuda de representaciones lineales. Para este fin, hemos
generalizado el teorema de Fourier, resultado que aparece en el estudio
de las representaciones del conjunto imagen de las aplicaciones lineales
sobre representaciones lineales de un conjunto cerrado y convexo. Pos-
teriormente, nos adentramos al andlisis de las representaciones conicas,
caracterizando éstas junto con los conos convexos.

Mas adelante, nos enfocamos en el estudio de las representaciones de
Motzkin. Introducimos las propiedades de los conjuntos M-representables
junto con las caracterizaciones de éstos y enunciamos el Teorema de re-
presentacién de Motzkin en su versiéon para conjuntos cerrados y conve-
XOS.

El estudio de las representaciones de Motzkin ha sido motivo de
trabajos posteriores, véase Goberna y otros [20], en donde se analiza
la estabilidad de las representaciones de Motzkin de conjuntos conve-

xos cerrados, y el estudio de conjuntos M-representables y funciones

69



M-representables (véase [21]). Trabajos que contintian principalmente
dirigidos a la teoria de la programacion multiobjetivo.

Por otro lado, se ha propuesto el método de relajacién extendido,
aplicable a sistemas lineales semi-infinitos el cual genera una clase de
métodos debido a la flexibilidad que proporciona el pardmetro de re-
lajacién y que permite, para cada valor de éste, considerar un método
diferente aplicable al problema de factibilidad.

Esto nos permitié observar una convergencia mas rapida para valores
del pardmetro de relajacién en el intervalo (0,1). Motivo que nos dirigié al
estudio de la tasa de convergencia. Asi, hemos probado que la tasa de
convergencia de esta clase de métodos es lineal.

Hemos elegido el algoritmo de relajacién, como una presentaciéon de
los algoritmos aplicables al problema de factibilidad de representaciones
lineales de conjuntos convexos y cerrados, por su versatilidad de codifi-
cacién computacional. Hemos probado que la rapidez de convergencia es
lineal, sin embargo, en base a la experiencia computacional realizada en
variados problemas de prueba (que no se reportan aquf), consideramos
como trabajo futuro, dirigir la investigacién hacia el estudio de la razén
de convergencia, esto en base a las ideas que propone Agmon en [1]. Un
punto que se debe considerar para una futura investigacion, es el del
rol que desempenan los pardmetros M, B y N junto con el estudio de
la manera en cémo se obtiene el valor 6ptimo global en el Paso 4 del
algoritmo, pues, en la experiencia computacional se ha notado una clara
influencia de éste, sobre el nimero de iteraciones que son necesarias pa-
ra hallar la solucién del sistema. Existen, ademas, otros métodos validos
para sistemas ordinarios, que podrian extenderse hacia el campo de los
sistemas lineales semi-infinitos, como lo son los métodos que se reportan

en la literatura (véase [44]).
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Simbolos y Abreviaturas

Ry el conjunto de nimeros reales no negativos
R” espacio Euclideo de dimensién n
SuppA el conjunto de soporte de A € X7
R(™) el espacio de funciones de sucesiones finitas generalizadas
Rf) el cono convexo en R(T) de las sucesiones finitas no negativas
X+ subespacio ortogonal de X # ()
0FX cono de recesion del conjunto convexo X
D(X,x) cono de direcciones factibles en x € X
X° cono polar positivo del conjunto convexo X
T Vector columna con ¢—ésima componente x;
z'y Producto escalar de vectores = e y
llz|| Norma euclidea (o Ly) de z € R™
|| Valor absoluto de z € R
0 Vector de ceros en R™
span X Envoltura lineal de X
aff X Envoltura afin de X
conv X Envoltura convexa de X
cone X Envoltura convexa de X
lin X Espacio de linealidad de X
int X Interior de X
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cl X
bd X
rint X
rbdX
dim X
inf X

lim, x,

[l oo (Boo)

of
2
f*
ox

Ox

SLSI
PLSI

Clausura de X

Frontera de X

Interior relativo de X

Frontera relativa de X

Dimensién del convexo X

Maéxima cota inferior de X C R"

Limite de la sucesién {z,}22, C R"

Sistema de inecuaciones lineales en R"™, {ajx > b;,t € T'}
Conjunto solucién de o

Conjunto de soporte de A € RT, es decir, {t € T | \; # 0}
Espacio de funciones A € RT tal que |supp \| < oo
Conjunto de indices activos en x € F

Cono de restricciones activos en x € F'

Cono barrera de X

Primer cono de momentos de o: cone{as,t € T}
Segundo cono de momentos de o: cone { (57).t € T}
Cono caracteristico de o: cone { (Z:),t eT,; (2”1')}
Norma de Tchebyshev del vector = (su bola unitaria)
Vector cero en RT

subdiferencial de f

gradiente de f

conjugado de f

funcién indicadora de X

funcién de soporte de X

cono dual débil del conjunto convexo F

Sistema lineal semi-infinito

Programacion Lineal semi-infinita
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Apéndice A

Cédigo de MATLAB

clc;
clear;
stic();
promptl = {'VARIABLES NUMBER= :', 'INTERVALS NUMBER =
', "INITAL POINT = ', ...
'TOLERANCE =', 'MAX. NUMBER OF ITERATIONS', 'UPPER OR UNDER
RELAXATION?'};
titlel = ' LINEAR SEMI—INFINITE SYSTEMS (EXTENDED RELAXATION

METHOD) ';
linesl= 1;
defl = {'2','1",'[
—5.209715707515,—42.624321859986] "', '0.000000000001", ...
'1500', " 1.496303 '};
answerl = inputdlg(promptl,titlel,linesl,defl, 'on');
if isempty (answerl) ==
msgbox ('I NEED VALUES FOR ARGUMENTS, PLEASE PRESS
OK...',"MENSAJE', ...
'error')
break

end

73



20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

dimensionl = double (sym(answerl{l}));
Nintervalos = double (sym(answerl{2}));
xr = double (sym(answerl{3}));

&xr = 10*rand(1l,2)—10xrand(1,2);

xr = [34.3687722572 82.066698237677];

tol = double(sym(answerl{4}));

ite = double (sym(answerl{5}));
lamb = double (sym(answerl{6}));
$lamb = 2*rand(1l);
if length(xr) "= dimensionl || lamb ==
msgbox (' VARIABLES NUMBER = THE LENGTH OF THE INITIAL POINT
IS NECESSARY', ...
'Mensaje', 'error'")
break
end
T (Nintervalos) .t = 0;
a(Nintervalos) .t = 0;
g (Nintervalos) .xt = 0;
g(Nintervalos) .xtnorm = 0;
for i=l:Nintervalos
prompt0 = {'INDEXES SETS T:', ...
'"VECTOR a(t):',...
'"MARGINAL FUNCTION g(x,t):'};
title0O=
' LINEAR SEMI—INFINITE SYSTEMS a’ (t)X>:b(t),t\in T
\cup...\cup S';
lines0O= 5;
def0 = {'[—pi,pil', '@ (L) [2+t,—(3%t"2=3)]"...
;TR (X, ) 24t xx (1) — (3%E72—=3) *x (2) +.2% (£ 4+3) ' };
answerO = inputdlg(promptO,title0,lines0,def0, 'on'");
if isempty (answer0)==
msgbox ("INITIAL DATA IS
NEEDED', '"MESSAJE', "ERROR")
break
end
T(i).t = double(sym(answer0{1})); %
a(i).t = str2func(answer0{2});
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50 g (i) .xt = str2func(answer0{3});
51 g (i) .xtnorm=0@ (x,t) (g(1) .xt(x,t))/(—norm(a (i) .t(t)));
52 if length(xr) 7= length(a(i) .t (0)

53 msgbox ('LENGTHS OF INITIAL POINT AND THE VECTOR, a(t), DO

NOT AGREE', ...

54 'Mensaje', 'error'")
55 break
56 end

57 end

58 bnd = 0.00001;

59 tic();

60 topt (Nintervalos) = 0;

61 topt2 (Nintervalos) = 0;

62 gtopt (Nintervalos) = inf;
63 epsopt (Nintervalos) = —inf;

64 %ite=2000;

65 X (ite).set = zeros(l,dimensionl);
66 r = 1;
67 x(1).set = xr;

68 hold on

69 %t = sym('t');

70 flag = 0;

71 conv (ite+l) = 0;

72 indext (ite+l) = 0;

73 beta = le—4;

74 M = 10000000000;

75  %for lambda = 0.1 M should be above 1000000
76 % lampbda = 0.5 M 10000000
77

78 fprintf (' BE PATIENT, THE PROGRAM IS WORKING...\n\n\n');

79 while r <= ite

80 for i = 1:Nintervalos

81 if T(1).t(1l) == T(i).t(2)

82 topt (i) = T(i).t(1l);

83 gtopt (1) = g (i) .xt(T(1).t(1));

84 else

85 %options = optimset ('PlotFcns', @optimplotfval);
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86

87

88

89

90

91

92

93

94

95

96

97

98

99

100

101

102

103

104

105

107

108

109

110

111

112

without M value, we have error=le—12

optionsl = optimset ('TolX',l.e—12, 'Display’','off');

[topt (1) ,gtopt (i)] = fminbnd(Q@(t)g (i) .xt(xr,t),...
T(i).t(l)-bnd,T(i).t(2)+bnd, optionsl);

indext (r) = topt(i);
end
end
[gt,idxgtsr] = min(gtopt);
if gt >= —tol
flag = 1;
msgbox. ..
('THE EXTENDED RELAXATION PROGRAM HAS BEEN FOUNDED A
SOLUTION', ...
'MESSAGE', "help")
fprintf (! INITIAL POINT WAS x0= \n\n');
for i = l:length(x(1l).set)

fprintf (' %.12f \n\n', x(1).set(i));
end
fprintf (' AND THE FINAL APROXIMATION IS x= \n\n');

for i = l:length(x(r).set)

fprintf (' %.12f \n\n', x(r).set(i));
end
fprintf (! WHICH IS A FEASIBLE SOLUTION.\n\n');

fprintf (' THE NUMBER OF ITERATIONS WAS %.0f .\n\n',r);

fprintf (' WITH A TOLERANCE OF: %.6f \n\n',tol);

fprintf (' LAMBDA VALUE: %.6f \n\n', lamb);

toc();

break

else

idbeta = 1;

%idbeta

times = 1;

%&& times <= 20;

while idbeta == 1
if times > 20

idbeta =
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123

124

126

127

128

129

130

131

132

134

135

136

138

139

141

143

144

145

147

148

149

151

152

154
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end
for i = 1:Nintervalos
if T(i).t(l) == T(i).t(2)
topt2 (i) = T(i).t(1l);
epsopt (1) = g(i).xt(T(i).t(1));
else
options2 =
optimset ('TolX',beta, 'MaxIter',500, ...
'Display', 'off');
[topt2 (i), epsopt (i)] =
fminbnd (@ (t)—g (i) .xtnorm. ..
(xr,t),T(i).t(l)-bnd,T(i).t(2)+bnd,
options2);
indext (r) = topt2(i);
end
end
[epsr,idxepsr] = min (epsopt);
epsr = —epsr;

if beta <= epsrx (M—1)

xr+lamb* (epsr) * (a (idxepsr) .t (topt2 (idxepsr))) ...
/norm(a (idxepsr) .t (topt2 (idxepsr)));
x(r+l) .set = xr;

idbeta = 0;

conv(r) = (sgrt((x(r).set—x(r+l).set)x...
(x(r) .set—x(r+l) .set)"));
plot (r,conv(r), '—rs');
hold on;
r = r+l;
else

beta = beta/2;
end
times = times+1;
end

end
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156

157

158

159

161

162

163

164

165

166

168

169

170

end

if r == ite && flag == 0

end

fprintf ('MAXIMUN NUMBER OF ITERATIONS WAS REACHED.
\n\n");
fprintf (' THE SEQUENCE GENERATED BY THE ALGORITHM\n\n')
fprintf ('CONVERGES TO A SOLUTION OF THE
SYSTEM%.6£\n\n\n"', conv(r));
fprintf (' INITIAL POINT WAS x0= \n\n');
for i = l:length(x(1l) .set)
fprintf (' %.12f \n\n', x(1).set(i));
end
fprintf ('THE FINAL APROXIMATION IS x= \n\n');
for i = l:length(x(r) .set)
fprintf (' %.12f \n\n', x(r).set(i));
end
fprintf (' LAMBDA VALUE: %.6f \n\n', lamb);

toc();
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