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PUEBLA, PUEBLA. FEBRERO DE 2O12





i
i

“thesis010212” — 2012/2/7 — 16:22 — page i — #2 i
i

i
i

i
i

Hoja de aprobación

i





i
i

“thesis010212” — 2012/2/7 — 16:22 — page iii — #3 i
i

i
i

i
i

Dedicado para Magda y Aitana

iii





i
i

“thesis010212” — 2012/2/7 — 16:22 — page v — #4 i
i

i
i

i
i

Agradecimientos:

En la parte académica, de manera especial mis agradecimientos para

el Dr. Maxim Ivanov Todorov puesto que sin su indudable apoyo, esto
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Introducción

Este trabajo se divide en tres partes, la primera corresponde a la base

teórica en la que se resumen resultados de la teoŕıa de conjuntos convexos

(Caṕıtulo 1). Inicia con una descripción de los conceptos básicos de la

teoŕıa de conjuntos convexos y continúa con una revisión de la teoŕıa

de los sistemas lineales semi-infinitos. El propósito de este apartado es

establecer un marco teórico adecuado para los apartados posteriores.

En la segunda parte de este trabajo, Caṕıtulo 2, nos dedicamos al

estudio de cinco caracterizaciones de conjuntos cerrados convexos. Theo-

dore Motzkin demostró, en 1936, que cualquier conjunto poliédrico con-

vexo se puede expresar como la suma (de Minkowski) de un poĺıtopo y un

cono convexo poliédrico. En este caṕıtulo proporcionamos cinco carac-

terizaciones de una clase más grande de conjuntos convexos cerrados, en

espacios Eucĺıdeos de dimensión finita, que son la suma de un conjunto

compacto con un cono convexo cerrado. Estas caracterizaciones involu-

cran diferentes tipos de representaciones de conjuntos convexos cerrados,

como las funciones de soporte , conos duales y sistemas lineales. Además,

analizamos las relaciones entre estas representaciones. Discutimos, tam-

bién, la información que se obtiene cuando relacionamos un conjunto

convexo cerrado F y el problema de optimización lineal paramétrico de

un conjunto factible F en cada una de sus representaciones, incluida la

representación de Motzkin.

1



Un conjunto F ⊂ Rn es representable en el sentido de Motzkin (M-

representable) si existe un conjunto compacto convexo C y un cono con-

vexo cerrado D tal que F = C+D. Decimos entonces que C+D es una

representación de Motzkin de F , con componentes compactos y cónicos

C y D, respectivamente. Una representación de Motzkin de F es mı́nima

siempre que su componente compacta sea lo más pequeña posible. Los

conjuntos M-representables con componente cónica Rn
− se han utilizado

en teoŕıa de juegos, bajo el nombre de conjuntos generados compacta-

mente y conjuntos comprensivos ([38]).

Una representación de Motzkin puede considerarse como un nuevo

tipo de representación para una importante clase de conjuntos convexos

cerrados. Las caracterizaciones de conjuntos M-representables, que se

proporcionan en este trabajo, incluyen otros tipos de representaciones,

como las funciones indicadoras y de soporte (ver, e.g., [31] y [43]), y otro

menos popular, como sistemas de desigualdades lineales y conos duales,

que recordamos en el Caṕıtulo 1.

Iniciamos el Caṕıtulo 2 con el estudio de los diferentes tipos de re-

presentación analizamos la forma en que se obtienen dichas representa-

ciones y cómo se les puede explotar con el fin de obtener información

acerca de los conjuntos cerrados convexos y del problema de programa-

ción paramétrica, que se introducirá en la Sección 1.3.1. La Sección 2.1

proporciona representaciones lineales de los conjuntos cerrados y con-

vexos, para ciertas familias de semi-espacios de soporte y se extiende

el teorema de eliminación de Fourier para conjuntos convexos cerrados,

cuya versión clásica (ver [44] y sus referencias) proporciona represen-

taciones lineales de las proyecciones de un conjunto convexo poliédrico

dado, sobre el conjunto de coordenadas de los hiperplanos. Cabe mencio-

nar que el método de eliminación de Fourier clásico extiende el método

de Gauss al permitir eliminar, una a una, las variables de un sistema de

2
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inecuaciones lineales ordinario. En términos geométricos, la eliminación

de una variable xi se puede interpretar como la proyección ortogonal

sobre el hiperplano xi = 0, del conjunto solución del sistema. Siendo

precisos, a partir de una representación externa del F , σ, se obtiene una

representación externa del proyección F̂ , el sistema reducido σ̂.

En la Sección 2.2 analizamos representaciones cónicas de conjuntos

convexos cerrados, proporcionamos caracterizaciones de conos cerrados

convexos y formulamos la representación cónica de intersecciones y su-

mas de conjuntos convexos cerrados. En el Caṕıtulo 2.3 caracterizamos

los conjuntos M-representables de cinco maneras diferentes y obtenemos

una fórmula para el cálculo efectivo de una componente compacta de

un conjunto M-representable. La fórmula sencilla se deriva de la demos-

tración constructiva de la generalización del teorema clásico de descom-

posición para conjuntos convexos poliédricos debido a Motzkin ([39]),

mientras que la parte complementaria, que involucra cierto conjunto de

Pareto, proporciona la representación mı́nima de Motzkin.

Las representaciones lineales forman, además, uno de los principales

motivos de consideración, pues surgen en numerosas áreas tales como

análisis funcional, programación lineal semi-infinita, entre otras. En par-

ticular, la representación lineal de un conjunto, mediante un sistema de

infinitas desigualdades, descrito como σ = {a′tx ≥ bt, t ∈ T}, donde T re-

presenta un conjunto de ı́ndices arbitrario fijo; at, bt son las imágenes de

t, con t ∈ T , de las funciones a : T → Rn y b : T → R, respectivamente.

Este tipo de sistemas se llaman también sistemas lineales semi-infinitos

(SLSI). Todos los resultados que se presentan en este caṕıtulo son origi-

nales y están publicados en [11].

Finalmente, en la tercera parte de este trabajo, Caṕıtulo 3, aportamos

una clase de algoritmos numéricos dedicados a resolver el problema de

factibilidad de un SLSI.

3



La teoŕıa de los sistemas lineales semi-infinitos (SLSI) está ya bas-

tante madura (véase [10]), mientras que se conocen pocos algoritmos

numéricos para decidir si un sistema dado es consistente o no y para

hallar una solución en el primer caso, que son los problemas centrales

relacionados con este tipo de sistemas.

Por otro lado, es bien sabido que el problema de la factibilidad de

sistemas lineales ordinarios, que consiste en el cálculo de una solución del

sistema, es computacionalmente equivalente al problema de programa-

ción lineal. De ah́ı que exista una abundante literatura acerca del trata-

miento numérico para el problema de la factibilidad de sistemas lineales

ordinarios. La equivalencia mencionada desaparece cuando el número de

restricciones o de variables es infinito, por lo que los métodos numéricos

para SLSI son, hasta cierto punto, independientes de los métodos para

problemas de programación lineal semi-infinita (PLSI), véase [15]. Hasta

ahora, poco se ha dicho acerca del tratamiento numérico de los SLSI en

Rn [16].

Algunos métodos numéricos, para una cierta clase de SLSI en R(T )

que surgen en la teoŕıa económica, los cuales son llamados sistemas de

diferencias lineales, se pueden encontrar en [42]. Desde el punto de vista

numérico, Hu y Jeroslow han aportado diversas herramientas para el

problema de factibilidad, por ejemplo, Jeroslow considera este problema,

pero sólo para una clase particular de sistemas, para T = N.

Remarcamos que en el trabajo se presentan dos métodos que tratan

con el problema de factibilidad, pero desde el punto de vista anaĺıtico

(véase Métodos de Fourier y Motzkin en el Caṕıtulo 2). La combina-

ción de estas dos vertientes, distintas desde el punto de vista anaĺıtico

y numérico (algoritmos de relajación), son una novedosa forma de tra-

tar el problema de factibilidad, estos últimos debido a la elección de

parámetros que sólo dependen de un término constante, lo que muestra

4
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una mayor flexibilidad, en comparación con los métodos propuestos por

Hu y Jeroslow, métodos que requieren condiciones muy restrictivas en la

elección de los datos nominales.

Iniciamos el Caṕıtulo 3 proponiendo una clase de algoritmos llamados

métodos de relajación extendidos (MRE), los cuales extienden la idea del

método de relajación para sistemas ordinarios, es decir, cuando |T | < ∞.

En la Sección 3.1 describimos el MRE, basados en [44] y probamos, en

el Teorema 30, su convergencia para cualquier clase de SLSI (continuo,

polinómico, LOP, etcétera, véase apartado 1.3.1). La demostración de

este teorema utiliza ideas geométricas basadas en reflexiones de puntos,

que genera el algoritmo, sobre uno de sus hiperplanos violados y más

alejados de éste. La Sección 3.2, con algunas suposiciones adicionales en

el conjunto de datos at y bt, está dedicado al estudio de encontrar una

cota para el análisis de la rapidez de convergencia del MRE. Nos basamos

en las ideas que presenta Hu en [32] (Teorema 2), y probamos que la

razón de convergencia (Teorema 34), es lineal. Finalizamos este caṕıtulo,

apartado 3.3, presentando el desempeño del MRE aplicado en algunos

ejemplos de prueba tomados de la literatura. Los resultados logrados en

este caṕıtulo fueron parcialmente anunciados en [25], y posteriormente

publicados en [26], [27], y [28].

5



Caṕıtulo 1

Notaciones y definiciones

básicas

En este apartado recordamos algunas nociones básicas con el objetivo

de de fijar una notación y una terminoloǵıa coherente e ineqúıvoca para

el resto del trabajo. Los apartados 1.3 y 1.2, inician con la presentación

de algunos conceptos y resultados de la teoŕıa de los conjuntos convexos

y el apartado 1.3.1 continúa con una revisión de la teoŕıa de los sistemas

lineales semi-infinitos (SLSI), incluyendo el Lema de Farkas extendido

y la geometŕıa del conjunto solución. Las referencias básicas son [23] y

[43].

1.1. Definiciones básicas

A lo largo del trabajo utilizamos la siguiente notación. El producto

escalar de x, y ∈ Rp, se denota por x′y, o bien por ⟨x, y⟩, mientras que

∥x∥ denota la norma Eucĺıdea de x y 0p denota el vector cero en Rp.

Dado C ⊂ Rn, C ̸= ∅, la envoltura lineal de C es el menor subespacio

6
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vectorial que contiene a C, denotado por spanC. La envoltura af́ın de C

se define como la menor variedad af́ın que contiene a C, y la representa-

remos por aff C.

El conjunto C ⊂ Rn es convexo si (1 − λ)x + λy ∈ C, cualesquiera

que sean x, y ∈ C y λ ∈ [0, 1]. Por convenio, ∅ también es convexo.

La dimensión de C ̸= ∅ es la de su envoltura af́ın, es decir, dimC :=

dimaff C.

La envoltura convexa de un conjunto C ⊂ Rn es el menor conjunto

convexo que lo contiene. Se denota por convC y es la intersección de

todos los conjuntos convexos que contienen a C. Obviamente, conv ∅ = ∅.

Un conjunto K, tal que 0n ∈ K ⊂ Rn, es un cono si λx ∈ K cuales-

quiera que sean x ∈ K y λ ≥ 0.

La envoltura cónica (se sobreentiende que convexa) de un conjunto

C ⊂ Rn es el menor cono convexo que contiene a C. Se denota por

coneC y es la intersección de todos los conos convexos que contienen a

C. Obviamente, cone ∅ = {0n}.

Sea C ⊂ Rn un conjunto convexo no vaćıo. Un conjunto convexo X ⊂

C es una cara de C si para todo par v1 ̸= v2 de C tal que X∩]v1, v2[ ̸= ∅

se tiene ]v1, v2[⊂ X, donde ]v1, v2[:= {(1 + λ) v1+λv2 | 0 < λ < 1} ⊂ C.

Por convenio, el conjunto vaćıo también se considera una cara de C.

Los puntos extremos, aristas y facetas de C, son las caras de dimensión

0, 1 y n− 1, respectivamente.

Un conjunto no vaćıo de Rn es un poliedro si es el conjunto de solu-

ciones de un sistema finito de inecuaciones lineales.

Los poĺıtopos son los poliedros convexos acotados y los conjuntos

cuasipoliédricos, definidos por Klee, son aquellos subconjuntos de Rn

cuyas intersecciones con poĺıtopos son poĺıtopos.

Un par de conjuntos no vaćıos C1 y C2 en Rn están débilmente se-

parados por un hiperplano H := {x ∈ Rn | a′x = b}, donde a ∈ Rn y

7



b ∈ R, si

ı́nf{a′x− b | x ∈ C1} ≥ 0 ≥ sup{a′x− b | x ∈ C2}.

El hiperplano H separa a C1 y C2 fuertemente si las desigualdades an-

teriores son estrictas. Si (C1 ∪C2) \H ̸= ∅, entonces se dice que C1 y C2

se separan propiamente.

Teorema 1 [43, Teo. 11.4] Sean C1 y C2 conjuntos convexos no vaćıos

en Rn. Existe un hiperplano que separa fuertemente a C1 y C2 si, y sólo

si,

ı́nf{∥x− y∥ | x ∈ C1, y ∈ C2} > 0,

es decir, 0n ̸∈ cl(C1 \ C2).

Sea V un espacio vectorial lineal real, y C ⊂ V un conjunto convexo

no vaćıo. Se define el cono de recesión de C como

0+C = {w ∈ V | para todo v ∈ C y para todo µ ≥ 0 tenemos v+µw ∈ C},

y el cono de direcciones factibles de C en v ∈ C se define como

D(C, v) := {w ∈ V | v + µw ∈ C, para algún µ > 0}.

Si C ⊂ Rn es un cono convexo que contiene al origen, entonces 0+C = C.

Si C ̸= ∅ es un cono convexo en Rn, se define el cono polar positivo

de C por

C◦ := {u ∈ Rn | para todo x ∈ C se tiene u′x ≥ −1}.

Obsérvese que, para todo v ∈ C, D(C, v) = cone{C − v}.

Si C ⊂ Rn, al conjunto 0+C ∩ (−0+C), donde −0+C = {−v | v ∈

0+C}, se le llama espacio de linealidad de C y se denota por linC. Éste

consiste del vector cero y de todos los vectores no nulos w tales que, para

cada v ∈ C, la ĺınea a través de v en la dirección de w esta incluida en

C.

8
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Un cono convexo es puntiagudo cuando contiene rectas, es decir, si

su espacio de linealidad se reduce al vector cero.

Denotamos por intC, clC y bdC de un subconjunto C cualquiera

de Rp, a los conjuntos interior, clausura y frontera, respectivamente.

Si el conjunto C es convexo, se definen los conjuntos interior relativo

y frontera relativa de C, como el interior y la frontera de C cuando se

considera C como subconjunto de aff C con la topoloǵıa inducida por Rp.

Los denotamos por rintC y rbdC. Mientras que B(C) := {y ∈ Rp |existe

β ∈ R tal que, para todo x ∈ C se tiene x′y ≤ β} denotará el cono barrera

de C. Un hiperplanoH es de soporte paraX en un punto x̄ ∈ X, si x̄ ∈ H

y X está contenido en uno de los semiespacios cerrados que determina

H. Un punto frontera x, de un conjunto convexo cerrado C, se llama

suave cuando existe un único hiperplano de soporte de C en x.

Los mapeos lineales y matrices se denotan como es usual. Dado un

mapeo lineal A, su mapeo adjunto se denota por A∗.

Dado x = (x1, ..., xp) denotamos por x̂ al resultado de eliminar la

última componente, i.e., x̂ = (x1, ..., xp−1) . Identificamos x̂ con la pro-

yección ortogonal de x ∈ Rp sobre el hiperplano xp = 0, digamos (x̂, 0) .

De manera coherente, identificamos X̂ = {x̂ : x ∈ X} con la proyección

ortogonal de X sobre xp = 0. Dado h : Rp → R∪{+∞} , denotamos por

domh, gphh, y epih su dominio, su gráfica y su eṕıgrafo, mientras que

∇h (x) y ∂h (x) denotan el gradiente y el subdiferencial convexo de h en

x ∈ domh. El conjugado de h es la función h∗ : Rp → R∪{+∞} tal que

h∗(u) := sup{⟨u, x⟩ − h(x) : x ∈ domh}.

El conjuntoX ⊂ Rp se representa de una manera única por su función

indicadora

δX (x) :=

 0, si x ∈ X

+∞, en otro caso.

La función de soporte de X ̸= ∅ es δ∗X (y) = sup {⟨y, x⟩ : x ∈ X} , cu-

9



yo dominio es dom δ∗X = B (X) . Si X es cerrado y convexo, entonces

B (X)
◦
= − (0+X) (ver, por ejemplo, Teorema 10) y δ∗∗X = δX . La últi-

ma ecuación implica la existencia de una biyección entre el conjunto

convexo cerrado no vaćıo y las funciones convexas propias semicontinuas

inferiores que son positivamente homogéneas.

1.2. Resultados de la teoŕıa de conjuntos

convexos

En este apartado presentamos resultados de la teoŕıa de conjuntos

convexos que serán la base para sustentar la teoŕıa desarrollada a lo

largo del Caṕıtulo 2.

Teorema 2 [43, Teo. 9.1] Sean C ⊂ Rn un conjunto convexo no vaćıo

y A : Rn → Rp una aplicación lineal tal que

(kerA) ∩ cl 0+C ⊂ lin clC.

Entonces:

1. clA(C) = A(clC) y

2. A(cl 0+C) = 0+(clA(C)).

Teorema 3 [23, Teo. 14.6.1] Sea C un conjunto convexo cerrado en Rn

que contiene al origen. Entonces:

1. dimC◦ = n− dim linC;

2. dim linC◦ = n− dimC;

3. dim(C◦∩ (linC◦)⊥) = dim(C ∩ (linC)⊥), donde ⊥ indica el subes-

pacio ortogonal.

10
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Dado un sistema σ = {a′tx ≥ bt, t ∈ T}, una inecuación es redundante

cuando su eliminación no afecta al conjunto de soluciones.

Teorema 4 [43, Teo. 9.1] Sea C un conjunto convexo no vaćıo en Rn,

y sea A una transformación lineal de Rn a Rm. Supóngase que cada

vector no nulo z ∈ 0+(clC) A(z) = 0m pertenece al espacio de linealidad

de clC. Entonces cl(A(C)) = A(clC), y 0+A(clC) = A(0+(clC)). En

particular, si C es cerrado, y z = 0 es el único z ∈ 0+C tal que A(z) =

0m, entonces A(C) es cerrado.

Teorema 5 [43, Cor. 9.1.3] Sean K1, . . . ,Km conos convexos no vaćıos

en Rn que cumplen con la siguiente condición: si zi ∈ clKi para i =

1, . . . ,m y z1 + . . .+ zm = 0n, entonces zi pertenece al espacio de linea-

lidad de clKi para i = 1, . . . ,m. Entonces

cl(K1 + . . .+Km) = clK1 + . . .+ clKm.

Teorema 6 [43, Teo. 25.6] Sea f una función convexa cerrada tal que

dom f tiene interior no vaćıo. Entonces, para todo x ∈ Rn tenemos

∂f(x) = cl(convS(x)) +K(x),

donde K(x) es el cono normal a dom f en x (vaćıo si x /∈ dom f) y S(x)

es el conjunto de todos los ĺımites de sucesiones de la forma ∇f(x1),

∇f(x2), . . . , tal que f es diferenciable en xi y xi tiende a x.

Para enunciar el siguiente teorema definimos el cono dual débil del

conjunto convexo cerrado F ⊂ Rn como sigue

K≤ :=
{
(a, b) ∈ Rn+1 | para todo x ∈ F, a′x ≤ b

}
= epi δ∗F .

Teorema 7 [18, Prop. 3.2] Sea F = ∩i∈IFi ̸= ∅, donde Fi es un con-

junto convexo cerrado con cono dual débil K≤
i , i ∈ I. Entonces

K≤ = cl conv

[∪
i∈I

K≤
i

]
.

11



Teorema 8 [43, Teo. 18.8] Un conjunto C ⊂ Rn cerrado y convexo tal

que dimC = n es la intersección de semi-espacios cerrados tangentes a

C.

Corolario 9 Sea C ̸= ∅, convexo, si 0 < λ < ∞, entonces (λC)◦ =

λ−1C◦

Teorema 10 [43, Teo. 9.1] El polar del cono barrera de un conjunto

convexo no vaćıo C es el cono de recesión de C.

1.3. Sistemas lineales semi-infinitos

Los sistemas lineales semi-infinitos son los sistemas lineales en los que

el número de variables o el número de restricciones, pero no ambos, es

infinito. Nos interesan, en particular, aquellos en los que el número de

variables es finito y que pueden escribirse en la forma {a′tx ≥ bt, t ∈ T}.

Recordemos que T representa un conjunto de ı́ndices arbitrario fijo; at,

bt son las imágenes de t, t ∈ T , por medio de las funciones a : T → Rn y

b : T → R, respectivamente. Los sistemas de este tipo surgen en campos

tan variados como la aproximación funcional, el cálculo subdiferencial,

las desigualdades variacionales, los problemas de momentos, la progra-

mación semi-infinita lineal (PLSI, cuyos sistemas de restricciones son

SLSI) y la optimización vectorial semi-infinita, como se muestra en los

siguientes ejemplos.

Ejemplo 1 Sean f : Rn → R∪ ± {∞} y un punto t ∈ Rn tal que

f
(
t
)
∈ R. El subdiferencial de f en t, ∂f

(
t
)
, es el conjunto de las

soluciones del SLSI σ :=
{(

t− t
)′
x+ f

(
t
)
≤ f (t) , t ∈ Rn

}
. Entonces,

f es subdiferenciable en t si, y sólo si, σ es consistente (es decir, ∂f
(
t
)
̸=

∅). Los teoremas de existencia caracterizan las soluciones para un SLSI

dado σ. Los métodos de subgradientes requieren obtener una solución de

σ en el punto actual (problema de factibilidad).

12



i
i

“thesis010212” — 2012/2/7 — 16:22 — page 13 — #12 i
i

i
i

i
i

Ejemplo 2 Dados G : Rn → Rn y ∅ ̸= F ⊂ Rn, el problema corres-

pondiente de desigualdad variacional consiste en hallar x ∈ F tal que

G (x)
′
(t− x) ≥ 0 para todo t ∈ F. Este problema se dice que es semi-

infinito (lineal) cuando F es el conjunto solución de cierto sistema semi-

infinito (SLSI). En la literatura se pueden encontrar métodos numéricos

eficientes para problemas de desigualdades lineales variacionales semi-

infinitas (véase [15] y las referencias que ah́ı se encuentran), los cuales

prestan particular atención al caso de aplicaciones constantes G (en ese

caso, este problema se convierte en un SLSI cuyo conjunto de ı́ndices es

F ).

El espacio de las sucesiones finitas generalizadas, denotado por R(T ),

está formado por las aplicaciones λ : T → R, tales que λt ̸= 0, sólo en

un subconjunto finito de T . El cono convexo en R(T ) de las sucesiones

finitas no negativas se denota por R(T )
+ .

Ejemplo 3 Sean m ∈ Rn y T ⊂ R un intervalo dado. Considérese el

problema de momentos, que consiste en determinar si m es el vector de

primeros momentos para una cierta distribución de probabilidad discre-

ta sobre T . En otras palabras, nos preguntamos si existe una función

λ ∈ R(T )
+ tal que

∑
t∈T λt = 1 y

∑
t∈T λt (1, t, ..., t

n) = (1,m1, ...,mn).

Este problema se puede formular como la determinación de la consis-

tencia de cierto SLSI en R(T ) o bien, en términos geométricos, como la

determinación de quem ∈ conv{(t, ..., tn) , t ∈ T} (este conjunto se llama

el cuerpo convexo ćıclico).

Ejemplo 4 Sean f, v1, ..., vn funciones escalares sobre un conjunto T ar-

bitrario (t́ıpicamente, T es un intervalo en R y f, v1, ..., vn ∈ C (T )). Para

hallar una mejor aproximación a f desde span{v1, ..., vn}, para la norma

de la convergencia uniforme sobre T, basta resolver el problema de PSIL

13



P : min xn+1

s.t. −xn+1 ≤ f(t)−
∑n

i=1 vi(t)xi ≤ xn+1, t ∈ T,

cuyo sistema de restricciones es un SLSI.

Ejemplo 5 Dado un problema de programación multiobjetivo lineal cu-

yo sistema de restricciones, {a′ix ≥ bi, i = 1, ...,m} , no se conoce con

exactitud debido a errores de redondeo o errores de medida en los coe-

ficientes, la perspectiva conservadora o pesimista pretende asegurar la

factibilidad de la decisión tomada. Con tal fin se determinan los conjun-

tos de variabilidad de los vectores (ai, bi), es decir, conjuntos Ci ⊂ Rn+1

(por ejemplo, bolas para cierta norma) tales que se tiene la certeza de

que (ai, bi) ∈ Ci, i = 1, ...,m. En tal caso, el problema a resolver es

la búsqueda de vectores eficientes sobre el conjunto solución del SLSI

{a′x ≥ b, (a, b) ∈ T} , donde T =
m∪
i=1

Ci.

1.3.1. Clases y resultados de la teoŕıa de SLSI

Al igual que en la teoŕıa de los sistemas lineales ordinarios, el resul-

tado básico de la teoŕıa de los SLSI es el Lema de Farkas, que caracteriza

las inecuaciones lineales homogéneas que son consecuencia de un siste-

ma, también homogéneo, o su versión no homogénea, que fue establecida

por Minkowski para los sistemas ordinarios. En esta sección se presenta

la versión para SLSI. Versiones más generales pueden encontrarse en [7],

[29] y [30]).

Si σ = {a′tx ≥ bt, t ∈ T} es una representación lineal de F (conjunto

de soluciones del sistema σ). El sistema σ es consistente si F ̸= ∅. Cuando

todos los coeficientes de una desigualdad lineal son cero, la desigualdad es

trivial. El sistema es trivial cuando todas sus desigualdades son triviales.

14
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La cara de F , de ı́ndice t ∈ T , es el conjunto Ft = {x ∈ F | a′tx = bt}.

Si at ̸= 0n, entonces el ı́ndice t ∈ T se llama ı́ndice propio. Decimos que

t ∈ T (a′tx ≥ bt) es un ı́ndice portador (desigualdad portadora) de σ

cuando Ft = F . El conjunto de ı́ndices portadores se denota por Tc.

Obviamente, si existe un cierto x ∈ Rn tal que a′tx > bt para todo t ∈ T ,

entonces Tc = ∅. Dichos puntos reciben el nombre de puntos de Slater.

Asociados al sistema σ se definen los llamados primero y segundo

cono de momentos,

M = cone{at, t ∈ T} y N = cone {(at, bt), t ∈ T} ,

y el cono caracteŕıstico

K = cone {(at, bt), t ∈ T ; (0n,−1)} .

Los tres conos juegan un papel importante en la teoŕıa de los SLSI, en

particular, para caracterizar la existencia de una solución ordinaria para

σ ([1], [7] y [24]). El último cono es particularmente importante, puesto

que captura toda la información relevante sobre σ.

Tras haber definido estos conos pasamos a formular el bien conocido

Lema de Farkas.

Lema 11 (Lema de Farkas generalizado) Sean a ∈ Rn y b ∈ R.

Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. El sistema σ ∪ {a′x < b} es consistente.

2. (0n, 1) /∈ clN y (a, b) ̸∈ clK.

Por el teorema de separación, cualquier conjunto convexo cerrado

F ⊂ Rn, ∅ ̸= F ̸= Rn, es la intersección de semiespacios cerrados. Aśı,

F es el conjunto solución de sistemas de la forma

σ = {a′tx ≥ bt, t ∈ T} , (1.1)

15



donde T es un conjunto (posiblemente infinito), at = (at1, ..., atn) ∈ Rn

y bt ∈ R para todo t ∈ T. Entonces se dice que σ es una representación

lineal de F. Cualquier conjunto convexo cerrado admite infinitas repre-

sentaciones lineales. Decimos que σ es un sistema lineal ordinario si T

es finito y es un SLSI en otro caso. Los SLSI se han estudiado desde el

punto de vista de existencia de soluciones, redundancia y de la geometŕıa

de F (ver, e.g., [19], [23], [33], y las referencias que ah́ı se citan).

Por ejemplo, el cono caracteŕıstico y el primer cono de momentos

de una representación lineal máxima de F son K (F ) y su proyección

vertical K̂ (F ), respectivamente.

Dos resultados básicos sobre SLSI involucran la clausura del cono

caracteŕıstico: primero, σ es consistente (i.e., F ̸= ∅) si, y sólo si,

(0n, 1) /∈ cl cone {(at, bt) , t ∈ T ; (0n,−1)}

(teorema de existencia); y segundo, si F ̸= ∅, una desigualdad lineal

a′x ≥ b es consecuencia de σ (i.e., para todo x ∈ F se tiene a′x ≥ b ) si,

y sólo si,

(a, b) ∈ cl cone {(at, bt) , t ∈ T ; (0n,−1)} (1.2)

(Lema de Farkas no homogéneo).

La representación cónica de un conjunto convexo cerrado no vaćıo F

es

K (F ) :=
{
(a, b) ∈ Rn+1 | para todo x ∈ F se tiene a′x ≥ b

}
.

Puesto que cualquier representación lineal de F es un subsistema de

{a′x ≥ b, (a, b) ∈ K (F )} por el teorema de representación, éste también

es una representación lineal de F , este sistema se llama representación

lineal maximal de F. Las representaciones cónicas (también llamadas

conos de referencia o conos duales) proveen formulaciones duales para

la inclusión de conjuntos convexos cerrados (ver, e.g., el enfoque del

problema del contenedor de un conjunto en [35]).

16
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En [22] y [23] se han caracterizado diferentes familias de conjuntos

convexos cerrados no vaćıos en términos de las propiedades geométricas

de sus representaciones cónicas: F es poliédrico, si y sólo si, K (F ) tam-

bién es poliédrico, es compacto, si y sólo si, (0n,−1) ∈ intK (F ), y es

la suma de un conjunto convexo compacto con un subespacio lineal, si y

sólo si, (0n,−1) ∈ rintK (F ) (donde intK (F ) y rintK (F ) se entenderán

como el interior y el interior relativo de K (F ) , respectivamente).

Los conjuntos M-representables se pueden caracterizar mediante el

siguiente problema de optimización paramétrica (véase Caṕıtulo 2):

P (c) : Minx∈F c′x,

con parámetro c ∈ Rn. Si F es el conjunto solución de un SLSI, en-

tonces P (c) es un problema de PLSI con conjunto factible F. Repre-

sentamos por F ∗ (c) y v (c) el conjunto óptimo y el valor óptimo de

P (c) , respectivamente. Los problemas de PLSI surgen frecuentemente

en economı́a, teoŕıa de juegos, estad́ıstica robusta, aproximación funcio-

nal, etc. (ver, por ejemplo, la reseña [17]). Obsérvese que si F es un

conjunto M-representable, entonces para todo c ∈ Rn, P (c) es resoluble

(i.e., F ∗ (c) ̸= ∅) o no acotado (v (c) = −∞).

El siguiente caṕıtulo se dedica a cada tipo de representación, ana-

lizamos la forma en que se obtienen dichas representaciones y cómo se

les puede explotar con el fin de obtener información sobre F y P (c) .

En particular, la Sección 2.1.1 proporciona representaciones lineales de

F para ciertas familias de semi-espacios de soporte y se extiende el teo-

rema de eliminación de Fourier para conjuntos convexos cerrados, cuya

versión clásica (ver [44] y sus referencias) proporciona representaciones

lineales de las proyecciones de un conjunto convexo poliédrico dado sobre

el conjunto de coordenadas de los hiperplanos.

En la Sección 2.2 analizamos representaciones cónicas de conjuntos

convexos cerrados, proporcionamos caracterizaciones de conos cerrados

17



convexos y formulamos la representación cónica de intersecciones y su-

mas de conjuntos convexos cerrados.

En la Sección 2.3 caracterizamos los conjuntos M-representables de

cinco maneras diferentes y obtenemos una fórmula para el cálculo efec-

tivo de una componente compacta de un conjunto M-representable. La

fórmula sencilla se deriva de la demostración constructiva de la genera-

lización del clásico teorema de descomposición para conjuntos convexos

poliédricos debido a Motzkin ([39]), mientras que la parte complemen-

taria, que involucra cierto conjunto de Pareto, proporciona la represen-

tación mı́nima de Motzkin.
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Caṕıtulo 2

Representaciones de

conjuntos convexos

En este caṕıtulo estudiamos las representaciones lineales y cónicas

de un conjunto convexo cerrado dado, F ⊂ Rn, junto con el estudio de

las representaciones lineales de la imagen de F bajo un mapeo lineal,

en particular analizamos el mapeo proyección ortogonal de F sobre un

hiperplano dado.

Estudiamos también la caracterización de conos convexos cerrados en

términos de su representación cónica y las representaciones de Motzkin

junto con sus caracterizaciones.

2.1. Representaciones lineales

Cualquier conjunto convexo cerrado no vaćıo F admite múltiples re-

presentaciones lineales, todas ellas subsistemas de la representación lineal

máxima de F,

{a′x ≥ b, (a, b) ∈ K (F )} ,
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pero en general no hay una representación mı́nima de F, como muestra

el siguiente ejemplo.

Ejemplo 6 Consideremos el sistema semi-infinito

{−(cos t)x1 − (sen t)x2 ≥ −1, t ∈ T},

con T = [0, 2π] , que es una representación lineal de F = {x ∈ R2 : ∥x∥ ≤

1}. No es dif́ıcil darse cuenta que el subsistema {−(cos t)x1− (sen t)x2 ≥

−1, t ∈ S}, con S ⊂ T, es una representación lineal de F, si y sólo si, S

es denso en T. Puesto que no hay un subconjunto denso mı́nimo de T,

entonces no hay una representación lineal mı́nima de F.

Sin embargo, podemos considerar el problema de cómo obtener re-

presentaciones lineales de F que son mı́nimas en algún sentido. Para el

caso en que para todo c ∈ Rn el problema P (c) sea resoluble, o bien,

no acotado (por ejemplo, cuando F es M-representable), podemos pro-

ceder como sigue: para cada (a, b) ∈ K (F ) tal que ∥a∥ = 1 y P (a) es

resoluble, elegimos un punto x(a,b) ∈ bdF tal que para todo x ∈ F te-

nemos a′x ≥ a′x(a,b), aśı que a′x ≥ b es consecuencia de a′x ≥ a′x(a,b).

Entonces{
a′x ≥ a′x(a,b), (a, b) ∈ T

}
, con T = {(a, b) ∈ K (F ) : ∥a∥ = 1} ,

es una representación lineal de F. Un sistema más grande que el anterior

es:

{a′x ≥ b, (a, b) ∈ S} ,

con S := {(a, b) ∈ T : a′x = b para algún x ∈ bdF} , que es una repre-

sentación lineal de F por medio de semi-espacios de soporte en los puntos

frontera de F. De hecho, de acuerdo con el Teorema 8, el siguiente resul-

tado muestra que el conjunto de ı́ndices S en esta última representación

lineal se puede reemplazar por el conjunto más pequeño

Q := {(a, b) ∈ T | para algún punto suave x de F se tiene a′x = b} .
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La demostración incluye una clase de funcional de separación que se

utilizó en [2] para analizar la perturbación de conjuntos convexos junto

con un resultado bien conocido de la teoŕıa diferencial.

Teorema 12 Sea F $ Rn un conjunto convexo cerrado con interior no

vaćıo y sea H la familia de todos los hiperplanos de en puntos suaves de

F. Entonces, cada punto en Rn�F se puede separar estrictamente de F

por un miembro de H.

Demostración. Sea x0 ∈ Rn�F y tomemos x̂ ∈ intF. Sin pérdi-

da de generalidad, supongamos x0 = 0n y x̂ = (0n−1, 1)
′
. Definamos

f : Rn−1 → R∪{+∞} mediante f (y) := mı́n {λ ∈ R : (y, λ) ∈ F} (con-

venimos que mı́n ∅ := +∞). Podemos verificar que f es convexa.

Consideremos el conjunto abierto convexo U := {y ∈ Rn−1 : (y, 1) ∈

intF}, que es una vecindad del origen, puesto que (0n−1, 1) ∈ intF ;

además, como f está acotada superiormente por 1 sobre U, toma valores

finitos sobre U y es, por lo tanto, continua sobre U . De esta manera,

como f (0n−1) > 0, existe una vecindad abierta convexa V ⊆ U de 0n−1

sobre el que f es estrictamente positiva.

Sea y ∈ V. Puesto que (y, f (y)) ∈ bdF, existe un hiperplano de

soporte para F en (y, f (y)) , es decir, existe un vector no nulo (x∗, λ∗) ∈

Rn−1 × R tal que para todo (z, λ) ∈ F tenemos

⟨z − y, x∗⟩+ (λ− f (y))λ∗ ≤ 0.

No es dif́ıcil verificar que λ∗ < 0, aśı que, sin pérdida de generalidad,

elegimos λ∗ = −1. Con esta elección resulta que x∗ ∈ ∂f (y) ; rećıproca-

mente, para cada x∗ ∈ ∂f (y) el hiperplano a través de (y, f (y)) orto-

gonal a (x∗,−1) soporta a F. Como f toma sólo valores finitos sobre V,

tenemos que ∂f (0n−1) ̸= ∅; de ah́ı, dado que

∂f (0n−1) = conv {ĺımk ∇f (yk) : {yk} → 0n−1, para todo k,

f es diferenciable en yk y {∇f (yk)} converge} ,
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por el Teorema 6, existe una sucesión de puntos yk → 0n−1 en la cual f

es diferenciable tal que ∇f (yk) → x∗ ∈ ∂f (0n−1) . Debido a que

0 < f (0n−1) = ĺım
k

(f (yk)− ⟨yk,∇f (yk)⟩) ,

para algún k0 tenemos f (yk0) − ⟨yk0 ,∇f (yk0)⟩ > 0. Considérese el hi-

perplano a través de (yk0 , f (yk0)) con vector normal (∇f (yk0) ,−1) .

Puesto que ∂f (yk0) = {∇f (yk0)} , en base a los argumentos ante-

riores, este es el único hiperplano de soporte para F en (yk0 , f (yk0)) ;

de aqúı que (yk0 , f (yk0)) es un punto suave de F y, por lo tanto, es un

hiperplano de que pertenece a H. Tenemos que, para todo (z, λ) ∈ F,

⟨z − yk0 ,∇f (yk0)⟩ − (λ− f (yk0)) ≤ 0

y, por el contrario, esta desigualdad no es válida para (z, λ) = (0n−1, 0) .

Aśı, concluimos que este hiperplano separa x0 = 0n de F. �

Corolario 13 Sean F ⊆ Rn un conjunto convexo cerrado con interior

no vaćıo y H una familia de hiperplanos de soporte para F , tal que

para cada punto de bdF existe un hiperplano de soporte para F que

pertenece a H. Entonces, cada punto en Rn�F se puede separar de F

por un elemento de H.

Demostración. Es una consecuencia inmediata del Teorema 12. �

La representación lineal de F , provista por el Teorema 12, es mı́ni-

ma cuando F es poliédrico, pero no en general (véase Ejemplo 6). Los

ejemplos en la Sección 2.3 ilustran el uso del Teorema 12, con el fin de

validar si un sistema lineal dado es la representación de algún conjunto

convexo cerrado F.

Los resultados en la teoŕıa de los SLSI y PLSI proporcionan informa-

ción acerca de F y P (c) a partir de sus datos, una representación lineal

de F, digamos σ = {a′tx ≥ bt, t ∈ T} , y c. Por ejemplo, es bien conocido
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que el sistema homogéneo de σ, {a′tx ≥ 0, t ∈ T} , es una representación

lineal de 0+F y que F ∗ (c) es un conjunto compacto no vaćıo si, y sólo

si, c ∈ int cone {at, t ∈ T} (véase, por ejemplo, [23]).

Ahora consideremos el problema que consiste en obtener una repre-

sentación lineal de la imagen de F mediante un mapeo lineal. Obsérvese

que, si A : Rm → Rn es un mapeo lineal, entonces {a′tAy ≥ bt, t ∈ T} es

una representación lineal de A−1 (F ) .

Sin embargo, encontrar una representación de A (F ) no es fácil, con

algunas excepciones (por ejemplo, si A es un automorfismo en Rn, enton-

ces
{
a′tA

−1x ≥ bt, t ∈ T
}
es una representación lineal deA (F )). Obsérve-

se que A (F ) generalmente no es cerrado a pesar de que F es un cono

(enfatizamos, en ese caso, el Lema de Farkas en [5] el cual establece que(
A−1F

)◦
= A∗ (F ◦) si, y sólo si, A∗ (F ◦) es cerrado).

El siguiente resultado considera un tipo de mapeo que surge con

frecuencia en la práctica (por ejemplo, en las siguientes dos secciones): la

proyección ortogonal sobre un hiperplano dado H, denotado por projH :

Rn → Rn. Obviamente, projH (x) = (x+ span {v}) ∩ H, donde v ∈

Rn� {0n} es algún vector ortogonal de H.

Proposición 14 Sea σ = {a′tx ≥ bt, t ∈ T} una representación lineal de

F ̸= ∅ y sea v ∈ Rn� {0n} ortogonal al hiperplano H. Entonces cada

una de las siguientes condiciones garantizan que projH (F ) sea cerrado:

(i) {a′tv : t ∈ T} contiene elementos positivos y negativos.

(ii) Para todo t ∈ T tenemos a′tv = 0.

(iii) P (±v) es acotado.

Demostración. Supongamos 0n ∈ H. De acuerdo con el Teorema 4,

puesto que el kernel de projH es span{v}, span{v} ∩ (0+F ) ⊂ linF

implica que projH (F ) es cerrado.

(i) Si {a′tv : t ∈ T} tiene elementos positivos y negativos, entonces,

existe un t ∈ T tal que a′tv ≤ 0, i.e, ±v /∈ 0+F. Aśı span{v} ∩ (0+F ) =

23



{0n} ⊂ linF.

(ii) para todo t ∈ T tenemos a′tv = 0 si, y sólo si, span{v} ⊂ linF.

(iii) Si existen escalares α y β tales que para todo x ∈ F, α ≤ v′x ≤ β,

entonces, ±v /∈ 0+F. Por lo tanto, (iii) implica (i). �

Obviamente, si F está acotado, entonces la condición (iii) es verda-

dera.

2.1.1. Teorema de Fourier Generalizado

Consideremos el problema de determinar projH (F ) cuando H es

algún hiperplano coordenado, obtenemos aśı, en algunos casos, repre-

sentaciones lineales de la proyección de F . En la versión clásica del

teorema de eliminación, debido a Fourier (1827), F es un conjunto po-

liédrico (véase [44]). Sin pérdida de generalidad, podemos elegir H =

{x ∈ Rn : xn = 0}, aśı que el problema consiste en tener una representa-

ción de F̂ = projH (F ) . Sea en el vector que denota el vector canónico

de Rn.

Asociamos con σ = {a′tx ≥ bt, t ∈ T} el conjunto de ı́ndices

T+ := { t ∈ T : atn > 0} , T− := { t ∈ T : atn < 0} , (2.1)

T0 := { t ∈ T : atn = 0} , (2.2)

los cuales forman una partición de T , los vectores ct =
(
ct1, ..., ct(n−1)

)
∈

Rn−1 tales que

ctk :=

 −atk
atn

, si t ∈ T+ ∪ T−

−atk, , si t ∈ T0,

k = 1, ..., n− 1, y los escalares dt ∈ R tales que

dt :=


bt
atn

, si t ∈ T+ ∪ T−

bt, , si t ∈ T0.
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Presentamos, a continuación, uno de los resultados principales de la tesis.

Teorema 15 (Teorema de Fourier Generalizado) Sea σ = {a′tx ≥ bt, t ∈

T} una representación lineal de F ̸= ∅. Entonces F̂ es el conjunto solu-

ción del sistema (reducido) σ̂, definido como sigue:

(i) σ̂ :=
{
(ct − cs)

′
x̂ ≥ ds − dt, (t, s) ∈ T− × T+; c

′
tx̂+ dt ≤ 0, t ∈ T0

}
,

si T+ ̸= ∅ ̸= T−, es decir, ±en /∈ 0+F.

(ii) σ̂ :=
{
c′tx̂+ dt ≤ 0, t ∈ T0; supt∈T+

(c′tx̂+ dt) < +∞
}
,

si T+ ̸= ∅ = T−, es decir, en ∈ (0+F )� (linF ) .

(iii) σ̂ :=
{
c′tx̂+ dt ≤ 0, t ∈ T0; ı́nft∈T− (c′tx̂+ dt) > −∞

}
,

si T+ = ∅ ≠ T−, es decir, −en ∈ (0+F )� (linF ) .

(iv) σ̂ := {c′tx̂+ dt ≤ 0, t ∈ T0} , si T+ = ∅ = T−, es decir, en ∈ linF.

Además, F̂ es cerrado en los casos (i) y (iv). Si además, el conjunto

{(ct, dt), t ∈ T+ ∪T−} es acotado, F̂ también es cerrado en los casos (ii)

y (iii).

Demostración. Podemos escribir, para algún t ∈ T en σ,

atnxn ≥ − (ât)
′
x̂+ bt, (2.3)

que puede reformularse como sigue:

xn ≥ c′tx̂+ dt, si t ∈ T+, (2.4)

c′tx̂+ dt ≥ xn, si t ∈ T−, (2.5)

0 ≥ c′tx̂+ dt, si t ∈ T0. (2.6)

Por definición de σ̂, si (x̂, xn) ∈ F entonces x̂ es solución de σ̂. Ahora

discutamos cuatro casos posibles con referencia a los conjuntos T+ y T−

de acuerdo a si éstos son vaćıos o no:

(i) Dado que 0+F es el conjunto solución del sistema homogéneo de σ,

tenemos que T+ ̸= ∅ ̸= T− si, y sólo si, ±en /∈ 0+F.
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Si x̂ = (x1, ..., xn−1) es una solución de σ̂, entonces existen números

reales α y β tales que

β = ı́nf
t∈T−

{c′tx̂+ dt} ≥ sup
t∈T+

{c′sx̂+ ds} = α. (2.7)

No es dif́ıcil ver que (x̂, xn) satisface (2.4), (2.5) y (2.6) para cual-

quier xn ∈ [α, β], aśı que es solución de (2.3) para todo t ∈ T , es decir,

(x̂, xn) ∈ F. De esta manera, F̂ es el conjunto solución del sistema redu-

cido σ̂. Puesto que éste es un sistema lineal, F̂ es cerrado (también por

la Proposición 14 (i)).

(ii) T+ ̸= ∅ = T− si, y sólo si, en ∈ 0+F y −en /∈ 0+F si, y sólo si,

en ∈ (0+F )� linF.

Si x̂ = (x1, ..., xn−1) es una solución de σ̂, podemos elegir

xn ≥ sup
t∈T+

{c′tx̂+ dt} .

Entonces (x̂, xn) satisface (2.4) y (2.6), tal que (x̂, xn) ∈ F.

Supongamos ahora que {(ct, dt), t ∈ T+ ∪ T−} está acotado. Enton-

ces, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, supt∈T+
{c′tx̂+ dt} < +∞

para todo x ∈ Rn, y F̂ es cerrado puesto que es el conjunto solución del

sistema lineal.

(iii) Utilizamos el mismo argumento que en (ii).

(iv) T+ = ∅ = T− si, y sólo si, ±en ∈ 0+F si, y sólo si, en ∈ linF. En este

caso x̂ = (x1, ..., xn−1) es solución de σ̂ si, y sólo si, para todo xn ∈ R,

(x̂, xn) ∈ F. �

Discutamos el último enunciado del Teorema 15. Primero, observe-

mos que el acotamiento de {(ct, dt), t ∈ T+ ∪ T−} depende de la repre-

sentación dada de F. De hecho, si F es un conjunto poliédrico convexo,

cualquier representación lineal {a′tx ≥ bt, t ∈ T} tal que |T | < ∞, sa-

tisface esta condición de acotamiento, con lo que podemos reemplazar

la desigualdad a′tx ≥ bt, con t ∈ T+ ∪ T−, por el sistema equivalente

26



i
i

“thesis010212” — 2012/2/7 — 16:22 — page 27 — #19 i
i

i
i

i
i

{a′tx ≥ bt − s, s = 0, 1, ...} . En el Ejemplo 6, puesto que la partición de

T se forma por T+ =]π, 2π[, T− =]0, π[, y T0 = {0, π, 2π}, el sistema

reducido de σ es

σ̂ =


(
cos s
sen s − cos t

sen t

)
x1 ≥ 1

sen s − 1
sen t , (t, s) ∈ T− × T+

(cos t)x1 ≥ −1, t ∈ T0

 ,

cuyo conjunto solución F̂ = [−1, 1] es cerrado, aunque el conjunto

{(ct, dt), t ∈ T+ ∪ T−}

no está acotado. Aśı, la condición de acotamiento no es necesaria para

que el conjunto F̂ sea cerrado. Aún más, el siguiente ejemplo muestra

que la cerradura de F̂ no implica la existencia de alguna representación

lineal de F que satisfaga la condición de acotamiento.

Ejemplo 7 Sea F : Rn → R cualquier función convexa que no sea

Lipschitz continua. Como f tomo sólo valores finitos, la proyección de

epi f sobre el hiperplano y = 0 es todo el espacio Rn. Aśı que éste es

cerrado. Supongamos que existe una representación lineal de epi f

σ = {u′
tx+ vty ≥ wt, t ∈ T}

que satisface la condición de acotamiento. Podemos observar que T− = ∅

y podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que para todo t ∈ T+, se

cumple vt = 1 . Entonces, si T0 ̸= ∅, σ consiste de algunas restricciones

triviales del tipo 0′nx + 0y ≥ wt (con wt ≤ 0), y las representaciones

lineales de los eṕıgrafos de una familia de minorantes afines de f cu-

yo supremo puntual es f, lo que es lo mismo, que para todo x ∈ Rn,

tengamos

sup
t∈T+

{wt − u′
tx} = f (x) ,

Por el acotamiento de {ut, t ∈ T} , la familia {wt − utx, t ∈ T} consistiŕıa

de funciones afines con la misma constante Lipschitz. Entonces f seŕıa

continua Lipschitz, lo cual no es el caso.
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Cuando F está acotado, como en el Ejemplo 6, las variables se pueden

eliminar en cualquier orden, las proyecciones sucesivas en intersecciones

de hiperplanos coordenados se obtienen siempre como en el caso (i).

Esto provee un método anaĺıtico para el problema de factibilidad para

los SLSI con conjunto solución acotado.

2.2. Resultados acerca de representaciones

cónicas

En esta sección estudiamos las representaciones cónicas de conjuntos

convexos cerrados, que se presentan provienen de resultados básicos sobre

SLSI que involucran la clausura del cono caracteŕıstico y el Lema de

Farkas no homogéneo.

A partir del Lema de Farkas y del teorema de separación obtenemos

que la representación cónica de F ̸= ∅ es

K (F ) = cl cone {(at, bt) , t ∈ T ; (0n,−1)} . (2.8)

La relación anterior significa que cuando asociamos a cada conjunto

convexo no vaćıo su cono de referencia, hemos establecido una biyec-

ción entre conjuntos convexos cerrados no vaćıos en Rn y conos con-

vexos cerrados en Rn+1 que no incluyen al vector (0n, 1) . Observemos

que, por la definición de representación cónica, dada λ > 0, tenemos

K (λF ) =
{
(a, b) :

(
a, b

λ

)
∈ K (F )

}
. Además, dados dos conjuntos con-

vexos cerrados no vaćıos F y G, tenemos que F ⊂ G si, y sólo si,

K (G) ⊂ K (F ) y F = G si, y sólo si, K (G) = K (F ) . Estos enun-

ciados también son consecuencia de las siguientes proposiciones junto

con las bien conocidas propiedades de funciones de soporte.

Proposición 16 Sea F ⊂ Rn un conjunto convexo cerrado no vaćıo.

Entonces K (F ) = − epi δ∗F .
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Demostración. Sea F ̸= ∅ un conjunto cerrado no vaćıo. Puesto que

K (F ) provee una representación lineal máxima de F y {a′x ≥ b, (a, b) ∈

− epi δ∗F } es otra representación lineal de F y tenemos la siguiente cadena

de dobles implicaciones:

x ∈ F si, y sólo si, δF (x) ≤ 0,

si, y sólo si, para todo u ∈ dom δ∗F , tenemos ⟨u, x⟩ ≤ δ∗F (u),

si, y sólo si, para todo u ∈ dom δ∗F , y para todo β ∈ R+,

tenemos que ⟨u, x⟩ ≤ δ∗F (u) + β.

Como consecuencia,− epi δ∗F ⊂K (F ) . Rećıprocamente, si (a, b) ∈ K (F ) ,

entonces −a′x ≤ −b para todo x ∈ F, i.e., δ∗F (−a) ≤ −b. De esta manera

− (a, b) ∈ epi δ∗F . �

Hemos demostrado intencionalmente que {a′x ≥ b, (a, b) ∈ − gph δ∗F }

es otra representación lineal de F. El siguiente resultado provee informa-

ción sobre F y P (c) a partir de K (F ) .

Proposición 17 Sea F ⊂ Rn un conjunto cerrado convexo no vaćıo.

Entonces los siguientes enunciados son válidos:

(i) Dado x ∈ Rn, x ∈ F si, y sólo si, (x,−1) ∈ K (F )
◦
. Además, para

todo (x, xn+1) ∈ K (F )
◦
, tenemos xn+1 ≤ 0 .

(ii) F tiene un punto extremo si, y sólo si, int K̂ (F ) ̸= ∅.

(iii) B (F ) = −K̂ (F ) y 0+F =
[
K̂ (F )

]◦
.

(iv) aff F = {x ∈ Rn : para todo (a, b) ∈ linK (F ) tenemos a′x = b} .

(v) bdF =
∪{

F ∗ (c) : 0n ̸= c ∈ cl K̂ (F )
}
.

(vi) K (cl conv (F ∪G)) = K (F ) ∩K (G) conjunto convexo cerrado G.

(vii) Si A : Rn → Rm es un mapeo lineal tal que A(F ) es cerrado, en-

tonces K (A(F )) = {(a, b) : (A∗a, b) ∈ K (F )} .

(viii) Dado c ∈ Rn y x∗ ∈ F, x∗ ∈ F ∗ (c) si, y sólo si, (c, c′x∗) ∈ K (F ) .

(ix) Si c ∈ int K̂ (F ), entonces F ∗ (c) ̸= ∅.
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Demostración. Probemos el enunciado (i). Puesto que x ∈ F si, y sólo

si, para todo (a, b) ∈ K (F ) tenemos a′x ≥ b (es decir, ⟨(a, b), (x,−1)⟩ ≥

0), si, y sólo si, (x,−1) ∈ K (F )
◦
. De otra manera, dado (0n,−1) ∈

K (F ) , tenemos, para todo (x, xn+1) ∈ K (F )
◦
que ⟨(0n,−1), (x, xn+1)⟩ =

−xn+1 ≥ 0.

Ahora demostremos (ii). Tenemos que F tiene un punto extremo si,

y sólo si, linF = {0n} si, y sólo si,

span {a : (a, b) ∈ K (F )} = span K̂ (F ) = Rn,

es decir, int K̂ (F ) ̸= ∅.

Probemos ahora el enunciado (iii). La proyección ortogonal de am-

bos miembros de epi δ∗F = − K (F ) sobre el hiperplano xn+1 = 0 pro-

porciona B (F ) = −K̂ (F ). Tomando polares positivos, tenemos que

0+F =
[
K̂ (F )

]◦
.

Para el caso (iv). Dado (a, b) ∈ Rn+1, para todo x ∈ F , tenemos

a′x = b si, y sólo si, ± (a, b) ∈ K (F ) si, y sólo si, (a, b) ∈ linK (F ) .

Para el enunciado (v). Sean x ∈ bdF y c ∈ Rn� {0n} tales que

{x ∈ Rn : c′x ≥ c′x} es un semi-espacio de soporte para F en x, en tal

caso x ∈ F ∗ (c) . Dado d ∈ 0+F y puesto que x + d ∈ F, tenemos que

c′ (x+ d) ≥ c′x, es decir, c′d ≥ 0. Por (iii), c ∈ [0+F ]
◦
=
[
K̂ (F )

]◦◦
=

cl K̂ (F ). Aśı

bdF ⊂
∪{

F ∗ (c) : 0n ̸= c ∈ cl K̂ (F )
}
.

La inclusión opuesta es trivial.

Los enunciados (vi) y (vii) son el resultado de la combinación de la

Proposición 16 junto con los Corolarios 16.3.1 y 16.5.1 en [43], respecti-

vamente.
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Probemos (viii). Sean c ∈ Rn y x∗ ∈ F. Entonces x∗ ∈ F ∗ (c) si, y

sólo si, c′x ≥ c′x∗ para todo x ∈ F, es decir, (c, c′x∗) ∈ K (F ) .

Para el apartado (ix). Si c ∈ int K̂ (F ) = int cone {a : (a, b) ∈ K (F )} ,

entonces F ∗ (c) ̸= ∅. �

Del enunciado (i) en la Proposición 17 concluimos que, si F ̸= ∅,

entonces K (F )
◦
está contenido en el semi-espacio xn+1 ≤ 0 pero no en

su frontera xn+1 = 0.

2.2.1. Caracterización de conos convexos y represen-

taciones cónicas

Consideremos ahora la caracterización de conos convexos cerrados

en términos de sus representaciones cónicas. Esta caracterización nos

permite dar condiciones que garantizan, para cualesquiera F,G ⊂ Rn

conjuntos cerrados convexos no vaćıo, las ecuaciones duales K (F ∩G) =

K (F ) +K (G) y K (F +G) = K (F ) ∩K (G).

Proposición 18 Sea F ⊂ Rn un conjunto convexo cerrado no vaćıo.

Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) F es un cono.

(ii) K (F ) = F ◦ × R−.

(iii) K (F ) = K̂ (F )× R−.

(iv) Existe D ⊂ Rn tal que K (F ) = D × R−.

Demostración. Consideremos, primeramente, la implicación de (i) ha-

cia (ii). Dado que F es un conjunto convexo cerrado, por el Lema de

Farkas para conos convexos tenemos

F = F ◦◦ = {x ∈ Rn : para todo y ∈ F ◦, y′x ≥ 0 } ,
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aśı que {y′x ≥ 0, y ∈ F ◦} es una representación lineal de F y K (F ) =

cl (F ◦ × R−) = F ◦ × R−.

La cadena de implicaciones (ii) implica (iii) y (iii) implica (iv) son

triviales.

Finalmente, demostramos la implicación de (iv) a (i). Sea K (F ) =

D × R−, con D ⊂ Rn. Sean y ∈ F y λ > 0. Sea (a, b) ∈ D × R−.

Puesto que b
λ ∈ R− y F es el conjunto solución de su representación

lineal máxima {a′x ≥ b, (a, b) ∈ D × R−} , tenemos a′y ≥ b
λ , es decir,

a′ (λy) ≥ b. De esta manera λy ∈ F. �

Teorema 19 Sean F y G conjuntos convexos no vaćıos en Rn. Los si-

guientes enunciados son verdaderos:

(i) K (F )+K (G) ⊂ K (F ∩G) . La igualdad se tiene si K (F )∩(−K (G))

es un subespacio lineal de Rn+1.

(ii) Si G es un cono, entonces

K (F +G) = K (F ) ∩ (G◦ × R) . (2.9)

Además,si F ∩ (−G) ̸= ∅, tenemos que K (F +G) = K (F ) ∩K (G).

Demostración. Probemos (i). El conjunto de acumulación de las re-

presentaciones lineales maximales de F y G proporcionan una repre-

sentación lineal de F ∩ G, con cono caracteŕıstico K (F ) ∪ K (G) =

K (F ) +K (G) , aśı que

K (F ∩G) = cl [K (F ) +K (G)] , (2.10)

y, por lo tanto, el enunciado (i) es cierto.

Si K (F ) ∩ (−K (G)) es un subespacio lineal de Rn+1, entonces, por

el Corolario 5, el cono K (F ) + K (G), es cerrado y tenemos de (2.10)

que, K (F ∩G) = K (F ) +K (G) .

(ii) Supongamos que G es un cono. Dado (a, b) ∈ Rn+1, tenemos

(a, b) ∈ K (F +G) ,
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luego, para todo x ∈ F y para todo y ∈ G tenemos

a′ (x+ y) ≥ b,

lo que es equivalente a afirmar que, para todo y ∈ G, tenemos

a′y ≥ 0

y para todo x ∈ F tenemos

a′x ≥ b,

lo que ocurre si, y sólo si,

(a, b) ∈ K (F ) y a ∈ G◦.

De este modo tenemos (2.9).

Ahora supongamos, que F ∩ (−G) ̸= ∅. Por la Proposición 18 y por

(2.9),

K (F )∩K (G) = K (F )∩ (G◦ × R−) ⊂ K (F )∩ (G◦ × R) = K (F +G) ,

(2.11)

y debemos probar la inclusión opuesta. Sea (a, b) ∈ K (F +G) . Es claro

que, (a, b) ∈ K (F ) y a ∈ G◦. Puesto que F ∩ (−G) ̸= ∅, tenemos que

0n ∈ F+G y b ≤ a′0n = 0. De esta forma, nuevamente por la Proposición

18, (a, b) ∈ G◦×R− = K (G). Por lo tanto, (a, b) ∈ K (F )∩K (G) . �

El enunciado (i) en el Teorema 19 es también una consecuencia del

Teorema 7. Los siguientes ejemplos muestran que las suposiciones adi-

cionales en los dos enunciados del Teorema 19 no son superfluos.

Ejemplo 8 Como el conjunto convexo y compacto

conv
{
(t, 1,−t2), t ∈ [−1, 1] ; (0, 0,−1)

}
,

no contiene el origen, su envoltura cónica es un cono convexo cerrado que

no contiene a (0, 0, 1) . Aśı, este es el cono de referencia de algún conjunto
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convexo cerrado no vaćıo F. Considérese el cono convexo cerrado G =

R× R−, con K (G) = {0} × R2
−. Dado que

K (F ) +K (G) = cone
{
(t, 1,−t2), t ∈ [−1, 1] ; (0,−1, 0); (0, 0,−1)

}
no es cerrado, no tenemos K (F ) +K (G) = K (F ∩G) . Aqúı K (F ) ∩

(−K (G)) = {02} × R− no es un subespacio lineal de R3.

Ejemplo 9 Sea F = {(1, 1)} y G = R2
+. Tenemos que

K (F ) = cone {(1, 0, 1), (−1, 0,−1), (0, 1, 1), (0,−1,−1), (0, 0,−1)} ,

K (G) = cone {(1, 0, 0) , (0, 1, 0), (0, 0,−1)} ,

y

K (F +G) = cone {(1, 0, 1), (0, 1, 1), (0, 0,−1)} ,

con K (G) = K (F ) ∩K (G)  K (F +G) . Obviamente, F ∩ (−G) = ∅.

2.3. Representaciones de Motzkin

Primeramente, establecemos algunas propiedades de los conjuntos

representables en el sentido de Motzkin.

2.3.1. Propiedades de los conjuntos M-representables

Proposición 20 Sea F = C +D una representación de Motzkin de F.

Entonces:

(i) K (F ) = K (C) ∩ (D◦ × R) .

(ii) aff F = aff C + spanD.

(iii) Si A : Rn → Rm es un mapeo lineal y D es poliédrico, entonces

A (F ) = A (C) +A (D) es una representación de Motzkin de A (F ) .

(iv) Para cada c ∈ Rn tal que v (c) > −∞ tenemos F ∗ (c) ∩ C ̸= ∅.

(v) v (c) =

 mı́n {c′x : x ∈ C} , si c ∈ D◦

−∞, en otro caso.
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(vi) B (F ) = −D◦ y 0+F = D.

Demostración. (i) Es el Teorema 19 (ii).

(ii) Por hipótesis, cualquier x ∈ aff F se puede escribir como x =
m∑
i=1

λic
i+

m∑
i=1

λid
i, con

m∑
i=1

λi = 1, ci ∈ C, di ∈ D, i = 1, ...,m. Puesto que

m∑
i=1

λic
i ∈ aff C y

m∑
i=1

λid
i ∈ spanD, tenemos aff F ⊂ (aff C) + (spanD) .

La inclusión inversa es trivial.

(iii) Bajo las suposiciones, A (C) es un conjunto convexo compacto y

A (D) es cono convexo poliédrico (y aśı cerrado).

Los enunciados (iv) y (v) son inmediatos. Mientras que (vi), es una

consecuencia directa de (v). �

A partir de (vi) se sigue que el cono barrera de cualquier conjunto

M-representable es cerrado, el enunciado opuesto no es cierto (considére-

se la envoltura convexa de una rama de la hipérbola). Por otro lado, los

conjuntos M-representables en R2 son aquellos conjuntos convexos ce-

rrados sin aśıntotas (una semi-recta L es aśıntota de F si F ∩ L = ∅ y

d (F,L) = 0), pero hay conjuntos en R2 que no son M-representables,

sin aśıntotas, por ejemplo, el conjunto F = {(x, y) | x2 ≤ y}. En dimen-

siones mayores podemos aún encontrar conjuntos hiperbólicos con esas

propiedades, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 10 Sea F = cl convX, con

X =

{(
cos s, sen s,

s

2π − s

)
: s ∈ [0, 2π[

}
.

Puesto que F es cerrado y convexo, su cono de recesión 0+F coincide

con su cono asintótico

F∞ :=

{
d : ∃λk → +∞, xk ∈ F tal que d = ĺım

k→∞

xk

λk

}
.
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Entonces, dadas tres sucesiones {sk} ⊂ [0, 2π[ , {xk} ⊂ X, y {λk} ⊂ R+

tales que sk → 2π, xk =
(
cos sk, sen sk,

sk
2π−sk

)
y λk = ∥xk∥ para to-

da k ∈ N, tenemos ĺımk→∞
xk

λk
= (0, 0, 1) ∈ 0+F. Aún más, 0+F =

R+ (0, 0, 1) . Si L = {x0 + λy : λ ≥ 0} es una aśıntota de F, necesa-

riamente y ∈ 0+F = R+ (0, 0, 1) . Pero entonces d (F,L) = 0 impli-

ca que ∥x̂0∥ = 1. Si x̂0 = (cos s0, sen s0) , con s0 ∈ [0, 2π[ , entonces

(cos s0, sen s0, µ) ∈ F ∩L para µ suficientemente grande (contradicción).

De esta manera, F es un conjunto convexo cerrado sin ninguna aśınto-

ta, pero no es M-representable. Además F es hiperbólico puesto que

está incluido en el conjunto, M-representable,
{
(x, y, z) : x2 + y2 ≤ 1

}
={

(x, y, z) : x2 + y2 ≤ 1, z = 0
}
+ {(0, 0, z) | z ∈ R} .

Por otro lado, los conjuntos M-representables en Rn pueden tener

aśıntotas si n ≥ 3.

Ejemplo 11 Considérese el conjunto

F =

{
x ∈ Rn : x2

n ≥
n−1∑
i=1

x2
i , xn ≥ 0

}
,

el cono de helado en R3. Es un cono convexo cerrado, por lo que es M-

representable. Sin embargo, cada sección vertical de F, que no incluye

al origen, es un conjunto hiperbólico con aśıntotas (por ejemplo, la in-

tersección de F con el plano x2 = . . . = xn+1 = 1 tiene dos aśıntotas,

concretamente, la intersección de hiperplanos xn = x1 y xn = −x1 con

dicho plano), y tales aśıntotas también son aśıntotas de F

2.3.2. Caracterización de los conjuntos M-represen-

tables

Aunque no disponemos de ninguna caracterización topológica o geo-

métrica de los conjuntos M-representables, los siguientes resultados ca-

racterizan estos conjuntos en términos de sus correspondientes problemas
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paramétricos, las funciones de soporte, las representaciones cónicas, los

conjuntos de Pareto (que se definirán más adelante) y las representa-

ciones lineales de sus conos duales, respectivamente. Además, los dos

últimos resultados de este apartado proveen la representación mı́nima

de Motzkin de F y una fórmula simple para obtener una representación

de Motzkin de F, respectivamente.

Proposición 21 Un conjunto F ⊂ Rn es M-representable si, y sólo si,

existe un conjunto compacto C ⊂ F tal que F ∗ (c) ∩ C ̸= ∅, para cada

c ∈ Rn con v (c) > −∞.

Demostración. La parte del enunciado “sólo si” es consecuencia de

la Proposición 20, enunciado (v). Para probar el enunciado “si”, con-

sideremos las funciones de soporte de F y C. Nuestra suposición im-

plica que δ∗F (c) = δ∗C (c) para cada c ∈ Rn tal que v (−c) > −∞.

En otras palabras, δ∗F = δ∗C + δ{c∈Rn:v(−c)>−∞}. Como δ∗F es semi-

continua inferior (lower semi-continuous, lsc), δ∗C es continua (ya que

toma sólo valores finitos), y B (F )
◦
= (dom δ∗F )

◦
= −0+F, resulta que

δ{c∈Rn:v(−c)>−∞} = δ∗F −δ∗C es lsc, lo que equivale a decir que el conjunto

{c ∈ Rn : v (−c) > −∞} es cerrado, de modo que coincide con − (0+F )
◦
.

Aśı tenemos δ{c∈Rn:v(−c)>−∞} = δ−(0+F )◦ = δ∗0+F y, por lo tanto,

δ∗F = δ∗C + δ∗0+F = δ∗cl convC + δ∗0+F = δ∗cl convC+0+F . (2.12)

Dado que cl convC es compacto y 0+F es convexo y cerrado, cl convC+

0+F también es un conjunto convexo cerrado. Por lo tanto, de (2.12)

deducimos que F = cl convC + 0+F, lo que muestra que F es M-

representable. �

Proposición 22 Un conjunto convexo cerrado F ⊂ Rn es M -represen-

table si, y sólo si, dom δ∗F es cerrado y la restricción de δ∗F a dom δ∗F

tiene una extensión sublineal a todo el espacio Rn.
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Demostración. Primero, supongamos que F = C +D para algún con-

junto cerrado convexo C y para algún cono convexo cerrado D. Enton-

ces dom δ∗F = B (F ) = −D◦, por lo tanto es cerrado. Por otra parte,

δ∗F = δ∗C + δ∗D = δ∗C + δB(F ), lo que demuestra que δ∗F coincide con la

función sublineal que toma sólo valores finitos, δ∗C , sobre B (F ) .

Rećıprocamente, supóngase que B (F ) es cerrado y la restricción de

δ∗F a B (F ) tiene una extensión sublineal finita del espacio completo Rn.

Esta extensión sublineal finita es la función de soporte δ∗C de algún con-

junto convexo compacto C. De otra manera, puesto que B (F ) es un cono

convexo cerrado, éste coincide con su segundo polar negativo, de modo

que B (F ) es el polar negativo de algún cono convexo cerrado D. Aśı, te-

nemos que δ∗F = δ∗C+δB(F ) = δ∗C+δ∗D = δ∗C+D. Puesto que F y C+D son

conjuntos convexos y cerrados, a partir de estas igualdades concluimos

que F = C +D, lo que demuestra que F es M-representable. �

Proposición 23 Sea F un conjunto cerrado convexo no vaćıo en Rn.

Entonces F es M-representable si, y sólo si, existen dos conos convexos

cerrados K ⊂ Rn+1 y L ⊂ Rn tales que K (F ) = K ∩ (L× R) , (0n, 1) /∈

K y (0n,−1) ∈ intK.

Demostración. Sea F = C + D tal que C es un conjunto convexo

compacto y D un cono convexo cerrado. El enunciado directo resulta de

la Proposición 20 (i), cuando consideramos a K y L como los conjuntos

K (C) y D◦, respectivamente.

Rećıprocamente, supongamos que existen K y L con las condiciones

del enunciado y sea C = {x ∈ Rn : para todo (a, b) ∈ K, a′x ≥ b} . El

conjunto C es convexo y compacto (ya que (0n,−1) ∈ intK). Además,

tenemos que C + L◦ ⊆ F ; en efecto, si x ∈ C, d ∈ L◦ y (a, b) ∈ K (F )

entonces, con (a, b) ∈ K y a ∈ L, tenemos a′x ≥ b y a′d ≥ 0, de modo

que a′ (x+ d) ≥ b.
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En consecuencia necesitamos probar la inclusión opuesta. Sea x0 ∈ F

y supongamos, el la búsqueda de una contradicción, que x0 /∈ C + L◦.

Debido a que C + L◦ es un conjunto convexo cerrado, por el teorema

de separación, existe (a, b) ∈ Rn+1 tal que a′ (x+ d) ≥ b > a′x0 para

cada x ∈ C y d ∈ L◦. En consecuencia, para cada x ∈ C tenemos

a′x ≥ b y, por lo tanto, (a, b) ∈ K (C) = K (esta igualdad resulta

del hecho de que K es un cono convexo cerrado que incluye al punto

(0n,−1) y no incluye al punto (0n, 1)) y a ∈ L◦◦ = L. Tenemos entonces,

(a, b) ∈ K ∩ (L× R) = K (F ) , lo que contradice la suposición de que

x0 ∈ F. �

Teorema 24 Sea F un conjunto convexo cerrado, ∅ ̸= F ⊂ Rn. Sean

L := linF, K := (0+F ) ∩ L⊥, y

M (F ) :=
{
x ∈ F ∩ L⊥ : (x−K) ∩ F = {x}

}
.

Entonces los siguientes enunciados son válidos:

(i) F es M-representable si, y sólo si, M (F ) está acotado, en cuyo caso,

F = (cl convM (F )) + 0+F, (2.13)

es una representación de Motzkin de F.

(ii) Si F es M-representable y además incluye un punto extremo, enton-

ces (2.13) es la representación mı́nima de Moztkin de F, con

M (F ) =
{
x ∈ F :

(
x− 0+F

)
∩ F = {x}

}
, (2.14)

el cual satisface

∅ ≠
∪{

F ∗ (c) : c ∈ int K̂ (F )
}
⊂ M (F )

⊂
∪{

F ∗ (c) : 0n ̸= c ∈ cl K̂ (F )
}
.

(2.15)

Demostración. (i) Supongamos que F es M-representable. Sea F =

C +0+F, con C un conjunto convexo compacto. Consideremos que C ⊂

39



L⊥ (de otra manera podemos reemplazarlo por su proyección ortogonal

sobre L⊥, es decir, el conjunto convexo compacto (C + L) ∩ L⊥, que es

otra componente compacta de F ).

Primeramente mostramos que M (F ) está acotado. Sea x ∈ M (F ).

Dado x ∈ F = L +K + C, podemos escribir x = a + b + c, con a ∈ L,

b ∈ K y c ∈ C. Puesto que x − a − c = b ∈ K, a + c ∈ L + C ⊂ F, y

x ∈ M(F ), tenemos x = a + c. Entonces, dado que x, c ∈ L⊥, tenemos

que x = c. De esta manera obtenemos M (F ) ⊂ C, por lo que M (F )

está acotado.

Ahora, supongamos que M (F ) está acotado. Obviamente,

(cl convM (F )) + 0+F ⊂ F + 0+F = F. (2.16)

A continuación, probamos la inclusión opuesta (2.16).

Sea v ∈ F. Podemos escribir de forma única v = u+y, u ∈ L, y ∈ L⊥.

Como y = v−u ∈ F+0+F = F, tenemos que y ∈ F∩L⊥∩(y − 0+F ) , con

0+
[
F ∩ L⊥ ∩ (y − 0+F )

]
= L∩L⊥ = {0n} , aśı que F ∩L⊥ ∩ (y − 0+F )

es un conjunto convexo compacto no vaćıo.

Sea ỹ una solución óptima del problema de optimización

P : Minx∈F∩L∩(y−0+F ) d′x,

donde d ∈ K tal que para todo x ∈ K� {0n} tenemos d′x > 0 (la

existencia de tal vector es consecuencia de [40, Teorema 3.13], tomando

en cuenta que K es un cono cerrado convexo y puntiagudo).

Ahora probemos que ỹ ∈ M (F ) . Sea ŷ ∈ F tal que ỹ − ŷ ∈ K.

Debemos probar que ỹ = ŷ, de hecho, como ỹ ∈ y − 0+F y ỹ, y ∈ L,

tenemos

ŷ − y = (ŷ − ỹ) + (ỹ − y) ∈ (−K) + (−K) = (−K) .

Aśı que, ŷ ∈ F ∩L∩ (y − 0+F ) , y d′ŷ ≤ d′ỹ, es decir, d′ (ŷ − ỹ) ≤ 0, con

ỹ − ŷ ∈ K. Esto implica que ỹ = ŷ por la suposición que hicimos acerca

de d.
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Puesto que ỹ ∈ y − 0+F y ỹ ∈ M (F ) , obtenemos

v = y + u ∈
(
ỹ + 0+F

)
+ L = y + 0+F ⊂ M(F ) + 0+F.

Por lo tanto, F = M (F ) + 0+F y concluimos que

F = cl convF = cl conv(M(F ) + 0+F ) = cl
(
convM(F ) + conv 0+F

)
= cl

(
convM(F ) + 0+F

)
= cl convM(F ) + cl 0+F

= cl convM(F ) + 0+F

luego F es M-representable.

(ii) Como 0+F es un cono puntiagudo, M (F ) ⊂ C, lo que implica

que cl convM (F ) ⊂ C, con M (F ) considerado como en (2.14) puesto

que L⊥ = Rn. Ahora probaremos (2.15).

El conjunto
∪{

F ∗ (c) : c ∈ int K̂ (F )
}

es no vaćıo, por la Proposi-

ción 17, enunciados (ii) y (ix).

Ahora sea x∗ ∈ F ∗ (c) , con c ∈ int K̂ (F ). Por (iii) en la Proposición

17,

c ∈ int K̂ (F ) = int cl K̂ (F ) = int
[
K̂ (F )

]◦◦
= int

(
0+F

)◦
,

aśı que, para toda d ∈ (0+F )� {0n} , tenemos c′d > 0 (esta es parte del

argumento de [40, Theorem 3.13 (iii)]). Sea y ∈ F tal que y ̸= x∗ y y ∈

x∗−0+F. Puesto que x∗−y ∈ 0+F� {0n} , tenemos que c′ (x∗ − y) > 0,

en contradicción con x∗ ∈ F ∗ (c) . De esta manera, x∗ ∈ M (F ) .

Finalmente, dado que x ∈ M (F ) y d ∈ (0+F )� {0n} y, además,{
x− d

k

}∞
k=1

está incluido en Rn�F y x− d
k → x, tenemos

x ∈ bdF =
∪{

F ∗ (c) : 0n ̸= c ∈ cl K̂ (F )
}
,

por (v) en la Proposición 17. Esto completa la prueba. �

Podemos interpretar M (F ) como el conjunto eficiente de Pareto de

F relativo a su cono de recesión. Observemos que, si F incluye un punto
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extremo y cada elemento de

M (F )�
∪{

F ∗ (c) : c ∈ int K̂ (F )
}

es un punto extremo de F, entonces

clM (F ) = cl
∪{

F ∗ (c) : c ∈ int K̂ (F )
}
.

De hecho, dado x ∈ M (F )�
∪{

F ∗ (c) : c ∈ int K̂ (F )
}
, por [43, Teo-

rema 18.6] existe una sucesión
{
xk
}∞
k=1

de puntos expuestos de F tal

que xk → x. Sea ck ∈ Rn tal que F ∗ (ck) =
{
xk
}
, k = 1, 2., , , .

Sea d ∈ (0+F )� {0n} . Puesto que xk + d ∈ F�
{
xk
}
, tenemos que(

ck
)′ (

xk + d
)
>
(
ck
)′
xk, es decir,

(
ck
)′
d > 0. Entonces ck ∈ int (0+F )

por [40, Teorema 3.13].

Por lo tanto x ∈ cl
∪{

F ∗ (c) : c ∈ int K̂ (F )
}
, esto demuestra que

clM (F ) ⊂ cl
∪{

F ∗ (c) : c ∈ int K̂ (F )
}
,mientras que la inclusión opues-

ta es una consecuencia de (2.15).

2.3.3. Teorema de representación de Motzkin gene-

ralizado

Los dos últimos resultados que presentamos en esta sección, proveen

la representación mı́nima de Motzkin de F y una fórmula simple para

obtener una representación de Motzkin de F, respectivamente. En parti-

cular el Teorema25, es uno de los resultados principales de este trabajo.

A lo largo de la demostración del siguiente teorema, dado un conjunto

arbitrario S, denotamos por R(S) el conjunto de mapeos desde S hacia

R con un conjunto finito de soporte y por R(S)
+ el cono positivo en el

espacio lineal R(S). También mantendremos la notación de (2.1) y (2.2)

para la partición del conjunto de ı́ndices de un sistema lineal basado en

el signo del coeficiente de la última variable.
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Teorema 25 (Teorema de Motzkin generalizado) Sea F ⊂ Rn un con-

junto convexo cerrado no vaćıo. Entonces F es M-representable si, y sólo

si, existe una representación lineal de K (F ) , {⟨(cs, ds), (xnxn+1)⟩ ≥

0, s ∈ S}, tal que
{

cs
ds

: s ∈ S−

}
está acotado. En tal caso,

F = cl conv

{
− cs
ds

: s ∈ S−

}
+ cl cone {cs : s ∈ S0} (2.17)

es una representación de Motzkin de F.

Demostración. Primero suponemos que F es un conjunto M-represen-

table, tal que F = C +D, donde C es un conjunto convexo compacto y

D es un cono convexo cerrado. Entonces, por la Proposición 20 (i),

{⟨(c,−1), (x, xn+1)⟩ ≥ 0, c ∈ C; ⟨(d, 0), (x, xn+1)⟩ ≥ 0, d ∈ D} (2.18)

es una representación lineal de K (F ) que satisface la condición de aco-

tamiento.

Rećıprocamente, supongamos que {⟨(cs, ds), (x, xn+1)⟩ ≥ 0, s ∈ S} es

una representación lineal de K (F ) tal que
{

cs
ds

: s ∈ S−

}
está acotado.

Dado s ∈ S y como (cs, ds) ∈ K (F )
◦
, tenemos que ds ≤ 0, de acuerdo

con la Proposición 17 (i).

Si ds = 0 para todo s ∈ S, entonces

K (F )
◦
= cl cone {(cs, 0), s ∈ S} ⊂

{
(x, xn+1) ∈ Rn+1 : xn+1 = 0

}
,

en contradicción con el enunciado (i) de la Proposición 17 (estamos

suponiendo que F ̸= ∅). Por lo tanto, existe algún s ∈ S tal que ds < 0.

Dividiendo por |ds| , si esto fuera necesario, podemos suponer sin pérdida

de generalidad que para todo s ∈ S− tenemos ds = −1. Como

K (F )
◦
= cl cone {(cs,−1), s ∈ S−; (cs, 0), s ∈ S0} . (2.19)

Sea C := cl conv{cs, s ∈ S−} ̸= ∅ y D := cl cone{cs, s ∈ S0}. Debe-

mos probar que F = C +D.
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Primero demostramos que C + D ⊂ F. Dado x ∈ C + D, existen

sucesiones {δk} ⊂ R(S−)
+ y {ξk} ⊂ R(S0)

+ tales que

x = ĺım
k

∑
s∈S−

δks cs + ĺım
k

∑
s∈S0

ξks cs and ĺım
k

∑
s∈S−

δks = 1.

Entonces, de acuerdo con (2.19),

(x,−1) = ĺım
k

∑
s∈S−

δs

(
cs
−1

)
+
∑
s∈S0

ξs

(
cs
0

) ∈ K (F )
◦
,

aśı que x ∈ F , de esta manera C +D ⊂ F .

Ahora supongamos que x ∈ F. Entonces (x,−1) ∈ K◦ y, nuevamente

por (2.19), existen
{
λk
}
⊂ R(S)

+ tales que

(x,−1) = ĺım
k

∑
s∈S−

λk
s

(
cs
−1

)
+
∑
s∈S0

λk
s

(
cs
0

) ,

es decir,

x = ĺım
k

∑
s∈S−

λk
scs +

∑
s∈S0

λk
scs

 y ĺım
k

∑
s∈S−

λk
s

 = 1. (2.20)

Sea ρk :=
∑

s∈S−
λk
s , k = 1, 2, . . .. Como ĺımk ρk = 1, podemos su-

poner, sin pérdida de generalidad, que ρk > 0 para toda k. A partir de

(2.20) tenemos

x = ĺım
k

∑
s∈S−

λk
s

ρk
cs +

∑
s∈S0

λk
s

ρk
cs

 . (2.21)

Sea

xk :=
∑
s∈S−

λk
s

ρk
cs ∈ conv {cs, s ∈ S−} ⊂ C.

Puesto que C es compacto, existe x ∈ C tal que ĺımk x
k = x ∈ C.

Definiendo

yk :=
∑
s∈S0

λk
s

ρk
cs ∈ cone{cs, s ∈ S0} ⊂ D.
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De (2.21) tenemos que ĺımk y
k = x − x ∈ D, aśı que x = x+ (x − x) ∈

C +D. Concluimos que F ⊂ C +D. �

Para la representación lineal de K (F ) dada por (2.18), tenemos,

para todo s ∈ S−, que
∥∥∥ cs
ds

∥∥∥ ≤ máxc∈C ∥c∥ . Se puede obtener una

cota alternativa si observamos que, por la compacidad de C, el cono

K (C) = cone {(c,−1), c ∈ C; (0n,−1)} contiene el centro de una bo-

la con centro en (0n,−1) y radio ρ > 0. Puesto que la distancia des-

de (0n,−1) hacia cualquier hiperplano c′x − xn+1 = 0 es al menos ρ,∥∥∥ cs
ds

∥∥∥ ≤ 1
ρ para todo s ∈ S−. Una vez más, la suposición de acotamiento

depende de la representación lineal disponible de K (F ) y no de K (F ).

De hecho, tomando dos ı́ndices arbitrarios u ∈ S− y v ∈ S0 y agregan-

do las restricciones redundantes, ⟨(cu, du) + r(cv, dv), (x, xn+1)⟩ ≥ 0, con

r ∈ N, a la representación lineal de K (F ) dada, obtenemos una nueva

representación lineal de K (F ) que viola la condición de acotamiento.

Nótese que se tiene la suposición de acotamiento del Teorema 25 si

|S−| < ∞ (por ejemplo, cuando F es un conjunto convexo poliédrico, S se

puede elegir como un conjunto finito). Bajo la suposición de acotamiento

y por el Teorema 15 y la Proposición 17 (iii), tenemos

K̂ (F ) = {x ∈ Rn : c′sx ≥ 0, s ∈ S0} =
(
0+F

)◦
.

En relación con la Proposición 20, el enunciado (v), observemos que

el valor de v (c) se puede expresar en términos de los datos (una repre-

sentación lineal de K (F )), bajo la suposición del Teorema 25 debido a

que

mı́n {c′x : x ∈ C} = ı́nf

{
c′cs
|ds|

: s ∈ S−

}
.

Ejemplo 12 Sea{(
s2 − 2s+ 1

)
x1 + s2x2 − x3 ≥ 0, s ∈ [0, 1] ;x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

}
una representación lineal del cono de referencia de cierto conjunto F, que

describimos adelante. Puesto que el arco de la parábola (o el astroide
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√
|x1|+

√
|x2| = 1) {(

s2 − 2s+ 1, s2
)
, s ∈ [0, 1]

}
está acotado, F es la suma de la envoltura convexa de este arco de

parábola y la envoltura cónica convexa de {(1, 0) , (0, 1)} , es decir, R2
+,

el arco mencionado también coincide con M (F ) . Como todos los puntos

de la frontera del conjunto M-representable F son suaves, obtenemos,

del Teorema 12, la representación lineal de F,{
tx1 + (1− t)x2 ≥ t− t2, t ∈ [0, 1]

}
,

de la que obtenemos otra descripción de la representación cónica de F :

K (F ) = cone
{(

t, 1− t, t− t2
)
, t ∈ [0, 1] ; (0, 0,−1)

}
.

Ejemplo 13 Sea
{
s2x1 + x2 − sx3 ≥ 0, s ∈ R++

}
una representación li-

neal de K (F ), donde
{

cs
|ds| : ds < 0, s ∈ S

}
es no acotado. De hecho

tenemos F = C +D con C = cl conv
{(

s, s−1
)
, s ∈ R++

}
(la envoltura

convexa de la rama de la hipérbola x1x2 = 1) y D = cl cone ∅ = {02} .

Observemos que, como cualquier punto frontera de F es suave, entonces{
x1 + t2x2 ≥ 2t, t ∈ R++

}
es una representación lineal de F y la repre-

sentación cónica de F, al final, es la cerradura de su cono caracteŕıstico,

es decir,

K (F ) = cone
{(

1, t2, 2t
)
, t ∈ R++; (0, 1, 0) , (0, 0,−1)

}
.

Podemos mencionar que la propiedad de separación se preserva, ob-

viamente, por el producto cartesiano y por el producto por escalares,

pero no por la suma de Minkowski (recordemos que la suma de conos

convexos no es necesariamente cerrada), excepto que se tenga una con-

dición adicional, como lo muestra la siguiente proposición.

Proposición 26 Sea {Fi, i ∈ I} una familia finita de conjuntos M-repre-

sentables en Rn que para todo i ∈ I, zi ∈ 0+Fi y para todo i ∈ I,
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∑
i∈I

zi = 0n entonces, para todo i ∈ I, tenemos zi ∈ linFi Aśı
∑
i∈I

Fi es

M-representable.

Demostración. Sea {Ci, i ∈ I} una familia de conjuntos compactos

convexos tales que, para todo i ∈ I, tenemos Fi = Ci + 0+Fi. Enton-

ces
∑
i∈I

Fi =
∑
i∈I

Ci +
∑
i∈I

(0+Fi) , donde
∑
i∈I

Ci es un conjunto convexo

compacto, mientras que
∑
i∈I

(0+Fi) es un cono convexo cerrado por [43,

Corolario 9.1.3]. �
Finalizamos este caṕıtulo mediante algunos ejemplos que muestran

que la intersección de conjuntos M-representables no necesariamente es

M-representable.

Ejemplo 14 Sea F =
{
x ∈ R3 : x2

3 ≥ x2
1 + x2

2, x3 ≥ 0
}
(el cono de he-

lado en R3) y Fi = F +
(
0, (−1)

i+1
, 0
)
, es decir,

Fi =

{
x ∈ R3 : x2

3 ≥ x2
1 +

(
x2 + (−1)

i
)2

, x3 ≥ 0

}
,

con 0+Fi = F, i = 1, 2. La intersección de los conjuntos M-representables,

F1 ∩F2, tiene puntos extremos (por ejemplo, (0, 0, 1)) y su cono de rece-

sión es 0+ (F1 ∩ F2) = F. De hecho, F1 ∩ F2 es el eṕıgrafo de la función

convexa f : R2 → R tal que

f (x1, x2) =


√

x2
1 + (x2 − 1)

2
, si x2 < 0√

x2
1 + (x2 + 1)

2
, si x2 ≥ 0.

De otra manera, dado z ∈ bd (F1 ∩ F2) (es decir, la gráfica de f), z − F

es el hipógrafo de la función cóncava g : R2 → R tal que

gz (x1, x2) = f (z1, z2)−
√
(x1 − z1)

2
+ (x2 − z2)

2
.

Obsérvese que, para todo (x1, x2) ∈ R2, tenemos gz (x1, x2) ≤ f (x1, x2)

y la igualdad se tiene en los puntos (z1, z2) y

(z̃1, z̃2) :=


(

z1
1−z2

, 0
)
, si z2 < 0(

z1
1+z2

, 0
)
, si z2 ≥ 0.
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Definiendo z̃ := (z̃1, z̃2, f (z̃1, z̃2)) , tenemos

(z − F ) ∩ (F1 ∩ F2) =

 [z̃, z] , si z2 ̸= 0

{z} , si z2 = 0,

y, por el Teorema 24, tenemos

M (F1 ∩ F2) =
{
x ∈ R3 : x2

3 = x2
1 + 1, x2 = 0, x3 ≥ 0

}
,

el cual es acotado. Por lo tanto F1 ∩ F2 no es M-representable.
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Caṕıtulo 3

Solución de sistemas

lineales semi-infinitos

Nos ocupamos en lo que resta del trabajo del problema de factibilidad

cuando consideramos representaciones lineales de un conjunto convexo

cerrado F , es decir, sistemas lineales semi-infinitos. Aunque ya hemos

presentado métodos para resolver el problema de factibilidad (el Teore-

ma de Fourier y el Teorema de representación de Motzkin del caṕıtulo

anterior), estos son métodos anaĺıticos y prácticos para dimensiones pe-

queñas. Aśı, nuestro interés ahora se enfoca en métodos aplicables a la

búsqueda de una solución numérica.

El estudio de los SLSI inicia en 1920 (véase [9], [8], [23], [37] y [45]).

Sin embargo, fue hasta el año de 1979, que Jeroslow, propuso el primer

método numérico que aproxima soluciones factibles, el cual tiene como

base las proyecciones de puntos, donde el conjunto de ı́ndices es T = N

(véase [34]). Dicho estudio ha continuado en trabajos como el de Hu y

de Ozcam (véase [32] y [41]). Pero son concebidos de forma particular

para cierta clase de SLSI.
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3.1. Método de relajación para resolver SL-

SI

Estamos interesados en métodos de resolución para representaciones

lineales de F de la forma:

σ = {a′tx ≥ bt, t ∈ T}.

Puesto que {x ∈ Rn | a′tx ≥ bt, t ∈ T} es la representación lineal de

F, decimos que F es el conjunto de soluciones de σ.

A menos que se indique lo contrario, en lo que resta del trabajo,

dado un SLSI σ, supondremos, para todo t ∈ T, que at ̸= 0, tal que

cada desigualdad representa un semi-espacio cerrado y consideramos que

F ̸= ∅.

3.1.1. Algoritmos de relajación extendidos

A continuación presentamos toda una clase de métodos de relajación

aplicables a cualquier tipo de SLSI (resultados que están publicados en

[26]). Que es uno de los resultados principales de esta tesis, demostramos

su convergencia y analizamos la rapidez de convergencia que publicamos

en [27].

La distancia Eucĺıdea desde x̄ al hiperplano, H = {x ∈ Rn|a′x = b},

tal que a′x̄ < b, será denotada por d(x̄,H) = b−a′x̄
∥a∥ . La idea geométrica

es la siguiente: partimos de un punto inicial x̄ ∈ Rn, que no es solución

del sistema (es decir, x̄ /∈ F ) y de entre los hiperplanos asociados con

inecuaciones violadas por x̄ tomamos uno de los más alejados de x̄, lo

llamamos H; el siguiente punto se construirá a partir de x̄ a lo largo

del vector de proyección de x̄ sobre el hiperplano H, a una distancia

λd(x̄,H), donde λ > 0 es un parámetro fijo a priori.

Si µ := d(x̄, H) > 0 es la distancia Eucĺıdea desde x̄ al hiperplano
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H, el siguiente punto será x̄+ µλ a
∥a∥ , donde a es el vector gradiente de

la definición de H.

El problema de localizar el hiperplano más alejado no es una tarea

fácil. En efecto, dado un sistema infinito y un vector fijo xr, g(t, xr) :=

a′tx
r−bt es una función no lineal, llamada función marginal o de holgura,

y las técnicas que involucran cálculos de máximos globales, por ejemplo,

las rutinas de MATLAB, sólo proveen aproximaciones.

Proponemos, pues, un método en el que prescindimos de calcular el

hiperplano más alejado. De hecho, generamos una sucesión {xk}, tal que,

a partir del punto actual xr, el siguiente punto es de la forma xr+1 =

xr + ελ a
∥a∥ en donde sólo necesitamos que en cada paso ε (junto con

su correspondiente vector a) sea lo suficientemente cercano, en cierto

sentido, a µ, de tal manera que podemos utilizar la aproximación de

rutinas de MATLAB.

En particular, si el parámetro λ = 2 (λ = 1), el siguiente punto es

la reflexión de x̄ del hiperplano (la proyección de x̄ sobre H, respectiva-

mente). El caso en el que λ = 1 ha sido ampliamente estudiado en [32].

Los autores del art́ıculo, tratan con sistemas donde T ⊂ Rm y suponen

las condiciones: sup{∥ at ∥ |t ∈ T} < ∞ y ı́nf{bt |t ∈ T} > −∞. Sin

embargo, el siguiente ejemplo muestra que en situaciones comunes, estas

condiciones se pueden violar.

Problema 27 Sea x ∈ R2 y σ = {(−2t, 1)
′
x ≥ −t2, t ∈ R1}. El con-

junto factible es F =
{
x ∈ R2 : x2 ≥ x2

1

}
y dimF = 2. Aqúı tenemos

sup{∥ (−2t, 1)
′ ∥ |t ∈ T} = ∞ e ı́nf{−t2 |t ∈ T} = −∞.

La dimensión completa para un conjunto factible es una propiedad

deseable con el fin de verificar la estabilidad de unicidad fuerte de siste-

mas del tipo (1.1), como se puede ver en [14]. A partir de estos hechos,

introducimos un método en donde consideramos un conjunto de ı́ndices

arbitrario T, y sólo suponemos que el conjunto factible F es de dimensión

51



completa. Podemos aún prescindir de esta condición en base al siguiente

resultado (que se presenta en [14]), bajo el cumplimiento de la condición

fuerte de Slater, es decir, existe x̄ ∈ F y γ > 0 tal que, para todo t ∈ T,

tenemos a′tx̄ ≥ bt + γ.

Teorema 28 [14, Teo. 4.1] El sistema σ es consistente y satisface la

condición fuerte de Slater si, y sólo si, existe ε > 0 tal que, para todo σ1

con d(σ, σ1) < ε, tenemos aff F1 = aff F .

Una descripción formal del MRE es como sigue:

Algoritmo 29 (Método de Relajación Extendido)

1. Elija los parámetros λ ∈ (0, 2], M > 2, β > 0 y un vector arbitrario

x0 ∈ Rn. Establezca el ı́ndice de iteración r = 0.

2. Minimice la función de holgura g(t, x) en xr, calcule

ur = ı́nf
t∈T

g(t, xr).

Si ur ≥ 0, fin (xr ∈ F ). De otra manera, tómese el conjunto de

ı́ndices Tr = {t ∈ T |g(t, xr) < 0} (́ındices de desigualdades viola-

das por xr).

3. Sea βr = β y considere el problema de optimización global

sup

{
bt − a′tx

r

∥at∥
, t ∈ Tr

}
= µr. (3.1)

4. Halle una aproximación βr de εr, para las soluciones µr, del pro-

blema ( 3.1). Si βr < εr(M − 1), entonces

µr

M
< εr :=

btr − a′trx
r

∥atr∥
≤ µr, para algún tr ∈ Tr,

y elija xr+1 = xr+λεr
atr

∥atr∥
. Sustituya r por r+1 y vuelva al Paso

2. En otro caso, sea βr = βr/2 y repita el Paso 4.
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Observación 1. En el Paso 3, si consideramos, para cualquier r ∈ N,

el punto xr ∈ Rn con ur < 0, tenemos, para cada t ∈ Tr, que

0 <
bt − a′tx

r

∥at∥
,

Aśı que, tenemos µr > 0, en cualquier iteración, antes de que el método

concluya.

Observación 2. Nuevamente, en el Paso 3, supongamos z ∈ F , enton-

ces, para todo t ∈ Tr tenemos
bt−a′

tz
∥at∥ ≤ 0, y considerando la desigualdad

bt − a′tx
r

∥at∥
=

bt − a′tz

∥at∥
+

a′t(z − xr)

∥at∥
≤ ∥z − xr∥ ,

obtenemos µr ≤ ∥z − xr∥ .

Observación 3. Nuevamente en el algoritmo, siempre se cumple la

desigualdad βr < εr(M−1). Esto implica que εr > (εr+βr)/M > µr/M.

Aśı que, aseguramos que en el algoritmo del MRE, εr siempre existe

y toma valores finitos diferentes de cero.

La demostración de la convergencia del teorema siguiente para el ca-

so λ = 2 del algoritmo previo, primeramente se reportó en [28] (conver-

gencia del Método de Relajación Extendido), posteriormente, motivados

por las ideas de Agmon (véase [1]) acerca del estudio de proyecciones

superiores e inferiores (“under and over projections”), dirigimos nues-

tro análisis hacia el estudio de la rapidez de convergencia (caso λ = 2).

Posteriormente ampliamos el resultado de convergencia para todos los

valores de λ dados en el Algoritmo 3.1 (véase [26]) y probamos que la ta-

za de convergencia del Algoritmo 3.1 es lineal (véase [27]). Estos últimos

resultados se hab́ıan presentado parcialmente en [25].

Establecemos, pues, el teorema de convergencia del Algoritmo 29.

Teorema 30 Supongamos un sistema σ tal que dimF = n. Dado un

punto inicial, x0 ∈ Rn, el MRE con λ ∈]0, 2] concluye en un número

finito de pasos, o bien, el método genera una sucesión {xr}, que converge

hacia un elemento de F .
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Demostración. Considérese la sucesión {xr} ⊂ Rn generada por el

algoritmo. Concluiremos que ĺımr→∞ xr = x̂ ∈ F . Si la sucesión es finita,

no hay nada que probar. Por lo que supongamos que {xr} es una sucesión

infinita. Para cada t ∈ T denotamos Ht = {x ∈ Rn | a′tx = bt}. Para

todo r ∈ N tenemos µr > 0, i.e., xr /∈ Htr , entonces el vector xr+1

está en dirección del vector atr comenzando en el punto xr. La distancia

entre los dos puntos es λεr.

Por hipótesis existe z ∈ Rn y δ > 0 tal que la bola abierta Bδ(z) de

centro z y de radio δ cumple con la siguiente condición:

Bδ(z) ⊂ F ⊂ {x ∈ Rn | a′trx ≥ btr}, r = 1, 2, . . .

y además ρtr :=d(z,Htr ) ≥ δ.

Por construcción, la recta determinada por xr y xr+1 es ortogonal a

Htr . Sea hr la distancia desde z hacia la recta. Consideremos la envoltura

af́ın de {xr, xr+1, z}. Elegimos un sistema de coordenadas en este hiper-

plano, con eje de las abscisas, la recta a través de los puntos xr y xr+1,

con esa orientación, y con eje de las ordenadas, la mediatriz del segmento

[xr, xr+1], orientada tal que z pertenece al primer cuadrante (véase Fi-

gura 3.1). Con esta orientación, las coordenadas de los puntos xr , xr+1

z
rh

1rx +

rt
H

rx

Figura 3.1: Orientación del esquema de construcción.

y z son (−εr, 0), ((λ− 1)εr, 0) = (ξεr, 0), donde ξ ∈ (−1, 1], y (ρtr , hr),
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respectivamente, con hr ≥ 0 (para el caso en donde la dimensión de la

envoltura af́ın es 1 y hr = 0 es trivial). Entonces

∥xr − z∥2 − ∥xr+1 − z∥2 =
[
(ρtr + εr)

2 + h2
r

]
−
[
(ρtr − ξεr)

2 + h2
r

]
= (1− ξ2)ε2r + 2(1 + ξ)ρtrεr.

Por lo tanto, para r ∈ N, tenemos

0 ≤ ∥xr+1 − z∥2 = ∥xr − z∥2 − (1− ξ2)ε2r − 2(1 + ξ)ρtrεr,

puesto que −ρtr ≤ −δ, tenemos

0 ≤ ∥xr+1 − z∥2 ≤ ∥xr − z∥2 − (1− ξ2)ε2r − 2(1 + ξ)δεr.

Aśı que, podemos considerar en las relaciones anteriores los primeros

r − 1 términos, es decir, para k = 0, . . . , r − 1 , tenemos

∥xk+1 − z∥2 ≤ ∥xk − z∥2 − (1− ξ2)ε2r − 2(1 + ξ)δεr.

Si sumamos, respetando el orden en las desigualdades anteriores, obte-

nemos

r−1∑
k=0

∥xk+1 − z∥2 ≤
r−1∑
k=0

(∥xk − z∥2 − (1− ξ2)ε2r − 2(1 + ξ)δεr),

aśı que,

∥xr − z∥2 +
r−1∑
k=1

∥xk − z∥2 ≤ ∥x0 − z∥2 +
r−1∑
k=1

∥xk − z∥2−

−(1− ξ2)
r−1∑
k=0

ε2r − 2(1 + ξ)δ
r−1∑
k=0

εk,

Después de eliminar términos comunes se tiene,

0 ≤ ∥xr − z∥2 ≤ ∥x0 − z∥2 − (1− ξ2)
r−1∑
k=0

ε2r − 2(1 + ξ)δ
r−1∑
k=0

εk,

de donde,

2(1 + ξ)δ
r−1∑
k=0

δεk ≤ (1− ξ2)
r−1∑
k=0

ε2r + 2(1 + ξ)δ
r−1∑
k=0

εk ≤ ∥x0 − z∥2.
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Aśı que,
r−1∑
k=0

εk ≤ 1

4δ
∥x0 − z∥2.

Consideramos la sucesión ηr−1 =
∑r−1

k=0 εk, y definimosK = 1
2λδ∥x

0−

z∥2. Puesto que, para todo r ∈ N tenemos ηr−1 ≥ 0 , entonces 0 ≤

ĺımr ηr ≤ K, i.e., la sucesión {ηr} está acotada y es creciente, por lo tanto

la sucesión converge. Además,
∑∞

r=0 εr también converge (y ĺımr εr = 0).

Dado que en el Paso 4 del algoritmo de relajación, se ha elegido εr

tal que 0 < µr

M < εr, i.e., 0 < µr < εrM , tenemos ĺımr µr = 0.

Nuevamente del Paso 4 tenemos

∥xr − xr+1∥ = λεr,

entonces la serie,
∑∞

r=0 ∥xr−xr+1∥, converge, por lo que
∑∞

r=0(x
r−xr+1)

es absolutamente convergente (véase Th. 26.7 [3]), y, ĺımr x
r = x̂, para

algún x̂ ∈ Rn.

Finalmente, mostraremos que x̂ ∈ F . Para algún t ∈ T , y para todo

r ∈ N tenemos

bt − a′tx
r

∥a′t∥
≤

 µr, t ∈ Tr,

0, en otro caso.

Tomando ĺımites en la relación anterior cuando r →∞, para todo t ∈ T ,

obtenemos
bt−a′

tx̂
∥a′

t∥
≤ 0, lo que prueba que x̂ ∈ F . �

Observación 4.Mencionamos que la demostración geométrica del teo-

rema previo requiere que se cumpla la condición de dimensión completa

para el conjunto factible (δ > 0).

3.2. Razón de convergencia de los algorit-

mos

En esta sección demostramos bajo la hipótesis de que λ ∈ (0, 2),

que la razón de convergencia del algoritmo del MRE es lineal. Antes de
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establecer este hecho, en el Teorema 34, es necesario presentar varios

enunciados previos y un lema.

Consideremos la sucesión {xr} que genera el algoritmo de RE des-

crito en la sección anterior. Para investigar la razón de convergencia del

MR, junto con las condiciones que aseguran la validez del Teorema 30,

supondremos algunas condiciones acerca de los datos at y bt en el resto

del trabajo. Sean, pues,

ı́nf{∥at∥ : t ∈ T} = B ≥ 0 y sup{∥at∥ : t ∈ T} = N ≤ ∞,

respectivamente.

Puesto que los puntos xr, para r = 0, 1, 2, ... no son factibles, no es

dif́ıcil verificar la validez del siguiente lema:

Lema 31 Podemos sustituir, para cualquier r ∈ N, Tr por T en µr =

sup
{

bt−a′
tx

r

∥at∥ , t ∈ Tr

}
(véase (3.1)).

Con el fin de presentar la rapidez de convergencia del algoritmo de

relajación extendido, presentamos dos lemas: el Lema 32, demostrado

por Agmon ([1]) y, posteriormente, el Lema 33, cuyo enunciado y de-

mostración es análoga al Lema 1 que se presenta en [32].

Lema 32 Sea λ ∈ [0, 2] y x, y dos puntos en Rn separados por el hiper-

plano H = {x ∈ Rn|a′x = b}, tal que a′x < b y a′y ≥ b. Entonces

∥x+ λ (x̂− x)− y∥2 ≤ ∥x− y∥2 − λ (2− λ) ∥x̂− x∥2 , (3.2)

donde x̂ es la proyección ortogonal de x sobre H. La igualdad se tiene si

λ = 0, o bien si λ = 2 y y ∈ H.

Lema 33 Si intF ̸= ∅, N < ∞ y B > 0, entonces existe una constante

0 < γ < 1, tal que, para todo r = 0, 1, 2, ..., tenemos µr ≥ γd(xr, F ).

Demostración. Supongamos, temporalmente, que 0n ∈ intF. Por

lo que, existe δ > 0 tal que Bδ(0) ⊂ F. Lo que implica que d(0n,Ht) ≥ δ
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para cualquier t ∈ T, i.e., −bt/∥at∥ ≥ δ para todo t ∈ T. Por lo tanto,

existe α > 0 tal que para toda t ∈ T se satisface la condición

−bt ≥ δB = α. (3.3)

Fijemos xr ∈ {xk} y sea yr el punto en F tal que ∥xr − yr∥ = d(xr, F ) (el

punto más cercano de F hacia xr). Es bien conocido que la desigualdad

(yr−xr)′z ≥ (yr−xr)′yr es una consecuencia del sistema (1.1). De modo

que, por el Lema de Farkas, yr − xr

(yr − xr)′yr

 ∈ cl cone


 at

bt

 , t ∈ T,

 0n

−1

 .

Entonces, para ciertas sucesiones {λj
r} ⊂ R(T )

+ y {
(
λj
r

)
0
} ⊂ R+, podemos

escribir yr − xr

(yr − xr)′yr

 = ĺım
j

∑
t∈T

(
λj
r

)
t

 at

bt

+
(
λj
r

)
0

 0n

−1

 .

Por esta razón tenemos que

yr − xr = ĺım
j

∑
t∈T

(
λj
r

)
t
at, (3.4)

y también

(yr − xr)′yr = ĺım
j

(∑
t∈T

(
λj
r

)
t
bt −

(
λj
r

)
0

)
. (3.5)

Por lo que,

ĺım
j

(∑
t∈T

(
λj
r

)
t
a′ty

r

)
− ĺım

j

(∑
t∈T

(
λj
r

)
t
bt −

(
λj
r

)
0

)
= 0.

Como
(
λj
r

)
t
≥ 0 y a′ty

r − bt ≥ 0, para todo t ∈ T, tenemos

ĺım
j

(
λj
r

)
0
= 0, (3.6)

luego

ĺım
j

(∑
t∈T

(
λj
r

)
t
(a′ty

r − bt)

)
= 0. (3.7)
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Sabemos que xr → x̄ y que ∥yr − xr∥ → 0, por lo que L = sup{∥yr∥ :

r = 0, 1, ...} < +∞ . De (3.3) tenemos que, para todo j = 0, 1, 2, ...,

∑
t∈T

(
λj
r

)
t
α ≤ −

∑
t∈T

(
λj
r

)
t
bt.

Entonces

α ĺım sup
j

∑
t∈T

(
λj
r

)
t
≤ − ĺım inf

j

∑
t∈T

(
λj
r

)
t
bt, (3.8)

Pero por (3.6) y (3.5), tenemos

− ĺım
j

∑
t∈T

(
λj
r

)
t
bt = (xr − yr)′yr. (3.9)

Aśı que, por (3.8) y (3.9), tenemos

ĺım sup
j

∑
t∈T

(
λj
r

)
t
≤ α−1L ∥xr − yr∥ . (3.10)

Por otro lado, a partir de (3.4), (3.7), (3.10) y del Lema 31, obtenemos

∥yr − xr∥2 = ĺım
j

∑
t∈T

(
λj
r

)
t
a′t(y

r − xr)

= ĺım
j

(∑
t∈T

(
λj
r

)
t
(a′ty

r − bt) +
∑
t∈T

(
λj
r

)
t
(bt − a′tx

r)

)

≤

(
ĺım sup

j

∑
t∈T

(
λj
r

)
t

)
µr∥at∥

≤ α−1L ∥xr − yr∥µr∥at∥

≤ α−1LN ∥xr − yr∥µr.

Luego,

α

LN
∥xr − yr∥ ≤ µr.

Tenemos, además, la relación

α

(L+ 1)(N + 1 + δ)
<

α

LN
.
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Si definimos γ = α
(L+1)(N+1+α) , podemos observar que γ ∈ (0, 1) .Además,

para todo r = 0, 1, ..., tenemos

γ ∥xr − yr∥ ≤ µr.

Recordemos que las relaciones anteriores se obtuvieron bajo el supuesto

0n ∈ intF.

Resta demostrar el enunciado del teorema, excluyendo el caso ante-

rior. Supongamos, pues, que z está en el interior de F. Definamos Fz :=

{x ∈ Rn| a′tx ≥ bt − a′tz, t ∈ T}, y µr(x, z) := sup
{

bt−a′
tx−a′

tz
∥at∥ , t ∈ Tr

}
.

Bajo estas consideraciones; como el origen está en el interior de Fz,

podemos probar que para todo r = 0, 1, 2, ..., tenemos que µr(x
r−z, z) ≥

γd(xr − z, Fz). Finalmente, puesto que µr = µr(x
r − z, z) y además

d(xr, F ) = d(xr − z, Fz), obtenemos el resultado deseado. �

Podemos mencionar que las constantes δ, N, B y L dependen úni-

camente de los valores nominales en los datos y del punto inicial de

algoritmo.

El siguiente teorema provee una cota que nos permite establecer, en

el algoritmo de relajación extendido, la rapidez de convergencia lineal.

Teorema 34 Sea λ ∈ (0, 2). Si intF ̸= ∅, N < ∞ y B > 0, entonces

existen M > 2, 0 < θ < 1 y x̄ ∈ F tales que x̄ = ĺımr x
r y, para todo r

suficientemente grande, tenemos ∥xr − x̄∥ ≤ θr∥x0 − x̄∥ .

Demostración. De la definición de εr, tenemos εr = ∥xr−xŕ∥, don-

de xŕ es la proyección ortogonal de xr sobre el hiperplano Htr . Sabemos

que para cada r = 0, 1, ..., se cumple

εr >
µr

M
. (3.11)

Sustituyamos x por xr e y por yr en (3.11). A partir de los Lemas 32

y 33 y de la validez de la desigualdad ∥xr+1 − yr+1∥2 ≤ ∥xr+1 − yr∥2,
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obtenemos la siguiente cadena de desigualdades:

∥xr+1 − yr+1∥2 ≤ ∥xr+1 − yr∥2 ≤ ∥xr − yr∥2 − λ (2− λ) ∥xr − xŕ∥2

= ∥xr − yr∥2 − λ (2− λ) ε2r

≤ ∥xr − yr∥2 − λ (2− λ)µ2
r

M2

≤ ∥xr − yr∥2 − λ (2− λ) γ2

M2
∥xr − yr∥2

= ∥xr − yr∥2(1− λ (2− λ) γ2M−2). (3.12)

Si hacemos 0 < ν = (1 − λ (2− λ) γ2M−2)
1
2 < 1 (eligiendo M suficien-

temente grande) y aplicando (3.12) repetidamente, tenemos

∥xr+1 − yr+1∥ ≤ νr+1∥x0 − y0∥.

Por lo que x̄ y xr están en la bola B∥xr−yr∥(y
r) para cada r = 0, 1, 2, ....

Finalmente podemos observar que

1

2
∥xr+1 − x̄∥ ≤ ∥xr+1 − yr+1∥ ≤ νr+1∥x0 − y0∥ ≤ νr+1∥x0 − x̄∥.

Lo que prueba el teorema para cualquier ν < θ < 1. �

3.3. Experiencia computacional

Antes de presentar la experiencia computacional, discutiremos la dis-

ponibilidad de las constantes incluidas en el algoritmo. Obviamente, las

constantes B y N se pueden omitir a partir de los datos. Utilizando

la herramienta descrita en el Lema 1, en [6], podemos estimar la dis-

tancia
∥∥x0 − y0

∥∥ . Tomando en cuenta que las sucesiones {xr} , {yr}

⊂ B∥x0−y0∥(y
0), obtenemos para cada r = 0, 1, 2, ...,

∥yr∥ =
∥∥yr + x0 − y0 − x0 + y0

∥∥ ≤
∥∥yr − y0

∥∥+ ∥∥x0
∥∥+ ∥∥x0 − y0

∥∥ ≤

≤
∥∥x0
∥∥+ 2

∥∥x0 − y0
∥∥ .
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Por lo tanto, L ≤
∥∥x0
∥∥+ 2

∥∥x0 − y0
∥∥ . La dificultad que consiste en de-

terminar la constante δ. Basándonos en los datos nominales, la ecuación

dimensional de Zhu, que establece que lin(cl(K)) = {∅} implica δ > 0,

donde K es el cono caracteŕıstico del SLSI σ. Para hallar una aproxima-

ción de δ, podemos, eventualmente, utilizar las técnicas que se presentan

en [36] y [4].

3.3.1. Ejemplos de prueba

Probamos el algoritmo de relajación extendido con algunos problemas

que se encuentran dentro de la literatura.

En el Paso 2 del MRE, el extremo de la función g, se calculó mediante

el uso del toolbox de optimización de MATLAB. Para todos los cálculos,

utilizamos una precisión de 10E-8.

La implementación del MRE puede resolver SLSI que satisfacen los

requerimientos de dicho algoritmo, y donde T es una unión de intervalos

acotados. La implementación se compara con la de Zhu, llamado Met1.

En las tablas de resultados los tiempos que se presentan están dados en

segundos.

Ejemplo 15 n = 2, T = [0, 1.5π] y

σ = {x ∈ Rn|a1(t)x1 + a2(t)x2 ≥ bt, t ∈ T} .

donde

a1(t) = 0.05(t− 1.5π) cos t,

a2(t) = 0.025(t− 1.5π) sen t

y

bt = 0.05(t− 1.5π)(0.7 + 0.05(t− 1.5π) cos t) cos t+

0.025(t− 1.5π)(0.8 + 0.025(t− 1.5π) sen t) sen t.
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La Figura 3.2 ilustra la representación del conjunto factible del sistema

lineal.

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 

Figura 3.2: Conjunto factible del Ejemplo 15.

A partir del punto inicial (16.294474, 18.115839)′ construimos la Ta-

bla 3.1.

Ejemplo 16 Considérese el conjunto convexo F, definido por F = {x ∈

R2 : (x2
1 + x2

2)
2 ≥ κ2(x2

1 − x2
2); 0 ≤ x1 ≤ κ, x2 ≥ 0} (véase la Figura 3.3)

y consideremos su representación lineal σ, dada por

σ =

 a1tx1 + a2tx2 ≥ bt : t ∈ [0, π
4 ]

− 1
tx1 + x2 ≥ 0 : t ∈ [1,+∞[

 ,

donde,

a1t := −κ cos 3t,

a2t := −κ sin 3t,

bt := −κ2(cos 3t cos t
√
cos 2t+ sin 3t sin t

√
cos 2t).

El conjunto F depende del parámetro κ. Al cual elegimos este como κ =

2. Como punto inicial consideramos x0 = (−1564.979244, 2189.253881)′,

se presentan en la Tabla 3.2.
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λ ite xr tiempo Met1

0.1 - - - -

0.3 - - - -

0.5 60 (0.682542, 0.875143)′ 0.322716 -

0.7 37 (0.679089, 0.874291)′ 0.172399 -

0.9 21 (0.669295, 0.871305)′ 0.137749 -

1 9 (0.916033, 0.611698)′ 0.183576

 0.852030

0.850555


10 iteraciones

tiempo 0.273640

1.1 11 (0.923490, 0.680445)′ 0.189879 -

1.2 7 (0.739753, 0.773414)′ 0.173540 -

1.3 6 (0.883337, 0.767611)′ 0.164000 -

1.4 8 (0.747916, 0.764285)′ 0.166814 -

1.5 10 (0.898926, 0.703865)′ 0.175533 -

2 85 (0.811758, 0.731137)′ 0.430609 -

Tabla 3.1: Resultados del Ejemplo 15.

Ejemplo 17 Consideramos la representación lineal de la elipse, F =

{x ∈ R2 : 2x2
1 + x2

2 + 2x1x2 + 2x1 ≤ 0} (Figura 3.4) dada por

σ = {(−t4 − 2t3 + 3t2 + 2t− 1)x1 − 2t(t2 − 1)x2 ≥ −2t2 : t ∈ [−1, 1]},

(véase [10]). Con el punto inicial, x0 = (3.423734, 14.120922)′, la imple-

mentación del algoritmo de relajación proporciona que se resumen en

la Tabla 3.3. Nota: Con el valor del parámetro de relajación λ = 0.1,

la ejecución excede el número de iteraciones permitidas y termina sin

encontrar una solución factible..

Ejemplo 18 Para n = 2, consideramos el sistema σ = {−tetx1 − tx2 ≥

−1 : t ∈ [0, 1]},(véase [12], [13]). En este ejemplo, para t = 0 y a0 = 02,

no se cumplen las condiciones requeridas al inicio de esta sección. El
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Figura 3.3: Conjunto factible del Ejemplo 16.
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y

Figura 3.4: Conjunto factible del Ejemplo 17.

conjunto factible de σ se muestra en la Figura 3.5.

Utilizando el punto inicial x0 = (12.353328, 17.188846)′, se reportan

en la Tabla 3.4. Análogo al Ejemplo 17, para algunos valores del paráme-

tro λ, en particular si λ = 0.1, 0.3, 0.7, el algoritmo excede el número de

iteraciones permitidas y termina sin encontrar una solución factible.
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λ ite xr tiempo Met1

0.1 166 (0.518010, 0.457482)′ 3.299209 -

0.3 45 (0.521757, 0.461178)′ 0.907875 -

0.5 24 (0.525769, 0.463274)′ 0.344226 -

0.7 40 (0.541355, 0.477132)′ 0.616709 -

0.9 9 (0.521048, 0.435851)′ 0.171032 -

1 15 (0.500966, 0.407736)′ 0.244491

 0.489203

−0.000555


9 iteraciones

tiempo 0.243640

1.1 6 (1.370079, 0.691802)′ 0.21223 -

1.2 5 (1.654249, 0.515506)′ 0.210532 -

1.3 13 (0.092467, 0.453677)′ 0.232813 -

1.4 8 (1.403643, 0.193099)′ 0.177691 -

1.5 11 (0.648873, 0.474474)′ 0.214937 -

2 190 (0.393985, 0.348462)′ 2.543993 -

Tabla 3.2: Resultados del Ejemplo 16.

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5

-1

0

1

2

3

4

5

6

x

y

Figura 3.5: Conjunto factible del Ejemplo 18.
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λ ite xr tiempo Met1

0.1 - - - -

0.3 110 (−1.828697, 2.388394)′ 0.373614 -

0.5 59 (−1.827002, 2.39201)′ 0.260062 -

0.7 38 (−1.824438, 2.390390)′ 0.210664 -

0.9 20 (−1.794767, 2.401682)′ 0.170799 -

1 9 (−1.866903, 2.365380)′ 0.160697

 −1.786691

2.404038


21 iteraciones

tiempo 0.52457

1.1 6 (−1.446675, 2.336987)′ 0.154376 -

1.2 8 (−1.703044, 2.398714)′ 0.157070 -

1.3 4 (−0.947604, 1.420896)′ 0.144437 -

1.4 5 (−1.724665, 2.341615)′ 0.145378 -

1.5 6 (−1.722008, 2.319358)′ 0.166303 -

2 12 (−1.686474, 1.201378)′ 0.168417 -

Tabla 3.3: Resultados del Ejemplo 17.
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λ ite xr tiempo Met1

0.1 - - - -

0.3 - - - -

0.5 60 (−5.269856, 10.330953)′ 0.256530 -

0.7 - - - -

0.9 21 (−6.046282, 11.435680)′ 0.161449 -

1 8 (−5.333119, 10.421842)′ 0.152627

 −5.302414

10.3777750


16 iteraciones

tiempo 0.356543

1.1 3 (−5.500799, 10.644656)′ 0.148727 -

1.2 2 (−6.985222, 10.145139)′ 0.146326 -

1.3 2 (−8.596768, 9.558163)′ 0.147526 -

1.4 2 (−10.208314, 8.971188) 0.146005 -

1.5 2 (−11.819860, 8.384212)′ 0.144419 -

2 2 (−19.877589, 5.449334)′ 0.148837 -

Tabla 3.4: Resultados del Ejemplo 18.
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Conclusiones

Esta tesis ha tenido dos objetivos principales: contribuir a la teoŕıa

del análisis convexo con nuevos resultados acerca de las representaciones

de Motzkin, y contribuir al campo de la teoŕıa de los sistemas lineales

semi-infinitos mediante la aportación de nuevos métodos para resolver

el problema de factibilidad.

Primero, desarrollamos nuevas caracterizaciones de conjuntos cerra-

dos mediante la ayuda de representaciones lineales. Para este fin, hemos

generalizado el teorema de Fourier, resultado que aparece en el estudio

de las representaciones del conjunto imagen de las aplicaciones lineales

sobre representaciones lineales de un conjunto cerrado y convexo. Pos-

teriormente, nos adentramos al análisis de las representaciones cónicas,

caracterizando éstas junto con los conos convexos.

Más adelante, nos enfocamos en el estudio de las representaciones de

Motzkin. Introducimos las propiedades de los conjuntos M-representables

junto con las caracterizaciones de éstos y enunciamos el Teorema de re-

presentación de Motzkin en su versión para conjuntos cerrados y conve-

xos.

El estudio de las representaciones de Motzkin ha sido motivo de

trabajos posteriores, véase Goberna y otros [20], en donde se analiza

la estabilidad de las representaciones de Motzkin de conjuntos conve-

xos cerrados, y el estudio de conjuntos M-representables y funciones
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M-representables (véase [21]). Trabajos que continúan principalmente

dirigidos a la teoŕıa de la programación multiobjetivo.

Por otro lado, se ha propuesto el método de relajación extendido,

aplicable a sistemas lineales semi-infinitos el cual genera una clase de

métodos debido a la flexibilidad que proporciona el parámetro de re-

lajación y que permite, para cada valor de éste, considerar un método

diferente aplicable al problema de factibilidad.

Esto nos permitió observar una convergencia más rápida para valores

del parámetro de relajación en el intervalo (0,1). Motivo que nos dirigió al

estudio de la tasa de convergencia. Aśı, hemos probado que la tasa de

convergencia de esta clase de métodos es lineal.

Hemos elegido el algoritmo de relajación, como una presentación de

los algoritmos aplicables al problema de factibilidad de representaciones

lineales de conjuntos convexos y cerrados, por su versatilidad de codifi-

cación computacional. Hemos probado que la rapidez de convergencia es

lineal, sin embargo, en base a la experiencia computacional realizada en

variados problemas de prueba (que no se reportan aqúı), consideramos

como trabajo futuro, dirigir la investigación hacia el estudio de la razón

de convergencia, esto en base a las ideas que propone Agmon en [1]. Un

punto que se debe considerar para una futura investigación, es el del

rol que desempeñan los parámetros M , B y N junto con el estudio de

la manera en cómo se obtiene el valor óptimo global en el Paso 4 del

algoritmo, pues, en la experiencia computacional se ha notado una clara

influencia de éste, sobre el número de iteraciones que son necesarias pa-

ra hallar la solución del sistema. Existen, además, otros métodos válidos

para sistemas ordinarios, que podŕıan extenderse hacia el campo de los

sistemas lineales semi-infinitos, como lo son los métodos que se reportan

en la literatura (véase [44]).
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Śımbolos y Abreviaturas

R+ el conjunto de números reales no negativos

Rn espacio Eucĺıdeo de dimensión n

suppλ el conjunto de soporte de λ ∈ XT

R(T ) el espacio de funciones de sucesiones finitas generalizadas

R(T )
+ el cono convexo en R(T ) de las sucesiones finitas no negativas

X⊥ subespacio ortogonal de X ̸= ∅

0+X cono de recesión del conjunto convexo X

D(X,x) cono de direcciones factibles en x ∈ X

X◦ cono polar positivo del conjunto convexo X

x Vector columna con i−ésima componente xi

x′y Producto escalar de vectores x e y

∥x∥ Norma eucĺıdea (o L2) de x ∈ Rn

|x| Valor absoluto de x ∈ R

0n Vector de ceros en Rn

spanX Envoltura lineal de X

affX Envoltura af́ın de X

convX Envoltura convexa de X

coneX Envoltura convexa de X

linX Espacio de linealidad de X

intX Interior de X
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clX Clausura de X

bdX Frontera de X

rintX Interior relativo de X

rbdX Frontera relativa de X

dimX Dimensión del convexo X

ı́nfX Máxima cota inferior de X ⊂ Rn

ĺımr xr Ĺımite de la sucesión {xr}∞r=1 ⊂ Rn

σ Sistema de inecuaciones lineales en Rn, {a′tx ≥ bt, t ∈ T}

F Conjunto solución de σ

suppλ Conjunto de soporte de λ ∈ RT , es decir, {t ∈ T | λt ̸= 0}

R(T ) Espacio de funciones λ ∈ RT tal que | suppλ| < ∞

T (x) Conjunto de ı́ndices activos en x ∈ F

A(x) Cono de restricciones activos en x ∈ F

B(X) Cono barrera de X

M Primer cono de momentos de σ: cone{at, t ∈ T}

N Segundo cono de momentos de σ: cone
{(

at

bt

)
, t ∈ T

}
K Cono caracteŕıstico de σ: cone

{(
at

bt

)
, t ∈ T ;

(
0n
−1

)}
∥x∥∞(B∞) Norma de Tchebyshev del vector x (su bola unitaria)

0T Vector cero en RT

∂f subdiferencial de f

∇f gradiente de f

f∗ conjugado de f

δX función indicadora de X

δ∗X función de soporte de X

K≤ cono dual débil del conjunto convexo F

SLSI Sistema lineal semi-infinito

PLSI Programación Lineal semi-infinita
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Apéndice A

Código de MATLAB

1 clc;

2 clear;

3 %tic();

4 prompt1 = {'VARIABLES NUMBER= :','INTERVALS NUMBER = ...

','INITAL POINT = ',...

5 'TOLERANCE =','MAX. NUMBER OF ITERATIONS','UPPER OR UNDER ...

RELAXATION?'};

6 title1 = ' LINEAR SEMI−INFINITE SYSTEMS (EXTENDED RELAXATION ...

METHOD)';

7 lines1= 1;

8 def1 = {'2','1','[ ...

−5.209715707515,−42.624321859986]','0.000000000001',...

9 '1500',' 1.496303 '};

10 answer1 = inputdlg(prompt1,title1,lines1,def1,'on');

11 if isempty(answer1) == 1

12 msgbox('I NEED VALUES FOR ARGUMENTS, PLEASE PRESS ...

OK...','MENSAJE',...

13 'error')

14 break

15 end

73



16 dimension1 = double(sym(answer1{1}));

17 Nintervalos = double(sym(answer1{2}));

18 xr = double(sym(answer1{3}));

19 %xr = 10*rand(1,2)−10*rand(1,2);

20 xr = [34.3687722572 82.066698237677];

21 tol = double(sym(answer1{4}));

22 ite = double(sym(answer1{5}));

23 lamb = double(sym(answer1{6}));

24 %lamb = 2*rand(1);

25 if length(xr) ˜= dimension1 | | lamb == 0

26 msgbox(' VARIABLES NUMBER = THE LENGTH OF THE INITIAL POINT ...

IS NECESSARY',...

27 'Mensaje','error')

28 break

29 end

30 T(Nintervalos).t = 0;

31 a(Nintervalos).t = 0;

32 g(Nintervalos).xt = 0;

33 g(Nintervalos).xtnorm = 0;

34 for i=1:Nintervalos

35 prompt0 = {'INDEXES SETS T:',...

36 'VECTOR a(t):',...

37 'MARGINAL FUNCTION g(x,t):'};

38 title0=

39 ' LINEAR SEMI−INFINITE SYSTEMS a´(t)x>=b(t),t\in T ...

\cup...\cup S';

40 lines0= 5;

41 def0 = {'[−pi,pi]','@(t)[2*t,−(3*tˆ2−3)]'...

42 ,'@(x,t)2*t*x(1)−(3*tˆ2−3)*x(2)+.2*(tˆ4+3)'};

43 answer0 = inputdlg(prompt0,title0,lines0,def0,'on');

44 if isempty(answer0)==1

45 msgbox('INITIAL DATA IS ...

NEEDED','MESSAJE','ERROR')

46 break

47 end

48 T(i).t = double(sym(answer0{1}));%

49 a(i).t = str2func(answer0{2});
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50 g(i).xt = str2func(answer0{3});

51 g(i).xtnorm=@(x,t)(g(i).xt(x,t))/(−norm(a(i).t(t)));

52 if length(xr) ˜= length(a(i).t(0)

53 msgbox('LENGTHS OF INITIAL POINT AND THE VECTOR, a(t), DO ...

NOT AGREE',...

54 'Mensaje','error')

55 break

56 end

57 end

58 bnd = 0.00001;

59 tic();

60 topt(Nintervalos) = 0;

61 topt2(Nintervalos) = 0;

62 gtopt(Nintervalos) = inf;

63 epsopt(Nintervalos) = −inf;

64 %ite=2000;

65 x(ite).set = zeros(1,dimension1);

66 r = 1;

67 x(1).set = xr;

68 %hold on

69 %t = sym('t');

70 flag = 0;

71 conv(ite+1) = 0;

72 indext(ite+1) = 0;

73 beta = 1e−4;

74 M = 10000000000;

75 %for lambda = 0.1 M should be above 1000000

76 % lambda = 0.5 M 10000000

77

78 fprintf(' BE PATIENT, THE PROGRAM IS WORKING...\n\n\n');

79 while r <= ite

80 for i = 1:Nintervalos

81 if T(i).t(1) == T(i).t(2)

82 topt(i) = T(i).t(1);

83 gtopt(i) = g(i).xt(T(i).t(1));

84 else

85 %options = optimset('PlotFcns',@optimplotfval);
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86 %without M value, we have error=1e−12

87 options1 = optimset('TolX',1.e−12,'Display','off');

88 [topt(i),gtopt(i)] = fminbnd(@(t)g(i).xt(xr,t),...

89 T(i).t(1)−bnd,T(i).t(2)+bnd, options1);

90

91 indext(r) = topt(i);

92 end

93 end

94 [gt,idxgtsr] = min(gtopt);

95 if gt >= −tol

96 flag = 1;

97 msgbox...

98 ('THE EXTENDED RELAXATION PROGRAM HAS BEEN FOUNDED A ...

SOLUTION',...

99 'MESSAGE','help')

100 fprintf(' INITIAL POINT WAS x0= \n\n');

101 for i = 1:length(x(1).set)

102 fprintf(' %.12f \n\n', x(1).set(i));

103 end

104 fprintf(' AND THE FINAL APROXIMATION IS x= \n\n');

105 for i = 1:length(x(r).set)

106 fprintf(' %.12f \n\n', x(r).set(i));

107 end

108 fprintf(' WHICH IS A FEASIBLE SOLUTION.\n\n');

109 fprintf(' THE NUMBER OF ITERATIONS WAS %.0f .\n\n',r);

110 fprintf(' WITH A TOLERANCE OF: %.6f \n\n',tol);

111 fprintf(' LAMBDA VALUE: %.6f \n\n',lamb);

112 toc();

113 break

114 else

115 idbeta = 1;

116 %idbeta

117 times = 1;

118 %&& times <= 20;

119 while idbeta == 1

120 if times > 200

121 idbeta = 0;
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122 end

123 for i = 1:Nintervalos

124 if T(i).t(1) == T(i).t(2)

125 topt2(i) = T(i).t(1);

126 epsopt(i) = g(i).xt(T(i).t(1));

127 else

128 options2 = ...

optimset('TolX',beta,'MaxIter',500,...

129 'Display','off');

130 [topt2(i),epsopt(i)] = ...

fminbnd(@(t)−g(i).xtnorm...

131 (xr,t),T(i).t(1)−bnd,T(i).t(2)+bnd, ...

options2);

132 indext(r) = topt2(i);

133 end

134 end

135 [epsr,idxepsr] = min(epsopt);

136 epsr = −epsr;

137

138 if beta <= epsr*(M−1)

139

140 xr = ...

xr+lamb*(epsr)*(a(idxepsr).t(topt2(idxepsr)))...

141 /norm(a(idxepsr).t(topt2(idxepsr)));

142 x(r+1).set = xr;

143 idbeta = 0;

144 conv(r) = (sqrt((x(r).set−x(r+1).set)*...

145 (x(r).set−x(r+1).set)'));

146 plot(r,conv(r),'−−rs');

147 hold on;

148 r = r+1;

149 else

150 beta = beta/2;

151 end

152 times = times+1;

153 end

154 end
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155 if r == ite && flag == 0

156 fprintf('MAXIMUN NUMBER OF ITERATIONS WAS REACHED. ...

\n\n');

157 fprintf('THE SEQUENCE GENERATED BY THE ALGORITHM\n\n')

158 fprintf('CONVERGES TO A SOLUTION OF THE ...

SYSTEM%.6f\n\n\n',conv(r));

159 fprintf(' INITIAL POINT WAS x0= \n\n');

160 for i = 1:length(x(1).set)

161 fprintf(' %.12f \n\n', x(1).set(i));

162 end

163 fprintf('THE FINAL APROXIMATION IS x= \n\n');

164 for i = 1:length(x(r).set)

165 fprintf(' %.12f \n\n', x(r).set(i));

166 end

167 fprintf(' LAMBDA VALUE: %.6f \n\n',lamb);

168 toc();

169 end

170 end
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zation, Beiträge zur Algebra und Geometrie, Contributions to Alge-

bra and Geometry, Vol. 35, No. 2 (1994), 167-171.

[37] Lin C-J., Yang E.K. y Fang S-C., Implementation of an inexact

approach to solving linear semi-infinite programming problems. J.

Comput. Appl. Math., 61 (1995), 87–103.

[38] Mart́ınez-Legaz J. E. y Meseguer A., The indirect function of an

NTU game, J. Math. Sci. 116 (2003), 3253-3265.

[39] Motzkin T., Beiträge zur Theorie der linearen Ungleichungen, Inau-

gural Dissertation Basel, Azriel, Jerusalem (1936).
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