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Introducciéon

Dualizar es una préctica ampliamente utilizada en algebra y teoria de médulos para construir

nuevos objetos mateméticos a partir de conceptos existentes, modificando sus propiedades de
manera sisteméatica. Esta herramienta nos permite obtener una caracterizacién més profunda de
las estructuras algebraicas, lo que la hace extremadamente 1util y beneficiosa para la investigacion.
En este contexto, recordemos que un modulo singular se define como aquel cuyos elementos son
anulados por ciertos elementos del anillo subyacente. De acuerdo a esta definicion, el estudio de los
modulos singulares ha permitido caracterizar diversas propiedades de anulacién en el ambito del
algebra, ademas se relaciona estrechamente con conceptos como modulos inyectivos, proyectivos
y simples, enriqueciendo la teoria algebraica en diversas direcciones. Ademas, su anélisis siempre
puede proporcionar informacion sobre los ideales y submodulos especiales del anillo.
Teniendo en cuenta lo anterior, la dualidad del médulo singular emerge como un tema de gran
relevancia en este trabajo de tesis, que se centra en introducir este concepto a través del estudio
de los modulos superfluos. Una de las primeras contribuciones de este trabajo se ven reflejados
directamente en el titulo de la tesis, afirmamos que un modulo es superfluo si y solo si lo es en
su capsula inyectiva. Naturalmente, nos concentramos en el conjunto de médulos que contienen
submoédulos superfluos, y restringiendo este conjunto a los submoddulos que fueran ciclicos dio
como resultado un conjunto al cual se le llamo6 la parte cosingular de un médulo.

Al estudiar este concepto, surge una de las primeras preguntas: ;Cémo podemos ampliar
y aplicar los resultados fundamentales derivados de los modulos singulares y cosingulares para
caracterizar propiedades algebraicas més generales, y cuales son las implicaciones de estas
caracterizaciones en el estudio de los anillos y médulos? Cigdem Ozcan proporciona una respuesta
en su articulo "Modules with Small Cyclic Submodules in Their Injective Hulls"[3], ofreciendo
una perspectiva desde la construcciéon de propiedades impuestas a los modulos.
Posteriormente, surgio la pregunta mas relevante para nuestro trabajo: ; Cémo podemos aprovechar
la teoria de modulos y el anélisis de los modulos cosingulares para desarrollar una caracterizacion
rigurosa y establecer conexiones significativas entre la propiedades estudiadas por Ozcan y algunas
clases de anillos? Con el objetivo de responder a esta pregunta, este trabajo se propone explorar
a fondo las propiedades y estructuras emergentes de los modulos cosingulares, especialmente
enfocandose en las propiedades denominadas (S*) y (D1), resaltando la importancia crucial de la
propiedad (S*) en la obtencion de resultados.
El proposito fundamental de esta tesis es demostrar la amplitud de los resultados obtenidos al
relacionar de manera equivalente la propiedad (S*) con un concepto que implique bastantes
propiedades como los anillos cuasi-Frobenius. Ademas, se pretende establecer un teorema que
integre los conceptos principales abordados en este trabajo, proporcionando una justificacion clara
de la importancia de cada resultado demostrado.

Cigdem Ozcan ha sido una fuente inspiradora y fundamental para el desarrollo de esta
tesis. Nuestro trabajo se bas6 en una exploracién detallada de los resultados presentados en
su articulo mencionado anteriormente. Nos enfocamos en complementar, detallar y ampliar
los lemas y teoremas, ademés de abordar aspectos no tratados y llenar espacios vacios en los
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VI Introduccion

argumentos presentados. Este analisis se estructuré en cinco capitulos. El primero de ellos sirve
como introduccion y repaso de algunos fundamentos de la teoria de moédulos, donde se presentan
definiciones clave y resultados preliminares necesarios para comprender el desarrollo del trabajo.
En el segundo y tercer capitulo, nos adentramos en el estudio de los mo6dulos cosingulares,
explorando la dualizacién de resultados conocidos para los médulos singulares y reinterpretandolos
en el contexto de los médulos cosingulares. También nos enfocamos en los médulos que satisfacen
una propiedad denotada como (S*). Comenzamos construyendo los (D1)—modulos, una clase
especial que sera fundamental en el anélisis posterior de los moédulos que cumplen con la propiedad
(5*). El objetivo es establecer conexiones y relaciones entre estos conceptos.

En el penaltimo capitulo, exploramos la clase de anillos conocida como H —Anillos, analizando su
interaccion con los conceptos desarrollados en capitulos anteriores. Ademas, se analizaran diversas
propiedades de los H—Anillos con el objetivo de establecer una caracterizacion utilizando la
propiedad (S*).

Finalmente, el cuarto y altimo capitulo se dedica al estudio de los anillos cuasi-Fobrenius, una cate-
goria especial de anillos denotados por @ F'— Anillos por su abreviatura en inglés (quasi-Frobenius).
Aqui, exploramos diversas caracterizaciones de los anillos cuasi-Frobenius y presentamos una
generalizacion denominada anillos QF — 3, que establece conexiones adicionales entre la parte
cosingular de un moédulo y los H—Anillos. El capitulo culmina con una caracterizacion particular
de los anillos cuasi-Frobenius utilizando la propiedad (S*), destacando la importancia de esta
propiedad en la teoria de anillos y médulos.

En lo sucesivo, los moédulos aqui mencionados se considerardn R—modulos derechos, donde
R denotara un anillo asociativo con identidad. Como es usual, si N es un submoédulo de M, lo
denotaremos por N < M, si N es superfluo en M, por N < M y que N sea esencial en M,
por N <.; M. Por otra parte, E(M) denotara la capsula inyectiva del médulo M, mientras que
Rad(M) denotara su radical. Y por ultimo, si R es un anillo, J(R) denotara a su radical de
Jacobson.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Moédulos, Submoédulos y Cocientes de médulos

Definicion 1.1.1. Un anillo R es un conjunto no vacio con dos operaciones binarias: + y -,

llamadas adicion y multiplicacion respectivamente, que satisfacen:
i) (R,4+,0) es un grupo abeliano.
it) (R,-) es un semigrupo.

i) Para cada a,b,c € R
a-(b+c)=(a-b)+(a-c)y(a+b)-c=(a-c)+ (b-c).

Definicion 1.1.2. Sea R un anillo, entonces:

1) R es un anillo con identidad si existe un elemento 1 € R tal que para cada a € R se

cumple que 1 -a=a-1=a.
2) R es conmutativo si la multiplicacion es conmutativa.

3) Para un anillo R con identidad, decimos que r € R, r # 0, tiene itnverso multiplicativo
1zquierdo si existe z € R tal que zr = 1. Decimos que r tiene inverso multiplicativo dere-
cho si existe w € R tal que rw = 1. Decimos que v es unidad si tiene inverso multiplicativo

derecho e inverso multiplicativo izquierdo.

4) Un anillo R con identidad, donde 1 # 0, es llamado anillo con division si cada elemento

diferente de cero a € R tiene inverso multiplicativo.

En adelante, en este trabajo utilizaremos el término anillo para referirnos exclusivamente a un
anillo asociativo con identidad. Asimismo, al utilizar la notaciéon R, estaremos haciendo referencia

a un anillo bajo estas condiciones.
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Definicion 1.1.3. Sean R un anillo e I C R no vacio. I es un ideal derecho (respectivamente

ideal izquierdo) de R si:
i) I es un subgrupo aditivo de R.
it) Para todor € R y a € I se cumple que ar € I (respectivamente ra € T ).

Decimos que I es un ideal si es ideal derecho e izquierdo.

Definicion 1.1.4. Sea R un anillo. Decimos que M es un R—mddulo derecho (simétricamente

se define el concepto de R—mddulo izquierdo) si se cumple:
i) (M,+,0) es un grupo abeliano.

ii) Existe una funcion

--MxR—M

(m,r) — mr,

tal que para cualesquiera r1,r9,7 € R y my,mo,m € M se satisfacen:

o m(rire) = (mry)rs.
o m(ry+ry) =mry+mry y (my 4+ mo)r = myr + mor.

o mlrp =m.

Que M sea un R—moddulo derecho se denotara por Mpg. Este trabajo se desarrolldo con modulos
derechos; en cualquier proposicion, siempre se hace referencia a R—moédulos derechos, a menos

que se indique lo contrario.

Definicion 1.1.5. Sean R y S anillos. Decimos que M es un R — S—bimddulo si M es un
S—mddulo izquierdo y M es un R—mddulo derecho tal que para todor € R, s € S ym € M se
cumple que s(mr) = (sm)r.

Si M es un S — R—bimddulo se denota por s Mg.

Definicion 1.1.6. Sea M un R—mddulo derecho.

1) Un subconjunto A de M es un submodulo de M si, al utilizar las operaciones heredadas de
M, A también es un R—mddulo derecho.

La notacion para indicar que A es un submddulo de M es A < M.

2) De manera similar, se define un submddulo propio de M exigiendo que A sea un
subconjunto propio de M.
Se denota por A < M.
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Lema 1.1.7. Sean M un R—mddulo derecho y A un subconjunto no vacio de M. A < M si y solo

si para cada a1, as € A se tiene que a; +as € Ay paracadaa € Ay r € R, se cumple que ar € A.

Demostracion. Ver [9, Lema 2.2.2]. [ ]

Observacion 1.1.8. Es sencillo verificar que si M es un R—moddulo derecho y m € M, entonces
mR = {mr|r € R} es un submodulo de M. A este submoédulo se le conoce como el submddulo

ciclico de M generado por m.

Definicion 1.1.9. Sean M un R—mddulo derecho y A un submddulo de M.

1) A es llamado submddulo minimo de M, si A # {0} y para todo B < M tal que B < A se
tiene que B = {0}.

2) A es llamado submddulo mdximo de M, si A < M y para todo B < M tal que A < B se
tiene que B = M.

Definicion 1.1.10. Un R—mddulo derecho M es llamado simple si M # {0} y para todo A < M
se tiene que A={0} 0o A= M.

Lema 1.1.11. Sea M un R—mobdulo derecho. M es simple si y solo si para todo m € M distinto

de cero se satisface mR = M.

Demostracion. Ver [9, Lema 2.2.4]. [ |

Observacion 1.1.12. Sea X un subconjunto de un R—moédulo derecho M. Definimos y denotamos

el siguiente conjunto:

n
ijrj\xi eX,r;eRnelNy, siX#2
i=1

1X) =
{0}, si X = 2.

Por [9, Lema 2.3.2], |X) es un submo6dulo de M y es llamado el submddulo de M generado
por X.

Definicion 1.1.13. Sea M un R—mddulo derecho.
1) Un subconjunto X de M es llamado conjunto generador de M si |X) = M.
2) M es llamado finitamente generado si existe un conjunto generador finito.

3) Un subconjunto X de M es llamado libre si para todo subconjunto finito {x1,...,xn} C X
(con z; # x; sii # j) tal que Y. xir; = 0 con r; € R, entonces r; = 0 para cada
ie{l,..,n}.
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4) Un subconjunto X de M es llamado base de M si es libre y es un conjunto generador de M.

5) M es llamado libre si y solo si tiene base.

Proposicion 1.1.14. Sean M un R—mobdulo derecho y A = {4;}icr una familia de submodulos
de M. Entonces

UA>_ {ZaiaieAiyllCIﬁni‘co},siA;ég

iel’
{0}, siA=2.

i€l

Es decir, si A # & estamos tratando con el conjunto de todas las sumas finitas > a; con a; € A;.

Asi, denotamos y definimos a la suma de los submddulos {A;};c; como

UA,»).

iel

> -

iel

Demostracion. Para la demostracion de la igualdad revisar [9, Proposicion p.27]. |

Teorema 1.1.15. Si un R—modulo derecho M es finitamente generado, entonces todo submaédulo

propio de M esta contenido en un submédulo maximo de M.

Demostracion. Ver [9, Teorema 2.3.11]. [

Corolario 1.1.16. Todo R—modulo derecho M # {0} finitamente generado contiene un submo-

dulo méaximo.

Lema 1.1.17 (Ley modular). Sean M un R—moédulo derecho y A, B,C' < M. Si B < C, entonces
(A+ B)nC=(ANC)+(BNC)=(AnC)+ B.

Demostracion. Ver [9, Lema 2.3.15]. [

Definicion 1.1.18. Sea M un R—mddulo derecho.

1) M es llamado la suma directa del conjunto {A;}icr de submddulos de M, si:

i) M=) A

el
i) Ay | Y A =0
jAiel

La suma directa de la familia {A;}icr se denota por @Ai.
il
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2) Un A < M es llamado sumando directo de M si existe B < M tal que M = A® B. Lo
denotaremos por A <g M.

3) Si M # {0} es llamado inescindible si los inicos sumandos directos de M son {0} y M.

Observacion 1.1.19. Sean M un R—modulo derecho, I un conjunto no vacio y A < M. Vamos
a denotar a @Ai = A(I), donde A; = A para todo i € I. Y llamaremos a AY) como la suma
directa de f Eéopia.s de A.

Esta definicion se deriva de [9, Capitulo 4], en particular del Teorema 4.2.1 y la Notacion 4.1.7. Sin
embargo, se omitieron los resultados y definiciones necesarios para desarrollar la teoria de sumas
directas y productos directos. Aunque no consideramos necesario desarrollar estos resultados
debido a la falta de aplicaciones directas en este trabajo, hemos rescatado la notaciéon relevante

para esta observacion.

Definicion 1.1.20. Sea R un anillo y r € R.
1) r es llamado nilpotente si existe n € N tal que ™ = 0.

2) r es llamado idempotente si r* = r.

Proposiciéon 1.1.21. Un ideal derecho I de R es un sumando directo del R—modulo derecho R

si y solo si existe un idempotente r € R tal que I = rR.

Demostracion. Ver [6l, Proposicion 7.1]. [ |

Definicion 1.1.22. Sean M un R—mddulo derecho y A un submddulo de M. Definimos al co-
ciente de M con A como:

M
I:{m+A|m€M}.

También llamaremos % como M mddulo A.

Observacion 1.1.23. % es un R—modulo derecho con las operaciones siguientes:
o Para my,mq € M, (my1 + A) + (ma+ A) = (m1 + m2) + A.

o Parare RymeM, (m+ A)r =mr+ A.

Proposicion 1.1.24. Sean M un R—moddulo derecho y A < M. El modulo % es simple si y solo

si A es un submodulo maximo de M.

Demostracion. Revisar [6, Corolario 2.10]. [ |
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Proposicion 1.1.25. Sean M un R—modulo derecho e I C R un ideal bilateral. Si MI = {0}

entonces M es un gfmc’)dulo derecho.

Demostracion. Definamos - : M x % — M como la funcion (m,r + I) = mr. Observemos que

esta bien definido. Seanm e My x+ 1 € ? tal que = € I. Entonces, m(z + I) = mz = 0.

Veamos que M es un ?—médulo derecho.

o SeanxeMya-l—I,bJrIe%

z((a+ D)+ (b+1)) =x((a+b)+ 1)
=z(a+b)
=xa + b

=z(a+I)+x(b+1I).
o Seanx,yGMyaqLIG?

(z+y)la+1)=(z+ya
=xa + ya
=z(a+1)+yla+1).

o SeanxeMya—FI,b—&—IE%

z((a+ )b+ 1)) ==
=z(ab
=(za)b
=za(b+1I)
=(z(a+I))(b+1I).

(ab+1)
)

o SeaanMye%:eR—FI.

z(eg + R) = zer = x.

1.2. Morfismos de Md6dulos

Definicion 1.2.1. Sean M y N R—mddulos derechos. Decimos que una funcion ¢ : M — N es

un morfismo de R-mdodulos derechos si se cumplen para cualesquiera my,mo,m € M yr € R:
i) p(m1 +m2) = p(m1) + p(m2)

it) o(mr) = o(m)r.
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Ejemplos. Sean M un R—mdbdulo derecho y A < M.
1) El morfismo nulo. Definido por:

0:M—M

m — 0.

2) Denotamos el morfismo inclusion entre A y M por A — M. Y lo definimos como:

i A— M

nr——n.

3) El morfismo identidad en M. Definido por:

Idyy M — M

m i m.

4) El morfismo canénico. Definido por:

v:M— —

m+— m + A.

Definicion 1.2.2. Sea ¢ : M — N un morfismo de R—mddulos derechos. Definimos y denota-

mos:
1) El nicleo de ¢ como Ker(p) = {m € M|p(m) = 0}.

2) La tmagen de ¢ como Im(p) = {@(m)lm € M}.

Definicion 1.2.3. Sea ¢ : M — N un morfismo de R—mddulos derechos.

1) Diremos que ¢ es un monomorfismo si para cualesquiera morfismos de R—mddulos dere-

chos a1, a0 : P — M tales que paq = pas, implica que o = .

2) Diremos que @ es un epimorfismo si para cada par de morfismos de R—mddulos derechos

ay,an : N — P tales que a1 = agp, entonces oy = ae.
3) Diremos que ¢ es un bimorfismo si ¢ es monomorfismo y epimorfismo.

4) Diremos que ¢ es un isomorfismo si existe « : N — M tal que ap = Idpyr y pa = Idy.

Teorema 1.2.4. Sea ¢ : M — N un morfismo de R—modulos derechos. Tenemos que:
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1) ¢ es monomorfismo si y solo si ¢ es inyectiva.
2) ¢ es epimorfismo si y solo si ¢ es suprayectiva.
3) ¢ es bimorfismo si y solo si ¢ es biyectivo si y solo si ¢ es isomorfismo.

Demostracion. Ver [9, Teorema 3.1.5]. [ |

Lema 1.2.5. Sean «: A — By f: B — C morfismos de R—moddulos derechos. Entonces:
1) Si a y 8 son monomorfismos, entonces Sa es un monomorfismo.
2) Si ay 8 son epimorfismos, entonces Sa es un epimorfismo.
3) Ba es un monomorfismo, entonces « es un monomorfismo.
4) Ba es un epimorfismo, entonces 8 es un epimorfismo.

Demostracion. Ver [9, Lema 3.1.6]. |

Definicion 1.2.6. Dos R—mddulos derechos M y N son llamados isomorfos si existe un
isomorfismo ¢ : M — N.
Lo denotamos por M = N.

Lema 1.2.7. Sea ¢ : M — N un morfismo de R—modulos derechos. Entonces se cumplen:
1) ¢ es monomorfismo si y solo si Ker(yp) = {0}.
2) Si A < M, entonces p Lp(A) = A+ Ker(yp).
3) Si B < N, entonces pp~1(B) = BN Im(yp).

4) Sea a: N — P un morfismo de R—modulos derechos. Entonces Ker(ap) = ¢~ (Ker(a))
y Im(ap) = a(Im(g)).

Demostracion. Ver [9, Lema 3.1.8]. |

Teorema 1.2.8 (Primer Teorema de Isomorfismos). Sea a : M — N un morfismo de

R—mo6dulos derechos. Entonces existe un morfismo ¢ : %(a) — N tal que el siguiente diagrama

conmuta (es decir a = ¢v):

M ——— N
R

©

<
E—
\
\
\
\
\
\

Demostracion. Ver [9, Teorema 3.4.1]. [ |
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Teorema 1.2.9 (Segundo Teorema de Isomorfismos). Sean A y B submoédulos de un

R—mo6dulo derecho M. Entonces
A+B _, A

B ~ ANB’

Demostracion. Ver su demostracion en [9, Teorema 3.4.3]. n

Corolario 1.2.10. Sean A y B submo6dulos de un R—moédulo derecho M. Si M = A® B entonces

M ~
Moy

Teorema 1.2.11 (Tercer Teorema de Isomorfismos). Sean A y B submodulos de un

R—modulo derecho M tales que B C A, entonces:

~

LTS

M
T
Demostracion. Ver [9, Teorema 3.4.6]. [ |

Definicion 1.2.12. Sean M y N R—mddulos derechos.
1) Decimos que un monomorfismo ¢ : M — N se escinde si Im(p) <g N.

2) Decimos que un epimorfismo ¢ : M — N se escinde si Ker(p) <q M.

1.3. Moddulos Esenciales, Superfluos y Complementos

Definicion 1.3.1. Sean M un R—mddulo derecho y A un submddulo de M.

1) A es llamado superfluo en M si para todo B < M tal que A+ B = M implica que B = M.
Lo denotaremos como A < M.

2) A es llamado esencial en M si para todo B < M tal que AN B =0 implica que B = 0. Lo
denotaremos como A <.s M.

Con la misma definicion denominamos a M como una extension esencial de A.

Definicion 1.3.2. Sea ¢ : M — N un morfismo de R—mddulos derechos.
1) ¢ es llamado superfluo si Ker(p) < M.

2) ¢ es llamado esencial si Im(p) <.s N.

Observacion 1.3.3. De las definiciones anteriores podemos obtener inmediatamente los siguientes

enunciados:
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1) A< M siy solo si para todo B < M, se cumple que A+ B < M.
2) A <.s M siy solo si para todo B < M tal que B # 0, se cumple que AN B # {0}.
3) SiM#0y A< M, entonces A # M.
4) Si M #0y A <. M, entonces A # 0.
Y las siguientes afirmaciones pueden verificarse en [9, Ejemplos 5.1.2].
5) Para todo R—moddulo derecho se tiene que 0 < M y M <., M.

6) Un R—mddulo derecho es llamado semisimple si todo submddulo es un sumando directo.
Si consideramos un R—moédulo derecho semisimple M, podemos asegurar que su tnico

submodulo superfluo es {0} y su tnico submoédulo esencial es M.

Lema 1.3.4. Sean A, B, N, M R—modulos derechos tales que A < B< M < N.
1) Si B <« M, entonces A < N.
2) Si A <5 N, entonces B <.s M

Sea ¢ : M — M’ un morfismo de R— moédulos derechos.
3) Si A< M, entonces p(A) < M.

4) Si A <.s M', entonces ¢~ 1(A) <.s M.

Demostracion. Ver [9, Lema 5.1.3 y Lema 5.1.5]. |

Lema 1.3.5. Sea M un R—modulo derecho.

1) Si A; « M donde i = 1,...,n, entonces ZAZ' < M.
i=1

2) Si A; <¢s M donde i =1, ..., n, entonces m A; <es M.
i=1

Demostracion. Consultar [9, Lema 5.1.3 (b) y Lema 5.1.5 (b)]. |

Lema 1.3.6. Sean M un R—moddulo derecho y A < M. Entonces A <.s M si y solo si para todo
m € M tal que m # 0, existe r € R de forma que mr # 0y mr € A.

Demostracion. Ver [9, Lema 5.1.6]. |
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Lema 1.3.7. Sean R—modulos derechos M y N. Si N < M y N esta contenido en un sumando
directo M7 de M. Entonces N < Mj.

Demostracion. Sea M = M; & My donde M; y Ms son R—modulos derechos. Supon-
gamos que N <« M y N < M;. Sea A < M; tal que N + A = M;. Entonces,
M=M ®&M;=(N+A)® My, =N+ (A+ M), por hipotesis A+ My = M.

Veamos que My < A.

Observemos que M; < M = A + M>, entonces m; € M; implica que existen a € Ay my € M,
tales que m; = a + mo. Luego m; — a = my, es decir m; — a € My N Ms, entonces m; —a = 0 de
donde m; = a.

Por lo tanto m; € A, luego M7 = A. [ |

Lema 1.3.8. Sean M un R—modulo derecho y A < M. A es esencial en M si y solo si para cada
x € M distinto de cero existe r € R tal que 0 # xr € A.

Demostracion. Ver [0, Lema 5.19]. [

Proposicion 1.3.9. Sean A7 < M; < My Ay < My < M, R—mo6dulos derechos tales que
M = My, & M. Entonces A1 @ Az <. M1 P Mo siy solosi A) <gs My y As < s Ms.

Demostracion. = | Demostraremos que Ay <.; M, pues ver que Az <.; M es analogo.
Supongamos que existe By < M; tal que Ay N By = {0}. Sean a1 € Ay, as € Ay y by € By
tales que a1 + as = by. Entonces, as = by — a1 € My N Ms. Asi, ao = 0 = by — aq, luego
b1 = a1, y, por hipotesis by = a; = 0. Por lo tanto, By = {0}, pues A1 ® Ay <5 My @© Ms.

[« Supongamos que Ay <. My y As <.s Ms. Sea 0 # z; € M; parai = 1,2. Por el Lema
existe 1 € R tal que 0 # riz1 € A;.
Sirixe € Ag, entonces 0 # r1x1 + 1129 € A1 D As.
Si rixo ¢ Asg, segin el Lema [1.3.8] existe ro € R tal que 0 # rarjzy € As. Por lo que
0 # roryxy + rorixe € Ay & As.
Por lo tanto, por el Lema [I.3.8] A1 & Ay <.s My & M.

Definicion 1.3.10. Sean M un R—mddulo derecho y A, L, K submddulos de M.
1) L es llamado suplemento de A en M si, es minimo con la propiedad A+ L = M.

2) K es llamado seudocomplemento de A en M si, es mdzimo con la propiedad AN K = 0.

Lema 1.3.11. Sean A, B < M tales que AN B = 0. Existe A’ un seudocomplemento de A tal que

B < A’, en consecuencia un seudocomplemento A” de A’ tal que A < A”.

Demostracion. Consultar [9, Lema 5.2.3]. [ |
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Lema 1.3.12. Sean M un R—moédulo derecho y A, K < M tales que AN K = {0}. K es seudo-

complemento de A en M siy solo si 45 <, 2.

Demostracion. Ver [9, Lema 5.2.5 inciso (a)]. [ |

Lema 1.3.13. Sean M un R—modulo derecho y A < M. Si A’ es seudocomplemento de A en M
y A” es seudocomplemento de A’ en M tal que A < A”, entonces A <., A”.

Demostracion. Ver [9, Lema 5.2.5 inciso (c)]. [

Proposicion 1.3.14. Sean A < M R—mobdulos derechos y K un seudocomplemento de A en M.
Entonces A® K <., M.

Demostracion. Sea B < M tal que (A+ K)N B = {0}. Entonces, (A® K)® B =A& (K & B),
por lo que AN (K + B) = {0}. Como K < K + B, entonces K = K + B por hipdtesis, luego
B<K<A+K,esdecir B=(A+K)NnB={0}. |

Definicion 1.3.15. Un submddulo A de un R—mddulo derecho M es llamado cerrado en M si,
siempre que A <., U < M, entonces A = U. En otras palabras, A no tiene extensiones esenciales

propias en M.

Lema 1.3.16. Sea M un R—mo6dulo derecho y A < M. A es cerrado en M si y solo si A es
seudocomplemento de algin submodulo de M.

Demostracion. = | Sea A’ el seudocomplemento de A en M. Vamos a demostrar que A es
seudocomplemento de A’ en M.
Ya sabemos que AN A’ = {0}. Supongamos que existe B < M tal que A < By BNA’ = {0}.
Veamos que A <., B. Sea L < B tal que LN A = {0}. Por Ley Modular (Lema [1.1.17),
L=(BnA)4+L=Bn(L+ A’), entonces

{0} =ANL
=AN(BN(L+A")
=(ANB)N(L+ A4
=AN(L+ 4.

Dado que A’ es seudocomplemento de A, entonces L+ A’ = A’. Como L < By BNA’' = {0},
entonces L = {0}. Por lo tanto, A <. B.

Puesto que A es cerrado, entonces A = B. Asi, A es el maximo con la propiedad ANA’ = {0}.

[ < Consideremos A <., U < M. Por hipdtesis A es seudocomplemento de algin B < M.
Queremos demostrar que A = U, esto pasaria si BN U = {0}, pues U tendria que coincidir

con A al ser el méximo con esa propiedad.

12
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Supongamos que BNU # {0}. Como A es esencial, entonces AN(BNU) # {0}. Por otro lado,
(ANB)NU = {0} ya que A es seudocomplemento de B. Dado que AN(BNU) = (ANB)NU,
tenemos una contradiccion.

Entonces, BNU = {0}. Por lo tanto A es cerrado en M.

1.4. Modulos Inyectivos y Proyectivos

Teorema 1.4.1. Para un R—modulo derecho M consideremos a N y L dos R—modulos derechos.

Entonces, los siguientes enunciados son equivalentes:
(a) Todo monomorfismo ¢ : M — N se escinde.
(b) Para todo monomorfismo « : L — N y morfismo 8 : L — M, existe un morfismo = :
N — M tal que el siguiente diagrama conmuta (es decir 8 = ya):
L —=— N
s
g

M

Demostracion. Ver [9, Teorema 5.3.1 (a)]. [ |

Definicion 1.4.2. Un R—mddulo derecho M que satisface alguna de las condiciones del Teorema

es llamado inyectivo.

Teorema 1.4.3. Para un R—moddulo derecho M consideremos a N y L R—mobdulos derechos.

Entonces, los siguientes enunciados son equivalentes:
(a) Todo epimorfismo ¢ : L — M se escinde.

(b) Para todo epimorfismo o : L — N y morfismo § : M — N, existe un morfismo~y : M — L

tal que el siguiente diagrama conmuta (es decir 8 = ary):

M

.
v J
T
,
P
v

L

[e3%

=

Demostracion. Ver [9, Teorema 5.3.1 (b)]. [ |

Definicion 1.4.4. Un R—mddulo derecho M que satisface alguna de las condiciones del Teorema

es llamado proyectivo.

13
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Corolario 1.4.5. Sean M y N R—modulos derechos.
1) Si M es inyectivo y M = N, entonces N es inyectivo.
2) Si M es proyectivo y M = N, entonces N es proyectivo.

Teorema 1.4.6. Un R—mddulo derecho es proyectivo si y solo si es isomorfo a un sumando directo

de un R—modulo libre derecho.

Demostracion. Ver [9, Teorema 5.4.1]. [ |

Proposicion 1.4.7. Todo R—moédulo proyectivo derecho no cero contiene un submoédulo maximo.

Demostracion. Ver [0l Proposicion 17.14] [

Observacion 1.4.8. Para cualquier subconjunto no vacio X de un S — R—bimédulo M definimos
y denotamos al anulador derecho de X en R como:

rr(X) = {r € Rlzr =0 para todo x € X }.
De manera similar, se define al anulador izquierdo de X en S como:

ls(X) = {s € S|sz =0 para todo z € X}.

Observe que el anulador derecho (respectivamente izquierdo) de X es un ideal derecho del anillo

R (respectivamente un ideal izquierdo del anillo S).

Definicion 1.4.9. Sea M un R—mddulo derecho.

1) Definimos y denotamos el submddulo singular de M como:

Z(M)={m € M|rr(m) <.s Rr}.

2) Un R—mddulo derecho M es llamado singular si Z(M) = M.

Proposicion 1.4.10. Si M es un R—modulo simple derecho, entonces M es singular o proyectivo,

pero no ambos.

Demostracion. Ver su demostracion en [7, Proposicion 1.24]. |

Proposicion 1.4.11. Sea M un R—modulo inyectivo derecho. Todo sumando directo de M es un

R—moédulo inyectivo derecho.
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Demostracion. Ver [6, Proposicion 18.2]. |

Definicion 1.4.12. Sea M un R—mddulo derecho.

1) Una cdpsula inyectiva de M es una pareja (E,¢) donde E es un R—mddulo inyectivo
derecho y ¢ : M — E es un monomorfismo esencial.
La denotamos por E(M).

2) Una cubierta proyectiva de M es una pareja (P, ) donde P es un R—mddulo proyectivo

derecho y ¢ : M — P es un epimorfismo superfluo.

Teorema 1.4.13. Todo R—modulo derecho tiene capsula inyectiva.

Demostracion. Ver [9, Teorema 5.6.4]. |

Proposicion 1.4.14. Sea M un R—modulo derecho. Se cumplen los siguientes enunciados:
1) M es inyectivo si y solo si M = E(M).

2) Si A < M y M es inyectivo. Entonces M = E(A) & E’ para algin R—modulo inyectivo
derecho E'.

3) Sea (M;);es una familia finita de R—modulos derechos. Si @)
entonces E(,.; M;) = @, E(M;).

ser E(M;) es inyectivo derecho,

Demostracion. Ver [6, Proposicion 18.12]. [ |

1.5. Modulos Artinianos y Noetherianos

Definicion 1.5.1. Un R—mddulo derecho M es llamado moetheriano (respectivamente arti-
niano) si todo conjunto no vacio de submddulos de M tiene un elemento mdximo (respectivamente

minimo) con respecto a la inclusion.

Definicion 1.5.2. Un anillo R es llamado noetheriano derecho (respectivamente artiniano

derecho) si el R—mddulo derecho R es noetheriano (respectivamente artiniano).

Teorema 1.5.3. Sea M un R—modulo derecho y A < M. Las siguientes propiedades son equiva-

lentes:
(a) M es artiniano.

(b) Ay X son artinianos.
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(c) Toda cadena descendente A; > As > As > ... de submodulos de M se estaciona.

Demostracion. Ver [9, Teorema 6.1.2 (I)] [ |

Teorema 1.5.4. Sea M un R—modulo derecho y A < M. Las siguientes propiedades son equiva-

lentes:
(a) M es noetheriano.
(b) Ay X son noetherianos.

(¢) Toda cadena ascendente A; < Ay < Az < ... de submodulos de M se estaciona.
Demostracion. Ver [9, Teorema 6.1.2 (II)] |

La propiedad (c) en los Teoremas y se le conoce como la Condicion de Cadena
Ascendente (ACC), respectivamente Descendente (DCC).

S M
0 T
artiniano derecho (respectivamente, izquierdo) si y solo si S y T son artinianos derechos (res-

Teorema 1.5.5. Sean S,T anillos y sMp un bimédulo. Entonces el anillo R = es

pectivamente, izquierdos) y el T—modulo derecho (respectivamente S—modulo izquierdo) M es
artiniano.

Este teorema también es valido si sustituimos la palabra “artiniano” por “noetheriano”.

Demostracion. Ver su demostracion en [10, Teorema 1.22]. n

Teorema 1.5.6. Sea R un anillo. Las siguientes condiciones son equivalentes.
(a) Rp es noetheriano
(b) Toda suma directa de R—modulos derechos inyectivos es inyectiva.
(¢) Toda suma directa contable de capsulas inyectivas de R—modulos derechos simples, es inyec-

tiva.

Demostracion. Consultar las equivalencias de [9, Teorema 6.5.1]. |

Teorema 1.5.7. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) El R—modulo derecho R es noetheriano.

(b) Todo R—modulo derecho inyectivo E es una suma directa de modulos (inyectivos) inescindi-
bles.
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Demostracion. Ver [9, Teorema 9.5.1]. |

Corolario 1.5.8. Si M es un R—modulo noetheriano derecho, entonces E(M) es una suma directa

finita de modulos inyectivos inescindibles.

Demostracion. Consulte [I1], Corolario 6.7 y Proposicion 6.12]. |

Teorema 1.5.9. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) El R—modulo derecho R es artiniano.
(b) Todo R—modulo derecho inyectivo E es una suma directa de cépsulas inyectivas de

R—moddulos derechos simples.

Demostracion. Ver [9, Teorema 9.5.1]. |

Lema 1.5.10. Sea I' un conjunto de submédulos de un R—modulo derecho M. Entonces, entre

todos los subconjuntos A de T' tales que
> U=pu
UeA UeA

existe un conjunto maximo A’.

Demostracion. Ver [9, Lema 6.6.6]. [ |

Teorema 1.5.11. Sean R un anillo noetheriano derecho, N el ideal derecho nilpotente méaximo
de R. Si la capsula inyectiva del R—modulo derecho % es finitamente generada, entonces R es

artiniano derecho.

Demostracion. Puede consultarse en [5, Teorema 20.12]. n

Definicion 1.5.12. Se dice que un R—mddulo derecho M es de dimension finita si toda familia

de submaddulos distintos de cero tal que su suma es directa, es finita.

Proposicion 1.5.13. Sean F' un campo y R el anillo de matrices triangulares inferiores de n x n

sobre F. Entonces Z(R) =0y Rp es de dimension finita. Ademas

0 --- 0
0 0 0
J = .
F F F

es un ideal bilateral inyectivo de R, que contiene a cualquier otro ideal derecho inyectivo de R.
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Demostracion. Revisar [T, Ejercicios 20 y 21 sec. 3.B]. [ |

1.6. Anillos y Médulos Semisimples

Teorema 1.6.1. Sea un R—moddulo derecho M. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) Todo submodulo de M es un sumando directo de M.
(b) Todo submédulo de M es una suma de submodulos simples.
(¢) M es una suma de submo6dulos simples.

(d) M es una suma directa de submodulos simples.

Demostracion. Ver [9, Teorema 8.1.3|. [

Definicion 1.6.2. Un R—mddulo derecho M es llamado semisimple si satisface alguna de las
condiciones del Teorema [L 6.1l

Corolario 1.6.3. 1) Todo submédulo de un R—médulo semisimple derecho es semisimple.
2) Toda imagen de un R—modulo semisimple derecho, es semisimple.
3) Toda suma de R—modulos semisimples derechos es semisimple.

Demostracion. Ver [9, Corolario 8.1.5]. |

Proposicién 1.6.4. Sea M un R—moédulo derecho.
1) M es semisimple si y solo si M no tiene submodulos esenciales propios.

2) Suponga que M es finitamente generado. M es semisimple si y solo si M no tiene submodulos

esenciales maximos.

Demostracion. 1) Es consecuencia de [2], Corolario 6.4.6].

2) Observemos que la necesidad es directa por el inciso 1). Para la suficiencia, supongamos que
M no es semisimple y demostremos que existe un submoédulo esencial maximo.
Por el inciso 1), existe un submodulo esencial propio de M, digamos A. Dado que M es
finitamente generado, por el Teorema [1.1.15] existe un submoédulo maximo K de M tal que
A < K. Por el Lema K <., M. Por lo tanto, M contiene un submodulo esencial
maximo.
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1.7. Radical y Zoclo
Definicion 1.7.1. Sea M un R—mddulo derecho.
1) El zoclo de M, se define y denota como:

Zoc(M) :Z{A < M|L es minimo en M}
= ﬂ{A < M|K es esencial en M}.

2) El radical de M, se define y denota de la siguiente manera:

Rad(M) :ﬂ{A < M|K es mdzimo en M}
:Z{A < M|L es superfluo en M}.

En caso que M no tenga submddulos mdzimos entonces definimos Rad(M) = M.

Observacién 1.7.2. 1) Las igualdades en la definicion anterior estan demostradas en [9, Teo-

rema 9.1.1].

2) Para un anillo R el radical de R es el Rad(Rg) y se le llama radical de Jacobson, sera
denotado por J(R).

Teorema 1.7.3. Sea ¢ : M — N un morfismo de R—modulos derechos. Entonces ¢(Rad(M)) <
Rad(N).

Demostracion. Ver [9, Teorema 9.1.4 (a)]. [ |

Corolario 1.7.4. Sea (M;);cr una familia de submodulos de un R—modulo derecho M tales que
M = @,c; M;. Entonces Rad(M) = D,; Rad(M;).

Demostracion. Ver [9, Corolario 9.1.5 (c)]. |

Teorema 1.7.5. Para un R—moédulo derecho M, tenemos:
1) Si M es semisimple, entonces Rad(M) = 0.
2) MJ(R) < Rad(M)

3) Si M es proyectivo, entonces Rad(M) = M J(R).

Demostracion. Consultar las demostraciones en [9, Teorema 9.2.1]. n

Teorema 1.7.6. Si R es un anillo artiniano derecho, entonces J(R) es nilpotente.
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Demostracion. Revisar [9, Teorema 9.3.9]. |

Corolario 1.7.7. Si R un anillo artiniano derecho, entonces se cumplen los siguientes enunciados:
1) J(R) es el ideal nilpotente mas grande de R.

2) Para todo R—modulo derecho M, se tiene que Rad(M) = MJ(R) < M.

Demostracion. Ver [9, Corolario 9.3.10 (a) y (¢)]. |
Definicion 1.7.8. Un anillo R es llamado primario si % es semisimple y J(R) nilpotente.
Teorema 1.7.9. Sea R un anillo primario. Un R—moddulo derecho es artiniano si y solo si es
noetheriano.

Demostracion. Ver su demostracion en [9, Teorema 9.3.11]. [
Teorema 1.7.10 (Hopkins-Levitzki). Siel R—modulo derecho R es artiniano, entonces es noethe-
riano.

Demostracion. Consultar [9, Corolario 9.3.12] [ |

Definicion 1.7.11. Un R—mddulo derecho M es llamado fiel si para todo r € R distinto de cero,

existe un elemento m € M tal que mr # 0.

0
Proposicion 1.7.12. Sean S, T anillos, 7 Mg un biméduloy R = M T] . Si 7 M es fiel, entonces

Zoc(S, 0
Zoc(Rp) = 0c(Ss) .
Zoc(Mg) 0
Demostracion. Ver su demostracion en [7, Proposicion 4.2 (b)]. [

1.8. Anillos Perfectos y Médulos Semiperfectos

Definicion 1.8.1. Un anillo R es llamado perfecto derecho si todo R—mddulo derecho tiene

cubterta proyectiva.

Teorema 1.8.2. Sea M un R—mobdulo derecho con cubierta proyectiva. Si ¢ : P — M es un
epimorfismo tal que P es un R—modulo proyectivo, entonces existe una descomposicion P = P& Ps

tal que P, < Ker(p) y ¢1 = ¢|p, es una cubierta proyectiva.
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Demostracion. Consultar [9, Teorema 11.1.1]. [ |

Corolario 1.8.3. Sea M un R—modulo derecho y A < M. Si M es proyectivo y % tiene cubierta
proyectiva, entonces existe una descomposicion M = M; @ Ms con M < Ay M1 N A <K M;.

Demostracion. Ver [9, Corolario 11.1.2]. [

Definicion 1.8.4. Un R—mddulo derecho M es llamado semiperfecto si toda imagen de un

epimorfismo de M tiene cubierta proyectiva.

Teorema 1.8.5. Si el R—moédulo derecho M es semiperfecto, entonces %(M) es semisimple y
Rad(M) <« M.

Demostracion. Ver [9, Teorema 11.1.7 (b) y (c)]. |

Definicion 1.8.6. Sea R un anillo y M un R—mddulo derecho.
1) M es llamado Maz si cada submddulo distinto de cero tiene al menos un submddulo mdzimo.

2) R es llamado Max derecho si todo R—mddulo derecho distinto de cero es Maz.

Teorema 1.8.7. Sea R un anillo. R es perfecto derecho si y solo si R es Max derecho y %;%) es

semisimple.

Demostracion. Por [0, Teorema de Bass 28.4 (c)]. [
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Capitulo 2

Mobdulos Cosingulares

En el vasto campo del algebra, el estudio de los moédulos cosingulares emerge como una
perspectiva dual y complementaria al estudio bien establecido de los modulos singulares. Los
mobdulos singulares, conocidos por su importancia en la teoria de moédulos, han sido objeto de
extensiva investigacion debido a su papel crucial en la comprension de la estructura algebraica de
los anillos.

Es importante destacar que el estudio detallado de los moédulos cosingulares no constituye el
objetivo principal de esta tesis. Mas bien, este capitulo tiene la intencién de proporcionar la base
tedrica necesaria para desarrollar teoremas y resultados més avanzados en los capitulos siguientes.
En este sentido, nos centraremos en dualizar algunos resultados conocidos para los modulos
singulares e interpretarlos en el contexto de los moédulos cosingulares. Exploraremos cémo los
resultados fundamentales, tales como caracterizaciones en anillos artinianos y anillos perfectos,

pueden ser reinterpretados y aplicados al estudio de los médulos cosingulares.

Comenzaremos este capitulo estableciendo qué significa que un moédulo sea superfluo y a
qué nos referimos cuando no lo es. Esta definicion, junto con la equivalencia que nos ofrece la

proposicién siguiente, sera de gran utilidad para definir y estudiar la parte cosingular de un médulo.

Definicion 2.0.1. Sea M un R—mddulo derecho. Decimos que M es superfluo si es un
submddulo superfluo de algin R—mddulo derecho. En este sentido, M se denomina no superfluo

st no existe R—mddulo derecho donde M sea submddulo superfluo.

Proposicion 2.0.2. Un R—modulo derecho M es superfluo si y solo si es superfluo en su capsula

inyectiva.

Demostracion. Sea E(M) la capsula inyectiva del R—modulo derecho M. Si asumimos que
M es superfluo; en consecuencia, M < M’ para algin R—mo6dulo derecho M’. Notemos que
M < M' < E(M'), entonces, por el Lema 1), se deduce que M < E(M’'). Ademas, dado
que E(M) y E(M') son R—médulos derechos inyectivos, y E(M) < E(M’), segtin la Proposicion
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1.4.14)2), E(M) <g E(M’). De este modo, por el Lema concluimos que M < E(M).

Por otro lado, la suficiencia es directa, pues si M < E(M), segtn la definicion, M es superfluo. B

Proposicién 2.0.3. Sean ¢ : M — @ un monomorfismo y ¢’ : Q' — M un epimorfismo de

R—modulos derechos. Si @ es superfluo o Q' es superfluo, entonces M es superfluo.

Demostracion. Consideremos el monomorfismo ¢ : M — Q. Observemos que ¢(M) < Q v,
dado que @ es superfluo, por la Proposicion se tiene que @ < F(Q). Segun el Lema m
1), (M) < E(Q). Entonces, p(M) es superfluo, es decir, o(M) < E(o(M)). Como ¢ es un
monomorfismo M = ¢(M), en consecuencia, E(M) = E(o(M)). Asi, M < E(M). Por lo tanto,
M es superfluo.
Por otro lado, sea ¢ : @' — M un epimorﬁsmo Entonces ¢'(Q') = M. Por hipotesis Q' es
superﬂuo por lo que begun la Proposicién 2 Q' < E(Q). Ahora, consideremos las inclusiones
: M — E(M)e! : Q — E(Q). Dado que ¢/ es monomorfismo y F(M) es un R—modulo

derecho inyectivo, podemos construir el siguiente diagrama conmutativo:

Q —— EQ)

Es decir, existe un morfismo 6 : E(Q') — E(M) tal que 8(Q') = 0./(Q') = 1o’ (Q) = ' (Q') = M.
Como Q' < E(Q'), por el Lema 3), tenemos que M = 0(Q") < E(M).
Por lo tanto, M es superfluo. |

Definicion 2.0.4. Sea M un R—mddulo derecho. Definimos y denotamos el siguiente conjunto:
Z* (M) ={m € M|mR es superfluo}.
El cual llamaremos submdodulo cosingular de M.
Con esta definicion, demostraremos que algunas de las propiedades y resultados conocidos para

los moédulos singulares tienen contrapartes directas en el contexto de los médulos cosingulares.

Este es el caso de los lemas que abordaremos a continuacién.

Lema 2.0.5. Si E es un R—modulo derecho inyectivo, entonces Z*(E) = Rad(FE).

Demostracion. Sea x € Z*(E). Entonces, x € E y R es un modulo superfluo derecho. Por
la Proposicion se tiene que zR <« E(xR) < E. Segin el Lema 1), concluimos que
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2R < E. Por lo tanto x € Rad(FE).
Por otro lado, sea « € Rad(F). Entonces, existen Ly, ...,L, < E'y x; € L; para todo i € {1,...,n}

tales que x = x1 + ... + z,,. Por lo tanto,

xR =(x1+ ...+ 2,)R
<xiR+..4+z,R
<Li+..+L,

< E. (por el Lema 1))

Esto implica que xR < E. En consecuencia z € Z*(E). [

Lema 2.0.6. Si N es submoddulo de un R—modulo derecho M, entonces Z*(N) = N N Z*(M).

Demostracion. Sea n € Z*(N). Entonces n € N y nR es un médulo superfluo. Dado que N < M,
aseguramos que n € M. Ademas, al ser nR un modulo superfluo, se sigue que n € Z*(M).
Por otro lado, consideremos a n € N N Z*(M). De esta manera, n € Z*(M), lo que indica que nR

es superfluo. Ademas, dado que n € N, concluimos que n € Z*(N). [ |

Lema 2.0.7. Si ¢ : M — M’ es un morfismo de R—modulos derechos, entonces ¢(Z*(M)) <
Z*(M").

Demostracion. Consideremos las inclusiones ¢ : M — E(M) e /' : M/ — E(M’). Dado que
Vo : M — E(M’) es un morfismo, ¢ es un monomorfismo y E(M’) es un R—modulo derecho

inyectivo, tenemos el siguiente diagrama:

M —*t s B(M)

M’ e
LIJ //
v
E(M)

Donde el morfismo 0 : E(M) — E(M’) hace que el diagrama conmute, es decir, t'¢ = ..
Segtin el Teorema O(Rad(E(M))) < Rad(E(M')), y por el Lema obtenemos que
0(Z*(E(M))) < Rad(E(M")). Por lo tanto, 8(Z*(M)) < Rad(E(M")). Ademéas, notemos que

(27 (M)) = 0(u«(Z"(M)))
=0u(Z"(M))
=p(Z"(M))
= ¢(Z7(M)).
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En resumen, ¢(Z*(M)) < Rad(E(M')) y ¢(Z*(M)) < M'. Por lo tanto, ¢(Z*(M)) <
M' N Rad(E(M')) =M'NnZ*(E(M") = Z*(M"). |

Lema 2.0.8. Si F y M son R—modulos derechos tales que E es inyectivo y M < F, entonces
Z*(M) =M N Rad(E(M)) = M N Rad(E).

Demostracion. Partiendo del hecho de que M < E(M), podemos establecer segun el Lema
y el Lema que, Z*(M)=MNZ*(E(M)) =M N Rad(E(M)) .
Asimismo, por hipotesis M < E, obtenemos que Z*(M) =M N Z*(E) = M N Rad(E). |

Lema 2.0.9. Consideremos la familia de R—moédulos derechos {M;}ic; v definamos M =
@D, M;. Entonces Z*(M) = B, ; Z*(M;).

Demostracion. Consideremos las proyecciones canénicas m; : M — M; para cada i € I. Sea
m € Z*(M). Entonces podemos expresar m = mj + ... + m, para algin entero positivo n
y elementos m; € M;; (1 < j < n) para distintos i, ...,4, en I. Segin el Lema m para
cada 1 < j < n, se cumple que m; = m;,(m) € m;,(Z*(M)) < Z*(M;). De esta manera,
m € @B 27 (Ms).
Para abordar la contencion faltante, de acuerdo con el Lema Z*(M;) = M; N Z*(M). Lo
que implica que Z*(M;) < Z*(M) para cada i € I, por ende @, ; Z*(M;) < Z*(M). |
Para el siguiente resultado, es necesario introducir algunas definiciones y comentarios que
seran utilizadas en su demostraciéon. Sin embargo, estos conceptos solo se usaran en la proxima
proposicién, por lo que no serd necesario considerarlos para el resto del trabajo. Aun asi,
destacamos la importancia de la caracterizacion de los médulos superfluos, ya que su relevancia

se extiende a otro capitulo ademés de este.

Definicion 2.0.10. Sean S y R anillos y Q un S — R—bimddulo.
1) Q es cuasi-Frobenius si:

i) Es fiel respecto a S y R.

1) Para todo ideal izquierdo mdzimo I de S y para todo ideal derecho mdzximo J de R, los

anuladores derecho rq(I) e izquierdo lg(J) son inescindibles en sus respectivos anillos.

2) Sean M un R—mddulo derecho y M* = Homp(M, Q) el médulo que consiste de todos los
morfismos de M en Q. Para todo x € M y f € M* denotaremos por fx a f(z), entonces M*
es un S—mddulo izquierdo estableciendo que s(fx) = (sf)x para toda s € S. Llamaremos a

M* como modulo dual izquierdo de M con respecto a Q.

3) Supongamos que para cualesquiera x € M, f € M* se define un producto fxr en Q que
satisface las siguientes condiciones para f,f' € M*, x,x’ e M, r€e Ryse S:

i) (f+ e =fr+flz
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i) fa+a) = fo+ fo!
iii) (sf)a = s(fx) y (fa)r = flar)

Diremos que M es ortogonal a M* con respecto a Q si fM = 0 para todo f € M* y
M*z =0 para todo x € M implican que f =0 y x = 0.

Por otro lado, consideremos un anillo artiniano derecho R. En este caso, solo existe un namero

finito de R—modulos derechos simples no isomorfos, sean E; con j = 1, ..., n sus capsulas injectivas.
Por el Teorema de Hopkins-Levitzki [1.7.10| y el Teorema m (c), sabemos que E = @ E; es un

R—moddulo derecho inyectivo.

Sea S = Endg(E). Segun [0, pag. 59-60], tenemos que sEg es un S — R—bimodulo fiel. Ademés,

por [Tl Teorema 3] el bimodulo gFEg es un modulo cuasi-Frobenius y, por [I] Rr es ortogonal a

sE con respecto a sER.

Con esto en cuenta, abordemos la siguiente proposicion.

Proposicion 2.0.11. Sean R un anillo artiniano derecho y M un R—mobdulo derecho. Entonces,

son equivalentes:

(a
(b
(c

)
)
)
()

M es superfluo.
Para todo morfismo ¢ : M — E, (M) es superfluo.
Para todo morfismo ¢ : M — E; (j =1,2,...,n), ¢(M) es superfluo.

Mrg(J(R)) =0, donde rr(J(R)) es el anulador derecho del radical de Jacobson de R.

Demostracion. (a) = (b) Consideremos la inclusion ¢ : M — E(M). Dado que ¢ es un

monomorfismo y F es un R—modulo derecho inyectivo, sabemos que existe un morfismo
0: E(M) — FE tal que ¢ = .. Es decir, podemos construir el siguiente diagrama conmuta-

tivo:

Como M es superfluo, por la Proposicion M < E(M) y por el Lema 3), (M) <
E. Ahora, observemos que (M) = 0u(M) = (M), entonces (M) < E.

= (c) Es claro.

= (a) Como R es artiniano derecho, por el Teorema m E(M) = ®;crE; donde cada E;
es isomorfo a algin F; con j =1,2,...,n. Sean 7, : E(M) — E, las proyecciones canoénicas
para cada i € T e v : M — E(M) la inclusion de E en E(M). Por hipotesis (m;t)(M) es

superfluo, por lo tanto esté contenido en Rad(E;) para cada i € I. Entonces,

M < @P(mie)(M) < @D Rad(E;) = Rad(@P E:) = Rad(E(M)).

icl icl icl
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Segun el Corolario 2), Rad(E(M)) es superfluo, entonces M < Rad(E(M)) <
E(Rad(E(M))). Asi por el Lema 1), tenemos que M es superfluo.

(a) < (d) Por los incisos anteriores, un R—modulo derecho M es superfluo si y solo si para todo
morfismo de R—modulos derechos ¢ : M — E se cumple que p(M) < E. Como R es
artiniano, de manera equivalente tenemos ¢(M) C Rad(E) = EJ(R) para todo morfismo de
R—mo6dulos derechos.

Como gER es un S — R—bimo6dulo cuasi-Frobenius y Rg es ortogonal a gF con respecto a
sFERr, debido a las relaciones del anulador entre los submo6dulos de Rg y sF en [1], vemos
que lgrr(EJ(R)) = EJ(R). Dado que E es fiel, rg(E) = {0}. Entonces, lgrr(EJ(R)) =
lgrr(J(R)).
Asi (M) Clg(rr(J(R))) para cada ¢ : M — E si y solo si o(M)rr(J(R)) = 0 para cada
¢. Es decir, o(Mrg(J(R))) = 0 para cada ¢ : M — E. Por lo tanto, M es superfluo si y
solo si Mrr(J(R)) € Ny.ar— g Ker(p) = 0 para gE un cogenerador.

[ |

Lema 2.0.12. Para R un anillo artiniano derecho y un R—modulo derecho M, se cumple que
Z*(M) ={m € M|mrgr(J(R)) = 0}.

Demostracion. Sea m € Z*(M). Entonces, mR es un moédulo superfluo, y de acuerdo con la
Proposicién [2.0.11[d) se cumple que (mR)rr(J(R)) = {0}. Dado que m € (mR)rr(J(R))
concluimos que mrr(J(R)) = {0}.

Por otro lado, consideremos m € M tal que mrg(J(R)) = 0. Observemos que para a € R, se
cumple arr(J(R)) C rr(J(R)) vy, dado que el anulador es un ideal izquierdo de R, también se
tiene Rrr(J(R)) C rr(J(R)). Por lo tanto, (mR)rr(J(R)) C mrr(J(R)) = {0}. De acuerdo con
la Proposicion (d), se concluye que mR es un modulo superfluo, es decir, m € Z*(M). W

La introduccién del concepto dual de un moédulo singular es la mas relevante a considerar en
este capitulo. Uno de los objetivos en este capitulo es establecer una conexién entre los resultados
presentados hasta ahora y las propiedades subsiguientes sobre los modulos y anillos que estamos

por definir. Continuemos con la definicion.

Definicion 2.0.13. Sea R un anillo y M un R—mddulo derecho. Se dice que M es cosingular
st Z*(M) = M. Ademds, R se denomina cosingular derecho si el R—mddulo derecho R es

cosingular.

Observacion 2.0.14. Para un R—moédulo derecho M, es evidente que el submo6dulo cosingular de
M satisface la definicion de un médulo cosingular. Como Z* (M) < M, la demostracion se completa
utilizando el Lema [2.0.6, pues queda establecido que Z*(Z*(M)) = Z*(M) N Z*(M) = Z*(M).

La siguiente proposicién nos muestra la relacion entre los modulos superfluos y los modulos

cosingulares. Sera muy tutil distinguir bajo qué condiciones ambos conceptos son equivalentes. Sin
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embargo, independientemente de las hipotesis, siempre podemos asegurar una implicaciéon. Veamos.

Proposiciéon 2.0.15. Sea R un anillo perfecto derecho. Un R—mddulo derecho es superfluo si y

solo si es cosingular.

Demostracion. = | Sea M un R—modulo derecho superfluo. Observemos que Z*(M) < M, por
lo tanto, bastara demostrar que M < Z*(M).
Dado que M es un modulo superfluo, segtin la Proposicién M < E(M). Tomemos un
elemento x € M. Entonces xR C M < E(M), como consecuencia del Lema 1), zR <

E(M), es decir, xR es un modulo superfluo. De esta manera, concluimos que z € Z*(M).

[ < Segtn el Teorema [1.8.5] sabemos que Rad(E(M)) < E(M), lo que implica que Rad(E(M))
es el submodulo superfluo maximo de E(M).
Si suponemos que M es cosingular, entonces M = Z*(M). Por el Lema [2.0.2) Z*(M) =
M N Rad(E(M)), entonces M C Rad(E(M)). Dado que Rad(E(M)) < E(M), segin el
Lema 1), M < E(M).
Por lo tanto, por la Proposicion [2.0.2] M es superfluo.

Observacion 2.0.16. Para demostrar la necesidad de la proposicién anterior, no se hizo uso de
la suposicion de que el anillo R es perfecto derecho. Entonces, podemos afirmar que un R—modulo

derecho superfluo siempre es cosingular.

Las siguientes demostraciones tienen como objetivo verificar propiedades de los modulos
cosingulares que seran referenciadas frecuentemente en los argumentos de los capitulos que siguen,

en particular el lema y el corolario que aparecen de inmediato.

Lema 2.0.17. Para cualquier anillo R, la clase de R—moddulos derechos cosingulares es cerrada
bajo submodulos, imégenes homomorfas y sumas directas. Sin embargo, no es cerrada en general

bajo extensiones esenciales.

Demostracion. Consideremos un R—moddulo derecho cosingular M.

Para comenzar, sea A < M. Por el Lema [2.0.6] obtenemos que Z*(A) = ANZ*(M) = ANM = A,
lo que implica que Z*(A) = A. Por lo tanto, A también es un R—modulo cosingular.

Por otro lado, supongamos que ¢ : M — N es un morfismo de R—modulos derechos. Observemos
que Z*(p(M)) < (M), asi que veamos la otra contencion. De acuerdo con el Lema tenemos
o(Z*(M)) < Z*(N), y dado que M es cosingular, p(M) < Z*(N). Por lo tanto, si tomamos
m € p(M), entonces m € Z*(N), lo que implica que mR es un modulo superfluo. Por ende,
m € Z*(p(M)). Concluimos entonces que ¢(M) = Z*(o(M)).

Ahora, sean {M; };cr una familia de R—modulos derechos cosingulares y M" = @, ; M;. Entonces,
M' =@, Z*(M;). Por el Lema Z*(M'") = @, Z*(M;) lo que implica que M’ = Z*(M’).
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Por lo tanto &, ; M; = Z*(@,c; M;).
Por dltimo, tomemos un campo F y consideremos R = {(g Z)|a, b € F'}. Entonces R es un anillo
conmutativo, ademés por el Teorema [1.5.5] es artiniano. Y afirmamos que el radical de Jacobson
de Res J(R) = [§F].

Sea r = (8 2) € R. Note que para cualquier n € IN,

o a®  n(a”'bh)
0 a” '

Entonces r™ = 0 si y solo si a = 0. Entonces los nilpotentes tienen la forma (8 8) Por el Corolario
1.7.71), tenemos que J(R) = [§ §].

Notemos que rg(J(R)) = J(R) y que por el Lema[1.3.6] J(R) es un ideal esencial de Rp. Por el
Lema el R—modulo J(R) es cosingular, pero su extension esencial Rp no lo es. [

Corolario 2.0.18. Si R es un anillo cosingular derecho, entonces todo R—moédulo derecho es

cosingular.

Demostracion. Sea M un R—modulo derecho. Sabemos que Z*(M) < M, entonces basta con
demostrar que M < Z*(M).

Sea m € M. Definimos el morfismo de R—modulos derechos ¢ : R — mR como ¢(r) = mr para
un r fijo. Por hipotesis, el R—mo6dulo derecho R es cosingular, entonces ¢(R) = mR también
es cosingular segin el Lema es decir, mR = Z*(mR). Dado que mR < M, por el Lema
2.0.6, Z*(mR) < Z*(M). Por lo que mR < Z*(M). Como esto ocurre para cualquier m € M y
M =73,y mR, concluimos que M < Z*(M).

Por lo tanto, M = Z*(M). [ |

Lema 2.0.19. Sea M un R—modulo derecho. Si M es semisimple e inyectivo, entonces Z*(M) = 0.

Demostracion. Sea M un R—moédulo inyectivo. Por el Lema la parte cosingular es cerrada
bajo sumas directas. Ademas, debido a que M es semisimple, segtn la Proposicion [I.6.1] podemos
asumir sin pérdida de generalidad que M es simple. Entonces, Z*(M) =00 Z*(M) = M.
Supongamos que Z*(M) = M. Por la Observacion sabemos que mR = M y, dado que
Z*(M) = {m € M|mR es superfluo }, podemos afirmar que M es superfluo. Por el Lema [2.0.2
tenemos que M < E(M) = M, lo cual resulta en una contradiccion por la Observacion 3).
Por lo tanto, Z*(M) = 0. [ |

Lema 2.0.20. Sea M un R—mo6dulo derecho cosingular. Para cualesquiera Q < P < M, si

x ( P\ __ P _
7 (5) = 0, entonces o= 0.

Demostracion. Consideremos que Z*(M) = M y Z* (g) = 0. Sea xz € P. Observemos que

z* (%) = 0, ademés, zR y % son R—modulos derechos superfluos. Luego, por la
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Observacion [2.0.16 % es cosingular, por lo tanto 'rPgQ = Z*(mRQ“'Q) = 0. Esto implica que

TR+ Q = @, entonces x € ). Por lo tanto P = @), es decir, 5 =0. |

A modo de ejemplos de anillos cosingulares derechos, presentamos los siguientes dos lemas que
describen propiedades que estos anillos satisfacen debido a una equivalencia, y conceptos que no

pueden cumplirse simultaneamente.

Lema 2.0.21. Un anillo R es cosingular derecho si y solo si F = Rad(E) para todo R—modulo

derecho inyectivo F.
Demostracion. = | Queda demostrado utilizando el Corolario 2.0.18y el Lema

[ < Sea E(R) la capsula inyectiva del R—modulo derecho R. Por hipotesis EF(R) = Rad(E(R)),

entonces utilizando el Lema obtenemos:

Z*(Rr) =Rr N Z*(E(R))
=Rr N Rad(E(R)) (por el Lema
—Rp N E(R)
=Rp.

Por lo tanto, Rg es cosingular.

Lema 2.0.22. No existen anillos perfectos derechos que sean cosingulares derechos.

Demostracion. Supongamos lo contrario. Sea R un anillo perfecto derecho y también cosingular
derecho. Segin el Lema[2.0.21] si R es cosingular derecho, entonces el R—moédulo derecho inyectivo
E(R) satistace E(R) = Rad(E(R)), lo que implica que E(R) no tiene submodulos maximos.

Sin embargo, como R es perfecto derecho, por el Teorema todo R—moddulo derecho contiene
un submodulo maximo, es decir E(R) # Rad(E(R)). Esto entra en conflicto con lo establecido
anteriormente.

Por lo tanto, no existe un anillo perfecto derecho que sea consingular derecho. |
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Capitulo 3

Moédulos que satisfacen (S*)

El titulo de esta tesis refleja el énfasis en comprender las estructuras algebraicas donde
ciertos submodulos se comportan de manera excepcional dentro de sus cépsulas inyectivas. Esta
peculiaridad nos lleva a considerar los moédulos cosingulares como elementos fundamentales en la
formulacion de nuestras definiciones y teoremas.

En este capitulo nos adentramos en el estudio de los modulos con propiedades singulares rela-
cionadas con la estructura de sus submoédulos y su interacciéon con los modulos cosingulares. En
principio, nos enfocamos en la construccion de los llamados (D1)—modulos, que constituyen una
clase especial de modulos cuya caracterizacion esta intrinsecamente ligada a la nocién de médulos
superfluos.

A medida que avanzamos hacia la definicion de un modulo que satisface (S*), entramos en un
terreno donde los modulos cosingulares desempenian un papel fundamental, ya que esta propiedad
establece condiciones adicionales para los médulos con submoédulos que exhiben comportamientos
especificos respecto a la descomposicion y la cosingularidad.

Nos concentramos en explorar las interrelaciones entre los (D1)—modulos, los médulos que
satisfacen (S*), y los resultados asociados con los submodulos cosingulares. En este contexto,
este capitulo representa una continuacién natural de la seccién anterior, proporcionando una

caracterizacion de la propiedad (S™).

Definicion 3.0.1. Un R—mddulo derecho M es considerado (D1) si, para cada submddulo N de
M, existe una descomposicion M = My ® Ms tal que My < N y NN My < M.

Proposicion 3.0.2. Sean M un R—moédulo derecho y A, L < M. El R—moédulo derecho L es
suplemento de Aen M siysolosi M =A+Ly ANL < L.

Demostracion. = | Supongamos que L es suplemento de A. Basta con demostrar que ANL < L.
Sea B un R—modulo derecho tal que B < Ly (ANL)+B = L. Observemos que M = A+L =
A+ (ANL)+ B= A+ B. Como L es minimo con esa propiedad y B < L, entonces B = L.

[ < Consideremos que M = A+ Ly ANL < L. Entonces, para cualquier submédulo B de L tal
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que (ANL)+ B =L, implica que B = L.
Supongamos que existe L’ C L tal que M = A + L’. Observemos que, por Ley Modular
(Lema|l.1.17), (ANL)+ L'=LN(A+ L')=LNM = L. Por lo tanto, L = L'.

[ |

Definicion 3.0.3. Decimos que un R—mddulo derecho M satisface (S*) si, para todo submddulo
N de M, existe un sumando directo K de M tal que K < N y % es cosingular. Un anillo R
satisface (S*) si el R—mddulo derecho R satisface (S*).

Esta definicion marca el punto de partida fundamental para el desarrollo de la tesis, por lo cual
enfatizamos su importancia. Esto queda evidenciado desde el primer resultado que presentamos,
el cual desempena un papel crucial en diversas demostraciones. Este resultado nos muestra la
relacién que existe entre los (D1)—modulos y la propiedad (S*). Mas adelante discutiremos las
condiciones necesarias para que ambos conceptos sean equivalentes. Sin embargo, por el momento

y sin considerar hipoétesis adicionales, podemos afirmar lo siguiente.

Lema 3.0.4. Los (D1)—modulos satisfacen (S*). Sin embargo, en general la reciproca no es

verdadera.

Demostracion. Sea M un (D1)—modulo. Por definicion, para cada N < M, existe una descompo-
sicion M = My & M, tal que My < Ny NN My < M. Ahora, debemos demostrar que % es
cosingular.
Sabemos que N N My < M y, observemos que por Ley Modular (Lema , N=MnNN =
(M & My)NN = (M3 N N) @ M. Entonces,

N (MyNN)® M

—_— = -~ MsNN.
M, M, ?

Por la Proposiciéon , Mll es superfluo y, por la Observacion [2.0.16] es cosingular.
Por tltimo, consideremos R = Z. Dado que Z*(R) = R, R satisface (S*). Sin embargo, por [13] pag.

56|, ningtin submoédulo propio de R tiene un suplemento en R, entonces R no es un (D1)-modulo. B

Las demostraciones de los siguientes lemas se deducen casi directamente de las definiciones,
pero aportan resultados ttiles y que recurrentemente apareceran como referencias. Estos resultados
abordan una caracterizacion de los modulos que satisfacen (S*) y la cerradura de la propiedad
(S*) bajo submodulos.

Lema 3.0.5. Sea M un R—moddulo derecho. Los siguientes enunciados son equivalentes:
(a) M satisface (S*).

(b) Para todo submoédulo N de M, M tiene una descomposicion M = A @ B tal que A < N y
N N B es cosingular.
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(c) Para todo submodulo N de M, N tiene una descomposicion N = A® B tal que A <g M y

B es cosingular.

Demostracion. (a) = (b) Supongamos que M satisface (S*). Resta demostrar que N N B es
cosingular.
Por Ley Modular (Lema(1.1.17) observemos que, N= M NN = (A+ B)NN = A+ (NNB).

Por lo tanto
N (NnB)+A_, NNB  NNB

= NNB.

A A (NNnBYNnA {0}
Por hipoétesis, % es cosingular. Entonces, segtin el Lema N N B es cosingular.

(b) = (c) Supongamos que para cada N < M, existe una descomposicion M = A @ B tal
que A < N y NN B es cosingular. Segin la Ley Modular (Lema [1.1.17)), tenemos que
N=NNM=Nn(A+B)=(NNB)+ A, entonces N = (N N B) & A. Por hipdtesis, el

sumando N N B es cosingular, entonces, B’ = N N B es cosingular, asi N = A® B’.

(¢) = (a) Supongamos que cualquier N < M, tiene una descomposicion N = A @ B tal que
A <g M y B es cosigular. Sea C' < M tal que M = A® C. Dado que

N A+B_ B B

A- 4 Bna (0 B

Entonces, por el Lema [2.0.17] % es consingular.

Lema 3.0.6. Si M es un R—modulo derecho que satisface (S*), entonces cualquier submodulo de
M satisface (S*).

Demostracion. Sean M un R—modulo derecho que satisface (S*) y H < N < M. Utilizando el
Lema [3.0.5] nuestra hipotesis implica que H = K & B, donde K <g M y B es cosingular. Sea
L < M, tal que M = K @ L. Entonces, por Ley Modular (Lema [1.1.17), N = (LN N) + K.

Ademss, (NNL)NK C LN K = {0}. Por lo tanto, N = (NN L) & K, donde K < H. Para
H

argumentar por qué 7= es cosingular, basta con observar que % = % =~ B, y que por hipoétesis
B es cosingular.
Finalmente, concluimos que N satisface (S*). [ |

Anteriormente hemos argumentado que no todo modulo que satisface (S*) es necesariamente
un (D1)—modulo. Sin embargo, observemos que, segin la demostracién que se presenta en el
siguiente lema, basta con requerir que la parte consingular de un moédulo sea un submodulo

superfluo para afirmar que ambos conceptos son equivalentes. Veamos.

Lema 3.0.7. Si M es un R—modulo derecho que satisface (S*) y Z*(M) < M, entonces M es
un (D1)—modulo.
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Demostracion. Sea M un R—moddulo derecho que satisface (S*). Por definicion, para todo N < M,
existe K <q M tal que K < Ny % es cosingular. Sea L < M tal que M = K & L. Entonces, por
Ley Modular (Lema [1.1.17), N = (LN N) & K, lo que implica que % =~ N N L. Dado que % es

cosingular, se sigue que N N L también lo es. Ademas, observemos que
NNL=Z*(NNL)=(NNL)NZ*(M) < Z*(M) < M.
Entonces, por el Lema 1), NN L <« M. Por lo tanto, M es un (D1)—modulo. [ |

Sin embargo, cuando M es un (D1)—modulo, no necesariamente Z*(M) es superfluo en M.

Veamos el siguiente ejemplo, pero antes introduciremos una definicién necesaria para su desarrollo.

Definicion 3.0.8. Un anillo R es llamado G V-anillo derecho si todo R—mddulo derecho simple

es inyectivo o proyectivo.

Ejemplo 3.0.9. Consideremos R = [5 2], el anillo de las matrices tridngulares inferiores sobre
un campo F. Dado que F es un campo, en particular, es un anillo artiniano derecho. Ademas,
como Fr es un modulo artiniano derecho, por el Teorema [[.5.5] el anillo R es artiniano derecho.
Ahora, veamos que J(R) = [ 2]].

Sea r = (‘g 2) € R. Note que para cualquier n € IN,

a” 0
r’t = :
ba" ' +ca" 2+ ... +c"Za+ )

Para que ™ = 0 basta con que a = 0 y ¢ = 0, es decir, los elementos nilpotentes de R tienen la
forma (99). Asi, por el Corolario m 1), tenemos que J(R) = [ 9].

Por otro lado, como F' es un campo no tiene modulos simples distintos de F', se sigue que
Zoc(Fr) = F. Ademaés, observe que Fr es un modulo fiel. Por lo tanto, segin la Proposicion
concluimos que Zoc(Rp) =[5 5].

Observemos que R es un GV —anillo derecho.

Segun la Proposicion K= [19; 2] es un ideal inyectivo de R y contiene a todo ideal derecho
inyectivo. Sean [ 2 9] v [ 9] los R—modulos derechos simples de R. Dado que [ 23] < K, es
inyectivo. Por otro lado, [§ 8] <g Ry L={a(§8)|lz € F} ={((}9)).

Con lo anterior, podemos afirmar que Z*(R) es semisimple.

Sea m € Z*(R) distinto de cero. Dado que mR es finitamente generado, existe K < mR maximo.
De esta forma, si denotamos S = mTR, sabemos que S es simple por la Proposicion Y segin
la Proposicion S es singular o es proyectivo.

Supongamos que S es singular. Dado que R es un GV —anillo derecho, S debe ser inyectivo, y por
el Lema Z*(S) = 0. Por otro lado, segin la Observacion podemos aplicar el Lema
para Z*(R), especificamente para K < mR < Z*(R). Como Z*(S) = Z*(=E) = 0, resulta
que m?R = 0, lo que implica mR = K. Lo cual es imposible ya que entraria en conflicto con la

maximalidad de K. Por lo tanto, S es proyectivo.
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Entonces, existe v : mR — % el morfismo canoénico, tal que K = Ker(v) <g mR. Observemos

que K no puede ser esencial en mR. En caso contrario, tendriamos que K = mR o K = {0}.
Como K < mR, entonces K = {0} y K <.s mR, lo que implicaria que {0} <.; mR, y por lo tanto
mR = {0}. Llegamos a una contradiccion.

Por ende, mR no tiene submoédulos esenciales méximos, y segin la Proposicion 2), mR es
semisimple. Dado que Z*(R) =}, c7«( r) MR, queda demostrado que Z* (R) es semisimple.

En consecuencia, note que J(R) < Z*(R) < Zoc(R).

Sea L = [fg 8] € Zoc(Rg). Como L es simple, es inyectivo o proyectivo. Dado que Z*(L) < L,
entonces Z*(L) = {0} o Z*(L) = L. Observemos que por el Lema[2.0.19 Z*(L) = {0}. Sin embar-
g0, esta opcion no es posible porque L # K, entonces no es inyectivo. Por lo tanto, Z*(L) = L, es
decir, L es cosingular.

Hemos demostrado que R es artiniano derecho, entonces R es perfecto derecho. Asi, por la Pro-
posiciéon L es superfluo. Entonces, L < Z*(R), como [598],[%8] < Z*(R), entonces
[598]+[%9] = Zoc(Rg) < Z*(R). En consecuencia, Zoc(Rg) = Z*(R).

Por lo tanto, Z*(R) es no superfluo en R ya que J(R) # Z*(R).

Otro tipo de relacion que vale la pena considerar no necesariamente implica que un concepto
derive del otro. Por ejemplo, en el siguiente lema observamos como un (D1)—modulo puede estar

involucrado como un sumando directo de un modulo que satisface (S*).

Lema 3.0.10. Sea M un R—modulo derecho que satisface (S*). Si existe un suplemento de Z*(M)

en M, entonces hay una descomposicion M = A®B tal que A es un (D1)—modulo y B es cosingular.

Demostracion. Por hipotesis, existe un submoédulo A de M, minimo respecto a la propiedad M =
A+ Z*(M). Afirmamos que AN Z*(M) < A.

Sea L < A, tal que (AN Z*(M)) + L = A. Por Ley Modular (Lema [[.1.17), tenemos que A =
AN (L+ Z*(M)), entonces A C L+ Z*(M). Asi

M=A+Z*(M)C (L+2Z*(M))+Z*(M) =L+ Z*(M) C A+ Z*(M)

Por lo tanto, A+ Z*(M) =L+ Z*(M). Como L < Ay L+ Z*(M) = M, al ser A un suplemento
de Z*(M), implica que A = L. Concluimos que, Z*(A) = AN Z*(M) < A.

Por otro lado, como M satisface (S*), existe K <qg M tal que K < Ay % es cosingular. Sea
B < M tal que M = K & B, por Ley Modular (Lema , A= K& (AN B). Como % es
cosingular, AN B = Z*(AN B) < Z*(A). Ademas, observemos que

M = A+ Z*(M)
=(K® (AN B))+ Z*(M)
=(K®Z*(ANB))+ Z*(M)
= K+ Z*(M).
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Entonces A = K, pues A es minimo con tal propiedad. Por lo tanto M = A& B.
Segiin el Lema y Lema A es un (D1)—moddulo. Ademas,

M=A+27"(M)=A+ Z*(A) + Z2*(B) = A® Z*(B).

Observemos que A® B=A® Z*(B) y Z*(B) < B, demostremos que B < Z*(B).

Sea b € B, entonces b € M = A+ Z*(B). En consecuencia, existen a € A y by € Z*(B) tal que
b=a+b1,luego a=>b—>b;. Comoa € Ay b—b; € B, entonces b — by = 0, es decir b = b;. Por lo
tanto b € Z*(B). Concluimos que B = Z*(B). [ |

Corolario 3.0.11. Si M es un R—modulo derecho que satisface la propiedad (S*), entonces existe
una descomposicion M = A @ B, donde A es semisimple, Z*(A) =0y Z*(B) <¢s B.

Demostracion. Sea A un seudocomplemento de Z*(M) en M. Por definicion, A es un R—modulo
derecho méaximo con la propiedad A N Z*(M) = {0}. Dado que M satisface (S*), exis-
te K <g M tal que K < Ay % es cosingular. Ahora, consideremos B < M tal que
M = K & B. Entonces, A = K & (AN B). Por Lema AN B = Z*(AN B), entonces
Z*(ANB) = (AnB)NZ*(M) = Bn{0} = {0}. Por lo tanto, AN B = {0}. Como A = K, usando
un argumento similar en el Lema M=A¢B.

Segin el Lema A satisface (S*). Entonces, para todo K < A, tenemos que K = Ny & N,
donde Ny <g Ay Nj es cosingular. Por Lema [3.0.5] Z*(N2) = No N Z*(A) = N, N {0}, lo que
implica que Z*(N3) = Ny = {0}. Por lo tanto, Ny = K y N1 <g A, lo que muestra que A es
semisimple.

Ahora, Z*(M) = Z*(A) + Z*(B) = {0} + Z*(B), entonces Z*(M) = Z*(B). Demostremos que
ADZ*(M) <es M.

Sea U < M tal que (Z*(M) @ A) N U = {0}. Entonces, la suma (Z*(M) & A) + U es directa,
pero Z*(M)@ (A@U) = (Z*(M) & A) @ U, lo que implica que Z*(M) N (A @ U) = {0}. Como
A es maximo con esta propiedad y A < A+ U, entonces A + U = A, es decir, U < A. Luego,
U< A+ Z*(M). Por lo tanto, (A+ Z*(M))NU = U, es decir, U = {0}. Asi, concluimos que
A® Z*(M) <cs M,y por la Propiedad [[.3.9, Z*(B) <.s B. [ |

Sin embargo, la inversa del Corolario no es cierta en general. Para abordar el siguiente
ejemplo que nos ayuda a demostrarlo, necesitamos recordar que un R—modulo derecho es definido
como hueco si todo submodulo propio es superfluo. Ademas, entenderemos que un anillo R es
QF-3 derecho si existe un R—modulo derecho tal que es isomorfo a un sumando directo para

cada R—modulo derecho fiel.

Ejemplo 3.0.12. Sean F' un campo, L un F—espacio vectorial de dimension finita y L* =

Hom(L, F). Consideremos a

F L F
R=|0 F L
0 0 F
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R es un anillo perfecto derecho y QF — 3 derecho. Si [L : F] > 2, por [8, Ejemplo 1], no es cierto
que todo R—modulo derecho inyectivo innescindible es hueco.

Esto implica que, existe un R—moddulo derecho inyectivo inescindible M que no es hueco. En
consecuencia, Z*(M) = Rad(M) <« M. Si Z*(M) = 0, entonces M es semisimple ya que R
es perfecto derecho, pero esto es una contradiccion. Si M satisface (S*), entonces M es un
(D1)—moédulo pues por el Lema[3.0.7], tenemos que Z*(M) < M. Segtn |13, Corolario 4.9], M es
hueco, lo cual nuevamente lleva a una contradiccion.

Por lo tanto, existe un R—moddulo derecho uniforme M tal que Z*(M) # 0 y que no satisface

(57).

El siguiente lema generaliza el Corolario 2.0.17 del capitulo anterior. Como mencionamos
previamente, este resultado es dual a una propiedad de los modulos singulares. Esta generalizacion

revela la relaciéon entre la parte cosingular de un anillo y la parte cosingular de un médulo.

Lema 3.0.13. Si M es un R—moédulo derecho, entonces M Z*(R) < Z*(M).

Demostracion. Sea m € M. Definimos la funcién ¢ : R — E(M) como ¢(r) = mr para todo
r € R. Entonces, ¢ es un morfismo y puede extenderse a un morfismo 0 : E(R) — E(M) tal que

el siguiente diagrama conmuta, es decir, ¢ = 0.

R ——— E(R)

Por el Teorema sabemos que §(Rad(E(R))) < Rad(E(M)). Sea a € Z*(R), segtn el Lema
a € RN Rad(E(R)). Entonces,

ma = ¢(a) = 0i(a) = 0(a) € O(Rad(E(R))) < Rad(E(M)).

De acuerdo al Lema ma € M N Rad(E(M)) = Z*(M). De esto se deduce que
mZ*(R) < Z*(M) y asi MZ*(R) < Z*(M). n

Los proximos resultados que concluyen este segundo capitulo tienen como objetivo establecer
una relacion entre la propiedad (S*) y un modulo cociente particular. Posteriormente, mediante
un listado de equivalencias, se exponen multiples consecuencias derivadas de considerar un anillo

que satisface la propiedad (S*).

Proposicién 3.0.14. Si el anillo R satisface (S*), entonces % es semisimple para todo
R—moédulo derecho M.

Demostracion. Si R es consingular derecho y M es un R—modulo derecho, por el Corolario [2.0.18

M = Z*(M). Por lo tanto, Z%w) = M >~ {0}, es decir, % es semisimple.
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Entonces, supongamos que R # Z*(R). Dado que Z*(R) < R, por el Teorema existe un
ideal derecho maximo P de R tal que Z*(R) < P. Segin la Proposicién v el Lema
existe un idempotente e y un ideal cosingular derecho C' tal que P = eR & C. Observemos que
C =27Z*(C) < Z*(R). Como Z*(R) < P, implica que P 4+ Z*(R) = eR + C + Z*(R), es decir,
P =eR+ Z*(R).

Dado que % ={r+Z*(R)|[r € R} y (e+ Z*(R))(r + Z*(R)) = er + Z*(R), tenemos

P ¢R+ Z*(R) R

Z*(R) = Z*(R) - (e+Z*(R))(Z*(R))

En consecuencia, por la Proposicion [1.1.21 % <g %.

Por otro lado, afirmamos que % no tiene submodulos esenciales propios.

Si consideramos = Entonces I < R, lo que implica que existe P’ < R maximo tal

< R

Z"(R) =¢S5 Z*(R) *

’ . I P’ P’ 4ot I R

que [ §KP , en cznsecuenma WRR) < WPE)' Dad[(; que gy es maximo, entonces 7P m
Sea TR < 7Ry tal que IR AR AR Observemos que

I _ R I R __.
Z(R) > Zz*(R) * Z*(R) Z*(R)
entonces,
K__,
Z*(R)

P _ _ R P . P . A .
Por lo tanto, 7~ 7w Y T S submodulo maximo. Esto contradice nuestra hipdtesis
inicial, por lo que % no tiene submoédulos esenciales propios.
Asi, segun la Proposicion 1), % es semisimple.
Sea M un R—modulo cualquiera. Por el Lema|3.0.13) M Z*(R) < Z*(M), entonces, para cualquier
r € Z*(R) y m+ Z*(M) € 25, se cumple que (m + Z*(M))r = mr + Z*(M) = Z*(M).

(M
. C M R .
Entonces, segiin la Proposmlon 1.1.25 7+ (1) ©S U mfmodulo.
Concluimos que, % es semisimple. [ |

Definicion 3.0.15. Sea M un R—mddulo derecho. Decimos que un R—mddulo derecho N estd
generado por M si existe un epimorfismo ¢ : M) —s N para algin conjunto finito A.

Denotamos como Gen(M) a la clase de R—mddulos generados por M.

Proposicion 3.0.16. Sea M un R—moddulo derecho. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) %M) es semisimple.

(b) Para todo L < M, existe un submodulo K < M tal que L+ K = M y LN K es cosingular.
(c¢) Existe una descomposicion M = A @ B tal que A es semisimple, % es semisimple y
7Z*(B) <.s B.

d) Para todo N € Gen(M), -X-— es semisimple.
Z*(N)
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(e) Paratodo N € Gen(M) y para cada L < N, existe un submodulo K < N tal que L+ K = N
y LN K es cosingular.

(f) Para todo N € Gen(M), existe una descomposicion N = Ny & Ny donde N; es semisimple,
% es semisimple y Z*(Ng) <5 No.

Demostracion. (a) = (b) Sea L < M. Entonces, L;Z(*A(/[I;{) < Z*%VI)’ por hipotesis debe ser un

sumando directo de % Sea K < M tal que

L+ 7z (M) K M L+ K M
= entonces =

Z2(M) " Zr () 2 (M) Z-(M) ~ Z*(M)’

Por lo tanto M = L + K. Por otro lado, note que

L+2*(M) K Z*(M)

Z-M) 770 T 2 ()

Dado que Z*(M) < K, por Ley Modular (Lema(l.1.17)), tenemos Z*(M) = (L+Z*(M))NK =
Z*(M) + (L N K). Entonces, LN K < Z*(M), asi Z*(LNL) = (LNK)NZ*(M) = LN K.

(b) = (a) Sea ﬁ < %M) Como L < M, existe K < M talque L+ K =M y LNK es
cosingular. Observemos que

L K+2Z*(M) Ln(K+ Z*(M))
Z=(M)  Z*(M) — Z*(M)
(LNK)+Z*(M)
T Zr (M)
Z*(LNK)+ Z*(M)
N Z*(M)
Z*(M)

Z-(M)’

Entonces,
L K+7z*M) M

7200 Y T z7an 720y

Por lo tanto % es semisimple.

(a) = (c) Sean % semisimple y A < M el seudocomplemento de Z*(M) en M. Por la Pro-

posicion [1.3.14] sabemos que A @ Z*(M) <.s M.
Ademas, A & Ag*z(i*]\%[) y es un sumando directo de % Por lo tanto, también es semi-

simple segun el Teorema Sea % tal que

A+ Z*(M) B M
7200 Sz ) T 700y

Como

A+ Z*(M) B A+Z'M)+B A+B
Z2M) CZen T Z (M) 20
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entonces,
A+ B M

z*(M) — Z*(M)’

Asi, por el Teorema de la Correspondencia, A + B = M. Por otro lado, observemos que

A+2Z*(M) _ B Z*(M)

Z-00) |z ()~ 72 (M)

entonces,

(A+Z*(M))NnB  Z*(M)

(M) 7y

Nuevamente, por Teorema de la Correspondencia, (A + Z*(M)) N B = Z*(M). Por Ley
Modular (Lema [I.1.17) (AN B) + Z*(M) = Z*(M), entonces, AN B < Z*(M). Como
ANB < A, implica que ANB < AN Z*(M) = {0}. Por lo tanto M = A® B.
Dado que A ® Z*(M) <.s M, por la Propiedad tenemos que Z*(M) <.s B. Segtn el
Lema observe que Z*(M) = Z*(A) @ Z*(B), y de acuerdo al Lema [2.0.6] Z*(A4) =
AN Z*(A) = {0}, entonces Z*(M) = Z*(B), es decir, Z*(B) <.s B.

= (a) Por el Corolario toda imagen de un médulo semisimple también es semisimple,

y, observemos que

B _AtZB), B _AeB _ M 7 . M
zB)  z°(B)  Z°(B) z'(B) Z°(B) ZIM ~ Z*(M)

A®

Concluimos que, % es semisimple.

< (d) La suficiencia es evidente. Procedamos a demostrar la necesidad.
Consideremos a % semisimple y N € Gen(M). Entonces, existe un conjunto finito A y
un epimorfismo f: M®) — N.

M(A) M (M)
2y (Z*(M))

O((m, ecoymin) + Z5 (MDY — (my + Z*(M), ..., m, + Z*(M)).

Definamos paran € A a

Observemos que esta bien definida y que es un isomorfismo. Sean

(M1, ey ) + Z5(MDN) = (p1, o) + Z5(MDN) = (ma, cym) = (D1, ey pn) € Z*(MD)
= (ml _p17 ~~~;mn _pl) e Z*(M(A))

M(A) M (M)
Z* (MM <Z*(M)) ’

Entonces,
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Ademas, segun el Lema f(Z*(M@™)) < Z*(N). Entonces, obtenemos un epimorfismo

- (ztm) 7o

Dado que f'(z + Z*(MW) = f(x) + Z*(N) = k + Z*(N), donde f(z) = k.
Por ultimo, las equivalencias (d) < (e), asi como (d) < (f), se derivan al tomar un N € Gen(M)

y aplicar las equivalencias (a) < (b), asi como (a) < (c), respectivamente. [
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Capitulo 4

H-Anillos

El cuarto capitulo de esta tesis se centra en el estudio de los H—Anillos, término acuniado en

honor a Harada. Esta clase fundamental de anillos tiene una caracterizacion presentada en este
trabajo que esté estrechamente ligada al concepto de (D1)—modulo.
Este capitulo analiza diversos resultados que ilustran la interaccion entre los (D1)—moédulos, los
modulos que satisfacen (S*), y los modulos cosingulares en el contexto de los H—Anillos. En
particular, destacamos como los H—Anillos son caracterizados por propiedades especificas, como
la presencia de un médulo inyectivo en médulos no-superfluos y la descomposicion de los modulos
en componentes inyectivos y cosingulares. Sin embargo, el objetivo principal es caracterizar
los H—Anillos mediante la propiedad (S*). Este anélisis nos permitira profundizar en nuestra
comprension de las caracteristicas de otro tipo de anillos que se presentaran en el capitulo final,
asf como su relacion con la teoria de la propiedad (S*) presentada anteriormente.

Comencemos con la definicién del tipo de anillos abordado en este capitulo.

Definicion 4.0.1. Un anillo R se denomina de Harada derecho, o bien H-anillo derecho, si

cada R—mddulo inyectivo derecho es un (D1)—mddulo.

Lema 4.0.2. Un R—modulo derecho M es un (D1)—mddulo si y solo si para cada submédulo N
de M existe un sumando directo M; de M tal que M; < N y Mll < MM1

Demostracion. = | Sea N < M. Por hipdtesis, existe una descomposicion M = M; @ M, tal
que M; < Ny NN M, < M. Demostremos que % < Mﬂl

Observemos que
M _ My® M,

M, M,
Y por Ley Modular (Lema |[1.1.17), N =NNM = NN (M; & My) = (M2 N N) + My, mas
aun N = (Mz N N) @ M;. Entonces,

= M.

N  (MynN)@® M
2 VP &~ AL AN,
M, M, 20
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Dado que N N My < M>, concluimos Mll < %

[ < Sea My < M tal que M = M; @ M,. Veamos que N N My < Mo.
Sabemos que
M N
— = M — = M>,N N.
M, 2y M, 2N
Por lo tanto, N N My < M.

Lema 4.0.3. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
(a) Todo R—mddulo derecho no superfluo contiene un submodulo inyectivo no cero.

(b) Sean E un R—modulo derecho inyectivo. Si A < F tal que A no es superfluo en E, entonces

A contiene un sumando directo no cero de FE.

Demostracion. (a) = (b) Consideremos un R—modulo derecho inyectivo E'y A < E tal que
A no es superfluo en E. Por hipoétesis, existe un submodulo inyectivo F; de A, entonces
E; < A< E. Por la Proposicion [1.4.14] 2), se tiene que E; <g E.

(b) = (a) Sean M un R—modulo derecho no superfluo y E(M) su cépsula inyectiva. Como
M < E(M), por hipotesis, M contiene un sumando directo no cero de F(M), digamos F'.

Y por la Proposicion [1.4.11) E’ es un R—moddulo derecho inyectivo.
|

Observacion 4.0.4. Segun la Proposicion para todo monomorfismo ¢ : M — @ y todo
epimorfismo ¢’ : Q' — M de R—modulos derechos tales que M es no superfluo, entonces Q y Q'

sSOo1n no Superﬂuos .

Lema 4.0.5. Sea R un anillo donde todo R—modulo derecho no superfluo contiene un submédulo
inyectivo no cero. Entonces, todo R—modulo derecho inyectivo tiene un submodulo inyectivo ciclico

no cero.

Demostracion. Sea E un R—mddulo derecho inyectivo distinto de cero. Observe que E es un
modulo no superfluo, pues si lo fuera, seria superfluo en su capsula inyectiva, es decir £ < E. Sin
embargo, esto solo puede ocurrir si E es el modulo cero.

Consideremos el epimorfismo ¢ : P E, — E, tal que B, = F y ¢|g, = 1g. Observemos

zeE
que p(>_,cpzR) = E, entonces P, R es no superfluo por la Observacion Por lo tanto,
por hipétesis @,y R contiene un R—modulo derecho inyectivo E. Asi, algtin 2R contiene un

submodulo inyectivo isomorfo a un sumando directo de E por [16]. n
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Definicion 4.0.6. Diremos que un R—mddulo derecho M es continuo si satisface las siguientes

condiciones:
Cy) Todo submddulo de M es esencial en un sumando directo de M.

Cy) Si A < M es isomorfo a un sumando directo de M, entonces A es un sumando directo de
M.

La definicion de modulo continuo puede tener muchos resultados consecuentes, por ejemplo, en
este trabajo, nos gustaria destacar la siguiente proposiciéon debido a su relacién con los médulos

inyectivos. Este resultado puede consultarse en [I3, Proposicion 2.1].

Proposicién 4.0.7. Todo R—moédulo derecho inyectivo es continuo.

Lema 4.0.8. Un mo6dulo M satisface C1) siy solo si todo submodulo cerrado de M es un sumando
directo de M.

Demostracion. = | Sea A un submodulo cerrado de M. Como M satisface Cy), existe My <g M

tal que A <.s M. Dado que A es cerrado, se cumple que C = M. Por lo tanto, A es sumando
directo de M.

| < Sea A < M. Por el Lema [1.3.11} consideremos A’ y A” submo6dulos de M tales que A’ es

seudocomplemento de A y A” seudocomplemento de A’. Segun el Lema [1.3.13] A <., A”.
Ademas, por el Lema[1.3.16] A” es cerrado en M. Por lo tanto, A” <g M.

|

Dado que logramos relacionar la condicion C1) con los submodulos cerrados, nuestro objetivo es
demostrar que la condicion C1) es cerrada bajo sumandos directos. Para ello, es crucial introducir

el siguiente resultado demostrado en [13, Lema 2.6].

Lema 4.0.9. Sea A un submodulo de un R— modulo derecho M. Si A es cerrado en un sumando

directo de M, entonces A es cerrado en M.

Proposiciéon 4.0.10. Si M es un R—modulo derecho que satisface la condicion C1), entonces todo

sumando directo de M también satisface la condicion Ct).

Demostracion. Consideremos M = My, & My y Ay < M tal que A; es cerrado en M. Segun el
Lema [£.0.8 basta con demostrar demostrar que A; <g M;.

Por el Lema @ sabemos que A; también es cerrado en M. Por hipdtesis, existe B; <g M tal
que A; <.s Bi, lo que implica que A; = B;. Por lo tanto, A; <g M y B; < M;.

Sea By < M tal que M = By @ Bs. Entonces My = My N M = M; N (B; @ Bsy), por Ley Modular
(Lema[L.1.17) tenemos que, M; = (M; N By) @ By.

Por lo tanto, A1 = By es sumando directo de M;. [ |
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Buscamos relacionar el concepto de modulo continuo con los (D1)—moédulos. Para poder de-
mostrar el lema que los relaciona, es necesario introducir el concepto de sumando local y citar la

proposicion a continuacion que fue presentada por Mohamed en [I3], Teorema 2.17].

Definicion 4.0.11. Una familia {A;};cr de submddulos de un R—mddulo derecho M es llamada
sumando local de M si, ), ; A; es directa y >, Ai es un sumando directo de M para todo
I' C I finito.

Proposicion 4.0.12. Sea M un R—mddulo derecho. Si todo sumando local de M es un sumando
directo de M, entonces podemos expresar a M como una suma directa de R—mobdulos derechos

inescindibles.

Lema 4.0.13. Sea M un (D1)—mddulo. Si M es continuo, entonces puede ser expresado como la

suma directa de R—modulos derechos inescindibles.

Demostracion. Sea {A;};cr una familia de submodulos de M, tal que A = @, ; A; es un sumando

iel
local de M. Como M es un (D1)—médulo, existe una descomposicion M = M; & M, tal que
M; <Ay ANMs < Ms. Dado que A = ANM = AN(M; ® Ms), por Ley Modular (Lema,
A= (MynA)® M.
Demostremos que A = M.
Supongamos que A N My # {0}. Es decir, existe x € A N My diferente de cero, luego, xR <
Ay ®...@A,;, donde {i1,...,i,} C I para algin entero positivo n. Dado que B = A;; ®...®A; , esun
sumando directo de M, segin la Proposici()n B también satisface la condiciéon C1). Entonces,
existe X <q B tal que R <.s; X. Observemos que tRN(XNM;) = (xRNX)NM; = xRNM;={0},
entonces X N M; = {0}. Consideremos a

My & Mo

M My — ——= = M.
v 1® My M, 2

Observe que v(X) = % 2 Xyv(A)= Mil. Entonces,

Ml@X < A Ml@MZ
M, — M M,

M,

M, ® (AN M)
M,

>~ AN M.

Por lo tanto,

M ® X < My & (AN M)

X
M, T M,y

= AN M.

Asi, existe Y < AN M, tal que X 2Y. Como M es continuo, implica que Y <g M. Sin embargo,
Y <AN M, < My < M, entonces Y < M. Lo que es una contradiccion.
En consecuencia, AN My = {0}. Y de esta manera, A = M.
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Hemos demostrado que cualquier sumando local de M, es un sumando directo de M. Es asi que,

podemos concluir utilizando la Proposicion [£.0.12 [ |

Lema 4.0.14. Sea R un anillo donde todo R—modulo derecho no superfluo contiene un submoédulo

inyectivo no cero. Entonces, R es artiniano derecho si y solo si es noetheriano derecho.

Demostracion. Observemos que por el Teorema de Hopkins-Levitzki [[.7.10] si R es un anillo
artiniano derecho, entonces es noetheriano derecho.

Asi que, abordemos la implicacién faltante partiendo de suponer que R es un anillo noetheriano
derecho. Sea N el ideal nilpotente méximo de Ry E = E(%) Segun el Teorema m % es un
R—modulo noetheriano derecho, entonces, por el Corolario [[.5.8] E es una suma directa finita
de R—moédulos derechos inyectivos inescindibles F;. Dado que cada Fj; es inescindible, por Lema
cada E; es ciclico. Entonces, F es finitamente generado.

Por lo tanto, por el Teorema [I.5.11] R es artiniano. [ |

Como ultimo resultado importante de rescatar antes de demostrar el teorema que caracteriza a
los H—anillos, vamos presentar la siguiente proposicion cuya demostracion puede revisarse en [5]

Proposicion 20.17].

Proposicion 4.0.15. Si cada R—moédulo derecho esta contenido en una suma directa de

R—modulos derechos finitamente generados, entonces, R es artiniano derecho.

Teorema 4.0.16. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un anillo R.
(a) R es un H—anillo derecho.

(b) R es artiniano derecho y todo R—mddulo derecho no superfluo tiene un submédulo inyectivo

no cero.

(¢) Todo R—modulo derecho puede ser expresado como la suma directa de un R—moédulo derecho

inyectivo y un R—modulo derecho superfluo.

Demostracion. (a) = (b) Sea E un R—modulo derecho inyectivo, por hipodtesis es un

(D1)—modulo. Consideremos A < FE tal que no es superfluo en E. Por hipdtesis, existe
una descomposicion F = Fy @ F; tal que By < Ay AN Ey; < Ey. Note que Ey # {0}. Pues
en caso contrario E = E1 ®Ey = {0} ® FE; =Fyy ANE; = ANE =A< E. Lo que seria
una contradiccion.
Por lo tanto, segin el Lema [£.0.3] todo R—modulo derecho no superfluo contiene un submo-
dulo inyectivo no cero. Para demostrar que R es artiniano derecho, observemos que, segin
la Proposicion [1.0.15] basta con demostrar que todo R—modulo derecho inyectivo se puede
expresar como una suma directa de R—moddulos derechos ciclicos.

Sea F un R—moddulo derecho inyectivo. Notemos que todo R—modulo derecho inyectivo es

continuo por Proposiciéon Entonces, por el Lema [4.0.13] F = EB].GJ Q;, donde @); son
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R—moédulos inescindibles derechos. Dado que @; es un R—mddulo derecho inyectivo para
todo j € J, pues Q; <q E, entonces @; es un (D1)—mobdulo para todo j € J. Asi, por el
Lema para cada j € J, sabemos que Q); contiene un médulo inyectivo ciclico, digamos
C;. Entonces, existen R—modulos derecho inyectivos N; con j € J tales que Q; = C; © N;.
Como cada @Q; es inescindible, observemos que N; = {0} para cada j € J. Es decir, Q; = C;
para cada j € J. Por lo tanto, E = @jeJ C;.

= (a) Sean E un R—moddulo derecho inyectivo y A < E. Por el Lema podemos
considerar una familia independiente maxima {A4;};c; de submoédulos inyectivos no cero de
A. Denotemos por A" = P, A;.

Segin el Lema R es noetheriano derecho, asi, por el Teorema A’ es inyectivo.
Entonces £ = A’ @ A” para algtin submodulo inyectivo A”. Ahora, AN A” <« A”. Pues en
caso contrario, dado que A" satisface (S*), podemos tomar un submodulo inyectivo distinto
de cero I < AN A”, entonces I # A’. Es decir, @,;
la maximalidad de {4;};cs. Por lo tanto, E es un (D1)—modulo.

Hemos demostrado que R es un H —anillo.

A; + I es directa, pero esto contradice

= (¢) Sean M un R—modulo derecho y E(M) su capsula inyectiva. Como M < E(M), por
hipotesis existe una descomposicion E(M) = My @& M de forma que My < M y M N M, <
M. Por Ley Modular (Lema [I.1.17), tenemos que M = M N E(M) = M N (M & Ms) =
(My N M) + M. Més atin, M = (My N M) & M;.

Segin la Proposicion M; es un R—modulo inyectivo derecho, pues es sumando directo
de E(M). Ademéas, M> N M es un R—modulo superfluo derecho por hipotesis.

= (a) Sean un R—modulo derecho inyectivo E'y A < E. Por hipotesis, existen E’ un
R—modulo inyectivo derecho y K un R—modulo superfluo derecho, tales que A = E' @ K.
Como A < E, segin la Proposicién E =E(A)® E"”, para algin R—mddulo inyectivo
derecho E”. Entonces, E=E(F' & K)o E"=E & E(K)$ E".

Por el Lemam E es un (D1)—modulo, pues note que E' <g E'y E’ < A. Ademas,

A FoK

£ E

~ K < E(K) por la Proposicion 2.0.2]

Y como FeBK)er B
E(K)<E(K)pE'=~ Vil =

Entonces, por la Proposicién

Lema 4.0.17. Sea R un H—anillo derecho. Si ¢ : M — FE es un epimorfismo de R—modulos

derechos tal que E' es inyectivo y Ker(yp) < M, entonces M es inyectivo.

Demostracion. Sea ¢ : M — E un epimorfismo de R—moddulos derechos tal que E es inyectivo y

Ker(y) < P. Consideremos ¢’ : E(M) — E un epimorfismo tal que ¢'|p = M.
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Puesto que R es un H—anillo, por el Teorema [£.0.16] existe una descomposicion M = X @Y tal
que X es un R—modulo derecho inyectivo y Y < E(M). Por el Lema[1.3.4)3), ¢/ (Y) = ¢(Y) < E.
Ademas, E = ¢(X)+ ¢(Y), entonces E = ¢(X). Observemos que segiin el Lema[1.2.7] 2), tenemos
que M = X + Ker(p), y como Ker(¢) < M, entonces M = X.

Por lo tanto M es inyectivo. |

Antes de abordar la caracterizacion de los H—anillos, es importante establecer las condiciones
bajo las cuales un modulo satisface la propiedad (S*). A continuacion, presentamos la proposicion

y el teorema relevantes.

Proposiciéon 4.0.18. Un R—modulo derecho inyectivo E satisface (5*) siy solo si cada submodulo

de E es una suma directa de un R—moédulo inyectivo derecho y un R—moédulo cosingular derecho.

Demostracion.

= | Sea N < E. Por hipétesis, existen submodulos K y K’ de E tales que E = K®K' donde K < N
y % es cosingular. Por Ley Modular (Lema [1.1.17), tenemos que N = NNE =NN(K ® K') =
K& (NnNK’), donde K es un R—médulo derecho inyectivo. Ademaés,

N K& (NnK')

~NNK'.
K K

| < Sea L < E. Entonces, L = L@ Lo para algin R—modulo inyectivo derecho Ly y un R—modulo
cosingular derecho Ly. Claramente L <g F y observemos que,

L Li®L
S =22,
Ly Ly

Por lo tanto, L% es cosingular. |

Teorema 4.0.19. Los siguientes enunciados son equivalentes para un anillo R.
(a) Todo R—modulo derecho satisface (S*).
(b) Todo R—modulo inyectivo derecho satisface (S*)

(¢) Todo R—modulo derecho es una suma directa de un R—modulo inyectivo derecho y un

R—moddulo cosingular derecho.

Demostracion.

(a) < (b) La necesidad es directa. Para demostrar la suficiencia, notemos que todo R—modulo esta

contenido en su capsula inyectiva. Por lo tanto, el resultado se sigue del Lema [3.0.6]

(a) < (c) Es consecuencia de la Proposicion [4.0.18 [ |
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Si el R—modulo derecho R satisface (5*), no necesariamente todo R—modulo derecho satisface
(5*). En términos generales, el siguiente ejemplo que se presenta en [I5, Capitulo 5] y también es
discutido en [12] 2.3.4 y 2.3.5], demuestra que la propiedad (S*) no se conserva bajo submodulos.

Veamos.

Ejemplo 4.0.20. Sea QQ = (’;L”“y?g]) donde k es un campo. Entonces, @ es un QQF—anillo local por
[15, Observacion pag. 336]. Sea J = J(Q), S = Zoc(Qq)(= S = Zoc(gQ)), Q = % va=a+ 5
para todo a € Q. Asi, definimos:

W= [Q Q] {la j :a,b,cEQ,dGJ}.
J Q d ¢

1 0
W es un anillo con la suma y producto usual de matrices. Y consideremos 1y = [0 i], e =

1 0 0 0
lo 5 vy f= 0 1] en W. Entonces 1y es el elemento identidad de W, {e, f} es el conjunto
de idempotententes primitivos ortogonales y 1 = e+ f. Oshiro demostrd que W es artiniano derecho
e izquierdo pero no un H —anillo. Entonces, existe un W —moédulo derecho inyectivo E tal que no
es un (D1)—modulo. Sin embargo, como W es perfecto derecho, segin el Lema m E debe ser
un (D1)—modulo, lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto, cualquier W—modulo derecho no satisface (S*).

Definicion 4.0.21. Un R—mddulo derecho M es llamado X—inyectivo si cada suma directa de

copias de M es inyectiva.

Proposicion 4.0.22. Supongamos que todo R—méddulo derecho satisface (5*). Entonces, R es la

suma directa de un ideal derecho ¥ —inyectivo A y un ideal derecho cosingular B.

Demostracion. Dado que cualquier R—modulo derecho satisface (S*), por el Teorema R=
A & B donde A es un R—modulo derecho inyectivo y B es un R—moédulo derecho cosingular.
Como A es inyectivo, por el Lema Z*(A) = Rad(A). De acuerdo con el Lema y la
Proposicién Z*(AN)) = Rad(A™) para todo conjunto de indices A.

Entonces, por el Teorema sabemos que A®) = N @ K para N un R—modulo inyectivo
derecho y K un R—modulo cosingular derecho. Asi, observemos que Z*(N) @ K = Z*(AW) =
Rad(A™) = Rad(N) @ Rad(K). Luego, por Ley Modular (Lema,

K =K N (Rad(N) @ Rad(K))
=K N (Z*(N) & Rad(K))
=(K N Z*(N)) ® Rad(K)
=Rad(K).

Entonces, Rad(K) = K. Y notemos que K = 0, pues en caso contrario, la Proposicion m
garantiza la existencia de un maximo L en K tal que K = Rad(K) < L < K, es decir, L = K. Lo
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cual, nos conduce a una contradiccion.

Por lo tanto A®) es inyectivo para cada conjunto de indices A. [ |

Es importante mencionar que la inversa de la Proposicion no se cumple en general. A

continuacién, presentamos un ejemplo que ilustra esta situacion.

Ejemplo 4.0.23. Sea W como se define en el Ejemplo Entonces, Wy, = eW & eJ(W)
es inyectivo por [15, Seccion 5| o [I2, Prueba del Teorema 2.3.5]. Como W es artiniano derecho,
también es noetheriano derecho por el Teorema de Hopkins-Levitzki Por lo tanto, por [6l
Proposicion 18.13], eW es Y—inyectivo.

Por otra parte, dado que eJ(W) = J(eW) < Z*(W), tenemos que eJ(W) es cosingular. Sin
embargo, en el Ejemplo se demostré que todo W-modulo derecho no satisface (S*).

Finalmente, presentamos el teorema que caracteriza a los H—anillos utilizando los concep-
tos discutidos hasta ahora. Este teorema es fundamental para relacionar este tipo de anillos

con los QF —anillos, y su importancia se destaca en el desarrollo del dltimo capitulo de este trabajo.

Teorema 4.0.24. Los siguientes enunciados son equivalentes para un anillo R.
(a) R es un H—anillo derecho.
(b) R es perfecto derecho donde todo R—modulo derecho satisface (S*).

(¢) Para todo R—modulo derecho inyectivo E, Rad(F) < E y todo R—moddulo derecho satisface
(57).

Demostracion. (a) = (b) Supongamos que R es un H—anillo. Segin el Teorema R es
artiniano derecho, luego R es perfecto. El Teorema también nos garantiza que todo
R—moédulo derecho se descompone como una suma directa de un R—modulo inyectivo derecho
y un R—modulo superfluo derecho. Para concluir, de acuerdo con la Propiedad [2.0.16] y el
Teorema todo R—modulo derecho satisface (S*).

(b) = (c) Consideremos un anillo perfecto derecho R y E un R—moédulo inyectivo. Entonces, E
es un R—modulo semiperfecto y por el Teorema tenemos que Rad(E) < E.

(¢) = (a) Sea E un R—modulo inyectivo. Por el Lema Rad(E) = Z*(E) y por hipotesis
Z*(FE) < E. Dado que M satisface (5*), M es un (D1)—moédulo como consecuencia del
Lema [3.0.7] Por lo tanto, R es un H—anillo derecho.

|
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Capitulo 5

QF-Anillos

Como el titulo sugiere, en este capitulo comenzamos presentando la definicién fundamental
de un QF—Anillo, abreviatura de su nombre en inglés "quasi-Frobenius", que constituye una
categoria especial de anillos que poseen propiedades de auto-inyectividad y otras caracteristicas
notables. El concepto de cuasi-Frobenius es central en la teoria de anillos y médulos, caracterizando
anillos que exhiben propiedades excepcionales en relacién con la inyectividad y la proyectividad
de sus modulos, lo que destaca la importancia de este capitulo final.

Una parte integral de este capitulo reside en las diversas caracterizaciones de los QF —Anillos,
esenciales para identificar y clasificar los anillos con las propiedades especificas asociadas con el
concepto de cuasi-Frobenius. Por esta razon, el anélisis a continuacién se centra en demostrar las
equivalencias entre diferentes condiciones que definen un @ F—Anillo, abordando aspectos como la
auto-inyectividad del anillo, la satisfaccion de la propiedad (S*) por sus modulos, y la estructura
interna de los anillos respecto a sus ideales y médulos relacionados. Ademés de explorar los anillos
cuasi-Frobenius, este capitulo introduce el concepto de anillo QF — 3 derecho. Estas definiciones
enriquecen nuestro trabajo al establecer una relacion entre este concepto y la parte cosingular de
un moédulo, asi como los H—Anillos.

En resumen, el desarrollo de este capitulo ofrecerd una caracterizacion rigurosa de los anillos
cuasi-Frobenius utilizando la propiedad (S*) como herramienta central, con el objetivo de destacar
la importancia de los conceptos desarrollados a lo largo de este trabajo en un contexto mas
amplio de la teoria de anillos y médulos, aspirando a las posibles aplicaciones y relevancia de los
QF-Anillos en diversos ambitos.

Comencemos abordando las definiciones y resultados iniciales que seran de utilidad para nuestro

analisis en esta seccion.

Definicion 5.0.1. Un anillo R es llamado cuasi-Frobenius (QF-anillo) si es artiniano por la

derecha e izquierda y es auto-inyectivo derecho e izquierdo.

Como hemos destacado al inicio del capitulo, el estudio de los Q F'—anillos ha sido extenso hasta

el momento, proporcionandonos diversas caracterizaciones que abordan conceptos variados. A con-
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tinuacion, presentaremos algunas de las caracterizaciones més conocidas y ttiles que consideramos
para el desarrollo del capitulo. Las equivalencias de los siguientes dos teoremas pueden consultarse
en: [14, Teorema 1.50 y Teorema 6.39], [9, Teorema 13.6.1] y [4, Teorema 18.1].

Teorema 5.0.2. Las siguientes proposiciones son equivalentes para un anillo R:
(a) R es QF—anillo.
(b) R es artiniano derecho o izquierdo y auto-inyectivo derecho o izquierdo.
(¢) R es noetheriano derecho o izquierdo y auto-inyectivo derecho o izquierdo.

(d) R satisface la ACC sobre los anuladores derechos o izquierdos y es auto-inyectivo derecho o

izquierdo.

(e) R es noetheriano derecho e izquierdo. Ademas rrlg(I) = I para todo ideal derecho I de Ry
Irrr(H) = H para todo ideal izquierdo H de R.

(f) R es perfecto izquierdo y auto-inyectivo derecho e izquierdo.

(g) Rg es Y—inyectivo.

Teorema 5.0.3 (Faith-Walker). Sea R un anillo. Las siguientes proposiciones son equivalentes:
(a) R es un QF —anillo.
(b) Todo R—mo6dulo derecho inyectivo es proyectivo.

(¢) Todo R—médulo derecho proyectivo es inyectivo.

Para acercarnos al teorema que unificara el trabajo realizado a lo largo de la tesis, es crucial
establecer las condiciones bajo las cuales la propiedad (S*) y el concepto de parte cosingular de
un anillo satisfacen la definiciéon de un QQF —anillo. Con este propoésito, presentamos el siguiente
lema. Para su demostracion hacemos uso de la siguiente equivalencia que puede consultarse en [5]
Proposicion 20.3 Al:

Proposicion 5.0.4. Sea E un R—modulo derecho inyectivo. E es Y—inyectivo si y solo si toda

suma directa contable de copias de F es inyectiva.

Lema 5.0.5. Sea R un anillo tal que Z*(Rgr) = J(R) y supongamos que el R—moddulo derecho
E(RM) satisface (S*). Entonces, Rp es Y—inyectivo. Y asi R es un QF —anillo.

Demostracion. Sea FF = R® R® ... el R—moddulo libre derecho tal que es una suma directa de un

ntimero contablemente infinito de copias de R, es decir, F = R™). Por hipotesis E(F) satisface

o6



QF-Anillos

(5*). Segun la Proposicion [4.0.18] F' = X @ Y para algun submoédulo inyectivo y un submddulo

cosingular Y. Sea J(R) el radical de Jacobson de R, observemos que:

Y =Z*(Y)
<Z*(F)

=Z"(R®R® ...)
=J(R)® J(R) @ ... (por el Lemal[2.0.9)
—J(R&R&..)
=Rad(F)
=FJ(R) (por el Teoremall.7.5)) 3)

Ademés E = EJ (R) y % =Y, entonces % es proyectivo. Y por la Proposici()n sabemos
que == {0} Por lo que, F' es inyectivo. Asi, segun la Proposmlon 4 Rp es Eflnyectlvo
Finalmente, para justificar la altima parte, basta con revisar el inciso (g) de las equivalencias

presentadas en el Teorema [5.0.2 |

Ahora, deseamos presentar un resultado que consideramos interesante, ya que resume las
relaciones entre los H—anillos, los anillos QF — 3, y a su vez, los QF —anillos. Para lograr esto,

primero debemos establecer las siguientes definiciones.

Definicién 5.0.6. 1) Un R—mddulo derecho fiel serd llamado fiel minimo en caso de que sea

isomorfo a un sumando directo de cada R—mddulo derecho fiel.

2) Decimos que un anillo R es QF-8 derecho (respectivamente, izquierdo) si tiene un
R—mddulo derecho (respectivamente, izquierdo) fiel minimo. Ademds, R es QF-3 si es a la

vez QF — 3 derecho e izquierdo.

En el proceso de desarrollar el teorema de este capitulo, descubrimos una relaciéon entre el
concepto de anillos QF — 3 y los H—Anillos. Para abordar esta relacion, fue necesario encontrar
una caracterizacion entre las equivalencias presentadas en [6l, Teorema 31.6], esta establece que un

anillo R es QF — 3 derecho si y solo si E(RRg) es proyectivo.

Lema 5.0.7. Todo H—anillo derecho es un anillo QF — 3 derecho.

Demostracion. Supongamos que R es H—anillo derecho. Por el Teorema[f.0.24] R es perfecto dere-
cho. Entonces, E(R) tiene cubierta proyectiva, es decir, existe a : P(E(R)) — E(R) epimorfismo

superfluo. Ahora, considerando P(E(R)), sabemos que existe un morfismo ~y tal que el siguiente
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diagrama conmuta (: = ay):

De donde podemos implicar que v es un monomorfismo.
Ademas, por hipotesis y el Lema [4.0.17} sabemos que P(E(R)) es inyectivo, es decir, existe un

morfismo v’ tal que el siguiente diagrama conmuta (7't = «):

Como 4’ es monomorfismo, podemos decir que E(R) se sumerge en P(E(R)), entonces
E(R) <g P(E(R)). De esta forma, dado que P(E(R)) es proyectivo, E(R) es proyectivo.
Por lo tanto, R es un anillo QF — 3. [ |

Teorema 5.0.8. Los siguientes enunciados son equivalentes para un anillo R.
(a) R es QF—anillo.
(b) R es un anillo auto-inyectivo derecho y todo R—modulo derecho satisface (S*).
(¢) R es un anillo auto-inyectivo derecho y E(RM) satisface (S*).
(d) Se satisface Z*(Rgr) = J(R) y cualquiera de las siguientes condiciones:

(1) Todo R—mo6dulo derecho satisface (S*), o
(2) E(RM) satisface (S*), o
(3) R es un H—anillo derecho.

Demostracion. (a) = (b) Sea R un QF —anillo. Observe que R es auto-inyectivo derecho direc-
tamente por definiciéon. Por lo que el resto de la demostracién se concentrara en demostrar
que R es H—anillo, pues, segin el Teorema [£.0.24] podriamos concluir que todo R—mddulo
derecho satisface (S*).

Sea E un R—moddulo derecho inyectivo. Por hipotesis, F también es proyectivo. Y conside-
remos A < E. Como R es un anillo artiniano derecho, entonces es perfecto derecho, de esta
forma sabemos que % tiene cubierta proyectiva. Por el Corolario existe una descom-
posicion E = Ey @ E5 tal que By < Ay E; N A < E,. Como Ey < E, por el Lema [1.3.4]
tenemos que E2 N A < E. Por lo tanto, E es un (D1)—modulo.

Concluimos que R es un H—anillo derecho.

(b) = (c) Es claro.

o8



QF-Anillos

(c) = (a) Es consecuencia del Lema [5.0.5

(a) = (d3) Supongamos que R es QF—anillo. Por el Lema [2.0.12] tenemos:

Z*(Rg) ={r € R|rrr(J(R)) = 0}
=lr(rr(J(R)))
=J(R) (Por el inciso (e) del Teorema [5.0.2)

Por otro lado, observemos que en el proceso de la demostracion de (a) = (b), en particular,

argumentamos que todo QF —anillo también es H—anillo.

(d3) = (a) Por el Teorema[4.0.16] R es artiniano derecho y para un R—moédulo derecho proyectivo
P, existen R—modulos derechos E inyectivo y S superfluo, tales que P = E & S.
De acuerdo con el Lema y Lema [2.0.12] afirmamos que Z*(S) = Srr(J(R)) = {0}. Y
segiin el Lema[2.0.15] S también es cosingular, es decir, S = Z*(S) = {0}. Entonces S = {0},
esto nos dice que P = E, por lo tanto, P es inyectivo. Por el Teorema [5.0.3} concluimos que
R es un @QF —anillo.
Para finalizar, observe que las implicaciones (a) = (d1) = (d2) = (a) son claras ocupando los
resultados (a) = (b) = (c) y el Lema [5.0.5] respectivamente. |
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