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Resumen

En este trabajo se desarrollaron mediciones de momentos de inercia en tres estructuras
fractales deterministas y una no determinista, con el fin de extender el tratamiento del
momento de inercia en objetos que presentan estructura fractal (geométrica) determinista,
se obtiene experimentalmente el momento de inercia de las siguientes estructuras fractales:
Triangulo de Sierpinski, Carpeta de Sierpinski, Curva de Koch y un fractal obtenido me-
diante la celda de Hele-Shaw; cuyos momentos de inercia, para los tres primeros fractales,
ya han sido reportados en la literatura tinicamente mediante un anélisis teérico. Las piezas
fueron fabricadas para este proposito y el analisis teérico también fue desarrollado en el

presente trabajo.
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INTRODUCCION

En las dltimas décadas los fractales han incursionado en diversas areas del conocimiento
para enfrentarse con el reto de describir a la naturaleza [1, 2, 4, 3, 5, 6]. Se ha observado que
los conjuntos fractales modelan mejor a fenémenos naturales. Algunas de las dreas donde se
aplica la teoria fractal con grandes ventajas son: Biologia, Medicina, Geologia, Sismologia,
tratamiento de imagenes, Fisica, industria, etc. Un ejemplo de aplicaciéon de la tecnologia
fractal es en la industria de las telecomunicaciones ya que ha permitido desarrollar una
antena integrada (antena fractal)[6] en el teléfono movil y capaz de transmitir y recibir
en varias bandas de frecuencia permitiendo albergar servicios de conectividad a redes de
datos de alta velocidad e internet para poder manejar contenido multimedia.

El problema que dio origen a nuestro interés fue el articulo publicado por Lima, Oliveira
y Gomes [7], “A Galilean experiment to measure a fractal dimension”. El experimento
consiste en medir el movimiento de bolas de material laminar corrugado en un plano
inclinado, como resultado de esas mediciones se encuentra el valor del momento de inercia
de esas bolas. El analisis de los resultados arrojé una interpretacion de los valores de
momentos de inercia para materiales con estructura fractal. Las pelotas de papel que
usaron se ha demostrado que presentan una estructura fractal [8, 9]. Posterior a esto Carl
y Lawrence [10], derivaron expresiones de momento de inercia para esferas y cascarones

esféricos n-dimensional, donde n es un ntimero complejo; también derivaron expresiones
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para objetos geométricos de dimension fraccional.

En anos recientes a habido desarrollos en la teoria de la dindmica fraccional y sus
aplicaciones [11, 12, 13, 14, 15], campo de estudio que investiga el comportamiento de
los objetos y sistemas que se caracterizan por la ley de potencia o propiedades fractales
mediante el uso de integracion y diferenciacion de orden no entero, es decir, por métodos
del calculo fraccional. Esta técnica es usada para el estudio de una amplia variedad de
medios porosos que pueden ser considerados medios fractales como: polimeros, agregados
coloidales [16, 17|, pero difiere de lo tratado en este trabajo.

En este trabajo se presenta un enfoque experimental. Se realiz6 la medicion del momen-
to de inercia de las siguientes estructuras fractales deterministas geométricas: Tridngulo
de Sierpinski, Carpeta de Sierpinski, Curva de Koch, y un fractal obtenido mediante la
celda de Hele-Shaw; cuyos momentos de inercia, para los tres primeros fractales, ya han
sido reportados por la literatura inicamente mediante un analisis tedrico, el cual también
se desarrolla en este trabajo.

El presente trabajo esta estructurado de la siguiente manera: En el primer capitulo se
hace una resena histérica del origen de los fractales, se describe la forma de construccion
de algunos de ellos y se mencionan aspectos generales de estos.

En el segundo capitulo se abordan los aspectos teodricos relacionados al momento de
inercia y se describe la forma de obtener estos para algunas estructuras fractales determi-
nistas.

En el tercer capitulo se presenta el arreglo experimental, se describen las partes que lo
integran y la forma en que se llevan a cabo las medidas. Posteriormente, en el cuarto capi-

tulo se presentan los resultados tedricos y experimentales y se realiza el analisis y discusion
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de estos. Finalmente, en el quinto capitulo, se presentan las conclusiones generales.
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1. FRACTALES

Los intentos por descifrar las claves de la naturaleza datan desde los origenes de la hu-
manidad [18]. En gran medida, estos esfuerzos ha llevado a simplificar el objeto de estudio
que se analiza para asi manejar la informaciéon obtenida de una forma mas eficiente. Esto
lleva a que las diversas ramas de la ciencia vuelquen su atenciéon en encontrar regularidades
en los objetos de estudio, entre ellas la geometria.

La geometria tradicional, aquella estudiada inicialmente por Euclides mostro la utilidad
de las formas regulares y se obtuvo el mejor provecho de esta, llegando a crear las férmulas
que hoy permiten manejar de manera més eficiente las formas regulares. Sin embargo, en
el periodo comprendido entre mediados del siglo XIX y principio del XX, los matematicos
se fueron percatando de que no era posible una comprension apropiada de las formas
irregulares de la naturaleza a través de esta geometria. Surge asi la necesidad de una

nueva geometria capaz de descifra las irregularidades ocultas de las formas naturales.

1.1.  Origenes

En 1872, Karl Weierstrass [19, 20, 21| presenta la primera definicion de una funcion
cuya grafica es considerada hoy en dia un fractal, que podia dibujarse sin levantar el

lapiz del papel pero estaba llena de irregularidades. Fue la primera funciéon conocida con
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la propiedad de ser continua en cada uno de sus puntos pero derivable en ninguno. La

funciéon es definida como:

g(z) =Y V' cos(a"), (1.1)
n=1
dondeb<1yab>1+%7r.

En la figura 1.1 se muestra la grafica de la funcion.

Fig. 1.1: La funcion de Weierstrass presenta un comportamiento fractal (Recuperado de

http://es.wikipedia.org/wiki/Funci %C3 %B3n_de Weierstrass).

Funciones de este tipo, con un gran ntimero de irregularidades se pensaba que eran
muy escasas y ademas poco interesantes desde el punto de vista practico. Sin embargo,
su grafica representa muy bien a fenémenos de la vida cotidiana, como por ejemplo las
cotizaciones en bolsa de las acciones de un banco. Posterior a esto, en 1883, Georg Cantor,
public6 un subconjunto de la recta real conocido como conjunto de Cantor, que tenia
propiedades inusuales como: no vacio, disconexo, no numerable, y que ahora se conoce
como fractal.

El conjunto de Cantor es un clésico fractal matematico que exhibe de forma evidente

una de las propiedades mas importantes de los fractales, la autosimilaridad. Este fractal
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se obtiene de la siguiente manera: se parte de un segmento unitario [0, 1], se divide en
tres partes y se elimina la parte central (%, %) Cada uno de los dos nuevos segmentos de
longitud un tercio se divide en tres partes y se vuelve a quitar el segmento central, y asi
sucesivamente. Después de infinitos pasos se obtiene un conjunto que recibe el nombre de
polvo de Cantor, debido a que la longitud de los segmentos en cada una de las sucesivas
etapas tiende a cero. El sistema de medidas de la época (medida Lebesgue) daba para
dicho conjunto una longitud nula, tarde o temprano se tuvo que aceptar que aquel sistema

de medidas era insuficiente. En la figura 1.2 se muestran las cuatro primeras etapas.

Fig. 1.2: Sucesivos pasos de la construccion geométrica del conjunto de Cantor.

Otro suceso importante se dio en 1904 cuando Helge von Koch, da a conocer lo que
ahora se llama copo de nieve o curva de Von Koch. Se obtiene tomando un triangulo
equilatero, cada uno de sus lados se divide en tres partes, y se sustituye el segmento
central por dos segmentos de la misma longitud a manera de un tridngulo equilatero
convexo. En teoria, al ser el proceso infinito, el resultado que se obtiene es una figura
tremendamente compleja e irregular, que tiene area finita, siendo su perimetro una linea
poligonal de longitud infinita. En la figura 1.3 pueden apreciarse las primeras iteraciones

del proceso.
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Fig. 1.3: Generacién de la curva de Von Koch (Recuperado de

http://bibliotecadigital.ilce.edu.mx/sites/ciencia/volumen3/ciencia3 /147 /htm/sec_ 5.htm).

Para 1915, los matematicos franceses Pierre Fatou y Gaston Maurice Julia, de manera
independiente, llegaron a lo que hoy se conoce como un comportamiento fractal, asociado
con el mapeo de los niimeros complejos e iterativos de funciones, y que conduce a ideas
acerca de los atractores y repulsores. En esta misma década, se da a conocer otro fractal
importante, conocido con el nombre de triangulo de Sierpinski. Su método de construccion
es muy sencillo, tal y como se muestra en la figura 1.4. Se parte de un tridngulo equilétero,
se unen los puntos medios de sus tres lados y se elimina el triangulo central. Tenemos ahora
tres triangulos y en cada uno de ellos se aplica el procedimiento descrito en el triangulo
inicial. Se reitera este proceso geométrico hasta el infinito, y el conjunto tedrico que se

obtiene es el triangulo de Sierpinski.

Aplicando un razonamiento analogo al anterior, se parte de un cuadrado, se divide en
nueve cuadros iguales y se elimina el cuadro central. Tenemos ahora ocho cuadros y en
cada uno de ellos se aplica el procedimiento inicial. En este caso, el conjunto obtenido se

llama la alfombra de Sierpinski. Ver figura 1.5.
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Fig. 1.4: Primeras iteraciones del tridngulo de Sierpinski (Recuperado de

https:/ /batchdrake.wordpress.com/2009/01/12/el-area-del-triangulo-de-sierpinski/).

Fig. 1.5: Primeras  iteraciones de la  carpeta de  Sierpinski  (Recuperado de
http://www.dma.fi.upm.es/recursos/aplicaciones/geometria_fractal/proyectos /movi-

miento browniano/sierpinski.htm).

Hasta aqui, todas las curvas y conjuntos mencionados se incluyen dentro de una clase
més amplia de objetos matematicos denominados fractales. El término fractal (del latin
fractus que significa quebrado o fracturado) fue acunado por Benoit Mandelbrot en su

libro Geometria Fractal de la Naturaleza [22], se define como:

Un fractal es un conjunto para el cual la dimensién de Hausdorff-Besicovitch excede
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estrictamente a la dimension topolégica.
Cualquier conjunto con un valor de la dimensiéon de Hausdorff-Besicovitch no entera

es un fractal.

1.2. Dimension Fractal

A menudo resulta necesario determinar el tamano de un fractal para poder establecer su
similitud con algtn otro [22, 23, 24|. Existen distintos ntimeros asociados con los fractales
que nos permiten compararlos, denominados normalmente dimensiones. Uno de ellos, el
de dimension topolégica Dr, hace alusion a la forma de ocupar el espacio que tiene el
conjunto. Asi, a un punto y al conjunto de Cantor se les asigna dimensiéon topologica
igual a cero. Pero este tipo de dimension plantea un serio problema pues resultan ser poco
fina al otorgar la misma dimensiéon a un tnico punto que a un conjunto no numerable
de puntos como es el conjunto de Cantor. Otro de ellos, es la dimensiéon de semejanza,
podria calcularse si se encuentra el factor de escala mediante el cual matematicamente
dicho objeto se puede reproducir. Si partimos de un objeto con un tamano lineal igual a 1
en una dimension euclidiana D, y se reduce su tamafio por un factor de 1/I, se necesitan
un ntimero N(I) de objetos autosimilares para cubrir el objeto original, N(1)(1/1)P = 1.
En la figura 1.6 se ilustra la forma en que esta relacionado N(I) y la dimension D de un

objeto geométrico en una, dos y tres dimensiones.

Al despejar para D, obtenemos:

p = oelNW) (1.2)
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D=1 D=2 D=3
=1
N=1
N=1
N=1
SN
=2
=2 H=4
N=g
=3 T
N=3
h=3 N=27
Fig. 1.6: Forma de definir la dimension (Recuperado de

https://es.wikipedia.org/wiki/Dimensi %C3 %B3n_ fractal).

Si tomamos esta formula como definicion del valor de la dimension de cualquier figura
que pueda ser descompuesta en copias a escala de si misma, obtenemos una manera de
asignar una dimensién a algunos conjuntos fractales clasicos. La dimension fraccionaria o

fractal de los conjuntos tratados anteriormente son los mostrados en la tabla 1.1.

Fractal Dimensioén fractal

Conjunto de Cantor | log(2)/log(3) ~ 0.6309

Triangulo de Sierpinski | log(3)/log(2) ~ 1.5849

Carpeta de Sierpinski | log(8)/log(3) ~ 1.8927

Curva de Koch log(4)/log(3) ~ 1.2618

Tab. 1.1: Dimension de algunos fractales clasicos.

La dimensiéon de Hausdorff es probablemente la mas importante de las dimensiones
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fractales, tiene la ventaja de ser definido para cualquier conjunto pero en muchos casos es
dificil calcular o estimar. Sin embargo, para un mejor entendimiento de la matematica de
los fractales es esencial la comprension de la medida y dimension de Hausdorff [24].

Sea U un subconjunto no vacio de un espacio R", el diametro de U es definido como
|U| = sup{|z — y| : z,yeU}, es decir la mayor distancia para cualquier par de puntos en
U.si F C U2,U; con 0 < |Us| < § para cada I, se dice que {U;} es un d-recubrimiento de
F.

Sea F' es un subconjunto de R" y s es un nimero no negativo. Para cualquier § > 0 se

define.

i=1
Hj3(F) = inf {Z \U;|” : {U;} esun 6 — recubrimiento de F} . (1.3)

La medida s-dimensional de Hausdorff se define entonces como el limite en (1.3) cuando

6 — 0.

H*(F) = lim H;(F). (1.4)

A partir de la medida s-dimensional de Hausdorff podemos definir la dimension de

Hausdorff de un conjunto F' como el niimero real que satisface:

dim(F) =inf {s: H*(F) =0} =sup{s: H*(F) = 400}, (1.5)

de manera que dim(F) es el valor que resume el comportamiento de F' respecto a la
familia paramétrica de medida.

Cabe notar que en general la dimension de Hausdorff es dificil de calcular o estimar,
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aunque para los ejemplos dados anteriormente esto es posible gracias a la condicion de
autosimilaridad. Sin embargo, ciertos fenémenos de la naturaleza y objetos de la vida real
a simple vista tienen autosimilitud y se intuye que tienen dimension fraccionaria, pero la
pregunta natural que surge es jcomo calcular la dimensiéon fractal de un objeto como el

mostrado en la figura 1.77

Fig. 1.7: A través de la celda de Hele-Shaw se obtiene un patrén fractal que se forma cuando un

liquido penetra en otro mas viscoso (Recuperado de [25]).

Para hacer frente a esto, necesitamos un método de aplicacion mas general para calcular
la dimension fractal. Para esto existe el método por conteo de cajas [24, 26], técnica
ampliamente utilizada debido en gran parte a su relativa facilidad de célculos matematicos.
Geométricamente consiste en situar la malla de longitud 0 sobre el conjunto a medir y
contar el namero de cajas Ng(F') de la red en las que hay algin punto del conjunto, luego
se hace lo mismo pero usando una malla mas fina. Este ntimero, por supuesto, sera diferente
en funcion del valor elegido de 9. Haciendo uso de una gréfica logaritmica, colocando en

el eje y el valor del nimero de cajas log(Ns(F')) y en el eje x el valor de la longitud de la



10 FRACTALES

caja log(d), la pendiente de la linea es la dimension fractal del objeto.

Existen programas de procesamiento de imagenes digitales que permiten estimar la
dimension fractal de imagenes utilizando métodos de conteo de cajas, uno de ellos es el
ImageJ. En la figura 1.8 se muestra los resultados obtenidos al aplicar la técnica de conteo

de cajas a la imagen mostrada en la figura 1.7.

e
N D=1 7607

ag (Couwnl)
=
T

7
1

log (boa Sire)

Fig. 1.8: Dimension fractal obtenida al aplicar la técnica de conteo de cajas aplicando programa

ImageJ .

1.3. Clasificacion de los fractales

Los fractales vienen en dos variantes principales, fractales deterministas y fractales
aleatorios. La primera categoria consiste en los fractales que se componen de varias copias
escaladas hacia abajo o hacia arriba, como el tridngulo de Sierpinski, la carpeta de Sier-
pinski, la curva de Koch, etc., a estos se les llaman fractales geométricos. El conjunto de
Julia también cae dentro de la misma categoria debido a que todo el conjunto se puede
obtener mediante la aplicaciéon de un mapa no lineal iterativo. A esta clase de fractales se

les llama fractales algebraicos. Por lo tanto, los fractales geométricos y los algebraicos son
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parte de los fractales deterministas. La segunda categoria, es decir, los fractales aleatorios,
son fractales que incluye un elemento adicional de aleatoriedad, lo que permite la simu-
lacion de los fenémenos naturales como: las nubes, las montanas, las lineas costeras, los

fenémenos de difusion, etc. Estos presentan la caracteristica de auto-similitud estadistica.
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2. MOMENTO DE INERCIA

2.1. Momento de Inercia

El momento de inercia I miden la oposicién de los cuerpos a girar alrededor de un eje
[26], ¥ su conocimiento resulta imprescindible para estudiar el movimiento de los cuerpos.
Cuando un cuerpo gira en torno a uno de los ejes principales de inercia, la inercia rotacio-
nal puede ser representada como una magnitud escalar llamada momento de inercia. Sin
embargo, en el caso més general posible la inercia rotacional debe representarse por medio
de un conjunto de momentos de inercia y productos de inercia que forman el llamado
tensor de inercia.

El momento de inercia refleja la distribucion de masas entre las particulas constituyen-
tes del cuerpo con relacion a la rotacion alrededor del eje de giro. Este también depende
de la distribucion de masas, es decir, de la densidad.

Dado un sistema de particulas y un eje arbitrario, el momento de inercia del mismo se
define como la suma de los productos de las masas de las particulas por el cuadrado de la

distancia r de cada particula a dicho eje. Matematicamente se expresa como:

I = Zmﬂ"f. (2.1)

Para un cuerpo de masa continua, se generaliza como:
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I:/ r2dm:/p7‘2dv, (2.2)

donde el subindice v de la integral indica que se integra sobre todo el volumen del cuerpo.
Si conocemos el momento de inercia de un cuerpo cualquiera respecto a un eje que
pasa por su centro de masa, podemos obtener su momento de inercia respecto a cualquier

otro eje paralelo a él, mediante el teorema de los ejes paralelos.

I =1+ Md?* (2.3)

donde I es el momento de inercia respecto al eje que pasa por el centro de masa, I es el
momento de inercia respecto al eje paralelo, d es la distancia entre los dos ejes y M es la
masa del cuerpo.

Los céalculos de momento de inercia que se haran en este capitulo serdn para un tipo
especial de fractales, los fractales deterministas geométricos, por tanto, solo bastaré con

aplicar la formula general (2.2) para calcular dicho valor.

2.2. Momento de inercia de estructuras fractales deterministas

2.2.1. Momento de inercia del conjunto de Cantor

El momento de inercia I de estructuras fractales deterministas geométricos se obtienen
por el calculo directo del momento de inercia de la figura y utilizando el teorema de los
ejes paralelos [10]. Dentro de estos, el ejemplo més sencillo es el conjunto de Cantor y se

obtiene con base en la figura 2.1 de la siguiente manera:
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{

i T?ﬂ e

'n .

o _— s
- = - = I3 - = - —

Fig. 2.1: Construcciéon geométrica del conjunto de Cantor para determinar el momento de inercia

con respecto de un eje perpendicular que pasa por el centro de masas.

Nota: En todos los casos el momento de inercia es calculado con respecto al centro de
masa de la figura.
El momento de inercia del conjunto de Cantor de generacion cero es igual al momento

de inercia respecto a su centro de masa de una barra de longitud [ y masa my.

1
IO = EmolQ. (24)

Para la generacion uno, estd compuesto del momento de inercia de dos barras de
longitud [/3 y masa m;/2, desplazadas una distancia [/3 del centro de masa de la barra

de orden cero.

=g () G- mme e

Aplicando un procedimiento igual al anterior, llegamos a la segunda generacion.

el (D) 6) 6] - oo
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Después de una serie de calculos, se llega a la féormula que permite calcular el momento

de inercia [, para la generacion n-ésima:

1 1
I,=|=——9"|m,l? 2.
[8 249 1ml, (2.7)

donde m,, se obtiene en funcién de mg de la forma.

o= 2] o8

Sustituyendo la ecuacion (2.8) en (2.7) y tomando el limite de n a infinito, se obtiene:

1 1 21"
I, = lim [— — —9"] {5} mol®> = 0, (2.9)
Sin embargo, cabe aclarar que la expresion utilizada como n-ésima generacion es una

representacion aproximada del fractal , dado que un fractal geométrico es el objeto final

que se obtiene al aplicar infinitas veces un proceso geométrico determinado.

2.2.2.  Momento de inercia del triangulo de Sierpinski

El momento de inercia del triangulo de Sierpinski respecto al eje x se determina con
base en la figura 2.2 de la siguiente manera:
Generacion cero, igual al momento de inercia de un tridngulo equiladtero de lado b y
masa mg respecto al eje x.
1

Iy = ﬂm0b2. (2.10)

Generacion uno, el momento de inercia esta compuesto de tres triangulos de lado b/2
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\ 4

AA A 4

Fig. 2.2: Imagen del tridngulo de Sierpinski utilizada para determinar el momento de inercia con
respecto a cada uno de los ejes coordenados. El eje z es el eje perpendicular al plano de

la imagen y que pasa por su centro de masa.

y masa my /3, dos de ellos desplazados una distancia b/v/48 y el tercero desplazado una
distancia b/v/12 respecto al eje que cruza por el centro de masa del triangulo de generacion

cero.

2[5 ()] [ 0+ 3 ()]
5
o (2.11)
Para la segunda generacion tenemos:
s () () () () - [59 0) (9 ()]
T
128
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Después de una serie de calculos, llegamos a la formula que permite calcular el momento

de inercia [, para la generacion n-ésima:

11
I, = {— — —4—"} mb%, (2.13)

donde m,, se obtiene en funcién de mg de la forma:

My, = E]nmo. (2.14)

Ahora, el momento de inercia para el triangulo de Sierpinski respecto al eje y se deter-
mina de la siguiente manera:
Generacion cero, igual al momento de inercia de un tridngulo equilatero de lado b y

masa mg respecto al eje y.

1
Iy = ﬂm0b2. (2.15)

Generacion uno, el momento de inercia esta compuesto de tres tridangulos de lado b/2
y masa m;/3; el primero de ellos, su centro de masa se encuentra sobre el eje que pasa
por el centro de masa del triangulo de la generacion cero, los dos restantes se encuentran

desplazados una distancia b/4 respecto de este eje.

s (3)E) 2 E) 0] ame e

Para la segunda generacion tenemos:
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5 mo b 2 5 mo b 2 mo b 2 7
I :_(_> LAY _(_> 2 (_> ) | = omgb 2.17
2796 \ '3 (2)+ [96 3)\z2) "3 128" (2.17)
Después de una serie de calculos, llegamos a la formula que permite calcular el momento

de inercia [,, para la generacion n-ésima:

1 1
I,=|———4™" 2, 2.1
" {18 @ ]m”b (2.18)

Por ultimo, el momento de inercia para el triangulo de Sierpinski respecto al eje z se
determina de la siguiente manera:
Generacion cero, igual al momento de inercia de un tridngulo equilatero de lado b y
masa my respecto al eje z.
1

Iy = Emon. (2.19)

Generacion uno, el momento de inercia esta compuesto de tres tridngulos de masa m, /3

y desplazados una distancia b/+/12 del centro de masa del triangulo de la generacion cero.

)@ G )] e e

Para la segunda generaciéon tenemos.

5 mo b 2 mo b 2 7
L —3|2 (_) v (_> 2 ) | = Longp? 2.21
2 [48 3 (2) 3\ 64 (221)
Después de una serie de célculos, llegamos a la formula que permite calcular el momento

de inercia [,, para la generacion n-ésima.
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1 1
I, =|-——4™" 2, 2.292
» {9 36 ]m”b (2.22)

El teorema de los ejes perpendiculares, es valido para cuerpos rigidos, delgados y planos
como es nuestro caso. A manera de verificacion lo utilizaremos para comprobar nuestros

resultados, sumando las ecuaciones (2.13) y (2.18) obtenemos:

11 11
L,=1,+1I, =|—— 4" mb*+ | = — =—=47"| m,b*
n T e [18 iz }m - {18 @ }m

(2.23)
11

_ |\ _ -y 2
—{9 364 ]mnb.

Este resultado concuerda con el obtenido en la ecuacion (2.22).

2.2.3. Momento de inercia de la carpeta de Sierpinski

Fig. 2.3: Imagen de la carpeta de Sierpinski utilizada para determinar el momento de inercia con
respecto a cada uno de los ejes coordenados. El eje z es el eje perpendicular al plano de

la imagen y que pasa por su centro de masa y los ejes x y y son paralelos a los lados.
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El momento de inercia para la carpeta de Sierpinski respecto al eje x se determina de
la siguiente manera:
Generacion cero, igual al momento de inercia de un cuadrado de base b y masa mg con

respecto al eje x.

1
Iy = Emobz. (2.24)

Generacion uno, el momento de inercia esta compuesto de ocho cuadrados de base b/3
y masa m; /8, dos de ellos, su centro de masa se encuentra sobre el eje que pasa por el
centro de masa del cuadrado de la generacion cero, los seis restantes estan desplazados

una distancia b/3 respecto de este eje.

+6

n=2 5 () () o B8 () + () () ] =dmen

Para la segunda generacion tenemos:

5 rmay (D) 5 rmay (D\®  rmoy (D] 91
L=2|2 (%) (5 61 (52) (2) +(52) (5) | = omgmet® (226
2 [54 8 (3) ] i [54 s)\3) T\%)\3 972" (2.26)
Después de una serie de calculos, llegamos a la formula que permite calcular el momento

de inercia [, para la generacion n-ésima.

1
I, = P — —9—“} m,b?, (2.27)

donde m,, se obtiene en funcién de mg de la forma:
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My, = {grmo. (2.28)

Por la simetria que presenta la carpeta de Sierpinski, el momento de inercia respecto
al eje y, es igual al obtenido respecto al eje x. Por lo tanto, el momento de inercia I,, de

la n-ésima generacion es:

1
I, = P — —9—"} m,b%. (2.29)

El momento de inercia para la carpeta de Sierpinski respecto al eje z se determina de
la siguiente manera:
Generacion cero, igual al momento de inercia de un cuadrado de base b y masa mg con

respecto al eje z.

1
Iy = 6m0b2. (2.30)

Generacion uno, el momento de inercia estd compuesto de ocho cuadrados de base
b/3 y masa m;/8, cuatro de ellos desplazado una distancia b/3 del eje z y los restantes
cuatro desplazados una distancia (\/ﬁb) /3 respecto al eje que pasa por el centro de masa

del cuadrado de orden cero.

6 @6

5)
= —m1b2.

27

1 /my b\ 2 my V2b ’
Al E )]

Para la segunda generacion tenemos:
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Al (F)

(2.32)
Después de una serie de calculos, llegamos a la formula que permite calcular el momento

de inercia [,, para la generacion n-ésima:

1
I, = P — —9"} m, b2 (2.33)

2.2.4. Momento de inercia de la curva de Koch

El momento de inercia para la curva Koch respecto al eje x se determina de la siguiente
manera;
Generacion cero, igual al momento de inercia de un tridngulo equilatero de lado b y
masa mg con respecto al eje x.
1

Iy = ﬁmobz. (2.34)

Generacion uno, el momento de inercia estd compuesto del momento de inercia de la
generacion cero Iy més el momento de inercia de tres triangulos de lado b/3 y masa my/12;

dos de ellos desplazados una distancia 2b/3v/12 y el tercero 2b/(3+/3) respecto al eje .

() (3) () (i)
L () (i ()

1 /3
L=—|(= ’ 42

(2.35)
_l’_
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Fig. 2.4: Imagen de la curva de Koch utilizada para determinar el momento de inercia con respecto
a cada uno de los ejes coordenados. El eje z es el eje perpendicular al plano de la imagen

y que pasa por su centro de masa, el eje x es paralelo a la base del tridngulo.

Aplicando un procedimiento analogo al anterior, llegamos a la segunda generacion:
11 /108

e ()74 [ ) (5) + () (o) |
i) (5) G <7) .

1 may (B\° ymay [ 140\ 55,
4= (=) (2 ) —= = ——myb”.
b <120> (9) * (120> (9\/12) 072"

Tercera generacion:

_ 6053
27102789 T

(2.37)

Cuarta generacion:
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507782
I, = 20 e 9.3
47 3483373 ™ (2.38)
Quinta generacion:
41760170
L= 2 w2 2,
57 692821017 (2.39)

La masa de orden n se obtiene en funcién de mg de la forma:

8 3 /4\"
n=l-—=1= . 2.40
m=[5-5(s) 0
El momento de inercia para la curva Koch respecto al eje y se determinan de la siguiente
manera;

Generacion cero, igual al momento de inercia de un tridngulo equilatero de lado b y

masa mg con respecto al eje y.

1
I() = ﬂmon. (241)

Generacion uno, el momento de inercia esta compuesto del momento de inercia de la
generacion cero Iy més el momento de inercia de tres triangulos de lado b/3 y masa my /12;
dos de ellos desplazados una distancia b/3 y el tercero se encuentra sobre el eje del centro

de masa.

IO ROIOIRFOIOR

Aplicando un procedimiento analogo al anterior, llegamos a la segunda generacion:
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= () () () () )
S HIOREION "
156 (6) 6 ()] -

Tercera generacion:

6053
= v’ 2.44
37 702789 (244)
Cuarta generacion:
507782
= ————myb’. 2.45
+7 8ag3373 (2.45)

Quinta generacion:

41760170

b Y 2.4
692821917 0 (2.46)

5

El momento de inercia para la curva Koch respecto al eje z se determina de la siguiente
manera;
Generacién cero, igual al momento de inercia de un tridngulo equilatero de lado b y
masa mg con respecto al eje z.
1

Iy = Em0b2. (2.47)

Generacion uno, el momento de inercia esta compuesto del momento de inercia de la
generacion cero Iy mas el momento de inercia de tres triangulos de lado b/3 y masa m; /12

desplazados 4b/(3+/12) del centro de masa.
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_1/3 ) 1ormay (DN pmay (40 \?| 11,
I = 1 (Zlm1> b+ 3 I <E> (5) + (E) (ﬁ) = mmlb . (2.48)

Aplicando un procedimiento analogo al anterior, llegamos a la segunda generacion:

2
11 /9 1 may (DN [/ mg 52 55
L= (om0 12 | (S2) (2] (22) (yoh | | = eemat® (24
27 108 (1om2)b 1\ (9) 120/ (Vo g™ (249)

Tercera generacion:

12106
= b, 2.50
37 102789 (2.50)
Cuarta generacion:
1015564
I, = ———myb* 2.51
47 3483373 (2.51)

Aplicando el teorema de los ejes perpendiculares para la cuarta generacién, es decir

sumando las ecuaciones (2.38) y (2.45) obtenemos:

507782 5 007782 5 1015564
I 4 my = m
8483373 8483373

=0, + I, =— v?, 2.52
s = daa Tl = Greaaoa™m 4 (2.52)

el cual concuerda con lo obtenido en la ecuacion (2.51).

2.3.  Péndulo fisico

En el presente trabajo de tesis la técnica experimental utilizada para medir el momento
de inercia sera via un péndulo fisico [26, 27, 28|, este sistema cuenta con un solo grado de

libertad que corresponde a la rotacion alrededor del eje fijo, ver figura 2.5.
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mg

Fig. 2.5: Representacion esquematica del péndulo fisico; G es el centro de masa y h es la distancia
entre el eje de rotacion y el centro de masa, ver descripciéon de la imagen en el texto

(Recuperado de https://es.wikipedia.org/wiki/P %C3 %A9ndulo {f%C3 %ADsico).

Cuando el péndulo esta desviado de su posiciéon de equilibrio estable un angulo 6,
actiian sobre él dos fuerzas mg y N cuyo momento resultante con respecto al punto O es
un vector dirigido a lo largo del eje de rotaciéon zz'. Aplicando la segunda ley de Newton

para las rotaciones tenemos:

7 =16 = —mghsin(), (2.53)

. . . ., / . .
donde I es el momento de inercia con respecto al eje de rotacién zz . Si se restringe el
movimiento a pequenas oscilaciones y se usa la aproximacion de los angulos pequenos

sin(f) ~ 0 podemos escribir la ecuacion de la forma:

6+ w2 =0, (2.54)
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donde w2 = mgh/I, esto nos permite determinar en forma directa el momento de inercia
de cualquier cuerpo rigido que pueda oscilar libremente en el campo gravitatorio alrededor
de un eje horizontal fijo. La ecuacién que relaciona el momento de inercia con el periodo

de oscilacién es:

I = mgh (%)2 . (2.55)
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3. ARREGLO EXPERIMENTAL

3.1. Arreglo Experimental

El objetivo principal de este trabajo es medir experimentalmente los momentos de
inercia de materiales con estructura fractal determinista del tipo de los fisicamente posible
manufacturar. En principio, es posible construir varios 6rdenes de un fractal, pero en la
practica, las limitaciones estan determinadas por el tipo de maquinaria y su precision.

Para la fabricacion de estas estructuras se utilizé un fresador compacto para el proce-
sado de placas de circuito impreso PCB (LPKF ProtoMat E33 que emplea la estructura
de vectorizacion digital) y placas FR4 (Flame Retardant 4) mejor conocidas como placas
fenolicas de 20x20 cm y 1.6 mm de espesor. En la figura 3.1, se muestra la imagen del
fresador maquinando una pieza.

El uso de brocas de carburo de tungsteno de 1 mm de didmetro permitié6 maquinar
estructuras fractales hasta de cuarta generacion con una repetibilidad de £5 x 107 m,
como el triangulo de Sierpinski, la carpeta de Sierpinski y la curva de Koch. En la figura
3.2 se observan algunas piezas maquinadas .

El procedimiento para el diseno y fabricacion de las piezas consistié en la ediciéon de

las imagenes mediante el uso de un editor grafico de vectores Inkscape (svg es el formato

L Agradezco el apoyo brindado en la fabricacion de las piezas a Anatolii Konovalenko
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Fig. 3.1: Trazador LPKF ProtoMat E33 maquinando la carpeta de Sierpinski.

Fig. 3.2: Algunas piezas fractales maquinadas.

principal utilizado por este programa) y su posterior conversion al formato dxf, formato

utilizado por el fresador compacto ProtoMat E33.

Cuando se requieren fabricar piezas muy complejas, cuya descripcién matematica es
incluso desconocida, como ejemplo el fractal obtenido a través de la celda de Hele-Shaw, es
especialmente 1til contar con imagenes de alta calidad para su digitalizacion, su posterior

conversion a formato vectorial y por ultimo al formato dxf para su fabricacion. En la figura
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3.3 se muestra una fotografia de un fractal obtenido a partir de la celda de Hele-Shaw y

maquinada partiendo de la imagen digital mostrada en la figura 1.7.

Fig. 3.3: Fractal obtenido a través de la Celda de Hele-Shaw y maquinado partiendo de imagen

digital.

El arreglo experimental utilizado para medir el momento de inercia de las piezas frac-
tales, es el mostrado en la figura 3.4, consta de un soporte donde se encuentra el pivote
o eje de rotacion, un circuito emisor-receptor de rayos infrarrojos que permite detectar la
presencia o ausencia de un objeto dentro de su linea de vista, una fuente de alimentaciéon
de CD HP 6234A DUAL OUTPUT POWER SUPPLY de voltaje variable que alimenta al
circuito emisor-receptor y un osciloscopio de almacenamiento digital Tektronix TDS 1012
que permite cuantificar el tiempo de oscilacion.

El experimento consiste en colocar la pieza fractal sobre el eje de giro a una distancia
previamente definida del centro de masa, se coloca el circuito emisor-receptor de manera

que su linea de vistas se vea interferida por el paso de la pieza, la informacion de este es
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Fig. 3.4: Fotografia del sistema experimental.

enviada y almacenada en osciloscopio para su posterior anélisis. Se hace oscilar el péndulo
separandolo un angulo aproximado de 10° de la vertical y mediante las graficas obtenidas
a través del osciloscopio se calcula el tiempo que tarda en realizar el primer ciclo completo
de su movimiento oscilatorio.

Para medir el tiempo de oscilacion de la pieza: se configura el canal 1 del osciloscopio
en acoplamiento CA para visualizar solamente la senal que indica el cruce de la pieza por
la linea de vista del detector, se activa el almacenamiento de datos del osciloscopio con
la tecla RUN/STOP, se hace oscilar la pieza y completando el primer ciclo se detiene el
almacenamiento. Después que los datos estan almacenados se cuantifica el tiempo llevando
el cursor 1 al inicio de la senal periddica y el cursor 2 al final. Por ser un osciloscopio digital,
la posicion de los cursores es mostrada en forma numérica y solamente hay que obtener la
diferencia entre estos para obtener el periodo de la senal.

En la figura 3.5, se muestra una imagen donde se observa la senal obtenida a través

del osciloscopio al llevar a cabo una medicién.
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Tek i ®Stop  MPos:5440ms  CURSORE

T

Tipo

Fuente
CH1

] Diferencia
H 784.0ms
1.276Hz

Cursor 1
132.0ms

'

L bdh o hi Ll JIE S Y A
(0 T 1 s o SN . 11T O CH1 & -377mv
: <10Hz

Fig. 3.5: Imagen donde se muestra la forma de onda obtenida a través del osciloscopio al poner
a oscilar el tridngulo de Sierpinski de orden cero. La pantalla del osciloscopio esta com-
puesta por una reticula en la cual se muestra la senal, donde el eje vertical tiene unidades
de voltaje y el eje horizontal unidades de tiempo. Adicional a la sefial mostrada, en el
lado derecho de la reticula se muestra informaciéon como: tipo de medicién realizada,

canal activo y posicién de los cursores. En la parte baja se muestra los valores de voltaje

y tiempo por division.
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4. RESULTADOS EXPERIMENTALES

Una vez hecha la descripcion tedrica y presentado el sistema experimental, se procede

a la presentacion de resultados teodricos, experimentales y discusion de estos.

4.1. Resultados Experimentales

Después de fabricadas las piezas fractales, se procedié a medir la masa de cada una de
ellas, en la tabla 4.1, se muestra la masa expresada en gramos en funcién de la generacion

y tipo de fractal.

Generacion | Triangulo de Sierpinski | Carpeta de Sierpinski | Curva de Koch
Am = +0.05 [g] Am = +0.05 [g] Am = +£0.05 [g]
0 46.6 110.3 26.9
1 34.1 98.2 37.0
2 25.9 87.3 39.9
3 19.2 77.9 40.9
4 14.4 70.7 41.1
5 10.8

Tab. 4.1: Masa de las piezas fractales expresada en gramos en funcién de la generacién y el tipo

de fractal.
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Adicional a las piezas mencionadas en la tabla 4.1, se midi6 un fractal del tipo del
obtenido a través de la celda de Hele-Shaw mostrado en la figura 3.3, sus caracteristicas
son: m = 57.2 £ 0.05¢ y dimensién fractal Dy = 1.76, obtenida mediante el método de

conteo de cajas, ver figura 1.8.

4.1.1. Tridangulo de Sierpinski

Montado el sistema experimental, se procedié a colocar cada una de las piezas para
realizar las medidas correspondientes. La primera de ellas fue el triAngulo de Sierpinski.
En la figura 4.1 se muestran tres imégenes que corresponden a la forma en que fueron
montadas las estructuras fractales para llevar a cabo la medida del tiempo que tarda en
realizar el primer ciclo completo de su movimiento oscilatorio con respecto a cada uno de
los tres ejes principales: x, y y z, respectivamente. Es importante mencionar la forma en
que se encuentra orientada la figura con respecto a los ejes coordenados: eje z es el eje
perpendicular al plano que forma la figura, el eje x se encuentra paralelo a una de las bases

del triangulo y el eje y resulta de aplicar la regla de la mano derecha.

Fig. 4.1: Forma en que fueron colocadas las piezas para medir el tiempo que tarda en realizar
un ciclo completo de su movimiento oscilatorio con respecto a los tres ejes: =, y y 2

respectivamente.
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Cuando el péndulo fisico o en este caso la pieza fractal es desviada de su posicion de
equilibrio un angulo y se suelta, éste empieza a oscilar y va disminuyendo de amplitud en
cada ciclo de su movimiento oscilatorio y después de un determinado tiempo finalmente
acaba por anularse debido a la presencia de fuerzas disipativas que hacen que la energia
mecanica se vaya perdiendo progresivamente, en este caso la friccion de la pieza con el
eje de giro y el rozamiento con el aire; es decir, tenemos un movimiento subamortiguado.
Sin embargo, la medida consiste en tomar el tiempo que tarda en realizar el primer ciclo
completo del movimiento oscilatorio por lo que es afectado muy poco, este proceso se
repite varias veces con el fin de corregir los errores aleatorios y se toma el promedio de
estas medidas como mejor estimacion del valor verdadero. Con este valor de tiempo y
con la informacion propia de cada pieza, se sustituye en la formula I = mgh (%)2 y se
obtiene el valor experimental del momento de inercia. Haciendo lo mismo pero ahora en
las formulas (2.13), (2.18) y (2.22) obtenemos el valor tedrico.

Los valores obtenidos tanto en forma tedrica como experimental para el triangulo
de Sierpinski se presentan en las siguientes tres tablas; 4.2, 4.3 y 4.4 en cada una de
ellas se presenta la informaciéon referente a la oscilaciéon con respecto a los ejes =, y y 2
respectivamente. En la cuarta columna de estas tablas se presenta el valor experimental
del momento de inercia, donde el error propagado se halla mediante la diferencial total
de la funcion I = I(m, h,T) es decir Al = }%| Am + ‘%| Ah + ‘g—ﬂ AT, en la quinta
columna se presenta el valor tedrico y por ultimo, en la sexta el error porcentual.

En las tres tablas se observa que a medida que la masa de la pieza disminuye el tiempo
de oscilacion aumenta a diferencia de lo esperado en un péndulo simple.

Con base en los valores del error porcentual mostrados en la tabla 4.2, se observa que
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Orden m |g] Ts] Texperimental | {Tesrico | €rTor | %]
Am = £0.05 | AT = 40.002 | [gcm?| | |[gcm?|
0 46.6 0.590 2313 +20 2307 0.27
1 34.1 0.616 1840 +16 1830 0.54
2 25.9 0.622 1428 +13 1420 0.56
3 19.2 0.619 1047 +10 1055 0.81
4 14.4 0.621 790 £9 792 0.29
5} 10.8 0.622 594 +7 595 0.06

Tab. 4.2: Valores obtenidos teéricos y experimentales del tridngulo de Sierpinski considerando

como eje de rotaciéon al eje z y desplazado 5.73 + 0.005 ¢m del centro de gravedad.

Orden m |g] T'[s] Texperimental | ITesrico | €rror [ %0]
Am = £0.05 | AT = 40.002 | [gcm?] | |[gcm?|
0 46.6 0.609 2828 £24 2800 1.00
1 34.1 0.614 2108 +18 2191 3.81
2 25.9 0.621 1640 +15 1695 3.23
3 19.2 0.622 1215 £12 1259 3.49
4 14.4 0.614 890 £10 945 5.83
) 10.8 0.613 664 £8 709 6.32

Tab. 4.3: Valores obtenidos de los momentos de inercia teéricos y experimentales del tridngulo de
Sierpinski considerando como eje de rotaciéon al eje y y desplazado 6.59 + 0.005 ¢m del

centro de gravedad.
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Orden m |g] Ts] Texperimental | {Teérico | €rror | %]
Am = 40.05 | AT = £0.002 | [gcm?] | [gcm?]
0 46.6 0.764 7597 £51 7441 2.10
1 34.1 0.776 5735 +41 5729 0.11
2 25.9 0.783 4446 +33 4414 0.73
3 19.2 0.786 3310 £27 3276 1.04
4 14.4 0.796 2551 423 2459 3.75
5} 10.8 0.794 1904 19 1844 3.21

Tab. 4.4: Valores obtenidos de los momentos de inercia teéricos y experimentales del tridangulo de
Sierpinski considerando como eje de rotacion al eje z y desplazado 11.24 4+ 0.005 cm del

centro de gravedad.

cuando la pieza gira con respecto al eje x se obtiene el mayor de ellos 0.81 en el peor de
los casos, atribuido a que en esta forma la pieza es soportada por los dos pivotes en los
extremos que formaban el eje de giro. Para el segundo caso, es decir el momento de inercia
girando con respecto al eje y se observa un aumento del error porcentual que oscila entre
los 3.2 y 6.3, en este caso atribuido a la presiéon que ejercen los pivotes para mantener en

posicién a la pieza.

4.1.2. Carpeta de Sierpinski

En la figura 4.2 se muestran dos imagenes que corresponden a la forma en que fue
colocada la carpeta de Sierpinski para medir el tiempo de oscilacién con respecto a los tres

ejes.
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Fig. 4.2: Forma en que fue colocada la carpeta de Sierpinski para medir el tiempo de oscilacién
respecto a los ejes; en la primera de ellas girando con respecto a los ejes x v y y la

segunda con respecto al eje z.

En las siguientes dos tablas; 4.5 y 4.6 se presentan los valores obtenidos para la carpeta

de Sierpinski.

eje m [g] T[S] IExperimental ITeériCO €ITor [ %]

Am = £0.05 | AT = +0.002 | [gcm?] | [gcm?]

x 70.7 0.737 9451 +63 9595 1.49

Y 70.7 0.738 9493 +63 9595 1.06

Tab. 4.5: Valores obtenidos de los momentos de inercia de la quinta generaciéon de la carpeta de
Sierpinski respecto a los eje de rotacion x y y, desplazado 9.91 + 0.005 cm del centro de

gravedad.

A diferencia de los errores obtenidos del momento de inercia en el tridangulo de Sierpins-
ki, este presenta errores que no superan al 1% atribuidos a que en objetos que presentan
una mayor densidad de masa y a bajas velocidades de oscilacién se ven menos afectados

por los efectos de friccién con el aire.
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Orden m |g] T|s] Texperimental | I Tesrico | €rror | %]
Am = £0.05 | AT = £0.002 l[g cm?] lg cm?]
0 110.4 0.818 17617 £103 | 17530 0.50
1 98.3 0.838 16459 +£96 | 16332 0.77
2 87.3 0.838 14611 86 | 14611 0.18
3 77.9 0.837 13014 £77 | 13014 0.06
4 70.7 0.836 11787 £71 | 11787 0.26

Tab. 4.6: Valores obtenidos de los momentos de inercia tedricos y experimentales de la carpeta
de Sierpinski considerando como eje de rotaciéon al eje z y desplazado 9.60 £ 0.005 cm

del centro de gravedad.

4.1.3. Curva de Koch

En las siguientes tablas; 4.7, 4.8 y 4.9 se presentan los valores obtenidos para el juego
de fractales de la curva de Koch, cada una de ellas presenta la informacion referente a la

oscilacion con respecto a los ejes x, y y z respectivamente.

A diferencia de la relacion observada entre la disminucién de la masa y el aumento
del tiempo de oscilacion en el tridngulo y la carpeta de Sierpinski, en la curva de Koch
se observa que conforme se aumenta la masa de la pieza lo hace también el tiempo de
oscilacion. atribuido a que en cada generacion se va aumentando masa en el contorno del

fractal.

Para los tres ultimos valores de la generacion de la curva de Koch (generacion 2, 3y 4),

en los tres casos (girando con respecto a los tres ejes: x, y y z) practicamente el periodo



44 RESULTADOS EXPERIMENTALES

Orden m |g] Ts] Texperimental | {Tesrico | €rror | %]
Am = £0.05 | AT = 40.002 | [gcm?| | [gcm?|
0 26.9 0.514 785 £8 792 0.97
1 37.0 0.536 1162 +12 1169 0.59
2 39.9 0.547 1304 4+13 1313 0.67
3 40.9 0.552 1363 +13 1368 0.39
4 41.1 0.552 1371 £13 1384 0.91

Tab. 4.7: Valores obtenidos de los momentos de inercia tedricos y experimentales de la curva de
Koch considerando como eje de rotacion al eje x y desplazado 4.454-0.005 cm del centro

de gravedad.

Orden m [g] Ts] Ttxperimental | {Tesrico | €rror | %]
Am = £0.05 | AT = 40.002 | |g cm?] l[g cm?]
0 26.9 0.529 966 £10 976 1.02
1 37.0 0.545 1410 +14 1422 0.81
2 39.9 0.559 1600 £15 1585 0.91
3 40.9 0.562 1654 £15 1647 0.43
4 41.1 0.562 1662 £+15 1664 0.13

Tab. 4.8: Valores obtenidos de los momentos de inercia teéricos y experimentales de la curva de
Koch considerando como eje de rotacion al eje y y desplazado 5.16 0.005 ¢m del centro

de gravedad.
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Orden m [g] T[s] Texperimental | {Teérico | €rror | %]
Am = 40.05 | AT = £0.002 | [gcm?] | [gcm?]
0 26.9 0.647 2327 +£20 2377 2.11
1 37.0 0.676 3491 +27 3428 1.85
2 39.9 0.671 3707 +£29 3801 2.47
3 40.9 0.685 3961 +30 3940 0.52
4 41.1 0.686 3989 431 3978 0.28

Tab. 4.9: Valores obtenidos de los momentos de inercia tedricos y experimentales de la curva de
Koch considerando como eje de rotacion al eje z y desplazado 8.31 +0.005 cm del centro

de gravedad.

de oscilaciéon no cambiaba debido a que su masa aumenta en el orden de un gramo.

Los errores porcentuales del momento de inercia para las piezas girando con respecto
al eje x y y se mantiene menores al 1%, a causa de que la pieza esta colocada sobre
los pivotes o eje de giro y no se ejerce ninguna presiéon sobre ésta. Sin embargo, el error
porcentual de las mediciones del momento de inercia con respecto al eje z esta alrededor

del 2% debido a la friccion que existe entre la pieza y el pivote.

4.1.4. Fractal obtenido mediante celda de Hele-Shaw

Por 1ltimo, se presenta los resultados referente al fractal del tipo obtenido mediante
la celda de Hele-shaw. En la figura 4.3 se muestran tres imagenes que corresponden a
la forma en como se puso a oscilar la pieza fractal con respecto a los tres ejes; z, y y 2

respectivamente.
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Fig. 4.3: Forma en que fueron colocadas las piezas para medir el tiempo de oscilacion respecto a

los tres ejes.

En la tabla 4.10, s6lo se presentan los valores obtenidos experimentalmente, debido a
que no se encontro en la literatura férmula que relacione el momento de inercia con respecto
a la dimension fractal. En la segunda columna de esta tabla se muestra la distancia que
hay entre el eje de oscilacion y el centro de gravedad de la pieza, y en la sexta columna se

muestra el momento de inercia con respecto al centro de gravedad.

Eje h [Cm] m [g] T[S] IExperimental [g Cm2] IO [g Cm2]

T 6.20 | 57.2 | 0.627 3467 £28 1268
y 7.50 | 57.2 | 0.647 4465 £34 1248
z | 1035 | 57.2 | 0.765 8605 £57 2477

Tab. 4.10: Valores de los momentos de inercia con respecto a los tres ejes del fractal obtenido
mediante la celda de Hele-Shaw, en la segunda columna se muestra la distancia que

existe entre el eje de oscilacion y el centro de gravedad de la pieza.

Aplicando el teorema de los ejes perpendiculares a los valores obtenidos en z y y,

obtenemos:
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I =1, + I, = 1268 + 1248 = 2516 (4.1)

obteniendo un error porcentual de 1.54 % respecto al obtenido en forma experimental.

Como se menciono en el capitulo dos, el momento de inercia de un cuerpo rigido,
delgado y plano respecto a un eje perpendicular al cuerpo es igual a la suma de los
momentos de inercia con respecto a dos ejes que estan contenidos en el plano del cuerpo y
perpendiculares entre si. Estos momentos de inercia estan relacionados por el teorema de
los ejes perpendiculares, en este caso el eje del momento de inercia perpendicular al plano
estd fuera del espacio donde estd embebida la figura, es decir en una dimensién n + 1,
donde n es la dimension donde se encuentra embebida la figura [10]. En este caso se esté
trabajando con una dimension fractal (Triangulo de Sierpinski Dy ~ 1.5849, Carpeta de
Sierpinski Dy ~ 1.8927, Curva de Koch Dy ~ 1.2618) y también se verifica el teorema,

debido a que la dimension fractal sélo es un valor que caracteriza al objeto.

A continuacioén, en la figura 4.4 se muestra una gréafica del comportamiento del mo-

mento de inercia de las diferentes estructuras fractales versus el orden de la generacion.

Es facil comprobar que se puede obtener muchas variantes del conjunto de Cantor
con la misma dimension fractal y una distribucion completamente diferente, tal como el
siguiente caso: Dy = log(4)/log(9) = log(2)/log(3), cuya dimension fractal es igual a la
del conjunto triddico de Cantor mostrado en capitulo 1. En la figura 4.5 se presenta la

construccion geométrica del conjunto de Cantor de dos maneras distintas.

Por lo tanto, la dimension fractal por si misma no caracteriza por completo al objeto

fractal y en consecuencia a dos conjuntos con una misma dimension fractal le pueden
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Momento de inercia vs orden de generacién
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Fig. 4.4: Gréafica que muestran el comportamiento del momento de inercia normalizado versus

orden de generacion del fractal.
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Fig. 4.5: Primeros pasos de la construccion geométrica de dos conjuntos de Cantor con la misma

dimensioén fractal.

corresponder un momento de inercia completamente diferente. Por esta razon, no se puede

obtener una correlacion entre la dimension fractal y el momento de inercia.



CONCLUSIONES

Los errores en las medidas de los momentos de inercia realizadas en esta tesis son del
orden de 1y 2%, lo que es una indicacion de que la técnica parece aceptable.

En los fractales deterministas geométricos, la relacion entre el momento de inercia y la
n-ésima generacion del fractal es directa debido a que se tiene una féormula analitica que
nos proporciona el valor del momento de inercia para comparar con el determinado por
las medidas experimentales.

En fractales no deterministas no es posible obtener el momento de inercia teérico en el
sentido de una formula analitica, sin embargo si es posible obtener un valor numérico que
podria considerarse tedrico para compararlo con el obtenido de la medida experimental.

Este trabajo podria ser aplicado como una posible determinaciéon de porosidades en

materiales de fundicion en la industria siderirgica.
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