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Resumen

En este trabajo tratamos con un nuevo concepto, que generaliza al de
restricciones activas, llamado. conjunto de restricciones activas extendidas, asi
como sus propiedades probadas a través de lemas, esto a partir de los conceptos
de restricciones activas y activas modificadas.

El origen de este estudio se debe al hecho que en general un punto optimal
puede ono tener asociado un conjunto de restricciones activas como se muestra
posteriormente por medio de un ejemplo.

Se usan estas propiedades en la demostracion de teoremas que abordan la
estabilidad (propiedades de continuidad) del mapeo multivaluado A4 (tal que a cada
(0, x) le asocia su correspondiente conjunto de restricciones activas modificadas)
en optimizacion lineal semi-infinita.

Iniciamos esta tesis con la demostracion de un teorema del cual obtenemos
informacion con respecto al comportamiento del conjunto de restricciones activas
extendidas en una vecindad de un punto, asi como una proposicion acerca de la
relacion que guardan el conjunto de restricciones activas modificadas y el conjunto
de restricciones activas extendidas; se prueba un teorema que trata la estabilidad
(propiedades de continuidad) de forma local, del mapeo multivaluado 4, el cual es
una generalizacion de un teorema probado anteriormente en el cual es requerida
una hipdtesis muy fuerte con respecto a los vectores a(t) € F (T,R"), se
demuestra ademas que este mapeo A4 es cerrado y a continuaciéon demostramos un
lema que en conjunto con los anteriores teoremas y proposicion utilizamos en la
demostracion de la semicontinuidad superior en forma puntual de este mapeo A

multivaluado.



Capitulo 1

Introduccion

1.1. Optimizacion semi-infinita

En la teoria de la optimizacion, se consideran los problemas:

Minimizar o maximizar una funcién
f: A—-R,

donde A4 es un conjunto no vacio que estd descrito por restricciones de
desigualdad (ver B3).

En el caso de problemas de optimizacion finita, el conjunto A4 estd descrito por un
nimero finito de restricciones, y la funcion fes una funcién de un nimero finito
de variables.

Si 4 esta descrito por un nimero infinito de restricciones y fes una funcion
de un numero infinito de variables, el problema de optimizacion es llamado
infinito.

Si el conjunto 4 es subconjunto de R™ y esta descrito por un numero finito o infinito
de restricciones, y depende s6lo de un numero finito de variables

X, Y, e, W

el problema es llamado de optimizacion semi-infinita.

La Optimizacion Lineal Semi-Infinita (OLSI) trata con problemas de optimizacioén

lineal con un nimero finito de incoégnitas o variables y un nimero arbitrario de



restricciones, es decir con problemas de la forma:
(P) Inf (c,x)
sujeto a (a(t),x) = b(t), terT,
donde c,x € R", T es un conjunto de indices arbitrario (posiblemente
infinito), a(t) = (a.(t), ..., a,(t)) esun mapeo de T sobre R" y b(t) esuna

funcidn escalar sobre T

El sistema de restricciones de (P) sera representado por o, es decir
o= {{(a(t),x) = b(t),teT} y al conjunto solucion de o (llamado también
conjunto factible) lo denotaremos por Z (o).

En este caso, el conjunto factible es un conjunto cerrado y.convexo, ya que
es la interseccion de una coleccion de semiespacios cerrados.

Diremos que o es consistente si Z (o) es no vacio.

1.2. Optimizacion Paramétrica Semi-infinita

Ahora definimos el tipo de problemas que se consideran en optimizacion
paramétrica.

Sea P:=F (T,R") x F (T,R) XxR" donde n €N, Tes un conjunto de
indices arbitrario no vacio, y F (T, R") (resp. F(T,R)), es el conjunto de mapeos
de TaR™ (resp. a R).

Para 0 = (a,b,c) en P consideramos el problema de optimizacion

M P(c) minimice {c,Xx)
sujetoa  ((a(t),x))>b() para cada t€T

De esta forma queda definida una familia de problemas de optimizacion semi-
infinita. A cada terna ¢ = (a, b, ¢) en P le llamaremos parametro. Enunciamos

algunas definiciones que posteriormente utilizaremos:



Para cada parametro
o= (a, b, e)EP,
definimos el conjunto de puntos factibles
Z(0) = {x eR*/ (a(t),x) = b(t) paracadat €T}
y el conjunto optimal
P(o):= {v € Z(o)/ {(c,v) < (c,x) para cadax € Z(0)}.
Si P(o) = {v} llamaremos a v solucion fuertemente inicade M P (o) siy solo
si existe C> O tal que, para cada x € Z(o),
(c,x) = {c,v) + Cllv—xll
donde ||. ||, denota la norma euclidiana. Para x € Z(c), definimos el conjunto

de restricciones activas por

M(o,x) = {t €T/ {a(t),x) = b(t)}

1.3. Definicion del problema

En este trabajo tratamos con un nuevo concepto que generaliza el de

restricciones activas, debido a que sabemos que en general un punto optimal de

M P(0) puede o no tener restricciones activas; estudiamos también la estabilidad

(propiedades de continuidad) del mapeo multivaluado 4.

Partimos del teorema siguiente, que esta probado y publicado por el Dr. Maxim L.

Todorov en colaboracion con S. Helbig (ver 7), planteado en optimizacion

paramétrica

Teorema 1 FE/ mapeo A: P X R" - R"™, (0, x) — A(o, x), es
semicontinuo superiormente en cada (o, x) € B X R™ (ver A.1y 2.1).

En la demostracion de este teorema la condicién (o,x) € B X R™ es fundamental,

lo que nosotros hacemos en una parte del trabajo de tesis es debilitar esta

condicion 'y concluir el comportamiento del mapeo A en una vecindad



<V, Og(x)> 3 (o, x).

Para alcanzar este objetivo, estudiamos las propiedades de conjuntos de
restricciones activas através de lemas y la informacion que de estas obtenemos
con respecto a la informacion local qtil (respecto a una solucidon X ) en
optimizacion lineal semi-infinita, por ejemplo si X es un punto factible,

(Cuéndo y € 0,(X), y > O, pertenece a Z(c)? lema 13, cuando el conjunto de
restricciones activas extendidas es infinito para cada y > 0 (lema 12), condiciones
para que un cierto vector d € R™ pertenezca al cono de direcciones factibles
en el punto X que pertenece a el conjunto factible Z(g), denotado por D (Z (o),

X) (lema 14) (ver Bl)

Continuamos demostrando el siguiente teorema:

Teorema 2 Dado Wy, (x,y) (ver 2.2) acotado, existe V 3 o tal que

W, (z, g), dondeo €V, z€ Oyv(x) esuniformemente acotado.
3

De donde obtenemos informacion con respecto al comportamiento del conjunto
W, (z, ;—() en una vecindad de (o, X).

Demostramos también la proposicion siguiente:

Proposicion 3 Dado xd € R", y > 0, entonces paro cada o

fijo se cumple que A(o, x)< cl Wy (X, g)

De la cual obtenemos informacion acerca de la relacion que guardan el conjunto
de restricciones activas modificadas y el conjunto de restricciones activas
extendidas, utilizando el teorema que hemos demostrado previamente, continuamos
con la demostracion de nuestro principal resultado del cual surgio este trabajo
de tesis relajando la condicion (o,x) € B X R* y que nos permitira generalizar
el teorema 1 y todos los resultados tratados en el articulo en el cual se publico este,

puesto que estos ultimos se desprenden del mismo.
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Teorema 4 Dado (o,x) € P X R"™ tal que existe y >0 con Ws(X,Y)
(ver 2. 2) acotado entonces el mapeo A : P X R* = R", (5, x) — A (o,

x) es semicontinuo superiormente en una vecindad (V, Ov(x)) 3 (o, x).
3

Se demuestra ademads el teorema siguiente que nos sera util en la de- mostracion
de nuestro teorema final que trata la semicontinuidad superior del mapeo
multivaluado A4 de forma puntual.

Teorema 5 El mapeo A:P X R"® - R",(g,x) = A (0,x) es cerrado.

A continuacidén se prueba el siguiente lema que usamos en la demostracion de
nuestro resultado final:

Lema 6 Sean (X, t) y (Y, n) espacios métricos y un mapeo
multivaluado P: X — Y. Si para x, € X existe una vecindad V de x tal

que P(V) es relativamente compacto y P es cerrado en x,, entonces P

es semicontinuo superiormente (en el sentido de Berge) en x,.

Para finalizar demostramos la version puntual del teorema 4:

Teorema 7 Sea (0, x9) € PXR"™ tal que existe y >0 con

Ws,(x0, ¥o) acotado. Entonces el mapeo A : P x R" - R", (g,x) —

A (0,x) es semicontinuo superiormente (en el sentido de Berge) en el

punto (0y, Xg)-

La demostracion de este teorema se lleva a cabo utilizando los teoremas anteriores
y la proposicion que a su vez requieren para su demostracion de las propiedades

del conjunto de restricciones activas extendidas.

1.4. Organizacion de la tesis

En este trabajo de tesis se estudia la semicontinuidad superior del mapeo
A:PxR" - R",(0,x) > A(o,x) (ver A2) vy las propiedades de los

conjuntos de las restricciones activas extendidas (ver 2.3).
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Esta tesis esta dividida en tres capitulos y dos apéndices. El primer capitulo es esta
introduccion. En el capitulo dos, llamado conjuntos de restricciones activas,
presentamos en la introduccion las definiciones de los conjuntos de  restricciones
activas modificadas y de conjunto de restricciones activas extendidas, en la seccion
2.2 la interpretacion geométrica, en la seccidon 2.3 se enuncian propiedades de los
conjuntos de restricciones activas extendidas a través de lemas y un teorema, en
la seccion 2.4 presentamos los resultados obtenidos acerca de la estabilidad
(propiedades de continuidad) del mapeo multivaluado 4. En el capitulo 4
presentamos las conclusiones obtenidas en este trabajo.

En el apéndice A, en la seccion A. l. presentamos algunos conceptos y
definiciones del andlisis matematico que utilizamos a lo largo de este trabajo; en la
seccion  A.2. presentamos algunas definiciones y propiedades de mapeos
multivaluados. Para finalizar en el apéndice B presentamos algunos conceptos del
analisis convexo que se utilizan a lo largo de este trabajo y algunas definiciones

importantes en optimizacion lineal semi-infinita.
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Capitulo 2

Conjuntos de restricciones activas
2.1. Introduccion

En este capitulo definimos el conjunto de restricciones activas modificadas y el
conjunto de restricciones activas extendidas; sus propiedades y su interpretacion
geométrica; demostramos un teorema sobre el comportamiento de los elementos
del conjunto de restricciones activas extendidas, una proposicion, y la utilizacion
de las propiedades de este conjunto (restricciones activas extendidas) en la
demostracién de uno de nuestros resultados principales. Demostramos que el
mapeo 4 es cerrado y, como parte final, se demuestra la semicontinuidad superior
de este mapeo multivaluado en forma puntual.

Corno ya mencionamos, en general un punto optimal puede o no tener asociado
un conjunto de restricciones activas, como lo indica el siguiente ejemplo (

ver 7).

Ejemplo 8 Sean =2, c:= (1,0), T=N y a(k) := (1,0) y bk) :=

ol B

para cada k €T.
Entonces Z(a) = {(x, y)€ R?/x>0} y P(c) ={(x,y) € Z(c)/ x =0}

Paro cualquier v € P(0), tenemos M (a,v) = 0), fiqura 2.1

Por tanto deseamos introducir un nuevo concepto que generalice al de

restricciones activas. Para nuestro proposito, requerimos de mas definiciones.
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Figura 2.1: Conjunto factible para el sistema {(a(k), (x,y)) = b(k)
Para cualquier a € F(T,R™) definimos
Co = supeer lla(@®)ll>.
Definimos los conjuntos de parametros
B:={0c €eP/C,< 0},

U:= {0 €eP/Z(o) +# D}

Para alcanzar nuestro objetivo, debemos dotar al conjunto de pardmetros P de una

topologia. Para cada € > 0, definimos

V(o,e):= {¢' €P /d(o,0") <ce}

De acuerdo con esto el mapeo d: P X P — R, mide la “distancia” entre dos

parametros en P, cabe hacer la aclaracion que este mapeo no es una distancia
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en el sentido formal, es decir para parametros o = (a,b,c) y ¢’ = (a',b’,c") en P
definimos

d(o,0") == suprer lla(®) — a'©llz + suprer |b() — 'O + llc — C'll;
Dotado con esta topologia el conjunto P satisface el primer axioma de
numerabilidad y el axioma de Hausdorff.

Una sucesion g, = (ay, by, cx) en P convergeao = (a,b,c) enP si ysolosila
convergencia es uniforme (ver 7).

Presentarnos a continuacion la definicién del conjunto de restricciones activas

modificadas.

Definicion 9 Sea 0 € U. Paro cada x € Z (g), el conjunto de

restricciones activas modificadas estd definido por:

Alo,z) = {B €R"|3y)cr B= lim a(ty) y (B,2)= lim (tk.)} .

—0C

Este conjunto es cerrado y a (t) € A (o,x)paracadat € M(o,x). En el caso
continuo A (0,x) = a(M (a,x)) (ver 7).

Si T'es compactoy los mapeosay b son continuos sobre 7 entonces se obtiene
el siguiente teorema probado por el Dr. Maxim L. Todorov y S. Helbig (ver 7).
Teorema 10 FE/ mapeo A:P X R" +— R", (0,x) — A(0,x), es
semicontinuo superiormente (en el sentido de Berge) en cada. (0,x) €

B xR".

En la demostracion de este teorema la condicion (o,x) € B X R" es
fundamental, lo que se deseaen esta tesis es demostrarel teorema 1 debilitando
esta condicion y para ello introducimos a continuacion la definicion del conjunto

de restricciones activas extendidas.

Definicion 11 Sea 0 = (a,b,c), x € Z(o)y y >0.  Entonces,

definimos el conjunto de restricciones activas extendidas, como sigue:
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Wo(x, v) :={a(t) eR™ t €T y3 y€0,(x) : (a(t),y) = b(t)}.

Cabe sefialar la importancia de este concepto al proporcionarnos informacion local
util (respecto a una solucidn Xx) en optimizacion lineal semi-infinita, por ejemplo si
X es un punto factible, ;cuando y € 0,(%), y > 0, pertenece a Z(o)?,
condiciones para que X sea una solucion unica, condiciones para que un cierto
vector d € R™ pertenezca al cono de direcciones factibles en el punto X que
pertenece a el conjunto factible Z(c), denotado por D (Z (c), X) (ver B.1.). Algunas

otras propiedades de este concepto se presentaran en la seccion 2.3.

2.2. Interpretacion geométrica

Damos a continuacion la interpretacion geométrica del conjunto de restricciones
activas extendidas asociado aun punto X € bd Z(0).

En la figura 2.2 se muestra la interpretacion geométrica del conjunto de

restricciones activas extendidas W, (x,y) # @.

Figura 2.2: Interpretacion geométrica del conjunto de restricciones activas W, (X,y)

16



2.3. Propiedades de conjuntos de restricciones activas extendidas
La definicion de conjunto de restricciones activas extendidas tiene propiedades
interesantes, algunas de las cuales son

Lema 12 (ver 9.1) Sea 0 = (a,b,c) y X € bd Z(0), las siguientes
afirmaciones se- cumplen.

(i) W;(x,y) contiene al menos un vector distinto de cero paro todoy > 0.

(ii) Si M(o,x) = @, entonces Wy(X,y) es un conjunto infinito paro todo

y > 0.

(iii) Si |T| < oo, entonces Wy(x,y) = {a(t),t € M(o,x)} paray > 0
suficientemente pequerio.

Demostracion. (i) Dado un z € 0,(x) \ Z(o) arbitrario, existe s € T tal que
(a(s),z) < b(s). Como (a(s),¥) = b(s) debe existir y € |x,z| € 0,(X)
tal que (a(s),y) = b(s).

Entonces 0,, # a(s) € W (x,y).

(i) Sea M(o,x) = @ y supongamos que W, (x,y) \ {0,} = {a(t), t €S}, con
|S| < oo.

Entonces tenemos que

(a(t),x) — b(0)
lla(®)]

O<e:=min{ /tES}<y,

puessiy € 0,(x),

(a(®), ) - b@) _(a(®),x) —a@y a®)*@—y) _laOIlix—-yll
laOI lla(Ol la@ll = lla@®ll

Asi a(t) = 0, paratodo a(t) € W, (X,y). Esto contradice (i).
(iii) Supongamos |T| < oo. Por (ii), M(o,Xx) # . Si M(0,X%) =T o bien
{fa(t); t e T\ M(o,%)} = {0,}, entonces
Ws(x,y) ={a(t); t € M(o,X)},
para todoy > 0. Enotro caso W, (x,y) = {a(t);t € M(o,x)}, es valida para todo

17



y > 0 tal que

- {<a(t>,f> —b(t)
4 Tl

Ja(t) #0,,t €T\ M(o, f)}
]

Lema 13 (ver 9,1} Seax € Z(o) yy € 0,(%),y > 0. Entonces y €

Z(0) siy solo si {a(t),y) = b(t) paro todo a(t) € W (x,y)

Demostracion. La condicion necesaria de la afirmacion es trivial puesto que si
y € Z(o), estoimplica que {a(t),y) > b(t) paratodot € T

Para probar la condicion suficiente, supongamos'y & Z (o).

Entonces existe s €T talque (a(s),y) < b(s). Como ({a(s),x) = b(s), debe
existir z € |x,y| € 0,(x) tal que {(a(s),z) = b(s). Entonces a(s) € W;(x,y)y
con esto obtenemos una contradiccion (es decir tenemos que existe s €T tal

que (a(s),y) < b(s).m

Lema 14 Sea X € Z(0) yd € R™ La siguiente afirmacion es vilida:

Si paro un ciertoy > 0 tenemos {a(t),d)) = 0 paro todo a € W (x,y),
entonces d € D(Z(0),X) (cono de direcciones factibles en el punto X

que pertenece a Z(a) (ver B.1.).

Demostracion. Supongamos que {(a(t),d)) = 0 para todo a(t) € W, (x,y),

y > 0. Sin pérdida de generalidad podernos suponer que |[|d|| = 1. Tomando un
¢ arbitrario tal que 0 <& <y, tenernos que X +ed € X+ 0,(x) y a(t)(Xx +
ed) = a(t)x + ea(t)d = b(t) paratodo a(t) € W,(x,y), asiquex + ed € Z(o)
por ellema 13. Por tanto,d € D(Z(0),%). m

En el teorema siguiente se habla de que si se cumple cierta hipotesis, existe

V 3o, tal que W,(z, g) es uniformemente acotado cuando o € V'y z € Oy (x)
3

Esto significa que existe un numero real M > 0 tal que existe una vecindad de g tal

18



que para todo (0,z) que pertenece a V X Oy(x) y para todo a(?) que pertenece
3

al conjunto de restricciones activas extendidas W, (z, )E/)’ se tiene que |[a(t)]| <

M.

Teorema 15 Dado W;; (x,y), acotado. Entonces existe V 3 o, tal que

W, (z, g), dondec €V, z € 0§ (x) es uniformemente acotado.

Demostracion. Supongamos lo contrario, es decir, que existen sucesiones

Op = 0g, Zp € 015/(96) yag, (t,) €W, (z g) tales que ||aon (tn)” >n

n =1,2,.. Comoa, (t,) €W, (2 g) entonces para todo n =1, 2, ... existe

Yo € 0x(2:) tal que (ag, (tn), Ya) = by, (tn), donde ¥, € Ozx(z) (porque

20 € 03(3) ¥ Y € Oy(zn).

Como y, esuna sucesion acotada y totalmente contenida en Ozy(x) entonces
3

Yn = Yo € Ozr(%).

Como o, = 0,, sin pérdida de generalidad podemos suponer que ||g,, — gy|| < %
n=1,2,..
AFIRMACION: lag,(t)|| 2n—~  n=12, ..

Prueba de la afirmacion:
[ |ag, )l = llas, @) | < llas, (tn) — aso (ta)[l < %
Como | || ag, (tn) [| = [ Gao(tn) I| [ = [ @oo(ta) I = [| @on(ta) || |

11| oo (t) 1| = I @on(ta) || < ~

g te)ll = o, ()l <
o (Eall = = < oo, (&)
1 ' 1
n = < g ()l = + < ll (&)

||aao(tn)|| >n —% n=12,..

| (@oo(tn); Yn)) — boo(tn) | =| (@oo(ta) — aon, (tn), Yn)) = boo(tn) + bo, (tn) |

=3

S+
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=| (@gy(tn) — @on(tn), Yn)) = [boo(tn) — by (tn)] |
< (o (tn) — aon, (tn) »Yn)) | + | boo(tn) — bo (tn) |

1
<l @oo(tn) — acn (t) Illl o Il +—

1 1
< = |lynll +
Como y,, = Vo v || || es una funcion continua ||y, || = [|yoll

1 Y v
S£||y0||+1+ﬁ<ﬁ

para n suficientemente grande

Six, = ”ZJO gn;”, vamos a encontrar ¢ tal que
oolln
(a‘ao (tn): yn) - bcro (tn) = —€ (a'ao (tﬂ)rmn)
Ag, (tn) >
= =g G\t )y 57—
(o oy
= & [ (90 (tn): Goo (20))
0'0 n
R S 2
" o] 1o
= —¢ [|ag, (tn) |l
(aoo (tn)sYn)—bag (tn) T [
Entonces . Tawo )] |—€]-
Pero
Y
_ (aao(tn): aO’o (tn)> - b(T() (tn) ﬂ < L n - oo
[ n1l20

entonces Y, + ex, € 0, (porque ¥, € Ozy(x) y € <€), por tanto as (t,) €
3

Wy, (x,v) para toda n suficientemente grande y como W, (x,y) es acotado

entonces existe M >0, M € R tal que ||aao(tn)|| <M Pero esto es una

contradiccion al hecho que ||a00 (tn)” >n-— % V n = 1,2,..por tanto se prueba

el teorema. m
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De este teorema obtenemos informacién con respecto al comportamiento del
conjunto W (z, g) en una vecindad de (o, X) que posteriormente utilizaremos

en la demostracion de nuestro resultado principal.

Damos a continuacion un ejemplo en el que se muestra que la hipotesis requerida
en este ultimo teorema no es superflua.

Ejemplo 16 Sean=2,T=N, b(k) :=kparacadak €T ya(k):=

(1, k).

De acuerdo con lo anterior, nuestro sistema es

oo = {{a(k),x) = b(k)}

oy = {x + ky >k}

Para este sistema o, el conjunto factible Z(o) son aquellos puntos en R? tales

que se encuentran por arriba de la linea y = 1 — x y, incluyendo el punto x =

(0,1) como se muestra en la figura 2.3

Figura 2 .3 Conjunto factible para el sistema o, = {x + ky > k}.
Para o, tenemos que a(k) = (1,k) € {a(k),t € M(O‘O, (o, 1))} c W,, (X)),
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donde KEN, y>0

Pero {a(k),t € M(GO, (o, 1)), k € N, no es acotado, por tanto Wy (X,y) no es
acotado.

Sea % localizado en larecta y = 1 — x, para este X existe un k que pertenece a
los naturales tal que para todo k > k, la pareja (1, k)pertenece al conjunto

Ws, (%,7) para todoy > 0, de donde W, (X,y) no es acotado.

Es decir para los puntos X localizados en la interseccion de larecta y =1 y la frontera
del conjunto factible, los conjuntos Wy (X,y) correspondientes no son acotados.
Sea X localizado en la recta y =1 — x sin el punto (0,1) en la frontera del
conjunto factible, para este X existe ¥ > 0 tal que para todo y € (0,7) el
conjunto de restricciones activas extendidas correspondientes W (X,y) = {(1,1)}
y este conjunto es acotado. Para estos puntos podernos aplicar el

teorema 15. El ejemplo anterior nos muestra que, dentro de un mismo sistema hay
puntos en la frontera del conjunto factible en los cuales el teorema 15 puede ser

aplicado y otros en donde no se satisface la hipotesis.

De acuerdo con [8] podemos reescribir al conjunto A(o, x) de la siguiente forma:

A(o,x) = {c € R™: (<C,Cx)) € cl Zggt € T]} .

Demostramos a continuacion la siguiente proposicion.

Proposicion 17 .- Dado x € R", y > 0 entonces para cada o fijo, x €

Z(0), se cumple que: A(o,x) S cl W, (x, g)

a(t)

(et € T]

c
Demostracion. Sea c € A(o,x) entonces (< c x)) € cl

Comentario {a(t):t € M(o,x)} S W,(x, g) para todoy > 0.

Primer caso:
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(€N _ (a(t) , ) .,
Si (( , x)) = ( b (t)) paraalgint € T yaterminamos puesto que por laafirmacion

y la definicion de W, (x, g) de donde ¢ € cl W, (x, g)

Segundo caso:

Seac € A(o,x),c # 0, tal que Vt €T, ((ccx)) * (Zgg)
a(t)
b(t)

a(ty)

b(ty)

Como (

) € cl te T] entonces existe una subsucesion denotada por

c
(c, x)

c
simplicidad como ( )que converge a (< ¢, x)) cuando k — oo; esto implica

que:
a(ty) » ¢ cuando k — ooy 2.1)

b(t,) = (c,x) cuandok —

Lo que debemos demostrar ahora es que a(t;) € W, (x, g) a partir de un cierto k,
puesto que si a(ty) € W, (x, g) para k > k y (t;,) — ¢ entonces tendriamos que
c€ecl Wg(x,g).

Debemos encontrar un elemento z, € 013_/(x) tal que (a(ty),zx) = b(ty)-

Sabemos que {(a(ty),zy) # b(t;), (en otro caso aqui se termina la prueba, por
la afirmacion).
Si ponemos
(a(ty), (x — ga(ty)) = b(ty)
On # (a(ty), x) — b(ty) = gla(ty), a(ty))
= &cllalt)l?
como a(ty) # 0 entonces ||a(t,)||? # 0

- (a(ty),x) — b(ty)
g a2

>0
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_ {a(tp)x)=b(ty)
lla(ti)ll?

(a(ty), (x — gpa(ty)) = b(t,) se cumpla, puesto que {(a(ty),x) — b(t,) # 0 pero
(a(ty),x) — b(t;) = 0 por (2.1).

Podemos escoger & >0 tal  que la  igualdad

Tenemos que €, = 0 y como (a(tk)) es convergente, también es acotada, de donde
gra(t,) = 0 esto significa que a partir de un cierto, z;, € Oy(x).

3
Por tanto z;, = x — g a(ty) tal que (a(ty),zy) = by es el requerido.

Asia(t,) € Wa(x,g) parak > k'y como a(t,) »c, c € clW, (x, g) =

2.4. Resultados sobre la estabilidad del mapeo A

En esta seccion exponemos los resultados obtenidos con respecto a la

estabilidad (propiedades de continuidad) del mapeo multivaluado 4.

Teorema 18 Dado (0,x) € P X R" tal que existe y >0 con W;(x,y)
acotado entonces el mapeoA: P X R" » R", (g,x) » A(0,x) es
semicontinuo superiormente (en el sentido de Berge) en la vecindad

(V,0v(x)) 3 (0,x) segun el teorema 15.
3

Demostracion. Para probar el teorema supongase lo contrario, que el mapeo A

no es semicontinuo superiormente en algun (o',x") € (V,0y(x), entonces existe
3

una vecindad V' de A (0',x"), una sucesion (oy,x;) € P X R"™ que converge a

(a',x") y vectores a;, € A(oy, xy) tales que a;, € V' para cada k € N.
Sea € > 0, dado y sea ky € N tal que% < Sy d(oy,0') < %para cada k > k.
Por definicion de A(oy, xi) podemos escoger ti € T tal que ||a;, — ai(t)|], < %

Asi para cada k > k, se sigue que
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| ax — a'(tk) ll2<]l @k — ax(te) ll2 + |l ax(te) — a'(t) lla< € (2.2)

Como W5 (x,y) es acotado, por el teorema 15, existe V, vecindad de o que

W (Z,g) es uniformemente acotado, Vo € V,z € 015/(96).

Puesto que (¢',x") €V X 0§ y (0%, x;) = (0',x") existe ny, € N tal que
(03, X3 )V % Og(x)v k = n,.

Sabemos que A(oy,x;) C cl Wak(xk,g) por la proposicion 17, y Wak(xk,g) es
uniformemente acotado por el teorema 15, entonces ¢l W, (xk,g) es

uniformemente acotado, de donde A(ay, x;) es uniformemente acotado.

Pero por hipotesis a; € A(oy, x;), entonces existe M > 0 que pertenece a R tal
que |lagll < M, paratodo k = k', donde k' = max{ky, ny}.

Por tanto, sin pérdida de generalidad podemos suponer que a, — B (puesto que
a, es una sucesion acotada por la ecuacion (2.2)) para algin B € R™.

Como B € A(a’,x") € V'por la afirmaciéon 19 siguiente se contradice la
seleccion de la sucesion (ay)-

Por tanto el teorema se prueba. m

Afirmacion 19 B € A(o’,x")

Demostracion. Por (2.2) es facil ver que Ilim ay = llirn a'(t,) y por la unicidad
del limite de la sucesion (a;) tenemos que Ilim a'(t,) = B.

Mas atn por la convergencia de la sucesion (o, x;), y (2.2) obtenemos que

(@'(tr), x"y = b’ (tx) = {a’'(ti), x" — x;) +{a’ (ty) — ar (i), i) +
(ak(tk),xk> - bk(tk) + bk(tk) - b,(tk) — O cuando k - ocom
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Teorema 20 El, mapeo multivaluado A: P X R" » R", (g,x) »
A(o, x) es cerrado.

Demostracion. Sea (0y,x) €:P X R", sea ((0;, X)) € P X R™ que
converge a (g, xg), ysea a,, € A(Gy, X;m) con a,, que converge a a.
Sea § > 0 dado y sea a, € N tal que% < gy d(om, 0p) < g para cada

m = mg.

Por definicion de A(o,,, X,,) y sabiendo que a,, € A(0y, X,,) podemos

escoger t,, € T tal que

| am = am(tm) I ==y | (@), ) = b 1< -

Asi para cada m = m,o se sigue que

. 2
l} B — aO(tm) ”25” am — am(tm) [lz + ” am(tm) = aO(tm) “2< 56‘

Puesto que a,, converge a a,, para este § > 0 dado, existe r € N tal

1)
que: |lag — apll < 3 para todom=>ry

2
llao — am(tm)ll < llao — am|ly + || @m — am(tm) ||l2< 55

para todo m = s = max{m,,r}.
Entonces para cada m > s tenemos que
llao — ao(tm)|| < llao — am(tm)ll + || @m(tm) — Go(tm) [|l2< &
de donde podemos concluir que r}ll_r)réo ay(ty) = a,.
Resta mostrar que (aq(t;,), xo) — bo(t;) — 0 cuando m — oo.
Por la convergencia de la sucesiones ((0y,, X;m)) = (00, %0) ¥ (ao(ty)) = ao
con m > s obtenemos que (ay(t;),xo) — bo(tm) = {ao(tm), X0 — Xm) +
(ao(tm) — am(tm), Xm) + (am (), Xm) — by (Em) + by (tm) — bo () = 0,
cuando m — oo. Asi que a, € A(ay, xp).

Por tanto el teorema se prueba.m
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A continuacién enunciamos y demostramos un lema que nos dala posibilidad
de concluir la semicontinuidad superior ( en el sentido de Berge) del mapeo
multivaluado 4 : (0,x) = A(0,x) en el punto (gy, x).

Lema 21 Sean (X,t) vy (Y,n) espacios métricos, y un mapeo
multivaluado P : X - Y. Si para xo € X existe una vecindad V de

xo tal que P(V) es relativamente compacto y P es cerrado en x, entonces

P es semicontinuo superiormente (en el sentido de Berge) en x,.

Demostracion. Para probar el lema supongamos lo contrario: que el mapeo
multivaluado P no es semicontinuo superiormente en algin punto Xx.

Entonces existe una vecindad W' de P(x;), y existe x, € X sucesion que
converge a Xg, Yn € P(x,)\W' para cadan € N, con y,, que converge

ayp.

Sea V' vecindad de x, puesto que P(V) = UyeyP(x) es un conjunto
relativamente compacto por hipdtesis y P es cerrado, el limite y, de la sucesion
yn pertenece a P(xg); pero P(x,) € W' asi que y, € W' lo cual es una

contradiccion, con lo que se demuestra el lema.m

Para finalizar enunciamos y demostramos la version del teorema 18 en forma

puntual, es decir en el punto (g, x,) € P X R".

Teorema 22 Sea (0y,%x9) € P X R™ tal que existe yo >0 con
Ws,(X0,00)  acotado. Entonces el mapeo A:XR" R (g,x) —
A(o,x) es semicontinuo superiormente (en el sentido de Berge) en el
punto (g, Xg).

Demostracion. Sea Sea (gy, xy) € P X R™ de tal forma que existe y, > 0

tal que W, (xo,¥o) s acotado, entonces por el teorema 15 existe una

vecindad V X Oy(xy) de (xg,¥0) tal que Wa(z,%) es uniformemente
3
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acotado con ¢ € V' 'y z € Oy(x,).
3
Por la proposicion 17 A(o,z) S cl W, (z, %) paracada c €V y z €

Ov(xg), puesto que W, (z, y3—°) es uniformemente acotado, el conjunto
3

cl W (z,);—o) también lo es de donde se obtiene que A(o,z) es

uniformemente acotado en V X Oyo(xy).
3

Esto implica que Ugzey A(0,2z) € R™ es un conjunto acotado y por

tanto z € Oy(x,) relativamente compacto.
3

Ya se demostrd en el teorema 20 que el mapeo 4 es cerrado y aplicando
el lema 21 al mapeo A en (0y, xy) concluimos su semicontinuidad
superior (en el sentido de Berge) en el punto(oy, x;). ®

La demostracion del teorema 18 es constructiva a diferencia de la
demostracion de este teorema 22 en la que se aplica el teorema 20 y el

lema 21 ya demostrados.
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Capitulo 3

Conclusiones

En este trabajo hemos generalizado el teorema del cual partimos, que trata la
semicontinuidad superior del mapeo multivaluado 4 que asigna a cada problema de
optimizacion lineal semi-infinitay cada punto factible el conjunto de restricciones
activas modificadas, relajando la condiciéon de que los vectores  a(?) sean
acotados paratodot € T, y concluyendo aun la semicontinuidad superior de
forma local y puntual en una vecindad del punto (o, x)

El teorema del cual partimos también estd probado en un articulo por aparecer
pero s6lo en el caso cuando x pertenece a la frontera del conjunto factible, cabe
hacer la aclaracion que en este trabajo de tesis este teorema lo hemos probado para
todos los puntos en el conjunto factible.

La prueba se ha hecho en forma directa y usando una condicion suficiente
demostrada aqui, hemos obtenido algunos resultados de las propiedades de los
conjuntos de restricciones activas extendidas en forma de lemas y se ha
demostrado que este mapeo multivaluado 4 es cerrado en los puntos que
pertenecen a P X R™.

Estos resultados dan la posibilidad de generalizar en gran medida todos los
resultados del articulo en el que se prueba el teorema del cual surgi6 este trabajo de
tesis particularmente el teorema de Numberger que caracteriza el interior del

conjunto de los problemas que tienen solucion fuertemente tnica.
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Apéndice A

Conceptos y definiciones basicas

Los resultados y definiciones que se enuncian a continuacion, que emplearemos

alo largo de este trabajo, se derivan del analisis matematico.

A.1. Fundamentos matematicos.

En el espacio finito dimensional R"™ consideramos la norma euclidiana de un

elemento x = (x4, ..., X,), definida como

llx]l = (Z x?)z

i=1

| =

Definicion 23 (ver [1]) Dado un punto x € R™ y un numero real € > 0,
al conjunto O,(x) ={y : ||lx — y|| < €}, se le denomina bola abierta con
centro x y radio €.

Definicion 24  (ver [5]) Una topologia sobre un conjunto X es una
coleccion 3 de subconjuntos de X que tiene las siguientes propiedades:
(1)® y X estan en 3.

(2) La union de los elementos de cualquier subcoleccion de 3 esta en 3.
(3) La interseccion de los elementos de cualquier subcoleccion finita de 3

estda en 3.

Definicion 25 (ver [5]) Un espacio topoldgico es un par ordenado (X,3)

que consiste de un conjunto X y una topologia J sobre X.
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Definicion 26 (ver [1]) Dado X espacio topologico con topologia 3 decimos
que un subconjunto U de X es un conjunto abierto de X si U pertenece a la

coleccion 3

Definicion 27 (ver [5]) Un espacio topologico X es un espacio Hausdorff
si para cada par de puntos distintos x4, x, de X, existen Uy y U, vecindades

de x1,x,, respectivamente, que son disjuntas.

Definicion 28 (ver [1]) Se dice que un conjunto M C R" es acotado, si

sup{llx —y|| : x,y € M} < .

Definicion 29 (ver [1]) Sea { x,} una sucesion en R". Un elemento x de
R™ es el limite de la sucesion { x,} si para cada € > 0 existe un numero
naturalM (¢) tal que paro todon = M (g)

llxn — %Il < e
Si x es el limite de {x,} se dice que {x,} converge a X y se denota por

X, — X. También se dice que la sucesion es convergente.

Lema 30 (ver [1]) Si una sucesion {x,} en R™ converge a un elemento X,

entonces cualquier subsucesion {x, } de la sucesion {x,}  también

converge a X.

Teorema 31 (Bolzano - Weiertrass, ver [1]). Toda sucesion acotada en

R™ tiene una subsucesion convergente.
Teorema 32 (ver [l]) Una funcion f : R™ - R es continua en X si y solo si, para

toda sucesion {x,} en R" tal que{x,} converge a X, se tiene que la sucesion de

numeros reales{f (x,)} converge a f (x).
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A.2. Mapeos Multivaluados

En esta seccion enunciamos las definiciones de mapeos multivaluados y

semicontinuidad superior de mapeos multivaluados.

Definicion 33 (ver [6]) Sean X, Y conjuntos no vacios. Por un mapeo
multivaluado de X en Y entendemos una regla de asociacion ¥ la cual, a

cada elemento x € X, le asigna un subconjunto (quizas vacio W(x) deY.

Definicion 34 (ver [6]) Sean (X,7) y (Y,n) espacios topologicos. Un mapeo
multivaluado

Y:X-V
se dice que es semicontinuo superiormente (en el sentido de Berge) en el punto

X9 € X siy solo si paro cada conjunto abierto W € 1 tal que

Y(xg) cW,
existe un conjunto abiertoV € ttalquexy, €V y Vxe V,¥(x)cW

Se dice que ¥ es semicontinuo superiormente (en el sentido de Berge) si es

semicontinuo superiormente en cada punto.

Definicion 35 (ver [6]) Sean (X,7) y (Y,n) espacios topoldgicos. Un

mapeo multivaluado

vV: X —Y

se dice que es semicontinuo inferiormente (en el sentido de Berge) en el

32



punto xog € X siy solo si paro cada conjunto abierto W € n tal que W N
Y(xg) =0
existe un conjunto abierto V € 1 tal que xo, EV y
Vx eV, Y)NW + 0
Se dice que ¥ es semicontinuo inferiormente (en el sentido de Berge) si es

semicontinuo inferiormente en cada punto

Definicion 36 (ver [11]) Sean (X,t) vy (Y,n) espacios topologicos. Un
mapeo multivaluado

V. X —Y
se dice que es cerrado en el punto x, € X sipara cada par de sucesiones

{xp} Xy () cY, n=1,2,.., con las propiedades
{xn} —Zo, UYn € \I’(.’Bn), {yn} — Yo

se sigue que yy € W(xg).

Se dice W que es cerrado si es cerrado en cada punto.
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Apeéndice B

Analisis Convexo

B.1. Conjuntos convexos

En este apéndice vamos a enunciar las definiciones de conjunto convexo, funciones
convexas, direcciones factibles, cono de direcciones factibles y algunas de sus

propiedades.

Definicion 37.- (ver [4]) Si x,y € R", x # y, el conjunto de puntos de la
forma
A-Dx+Aly=x+ Ay —x), AER,

se llama la linea que pasa a través de los puntos x yy.

Definicion 38.- (ver [4]) Sea S € R™. Diremos que S es convexo si dados
X,y €S, setiene que:

Ax+ (1 -AD)yES, v € [0,1]
Definicion 39.- (ver [4]) Sea S € R™ un conjunto no vacio. Diremos que
S es un cono si x € S implica que ax € S, para todo a = 0. S es un cono

convexo si ademads, S es convexo.

Teorema 40.- (ver [4]) La interseccion de una coleccion arbitraria de

conjuntos convexos es convexo.
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Definicion 41.- (ver [3]) La envoltura conica convexa (coneS) de un
conjunto no vacio S € R™ se define como la interseccion de todos los
conos convexos que contienen al origen y que contienen a S.

Dado cualquier conjunto S € R™S existe un conjunto convexo mas pequefo que
contiene a S (a saber, la interseccion de la coleccion de conjuntos convexos M tales
que S c M. Este conjunto se llama la envoltura convexa de S y es denotado por

convs.

Definicion 42.- Dado un sistema o = (a, b, c). Decimos que se satisface la
condicion fuerte de Slater en o, siy solo siexiste § > 0y x € Z(0) tal que

para cualquier t € T la desigualdad {(a;,x) > b, + § es vdlida.

Definicion 43. - Dado un conjunto S convexo y cerrado en R™, un vector d
en R", distinto de cero, es llamado una direccion del conjunto S si para
cada x € §,x + Ad existe § > 0 tal que x + Ad € S paro todo

0<A1<6.

Si el conjunto S es el conjunto factible de un cierto sistema, entonces a d

se le llamara direccion factible del conjunto S.
Definicion 44.- Dado un sistema o = (a,b,c) definimos el cono de

direcciones factibles en x € Z(0) de la siguiente manera:

D(Z(0),x):= {deR": x + Ad € Z(0), paro algun A > O0}.
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B.2. Funciones convexas

Definicion 45.- (ver [2]) Sea S un conjunto no vacio convexo de R"™ y

f:5S—R

una funcion. Se dice que fes convexaen S si
Vx,y€ESx#yVAE (O f(Ax+ A -Dy) SAf(x)+ (1 -Df )

Si la desigualdad se cumple estrictamente para A € (0,1), entonces la
funcion se dice estrictamente convexa.

La norma es una funcién convexa ya que

I2x + (1 = DIl < Alxl[ + (1 = Dllyll

Lema 46.- (ver [2]) Sea S un subconjunto no vacio y convexo de R"y f :
S = R una funcion convexa. Entonces, los conjuntos de nivel
Sa={x€S:f(x)<a}, donde a es un numero real, son conjuntos

convexos.
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B.3. Definiciones importantes en optimizacion lineal

Consideremos el siguiente problema de optimizacion lineal

Minimizar (c, x)
Sujeto a Vt €T (a(t),x) = b(t),

en donde T es un conjunto de indices arbitrario ( quizas infinito), c € R",
a:T->R"y b :T—->R" para cada t €T, estan definidas sobre el conjunto
T.

La funcion (c,x) se llama funcion objetivo. Cada restriccion (a(t),x) = b(t), se
llama restriccion de desigualdad. Un punto x que satisface todas las restricciones
se llama solucion factible del problema. El conjunto de todas las soluciones
factibles forma el conjunto factible. Entonces, en un problema de optimizacion se
trata de hallar un punto factible X tal que (c, X) < (c, x) para cada punto factible x.
Tal punto X es llamado solucién Optima del problema. Si existe mds de una
soluciéon Optima ellas son referidas como soluciones Optimas alternativas.

Un indice t € T (o la desigualdad (a(t),x) = b(t) es activo en el punto factible
si{a(t), t) = b(t)
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