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Introduccion

Debido a la situacién actual de las matemaéticas de frontera, la hipétesis de Riemann por su caracter
tan importante en la teorfa analitica de los niimeros y la variable compleja constituye un problema
digno de estudiar de forma meticulosa y de igual manera algunas de sus implicaciones en la fisica,
particularmente en la teoria de cuerdas, presentamos algunos de los avances en el entendimiento de
este problema pues merece ser planteado desde un enfoque un tanto més elemental para que cual-
quier estudiante de licenciatura de fisica o matematicas pueda comprender los conceptos necesarios
para un estudio posterior més formal de esta cuestion. Con la finalidad de que mas estudiantes se
vean mas interesados en este tipo de problemas que a veces pueden parecer muy ulteriores.

La hipotesis de Riemann es uno de los veintitrés problemas planteados por el gran matemético
alemén David Hilbert y constituye el octavo en su lista, también aparece como el cuarto problema
en la lista de los problemas del Milenio del Clay Matematics Institute (EE.UU.). Formulado por
Bernhard Riemann en 1859, en teoria analitica de nimeros, la hipdtesis de Riemann o conjetura
de Riemann es una conjetura sobre la distribucion de los ceros no triviales de la funcion zeta de
Riemann. Su importancia deriva de las consecuencias que tiene sobre la distribuciéon de los nimeros
primos.

Riemann no discuti6é su hipotesis en ninguna otra publicacién y no hay constancia de comunica-
ciones privadas en las que afirmara tener una prueba de esta conjetura. En cambio, present6 como
ciertos algunos otros resultados relacionados con la cantidad y la disposicién de los ceros en la tira
critica que han sido todos probados, excepto uno, por otros mateméticos en los anos siguientes.
En particular, Riemann, ademéas de dar una estimacién del ntimero de ceros con parte real en el
intervalo [0, 1] y parte imaginaria en [T, T, afirm6 que la fraccion de tales ceros que se encuentra
en la linea critica tiende a 1 cuando T tiende a infinito. Riemann creia tener una prueba rigurosa
de esta tltima afirmaciéon que, como explica en una comunicacién privada a un colega, no publico
porque aun no estaba lo suficientemente simplificada. Incluso hoy, esta forma débil de la hipotesis
esté esperando una prueba o una negacion.

Establecer una regla matemaética que demuestre la existencia o no de una logica en ausencia de
una sucesion regular en la distribucién de los nimeros primos supondria entender si hay una
“arritmia” total en estos ultimos o si falta; esto podria tener importantes repercusiones en las
aplicaciones informaéticas actuales y futuras, ya que la criptografia suele utilizar ntiimeros enteros
como claves cuya factorizaciéon en nimeros primos (muy grandes) no se puede calcular en tiempos
aceptables. El posible conocimiento de la distribucion de esta secuencia podria, por tanto, facilitar
esta factorizacion: habria que buscar, por tanto, otras técnicas de seguridad informatica, como la
criptografia con funciones elipticas modulares, pero sujeta también a una conjetura pendiente (la
de Birch y Swinnerton- Dyer), o la criptografia cuantica, que por el momento parece inexpugnable
y cuya primera version (DARPA Quantum Network) ya esta disponible.

A lo largo de los afios, muchos matematicos han afirmado haber probado la Hipotesis de Riemann.
Un caso particular lo constituye Louis de Branges de Bourcia, un mateméatico ya famoso por
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VIII INTRODUCCION

haber resuelto la conjetura de Bieberbach. En 1992, de Branges propuso y publicé en su sitio
web una prueba basada en argumentos de analisis funcional, pero los teéricos de los numeros
permanecieron escépticos y ocho anos después, Brian Conrey y Xian-Jin Li publicaron un articulo
en el que proporcionaban contraejemplos que implicaban la incorreccién de la prueba. En los anos
siguientes, de Branges a menudo modific6 la prueba, todavia basandose en el mismo tipo de ideas.
Sin embargo, aunque hasta el momento nadie ha verificado la correccion de la prueba después de
los cambios realizados, la nueva versiéon también se considera incorrecta porque los argumentos
utilizados se consideran inadecuados para atacar el problema.

El gran matematico Michael Atiyah, Medalla Fields en 1966 y Premio Abel en 2004, ofreci6 una
charla en el Heidelberg Laureate Forum el pasado lunes, 24 de septiembre de 2018. Se anunci6
que presentaria una demostracion (sencilla) de la hipdtesis de Riemann. En paralelo se publico
un articulo de cinco paginas con la (supuesta) demostracion, que se basa en un articulo previo de
diecisiete paginas con un (supuesto) calculo de la constante de estructura fina; ambos manuscritos
fueron rechazados en arXiv, por lo que se han publicado via Google Drive. Tras su revision se
concluyo que la supuesta prueba estaba errada.

Dada la importancia del problema y la no trivialidad de muchos resultados previos para su enten-
dimiento, la inmensa mayoria de libros de texto presuponen que el lector es avanzado, conoce y
entiende dichos resultados como lo son: la continuacién analitica, el calculo de ceros para funciones
de variable compleja, el calculo de valores numéricos de la funcién zeta y cémo se relacionan los
ceros no triviales de la funcién zeta de Riemann con la distribuciéon de los ntimeros primos.

El enfoque de este trabajo es evidenciar la mayoria de los resultados méas importantes y necesa-
rios para entender primordialmente el enunciado de la hipotesis de Riemann, su relaciéon con la
distribucién de los ntimeros primos y su conexién con algunas teorias de la fisica. Las principa-
les aportaciones en este trabajo consisten en dar una construcciéon detallada de la continuacion
analitica de la funcion zeta de Riemann, la verificaciéon numérica de ceros no triviales empleando
la formula de Riemann-Siegel de forma minuciosa y la elaboraciéon de aproximaciones cada vez
mejores a la funcion 7w(z) (contador de ntimeros primos), mediante la funcion R(z) (contador
de primos de Riemann) empleando los ceros no triviales de la funcion ¢ (zeta).



Capitulo 1

Teoria analitica de los nimeros

Tradicionalmente, la teoria de niimeros es esa rama de las matematicas puras que se ocupa de
las propiedades de los niimeros enteros y contiene muchos problemas abiertos que pueden ser
entendidos incluso por aquellos que no son mateméaticos. De manera més general, el tema ha
llegado a tratar con una clase més amplia de problemas que han surgido naturalmente del estudio
de los ntimeros enteros.

La teoria analitica de nimeros se puede dividir en diferentes campos dependiendo de los métodos
utilizados y los problemas estudiados. El término “aritmética” también se usa para referirse a la
teoria de nimeros. Este término es bastante antiguo y no es tan popular como lo era antes.

Sin embargo, el término sigue siendo frecuente, por ejemplo, en el nombre de “campos” matemaéticos
(geometria algebraica aritmética y aritmética de curvas y superficies elipticas). Este significado de
la palabra aritmética no debe confundirse con la rama de la logica que estudia la aritmética como
un sistema formal.

En la teoria elemental de ntmeros, los niimeros enteros se estudian sin el uso de técnicas de otras
areas de las matemaéticas. Esta parte incluye las cuestiones de divisibilidad, el algoritmo de Euclides
para calcular el médximo comin divisor, la factorizaciéon de ntimeros enteros en ntimeros primos, el
estudio de nimeros perfectos y congruencias. Las afirmaciones tipicas son el pequeno teorema de
Fermat y el teorema de Euler (que es una generalizacion del mismo), el teorema chino del resto y
la ley de reciprocidad cuadratica. Se investigan las propiedades de funciones multiplicativas como
la funcién de Mobius y la funcion de Euler ¢; asi como secuencias de nimeros enteros como
factoriales y nimeros de Fibonacci.

La teoria de ntimeros, un tema favorito entre los antiguos griegos, vio su renacimiento en los siglos
XVI y XVII en las obras de Viéte, Bachet de Méziriac y especialmente Pierre de Fermat. En
el siglo XVIII Euler y Lagrange hicieron importantes aportes a la teorfa, la disciplina comenzé a
tener una forma cientifica gracias a las grandes obras de Legendre (1798), y Gauss (1801). Con
Disquisitiones Arithmeticae de Gauss (1801) se puede decir que comenzo la teoria moderna de los
nimeros.

Chebyshev (1850) proporciond margenes utiles para el nimero de nimeros primos entre dos limites.
Riemann (1859) conjeturd una formula asintotica mejorada para el teorema de los ntumeros primos,
introdujo un analisis complejo en la teoria de la funcion zeta de Riemann y, a partir de sus ceros,
derivo las formulas explicitas de la teoria de los ntimeros primos.



Teoria analitica de los nimeros

La teoria de las congruencias se remonta a las Disquisiciones de Gauss. Introdujo la notacién:
a=b (méd c), y explord la mayor parte del tema. En 1847 Chebyshev publico un trabajo en ruso
sobre el mismo tema, que fue popularizado en Francia por Serret.

Ademés de resumir el trabajo anterior, Legendre enuncio la ley de reciprocidad cuadratica. Esta
ley, descubierta por inducciéon matemética y enunciada por Euler, fue demostrada por primera vez
por Legendre en su Théorie des Nombres (1798), aunque solo para casos particulares. Indepen-
dientemente de Euler y Legendre, Gauss descubri6 la ley alrededor de 1795 y fue el primero en
dar una prueba general. Otras personalidades destacadas que contribuyeron al tema son: Cauchy,
Dirichlet, del que Vorlesungen tiber Zahlentheorie (Lecciones de teoria de nimeros) es un clasico,
Jacobi, quien introdujo el simbolo de Jacobi, Liouville, Eisenstein, Kummer y Kronecker. La teoria
se generaliza para incluir la ley de reciprocidad cubica y bicuadratica (Gauss, Jacobi, Kummer).

La representacion de ntimeros enteros en formas cuadraticas también se debe a Gauss. Cauchy,
Poinsot (1845), Lebesgue (1859, 1868), vy especialmente Hermite contribuyeron al tema. La teoria
de las formas ternarias fue estudiada por Eisenstein, y él y H. J. S. Smith dieron notables avances
en la teorfa de las formas en general. Smith dio una clasificacion completa de formas ternarias
cuadraticas y extendio la investigacion de Gauss sobre formas cuadraticas reales a formas complejas.
Los estudios sobre la representacion de los nimeros como la suma de 4,5,6,7,8 cuadrados fueron
realizados por Eisenstein y la teoria fue completada por Smith.

Dirichlet fue el primero en dar una conferencia sobre el tema en una universidad alemana. Entre sus
contribuciones se encuentra la extension del tltimo teorema de Fermat, que Euler y Legendre habian
resuelto para n = 3, 4; Dirichlet demostré que 2°+1%° # az°. Entre los altimos escritores franceses
se encuentran Borel; Poincaré, cuyos resultados son numerosos e importantes; Curtiduria y Stieltjes.
Entre las personalidades méas eminentes de Alemania se encuentran Kronecker, Kummer, Schering,
Bachmann y Richard Dedekind. En Austria, la obra Vorlesungen iiber allgemeine Arithmetik de
Stolz (1885-86), y en Inglaterra la Teoria de los nimeros (Parte I, 1892) de Mathews se encuentran
entre las obras mas completas. Genocchi, Sylvester y Glaisher hicieron otras contribuciones a la
teoria.

El matemaético inglés G. H. Hardy fue uno de los defensores méas apasionados de la teoria de
nimeros y dedicoé gran parte de su vida a ella.

Para nuestros fines la teorfa analitica de nimeros emplea como herramientas el célculo y el analisis
complejo para abordar preguntas acerca de los ntimeros enteros. Algunos ejemplos de esta son el
teorema de los nimeros primos y la hip6tesis de Riemann. El problema de Waring, la conjetura de
los nimeros primos gemelos y la conjetura de Goldbach también estan siendo atacados a través de
métodos analiticos.

Ahora damos la siguiente definicion:

Un ntimero es un elemento de un conjunto de simbolos sujetos a una cierta axiomaética.




Teoria analitica de los niimeros
1.1 Numeros Naturales

1.1. Numeros Naturales

El origen del sistema de los nimeros naturales se pierde en la noche de los tiempos. No tenemos
documentos suficientes para entender como el hombre los haya construido o descubierto; es posible
que nuestro sistema de numeraciéon haya nacido contemporaneamente al mismo lenguaje de la
especie humana. Se han encontrado troncos fosiles mas antiguos a treinta mil anos, marcados
con incisiones a distancias regulares. En particular, fue encontrado un hueso de babuino, llamado
“Hueso de Ishago" ya que se encontrd en la ciudad de Ishango en el Congo Belga entre el Nilo
y el lago Eduardo, que tiene muescas dispuestas de manera que nos hace pensar que representan
nameros o célculos. El hueso se fecha en un periodo entre 20,000 a.n.E. y 18,000 a.n.E.

En el Congo 20,000 a.n.E.

Figura 1.1: Hueso de Ishango.

Podemos imaginar que los pastores para contar los elementos del propio rebano, hicieran marcas
en sus bastones mano a mano cuando las ovejas entraban en el corral una a la vez: una marca por
cada obeja. Todavia, este método de asociacién uno a uno (una marca por una oveja) no es eficaz
para los rebafios u objetos por contar, de grandes dimensiones. Si imaginamos, por ejemplo, la
dificultad para marcar quinientas muescas en un baston. Es posible entonces que para representar
nameros grandes se comenzaran a usar simbolos especificos que reclamaran a la mente los grandes
ntmeros y que contemporaneamente hayan sido fijadas algunas reglas para asociar estos simbolos.
Sabemos que alrededor de 6,000 anos atras los antiguos egipcios escribian los ntimeros utilizando
jeroglificos para denotar las potencias de 10 marcandolos sobre las piedras.

Ntumeros egipcios 1,500 a.n.E.

02 1 f1]=|¥

6

1 10 | 100 | 1000 [ 10000 | 100000 10

Figura 1.2: Jeroglificos numéricos egipcios.
Los romanos usaban en cambio siete simbolos con los cuales, siguiendo determinadas reglas, repre-
sentaban cualquier nimero.
Los simbolos son: I=1, V=5, X=10, L=50, C=100, D=500, M=1000.

El niimero MM representa 1000+1000 = 2000. El niimero VI representa 5+ 1 = 6, mientras que el
nimero IV representa 5 — 1 = 4.

Nameros mayas 150 n.E.




Teoria analitica de los niimeros
1.1 Numeros Naturales
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Figura 1.3: Numeracion Maya.

Los primeros niimeros que utilizamos desde pequenos para poder contar los objetos o las personas
se llaman nimeros naturales:

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, . ..

El conjunto de todos estos niimeros se representa con la letra N. ;Qué cosa tienen en comin los
dedos de una mano, con 5 manzanas, 5 rocas, 5 sillas...? Evidentemente el nimero 5. Una caracte-
ristica esto es, que es comin para todos los conjuntos formados por 5 objetos. Esta caracteristica
puede ser vista como un objeto por derecho propio, un objeto abstracto de tipo matematico.

Pero los niimeros naturales no sirven solo para indicar cuantos objetos hay (aspecto cardinal del
ndmero), también son usados para representar el orden con el cual se presentan los objetos (aspecto
ordinal), el orden por ejemplo con el cual los corredores llegan a la meta: primero, segundo, tercero...

No obstante los ntimeros naturales y sus operaciones que se nos enseian desde pequenos, la hu-
manidad los usa desde tiempos muy antiguos y una plena comprensiéon no es tan simple, como
demuestra el hecho que atn hoy los matematicos los estudian. El debate sobre qué cosa sean los
nimeros y sobre qué cosa se basan ha sido particularmente animado en las primeras décadas del
siglo XX, cuando los han discutido matematicos y filésofos como Frege, Peano, Russell, Hilbert y
muchos otros. Hoy existen muchos puntos de vista.

La primera y principal caracteristica que no se puede olvidar en absoluto es que los niimeros natu-
rales son infinitos. La lista de ntimeros, de hecho, puede continuar indefinidamente, si consideras
que puedes pensar en el nimero més grande que te venga a la mente pero aun asi agregar una
unidad y obtener uno atin mayor. No importa cuan grande sea el niimero mas grande en el que
puedas pensar, debes saber que hay infinitamente méas que él.

En matemaéticas hablamos de operaciones cuando, trabajando con los elementos de un conjunto,
obtenemos otro elemento del mismo conjunto. La operacion dentro del todo es aquella a la que
se asocian dos elementos del todo para que otro elemento del mismo conjunto sea el resultado
de esta operacion. Las operaciones que se pueden realizar con nimeros naturales son: (Y siempre
obtendremos otro niimero natural)

= suma
= sustracciéon
= multiplicacion

= exponenciacion




Teoria analitica de los niimeros
1.1 Numeros Naturales

Por su propia naturaleza cada uno de los niimeros naturales tiene un nimero que le precede -
que toma el nombre del anterior- y un nimero que le sigue -que se llama préximo o sucesivo-.
En concreto, dado un nimero y el que le sigue (el proximo) podemos definir estos dos nimeros
consecutivos. Tomemos un ejemplo. Si tomamos el ntimero 3, el ntimero 2 se llamara precediendo al
namero y el ntimero 4 sera su consecuente. Como es facil de adivinar, solo hay un ntimero natural
que no responde a esta regla y es el 1. Como el primero de todos los nimeros naturales, de hecho,
el uno no puede tener precedente, es decir, ningin nimero natural puede existir antes de uno.

Para entender como se comparan dos nimeros naturales es necesario conocer los simbolos que
siempre se encontraran en la vida, los que aprendimos desde los primeros anos de escuela:

Donde el simbolo “>" puede aparecer invertido “<" que se emplea para comparar dos nimeros
y especificar si uno es mayor que otro, donde el vértice siempre apunta al niimero mas pequeno,

por ejemplo: 3 >2 6 2 < 3. Y el simbolo “=" se emplea para indicar la igualdad entre ambos
ndmeros: 5 = 5.

Por tanto, acabamos de explicar como siempre es posible establecer si dos niimeros del conjunto N
son iguales o si uno es mayor o menor que el otro. Esta situacion se llama propiedad y se puede

definir de la siguiente manera: el conjunto de los nimeros naturales N es un conjunto ordenado’.

La representacion grafica

o1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 n

Figura 1.4: Recta de los ntimeros naturales.

El conjunto N de los numeros naturales se puede representar graficamente en una recta horizontal y
con una linea vertical vamos a marcar un segmento de recta y eso serd una unidad. La primera linea
correspondera al nimero 1, el segundo el nimero 2, al tercero el nimero 3 y asi sucesivamente.
Asi tendremos la representacion gréfica de algunos elementos del conjunto N.

1Conjunto ordenado:
A es un conjunto ordenado cuando la relaciéon < cumple las propiedades reflexiva, antisimétrica y transitiva. A
saber:
Reflexiva a < a.
Antisimétrica [a <b A b<a] = a=b.
Transitiva [a <b A b<¢ = a<ec




Teoria analitica de los nimeros
1.2 Numeros Enteros

1.2. Numeros Enteros

Los nimeros enteros (o enteros relativos o, simplemente, ntimeros relativos) corresponden al con-
) 9

junto obtenido al unir los nameros naturales N, los inversos aditivos de los ntimeros naturales

N_ ={-1,-2,-3,...} es decir, los que se obtienen colocando un signo “—” delante de los naturales,

y el cero 0. Este conjunto en matemaéticas se indica con Z o Z, porque es la letra inicial de “Zahl”

que en aleman significa nimero (originalmente “contar”, de hecho la expresion implica el uso de

nameros negativos).

Los nimeros enteros se definen entonces exactamente como el conjunto de nimeros que son el
resultado de la resta de ntimeros naturales. Los ntimeros enteros se pueden sumar, restar y mul-
tiplicar y el resultado sigue siendo un ntmero entero. Sin embargo, el inverso multiplicativo de
un numero entero no es un nimero entero en general, sino un niimero racional; formalmente este
hecho se expresa diciendo que Z es un anillo conmutativo?, pero no un campo®.

Definicion 1.2.1. Al conjunto Z=N U {0} U N_ se le llama conjunto de nimeros enteros.
La representacion grafica

-6 -5 4 -3 -2-101 2 3 4 5 6

Figura 1.5: Recta de los niimeros enteros.

El conjunto Z de los ntimeros enteros se puede representar graficamente en una recta horizontal y
con una linea vertical vamos a marcar un segmento de recta y eso serd una unidad. Asignaremos
al 0 el lugar central de nuestra gréfica, a la izquierda del cero se encontraran los elementos del
conjunto N_ y a la derecha del cero se encontrarén los elementos del conjunto N. Asi tendremos
la representacion grafica de algunos elementos del conjunto Z.

Luego Z dado por extension: Z ={...,-3,-2,-1,0,1,2,3, ...}.
Definicion 1.2.2. El nimero a € Z divide al nimero n € Z si existe b € Z tal que: n = ab.

Observar que no se puede dividir por cero. Si a divide a n se denota a | b (a divide a b). Cada
nimero n tiene siempre dos divisores triviales: 1 y el mismo: n =1-n.

2 Anillo conmutativo:
En teoria de anillos , un anillo conmutativo es un anillo (R,+, - ) en el que la operacién de multiplicaciéon - es
conmutativa; es decir, si para cualquiera a,b€ R, a-b=1>b"a.
En algebra abstracta, un anillo es un sistema algebraico formado por un conjunto y dos operaciones binarias,
llamadas usualmente «suma» y «producto», que cumplen ciertas propiedades.
3Campo:
Un campo F' es un sistema algebraico en el cual las operaciones binarias llamadas adicién y multiplicaciéon cumplen
las propiedades:
. La suma es conmutativa, i.e., Va,b € F: a+b=0b+a.
. La suma es asociativa, i.e., Va,b,c€ F: (a+b)+c=a+(b+c)=(a+c)+b.
.d0€F,Yae F: a+0=0+a, el elemento 0 se llama elemento neutro de la suma.
.Va€F, 3 —ac€F:a+(—a)=(—a)+a=0, —a sellama inverso aditivo de a.
. El producto es conmutativo, i.e., Va,b€ F: a-b=0b-a.
. El producto es asociativo, i.e., V a,b,c € F: (a-b)-c=a-(b-c)=(a-c)-b.
.d1€eF, VYVa€eF :a-1=1-a=a, ademas 1 #0.
Ya€F:a#0,3a'€F:a-(a)=(1) a=1
.VYabceF:a - (b+c)=a-b+a-c AN (a+b)-c=a-c+b-c
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Generalmente tenemos la division euclidea:

Proposicion 1.2.3. (Algoritmo de la division)
Dados dos niimeros enteros a,b, con b # (0, existe una tunica pareja de nimeros enteros ¢ y r
tales que: a =bg+7r con 0<r <b Ademas, r =0, si,ysolosi, b|a. Sediceque ¢ esel
cociente y r el resto obtenido al dividir a por b.

Demostracion:
Sea S el conjunto de enteros no negativos dado por

S={y:y=a—bx, x€Z, y>0}.

Es un conjunto no vacio de enteros no negativos, por lo tanto admite minimo, que designaremos
a—bg. Sea r =a—bqg, entonces a =bg+r y r > 0. Ahora demostraremos que 7 < b.
Supongamos 7 > b, entonces 0 < r—b<r. Pero r—be S yaque r—b=a—0b(qg+1).
Por lo tanto r — b es un elemento de S menor que su elemento minimo 7. Esta contradiccién
prueba que 7 < b. El par ¢, es tnico, ya que si existiese otro par con estas condiciones ¢’,r’,
entonces bg+r =bq +r', de donde b(¢q—q') =1'. Luego b| (' —7r), si " —r #0 tendremos
b <|r—r'|, que conduce a una contradiccion. Por consiguiente ' =r y ¢ =¢. Finalmente es
claro que r =20 si, y solo si, b a.

Este teorema a pesar de ser un teorema de existencia, su demostraciéon nos da un método para
calcular el cociente ¢ y el resto r. Restamos de a (o sumamos a a) multiplos de b hasta
obtener el menor niimero no negativo de la forma a — bx.

En lo posterior usaremos el Principio del Minimo (que puede ser tomado como axioma):

Axioma 1.2.4. (Principio del Minimo)

Si X € N es un subconjunto no vacio, entonces X tiene un elemento minimo, esto es existe
m € X tal que: Vax € X, m < z. Este principio tiene otra formulacién que se conoce como el
Principio del Buen Orden.

Definicién 1.2.5. Un entero positivo p mayor que 1 que sélo es divisible por 1 y por p se llama
un numero primo. Un entero positivo mayor que 1 que no es primo es un nimero compuesto.

Los niimeros primos menores o iguales a 20 son: 2,3,5,7,11,13,17,19.
El namero 1 (unidad) no es considerado primo porque 1 divide a cada namero (n = 1-n).

Lema 1.2.6. Cada entero positivo mayor que 1 tiene un divisor primo.
Demostracion:

(Por contradiccion) Supongamos que existe [ entero positivo que no tiene divisores primos, sea
A={neN:n>1ynno tiene divisores primos} CN, A# ) yaque [ € A, luego ACN y
A # (), entonces A tiene minimo, por el Principio del Buen Orden (P.B.0O.)*, sea mg = min A
(mg € A), mp no tiene divisores primos y mq | mg, luego mp no es un nimero primo, entonces
mo = ab para a,b € N tales que 1< a,b < mg, como a < mg entonces a ¢ A de ahi que
existe p namero primo tal que p | a pero a | mg, por consiguiente p | mo ! Lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto, todo entero positivo mas grande que 1 tiene al menos un divisor
primo.

4Principio del Buen Orden:
En cualquier conjunto de nimeros naturales B C N con B # ) existe un minimo, es decir, un nimero n € B
menor o igual que cualquier namero del conjunto B.
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1.3. Numeros Racionales

En el conjunto de los nimeros naturales N y los ntimeros enteros Z no siempre es posible realizar una
divisién. Si intentamos realizar 7/2 obtenemos un ntiumero no entero, i.e., 3,5. Para poder hacer
siempre la division, es necesario ampliar el conjunto de los enteros anadiendo los que se definen
como numeros racionales. §Qué utilidad tienen en la vida real? He aqui un ejemplo concreto: “la
mitad de la clase estuvo ausente hoy”. La palabra mitad indica la division de 1/2 que no tiene
un resultado entero.

Podemos decir que el conjunto de nimeros racionales Q esta dado por todos los ntimeros que se
pueden expresar en forma de fraccion.

Definicion 1.3.1. El conjunto de los nameros racionales es el conjunto
a
@:{Bm,bez A b;éo}.

Observacidn: Es facil notar que Z C Q, ya que si a € Z, entonces a = ¢ € Q. En particular
el 1 yel O son racionales.

Definicion 1.3.2. Para cada nimero real x, denotaremos por [z] al Gnico ntmero entero que
cumple que z € [[z],[z] + 1) y llamaremos al entero [z] la parte entera de z.

Por ejemplo: [5] =5, [-11]=—11, [3,5]=3, [-3,5]=—4, [-31]=-1

Definicién 1.3.3. La funcién parte entera superior de un ntimero z, denotada [z] devuelve el
menor entero mayor o igual a z, i.e.,

[z] =min{n € Z]|n>zx}.

Por ejemplo: [2,25] =3, [2] =2, [—2,25] = —2.

Definicion 1.3.4. La funciéon parte entera inferior de un ntimero =z, denotada |z], devuelve el
mas grande entero menor o igual a =z, i.e.,

lz] =méx{n e€Z|n<z}.

Por ejemplo: [2,8] =2, |-2| = -2, |—2,3] = —3. Las definiciones 1.3.2. y 1.3.4. son dos formas
distintas para enunciar el mismo concepto, aqui las enunciamos porque no se suele mencionar su
equivalencia en la bibliografia y dadas las distintas notaciones se puede prestar a confusion.

Definiciéon 1.3.5. La parte fraccionaria (también conocida como la parte fraccional o decimal) es
una funciéon que asocia a cada nimero real z su valor menos su parte entera: {x}=x — |z].

Por ejemplo:  {3,1416} = 3,1416 — |3,1416] = 3,1416 — 3 = 0,1416,
{5,735} = 5,735 — |5,735| = 5,735 — 5 = 0,735,
{—8.21} = —8,21 — [—8,21] = —8,21 — (—9) = 0,79.

Teorema 1.3.6. (Propiedad de densidad de Q)
Sean z,y numeros reales, si * <y, existe r € Q tal que =z <r <uy.
Demostracion:
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Como x <y, setiene que y —z > 0y por la propiedad arquimediana®, existe ng € N tal que
1 < no(y —z) y por lo tanto ngz + 1 < ngy. Por otro lado si [ngz] se denota por m, se tiene
que m<ngr<m-+1 yentonces nogr <m+1<nogxr+1<ngy, asi que, dividiendo entre ng,
queda
m+1 m+1
T < <y, con
no no

€ Q.

La representaciéon grafica
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Figura 1.6: Recta de los ntimeros racionales.

El conjunto Q de los niimeros racionales se puede representar graficamente en una recta horizontal y
con una linea vertical vamos a marcar un segmento de recta y eso asignara el lugar que corresponda
a cada numero racional. Asignaremos al 0 el lugar central de nuestra grafica, a la izquierda del
cero se encontraran los elementos negativos (—) y a la derecha del cero se encontraran los elementos
positivos (4). Asi tendremos la representacion grafica de algunos elementos del conjunto Q.

1.4. Numeros Irracionales

Cuando se trata de operaciones entre nimeros naturales N, estas operaciones no siempre son
internas al conjunto N, es decir, el resultado no forma parte de los niimeros naturales. Por
ejemplo en la resta entre dos ntimeros en los que el minuendo (primer término) es menor que el
sustraendo, o en la division de algunos ntimeros. Surge asi la necesidad de introducir nuevos grupos
numéricos; para hacer factible la resta se introdujeron los ntimeros enteros Z, para el cociente se
introdujeron los nimeros racionales Q, es decir, aquellos nimeros que se pueden expresar de la
forma a/b donde a,b € Z y b # 0.

Pareceria que todo va bien, pero no tuvimos en cuenta la extraccion de raiz. ; Qué ntimero es, por
ejemplo, la raiz cuadrada de dos?

V2 = 1,41421356237309504880168872420969 . . .

Es un namero que no se puede expresar como a/b donde a,b € Zy b # 0, y es decimal, ilimitado
y no periédico. Este es un ntimero irracional. Denotaremos el conjunto de nameros irracionales con
I. Sin embargo, podemos ver que este conjunto es un subconjunto de los niimeros reales R como
todos los demas conjuntos mencionados anteriormente.

Demostremos que la raiz cuadrada del 2 es un ntmero irracional:

Demostracion:
(Por reducciéon al absurdo) Supongamos que /2 no es es irracional y, por tanto, es racional.
Entonces existen p,q € Z tales que

\/522, XY/

5Propiedad Arquimediana:
1. Dado cualquier nimero z € QQ, existe un n € N que satisface n > x.
2. Dado cualquier nimero real y > 0, existe un n € N que satisface % <uy.
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Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que el maximo comun divisorde p y ¢ es 1, i.e.,
que no tienen factores comunes y por tanto son primos relativos. Elevamos al cuadrado y operando
queda:

Por tanto p? debe ser multiplo de 2, lo que implica que p también es un miltiplo de 2. i.e.,
p = 2k para un cierto k. Sustituimos este valor de p en la expresion anterior y simplificamos
un 2 de esa igualdad:

20> = (2k)? = 2¢°=4k* = ¢ =2%?

La expresiéon anterior nos asegura que g2 es multiplo del 2, y por tanto también lo es ¢. Y aqui
esta el absurdo: habiamos supuesto que p y ¢ no tenian factores comunes (i.e., med(p,q) = 1)
y hemos llegado a que los dos son miltiplos del 2, i.e., que tienen al 2 como factor comun, y
por tanto su mcd debe ser al menos el 2. Esa es la contradiccion que buscabamos. Por lo tanto
la raiz cuadrada del 2 es un namero irracional, i.e., V2el

Definicion 1.4.1. Al conjunto R — Q =1 se le llama conjunto de niimeros irracionales.

Evidentemente, cabe senalar que la extraccion de la raiz cuadrada no es una operacién interna a los
nameros irracionales, sino también otras raices (tercera, cuarta, etc.). Sin embargo, cabe sefialar
que no todas las raices cuadradas, ciibicas y otras dan lugar a niimeros irracionales.

Por ejemplo: /81 =9 nueve es un cuadrado perfecto. 3v/8 = 2.

Luego estan los nimeros irracionales particulares que merecen una menciéon aparte, debido a que
no solo en las matematicas son muy utilizados, entre estos encontramos:

Al nimero pi: 7 = 3,14159265358979. .. .

Al ntimero neperiano o nimero de Euler: e = 2,718281828459045. .. .

Al namero &ureo (proporcion divina): ¢ = 1,6180339887... . Indica la relacion entre dos
longitudes desiguales, donde la mayor es un promedio proporcional entre la menor y la suma de
las dos. Curiosidad: es posible aproximar cada vez mejor este nimero a partir de la relacién entre
dos términos sucesivos de la conocida sucesion de Fibonacci (que se define a continuacion).

Definicion 1.4.2. (Sucesion de Fibonacci)
Se trata de una secuencia infinita de ntumeros naturales; a partir del 0 y del 1, se van sumando

a pares, de manera que cada ntmero es igual a la suma de sus dos anteriores, de manera que:
0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,.... de manera mas formal tenemos:

171727?)’5»87137"' 5 flzla f2:1a fn:fn72+fnfla n23

La representacion grafica

31 911 A543 vz e e m 7 a9 a1

Figura 1.7: Recta de los ntimeros irracionales.

El conjunto I de los nameros racionales se puede representar graficamente en una recta horizontal y
con una linea vertical vamos a marcar un segmento de recta y eso asignara el lugar que corresponda
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a cada numero irracional en la parte inferior de la recta horizontal. Asignaremos al 0 el lugar
central de nuestra gréfica, a la izquierda del cero se encontraran los elementos negativos (—) y a
la derecha del cero se encontraran los elementos positivos (+), y en la parte superior de la recta
tenemos como “guia” a los nimeros enteros. Asi tendremos la representacion gréfica de algunos
elementos del conjunto I.

Teorema 1.4.3. Si p es un nimero primo, entonces ,/p es irracional.

La demostracion se hard més adelante con ayuda del teorema fundamental de la aritmética o de
la factorizacién tnica, el cual establece que todo entero positivo mayor que 1 puede escribirse de
forma tnica como un producto de potencias de niumeros primos.

1.5. Numeros Trascendentales

Un numero trascendente o ntmero trascendental es un nimero irracional que no es un nimero
algebraico®, es decir, no es la solucién de ninguna ecuacién polinomial de la forma:

-1
anx” + ap_12" "+ +ax+ag=0

donde n > 1 y los coeficientes a; son racionales y no todos nulos. El conjunto de los nimeros
trascendentes no es cerrado con respecto a la suma o al producto; de hecho, si a es trascendente,
también lo serd —a pero su suma, que es 0, es obviamente un ntimero algebraico; analogamente
para a y 1l/a.

El conjunto de ntimeros algebraicos es contable mientras que el conjunto de los ntimeros reales
es incontable; esto implica que el conjunto de los nimeros trascendentes es incontable, es decir,
hay infinitamente mas ntimeros trascendentes que algebraicos. Este resultado fue demostrado por
Georg Cantor a finales del siglo XIX. Demostrar que un naumero dado es trascendente puede ser muy
dificil. La normalidad, otra propiedad de los niimeros, podria ayudar a determinar su trascendencia.

La existencia de nimeros trascendentes fue demostrada por primera vez en 1844 por Joseph Liou-
ville, quien logré construir toda una clase de nimeros trascendentes, asi llamados ntimeros de
Liouville; en particular entre estos esté la constante de Liouville:

Z 10~% = 0,110001000000000000000001000 . . .
k=1

de los cuales el n-ésimo digito después de la coma es igual a uno si n es un factorial (por ejemplo:
1,2,6,24,120, 720, ..., etc. ) y 0 en caso contrario. El primer ntiimero construido sin propdsito que
demostro6 ser trascendente es e; Charles Hermite lo demostré en 1873. En 1882, Ferdinand von
Lindemann publicé una prueba basada en el trabajo anterior de Hermite sobre la trascendencia
de mw. En 1874 Georg Cantor habia demostrado la existencia y no numerabilidad de los ntimeros
trascendentes.

El descubrimiento de los nimeros trascendentes permitié demostrar la imposibilidad de varios
problemas geométricos antiguos relacionados con la construccién con regla y compés; la cuadratura
del circulo, el mas famoso de estos problemas, es imposible porque 7 es trascendente mientras
que todos los ntimeros que se pueden construir con regla y compéas son algebraicos.

SNumero algebraico
En matemaéticas, un namero algebraico es un namero real o complejo que es la solucion de una ecuaciéon polinomial
de la forma:
ant™ +an—12" 1+ tarz4+ap=0

donde n >0, cada a; es un entero, y a, es distinyo de O.

11
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Algunos ntmeros trascendentes:

= €% si a esalgebraico y diferente de 0. En particular, el mismo ntimero e es trascendente.

Este resultado se conoce como el teorema de Lindemann-Weierstrass.
= 7 la constante matemaética.
» a’ donde a es algebraico distino de 1y 0,y b es algebraico, pero no racional.
= ¢" llamado constante de Gel’fond.

= La funcion zeta de Riemann ((n) para n par, ya que son multiplos racionales de 7.

Se ha conjeturado que otros ntimeros como ((n) para n impar o la constante de Euler-Mascheroni
(que se define a continuacion) v son trascendentes, pero no se ha probado que lo son.
Esta constante se define de la siguiente forma:
n
=1 —1
1= i (40

Es decir, 7 se define como el limite de la diferencia de la sucesién de sumas parciales de la serie
armoénica y el logaritmo neperiano. Otras formas de definirla son las siguientes:

[ -

Su valor aproximado es: ~ ~ 0,57721 56649 01532 86060 65120 90082. ..

Constante de Euler-Mascheroni

T =

1.6. Infinitud de los niimeros primos

Uno de los temas méas estudiados a lo largo de la historia de las matematicas ha sido la infinitud
de los ntimeros primos, cuya primera demostracion fue elaborada por Euclides en el siglo III a.n.E.
Desde esa fecha hasta nuestros dias, han sido propuestas cientos de demostraciones.

Teorema 1.6.1. Hay un ntimero infinito de nameros primos.
Demostracion:

(Por contradiccion) Supongamos que sblo existen un namero finito de nimeros primos, a saber,
D1,D2y -y Pn- Sea Q =p1,p2,...,pn+1, Q€N yestal que Q > 1, entonces existe ¢ nimero
primo tal que (por el Lema 1.2.6.), ¢ | @, de ahi que ¢ =p,; paraalgan j € {1,2,...,n} pero
pPip2--Pn = DP1P2 " Pj—-1PjPj+1" " Pn = pj(p1p2 CrPj—1Pj+1 “pn) entonces pj | p1p2- - P,
ie, q|pip2---pn entonces q|Q—pipz---pn entonces q|pipz---pn+1—pipa---p, entonces
g| 1! En consecuencia, ¢ es un primo que no esta en la lista p1,pa,...,p,. Esta contradiccion
exhibe que hay un namero infinito de niimeros primos.

Otra demostracion (debida a Hermite), mas directa, es la siguiente. En tanto observamos el si-
guiente:

Lema 1.6.2. Sea n > 1 un entero y sea Div(n) = {1 =dy,d;,...,d, =n} el conjunto de sus
divisores, con 1 <d; <dy <---<d,_1 <n. Entonces d; es primo.
Demostracion:

12
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Si d; no es primo, existe d, 1 <d<d; talque d|dy 7, pero d|d; y di|n, sesigue d|n,
contra la definicion de dj.

Consideramos ahora el nimero n!:=1-2-3---n (n factorial). El divisor mas pequeno mayor que
1 de N:=n!4+1 esmayor que n, en efecto,si k<n, kfn!l+1 ya que:

N 1-2:3---k---n 1

_———-— + -,

k k k
y % ¢ N. Luego d; el divisor méas pequeno mayor que 1 de N verifica d; > n. Por el lema
1.6.1. se sigue que: Vn € N, 3 p, p primo con p > n. Por lo tanto el conjunto de ntimeros
primos P es infinito.
Veamos una tercera demostracién, usaremos dos igualdades probadas por Euler y que 72 es
irracional. Estas dos igualdades son:

=1 a 1
Z; Hlfp*Z
n=1 P

Demostracion:
Supongamos que s6lo existe una cantidad finita de niimeros primos, por lo tanto H;o = L sera
siempre un nimero racional, al ser un producto finito de fracciones. Por otro lado, utilizando las
igualdades probadas por Euler tenemos:

2

T 11 1 1 g e |
sretetatetoora s

Entonces, llegamos a que el lado izquierdo de la igualdad es un nimero irracional, mientras que el
derecho es un numero racional. Luego, llegamos a una contradiccién. Por lo tanto el conjunto de
nimeros primos P es infinito.

1.7. El teorema fundamental de la Aritmética

Lema 1.7.1. Sean a,b,c € N tales que a|bc y (a,b) =1 entonces a|c.
Demostracion:

Como (a,b) =1 entonces existen s,t € Z tales que 1= sa+ tb entonces

c=csa+cth pero a|bc entonces a|ctb ademas a|csa entonces a | csa+ cth

entonces a | c.

Lema 1.7.2. Si p|ajas---a, donde p es un ndmero primoy ai,...,a, son enteros positivos,
entonces p | a; para algin i € [n]®.
Demostracion:

(Por induccién sobre el numero de factores) Si n =1 el resultado es inmediato; supongamos que

el resultado se cumple para n factores y demostremos que el resultado se cumple para n + 1

factores.

Supongamos p | aras---apnant1, luego p | a;(ar---ai—1ai41 - anapyr) si p  divide a
“@i—1Gi41 - GnQpy1  por hipdtesis inductiva p | a; para algin j que pertenece a

{1 A+ 1}\{ } v el resultado se cumple si

P J( a1 @i—1Qiq1 " Gpant1  entonces (p,ajp---G;—1a41 - ApGpy1) =1 pero

plai(ar---a;—10;41 - anany1) = pla; paraalgin 7€ {1,...,n+1}.

"De la definicién: si n > 1 no es primo entonces existe d, 1 <d <n con d | n.
8Aqui “i € [n]” denota que i corre de 1 hasta n.
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Teorema 1.7.3. (El Teorema Fundamental de la Aritmética)
Todo entero positivo mas grande que 1 puede escribirse de manera tinica como producto de
nimeros primos, con los factores primos en el producto escritos en orden creciente.
Demostracion:
(Existencia) Supongamos que existe n € N con n > 1 tal que. n no pue-
de escribirse como un producto de ntmeros primos. Sea A = {k € N : k >
1 y no puede escribirse como un producto de primos}, A CN y A # 0 yaque n € A en-
tonces A tiene minimo, digamos que m = min A, por el P.B.O., m no puede ser un nimero
primo ya que de ser asf, i.e., si m es primo entonces m es un producto de primos (con m el tnico
factor primo) lo cual es una contradiccion. Entonces m = ab para algunos a,b € Z tales que
l<a<b<m, pero a,b<m, m=minA, deahi que a =p1ps---pr, b=qiqa---qs donde
p;i—primos y ¢j—primos, i € [r], j € [s] y ademés p; <ps < - <p,, ¢1 < g2 < - < g,
de manera que m = ab = pip2---Prq1q2---qs | Contradiccién que se deriva de suponer que
existen n € N, n > 1, tal que n no se puede escribir como un producto de nimeros primos.
o VneN:n>1 = n=pps---p,con p;—primos, i €[t] A p; <ps <+ < pp.

(Unicidad) Supongamos que n = pipa---Ds = qig2---¢: con p;,q; primos, donde i € [s],
Jeftl y pm<p2<--<ps, ¢1 <q2<---<q. Entonces pips---ps = qig2---q: entonces
pi(p1p2 - Pi1Piv1 - Ps) = q1G2---q: entonces p; | qigz---q; entonces 3 j € [t] : p;i | q;
entonces p; = ¢; entonces Vi€ [s], 3 j € [t] : p, = gj, por otrolado, qr(q1- - Gr—1qr+1-- q) =
p1p2---ps entonces qg | p1pe---ps entonces I € [s] : qx | p; entonces g = p; entonces
Vkelt], 3L €[s]: q =p;. Supongase que s#t entonces s <t V t<s:

Caso 1. Si s <t ycomo pipa--ps = q1q2---q+ entonces 1 = ¢j¢h---q,_, ! donde
¢ €{q1,q2, - ,qt}, uelt—s.

Caso 2. Si t < s ycomo pips---Ds = q1q2---q+ entonces 1 = piph---p._, ! donde
v, € {p1,p2, - ,ps}, v E[s—1t]. Deahique s=t.

Definicion 1.7.4. El maximo comun divisor de dos nimeros enteros a y b, no ambos iguales a
cero, es el entero positivo mas grande d que divide a a y b, el cual se denota por d = med(a,b)
o bien d = (a,b).

Por ejemplo, los divisores comunes de 24 y 84 son: =+1,4+2, 43, +4,+6,+12, por consiguiente,
(24,84) = 12, también tenemos: (15,81) = 3, (100,5) = 5, (17,25) = 1, (0,44) = 44, (—6,—15) = 3,
(17,289) = 17.

En el caso del (15,81) tenemos que los divisores de 15 son: =+1,+3,+5,+15, mientras que los
divisores de 81 son: +1,+£3,+9, +27, 481, luego los divisores comunes de 15 y 81 son: +1,+£3,
de ahi que (15,81) = 3.

Definicion 1.7.5. Los enteros a y b son llamados primos relativos o coprimos si y solo si
(a,b) =1.

Por ejemplo:
= 17 y 25 son primos relativos.
= 257y 42 son primos relativos, (25,42) =1
= 19y 34 son primos relativos, (19,34) =1

= 17y 19 son coprimos ya que (17,19) =1
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Observese que (a,b) = (|al, |b]) ya que los divisores de a y —a, asicomolosde b y —b son los
mismos, por lo tanto podemos restringir nuestra atencion al méximo comin divisor de dos enteros
positivos.

Proposicién 1.7.6. Sean a,b,c € Z con d = (a,b), entonces

. a b

) (G.9)=1

1) (a+cb,b) = (a,b).
Demostracion:

i) Sean a,b € Z tales que d = (a,b), exhibiremos que 5 y % no tienen divisores comunes

distintos de 1. Supongamos que t € N talque t|§ y t| % entonces existen ki, ko € Z tales
que 2=kt y %=kt entonces a=d(kit) A b=d(kst) entonces a = (dt)ky A b= (dt)ks
entonces dt es un divisor comtn de a y b entonces dt < d ya que d = (a,b) entonces t <1
entonces t =1 por lo tanto (%, %) =1.

1) Sean a,b,c € Z. Mostraremos que los divisores comunes de a y b son exactamente los mismos
divisores comunes de a+c¢b y b. Sea t€N:t|a A t|b entonces ¢t|a+cb A t]|b,
de manera que ¢ es un divisor comin de a +c¢b y b. Ahora bien, sea s un divisor comun de
a+cb y b, ie, s|la+bc A s|b entonces s|cb entonces s | (a+ cb) —cb entonces s|a
asi, s|a y s|b, de manera que s es un divisor comtn de a y b, por consiguiente a,b y
a+ cb tienen los mismos divisores comunes, por lo tanto (a,b) = (a + cb,b).

Definicion 1.7.7.Si a y b son enteros entonces una combinacion lineal de a y b es una suma
de la forma ma + nb donde m,n son enteros.

Teorema 1.7.8. El maximo comin divisor de los enteros a y b mno ambos cero es el menor
entero positivo que es una combinacién lineal de a y b.

Demostracion:
Sea. A ={n € N:n = sa+th paraalgunos s,t € Z} C N, supdngase que a # 0, luego
a<0 V a>0 si a<0 entonces —a >0 entonces 0 < —a = (—1)a+ 0b entonces —a € A,
de lo anterior, se sigue que A # 0, luego A CN A A # (), entonces (por P.B.0O.) A tiene
minimo, a saber, i.e., d =minA (d € A) entonces existen m,n € Z : d = ma + nb.
F dla A d]|b por el algoritmo de la division existe ¢,r € Z tales que a = gd +r con
0<r<d entonces r =a—qd =a+ (—q)d =a+ (—¢q)(ma+ndb) = (1 — gm)a+ (—gn)b ie.,
r=(1-gm)a+ (—gn)b con 1—gm,—qgn € Z, luego r € A pero d=min A, de ahi que r =0,
asi d | a. De manera similar, probamos que d | b.
Sea c€Z talque cla A c¢|b veamos que ¢ <d, como d=ma+nb entonces c|d entonces
c<lc| <|d] =d entonces ¢<d .. d=(a,b).

Corolario 1.7.9. Si a y b son primos relativos entonces existen enteros m y n tales que
ma +nb=1.

Demostracion:
Como (a,b) =1 entonces (por el Teorema 1.7.8.) existen m,n € Z tales que 1= ma + nb.

Teorema 1.7.10. Si a,b € N entonces el conjunto de combinaciones lineales de a y b es un
conjunto de enteros multiplos de (a,b).
Demostracion:

Sean d = (a,b), aZ +bZ ={s €Z:s=ma+nb para algunos m,n€Z} y (d)={t€Z:3te
Z :t=kd}. veamos que aZ + bZ = (d). Sea s € aZ + bZ entonces s =ma+ nb para algunos
m,n € Z pero d= (a,b) luego d|a y d|b entonces d|s entonces Ik €Z:s=kde (d)
ie, se€(d), asi, aZ+ bZ C (d). Ahora bien, sea t € (d) entonces Il € Z :t = 1Id entonces
t =Il(ma+nb) donde d=ma+nb para algunos m,n € Z entonces t = (Im)a+ (In)b € aZ+bZ,
ie, t€aZ+bZ, asi, (d) CaZ+bZ. .. (d)=aZ+VZ.
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Teorema 1.7.11. Si a y b son enteros no ambos cero, entonces un entero positivo d es el
maximo comun divisor de a y b siy solo si
i) dlay d|b,
1) si ¢c|la y ¢|b entonces c|d.

Demostracion:
=] Supongamos que d = (a,b) entonces d|a A d|b, por definicion del maximo comiin
divisor de a y b. Ademas d = ma + nb para algunos m,n € Z si c|a y c|b entonces
c¢|ma y c|nb entonces c|ma-+nb entonces c¢|d, asi ¢|a y c|b entonces c¢|d con lo
cual hemos establecido 1) y 4i).
<] Supongamos que i) d|a y d|b ii)c|la y c|b implica c¢|d. Veamos que d = (a,b).
Por i) tenemos que d es un divisor comin de a y b tal que ¢|d entonces ¢ <|c| <|d| =d,
i.e., ¢ < d, en consecuencia, cualquier otro divisor comin de a y b, digamos c¢ es menor o
igual que d, .. d=(a,b).

Definicion 1.7.12. Sean aq,as,...,a, enteros, no todos iguales a cero. El méximo comun divisor
de estos enteros es el entero positivo mas grande que es un divisor de todos los enteros en el conjunto.

El maximo comun divisor de aj,as,...,a, es denotado por (ai,as,...,an).

Ejemplo: Es facil ver que (12,18,30) =6 y que (10,15,25) =5,

12 18 30 | 2 10 15 25 |5
6 9 15| 3 2 3 5
2 3 5

asi, (2)(3) =6.

Lema 1.7.13. Si aj,a9,...,a, son enteros, no todos iguales a cero, entonces (aj,as,...,a,) =
) ) ) ) ? b b b
(a17 az,...Aapn—2, (an—la an))-
Demostracion:
Sea s | a; paracada ¢ € [n] = {1,2,....,n en particular s | a,—1 s | ap entonces
) b ) ) y
(por el Teorema 1.7.11. inciso ii)) s | (ap—1,0a,), ademas s|a; paracada i€ {1,2,...,n— 2},

luego s | ai, @ € {1,2,...,n}. Por otro lado, si ¢ | a;, i € {1,2,...,n — 2} y también
t | (ap—1,an) entonces (an—1an) | an—1 vy (Gn-1,a4) | an pero t | (apn—1,a,) entonces
t]a;, i€ {l,2,...,n—2} pero t|an—1 A t]a, entonces t|a; i€ [n]. Por lo tanto
((11,(12, .. '7an71;an) - (alaa2,' cey Ap—2, (anfl,an))

Ejemplo: Encontrar med(105,140,350) = 6 por el Lema 1.7.12. tenemos,
mced(105, 140, 350) = (105, (140, 350)) = (105,70) = 35 ,

140 350 | 2 105 70 | 5
70 175 | 5 21 147
14 35 | 7 3 2
2 )

asi, (2)(5)(7) =170, asi, (5)(7)=35.
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Definicion 1.7.14. Los enteros aj,as,...,a, son primos mutuamente relativos si
(a1,az,...,a,) = 1. Estos enteros son llamados primos relativos por parejas si para cada par
de enteros a; y a; con i# j entonces (a;,a;) =1, esto es, si cada par de enteros del conjunto
son coprimos.

Lema 1.7.15.Si e y d son enterosy e=dq+r donde g,r € Z entonces (e,d) = (d,r).
Demostracion:

Sabemos que (a + ¢b,b) = (a,b) (x) como e =dg+r entonces r=e—dq=e+ (—q)d, luego

usando (%) (e + (—q)d,d) = (e,d) pero (e+ (—q)d,d) = (r,d), asi (e,d) = (d,r).

Teorema 1.7.16. (El algoritmo Euclidiano)
Sean 79 =a y 71 = b enteros tales que a > b > 0. Si el algoritmo de la division es aplicado
sucesivamente para obtener r; = 7;41¢j4+1+7j42 con 0 <7jpo <7;41 para j=0,1,2,...,n—2
y Tnt1 = 0 entones (a,b) = ry,, i.e.el maximo comin divisor de a y b es el ultimo residuo
distinto de cero.

Demostracion:
Sean 79 =a y 71 =b en N con a > b, por aplicacion sucesiva del algoritmo de la division
tenemos

ro =qi1r1 + 72, 0<ra<r
1 =qor2 + 73, 0<r3<mr
To = q3r3 + T4, 0<ry<rs
rj_a =¢qj_1rj—1+7r;, 0<r;<rj
Tn—3 = qn—2Tn—2 +rp—1 P 0 S Tp—1 < Tp—2
"Tm—2 = gn—-1Tn—1 + 7y 3 0 S T < Th_1
Tne1=(Gn"n +Tny1, CONTpy1 =0

i'e'a Tn—1 = "n{n + 07
debido a que la sucesion de residuos a =rg > 11 > ro > --- > 0 no puede contener mas de a
términos, entonces

(a,b) = (ro,7m1) = (q171,71) = (r2,71)
= (r2, qor2 + 7“3) = (r2,7r3) = (g373 + 14,73)
(T ) (Tn 3, "'n— 2)
(Tn 2Qqn—2 + Tn+41,Tn— 2) = (rn7277nn71)
(Tn 19n—1 + TnyTn— 1) (’f’n,h’l’n)
(rnQn + rn+l>rn) = (’f‘n,’l“n+1) = (’I“n,O) = Tn,

Por lo tanto, (a,b) =r,.
Definicién 1.7.17. El minimo comin multiplo de dos enteros distintos de cero a y b es un
entero positivo M (dnico) tal que

i) alM y b|M,
i) sial|l y b|l entonces M |I.

Notacion: El minimo comun miltiplo de a y b se denota mem(a,b) 6 [a, b].
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Ejemplo: [15,21] = 105, [24,36] =72, [2,20] =20 y [7,11] =77

15 2113 24 36| 2
5 7 |5 12 18 | 2
1 7|7 6 9 |2
1 1 3 9|3
1 3|3
1 1
asi, (3)(5)(7) = 105, asi, (2)(2)(2)(3)(3) = 72.

Una vez que las factorizaciones de a y b como potencias de primos son conocidas es facil

determinar (a,b) y [a,b].

() En efecto, si a = pip3?---ptr y b=poipl2...pbr donde pi,pa,- -

de primos, donde quiza tengamos que algunos a; =0 6 b; = 0.

Entonces (a,b) = PTﬁn{al’bl}pgﬁn{az’bz} o pindanbn}

mientras que [a, b] = pinéx{al’bl}pglé)({a%bﬂ e 'P?éx{a"’b"}.

Lema 1.7.18. Si z,y € R, entonces max{xz,y}+ min{x,y} =z +y.
Demostracion:

Supongamos que z > ¥:
= mix{z,y} +min{z,y} =z +y, ahora,si x <y:
= méx{z,y} +min{z,y} =y+rx=x+y
méx{z,y} + min{z,y} =z +y.

Teorema 1.7.19. Si a y b son enteros positivos entonces [a,b] = (C‘Z_I;).
Demostracion:
Veamos que [a,b] = ((ff;)) 6 equivalentemente ab = (a,b)[a,b], sean

b

, Pnson los nimeros
primos distintos entre si que aparecen en las factorizaciones de a y b como producto de potencias

— 21,02 a
a = pl p2 ...pnn

y

b=pph? .- pbr como en () (parrafo anterior al lema 1.7.18.), tomemos a M; = méx{a;, b;} vy

m; = min{a;, b;} entonces

M1, m M1 M M,
(a,b)[a,b] = p"'py™® - pinpy Pyt P
— p;n1+M1p§n2+M2 . .p;lnn—&-Mn _ p¢111+blp52+b2 . .p’(rlln-‘rbn

b1, b
= (p?lpgz .. p%n) <p11p22 .. p%ﬂ) = ab

ab = (a,b)la, b].

A continuacion exhibiremos una prueba de un caso especial del Teorema de Dirichlet? para la

progresion 4n + 3.

Lema 1.7.20. Si a y b son enteros de la forma 4n+1 entonces el producto de a y b también

es de esta forma.

9Teorema de Dirichlet sobre los primos en progresiones aritméticas. Supéngase que a y b son enteros positivos
que no son divisibles por el mismo nimero primo. Entonces la progresién aritmética an 4+ b, n € N contiene un
nimero infinito de nimeros primos. Ninguna prueba simple del teorema de Dirichlet sobre primos es progresiones

aritméticas es conocida, por tal motivo se omite dicha prueba.
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Demostracion:
Sean a=4l+1 y b=4m+1 realizamos el producto de a y b,ie, ab= (414+1)(4dm+1)
entonces ab = (41)(4m)+4l+4m+1=16lm+4(l+m)+1 entonces ab=4[4lm+ (I+m)] +1,
con k=4lm+ (I+m) de tal manera que ab= 4k + 1.

Teorema 1.7.21. Hay un ntimero infinito de primos de la forma 4n + 3 donde n € NU {0}

Demostracion:
Supongamos que hay s6lo un nimero finito de primos de la forma 4n + 3 digamos que py =
3,p1,D2,+ ,Pr- Sea Q = 4p1ps---p, + 3, entonces hay al menos un primo en la factorizacion de
@ de la forma 4n + 3. Sin embargo ninguno de los primos pg,p1,- - ,p, divide a @ ya que si

po =3 dividea Q,ie, 3|Q entonces 3|Q —3 entonces 3|4pips---p, !
Ysi p;|Q para je{l,...,r}, entonces p; |Q —4p;---p, entonces p; |3

Teorema 1.7.22. Si n es un entero compuesto entonces n tiene un factor primo que no excede
a /n.

Demostracion:
Como n es compuesto podemos escribir n = ab donde 1 < a <b < n,luego a < /n, ya
que de otro modo tendriamos que b > a > y/n entonces ab > a®> A a® > /nyn = n, asi
n=ab>a?>>n! Entonces a <./n pero existe p—niimero primo tal que p | a, por el lema
1.2.4., luego |p| < |a| ie., p<a < /n, por consiguiente p—primo es tal que p|a y a|n, asi
p|n pero p</n.
Ahora procedemos a la demostracion pendiente del Teorema 1.4.3. con ayuda del teorema funda-
mental de la aritmética.

Teorema 1.4.3. Si p es un nimero primo, entonces ,/p es irracional.
Demostracion:

(Por contradiccion) Supongamos que /p es racional, entonces /p = § con a,b € 7,

2

b#A0 A mcd(a,b) =1 entonces p = g—j entonces b?p = a?> ycomo a y b son enteros

e e . . . . 7 4y s an

pObltéVO;, pueden escribirse como productos de potencias de primos, i.e., a = §7'55%---s0" 'y

b=1t,"ty?---tbm como a y b son coprimos, entonces los niimeros primos de las factorizaciones son

distintos, i.e., s; # t;, como a? = pb?, el primo p es un divisor de a® y, por tanto, p debe estar en
S . 2 2a; 2

la factorizacion de a?. Calculamos el cuadrado de a, i.e., a = (s{'s5% - -+ 89n)" = s{% 5572 ... g2an,

2 deben tener exponente par. Lo mismo ocurre con la

Las potencias de la factorizacién de a

factorizacion de b%. Por un lado, como sabemos que p estd en la factorizacion de a?.
Por otro lado, el nimero pb?> debe tener una factorizacién. Ahora bien, sabemos que este niimero
es un cuadrado pb®> = a2, con lo que todos los exponentes deben ser pares, incluido el de p.
Tenemos, pues, que la potencia de base p en la factorizacion de a? tiene, por un lado, exponente
par; y, por otro, exponente impar!

/D es irracional.

Definicion 1.7.23. Logaritmacion es el proceso de hallar el exponente al cual fue elevada la base
para obtener un namero. Dado un ntimero real z (argumento), la funcion logaritmo le asigna el
exponente n (o potencia) a la que un ndmero fijo b (base) se ha de elevar para obtener dicho
argumento. Es la funcién inversa de b a la potencia n. Esta funcién se escribe como: n = log, «,
lo que permite obtener n.

logpz=n <<= b=z

Para que la definicion sea valida, no todas las bases y ntumeros son posibles, la base b tiene que
ser positiva y distinta de 1 (b >0 A b#1), = tiene que ser un ntimero positivo (z > 0) y n
puede ser cualquier niimero real.

Propiedades:

1) log,(zy) = log,(x) + log(y).
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2) logy(w/y) = logy(x) — log,(y)-
3) log,(z¥) = ylogy(w).

Se denomina logaritmo natural al logaritmo cuya base es el nimero e: El logaritmo natural suele
denotarse por In(x) o como log,(x). El logaritmo natural es una funciéon real con dominio de
definiciéon los ntimeros reales positivos: In : RT™ — Ry tiene como funcién inversa a la funcién
exponencial natural: e"® =z para todo z >0, In(e®) = x.

Definicién 1.7.24. La funcién w(z), donde z es un namero real positivo denota el ntimero de
primos que no exceden a x.

Por ejemplo: 7(10) =4, w(100) = 25.

Teorema 1.7.25. El Teorema del nimero primo

lim@:l, (obien h’mﬂ-(x)zl).

T—r00 Tz ZT—>00 (x/ 11133)

El teorema del nimero primo fue conjeturado por Gauss en 1793 pero fue demostrado hasta 1896,
cuando un matemaético francés J. Hadamard y un matematico belga C.J. de la Vallé-Poussin dieron
pruebas independientes.

No demostraremos el teorema del nimero primo aqui, las diversas pruebas conocidas son o muy
complicadas o dependen de matemaéticas avanzadas.

El teorema del nimero primo nos dice que x/Inz es una buena aproximaciéon a m(x) cuando =z
. .. 2 . xr
es grande. Se ha demostrado que una buena aproximacion esta dada por li(z) = [, 1%10, (donde
1

f; 1;% representa el area bajo la curva y = 5 y por encima del eje x desde t =2 a t=ux).
Cada entero impar es de la forma 4n + 1 o de la forma 4n + 3. ;Hay un ntmero infinito de
primos en cada forma? Los primos 5,13,17,29,37,41,... son de la forma 4n+ 1, mientras que
los primos 3,7,11,19,23,31,43,... son de la forma 4n + 3. La evidencia sugiere que si.

Proposicion 1.7.26. Para cada n € N, hay al menos n enteros positivos compuestos consecu-
tivos.

Demostracion:
Consideremos los n enteros positivos consecutivos,
m+D)!'+2,(n+1)!+3,...,(n+1)!+n+1, cuando 2<j<n+1 tenemos que j| (n+ 1)
entonces j | (n+ 1)+ paracada j:2 < j < n+1, por consiguiente, éstos n enteros
consecutivos son todos compuestos.

Ejemplos:
1) Los 7 enteros compuestos consecutivos que comienzan con 8!+ 2 = 40322 son todos nimeros
compuestos:

8! 4+ 2 = 40322 8!+ 5 = 40325 8! 4+ 8 = 40328
8!+ 3 = 40323 8!+ 6 = 40326
8!+ 4 = 40324 8!+ 7 = 40327

10E] logaritmo integral, funcion integral de logaritmo o integral logaritmica li(z), es una funciéon especial de
relevancia significativa en problemas de fisica y teoria de numeros, ya que da una estimacion de la cantidad de
nimeros primos menores que un determinado valor. Por ejemplo, el teorema de los nimeros primos asegura que:

w(z) ~ li(z).
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Sin embargo, estos son mucho més grandes que los 7 enteros compuestos consecutivos mas pequenos
90,91,92,93,94,95 y 96.
2) n=1, (1+1)+2=4.
3) n=2, 2+1)+2=8, 2+1)!+3=09.
4) n=3, B+1)+2=26 B3+1)+3=27, 3+1)!+4=28
5) n=4, A+ 1)1 +2=122, 4+ 1)!+3=123, (4+1)!+4=124,
(4+ 1) +5=125.

La proposicion exhibe que la brecha entre primos consecutivos es arbitrariamente grande.

Los tinicos primos consecutivos son 2 y 3. Sin embargo muchos pares de primos difieren por dos
unidades, estos pares de primos son llamados primos gemelos; por ejemplo 5y 7, 11 y 13, 101 y
103, 4967 y 4969.

1.8. Congruencias

Definicién 1.8.1. Fijemos n € N, n > 1 y sean a,b € Z. Decimos que a es congruente con

b moédulo n, lo cual denotamos por a = b (médn) siy solosi n| a—0>b o bien existe
k€Z:a—b=kn.

Teorema 1.8.2. Sea m e N,m >1 y n,a,b,c,d € Z. Entonces
a) a =a (méd m) reflexiva,
b)si a=b (méd m) entonces b=a (méd m) simétrica,
¢) si a=b (méd m) y b=c (méd m) entonces a =c (mdéd m) transitiva,
d)si a=b (méd m) y ¢=d (méd m) entonces
at+c=b+d (médm), a—c=b—d (méd m) y ac=bd (méd m),

e)si a=b (méd m) entonces ad = bd (mdd m),
f) si a=b (méd m) entonces a™ =" (méd m) para cada n € NU{0}.

Demostracion:
a) Como a—a=0=0m, ie, a—a=0m para 0 € Z tenemos que a = a (méd m) para
cada a € Z.
b) Supongase que a = b (m6éd m) entonces m | a —b entonces m | (—1)(a — b) entonces
m|b—a entonces b=a (méd m) .. a=b (méd m) entonces b=a (méd m).
¢) Supongase que a =b (méd m) A b=c (méd m) entonces m|a—b A m|b—c entonces
m | (a—b)+(b—c) entonces m | a—c entonces a=c (méd m) por lo tanto a =b (méd m)
y b=c (méd m) entonces a=c (méd m).
d) Supongase que a =b (méd m) A ¢=d (méd m) entonces m |a—b A m|c—d entonces
m | (a—b)+ (c—d) entonces m | (a+c¢)— (b+d) entonces a+c¢=0b+d (médn) como
mla—by n|c—d entonces m | (a—b)+ (d—c) entonces m | (a —c) — (b—d) entonces
a—c=b—d (méd m). Ademas, dadoque m |a—b A m | c—d entonces m | c(a—b) A b(c—d)
entonces m | ¢c(a —b) +b(c—d) entonces m | ac—bd entonces ac =bd (méd m) S a=b
(méd m) A c¢=d (méd m) entonces a+c=b+d (méd m), a —c=b—d (méd m), ac =bd
(méd m).
e) Supongase que a =b (mdéd m) entonces Ik € Z:a—b=km entonces (a—b)d = (km)d =
(kd)m entonces ad —bd = (kd)ym con kd € Z
entonces m | ad — bd, ad = bd (méd m) . a=0b (méd m) entonces ad = bd (mdéd m).
f) Por induccion, iniciando en cero, por el inciso d) tenemos que si ¢ =0 y d =10
entonces a(0) = b(0) (mdéd m) entonces 0 =0 (mdd m) se cumple por el inciso a), luego si
c=a A d=1b entonces a(a)=b(b) (méd m) entonces a®> = b? (méd m), esto se puede repetir
indefinidamente, dando lugar a o™ = 0" (méd m).
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En otras palabras, estamos diciendo que podemos sustituir la base por otra congruente con ella,
pero en general el exponente no puede sustituirse.

Por los incisos a), b) y ¢) del teorema anterior tenemos que la relacion de congruencia es una
relacion de equivalencia.

Definicién 1.8.3. Sea x #0 y F C P(x) donde P(x)!! es el conjunto potencia de . Diremos
que F es una particiéon de x siy so6lo si
a) VFe F:F#0,

b) UF=x,
FeF

o) VELF,eF: R #F = FNF=0.

Definicion 1.8.4. Sea R una relacion de equivalencia de x y sea a € x se llama clase
de equivalencia de a, lo cual se denota por @ o bien [a] al conjunto {z € x|zRa}, ie.,
[a] = {z € x|xRa}. A los elementos de la clase de equivalencia de a se les llama representantes
de la clase a.

Definicion 1.8.5. Sea R una relacion de equivalencia de x. Al conjunto formado por las clases
de equivalencia que definen R en y, denotado por x/R se le denomina conjunto cociente.

Sea. n € Nyn > 1 y considérese la relaciéon de congruencia médulo n denotamos al conjunto
cociente de Z respecto de la relacion de congruencia modulo n como Z/ =,.

Veamos que Z/ =,= {[0],[1],...,[n—1]}. Sea a € Z, dividamos a a por n, por el algoritmo de
la division existen ¢q,7 € Z tales que a =qn+r con 0 <r <n entonces a—1r =qn entonces
n|a—r entonces a=r (méd n) entonces [a] =[r] con 0 <r < n. Por consiguiente, hay a
lo més n clases de equivalencia, a saber [0],[1],...,[n — 1]. Pero estas son distintas, puesto que
si [i] =[j] con 0<i<j<n, entonces j € [j] = [i], luego j € [i], de ahi se sigue que j =1
(méd n), asi n|j—14 con 0< j—1i<mn,locual no puede suceder. Por lo tanto hay exactamente
n clases de equivalencia distintas [0],[1],...,[n —1] .. Z/=,={[0],[1],...,[n —1]}.

Considérese ahora la relacion de congruencia moédulo n, si z =a (médn) & nlz—a <
dkeZ:z—a=kn & a=(-kn)+z < a=qn+z donde q=-k€Z < =z esel
residuo de la division de a por n.

Méas atn, z =a (médn) < x=a+kn € a+nZ donde nZ = {knlk € Z}, ie., z=a
(méd n) < x€a+nZ.

Definicion 1.8.6. Un sistema completo de residuos médulo n es un conjunto de enteros tales que
todo entero es congruente médulo n a exactamente un entero del conjunto.

El conjunto de enteros 0,1,2,...,n — 1 es un sistema completo de residuos médulo n. Este es
llamado el conjunto mas pequeno de residuos no negativos moédulo n.

Problema: Encontrar un nimero que tiene residuo 1 cuando es dividido por 3, residuo 2 cuando
es dividido por 5 y residuo 3 cuando es dividido por 7. Este problema se modela de la siguiente
manera;:

=1 (méd 3), =2 (mdd 5), =3 (méd 7).

11Un conjunto potencia es el conjunto de todos los subconjuntos de un conjunto.
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Teorema 1.8.7. (El Teorema chino del residuo)
Sean mgy,ma,...,m, enteros positivos coprimos por parejas. Entonces el sistema de congruencias

a; (méd myq)
as (méd ma)

x
x

z = a, (méd m,.)

tiene una unica soluciéon modulo M = mimg - --m,.
Demostracion:
Primero construimos una solucién simultéanea al sistema de congruencias

z=a; (méd my)
x = ag (méd ma)

x = a, (méd m,.).

Sea M, = Tﬁ\l—i donde M = mymsg---my,, My =mimg---mg_1mpy1---mg, k € [r], tenemos que
(My,mi) = 1 ya que (m;,my) = 1 siempre que j # k. Considérense las congruencias lineales
Mpx =1 (méd my), k € [r], luego, tenemos que existe y; (el inverso de Mj) modulo my, de tal
forma que Myiyr =1 (méd my), k € [r]. Sea x = ayMiys +asMays+- - -+ a.M,y,. Veamos que
el entero x es una solucion de las r congruencias, por demostrar que x = ay, (méd my), k € [r].
Como my | M; siempre que k # j tenemos que M; =0 (méd my), k € [r] — {j} entonces
a; M;y; = 0 (méd my)  entonces 25:1 a;M;y; = 0 (méd my) entonces x — apMpyr =
0 (méd my) entonces = = apMpyr (méd my) pero Miyr = 1 (méd my) luego, entonces
tenemos ap My, = ar (mdéd my) entonces x = ar (mdd my), k € [r]. Ahora mostraremos que
cualesquiera dos soluciones congruentes médulo M. Sean xg y x7 soluciones simultianeas para
el sistema de r congruencias, i.e., g = ax (méd myg) y x1 = ax (mdd my), k € [r], de ahi
tenemos que zg = x; (mdéd my), k € [r], luego entonces, o =x; (mdd [my,mg,...,mg]) pero
[m1,ma,...,mg] = mymg---myp = M, con lo cual g = 21 (méd M). Por lo tanto, la soluciéon
simultédnea del sistema de 7 congruencias es tinica médulo M.

Lema 1.8.8. Sea p un nimero primo. Entonces 22 =1 (méd p) siy solosi x = £1 (mdd p).

Demostracion:
=] Supéngase que 2% = 1 (méd p) entonces p | 23 — 1 entonces  p | (g — 1)(wo + 1)
entonces p|(xo—1) 6 p|(xo+1) entonces 2o =1 (méd p) 6 xo = —1 (méd p).
<] Si r=1 (médp) entonces z-z=1-1 (médp) luego, entonces 2% =1 (méd p) si
x=—1 (méd p) entonces -z =(—1)(—1) (méd p) entonces z%=1 (mdd p).
Teorema 1.8.9. (Teorema de Wilson)
Si p es primo, entonces (p—1)! = —1 (mdd p).

Demostracion:
Si p=2 6 p=3 el resultado se sigue de manera inmediata pues, efectivamente se tiene que
2-1)=-1(méd2) y (3—1)!=—1 (mdd 3). Asi podemos suponer que p > 5, ademas

supongase que a estalque 1 < a < p—1, luego (a,p) = 1 de ahi que existen z,y € Z : 1 = ax+py
luego 1—ax =py, asi p|1—ax, deahique p|ax—1, en consecuencia ax =1 (méd p), méas
aun, existe un tnico a’ talque 1 <a' <p—1y aa’ =1 (méd p). Asiel par ay a’ contribuyen
a formar el producto en (p—1)! y aa’ =1 (méd p). Perosi a =a’, entonces a? =1 (mdd p)
entonces a = +1 (mdd p) y dado que p—1= —1 (méd p), tenemos que a =p—1 (mdd p),
que a =1, esinmediato.
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Sea a:2<a<p-—2 entonces tenemos

p—2
Hazl (méd p) ycomo 1=1 (médp) y (p—1)=-1 (mdéd p)
a=2

p—2
entonces 1 - H a-(p—1)=1-1-(-1) (méd p)
a=2
entonces (p—1)l=-1 (mdd p).

Teorema 1.8.10. (El pequenio Teorema de Fermat)

Si p es un ntiimero primo y a es un entero positivo tal que (p,a) = 1 entonces a?~! =1 (méd p).
Demostracion:

Primero vamos a demostrar que Va € N:a? =a (méd p).
Para esto necesitamos exhibir que p | (z) paracada 1 <k <p-—1, como

p\ o pp-1!
(k) T Kp—k)! kk-Dlp-—k!

_p. (p— 1) _p(p-1
Tk (k—DI((p—1)— (k1)) _k(kl)

entonces py_Pp p—1 entonces k p =p p—1 entonces p | k p
k kE\k—-1 k k—1 k

pero (p,k) =1 entonces p | (1’;) paracada 1 <k <p-—1; si a=1, tenemosque a? =1P =1=aq
entonces aP? = a entonces aP —a =0 entonces p|0 i e, p|aP’ —a luego a? = a (méd p)
siempre que a = 1.

Supongamos que af =a (mdd p), veamos que (a+1)? =a+1 (méd p) como

P

p—1
ey =3 (F)at et s 5 ()at e
k=1

k=0
dado que p | (i) paracada 1 <k < p—1 entonces (i) =0 (méd p) paracada 1 <k <p-—1

p—1
P\ k _ . P\ k _ .
entonces (k) a®=0 (médp), ke€[p—1] entonces kz_:l (k>a =0 (méd p)

p—1
entonces a + Z (Z) a*=a (médp) pero 1=1 (mdd p)
k=1

p—1
entonces a® + Z (i) a*+1=a+1 (médp) entonces (a+1’ =a+1 (médp),
k=1

lo cual querfamos demostrar. Por lo tanto Va € N: a? = a (méd p), ademas a?~la =a (méd p)

pero (a,p) =1 entonces a?~'=1 (méd (app)) entonces a?~! =1 (méd p) para cada a € N.

Pero observese que a? = a (mdd p) se cumple para toda a € Z, yaquesi a =0, a? —a =
0P —0=0p luego p|aP —a, asi a? =a (mdd p) siempre que a = 0.

Ahora si a € Z~ entonces b = —a € N entonces b = b (méd p) entonces (—a)? = —a
(méd p) (*), ahorasi p =2, (—a)? = —a (méd 2) ie., a®> = —a (méd 2) pero tenemos que
—a—a = —2a = (—a)2 entonces 2| —a—a entonces —a =a (méd 2) entonces a? =a (méd 2).
Si p es un primo impar, tenemos que —aP = —a (méd p) lo cual se sigue de (x) y de que p es
un primo impar, entonces a? = a (méd p) para cada a € Z~. Asi Va € Z: aP = a (méd p).
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1.9. Funciones multiplicativas

Definicion 1.9.1. Una funcién aritmética es una funcién que esta definida para todos los enteros
positivos.

Definiciéon 1.9.2. Una funciéon aritmética f es llamada multiplicativa si  f(nm) = f(n)f(m)
siempre que m,n € N, y m A n son coprimos. Es llamada completamente multiplicativa si
f(mn) = f(m)f(n) paracada m,n € N.

Ejemplos:
1) La funcién f(n) =1, paracada n € N es completamente multiplicativa, en efecto, si m,n € N,
tenemos que f(mn)=1=1-1= f(m)f(n), ie, f(mn)= f(m)f(n), para cada m,n € N.
2) La funcion g(n) = n, para cada n € N es completamente multiplicativa, en efecto, si m,n € N,
tenemos que g(mn) = mn, i.e., g(mn) = g(m)g(n) para cada m,n € N.

Completamente multiplicativa = multiplicatica

Teorema 1.9.3. Si [ es una funciéon multiplicativa y n = p{'p3?---p? es la factorizacion del

entero positivo n producto de potencias de primos, entonces f(n) = f(pi*)f(p3?)--- f(p2).
Demostracion:

(Por induccion sobre el ntimero de primos diferentes que aparecen en la factorizacion de n como

producto de potencias de primos.) Si n = pj', es decir, si n tiene un primo en su factorizacion

de producto de potencias de primo, el resultado se sigue de manera inmediata, puesto que f(n) =

f(p1").

Supongamos que el resultado es cierto para todos los enteros positivos con k diferentes primos

en su factorizacion de potencias de primos.

Ahora supongamos que n = pi'py*---pp* pZ’fll como

AR+1

(p]'ps? - .pzk,pZ’rll) =1 entonces f(n) = f((p7'p3? pik )pk+1 )=
= f(ips® - o) Ft) = FOT ) F(052) -+ F (0 ) F (D))

esto se cumple por hipétesis inductiva. i.e.,

FPps™ - pir o) = FE ) 37) - f o) F(oRh)-

Definicion 1.9.4. Sea n un entero positivo. La funcién ¢ de Euler, ¢(n) esta definida como
el ntimero de enteros positivos menores o iguales que n, ie., ¢(n) = |[{i € [n] : (i,n) = 1}
Observese la siguiente tabla:

n | 1[2[3[4[5[6]7[8[9]10]11]12
om) [T [1[2]2[4[2]6[4[6| 4 |10] 4

Teorema 1.9.5. Si p es un namero primo entonces @(p) = p — 1. Reciprocamente si p es un
entero positivo tal que ¢(p) =p— 1, entonces p es primo.
Demostracion:

=] Supongamos que p es un nimero primoy sea 1 <m <p—1< p, entonces (m,p) = 1, para
cada 1 <m < p-—1, por consiguiente, ¢(p) =p— 1.

<] Supongamos que p no es primo. Si p no es primo entonces p =1 o0 p es un namero
compuesto. Caso 1) Si p = 1, entonces @(p) Zp—1 yaque (1) =1#0=1-1, ie.,
o(p) #p—1. Caso 2) p es un ntmero compuesto. Como p es un ntimero compuesto existe d € Z
talque d>1y d<p talque d|p, porsupuesto d y p no son coprimos. Dado que sabemos
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que al menos uno de los p—1 enteros 1,2,...,p
©(p) # p— 1. Luego hemos demostrado que si ¢(p) = p

que ¢(p) <p—2, asi,
es primo (por contra-reciproca).

Teorema 1.9.6. Sea p un primoy a € N entonces ¢(p

Como ¢(p®) es el nimero de enteros m tales que 1 <m <p® y (m,p*) =1, hay p°

Demostracion:
entre 1 y p“%, a saber:
1 2
p+1 p+2
p—2p+1 (P=2)p+2 .........
p—1p+1 (p—1p+2 .........
p’+1 P2
p(p+1) pp+1)+2 ...

— 1, asaber d no es coprimo con p tenemos

— 1 entonces p

a _ a—1

) =p*—p

enteros

(p—2p+p=p*—p=pp-1)
(p—1)p+p=p?
P’ +p=plp+1)
plp+1)+p=p*+2p=p(p+2)

para determinar ¢(p®) debemos considerar a todos los elementos del conjunto dado excepto a

p,2p,3p,....,p(p—1),pp,p(p+1),...,pp%, ..., 0D

bien ¢(p*) =p

Ejemplo: Determinar ¢(5%), »(210), ¢(11?).
p(5%) = 5° —
@(210) — 210 _ 29

p(11%) =112 — 11 =121 — 11 = 110, i.e.,

a—1

, luego @(p*) =p* —p*t=p*tp—-1) o

@ (1 — %), siempre que p es primoy a € N.

Solucién:
52 =125 — 25 = 100, i.e., ¢(5%) =100,

= 1024 — 512 = 512, ie., ¢(2!9) =512,
©(112%) = 110.

Para encontrar una féormula para ¢(n) dada la factorizacion prima de n es suficiente exhibir que

¢ es multiplicativa.

Teorema 1.9.7. Sea n = py'ps5> -

(150 ) (78

Demostracién:

-py* factorizado como potencias de primos,

entonces ©(n) =

Como ¢ es multiplicativay n=pi'py® - -ppF, luego
= o(n)= (p1 P pt) = (1 )e(3?) - e(pi")

. -1
= o(n) =" —pP s —p5* ) (o =P

1 , 1

= e =p (1) e (13 ) oot (1 57)
= o) =p1'py? Pyt (1= ) (1= ) (1=
= ¢(n)=n (1_171)(1_;%2)”'(1_;%)'

Ejemplo: Calcular ¢(100) y ¢(720). Solucion:
Como 100=2%2-5% y 720=2%.32.5, entonces
©(100) = (22 - 52) = (22)p(5%) = 2 - 20 = 40, por otro lado
©(100) =100 (1 — 3) (1 — %) =100(3) (3) =50 (%) =10-4 = 40.
720 = 24325 entonces ¢(720) = p(2%-3%-5) = p(24)p(3?)p(5) = 192.
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Definicion 1.9.8. La funcion de Mobius, u(n) esté definida como:

1 si n=1,
pn) =< (=1)7 si n=pips---p,,
0 de otro modo.

donde los p; son los primos distintos, i € [r].

Definicion 1.9.9. Un entero libre de cuadrados es un entero que no es divisible por cualquier
cuadrado perfecto distinto de 1.

Los tnicos valores de n para los cuales u(n) es distinto de cero son aquéllos n que son libres
de cuadrados.

Teorema 1.9.10. La funcion p(n) es multiplicativa y

> uld) =

1 si n=1,

dn 0 si n>1.
Demostracion:
Veamos que p(mn) = p(m)u(n) siempre que (m,n) = 1,si m =1, (m,n) = entonces
p(mn) = p(l-n) =u(n) =1-p(n) —u(l)u( ) = p(m)p(n), ie., p(mn) = u(m) ( ), siempre
que m=1, si n=1, (m,n) =1, de manera analoga se exhibe que u(mn) = pu(m)u(n) siempre
que n = 1.
Sean m = p{'ps?---pir y n= qfqu2 +-qfs con (m,n) =1, de ahi tenemos que p; # g; Vi, j,
€ lr].j € [s)

Caso 1. Algin e; > 2 y todo fj <2 (ie, fj= 1) Entonces pu(m) =0 y wu(n)=(-1)%, pero
u(mn) = p(pyps? - prqiqe---qs) =0 ya que p? | mn, puesto que e; > 2 , es el exponente
del primo p;.

Entonces pu(mn)=0=0(-1)° = u(m)u(n), ie., p(mn)= pu(m)u(n).

Caso 2. Algtn f; > 2 ytodo e; <2 (i.e., e; = 1), laprueba es analoga, asi p(mn) = p(m)u(n).

Caso 3. Je; > 2 y 3f; > 2, luego p(m) = 0 = p(n) y ademés p(mn) = 0 entonces
p(mn) = p(m)u(n).

Caso 4. Todos los e; =1, f; = 1, luego p(m) = (=1)7, p(n) = (-1)° y p(mn) =

w(pipe - prq1qz -+ qs) = (—1)"T% entonces u(mn) = (—1)""% entonces u(mn)=(—-1)"(-1)% =
w(m)p(n), asi p(mn) = p(m)u(n). Por lo tanto p es multiplicativa.

Teorema 1.9.11. Si F(n) = }_,,, f(d) para cada n € N, entonces

-Suior (3)

d|n
Demostracion:
S H@F (5) = {u@d) X £@) | = [ X m@fo) |
d|n d|n 5|(%) d|n 5‘(%)
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observese que los pares de enteros (d,d) con d|[n y d | % son los mismos que aquéllos que
satisfacen 0 |n y d|%, en efecto, como d|n y 0|% entonces existen m,n € Z:n=md y
0

5 =ko entonces n=~kéd y % =kd, ie, n=(kd)d y % =kd entonces 0 |n y d|%, y

viceversa. Luego, entonces

IR PICHONEDS Zu(@f@)) > f©6) Y n(d),
a% a

d|n 3|5 d|n - é|n
0 si 2#£I1,
pero > p(d) = Asi,
d| I si 5=1
SH@F () =3 FO) Y wld) | = fn) -1,
d|n d|n d|%

de ahi que Zu(d)F (%) = f(n).

d|n
Observacion: Versién multiplicativa de la férmula de inversiéon de Mdbius

Si F(n)= H f(d) entonces f(n)= H [F (%)r(d) .

d|n dln
Teorema de Euler

Definiciéon 1.9.12. Un sistema reducido de residuos modulo n es un conjunto de ¢(n) enteros
tales que cada elemento del conjunto es primo relativo a n y ningtan par de elementos diferentes
del conjunto son congruentes modulo n.

Ejemplo:
El conjunto 1,3,5,7 esun sistema reducido de residuos mod 8. El conjunto —3, —1,1,3 también
es un sistema reducido de residuos mad 8.

Definicion 1.9.13. (Teorema de Euler)
Si meN y a€Z donde (a,m)=1 entonces a?*™ =1 (méd m).

Demostracion:
Sea 71,72, ..., Ty(m) un sistema reducido de residuos modulo m de enteros positivos que no exceden
a m, sabemos que (rj,m) =1, j € [p(m)], luego ari,ars,...,ar,(y) es un sistema reducido
de residuos modulo m puesto que (a,m) = 1. Por consiguiente, cada elemento del sistema
reducido de residuos médulo m ari,arg,...,ary,) es congruente a algunos de los elementos
T1,T2,..-,Tp(m) €N consecuencia, si multiplicamos todos los términos en cada uno de estos sistema

reducido de residuos obtenemos:

(ari)(ara) -+ (ary(m)) = T1r2 - T@m) (M6d m), entonces a? Mg - Tom) = T1T2° " Tp(m)
(méd m) entonces a¥™ =1 (méd m) ya que (rirs- “To(m),m) =1 debido a que (rj,m) =
1, j € [p(m)] porlo tantosi m €N, a € Z con (a,m) =1 entonces a*™ =1 (méd m).

Definicion 1.9.14. Si n > 0 es un entero dadoy ¢ es coprimo con n, diremos que ¢ es una
raiz primitiva modulo n si ord,(g9) = ¢(g) (el valor maximo que puede alcanzar el orden de g,
por el teorema de Euler). Donde dado un nimero entero a y un entero positivo n coprimo con
a (i.e., tal que (a,n) =1), el orden multiplicativo de a modulo n es el menor entero positivo &
que cumple: a® =1 (méd n). El orden de a (méd n) se suele denotar ord,a, o bien O,(a).
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indice Aritmético

Sea r una raiz primitiva modulo el entero positivo m, sabemos que el sistema 77!, ..., (™)
forman un sistema reducido de residuos modulo m. A partir de este hecho, tenemos que si (a,m) =
1 entonces hay un ntmero x con 1<z <¢(m) tal que r* =a (méd m).

Definicién 1.9.15. Sea m un entero positivo (m =2 6 m =4 o bien m = p* 6 m = 2p?, donde
p es un primo impar y ¢ € N) con raiz primitiva r. Si a es un entero positivo con (a,m) =1
entonces el tnico entero = con 1 <z < p(m) y r* = a (méd m) es llamado el indice (6
logaritmo discreto) de a en la base r modulo m y denotado por ind,.a.

Observacion: 1) Con esta definicién tenemos que 719 ¢ =q (méd m).

2) Si a=b (méd m), entonces ind.a = ind,b, en efecto ya que tenemos rd @ =q (méd m)
y rindr =p (méd m) entonces rindre = pindb (méd m) entonces ind.a = ind,b (méd ord,,r)
entonces ind,a = ind,b (méd ¢(m)) entonces (m) | ind,a—ind,b entonces ind,a—ind,b =0
entonces ind,a = ind,.b.

Teorema 1.9.16. Sea m € N con raiz primitiva r y sean a,b enteros coprimos con m, entonces
a) ind,1 =0 (méd p(m)),
b) ind,(ab) = ind,a + ind,.b (méd p(m)),
¢) ind,a* =k ind,a (méd ¢(m)), siempre que k € N.

Demostracion:
a) A partir del teorema de Euler r#(™) =1 (méd m) (ya que (r,m)=1). Dado que r es una
raiz primitiva médulo m, ninguna potencia positiva de r mas pequena es congruente a 1 modulo
m, por consiguiente tenemos que, ind,1 = @(m)=0 (méd ¢(m)) ie., ind,1 =0 (méd ¢(m)).
b) De la definicion de indice tenemos que  r»dr(@) — gp (méd m) (x), observese que como
(a,m) =1, (b,m) =1 entonces (ab,m)=1. Y también tenemos que rirdratind-b — pindra pind-b
pero rind @ =g (méd m) y "4 =b (méd m) entonces rindr@ yindrb = gb (méd m) entonces
pindratindrb — gh (méd m) (%), ahora por () y (), tenemos que 7"dr(eb) = pindratind:b oy
consecuencia tenemos ind,(ab) = ind,a + ind,.b (méd ord,,r), finalmente podemos concluir que
ind, (ab) = ind,a + ind,b (méd p(m)).

indra® = gk (méd m) y también r"dr? = g (méd m) pero

¢) Por definiciéon tenemos que r
pkindra — (pindrayk entonces (r"dr®)* = ¢* (méd m), de esta forma,i.e., r¥ M@ = g% (méd m),

k k

indra (m6d m) y también aF = r¥ 4@ (méd m) por consiguiente, tenemos

de ahi que, r =a

ind,.ak’

que 1 =k ndra (1m6d m). Por lo tanto ind,a* =k ind,.a (méd p(m)).

1.10. Sucesiones y series

En nuestro camino al encuentro con la hipdtesis de Riemann es necesario el estudio de las sucesiones
y las series.

Si a cada entero positivo n estd asociado un nitimero real a, entonces se dice que el conjunto
ordenado ai,as,as,...,a,,... define una sucesiéon infinita. Cada término de la sucesion tiene
asignado un entero positivo, de manera que se puede hablar del primer término a;, del segundo
término ag y en general del término n-simo a,. Cada término a, tiene un siguiente a,y1 y
por tanto no hay un “altimo” término.
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Definicion 1.10.1. Una funcion f cuyo dominio es el conjunto de todos los enteros positivos
n=1,2,3,... sedenomina sucesion infinita. El valor f(n) de la funcion se denomina el término
n-esimo de la sucesion.

Por brevedad se utiliza la notacion {f(n)} para indicar la sucesion cuyo n-esimo término es f(n).

Definicién 1.10.2. Una sucesion {f(n)} tiene limite L si, para cada nimero positivo ¢, existe
otro namero positivo N (que en general depende de €) tal que |f(n)—L| < e paratodo n > N.
En este caso, decimos que la sucesion {f(n)} converge hacia L y escribimos: lim, , f(n) =L
o f(n) =L o n— oco. Una sucesion que no converge se llama divergente.

Cuando nos referimos a “sucesion convergente” se emplea sélo para sucesiones cuyo limite es finito.
Sucesiones con limite +00 o —oo se dice que son divergentes. Las reglas basicas para limites de
sumas, productos, etc., son también validas para limites de sucesiones convergentes.

Una sucesion {f(n)} se dice que es creciente si f(n) < f(n+ 1) para todo n > 1. Por otra
parte, si se tiene f(n) > f(n+ 1) para todo n > 1, se dice que la sucesion es decreciente. Una
sucesion se llama monétona cuando es creciente o decreciente.

Teorema 1.10.3. Una sucesiéon monoétona converge si y sélo si es acotada.
Nota: Una sucesion {f(n)} se dice que es acotada si existe un numero positivo M tal que
|f(n)] < M para todo n. Una sucesion que no esta acotada se denomina no acotada.
Demostracion:
Es claro que una sucesién mondétona no acotada no puede converger, por tanto basta probar que
una sucesion mondtona y acotada es converge.
Supongamos que {f(n)} es creciente y acotada, sea L el supremo del conjunto {f(n):n € N}.
Entonces f(n) < L paratodo n, afirmamos que la sucesion converge hacia L. Sea € un ntmero
positivo arbitrario. Como L — ¢ no puede ser una cota superior del conjunto {f(n)}, entonces
L—e< f(N) paraalgin N (este N depende de €). Puesto que {f(n)} es una sucesion creciente,
si n> N entonces f(N) < f(n), por tanto, L —e < f(n) < L para todo n > N. De estas
desigualdades tenemos que 0 < L — f(n) < e para todo n > N, lo que significa que la sucesion
converge hacia L, como se queria demostrar.
Ahora, supongamos que {f(n)} es una sucesion decreciente y acotada, sea L el infimo del
conjunto {f(n):n € N}. Entonces f(n) > L para todo n, afirmamos que la sucesion converge
hacia L. Sea € un numero positivo arbitrario. Como L 4+ € no puede ser una cota inferior del
conjunto {f(n)}, entones L+ e > f(N) para algain N (este N depende de €). Puesto que
{f(n)} es decreciente, si n > N entonces f(N)> f(n), por tanto, L+¢e > f(n) > L para todo
n > N. De estas desigualdades tenemos que 0 < f(n) — L < ¢ paratodo n > N, lo que significa
que la sucesion converge hacia L, como se queria demostrar.

A partir de una sucesién de ntmeros reales, se puede formar una nueva sucesiéon sumando los
términos sucesivamente. Asi, si la sucesion dada tiene términos ai,aso,...,ay,... se forma la
sucesion de las “sumas parciales" s; = ay, s2 = a1 + a9, 83 = a1 + as + a3, y asi sucesivamente,
estando definida la suma parcial de los n primeros términos como sigue:

n
Sp=a1+ a2+ +a, = E ag.-
k=1

La sucesion {s,} de las sumas parciales se llama serie infinita o simplemente serie, y se indica
también por los siguientes simbolos: a1 +as+as+---, ay+as+--+ ap+---, Zzozl ai. En
los simbolos anteriores se quiere recordar que la sucesion de sumas parciales {s,} se obtiene de
la sucesion {a,} por adicion de términos sucesivos.
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Si existe un namero real S tal que: lim, .., s, = S, se dice que la serie Zzozl ap es convergente
y tiene suma S en cuyo caso se escribe: > o ar = S. Si {s,} diverge se dice que la serie
> re, ar diverge y no tiene suma.

Las sumas finitas ordinarias tienen propiedades importantes:

Propiedad aditiva: Z (ar, + bi) Z ai + Z b,
k=1

n n
Propiedad aditiva: Z cap = CZ ay.

Hemos demostrado que los ntmeros primos son infinitos, el siguiente paso es entender que tan
“densos” (entendiendo por densidad la proporcion de niimeros primos con relacion al total de
nameros enteros en un intervalo dado.) son los primos. Un modo para hacerlo es estudiar la suma
de sus inversos, esto es: Z;o %. Descubriremos asi que esta suma diverge, es decir los primos son
densos, mas densos que los cuadrados por ejemplo:

Z — diverge, Z —  converge (problema de Basilea).
n n?

n=1 n=1

La divergencia de % fue demostrada por primera vez por Nicole Oresme (1323 - 1382). Oresme

demostro la divergencia de la serie armonica confrontandola con otra serie divergente (Nicole

Oresme empleo el criterio de comparacion'?, el cual probaremos més adelante):

1 11 1 1 1 1 1 1 1 1
+2+3+4+5+6+7+8+9+ <> +2+4+4+8+8+8+8+16+

En la segunda serie cada término ha sido sustituido con un término de la forma 1/2* mas pequeiio.
Es decir 1/3 ha sido sustituido por 1/4 mientras 1/5, 1/6, 1/7 han sido sustituidos por 1/8
y asi sucesivamente. Con esta estratagema. Oresme se las arregla para reunir los términos. En
particular tiene dos términos (que sumados hacen 1/2), cuatro términos 1/8 que sumados hacen
de nuevo 1/2 y asi sucesivamente.

Por lo tanto Oresme ha logrado que aparezca un niimero arbitrario (y también infinito) de términos

1/2.
1+ 1 + 1+1 + 1+1+1+1 + i+ +i + =
2 4 4 8 8 8 8 16 16 N
1

S I P T VIS VIR NI S
- 272727222y -0

Dado que la serie armoénica era mas grande que esta serie de trabajo, también ésta serie debera ser
infinita.

1 k .
E —>1+4+ 5 para todo entero positivo k.
n
Realicemos otra prueba de la divergencia de la serie arménica y - % :

il 1+1+1+1+1+1+1+1+1+
k:k* 2 3 4 5 6 7 8 9

12Criterio de comparacién: Si Y 72, by converge, y 0 < ay < by, entonces Y 5o ;aj converge; si > po Ck
diverge y 0 <cp <dj, entonces » 2, dj diverge.
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agrupando términos tenemos

il—l—k L + 1—&-1 + 1—&-1—#1—&-1 + 1+i+ +i +
k:lk_ 2 3 4 5 6 7 8 9 10 16
donde cada expresion entre paréntesis es de la forma
1 1 1 1 1 1

2k_1+1+2k_1—|—2+2k—1+2k—1 :Zk_1—|—1+2k—1_|_2+.“+27k

C =

para k > 1. Por ejemplo, para k = 1 obtenemos el término 1/2, para k = 2 obtenemos
1/3 4+ 1/4. La expresion anterior define la sucesién ¢, ca,cs,... . El primer término de la serie
esigual a 1 no esta incluido en esta sucesion, para incluirlo se define ¢y = 1. Ahora, observemos
que para k> 1, la formula para ¢, tiene 2k~! sumandos, de los cuales el menor es asi se
tiene que

1

2k
1 1

Ck;22k'_12fk:§ con ]{121

y también es cierto que, asi que tenemos

2’771 1
S1-Sazieieor;
n:l _,—/
m-+1 veces
es decir . .
m+1 m+1
> . > P
Z Ck = 2 o W%gnoo Z Ck mlgnoo 2 =
k=0 k=1
de donde
oo 1 m
> Aot e
n=1 k=1

asi, la serie armonica diverge a infinito.

Teorema 1.10.4. La suma de los inversos de los nimeros primos diverge.

Demostracion:
(Por contradiccion) Denotemos por p,, al n-ésimo ntimero primo, i.e., p1 =2, po =3, p3 =5,...,
y al conjunto de todos los nameros primos por P. Donde la letra p siempre seré asignada a un
nimero primo. Procedemos a demostrar la divergencia de la serie:

Zl LR UNE B +—+1+i+i+ L
Sp 2375 71131719 Pn

converge y tiene por suma S, luego, para € = %, existe N € N tal

SfSN:Z%<

p>N

Supongamos que Y
que

1
pEP p

M\H

Ahora, sea @ = Hp «n P el producto de todos los niimeros primos menores o iguales que N,
entonces los numeros de la forma 1+ n@ con n € N no son divisibles por los primos menores
que N. Efectivamente, si p < N cumple p | (1+nQ) tendriamos que 1+n@Q = pk con k€ N.
Por otra parte p| @, ie., Q =ps con s €N, entonces 1+nps=pk 6 1=p(k—ns) locual
es absurdo. Ahora consideremos
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luego, se verifica que _
J

=1 > 1
< -
7;1+n@_; Z;\]p

porque cada término de la suma de la izquierda aparece en la suma de la derecha al menos una
vez. Esto es claro, pues todo divisor primo p de 1+ n@ es mayor que N. Ademas H_an < %,
por lo tanto

o~ 1
PRRE
n=1 + TLQ
pero la serie anterior diverge pues
K K
1 1 1
2102 g 2
n=1 n=1

para todo K, y notamos que el miembro del lado derecho corresponde a la serie armoénica que
bien sabemos diverge cuando K — oo. Asi, la suma de los inversos de los ntimeros primos diverge.

Definicién 1.10.5. La serie de Taylor de una funcion real o compleja f(z) con centro en a,

es la serie:
fa=3 = TIOL o,
n=0 zZ=a
'(a "(a ) (q

donde n! denota el factorial de n, f(")(a) denota la n-ésima derivada de f evaluada en el
punto a, de manera méas compacta se tiene:

n

©  £(n)(g
S L0 oy = fa) P @G -0+ L @)
n=0 !

Definicién 1.10.6. La serie de Maclaurin se tiene cuando en particular a = 0, i.e., es un caso
particular de la serie de Taylor.

Por ejemplo:
Calcular la serie de Taylor de la funcion f(xz) = e en x = 0. Como z es un niamero real,
empleando la férmula anterior, se tiene

f'(a)
1!

" (a)

n!

f"(a)

51 (x—a)?+-+

f(x) = fla) +

(x—a)+

(IE - a)n +eee
dado que nos piden la serie de Taylor en z =0, por lo tanto a =0 tenemos

’ " (n)
@(x—o)jtf—(o)(x—o)M---Jr ! n!(o)

fla) = fla) + >

(x—0)" 4,

ahora, calculamos las derivadas y las evaluamos en x = 0, para después sustituir en la expancién
anterior

flay=e" = [f0)=¢" =1, fla)=e" = fU0)=e =1,
flle)y=e" = [fl(0)=e" =1, :
flfla)y=e" = [f'(0)=¢" =1, [ (@) =e" = fM(0) =€ =1,
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sustituyendo
1 1 9 1 3
f(x):l—f—F(x—O)—F?(m—O) +§($—0) -+
_ 1 1, 1 B 1 1 45 14
. x x2 3 ) _ >,z
= f@) =1+ttt f(:r)—za.
n=0

Definicion 1.10.7. Una serie de Laurent centrada alrededor de un punto ¢, es una serie de la

forma:
oo

Z ap(z —c)”

k=—o0

donde ag,c,z € C. Se puede demostrar (lo cual no relizaremos) que esta serie es convergente
dentro del conjunto (posiblemente nulo, &):

D:={z€C:Ry<|z—¢c|] <Rp}, donde

1
Ry :=limsupla_i|'/* 'y  Ry:=— 1/k
k—o0 lim SUPg—s00 |a*k| /

toda serie de Laurent tiene vinculada una funcion de la forma:
oo
f(z):=) ar(z—o)F,
—o0

cuyo dominio es el conjunto de puntos en C sobre el cual es convergente. Esta funcién es analitica
dentro de una corona D, inversamente, toda funcién en una corona es igual a una unica serie de
Laurent.

Una serie de Laurent se define con respecto a un punto particular ¢ y un camino de integracion
~. El camino de integracion debe estar dentro de un disco donde f(z) es una funcion holomorfa
(a veces se usa como sinénimo el término funcién analitica, aunque no es estrictamente correcto,
dado que una funcién analitica es técnicamente aquella que admite desarrollo en serie de potencias
en cierto entorno de un punto, lo que ocurre es que en C toda funcién holomorfa es también
analitica).

Los coeficientes de una serie de Laurent en una funcién analitica se pueden encontrar por medio
de la formula integral de Cauchy y estan dados por:

1
an=7%Ld'zv para n=20,1,2,...,
v (2

2mi —c)ntl
Lot 1,2,3
pn1=— P(z—c z)dz, para n=1,2,3,...
! 271 P

Y

(la sucesion de constantes estan definidas por un camino de integracion en la generalizacion de la
integral de Cauchy).

Si suponemos Y™ _a,(z—c)" es una serie de Laurent con coeficientes a,, y un centro complejo
c. Entonces existe un radio interior 7 y un radio exterior R de tal forma que:

= La serie de Laurent es convergente en la corona abierta A :={z:7 < |z — c| < R}, tanto
para potencias de grado positivo como para potencias de grado negativo y esta convergencia
define una funcién holomorfa f(z) en la corona abierta.
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= Fuera de la corona, la serie de Laurent es divergente.

= Para el disco existe al menos un punto en la frontera interior y otro en la frontera exterior
para los cuales no puede ser holomorfa continua.

La serie de Laurent es muy importante en el anélisis complejo, especialmente para investigar el
comportamiento de funciones cerca de singularidades, pues permite saber qué tipos de singularida-
des tiene una funcién. Asi, si expandimos una funcién en serie de Laurent, tomando como centro
una singularidad y como radio interior cero, la cantidad de potencias negativas en la serie indicara
que tipo de singularidad es (en el siguiente capitulo se definiran formalmente estos conceptos):

= Si la serie no tiene potencias negativas, la singularidad es evitable.
= Si la serie tiene finitas potencias negativas, la singularidad es un polo.
= Si la serie tiene infinitas potencias negativas, la singularidad es una singularidad esencial.

La serie de Laurent de una funciéon compleja f(z) es la representacion de la misma funcion en la
forma de una serie de potencias, la cual también incluye términos de grado negativo. Esta serie se
puede usar para expresar funciones complejas en casos donde una expansion de la serie de Taylor
no es aplicable o no se puede acoplar. La serie de Laurent fue descubierta por Karl Weierstrass en
el afio de 1841; pero no se divulgd en ese entonces. El matematico Pierre Alphonse Laurent fue
quien la publicé en el ano 1843.

Nota: En el capitulo de analisis complejo se analizaran los conceptos mencionados en la definicién
anterior (Definicion 1.10.7.).

Esta ultima definicién resulta atil pues serd importante para una comprension méas profunda de
algunos conceptos que se necesitaran para un andlisis mas profundo de la hipotesis de Riemann.

1.11. El problema de Basilea

Hemos llegado hasta aqui para hablar del problema di Basilea, es decir para determinar el valor
de la suma de los inversos de los cuadrados. En terminos mas inteligibles:

1
2

El problema de Basilea fue propuesto por primera vez por Pietro Mengoli en 1644 y se hace famoso
cuando Jakob Bernoulli lo da a conocer en 1689. Jakob era el hermano de Johann Bernoulli, maetro
de Euler, que probablemente lo mostré a Euler. En los anos 30 del siglo XVIII, el problema se
habia vuelto extremadamente notable entre los matemaéticos y es comprensible que Euler se hiciera
famoso cuando lo resolvié con tan solo 28 anos. Euler generalizé entonces el problema y sus ideas
fueron retomadas por el mismo Riemann. Es comprensible entonces porqué el problema es llamado
“de Basilea” en honor a la ciudad natal de Euler.

Euler parte de la serie de Taylor de la funcién seno:

2> 2
sen(x):xf§+a—ﬁ+uo
dividiendo por x tenemos:
sen(z) @ 23 n x° z’ b1 z? L+ zt ab n
z oz 3 x) 5lz) T(x) - 3 517
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sen(z)

luego, las raices de la funcién estan en los puntos = =nw, donde n=41,4+2 43,...

(Y ésta es la genialidad de Euler) que puede expresar esta funcién como un producto infinito
de factores lineales, creando un polinomio de grado infinito, como haremos para un ntmero finito
de raices; ejemplo, si yo se que las raices de un polinomio son 1 y 3, puedo construir el polinomio
como (x—1)(xz —3), y del mismo modo Euler crea el polinomio:

S (-2 (42 0-5) (45) (- 04 5) -

(-2 5)(-5)-

si efectuamos el producto de estos factores y comparamos los términos de =z

2 vemos que el

coeficiente de segundo grado de sen(@) g,
L1 1 1l
w2 4r?  9x? w2 n?’
n=1
pero por la original expansion en serie infinita de w vemos que el coeficiente de 2 es
% = —%. Estos dos coeficientes deben ser iguales:
1 1 1
6T T 2 2
6 T an

asi, finalmente:

Agrego una cosa. Si se estan preguntando dénde entra todo esto con la hipétesis de Riemann,
sepan que la serie de los inversos de los cuadrados de los nimeros naturales corresponde a la ((2)
y es importante familiarizarmos con estos valores especificos de la funcién zeta.

Estos problemas “banales” se revelan mucho menos banales de lo que parecen dado que nadie hasta
ahora ha logrado calcular el valor explicito de ((3) y en general de ((2n + 1).
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Capitulo 2
Analisis Complejo

Durante el estudio de las matematicas hay una “extension” progresiva del concepto de niimero,
desde el conjunto de los enteros naturales N pasamos al de los enteros relativos Z para luego
alcanzar a los racionales @, y asi hasta los nimeros reales R. A menudo estas “extensiones" se
justifican por la incapacidad de resolver dentro del conjunto de estudio un determinado problema.
Por ejemplo la ecuacion

2 =2 ,

no tiene solucién en el conjunto de los racionales, mientras que tiene dos en la extensién hacia los
reales R, ie., v/2 A —v/2. En cambio, surge la necesidad de ampliar atin més a los nimeros
reales, cuando intentas resolver otra ecuacién cuadréatica:

z?=—1.

Ahora, el problema en este caso es comun para todas las soluciones de las ecuaciones cuadraticas
con discriminantes negativos y consiste en que la funcion raiz cuadrada real no esta definido para
nameros negativos.

Como veremos, el conjunto de los numeros complejos, que denotaremos con el simbolo C, nos
permitira dar respuesta a este problema.

Los nameros que hoy llamamos “complejos” fueron durante muchos afnios motivo de polémicas y
controversias entre la comunidad cientifica. Poco a poco, por la creciente evidencia de su utilidad,
acabaron por ser comunmente aceptados, aunque no fueron bien comprendidos hasta épocas re-
cientes. Nada hay de extrano en ello si pensamos que los niimeros negativos no fueron plenamente
aceptados hasta finales del siglo XVII.

Los nimeros complejos hacen sus primeras timidas apariciones en los trabajos de Cardano (1501-
1576) y Bombelli (1526-1672) relacionados con el célculo de las raices de la cibica o ecuacion
de tercer grado. Fue René Descartes (1596-1650) quien afirm6 que “ciertas ecuaciones algebraicas
solo tienen solucién en nuestra imaginacion” y acuné el calificativo “imaginarias’ para referirse a
ellas. Desde el siglo XVI hasta finales del siglo XVIII los ntimeros complejos o imaginarios son
usados con recelo, con desconfianza. Con frecuencia, cuando la solucién de un problema resulta ser
un namero complejo se interpreta esto como que el problema no tiene soluciéon. Para Leibnitz “el
nimero imaginario es un recurso sutil y maravilloso del espiritu divino, casi un anfibio entre el ser
y el no ser”.

El éxito de Euler y Gauss al trabajar con niimeros complejos se debid a que ellos no se preocuparon

de la “naturaleza” de los mismos; no se preguntaron “;qué es un nimero complejo?”, sino que se
dijeron “a ver, para qué sirven, qué puede hacerse con ellos”. Es Gauss quien definitivamente
) b
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concede a los numeros complejos un lugar privilegiado dentro de las matematicas al probar en
1799 el resultado conocido como Teorema Fundamental del Algebra que afirma que toda ecuacion
polinémica de grado n con coeficientes complejos tiene, si cada raiz se cuenta tantas veces como
su orden, n raices que también son ntmeros complejos.

El término, hoy usado de “ntmeros complejos” se debe a Gauss, quien también hizo popular
la letra “¢” que Euler (1707-1783) habia usado esporddicamente. En 1806 Argand interpreta los
nimeros complejos como vectores en el plano. La fecha de 1825 es considerada como el nacimiento
de la teoria de funciones de variable compleja, pues se publica en dicho ano la memoria sobre la

integracion compleja que Cauchy habia escrito ya en 1814.

2.1. Propiedades de los niimeros complejos

La extension consiste en el paso de la dimension uno de la recta (real) a la dimension dos del plano
(complejo). Por lo tanto, un nimero complejo z se identifica como un punto en el plano y se
representa cominmente de dos maneras: en la forma cartesiana y exponencial

Definicién 2.1.1. El sistema de los ntimeros complejos, denotados por C, es el conjunto R?
junto con las reglas usuales de la adicién de vectores y la multiplicacién escalar por un numero
real, a saber

(x1,91) + (22,92) = (21 + 22,91 +¥2) ,

a(x,y) = (ax’ay) )

y la operacién de multiplicacion compleja, definida como

(1, 11)(22,y2) = (122 — Y1y2, T1Y2 + Y122) -

Vamos a identificar a los nimeros reales x con puntos en el eje x; entonces = y (x,0) representan
el mismo punto (z,0) € R%. Elejey sera llamado el eje imaginario y el punto (0,1) sera denotado
por i. Asi, damos la siguiente definicién.

Definicién 2.1.2. = (0,1), entonces (x,y) =1z +iy .

El lado derecho de la ecuacion representa a 2(1,0) + y(0,1) = (x,0) + (0,y) = (x,y). Usando
y = (y,0) y la definiciéon 2.1.1. de multiplicacion de complejos, obtenemos iy = (0,1)(y,0) =
(0-y—1-0,y-140-0)=(0,y) =y(0,1) = yi y asi también podemos escribir (z,y) = x + iy.
Un solo simbolo tal como z = a + b se usa generalmente para indicar un niimero complejo. La
notacion z € C significa que z pertenece al conjunto de los ntimeros complejos.

Notese que 2 =i-i=(0,1)-(0,1)=(0-0—1-1,[1-0+0-1]) = (—1,0) = —1, de esta manera
tenemos la propiedad:
i*=-1.

Si recordamos esta ecuacion, entonces la regla para la multiplicacion de nimeros complejos es
también facil de recordar y de motivar:

(a4 ib)(c 4 id) = ac + iad + ibc + i%bd = (ac — bd) + i(ad + be) .

Definicion 2.1.3. Los ntmeros reales x e y se llaman respectivamente parte real y parte
imaginaria de z y denotada por:

z=Rez A y=Imz.
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El subconjunto de nimeros complejos de la forma (x,0) se puede identificar con el conjunto de
los nameros reales R, en este sentido escribimos R C C. A un ndmero complejo de la forma
(0,y) se le llama imaginario puro.

Diremos que dos ntiimeros complejos z1 = (x1,y1) € 22 = (z2,y2) son iguales si tienen las mismas
partes real e imaginaria, i.e.:

z1 = 22 — T1=T2 N Yy1=Y2 .
El ntmero complejo ¢ es una solucién de la ecuaciéon z? = —1 .

Definicion 2.1.4. El Los ntumeros 0 = (0,0) y 1 = (1,0) son respectivamente la identidad
aditiva y multiplicativa, i.e.:

z+40=04+z2z=2 A zl=1lz=2z VzeC.

Definicion 2.1.5. El inverso (aditivo) de z = (z,y) se denota por el ntimero —z = (—z, —y); i.e.,
se tiene z + (—z) = 0. Usando esta nocién podemos definir, para cada z1, 22 € C, la sustraccion:

21— 2 =21+ (722) ) i'e'a

T + 1y — ($2 +iy2) =1 — X9 +i(y1 — y2) .
Definicién 2.1.6. El inverso (multiplicativo) de un namero z # 0, denotado por % o también

271 es definido por la relaciéon zz~! = 1; no es dificil comprobar que:

1 -1 _ 37 -y

z = +1 .
z 1'2 + y2 sz + y2
Asi que definamos la divisién; Vzi,20 € C con z3 # 0, como sigue:

21 ool T1T2 +Y1Y2 . X2Y1 — T1Y2
ST FlRe = 2 2 2 2
22 5 + Y3 x5 + Y3

Finalmente, destacamos que el orden habitual de los nameros reales no es extensible al conjunto
de ntiimeros complejos.

Enumeramos a continuacién algunas propiedades de la suma y del producto; para todo 21, 22,23 €
C tenemos:

Reglas de la adicion: Reglas de la multiplicacién:

= Z1R2 = 2221 ,
=21+ 22=2+2,

n (Z1 + 2’2) + 23 =21+ (22 + 23) s - (2122)23 - 21(2223) '

= 21 4+0=2, wlz=2z,
= 21+ (—2)=0. = 2(z71)=1 para 2#0,

m 21(22 + 23) = 2122 + 2123 -
En resumen se tiene el siguiente teorema.

Teorema 2.1.7. Los numeros complejos C bajo las operaciones de suma y producto forman un
campo.
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Demostracion:
La suma es conmutativa y asociativa ya que cada entrada pertenece a R y en R la suma es
conmutativa y asociativa. El neutro es (0,0) dado que:

(a,0) +(0,0) = (a+0,b+0) = (a,b) ,

para (a,b) su inverso aditivo es (—a,—b). Veamos ahora el producto. Probemos que es conmu-
tativo. Para dos complejos (a,b) y (¢,d) tenemos que:

(a,b)(¢,d) = (ac —bd,ad +bc) AN (¢,d)(a,b) = (ca—db,cb+da) ,

ambos resultados son iguales ya que cada entrada pertenece a R y la suma y el producto son
conmutativos en R. Probemos que el producto es asociativo. Para ello tomemos tres complejos
(a,b),(c,d) y (e, f), tenemos que:

[(a,b)(c,d)](e, f) = (ac — bd, ad + bc)(e, f) =
= (ace — bde — adf — bef,acf — bdf + ade + bee)

y también que:
(a,b)[(c,d)(e, f)] = (a,b)[ce — df , cf + de] =
= (ace — adf — bef — bde, acf + ade + bee — bdf) ,

ambas expresiones son iguales ya que cada entrada pertenece a R y la suma es conmutativa en
R. El complejo (1,0), actiia como neutro multiplicativo, tenemos:

(@,b)(1,0)=(a-1—b-0,a-0+b-1) = (a,b) ,

ademas, si tomamos un complejo (a,b) # (0,0) y lo multiplicamos por (%W, a;—sz> )

a —b a®+b> —ab ba
S — frd = 1
(a’b)<a2+b2’a2+62) (a2+b2’a2+b2+a2+b2> (1,0),

o cual muestra que tenemos inversos multiplicativos.

Finalmente probemos la propiedad distributiva, para ello, tomemos ahora tres ntimeros complejos
z1 = (a1 +ib1), 22 = (az +iba) y 23 = (ag + ibs), efectuamos z1(z2 + 23) :

(a1 + ibl)[(ag 4+ Zbg) + (0,3 + Zbg)] = (a1 + ibl)[(ag =+ Cl3) + ’L(bg =+ b3)] R

multiplicando:
(a1(ag + az) — by(ba + b3)) +i[b1 (a2 + a3) + a1(by + b3)] =

= (a1as + aras — bibg — b1bs) + i(bras + bras + a1bs + a1 bs) ;
desarrollemos ahora z1z9 + z123:
(a1,iby)(az 4 iba) + (a1,iby)(as + ibs) ,
multiplicando y sumando, tenemos:
(arag — b1bo) +i(a1be + agby) + (a1asz — bibs) + i(a1bs + azby) =

= [(alag — blbg) + (a1a3 - blbg)] + i[(albz + azbl) + (a1b3 + a3b1)] s

en la parte real reordenamos los términos en a; primero, luego los de by, y en la parte imaginaria
los presentamos en orden inverso:

(a1a2 + ajaz — biby — blbs) =+ i(a2b1 + asby + a1bs + albg) .
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Obteniendo el desarrollo del lado izquierdo de la propiedad, de esta manera se concluye la demos-
tracion del teorema.

Nota: Si uno requiere que las propiedades de usuales de orden para los niimeros reales se satisfagan,
entonces tal orden es imposible para los ntimeros complejos. Esta afirmaciéon puede ser probada
como sigue: Supongase que tal orden existe, entonces o i >0, o ¢ < 0. Supongamos que i > 0,
entonces i-i > 0 y, por tanto, —1 > 0, lo cual es absurdo. Alternativamente, supéngase que
i <0, entonces —i > 0, asi (—i)(—i) >0 o —1 >0, otra vez absurdo. Si z =a+1ib y
w = ¢+ id, podemos decir que z <w si a<c y b<d. De cierta manera esto es un orden,
pero no satisface todas las reglas que podrian ser requeridas, tales como aquellas obedecidas por
los nameros reales. Por tanto se evitara la notacion z < w a menos que z y w resulten ser
nimeros reales.

Coordenadas cartesianas
Es natural asociar al nimero z = (x,y) = x+1iy, con el punto del plano cartesiano de coordenadas
x e y (ver Figura 2.1). El namero z también se puede considerar como el vector desde el origen

hasta el punto (x,y), el eje = se llama eje real, y el eje y eje imaginario.

Imz‘

|

|

x " Rez
Figura 2.1: Coordenadas cartesianas del punto z =z + iy.

Observamos que, dados z1,z9 € C, la suma 2z + 2z corresponde al vector suma obtenido por
medio de la regla del paralelogramo (ver Figura 2.2, izquierda), mientras que la diferencia z; — 29
esta representada por la diferencia (ver Figura 2.2, derecha).

Imz Imz
-7 )
- // Z1 — 22

Z1

,
) Z1

Rez

Z1 — 22

Figura 2.2: Representacion grafica de la suma, a la izquierda, y la diferencia, a la derecha, de dos
nimeros complejos z; y zo.
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Definicion 2.1.8. El moédulo o valor absoluto de z = z + iy, denotado por |z|, es el nimero

positivo:
2| = Va2 +y2 .

Que representa la distancia del punto (z,y) al origen; tengamos en cuenta que esta definicion se
reduce al valor absoluto habitual cuando y = 0. Notemos que, mientras que la declaracion z; < 2o
no tiene significado en general, la desigualdad |z1| < |z2| significa que el punto correspondiente
a z; estd mas cerca del origen que el punto correspondiente a z,. La distancia entre los puntos
correspondientes a z; y 2o viene dada por |z; — z2|. Para todo z € C, obtenemos las siguientes
relaciones:

= 2| >0, |z2]=0 & z=0;

o 2 = (Re2)” + (Im2)? ;

v |z <|Rez|+ |Imz|;

= |z| >|Rez| >Rez;

» |z| > |Imz| >Imz;

o flz1] = fref] < f1 A+ 22| < |z + 22|

Definicion 2.1.9. El complejo conjugado, o simplemente el conjugado, de un ntmero complejo
z = x + iy, denotado por Z, se define como:

Z=T—1y.

Graficamente el conjugado Z se representa por el punto (z, —y) que se obtiene por la reflexion con
respecto al eje real del punto (z,y). Para todo z, 21,22 € C, son validas las siguientes propiedades:

]l

FEEA * 21— 22 =71 22,

* [z =2l * 2122 = 71 %2

*Z=|z]?, Nz

% 21+ 20 =Z1 + Z2 , *(22>:,22’ con z3 #0 .

Es inmediato comprobar que, para todo z € C:

z+Z z—Z
Rez = 5 Imz = 5

Forma trigonométrica y forma exponencial
Dado el punto (z,y), sean r y @ sus coordenadas polares; siempre y cuando:
r=rcosl AN y=rsenb,
el namero complejo z = (x,y) se puede representar en la forma polar o trigonométrica como:
z=r(cost +isen 6) .

Definicion 2.1.10. Tenemos que r = |z|; el ntmero 6 es llamado el argumento de z y se
denota por 0 = argz.
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Geométricamente, argz es cualquier angulo (medido en radianes) formado por la semirecta de
los reales positivos y el vector identificado por z (ver Figura 2.3.). Por lo tanto, puede asumir
infinitos valores que difieren en multiplos enteros de 2.

Definicion 2.1.11. Llamaremos al valor principal de arg z, denotado por Arg z, ese valor tnico
0 de argz tal que —m < 6 < 7, definido por la férmula:

arctan(y/x) , si x>0,
arctan(y/z)+7, s x<0,y>0,

r=+/224+y? =< arctan(y/z)—7 si <0, y<0,

/2 si x=0,y>0,

—7/2 si z=0,y<0.

Ahora, observamos que dos niimeros complejos z; = ri(cosf;+isen 61) y zo = ra(cosfa+isen 05)
son iguales si y solosi 11 =719 y 61,05 difieren en un multiplo entero de 2.

Imz ,

z=x+1iy

x Rez

Figura 2.3: Coordenadas polares del nimero complejo z = z + iy.

La representacion polar es muy util para expresar el producto de dos nameros de forma sencilla
y por tanto proporciona una expresion elemental para calcular potencias y raices de un nimero
complejo. Mas precisamente, son:

z1 =711(cosby +isen 6h) A zo =ro(cosbfy + i sen bs) ,
entonces, recordando las férmulas de suma para las funciones trigonométricas, tenemos:
z129 = rira[(cos b cos Oz — sen 01 sen ) + i(sen 61 cos by + sen O cos by)]
= 2129 = riraefcos(01 + 02) + i sen(6; + 02)] . (%)
Entonces la siguiente relacion es valida:
arg(z120) = arg z; + arg 2o .

A veces es conveniente expresar un nimero complejo a través de la llamada forma exponencial.
Con este fin, extendemos la definicion de funcién exponencial al caso de un exponente imaginario
puro.
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Definiciéon 2.1.12. Para todo # € R, € = cosf +isen 6 .

Esta relacion, es conocida como la formula de Euler, encuentra una justificacion (de hecho, es
objeto de demostracion) en el contexto de la teoria de series en un campo complejo. Pero aqui lo
tomaremos como una definicién. La expresion z = r(cosf + ¢ sen §) de un ntmero complejo z
se convierte entonces en z = re’? que es, de hecho, la forma exponencial de z.

La relacion (x) nos da inmediatamente la expresion del producto de dos ntimeros complejos z; =
rieft Az = T26162, como 21zp = 7’17’26’(01“’2); por lo tanto, para multiplicar dos ntimeros
complejos basta con multiplicar los moédulos y sumar sus argumentos. En cuanto al cociente,
notamos que de (x) con 71 =7y = 1, obtenemos e?1e?2 = ¢i01+02)  En particular e~ = 1,
y por lo tanto e~% es el reciproco (inverso multiplicativo) de e®; por lo tanto el reciproco de
un ntimero complejo z = re? #£ 0 viene dado por z~! = %6_19.

Combinando la férmula anterior con la del producto, obtenemos la expresién de cociente de dos
nameros complejos z; = re® A zp = 1r2e%2 £ 0 tenemos: % = %elwl*%). Luego, de la
expresion anterior y de z129 = riroe’®119%2)  para todo n € Z, obtenemos 2" = "™’ con

z =re' en particular, cuando 7 =1, obtenemos la llamada férmula de De Moivre:

(cosf + i sen 6)" = cosnb + i sen nb .

Consideremos ahora el problema de calcular la raiz n-ésima de un nimero complejo; dado un entero
n > 1 y un nimero complejo w = p e si queremos determinar los niimeros complejos z = re*?
satisfaciendo 2" = w. De (2" = r"e™, con z = re’), tenemos 2" = "™ = p ¥ = w; y
por tanto, recordando la condicién de igualdad entre dos ntimeros complejos, se deben verificar las

condiciones:

r=p
nd =p+2kn, keZ,

o también:

ﬁ
I

/p

g = et2kr e 7.

n

Recordando la periodicidad de las funciones trigonométricas seno y coseno, luego para determinar
las n soluciones distintas de nuestro problema:

o 2k 2k
z:{’/ﬁewzk :'Lp(cosw—kisenW), k=0,1,2,...,n—1.
n n

Geométricamente estos puntos se encuentran en la circunferencia con centro en el origen y radio
¢/p y son los vértices de un poligono regular de n lados (ver Figura 2.4).
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Imz A 1+\/§1-

zZz ® \

Z4 L ]

Figura 2.4: Representacion grafica del punto 14 v/3i y sus raices quintas, zj, 3=1,...,5.

Ejemplos:
1) Consideremos, para n > 1, la ecuacion 2" = 1. Escribiendo 1 = 1¢%’, obtenemos las n

P . . 2ikT
raices distintas: 2" =z, =e» , k=0,1,2,...,n— 1.

Llamadas raices n-ésimas de la unidad. Tengamos en cuenta que para n impar, tenemos una tnica

raiz real zy = 1, mientras que para n par hay dos raices reales zp =1 A 2z,/2 = -1 (ver
Figura 2.5).
2) Comprobemos que la ecuaciéon z? = —1. Admite, como era de esperar, las dos raices zi = =i.
Escribimos —1 = 1e*™ de donde obtenemos:
i im42m —im .
Zpy=zp=€2 N z_=z =€ 2 =e2 —u1.
Imz, Imz,
Z2 Z3 z2
Z1 Z4 Z1
Rez Re z
23 Z5 26

Figura 2.5: Raices de la unidad: terceras, a la izquierda, y sextas, a la derecha.

Ecuaciones algebraicas

Ahora mostramos que la ecuaciéon cuadrética: az?+ bz +c =0 admite dos soluciones conjugadas
complejas en caso de que el discriminante sea negativo. No es restrictivo asumir que a > 0.
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Recordando la expansién del cuadrado de un binomio, podemos escribir:

b c b b? c b2
2 2
Z+a2+a e 2a2+4a2+a 4a?
b\> A
= <Z+2a> :@<0, con A ="b%—4dac,
b AVEYAN —b+tivA
= 24+ —== = z= J .
2a 2a 2a
Esta expresion se puede escribir como z = _béta‘/g, en analogia con el caso de discriminante > 0.

Las ecuaciones de tercer y cuarto grado admiten tres y cuatro, respectivamente raices (contadas
con las multiplicidades apropiadas) que se pueden expresar explicitamente mediante operaciones
algebraicas y la extraccion de cuadrados, cubicos y cuartos, sin embargo, no existe una expresion
analitica para las raices de las ecuaciones de orden superior; sin embargo, el Teorema Fundamental
del Algebra garantiza que toda ecuacion algebraica de orden n admite exactamente n raices en
el campo complejo, cada una con la multiplicidad adecuada.

2.2. Topologia de los nimeros complejos
Definicion 2.2.1. Sea zp € C un nimero complejoy 7 > 0 un nimero real positivo. El conjunto:
B.(20) ={z€C:|z—2| <1},

se llama vecindad de centro zp y radio r; consta de todos los puntos z € C que son menores a
r desde el centro zo (ver Figura 2.6).

Definicion 2.2.2. Sea 2 C C un conjunto de nimeros complejos; se dice que un punto zg € €2
es interior a ) si existe una vecindad B,(zp) enteramente contenida en €, i.e., B.(z9) C Q.

Definicion 2.2.3. Sea Q C C un conjunto de ntimeros complejos; se dice que un punto zy es
externo a ) si existe una vecindad B, (29) que no contiene puntos de 2, i.e., B.(z9) NQ = 0.

Definicion 2.2.4. Sea 2 C C un conjunto de nimeros complejos; si zp no es ni interno ni
externo a 2, se llama punto frontera de (). En otras palabras, un punto frontera zy, para
es tal que cada vecindad B, (zg) contiene puntos tanto de  como de su complemento QE, ie.,
B (20)NQ #0 vy Br(20) N OF + 0. Denotaremos al conjunto de puntos de la frontera con el
simbolo 012, que cominmente es llamado frontera de ). Por ejemplo, considere el disco unitario
O ={z€C:|z] <1} entonces todos los puntos z de médulo < 1 son interiores a  y la
frontera 0} que consiste en la circunferencia {z € C: |z| = 1}.
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Definicion 2.2.5. Se dice que un conjunto 2 C C es abierto si todo punto es interior, i.e., si no
contiene puntos de su frontera; se dice que es cerrado si su complemento es un conjunto abierto. No
es dificil verificar que un conjunto es cerrado si y solo si contiene todos sus puntos frontera. Observe
que toda vecindad B,.(z9) es un conjunto abierto; el disco unitario previamente considerado
es un conjunto cerrado. El conjunto Q5 = {z € C : 1 < |z| < 2}, que representa la corona
circular (o anillo), delimitado por las circunferencias con centro en el origen y de radios 1y 2
respectivamente, tampoco es abierto ni cerrado (ver Figura 2.7). Observemos que la circunferencia
exterior no pertenece a § y que 90y = {2z € C: |2 =1}U{z € C: |z| = 2}. El conjunto C
es a la vez abierto y cerrado (y es el tinico conjunto no vacio con esta propiedad) y la frontera es
vacia.

Imz

Figura 2.7: Corona circular Qy ={z € C:1 < 2| < 2}.
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Definicion 2.2.6. Se dice que un conjunto abierto € es poligonal conexo si existen dos puntos
cualesquiera en ) que pueden unirse mediante una linea poligonal'® (ver Figura 2.8).

El anillo Q5 es un conjunto poligonal conexo, mientras que su complemento

QA ={zeC:|z]<1 V |z/>2} noloes.

0

24

Z1

Figura 2.8: Conjunto abierto y conexo.

Definicién 2.2.7. Un conjunto abierto y poligonal conexo se llama dominio. Toda vecindad B;(zp)
es un dominio.

Definicién 2.2.8. Una region es un conjunto que consta de un conjunto abierto unido a todos,
algunos o ningun punto de la frontera.

Definicion 2.2.9. Se dice que un conjunto {2 estd acotado si existe una constante R > 0 tal
que para todo z € Q se satisface que |z| < R; i.e., ©Q C Bg(0).

Definicién 2.2.10. Una coleccién de conjuntos abiertos U, para algin « en algin conjunto de
indices I es una cubierta (o una cubierta abierta) de un conjunto S, si S esta contenido en su
union: S C UyerUy; La coleccion de todos los discos abiertos de radio 2 es una cubierta de C:
U, =B(z2), CCU,B(z72).

Definicién 2.2.11. Un conjunto S C C es compacto si toda cubierta de S tiene una subcubierta
finita. Se puede probar que un conjunto 2 C C es compacto si y solo si es cerrado y acotado.

El semiplano 23 = {z € C: Rez > 0} es un dominio no acotado (ver Figura 2.9, izquierda); el
sector 0y ={z€ C: 7 < Arg z < %} esuna region cerrada no acotada (ver Figura 2.9, derecha).

Definicion 2.2.12. Un punto 2z se llama punto de acumulacion para algin z € Q : z # zg. Se
sigue que si, ) es cerrado, entonces contiene todos sus puntos de acumulacién. De hecho, si un
punto de acumulacién zg no pertenecia a 2, necesariamente seria frontera para §2; pero esto
contradice el hecho de que un conjunto cerrado contiene todos sus puntos de la frontera. No es
dificil comprobar que lo contrario también es cierto y por lo tanto un conjunto es cerrado si y solo
si contiene todos sus puntos de acumulacion.

Todo punto de €27 es de acumulaciéon para £21; el conjunto de puntos de acumulacién de

B,.(20) es el conjunto {z € C: |z — 2| < r}; mientras que el tnico punto de acumulacién de
Qs ={2z€C:2=2, n=1,2,...} es el origen.

n’

13Sean z1,22,...,2n € C;los n—1 segmentos Z1%32,%2%23,...,2n_12n, tomados en sucesion, forman una curva
llamada lineal poligonal.
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Imz A

Imz

wla

N

A

Figura 2.9: El conjunto 3, a la derecha, y el conjunto 4, a la izquierda.

El punto en el infinito

A veces es conveniente incluir el punto en el infinito en el plano complejo, denotado por oo. El
plano complejo con este punto ahora se llama plano complejo extendido o de Gauss. Para visualizar
el punto en el infinito, podemos piense en el plano complejo como el plano que pasa por el ecuador
de una esfera unidad centrada en el punto z = 0 (ver Figura 2.10). En cada punto z en el
plano corresponde exactamente a un punto P en la superficie de la esfera. El punto P esta
determinada por la intersecciéon de la linea que pasa por z y el polo norte N de la esfera con
la superficie de la esfera. Por el contrario, en cada punto P de la esfera, que no es el polo norte
N, corresponde exactamente a un punto z del plano. Haciendo corresponden al punto N de la
esfera con el punto oo, obtenemos una correspondencia biyectiva entre los puntos de la esfera y
los puntos del plano gaussiano.

La esfera se conoce con el nombre de la esfera de Riemann y la correspondencia como proyeccion
estereogréfica.

N

N
Figura 2.10: La proyeccion estereografica.

Observamos que el exterior del circulo unitario centrado en el origen en el plano complejo co-
rresponde al hemisferio superior (sin el ecuador y el polo norte). Es méas, para todo r > 0, los
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puntos del plano complejo fuera de la circunferencia |z| = r corresponden a puntos de la esfera
cercanos a N. Por lo tanto, llamaremos vecindad del punto al infinito a todo conjunto (abierto)
B, (0) ={z€C:|z| > r}.

Dado un conjunto 2 C C, si todo entorno de oo contiene al menos un punto de £2 diremos
que oo es un punto de acumulaciéon de 2. Por ejemplo, oo es un punto de acumulaciéon para
el conjunto Qg ={z € C:2z=ni, n € N}, asicomo para el semiplano Q7 = {z € C:Imz > 0}.
Notamos que un conjunto €2 es no acotado si y solo si co es uno de sus puntos de acumulacion.
En lo siguiente z siempre denotara un punto en el plano finito, con lo cual el punto oo se senalara
explicitamente.

2.3. Funciones complejas

Definicion 2.3.1. Una funcion w = f(z) que asigna un nimero complejo 2z a un ndamero
complejo w se llama funcién de variable compleja.

Tengamos en cuenta que su dominio de definicion €2 C C no es necesariamente un dominio
(conjunto abierto y conexo). Por ejemplo, f1(2) = 2z estd definida en todo C mientras que
f2(z) = 1 esta definida en C\ {0}. Si el dominio de definicién no se establece explicitamente, la
funcion se entiende definida sobre el conjunto més amplio posible, compatible con la expresiéon de

la funcion.

Dado que tanto el conjunto de origen como el de destino son 2-dimensionales, no es en general
posible dibujar la grafica de la funciéon w = f(z). Nos limitaremos a identificar el dominio y la
imagen (cuando sea posible) de la funcion dibujandolos por separado. Por ejemplo, consideremos
f3(z) = Z restringida al semiplano superior Imz > 0. Entonces su imagen es el semiplano inferior
Imz <0 recordemos que zZ =2z — iy, (ver Figura 2.11).

Imz Imz
z fa(2) |

Rez z

Figura 2.11: Dominio e imagen de la funcién f3(z) = Z restringida al semiplano superior Imz > 0.

Ahora, sea la funcién f4(2) = 2% restringida a Imz > 0. Entonces, usando la representacion

polar z=re", 0 <@ <, del genérico z perteneciente al dominio de definicién de f4, vemos

que w = 2% =1r2e?? = Re'? habiendo hecho R =12 y ¢ =26. Por lo tanto la imagen es todo

el plano complejo ya que R>0 y 0< p <27 (ver Figura 2.12).

Cada funcion w = f(z) de variable compleja puede, por supuesto, ser pensada como una funcion
de R? a R2. De hecho, haciendo z =z +iy y w=u-+iv, f(z) se puede escribir como

w = f(z) = u(:zc,y) + iv($7y) )

donde wu, v son dos funciones reales de las dos variables reales x e y.

Definicion 2.3.2. Llamaremos funciéon parte real de f a la funcion wu(z,y) = Re f(2).
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Definicién 2.3.3. Llamaremos funcién parte imaginaria de f ala funcion v(z,y) = Im f(2).

Algunos ejemplos:

fiz)=z=z+1y, u(z,y) ==, v(r,y) =y
1 T Y T Y
fQ(Z) P I,C2+y2 x2+y2 ) U( ay> $2+y2’ ’U(l‘,y) .’L'2+y2 .
fa(z)=z=2—1y, u(z,y) =z, v(z,y) = —y
fa(z) = 2% = 2% — y? + 2izy w(x,y) =22 —y?, v(x,y) =2zy
Imzk Imz
Z fal(z)
—_—
g Rez " Rez

Figura 2.12: Dominio e imagen de la funcion f;(z) = 22 restringida al semiplano superior Im z > 0.

Definicién 2.3.4. Dado un entero n € N y n+1 constantes complejas a; € C, 7 =0,1,...,n,
la funcion P(z) = ag + a1z +azz? + -+ a,z" se dice polinomio; si a, # 0, n indica el grado
del polinomio. Esta definida en todo C.

Definiciéon 2.3.5. Una funcién racional es el cociente de dos polinomios P(z) y Q(z)

y esta definida para todo z € C: Q(z) # 0.

Definicién 2.3.6. Funcién exponencial, para z = x + iy, tenemos

e* = e = e%(cosy + i sen y) ,

entonces e* = u(z,y) +iv(z,y), con u(x,y)=e"cosy y v(z,y) =e"seny, esta definida sobre
todo C. Directamente de (La definicion 2.3.6.) obtenemos que, para cada z = x + iy, 21,22 € C
y n € Z, tenemos

)

6z1+22 — e*le?2 , (ez)n — en# 60 =1 ,
le*] = e® | arge* =y , e* = ¢e”.

Observamos que |e*| = e® > 0 para todo z y por lo tanto
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e*#£0, VzeC.

Por lo tanto la imagen de la funcién exponencial es todo C menos el origen. Ademas la funciéon
es periodica con un periodo imaginario igual a 27i; En efecto

A2 _ 2 2mi ez(cos 27 4+ 1 sen 27T) =e*, VzeC.

Definicién 2.3.7. Funciones trigonométricas, sea = € R, de las siguientes expresiones

e =cosr+1isenx, e "Ycosx —1isen x
se sigue que
6711' _ e—lflf elfl/' _"_ e-ll’
senr = ——— cosy = ———
21 ’ 2

Por lo tanto, es natural definir las funciones seno y coseno de la variable compleja z como

— e 2 el 4 iz
sen z = ———— oSz = ———
2i ’ 2

Las otras funciones trigonométricas se definen en términos de las funciones seno y coseno segin
las relaciones usuales:

senz cos z
tanz = , cotz = ,
cos z sen z
1 1
secz = , cscz = .
cos 2 sen z

Todas las identidades trigonométricas habituales se derivan directamente de las definiciones; por
ejemplo, para todo z,z1,20 € C, tenemos

sen z+cosz =1, sen(z; + 23) = sen 21 cos 22 + oS 21 sen zs .

La periodicidad de senz y cosz se deriva de la definicién y de la periodicidad de e*:

sen(z +2m) =sen z, cos(z+2m)=cosz, VzeC,

asi como el de las demas funciones trigonométricas; Por ejemplo

tan(z +m) =tanz, VzeC.

Hacemos explicita la parte real y la parte imaginaria de la funcion f(z) = sen z; para z = x+1y,
tenemos
el@ti) — e=il@ti)  e~V(cosz +isenx) eY(cosz — i sen x)

Sett 2 = 2% - 2% - 2%

ey+67y . eyfefy
= SeHZ:SGH.’ETJrZ COSIET

= sen z=sen x coshy++¢ cosz senh y ,
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y asi u(z,y) =sen z coshy y v(z,y) = coszx senh y.

Analogamente se obtiene
cos z = cos x coshy — i sen x senh y.

De estas expresiones se sigue inmediatamente que'*

|sen z|? = sen?z 4+ senh®y , | cosz|> = cos® z + senh?y .

Finalmente, las dos tltimas igualdades nos permiten obtener los ceros de las funciones seno y
€oseno:
senz=0 < sen’z+senh’y=0 <«

senz=0 A senhy=0 <& z=kn(keZ) A y=0,

senz=0 < z=kn, keZ,

andlogamente
cosz=0 & z=(k+1/2)r, keZ.

De las dos ultimas expresiones nos permiten obtener el dominio de definiciéon de las funciones
trigonométrica definidas enteriormente; por ejemplo, la funcién tangente se define en C excepto
puntos z=(k+1/2)7, ke Z.

Definicion 2.3.8. Funciones hiperbdlicas, generalizando las férmulas

et — e et +e 7
senhx:T, cosh:c:T,

valido para todo x € R, suponiendo de forma natural

e —e’* e*+e %
senhz:T7 coshz:T7
para todo z € C. Anélogamente al caso real es posible definir las funciones tangente, cotangente,
secante y cosecante hiperbélica. Las definiciones usuales siguen relaciones hiperbélicas como, por
ejemplo
cosh? z —senh?2 =1, VzeC.

El seno y el coseno hiperbdlicos son funciones peridédicas de periodo 27i, mientras que la tangente
hiperbdélica es de periodo i.

Las funciones seno y coseno hiperbolico estan estrechamente relacionadas con sus analogas funcio-
nes trigonométricas; asi, obtenemos

senh ¢z =4 sin z, coshiz =cosz,

sen ¢z =4 senh z, cosiz =coshz .

Ademas, haciendo z = x + iy, tenemos

senh z =senh x cosy 4+ ¢ coshx sen y , coshz = coshxcosy+ ¢ senh x sen y ,

M4Recordando que cosh?z —senh?z =1, Vz eR.
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|senh z| = senh x +sen y , |cosh z|? = senh®z + cos?y .

Finalmente
senh 2 =0 <& z=kmi, keZ,

1
coshz=0 <« z:(kz—i—2>m’, keZ.

Definicion 2.3.9. Funcién logaritmo, Denotamos por Log r el logaritmo natural de un namero
real y positivo r, considerado z = re'? # 0, usando formalmente las propiedades conocidas del
logaritmo, tenemos

logz =logre® =Logr+if, con r=|z| y §=argz.

Como argz = Arg z + 2km , k € Z, la expresion del renglon anterior no define una univoca
funcioén dnica si una funcién multivaluada, i.e., a cada z # 0, le corresponden infinitos valores de
log z que tienen todos la misma parte real (Relog z = Log r) y parte imaginaria que difiere para
un miltiplo entero de 27. Llamaremos al valor principal de log z al valor obtenido al establecer
0 = Arg z. Este valor se denota Log z y por lo tanto es dada por la ecuacion

Log z =Log |r| +i Arg z .

La funcién w = Log z es una funcion cuyo dominio de definiciéon es C\ {0} y cuya la imagen es
la franja —7 < Imw < . Observamos que Log z se reduce al habitual logaritmo natural de una
variable real cuando el dominio de definicién esta restringido al semieje de reales positivos.

Se necesita cierta cautela al extender las propiedades conocidas de los logaritmos. Primero, verifi-

quemos que
elos? = 4

Esto significa que no importa qué valor de logz elijamos, el ntimero e'°8* siempre sera z.
Para verificar esta igualdad, escribimos z = re y logz = Log r + 6. Entonces

elogz _ eLog r+i0 _ eLog reze _ 7"629 ——

Generalmente no es cierto que loge® = z. De hecho, si z = x + iy, tenemos
loge® = Log |e®| + ¢ arge® =x +i(y+ 2kn) =2+ 2kn, keEZ.
Para cada 21,22 € C\ {0} las relaciones se cumplen

log z129 =log 21 +logzs , log - log z1 — log 25 .
22

Estas igualdades deben entenderse en el sentido de que, por ejemplo, cualquier valor de log z; 29
se puede expresar como la suma de un valor de logz; y un valor de logz,, o viceversa, cada
valor de log z; sumado con un valor de logzs es un valor de log z1 2.

01

Para verificar que log z1 22 = log z1 +1og 2o, establezcamos que z; = 1'%, 25 = ro€'%2 recordando

que arg(z1z2) = argz; + arg zo, tenemos
log z1 20 = log r112€'1492) = Log riry + (61 + 02)

= logzi12z0 =Log r1 + 101 +Log ro + 102 = logzizo =logz + logzs .

Para log(z1/22) = log z1 —log zo se demuestra de manera analoga. Notese que (las dos igualdades
que estamos demostrando para el logaritmo) no son validos reemplazando log por Log. Por
ejemplo, para z; = zo = —1 = €™ tenemos Log z1 = Log zo = m¢ mientras que Log z122 = 0,
y por lo tanto

Log 2120 = 0 # 27 = Log 21 4+ Log 25 .

o4



Analisis Complejo
2.4 Limites y continuidad

2.4. Limites y continuidad

Los conceptos de limite y continuidad son similares a los ya estudiados para funciones de variable
real y por lo tanto nuestra discusion sera concisa. Damos la siguiente definicion.

Definicién 2.4.1. Sea f : Q@ — C y sea 2y un punto de acumulaciéon para el dominio £2.
Decimos que f tiene limite [ € C (o tiende a [) cuando z tiende a zy y escribimos

lim f(z) =1,

Z—20

si para todo € > 0 existe un § > 0 tal que

VeeQ, 0<|z—zl<d = |flz)—1I<e.

Con el lenguaje de vecindades: para toda vecindad B.(l) de [ existe una vecindad Bs(zo) de
zo tal que
V2€Q, z€Bs(20)\{20} = [f(z)€B).

La definiciéon de limite se ilustra graficamente en la Figura 2.13.
La definicion de limite obviamente puede extenderse al caso donde zp o [ o ambos son el punto
en el infinito oo, usando la formulacién de las vecindades. Por ejemplo

lim f(z)=1€C,

Z—r00

equivale a decir que para toda vecindad Bc(l) de [ existe una vecindad Bpg(co) de oo tal que
VzeQ, z€ Br(oo) = f(z) € B,
i.e., para todo € >0 existeun R >0 tal que

VzeQ, |z] >R = |f(z)—ll<e.

Imz \ Imz

\ 20 ’; Ba(ZU) . /
\ 7 £(=)

Rez Rez

Figura 2.13: Representacion gréafica de la definicion de limite.

Ejemplo:
a) Comprobemos que lim,_,; iz =i. Para todo e >0, la condicion

|f(z) =] <e equivalea |iz—i|=]z—-1]<e€.
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Entonces (V2 € Q, 0 < |z — 2| <d = |f(2) —1] <€) se verificacon J =e.

b) Comprobemos que lim,_, ., Z% dado que

1
22

1
—0| <e equivalea |z]>—.
<o oo 1> 2
(VzeQ, |z2| >R = |f(2) =1 <€) sesatisface con R = ﬁ
Teorema 2.4.2. Sea zp un punto de acumulacién para el dominio de definicién de una funcién
f, supongamos que

f(Z) :U(xay)‘i‘w(%y) , 20 =$0+iy0 ) l:lre+ilim ;

entonces ,
lm f(z) =1 <= { M a,y)— (vo.00) W@ Y) = lre
z-3z0 im0y (2o,ye) V(T Y) = lim -

Teorema 2.4.3. Sea zy un punto de acumulacién para el dominio de definicién de dos funciones
f vy g, supongamos que
lim f(z)=1 A lim g(z)=m,

zZ—20 Z2— 20
entonces
lim [f(z) £ g, =1+ m,
Z—Z20
Jim [f(2) - go] = 1-m,
TG

z=z0 g(z)  m

Teorema 2.4.4. Sea z; un punto de acumulaciéon para el dominio de definiciéon de una funcion

f, entonces
lim f(z)=1 = lim lf )] =11 -
z zZ0

Z—r20

Usando la definicién de limite y los resultados que acabamos de exponer, inmediatamente tenemos
que, si P(z) y Q(z) son dos polinomios, entonces
P P
lim P(z) =P, , lim —= = -2

Z—Z20 Z—r20 Qz on

(Q(z0 #0)) .

Continuidad

Teorema 2.4.5. Sea () C C unaregion y sea f:{ — C. Decimos que f es continuaen zy € 2
si

lim f(z) = f(20) -

Z—r20

Diremos que f es continua en una regiéon €2 si es continua en todo punto zg € ).

Recordando el Teorema 2.4.3., si dos funciones son continuas en un punto zy entonces también la
suma, la diferencia, el producto son funciones continuas en z0, el cociente es continuo mientras
la funcién del denominador no sea cero en z0. También es posible verificar, directamente de la
definicién, que la composicion de funciones continuas es una funcién continua, del Teorema 2.4.2.,
se sigue que una funcion f de variable compleja es continua en 2y = (zg,y0) siy solo si sus
partes real e imaginaria u y v son continuas en (zg,%o). Resumiendo y usando las definiciones
dadas en la Seccion 2.3, se cumple el siguiente resultado.
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Teorema 2.4.6. Todas las funciones elementales (polinomios, funciones racionales, funciones
exponenciales, funciones trigonométricas e hiperbdlicas, funciones logaritmicas) son continuas en
su dominio de definicion.

2.5. Funciones analiticas

Derivabilidad

En cuanto a las funciones de variable real, también para las funciones de variable compleja se puede
introducir el concepto de derivada en un punto, obtenida como limite de las razones incrementales
de la funcion, en el punto considerado.

Definicién 2.5.1. Sea f una funcién de variable compleja, definida en una vecindad de zg € C.
Se dice que es diferenciable en zj, y su derivada se denota f’(zg), si existe el limite finito

. f(z) = flz0
f'(20) = lim (2) (z0) .
2—20 zZ— 2
Otros simbolos que se usan a menudo para indicar la derivada en zp son %(ZO) , Df(20).
Haciendo Az = z — zg, le expresion anterior se puede reescribir en la formas:

f/<ZO) _ Alirgo f(ZO + AAZi — f(ZO) )

Es sencillo verificar que si una funciéon es derivable en un punto zp, entonces también es continua

alli. En efecto
f(z) = f(20)

Zlgleg (f(2) = f(20)) = ZILHZIO 7 — 20 (z — 20)
_ i LB =G0 lim (2 — 20) = f'(20)  0=0,
z2—20 zZ— 20 z2—20
v zlirrzlo f(z) = f(=0) -

Definicion 2.5.2. Sea 2 C C un conjunto abierto no vacio, y sea f: Q — C una funciéon de
variable compleja. Si f es diferenciable en todo punto zy € €2, decimos que f es analitica u
holomorfa en .

Finalmente, se dice que una funcién f es entera si es holomorfa en todo el plano complejo.

Podemos decir por ejemplo que las funciones f(z) = z y f(z) = 22 son funciones enteras,
mientras que la funcion f(z) = |22 no es es analitica en cualquier conjunto abierto, ya que su
derivada existe solo en el punto z = 0.

Tengamos en cuenta que la definicion de la derivada es formalmente idéntica a la aprendida para
funciones reales de variable real. De hecho, las reglas de derivacién y las derivadas de las funciones
elementales son analogas a las de funciones de variable real. Con técnicas completamente analogas
a las de variable real, es posible demostrar que se cumplen los siguientes resultados.
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Teorema 2.5.3. Sean f y g dos funciones diferenciables en un punto zy; € C. Entonces son

derivables las funciones suma f(z)+g(z), la funcién producto f(z)g(z) v, si g(z0) # 0, también

la funcion cociente % también se tiene:

(f +9)(20) = f'(20) + ¢'(20) ,

(f9)'(20) = f'(20)9(20) + f(20)g'(20) ,
(f)l (20) = F'(20)9(20) = f(20)9'(20)

g 9(20)?

Teorema 2.5.4. Sea f(z) una funcion diferenciable en un punto zp € C. Entonces sea g(w) una
funcioén diferenciable en el punto wg = f(zp). Entonces la funciéon compuesta go f(z) = g(f(2))
es diferenciable en zg y se tiene:

(g0 f) (20) = g'(wo) f'(20) = ¢'(f(20)) f(20) -

Condiciones de Cauchy-Riemann

Supongamos que una funciéon f esta definida en un conjunto abierto 2 C C de la ecuacion:
f(z) =u(z,y) +iv(z,y), z=z+iye,

donde las dos funciones reales u: 2 — R y v:Q — R son, respectivamente, la parte real y la
parte imaginaria de la funcién f.

En esta seccion estudiaremos las condiciones necesarias y suficientes de las funciones v y v, de
modo que la funcién f es holomorfa en el conjunto abierto 2.

Teorema 2.5.5. Sea ) un conjunto abierto del plano complejo, y sea f : ) — C una funcién
de variable compleja. Luego, indicando con u(z,y) y v(x,y) la parte real y la parte imaginaria
de f, las siguientes dos condiciones son equivalentes entre si:

1. La funcién f es holomorfa en €.

2. Las dos funciones u(x,y) y v(z,y) son de clase C' en Q (i.e., tienen primeras derivadas
parciales continuas en ) y cumplen las condiciones de Cauchy-Riemann:

0 0
a*z(ﬂfo,yo) = 8*;(370,210) )

0 0
9y (70 90) =~ 5 (0. 90)

para todo punto (xg,yo) € Q.
Ademaés, si f es holomorfa, la derivada compleja se expresa en funcion de las derivadas parciales
de v y v como

o du Qv Qv . du

Demostracion:
Empezamos con la implicacién 1. = 2. La idea de la prueba consiste en calcular el limite
(f'(z0) = lima.—0 W) de dos maneras: primero a lo largo del eje real (i.e., considerando
incrementos reales Az = Ax) y luego a lo largo del eje imaginario (i.e., considerando incrementos
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imaginarios puros, del tipo Az = iAy). Por ejemplo, tomado un punto zp =z +iyo € Q y un
incremento real Az = Az, tenemos

f(zo+Az) — fz0)  u(zo + Az, y0) — u(To,Y0) (2o + Az, y0) — v(0, Yo)
= + 1
Az Az Az

y, haciendo que el incremento Az = Az tienda a cero, encontramos

ou Ov
I'(20) = 875(330’3/0) + Z%(Io,yo)

(observando que el limite del primer miembro, es decir, f'(zp), existe por hipotesis y, por lo tanto,
por el Teorema 2.4.2., existen también los limites correspondientes de la parte real y de la parte
imaginaria presente en el miembro derecho, i.e., las derivadas parciales u, y v,). Anélogamente,
con incrementos imaginarios puros Az = Ay tenemos

f(z0 + Az) — f(20) _ u(@o,yo + Ay) — u(xo,yo) .v(20, Yo + Ay) — v(o, Yo)

Az = Ay T Ay

~u(zo, yo + Ay) — u(xo, Yo) v(xo, Yo + Ay) — v(z0, Yo)
= —1 + -
Ay iAy

y luego pasando al limite encontramos

0 0
f(z0) = —z%(xo,yo) + %(myo) .

0 0
Comparando con (f'(z0) = 2%(z0,yo)+19% (%0, o)) encontramos (f'(z) = £($,y)+1£($7y) =
@(x,y) - z%(:ﬁ,y)), y las condiciones de Cauchy-Riemann se sigue de (f'(z) = @(x,y) +
0y dy or
v v Ou . o .
za—(:v,y) = 8—(m,y) - Za—(x,y)), igualando las partes real e imaginaria de las dos expresiones.
L Y

No probamos aqui la continuidad de las derivadas parciales de u y wv.
Ahora, la implicacién 2. = 1., y por lo tanto supongamos que u y v son de clase C* (y por
lo tanto diferenciables). Tomando un punto (xg,¥o), supongamos por simplicidad

ou ou ov ov

A= %(fo,yo) , B= @(Io,yo) , C= %(ﬂﬁo,yo) , D= a*y(movyo) ;

y considerando la expansién de Taylor de primer orden
u(zo + h,yo + k) = u(zo, yo) + Ah + Bk + €1 (h, k) ,

’U(xO + hvyO + k) = U(xo,yo) + Ch + Dk + EZ(hvk) )

donde los “errores” ej(h,k) y ea(h,k) son infinitesimales de orden superior a vh? + k? para
(h,k) — (0,0), i.e.
QB _ L letb)]

lim ——= = im — =
(hk)=(0,0) Vh2 + k2 (hk)=(0,0) VA% + k2
Por tanto, considerando el incremento complejo Az = h + ik, tenemos que

flzo+ Az) — f(20) = Ah+ Bk + €1(h, k) + i(Ch + Dk + ea(h, k)) .

Por otro lado, tenemos A =D y B = —C gracias a las condiciones de Cauchy-Riemann, luego
eliminando D y B obtenemos

flzo+ Az) — f(20) = A(h +ik) + C(ih — k) + e1(h, k) +iea(h, k)
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= A(h + ik) +iC(h + ik) + e1(h, k) + iea(h, k)
= (A+iC)Az + e1(h, k) + iea(h, k) .

Dado que |Az| = vh? + k2 |, gracias a que los limites son iguales entre si e iguales a cero, el término
€1 + i€es es un infinitesimal de orden superior a Az, cuando Az tiende a cero. Por lo tanto,
dividiendo por Az en la expresion (f(zo+Az)— f(z0) = A(h+ik)+C(th—k)+e1(h, k) +iea(h, k))
y pasando al limite, obtenemos que f’(z9) existe y coincide con A+ iC (por lo tanto también

13}
con D —iB), demostrando asi la derivabilidad en el punto zg y la validez de f'(z) = —u(x, y)+

P P P ou
.oV () .ou
Z%({E,y) - %(xay) - Z@($7y)

El uso que se puede hacer del Teorema 2.5.5., es doble. Por un lado, ofrece un cémodo criterio
para verificar que una funcion dada es holomorfa: basta con verificar que la parte real y la parte
imaginaria sean de clase C' y satisfagan las condiciones de Cauchy-Riemann. Por otro lado, si
sabemos que dada cierta funcion f(z) es holomorfa, entonces por el Teorema 2.5.5., sabemos que
las condiciones de Cauchy-Riemann se satisfacen automaticamente.

Observacion: La condiciéon 2. del Teorema 2.5.5. requiere la validez de las condiciones de Cauchy-
Riemann en un conjunto abierto, junto con la continuidad de las primeras derivadas parciales. De
hecho, la validez de las condiciones de Cauchy-Riemann en un solo punto no implica necesariamente
que la funcién sea diferenciable en ese punto. Revisando la prueba de la implicaciéon 1. = 2., vemos
que la diferenciabilidad en un solo punto implica, por si sola, las condiciones de Cauchy-Riemann
en ese mismo punto. Mas generalmente, si las derivadas parciales de u y v existen alrededor de
un punto (xg,yo), son continuas y satisfacen las condiciones de Cauchy-Riemann solo en el punto
(z0,y0), entonces la derivada de f en zg =z +iyo existe.

Forma polar de las condiciones de Cauchy-Riemann

Dado zy # 0, el Teorema 2.5.5., se puede reformular utilizando coordenadas polares en lugar de
las cartesianas. Por esta razon reescribimos las condiciones de Cauchy-Riemann en forma polar.
Usamos la transformacion z = rcosf e y = rsenf y suinversa r = Jx2+y2, 60 =
arctan £ + cte, para expresar las derivadas parciales de u y v con respecto a las variables r y
0 en lugar de = e y. Resulta

0 0
y:chose, —y:¢=sen9,

or /22§ o2 dy /22 + 42

a0 T sen 0 00 T cos

%__CCQ—Fy?: ro @_m_ r

)

y luego, usando la regla la cadena

ou_ou o w00 ou o on
ox _or 0z 00 ox O or r 00
ou_ou o ou o0 ou cost o
dy or Oy 00 Oy or r 00’
analogamente
@7 P @7sen0 @ @7 0 @+COSQ @
or Ve T Ty Tap oy M er T T ae
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Por lo tanto las condiciones de Cauchy-Riemann son equivalentes a

ou Ao\ _ (o0 Lo
S\ ar rog) = %" or rod )’

(o0 ouy_ L (0u 1o
COS 87“ 7‘89 = —sen ” .

Estas relaciones se verifican soélo si

ou_ 100
or  rae’
ou_ o
rod  or’

y estas corresponden a las condiciones de Cauchy-Riemann en forma polar. El Teorema 2.5.5., se
puede expresar entonces de manera equivalente en la siguiente forma.

Teorema 2.5.6. Sea f(z) = u(r,0)+iv(r,0) definida en una vecindad del punto zy = roe’® # 0.
Supongamos que las derivadas parciales de u y v, conrespectoa r y 0, existen en dicha vecindad
y son continuas en (rg,f0p). Entonces, si se cumplen las condiciones (% = %% A %% = —%)

en (ro,0p), la derivada de f'(z9) de f en zp existey

e~ Wo (o Ou
o <80(7‘0,90) —280(7‘0,90)> .

/ _ig, [ O 0
f(z0) =™ (;(TO’GO) +28:(7"o,9o)> =

Demostracion:
La existencia sigue como se indicé anteriormente. Comprobemos que es valido

fz0) = e <au(7”0790) + ifh)(””oﬁo)) . dado zp = roe® = zg + iy ,

or or
tenemos 5 5
U v
f'(z0) = %(Cﬁoyyo)-f-la(xo,yo)
B ou sen 0y Ou . ou .sen 6y Ov
= coS 905(7"0790) o %(roﬁo) + i cos 90@(7“0790) i - %(TO,QO)

= (cosfy — i sen 90)@(7“0, o) + (sen Oy + i cos 90)@(7"0, o)

or

or

; 0 0
= fl(z0) = e (;(7‘0,90) +Zai(7"0,90)> .

La segunda igualdad se verifica de manera analoga.

Definicion 2.5.7. Una funcién real de dos variables reales h: Q C R2 — R se dice funcién
armoénica en ) sies de clase!® C?(2) y satisface en Q la ecuacién diferencial

hae(z,y) + hyy(z,y) = 0.
Esta ecuacion se conoce en la literatura como la ecuacién de Laplace y el operador

0?02

2—7 -
v 78x2+8y2

5Recordamos que h € C?(Q) significa que h admite derivadas parciales continuas hasta el segundo orden en

Q.
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se llama operador de Laplace o laplaciano. Entonces podemos reescribir la ecuacion (hq.(x,y) +
hyy(x,y) =0) en la forma
Vi=(z,9)=0 VY(v,y)€Q.

El vinculo entre las funciones armoénicas y las funciones analiticas se expresa en el siguiente resul-
tado.

Teorema 2.5.8. Sea f(z) = u(x,y)+iv(x,y) analitica en Q C C, entonces las funciones u(z,y)
y v(x,y) son armoénicas en €.

Demostracion:
Utilizaremos un resultado que se demostrara méas adelante (seccion Integral de Cauchy) que ga-
rantiza que, si una funciéon de variable compleja f es analitica, entonces las funciones parte real
u y parte imaginaria v son de clase C?(2).

Para probar el teorema es suficiente verificar que las funciones wu(x,y) y v(z,y) satisfacen la
ecuacion de Laplace en 2. En efecto, a partir de las condiciones de Cauchy-Riemann, uzxr = vy

y uy = —vx, derivando ambas ecuaciones con respecto a x e ¥y, obtenemos
Ugy = Uy A Ugy = Uyy
Uyy = —Vgy Uyy = —Vgy -

Por el Teorema de Schwartz!® aplicado a las funciones « y v, tenemos
uacgc‘i'uyy:vy:c_vxy:()a Uxac+vyy:_uy:c+ua:yzoa
y por tanto u y v son armonicas en ().

Si dos funciones u y v son arménicas en ) y satisfacen las condiciones de Cauchy Riemann en (2,
se dice que v es una funciéon armoénica conjugada de u. Claramente si f(z) = u(x,y)+iv(x,y)
es una funcion analitica en (2, entonces v(z,y) es una armoénica conjugada de u. Por el contrario,
si v es una armonica conjugada de u en €2, necesariamente la funcion f(z) = u(x,y) +iv(x,y)
es analitica en  (Teorema 2.5.5.).

Tengamos en cuenta que si v es una armonica conjugada de u en ), esto no es cierto en general
que u es una armoénica conjugada de v. Por ejemplo, consideremos

w(z,y) =" —y* A v(a,y) =22y

Como f(z) = u(z,y) +iv(z,y) = 22 es una funcion entera, v es una armonica conjugada de wu.
Pero u no es una armonica conjugada de v, intercambiando los roles de v y wv, las condiciones
de Cauchy Riemann no se cumplen. Observamos que si ) es un conjunto conexoy w y v son
conjugadas entre si, entonces necesariamente son funciones constantes. En efecto, si son validas

simultaneamente
Uy = Uy A Vg = Uy
Uy = —Vg Uy = —Ug ,

tenemos Uy = —Uy Y Uy = —Uy, l.e., uy = uy = 0. Por lo tanto, u(x,y) es constante,
analogamente obtenemos que v(x,y) es constante.

Dada una funcion armonica w(z,y) en € nos planteamos el problema de encontrar una funcion
armonica conjugada v(z,y) de u en €, i.e., nos preguntamos si es posible identificar una funcion
analitica a la que se le asigne una parte real.

6Teorema de Schwartz. Sea h(z,y) de clase C? € Q C R2, entonces las derivadas parciales mixtas hey y
hye coinciden.
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2.6. Arcos y trayectorias

Como se sabe de los cursos de célculo, el término “curva’ generalmente indica una aplicacion
v:I —= R" donde I = [a,b] es un intervalo de la recta real y R™ es el espacio euclidiano.
La idea intuitiva es la siguiente: podemos imaginar [a,b] como un intervalo de tiempo, y el valor
~(t) de la funcién v en el punto ¢ como una posiciéon en el espacio euclidiano (por ejemplo, en
el plano o en el espacio tridimensional), i.e., la “posicion en el tiempo ¢”. En otras palabras, en el
instante inicial ¢t = a estamos en el punto v(a), en el instante final ¢ = b nos encontramos en
el punto (b) y asi sucesivamente, para todo los instantes intermedios del tiempo.

Aqui nos interesa el caso de las curvas!” en el plano, i.e., en aplicaciones del tipo 7 : [a,b] — R
en relacion con la teoria de funciones de variable compleja y especialmente funciones holomorfas.
Por lo tanto, es aconsejable identificar el plano R? con el plano complejo C, y damos la siguiente
definicion:

Definiciéon 2.6.1. Se llama curva en el plano o trayectoria a una aplicacion [a,b] — C
continua y de clase C! a trozos, donde [a,b] es un intervalo acotado de la recta real. Sea z(t)
el punto imagen de t € [a,b] a través de ~, el conjunto

C={2(t)eC:tea,b]},

i.e., la imagen de la aplicaciéon -y, se llama traza o soporte de la curva.

Como para todas las funciones de variable compleja, dada una curva z(t) podemos considere su
parte real x(t) y su parte imaginaria y(¢). En otras palabras, podemos escribir

2(t) = x(t) +iy(t)

donde z(t) e y(t) son dos funciones reales, ambas definidas en el intervalo [a,b]. Y es importante
remarcar que en la definicion anterior, cuando decimos que z(t) es continuay C I a trozos, queremos
decir que cada una de las dos funciones x(t) e y(t) es contintiay C! atrozosen [a,b]. Entonces
podemos hablar de la derivada 2’(¢y) de una curva en el punto tg, i,e., queriendo decir con esto
el niimero complejo
#(to) = 2'(to) + iy’ (to) ,

siempre que las funciones z(t) e y(t) sean derivables en el punto ¢, (nétese que esto ocurre en
todo [a,b] excepto posiblemente en un ntmero finito de puntos, habiendo requerido que z(t) sea
C! a trozos).

El requisito de que 2(t) sea continua y C' a trozos tiene en parte razones técnicas, mientras
que es esencial entender la diferencia entre una curva z(t) y sutraza C. La curva z(t) es una
funcion (de variable real y con valores complejos), mientras que su traza C es un conjunto de
puntos en el plano (i.e., la imagen de la misma curva). Si imaginamos la curva como la descripcion
del movimiento de una particula en el plano, la funcién z(t) representa la ley de movimiento en
el sentido de las manecillas del reloj, mientras que la traza C' representa el conjunto de todos los
puntos por los que ha pasado la particula al menos una vez.

También se puede pensar en una curva z(t) como una forma de parametrizar su traza C, asociando
a cada valor del pardmetro t € [a,b] un tnico punto de la traza C. Sin embargo, el conjunto

17La terminologia utilizada aqui no es exactamente la clasica. De hecho, normalmente se define “curva en el plano”
una aplicacion v : I — C, donde I es cualquier intervalo real, con la tnica suposiciéon de que <7 es continua:
lo que luego se especifica por separado que se entiende por una curva regular, o regular a trozos, a veces llamanda
“arcoilina curva regular a trozos cuyo dominio I es un intervalo cerrado y acotado, como en el nuestro caso. Para
no sobrecargar la terminologia, hemos preferido proporcionar la definicién de curva un caso particular, limitandonos
a lo necesario a continuacioén.

63



Analisis Complejo
2.7 Integrales de linea

C puede la traza de diferentes curvas, i.e., se puede parametrizar de diferentes maneras: con una
imagen del mundo real, si pensamos a C como el disefio de una pista de automoviles, y a z(t)
como una de las multiples formas en que se puede recorrer esta ruta (teniendo asi en cuenta de
eventuales aceleraciones, paradas, retrocesos, etc.).

Por ejemplo, la curva z(t) = t(1+1¢) con t € [0,1] tiene como traza el segmento de extremos
w; =0 y wg =1+ en el plano complejo. Sin embargo, este segmento también es la traza
de otras curvas, por ejemplo de la curva h(t) = t2(1+14), ¢ € [0,1]. Las dos curvas constituyen
dos parametrizaciones diferentes del mismo segmento wow; . Por ejemplo, el punto medio del
segmento se identifica por el parametro ¢ =1/2 en el primer caso, y t = ﬂ/Q en el segundo.

Sin embargo, hay que decir que el término “curva” o “arco” frecuentemente indica un subconjunto del
plano (por ejemplo, comtinmente hablamos de un “arco de circunferencia”); en este caso se implica
una parametrizacién del objeto geométrico, generalmente definida de la manera méas natural.

Definicion 2.6.2. Se dice que una curva < es simple si v es una aplicaciéon inyectiva, i.e., si
valores de diferentes puntos del parametro identifican diferentes puntos de la traza.

Definicién 2.6.3. Una curva 7 : [a,b] — C es cerrada si z(a) = z(b): tengamos en cuenta que,
obviamente, una curva cerrada no puede ser simple (aparte del caso degenerado en donde a =by
el intervalo se reduce a un solo punto).

Definicién 2.6.4. Una curva v : [a,b] — C se dice curva de Jordan si cumple con las siguientes
condiciones:

1. Es una curva cerrada, i.e., z(a) = z(b).

2. El punto z(a) = z(b) es el unico punto de la traza que es imagen de dos diferentes valores
del parametro.

Intuitivamente, una curva de Jordan es la parametrizaciéon de un camino cerrado que nunca pasa
por segunda vez sobre los puntos ya recorridos, excepto por supuesto para el punto final z(b) que
coincide con z(a).

Ahora establecemos un resultado intuitivamente verdadero, llamado Teorema de Jordan, cuya
demostracion esta lejos de ser inmediata (la cual no realizaremos).

Teorema 2.6.5. (Teorema de Jordan)

Asociados a cada curva de Jordan ~ hay dos dominios cada uno de los cuales cuya frontera
coincide con la traza C de la curva. Uno de estos dominios, llamado el interior de -, esta
acotado, el otro, el exterior de -, no esté acotado.

2.7. Integrales de linea

En esta seccion vamos a definir la integral de una funcién de variable compleja a lo largo de una
trayectoria.

En esta seccién vamos a definir la integral de una funcién de variable real y de variable compleja
g : la,b] — C. Podemos escribir

g(t) =u(t)+iv(t), a<t<b,
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con u y v funciones reales que suponemos continuas a trozos en [a,b]. Asi que vamos a definir
la integral de ¢ sobre [a,b] como

/abg(t)dt - /abu(t)dt +i/abv(t)dt .

En otras palabras, la integral es un nimero complejo: su parte real es la integral de la parte real
de g, mientras que su parte imaginaria es la integral de la parte imaginaria de g. En férmulas

Re/abg(t)dtz/abReg(t)dt, Im/abg(t)dt:/blmg(t)dt.

a

Ademas, es facil comprobar que

b b
/ Ag(t)dt = )\/ g(t)ydt, YAecC.

Consideremos ahora una curva v : [a,b] = C, y una funcién f(z) de variable compleja y de valor
complejo, que suponemos continua sobre la traza de C' de la curva.

Definicién 2.7.1. La integral de linea de f a lo largo de C estd dada como

Lf(z)dz = /ab Flz(t)2 (t)dt .

Tengamos en cuenta que, por definicién, la integral a lo largo de una curva se reduce a la integral,
en el intervalo real [a,b], de la funcion g(t) = f(2(¢))2'(t), que por lo tanto debe entenderse en

el sentido de (ffg(t)dt = f; u(t)dt +i f: v(t)dt).

Vale la pena escribir explicitamente el lado derecho de (Definiciéon 2.7.1.). Haciendo f(z) =
u(z,y) + w(z,y) v 2(t) = z(t) +iy(t), tenemos que 2'(t) = z'(t) + iy’ (t) y luego desenro-
llando el producto se encuentra

+i(o(a(t), y()2' (1) + u(x(t), y()y' (1)) -
La segunda integral en la igualdad de la (Definicion 2.7.1.) estd por tanto bien definida gracias a
las hipétesis formuladas sobre la funcion f, y gracias al hecho de que z(t) es (por definiciéon de
la propia curva) C! a trozos, por lo tanto, las funciones 2’(t) e y'(t) son continuas a trozos en
[a, b].
Ademas, usando (el desarrollo del producto), tenemos

b
Re / f(2)dz = / (ul(t), w(1))2 (£) — v((t), y()y (6))dt |

b
Im/f(Z)dZ =/ (v(x(t), y(£))2'(t) + u((x(t), y(1))y'(1))dt .

Podemos reescribir las integrales en la (Definicion 2.7.1.) como
/f(z)dzz/(udm—v dy)—l—i/(v dx 4+ u dy) ,
gl v gl

expresion que también puede deducirse formalmente de la (Definicion 2.7.1.) sustituyendo f con
u+1iv y dz con dx 4+ idy.
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Para motivar la Definicion 2.7.1, tratemos de entender qué sucede si uno busca construir la integral
compleja como limite de las sumas de Riemann. dividimos entonces el intervalo [a, b] en n intervalos
congruentes, de extremos

a:t0<t1<~-~<tn:b, donde tj—tj,1: s

consideramos los puntos de la curva
z0 = 2(to), 21 = z(t1), -+ , 2n = 2(tn) ,

correspondientes a los extremos de los intervalos, y construimos la suma de Riemann

n
> Fz) - (35— 21)
j=1
Se podria pensar en definir la integral de f a lo largo de  como el limite de las sumas de
Riemann, i.e., poner

n
| stera= = tim, CRCEE]
(los puntos t; y sus imégenes z; obviamente también dependen del valor de n: no indicamos
explicitamente esta dependencia, para no afladir demasiado a la notacion). De hecho, esta segunda
definiciéon simplemente no seria perfectamente legal, pero estaria en total acuerdo con la (Definicion
2.7.1.). De hecho, si en cualquier suma de Riemann multiplicamos y dividimos cada término por
el correspondiente incremento temporal ¢; —¢;_; , obtenemos

[ @z = i (3 st 2=

Se puede demostrar no solo que el limite existe, sino que coincide con el miembro de la derecha de
la (Definicion 2.7.1.): la presencia de la derivada z’(t) en la (Definiciéon 2.7.1.), de hecho, se debe
precisamente a las razones incrementales en la suma de Riemann, escrita en el resultado anterior.
Sin embargo, mantengamos como en la (Definicién 2.7.1.), porque se presta mas al calculo directo
del valor de la integral.

Sin  embargo, es 1til tener en cuenta que la caracterizacion f,y f(z)dz =

lim,, 00 (Z;-L:l flz5) - (2 — zj,l))) se cumple, porque es adecuada para interpretar el sig-
nificado de la integral compleja desde un punto de vista de la fisica y de la geométrica. De hecho,
al colocar

AZJ' = Zj — Zj—l = AI]‘ =+ ZAyJ y

la suma de Riemann (Z?Zl f(2;) - (25 — zj—1)) se puede escribir como

D (ulzy) +iv(z)(Azy +ily;) = > (u(z))Az; — v(z;)Ay;)+

n n

+i Y (v(z)) Az, +u(z)Ay;) .
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Consideramos, por ejemplo, la parte real de esta suma.
u(zj)Az; —v(z;)Ay; se puede interpretar como el producto escalar entre los dos vectores

. u(z5) . Az,
Ej = A Al] =
—v(25) Ay

Pensando en el vector E; como el campo vectorial

u(z,y)
E(xz,y) = ,
—v(z,y)

calculada en el punto z; de la curva!®, y al vector Al} como un incremento (que, al pasar al
limite, se hara infinitesimal) de posicion a lo largo de la curva, es claro, en base a ( f,y f(z)dz =

lim,, o0 (2?21 f(z5)- (2 — zj,l))), que el parte real de la integral compleja de f a lo largo de
~ no es nada mas que la integral de linea (también llamada circuito si v es una curva cerrada)
del campo vectorial E alo largo de la trayectoria . Por ejemplo, si E representa un campo
de fuerza, la parte real de la integral compleja representa el trabajo realizado por el campo de
fuerza a lo largo de la trayectoria . También notamos que, al identificar ntimeros complejos con
vectores, el campo E se obtiene de f(2) pasando a la funcion conjugada. En formulas

Re[yf(z)dz%yﬁ~df, E(z,y) = flz +1iy) .

Ahora llegamos a la interpretacion de la parte imaginaria de la integral. En el segundo sumando
(de la forma explicita en la suma de Riemann), analogamente, la cantidad v(z;)Az; + u(z;)Ay;
se puede interpretar como el producto punto de dos vectores

. u(z;) Ay;
E; = A AR =
—v(zj) —Ax;

Observamos que el vector 77; es ortogonal al vector Al;, de hecho ii; se obtiene girando Al;—
noventa grados en el sentido de las agujas del reloj. Por lo tanto, si denotamos por v; al vector
normalizado .
nj
YTTAL
representa una aproximacion del versor normal a la curva, en el punto z; (de hecho es perpendicular
al segmento de extremos z;_1 y z;), y podemos escribir

Alj = (AJZ]')2+(A3/J')2 ,

v(zj)Az; +u(z)Ay; = Ej - ity = Ej - 7;Al; .

Esta cantidad por lo tanto representa el flujo del vector E(z;) a través del segmento Afj (con la
normal orientada a la derecha, con respecto a la orientacion del segmento). Sumando y pasando al
limite, obtenemos asi que

ImLf(z)dz=AE~udz, E(z,y) = f(z + ) ,

i.e., la parte imaginaria de la integral compleja de f(z) a lo largo de +~, representa el flujo del
campo vectorial FE a través de la curva v (en la formula, v denota la normal a la curva,
orientada a la derecha con respecto al sentido de recorrido de la curva).

18Como de costumbre, por conveniencia, identificamos los niimeros complejos con los vectores en el plano.
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Asociada a la traza C, parametrizada por la curva 7 : [a,b] — C, esta la curva denotada por —v
que tiene la misma traza que < en la direccién inversa. En otras palabras, la curva —~v une el
punto z(b) con el punto z(a) y se describe por la parametrizacion z = z(—t), con —b <t < —a.

Definicién 2.7.2. Dada la curva « : [a,b] — C, introducimos una subdivision de [a,b] me-
diante los puntos a =ty < t; < --- < t, = b y consideramos los puntos z(ty), z(t1), ..., 2(tn)
perteneciente a la traza,

a:t<dsgP<J’:bﬂzul)“Z@O)W+|Z@2)—-z@1)|+—~~-+|z@n)——z@nflﬂ)7

donde el limite superior se hace variando todas las opciones de ntimeros reales t; se llama la
longitud de la curva.

Notemos que, para una elecciéon dada de nimeros t;, la suma anterior representa la longitud de
la linea quebrada que se obtiene uniendo entre si, mediante segmentos, los puntos de la traza
2(to), 2(t1), ..., 2(t,), tomados en ese orden.

Imaginemos, para fijar las ideas, que z(t) es una curva simple. Intuitivamente, esta claro que
la longitud de cualquier curva a trozos obtenida de esta manera proporciona una aproximacion
de la longitud de la curva (donde la palabra “longitud” se usa aqui en el sentido intuitivo de la
palabra). Por otro lado, se entiende que, haciendo la linea quebrada maés gruesa (i.e., considerando
un namero gradualmente mayor que puntos de la traza), se obtiene una aproximacion cada vez
mejor de la longitud efectiva de la curva. Estas consideraciones intuitivas justifican la presencia del
limite superior, en la definicion de la longitud.

De hecho, en el caso en el cual z(t) sea una curva simple, se puede probar que su longitud depende
unicamente de la traza C, y no de la forma en la cual C est4 parametrizada (siempre que la
parametrizacion sea inyectiva). En otras palabras, la longitud es en realidad una caracteristica
geométrica de la traza C. En cualquier caso, sobre la base de nuestra definiciéon de una curva, se
puede demostrar que la longitud L siempre es finita y se puede calcular utilizando la siguiente

integral:
b
L:/\AM&.

Para interpretar el significado de esta integral notemos que, por lo dicho en esta seccion, la derivada
2'(t) representa la velocidad instantanea con la que la curva se recorre en el tiempo t. Su modulo
|2/(t)| representa la velocidad escalar en el tiempo t: al integrar la velocidad escalar con respecto
al tiempo, obtenemos la “longitud de la ruta”, o méas precisamente la longitud de la curva.

Proposicion 2.7.3. Sea 7 un camino y sean f y g dos funciones continuas a trozos en C,
traza de <y, entonces

a) para todo A\, u € C,
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c) sea M >0 tal que |f(z)| <M sobre C' ysea L lalongitud de +, tenemos

Lf(z)dz

d) si C esla union de las trazas Cy y Co de dos curvas 7 : [a1,01] = C y 72 : [ag,b2] = C
tales que z1(b1) = 22(a2), tenemos que

Lf@Mz:Lj&M#ﬁLf&Mm

<ML,

2.8. Teorema de Cauchy-Goursat

El siguiente teorema es uno de los resultados fundamentales de la teoria de funciones holomorfas.
Cauchy lo prob6 con el supuesto adicional de continuidad de la derivada y, més tarde, por Goursat
en su forma méas general que mostramos aqui.

Teorema 2.8.1. (de Cauchy-Goursat)
Sea <y una curva de Jordan, contenida en un conjunto abierto 2, tal que su interior A todavia
esta contenido en Q. Si f(z) es una funciéon holomorfa en Q, entonces tenemos

Lﬂ@@:o.

Es necesario reflexionar detenidamente sobre el significado de este teorema y sus hipotesis. El valor
de la integral de f a lo largo de 7 depende tnicamente de los valores que asumamos f en los
puntos de la traza C', sin embargo, las suposiciones requieren que f sea holomorfa en un abierto
Q que contiene tanto a C como a la region A delimitada por C.

Aqui probaremos este resultado bajo la hipotesis mas restrictiva que la primera derivada f’(z) es
también una funcién continua en el conjunto abierto (). partiendo del teorema de Cauchy-Goursat
desde el siguiente teorema importante, que no probaremos.

Definicion 2.8.2. Si Eﬂ(:x7 y) = (a,b) es un campo vectorial plano que tiene por componentes dos
funciones a(z,y) y b(x,y) de clase C!, se llama divergencia de FE a la funciéon

=  OJa Ob
div E=—+ —
v oz + oy’
mientras que el rotacional de E es
=~  Oa 0Ob
tbh=———.
ro Jdy Oz

Teorema 2.8.3. (Formula de Gauss-Green)
Sea 7 una curva de Jordan, contenida en un conjunto abierto €2, tal que la parte del plano A

delimitada por la traza C esta contenida en Q. Si E(z,y):Q — C es un campo vectorial que
tiene por componentes dos funciones de clase C' , entonces tenemos

/Eo?z//rotE_'dxdy,
vy A
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/E-udlz//divE"dxdy.
0% A

En otras palabras, la circulaciéon de E alo largo de ~ es igual a la integral del rotacional de E
al interior de +, mientras que el flujo de E saliendo de 7 es igual a la integral de la divergencia
de E en el interior de .

Para demostrar el Teorema de Cauchy-Goursat bajo el supuesto de que f/(z) es continua, basta
considerar el campo vectorial
. u(z,y)
E(.Z‘, y) = )
—’1)(1'7 y)

donde u y w, son las partes real e imaginaria de f. Calculamos la divergencia el y rotacional
de E, tenemos

divE(x,y):%—g—:, rotE(rmy):g—Z—i—%,
y por lo tanto, aplicando las condiciones de Cauchy-Riemann, obtenemos que el campo E tiene
divergencia cero y rotacional cero. Asi, de la formula de Gauss-Green, se deduce que tanto la
circulacion de E (la parte real de la integral compleja de f) a lo largo de ~ sea el flujo de E
(la parte imaginaria de la integral compleja de f) a través de - son nulos. En consecuencia, la
integral compleja de f a lo largo de = es cero, y obtenemos el teorema de Cauchy-Goursat.

Recordemos que un campo con rotacional cero se dice irrotacional, mientras que un campo con
divergencia cero se dice solenoidal (por ejemplo, el campo eléctrico debido a un distribucion esta-
cionaria de cargas es en todas partes irrotacional y solenoidal, en los puntos fuera de las cargas
que lo generan). De lo que se acaba de decir se sigue inmediatamente que el campo E asociado

a f(z) esirrotacional y solenoidal, en las regiones donde f(z) es analitica.

Observamos que el camino considerado puede ser reemplazado por un camino cerrado no necesa-
riamente simple. De hecho, si 7 se interseca a si mismo sélo un ntumero finito de veces, entonces
esta formado por un nimero finito de caminos simples y cerrados. Por lo tanto, es posible aplicar
el teorema a cada uno de ellos y obtener el resultado para el camino ~.

El teorema se puede extender a dominios mas generales. Comenzamos introduciendo el nocion de
un dominio simplemente conexo, i.e., un dominio al que se aplica el teorema de Cauchy-Goursat.

Definicién 2.8.4. Un dominio simplemente conexo D es un dominio tal que el interior de
todo camino simple y cerrado esta enteramente contenido en D.

Intuitivamente, un dominio simplemente conexo es un conjunto sin huecos. Por ejemplo, los con-
tornos y los poligonos estan simplemente conectados, mientras no lo es una corona circular.

Definicion 2.8.5. Llamaremos dominio con frontera a un dominio ) cuya frontera 92 es la
unién de un namero finito de trazas Cy,Cs,...,C,, en parejas disjuntas, de caminos cerrados y
simples, v1,72,-.., Yn-

Cada uno de estos caminos estd orientado de tal manera que un observador ideal que recorra la
frontera ve a 2 a su izquierda. Llamaremos a esta orientacion, orientacién positiva.

Teorema 2.8.6. Sea () un dominio con frontera y sea ~ la unién de caminos cuyas trazas
coinciden con la frontera {2 orientada positivamente. Sea f analitica en un conjunto abierto que
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contiene la uniéon de Q con su frontera, entonces

Lf(z)dz =0.

Demostracion:
Sea C el camino externoy C,...,C, aquellos contenidos en el interior de Cy. Consideremos
un camino que descomponga €} en dos partes ; y 2 mediante los caminos Lq,...,Ly41

uniendo Cyp a Ci, Ci a Cs,...Ch_1 a C, y C, a Cp (contrazaen Q). Sea K; el camino
cuya traza coincide con la frontera de €Q;, 7 =1,2. K; y K, consisten en caminos L; o —Lj;
y partes de C. El teorema de Cauchy-Goursat 2.27 se puede aplicar a f sobre K; y Ky yla
suma de las integrales en estos caminos es nula. Dado que las integrales en direcciones opuestas a
lo largo L; se cancelan, resulta

0= f(z)dz + f(z)dz = / f(z)dz .
K; Ko ot

Observacion: Si f es analitica en (), dominio simplemente conexo, entonces, para todo z1,zo €
Q, esta bien definida fzzlz f(2)dz, es el tnico namero correspondiente al valor de la integral de
f alo largo de cualquier camino, con traza en (), uniendo 2z; a z3. De hecho, si v y 72
son dos caminos que se unen 2z; a 29, la integral de f a lo largo del camino cerrado obtenido
uniendo 7; a —72 es cero, entonces

ole s [ f(z)dz:[“ f(z)dz—/w F(2)dz

y luego
dz = f(z)d

donde las trazas C7; y C5 se recorren en sentido antihorario.

7

Es posible probar un resultado que puede considerarse el inverso del Teorema por Cauchy-
Goursat. De hecho, se cumple el siguiente teorema de Morera.

Teorema 2.8.7. (de Morera)
Si f es una funcién continua en un dominio simplemente conexo D y si, para cualquier camino
simple y cerrado + cuya traza estd contenida en D, resulta

L f(2)dz =0,

entonces f es analitica en D.

2.9. Foérmula integral de Cauchy

Ahora establecemos el siguiente resultado fundamental.

Teorema 2.9.1. (Formula integral de Cauchy)
Sea f analitica en un abierto que contiene a QUJS), con dominio 2 y traza 92 de un camino
cerrado y simple v en sentido antihorario. Si zy € {2, entonces

f(z0) = ! / /z) dz

211 Z— 20
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Demostracion:
Como € es abierto, existe r9 > 0 tal que B, (29) C 2, sea vy el camino cerrado y simple,

recorrido en sentido antihorario cuya traza es la circunferencia Coy = {|z — 29| = r9}. Consideremos
f(z)

zZ—2Zz0

LQ@MZwamhfww/;zj%dz+LQﬂi_ifwdz

Recordando el Teorema 2.8.1. (de Cauchy-Goursat), tenemos

/w ()dx = 2mif (2o /f Z—ZOZO

Verifiquemos ahora que la tltima integral es cero, obteniendo asf (f(20) = 7= , Zf ZZ)O dz). Siempre
y cuando f sea continua, fijando € > 0 existe § > 0 tal que para todo z € Q con |z — 29| < ¢
se tiene |f(z) — f(z0)| < e. No es restrictivo suponer que 79 < ¢. Ahora, calculemos fv 2"dz
donde n € Z y v es el camino recorrido en sentido antihorario, cuya traza es la circunferencia
{|z| = 1}. Usamos la parametrizacion (z(t) = wo + Re, t € [0, 27]) para una circunferencia con

centro wp y radio R, con una curva 7 : [a,b] — C, entonces 2’/(t) =ie® y por lo tanto

27 2
/z"dz :/ e™iettdt = z/ et gy
0% 0 0

la funcion g(z) =
resulta

analitica en (Q\ {z0}) U9Q y por lo tanto, por la observacion anterior,

1 27
— !t =0 n#—1,
= /z"dz = n+1 0
v
i | n=—1.

Un resultado analogo es valido si v es el camino, recorrido en sentido antihorario, cuya traza es
la circunferencia centrada en zy € C y de radio r > 0. Precisamente tenemos

0, n#—1
/(zfzo)”dz =
v 27, n=-1.

Por lo tanto, gracias al resultado anterior, tenemos

A GO I Rl ) B B
Z— 20 o ze(g) 2 =20 ’
— 27 sup [ £(2) — f(z0)| < 2me
z€Co

Por la arbitrariedad de €, obtenemos la afirmacion.

Teorema 2.9.2. Sea f analitica en 2y, entonces existen sus derivadas de cualquier orden en zg.
Ademaés, para todo entero n > 1 y para todo camino v simple y cerrado (con sentido antihorario)
cuya traza esta contenida en la vecindad de zy en el que f es diferenciable, tenemos

f(”)(zo) — n'/(f(,z) dz .

2mi z— zp)" 1L

Observacién: Recordando el Teorema 2.8.6., es inmediato verificar que el las formulas (f(zp) =

o 5 zf—(?o dz) y (f™(z0) = & I, (zfz(ﬁ dz) se pueden extender al caso en el que el camino

cerrado y simple + se reemplaza por la frontera orientada de un dominio con frontera.
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Damos ahora una serie de resultados que se refieren al comportamiento de una funcién en una
region (o incluso en todo el plano complejo).

Primero mostramos que el valor de una funcién en el centro de un circulo sobre el cual es analitica
depende solo de los valores de la funcién en la frontera de ese circulo. Precisamente, tenemos

Teorema 2.9.3. Sea f analitica en un conjunto D simplemente conexo unido a su frontera.
Sean zp € D y r >0 tales que B,(z9) C D, entonces

1 21 X
flz0) = — f(zo +re') dt .
27T 0
Demostracion:
Sea 7 el camino simple y cerrado, recorrido en sentido antihorario, descrito por la parametrizacion
z=2(t) =2 +re?, 0 <t <2m, entonces, aplicando (f(z0) = 71 , %dz), obtenemos
1 [ f(») L[ fzotre)
= — <~ dz = - A 7 it dt
f(z0) 2mi Jy 2 = 20 = f(=0) 27 Jo rett e
1 27 .
= f(z0) =— flzo +re') dt .
271 0

Enunciamos ahora el llamado principio del médulo méximo que se puede deducir de propiedad de
la media.

Teorema 2.9.4. (Principio del médulo méximo)
Sea f analitica y no constante en un dominio 2, que también es continua en QU 92, entonces
|f(2)| alcanza su valor méaximo en la frontera 0.

De igual forma propiedades anélogas se pueden deducir para las funciones armonicas wu(z,y) =
Re f(z) vy v(z,y) =Im f(2).

Teorema 2.9.5. (de Liouville)
Sea f entera y acotada para todo z € C, entonces f(z) es constante.

Demostracion:
Sean zp € C, 19 > 0 y <o el camino de traza C; parametrizado por z = z(t) = z9 +
roe't, t € [0,27]. Por hipotesis, existe M >0 tal que |f(z)] < M para cada z. De la formula
(f)(z9) = 2 f,y (&dz) con n =1, usando (inciso ¢) de la Proposicion 2.7.3.), tenemos

27 z—zo)" 1
f(2)

L _fa)
(z — 20)?

1
< — sup - 2mrg

T 2€Cy

1 M
= |[f'(20)] = —sup |[f(2)] < — .
T0 z2eCy To

Como 1o es arbitrario y f/(z9) es un ntmero fijo, la desigualdad |f’(z0)| < MO puede cumplirse

—_ T

solosi f'(z0) =0. Por lo tanto f’(z) =0, para todo z € C y por lo tanto f(z) es constante.

Una consecuencia demasiada interesante (pues conecta a las funciones de variable compleja con la
teorfa analitica de los niimeros) del Teorema de Liouville es el Teorema Fundamental del Algebra,
el cual establece que todo polinomio P(z) =ag+a1z+---+anz", a, #0, n > 1, tiene al menos
un cero; i.e., existe zg € C: P(z9) = 0. En efecto, procediendo por contradiccion, si P(z) fuera
distinto de cero para todo z € C entonces la funcién f(z) = 1/P(z) seria entera y acotada en C.
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Llegamos asi a un absurdo ya que, por el Teorema de Liouville, se sigue que f(z) es constante y
por lo tanto el polinomio P(z) también lo es.

2.10. Sucesiones y series

Una sucesion {c,}neny de nimeros complejos es una aplicacion de N en C. Diremos que la
sucesion {cy }nen tiene limite | € C si para todo € > 0 existe un namero n. € N tal que para
todo n > n. tenemos |c, —I| <€, en simbolos

lim ¢, =1 <= Ve>0,3In. € N:Vn > n, setiene |c, —I| <e.

n—oo

Geométricamente, esto significa que para valores de n suficientemente grandes los puntos ¢,
estan arbitrariamente cerca del limite [. No es dificil comprobar que el limite, si existe, es tnico.
Cuando el limite existe, diremos que la sucesion converge a [, en todos los demas casos diremos
que la sucesiéon no converge.

En cuanto a los limites de funciones de variable compleja, se cumple un resultado anélogo a los
Teoremas 2.4.2 y 2.4.4.

Teorema 2.10.1. Supongamos que ¢, = a, +ib, A [ =l.c+ ilyy,, entonces

limy, oo an = lre ’

a) lim ¢, =1 <<=
n—oo 3
limy, 00 bp = lim -
b) lim ¢, =1 <= lim |¢, -1 =0.
c) lim ¢, =1 <<= lim |e,| =1.
n—00 n—o0

Demostracion:
a) Supongamos primero que lim, . ¢, =[. Por definicién, para todo € > 0, existe n. € N tal
que
Yn>ne = lap —le +i(bplim)] < €.

Pero |an —lye| < lan —lpe + (b — Lim)| v |bn — lim| < |an — lre +(by, — lim)| . En consecuencia,
para todo n > n., resulta

lan —lre]l <€ A b —lim] <€,

ie.,

lim a, =0l AN lm b, =1, .
n—oo n— o0

Y de forma inversa se cumple la expresion anterior, para todo € > 0 existen ni,ne € N tales que
€

2

€

Yn>ny = ap —le| < 5

A Yn>ny = by —lim| <
Por lo tanto, si n. = max(ny,ng), tenemos
VY >ne = an — lre + (b — Lim)| < |an — lre] + |bn — lim] < €,

ie.,
Yn>ne = Jep—Ill<e = limec,=1.

n—oo
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b) Observamos que, directamente de la definicion, tenemos

lim 2z, =1 <<= lim (z, - 1) =0 <<= lim |z, —1|=0.

n— oo n—oo n—oo

c) El resultado se sigue inmediatamente al observar que
lleal = U1 < len =1 -

Observamos que en el punto ¢) la implicacion inversa generalmente no se cumple. Si pensemos,
por ejemplo, en la sucesion ¢, = (—1)". Resulta que |c,| =1 y luego la sucesion de modulos
{|en|} converge a 1 mientras que la sucesion inicial {c,}, no converge.

Como en el caso real, la suma de infinitos nmeros complejos (estudio de la convergencia de una
serie) se define a partir de las sucesiones.De forma mas precisa, sea {c,} una sucesion de niimeros
complejos. Consideremos la sucesion las sumas parciales {s,} definidas, para todo n >0, como

n
Sp =c¢o , Sn:E Ck=58pn—1+C, n>1.
k=0

Diremos que la serie ZZOZO ¢, convergea s € C si lim, ., s, = s. En todos los otros casos
diremos que la serie no converge. El nimero s, si existe, se llama suma de la serie.
Del Teorema 2.10.1., obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.10.2. Supongamos que ¢, = a, +1ib, y S = Spe + 1S;m, entonces la serie ZZOZO Cn,
converge a s siy solo silas serie Y ° ja, y Y .o ob, converger a s,. y Sim, respectivamente.

Notemos también que el término general ¢, de una serie convergente tiende necesariamente a 0,
ya que ambas partes real a,, e imaginaria b, tienden a 0. En particular, la sucesion {c,} esta
acotada, i.e., hay una constante M > 0 tal que |¢,| < M , para todo n.

Ejemplo:
Consideremos la serie geométrica . 2" al variar z € C. Si z =1 sabemos que la serie no
converge. Sea ahora z # 1, escribimos

1— Zn-i—l
Sp=14z+22 4 F2"=—" |
1—=z
y usamos el Teorema 2.10.1., para concluir que
1

1 , 2| <1,
lim s, = -z
n—oo

No converge, en otro caso.

En conclusién, la serie converge y su suma es 1 siy solosi |z] < 1.
-z

Al igual que con las series de valores reales, diremos que la serie ZZO:O ¢, converge absolutamente
si converge la serie Y > |c,|. La convergencia absoluta implica la convergencia y tenemos

oo oo
ch < Zlcn\ :

n=0 n=0

Tengamos en cuenta que la serie fo:o |cn| esuna serie con términos reales positivos y por lo tanto,
a ella se le pueden aplicar todos los criterios ya estudiados en los cursos basicos de matemaéticas.
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Serie de potencias

Particularmente importantes en el estudio de funciones de variable compleja son las series de
potencias. Una serie de potencias tiene la forma

oo
Z an(z —20)" ,
n=0

con {a,} sucesion de nameros complejos, llamados coeficientes de la serie y 2y € C llamado
el centro de la serie. Las siguientes definiciones y resultados se refieren a series con centro en el
origen, volvemos al caso general por medio de sustitucion w = z — z9. Tengamos en cuenta que
una serie de potencias siempre converge al menos en su propio centro zg.

El primer ejemplo de una serie de potencias es la serie geométrica, considerada anteriormente
recordamos que

- 1
Zz" = si|z] <1,
1—-=2
n=0
y la serie no converge para |z| > 1.

Y la serie no converge para |z| > 1. Veremos que el comportamiento de tales series es tipico: de
hecho, probaremos que toda serie de potencias converge dentro de un circulo y no converge fuera
de él, excepto en los casos limite en los que sélo hay convergencia en el centro de la serie o para
cada valor de z. Mas precisamente, se cumple el siguiente resultado debido a Abel.

Teorema 2.10.3. Para toda serie de potencias ZZO:O apz™ existe un nimero R, con 0 < R <
400, llamado radio de convergencia con las siguientes propiedades:
a) si R=0, la serie converge solo para z = 0.
b)si R >0, la serie converge absolutamente para todo z con |z| < R,
si 0 < p < R, laserie converge uniformemente en el circulo {|z| < p}.
¢) si R = +o00, la serie converge absolutamente para todo z € C y
uniformemente para todo circulo {|z| < p} con p > 0.

Para probar el teorema, asumimos un resultado técnico:

Lema 2.10.4. Dada la serie Y a,2".
a) Si existe z1 # 0 donde la serie converge, entonces la serie converge
absolutamente para todo z con |z] < |z].
b) Si existe 29 # 0 donde la serie no converge, entonces la serie no
converge para todo z con |z| > |za].
Demostracion:
a) Como la serie Y 7 ja,z}' converge, su termino general a,2}" tiende a 0 cuando n — ooy,
por lo tanto, la sucesion {|a,z]|} estd acotada. Entonces existe una constante M > 0 tal que
lanz]| < M, para todo n. Sea ahora z # 0 tal que |z| < |z1], resulta

n
z

n
|anzn| = |anz?| <M

z
21 Z1

n

converge ya que es una serie geométrica con

La serie ZZOZO i < 1, por lo tanto, aplicando

. . .l L1: . L, . ') n
el criterio de comparacion véalido para series numéricas reales, la serie >~ ja,z" converge
absolutamente.

2
1
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b) Si la serie convergiera en z con |z| > |z2|, entonces por la primera parte del lema, también
deberia converger en 2o, contrariamente a la hipotesis.

El lema que acabamos de probar nos permite definir el radio de convergencia de la serie ZZOZO anz"
como el limite superior de los modulos de los puntos donde converge la serie.

o0
R=supq |z : g anz" converge

n=0

Volvamos ahora a la demostracion del Teorema 2.10.3.

Demostracion: (del Teorema 2.10.3.)
a) Es inmediata a partir de la definicion de radio de convergencia (inciso b) del Lema 2.10.4.).
b) Sea z con |z| < R por (inciso b) del Lema 2.10.4.), existe z; con |z| < |z1| < R en el cual la
serie converge. Por el punto a) del Lema 2.10.4., la serie converge absolutamente en z. Ahora sea
p tal que 0 < p < R. Por lo que acabamos de demostrar, la serie converge absolutamente en el
punto z =p, ie,laserie Y °  |a,|p™ converge. Entonces si |z| < p tenemos |a,z"| < |an|p™.
Por el Criterio di Weiertrass!?, la serie converge uniformemente en {|z| < p}.
¢) La demostracion es aniloga a la del inciso anterior (b)).

Tengamos en cuenta que el teorema no da ninguna indicacién de la convergencia de la serie en los
puntos de la circunferencia {|z| = R}.

Ejemplo:
Como se vio anteriormente, la serie geométrica ZZOZO z" tiene radio de convergencia R =1, al
igual que la serie ZZO:O nz™. De hecho, aplicando el criterio del cociente por paso al limite a la
serie de modulos, tenemos
o (n+ 1)
lim ————— =z,

n— 00 n|z|"

entonces la serie converge para todo z con |z| < 1, ademéas no converge si |z| > 1 ya que el
término general no tiende a 0.

Para determinar el radio de convergencia de una serie de potencias sin recurrir al estudio directo
de la propia serie, es posible utilizar los llamados criterios del cociente y de la raiz. No daremos las
demostraciones de estos teoremas ya que son completamente anélogas a las ya vistas en cursos de

PRl . 1 . . o0 n .
matematicas anteriores validas para series de potencias reales ) > ja,a™ con coeficientes a, € R
y variable x € R.

Teorema 2.10.5. Criterio de d’Alembert (Criterio del cociente o de la razon)

Sea ZZOZO a,2z"™ una serie de potencias y sea a, # 0 para todo n, si existe

Ap+1
an

lim =1,
n—oo

9Sea {fn} una sucesion de funciones de variable real o compleja definidas en un conjunto A. Si para cada
n € N existe un M, >0 tal que |[fo(z)] < Mp, Vo € A y la serie ), -, Mn converge, entonces la serie
> n>1 fn converge uniformemente en A.
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entonces el radio de convergencia R viene dado por

0 si [ =400,

1
R= 7 si 0<I<+o00,

Teorema 2.10.6. (Criterio de la raiz)
Sea Z;'LO:O a,z™ una serie de potencias y supongamos que existe

lim Y/|a,| =1,

n—oo
entonces el radio de convergencia R viene dado por el Teorema 2.10.5.

Ejemplos:
00 n!

1) Calculemos el radio de convergencia de la serie ) >/ I.2". Usamos el criterio de la razon:

n nq—1
N 1

T G ) L PN (R — lm |[1+ - —e !

n—oo (n+ 1)t n! nocc\n+1 n—00 n

entonces R = e.

2) Sea Y.~ ,n". Aplicando el criterio de la raiz, tenemos:

lim Vn™ = lim n = +o0 ,

n—oo n— oo

por lo tanto R = 0.

Nuestro interés en las series de potencias surge de su comportamiento como funciones. Como ya
hemos dicho, una serie de potencias Zio:o a, 2", con radio de convergencia R # 0, converge para
|z2| < R y por lo tanto define una funcion f(z). Mostraremos que f es analitica en tal disco.
La idea es probar que la derivacién término a término es legitima. Empezamos con el siguiente
resultado técnico.

Lema 2.10.7. Las dos series de potencias

o0 o0
E anz" A g na,z" "L,
n=0 n=0

tienen el mismo radio de convergencia.

Demostracion:
Primero verificamos que si Y 2 a,2z" converge absolutamente en |z| < R (R # 0), entonces
también la serie Y 7 na,z""! converge absolutamente alli.

Fijamos z con 0< |z| < R y seelege p tal que |z| < p < R, tenemos

n—1 n |Z‘ " n
Inanz"""|=— | =] lanp"| .

IR

n
La serie >, .. n (‘—Z‘) converge (como se vio en el ejemplo de la convergencia de la serie geo-

n
métrica y que |z| < p), por lo tanto lim, . n (%) =0 y por lo tanto existe una constante
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n
M >0 tal que n (%) < M, para toda n, definitivamente

M

lanp™|
|2|

|nanzn—1| S

n—1

. . . . . . o0
y, por el criterio de de la razon para series numéricas, la serie )~ na,z converge absoluta-

mente.

Y viceversa, si la serie > 7 na,z""! converge absolutamente en |z| < R, para todo z # 0,
resulta 1
n n—1
|CL7LZ | S m |’I’LCLnZ ‘ ’

n

por lo tanto también la serie Y ° ja,z™ converge absolutamente en |z| < R.

Teorema 2.10.8. Una serie de potencias ZZO:O anz"™, con radio de convergencia R > 0, repre-
senta una funcién f(z) analitica en el disco {|z| < R}.

Demostracion:
Para |z| < R, escribimos

f(z)= Zanz" =sp(2) +rn(z)
n=0

donde
n o0
sn(2) = Zakzk , ro(z) = Z apz®
k=0

k=n-+1

n—oo

g(z) = Znanz”_l = lim s,(2) .
n=1

Tenemos que comprobar que f’(z9) = g(z0) para todo zy con |z] < R. Sean z y p tales que
|z], |20] < p < R, podemos escribir

K= Jl) _ oy (snl2)=snt)

zZ— 20 zZ— 20

%%0+wumm%»+

NECEE

Z — 20

Ademas, recordando que 2F — 2F = (2 — 20) (2" + 2P 220 4+ 22872 4 287, tenemos

) =) L 1SS e

zZ — Z z— Z
0 Ok:n+1

oo
- - -2 o—1
= g ak(zk1+zk 2zo—|—~--+zzg +z(])‘ )
k=n-+1

rn(z) — mn(20)
zZ— 20

Usando la desigualdad del tridngulo y la condicion |z|, |zo| < p, resulta
’zk_l + 2P 204+ 4 2270“72 + z§71| <

< a2 o fellz0l P2 o [ < kpt

luego
(%) — 1 (20) = k—1
— | < k|ag .
— k;;;I |ax|p
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Esta tltima expresion es el resto?’ de una serie convergente y tiende a 0 cuando n — co. Por
lo tanto, dado ¢ > 0, podemos encontrar ng € N tal que, para todo n > ng,

€

rn(2) — mn(20)
Z— 20

Ademas, dado que lim, o, 8" = g(20), existe n; € N tal que, para todo n > nl,

$(20) = glz0) < 5] -

Sea m > ng, ny, por definicion de derivada, existe § > 0: 0 < |z — z9| < implica

$n(2)8n(20) , €
p—— s (z0)| < 3
Finalmente, tenemos
‘f(z) B f(ZO) _g(zo)‘ <e,
zZ— 20

cuando 0 < |z — 29| < 6. Hemos probado que f/(zp) existe y es igual a ¢(z9). Dado que el
razonamiento puede repetirse, en realidad hemos demostrado que

f(z) =ag+ a1z +axz> +---

f'(2) = a1 + 2a9z + 3azz® + - --

n+1)! n+ 2)!
fn(Z) = ’I’L!an + %Gﬂnﬁi,lz + %an+2zz + ..
(0
En particular, a, = / (' ) y la serie de potencias tiene la forma
nl

f(z) = Z anz" = Z L;(P) 2"
n=0 n=0 ’

2.11. Serie de Taylor

La serie (f(z) =Y ganz" =Y iy %z”) no es mas que el desarrollo en serie de Maclaurin,
pero lo hemos obtenido bajo la hipotesis de que f(z) tiene un desarrollo en serie. Sabemos que,
si existe, el desarrollo es 1unico; la propiedad fundamental, i.e., que toda funcién analitica en un
punto zp admite un desarrollo en serie de Taylor centrado en 2z y se probaré en el siguiente
resultado.

(oo}

ne1 an se denomina resto de orden k, y se denota Ry, a la suma

20Resto de una serie: Dada una serie >
_ ¢S}
Ry = Zn:kJrl an.
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Teorema 2.11.1. (Desarrollo en serie de Taylor)
Sea f analitica en un dominio Q. Dado 2y € Q, sea B,,(z0) una vecindad de 2, contenida
en {2, entonces para todo z € By, (z0), tenemos

-3,

(i.e., la serie de potencias converge a f(z) si |z — zo| < o).
Demostracion:
Sea z € Byy(20), haciendo |z —z9| =r < rg. Sea r; tal que r <1 <rg. Sea s cualquier
punto de la circunferencia C; con centro zy y radio 71, entonces |s— zg| =171.
Como f es analitica en {|z — 20| <ri}, por la formula integral de Cauchy (f(z) =

f n)(Zo)

(= )" = £(20) + F'(20)(= = 20) + " (z0) (2 = 20) + -+

27” f,y /(2) dz), tenemos

Z—Z0
1 f(s)
f(z) = el ds,
T Jo, S — 2
pero
o 1 1 1
s—z (s—z)—(2—2) s—=z 1_2=* ’
S — 20
recordando que
1 n—1 qn
—— =1+4+qg+---+gq + —,
1—¢q 1—gq
., . Z =20 .
la expresion anterior con g = se convierte en
S — 20
n—1 n
1 1 z— % zZ— 2 zZ— % 1
= R ===
s—z Ss—2z s — 2o s — 2 s — 2z 1_ 0
S — 20
entonces
S s S
o) _ I T
s—z s—=z (s—20)
f(s) n—1 f( ) n
(s —20)" (2= 2"+ (s = 2)(s = 20)" SO
integremos ahora sobre C; y dividimos por 27i, obtenemos
1 ORI f(s) Z—Zo/ f(s)
— - d ds + - - -
J(z) = i c, S— % = 2mi ¢, 85— 20 5t 21 Jo, (s —20)? St
Rl R . s N
271 c, (8 —2z)" 2mi c, (5 —=2)(s = 20)

Recordando (f(™(z) = £~ f,y (L dz), tenemos

27 z—zg)" 1

f(n—l) (ZO)

f(2) = f(z0) + f'(20)(z — 20) +--- + (z—20)" "+ rn(2)

(n—1)!
o ez £(s)
rn(z) = 5 / =)0 20) ds .
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Para estimar 7,(z), sea M = méaxec, |f(s)| y observamos que
[s—zl=|s—20—(z2—20)| > |s—20| = |z — 20| =11 — 71,

allora, usando (| f,y f(2)dz| < ML), tenemos

I (2)] < =

r™  M27ry Mry r\"
21 (ry — 1)t i —r '

1

Como + <1, tenemos lim, ;o 7n(2) = 0. Asi para cada punto z € B,,(20), el limite cuando
(n—-1)

n — oo de la suma de los primeros n términos en (f(zo) + f'(20)(z —20) + -+ + %(2 -

20)" "t +7r,(2)) es f(2) y esto concluye la demostracion.

Tengamos en cuenta que el desarrollo en serie de Taylor (Teorema 2.11.1.) es valido en el disco
abierto mas grande centrado en zp y contenido en ). El radio de convergencia de la serie de
Taylor es, por lo tanto, al menos igual a la distancia de zy a la frontera de 2. Por supuesto,
como hemos visto en el Teorema 2.10.8., toda serie de potencias convergente coincide con su propio
desarrollo en serie de Taylor.

Como en el caso real, si zg = 0 hablaremos de la serie o desarrollo de Maclaurin.

Ejemplos:
a) Consideramos la serie geométrica

o0
1
n=0

1
La funcion f(z) = 1=, analitica en |z| < 1, y su desarrollo de Maclaurin es

Z 2" . de donde también se deriva f™(0) = n! .

n=0

=e* y z9p=0. Recordando que todas sus derivadas coinciden con e®, tenemos
1 para todo n > 0. Por lo tanto, el desarrollo de la serie de Maclaurin de la

oo
z z"
=2
n.
n=0

y es facil calcular (por el criterio de la razon) que el radio de convergencia de tal la serie es R = 400,
entonces la igualdad se cumple para todo z € C.

b) Sean f(z)
que fM(0) =

funcion es

b) Procediendo como en el inciso anterior, tenemos que las funciones trigonométricas sen z y
cos z y las funciones hiperbélicas senh z y coshz admiten los siguientes desarrollos en serie de
Maclaurin con radio de convergencia R = 4o00:

9] 22n+1 o Z2n+1
sen z = 7;)(_1)"4(211 i senh z = nz:% @nt
0 . »2n 0 »2n
cosz = ;(71) )l coshz = 1;) o)l
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2.12. Serie de Laurent

En muchas aplicaciones encontraremos funciones que no son analiticas en algunos puntos o en
algin subconjunto del plano complejo. En consecuencia, no admiten desarrollo en series de Taylor
en estos entornos a estos puntos. No obstante, es posible construir representaciones en series de
potencias, centradas en un punto de no analiticidad zp, que contiene potencias positivas y negativas
de (z — 20). De hecho, la descomposicion en serie de Laurent permite representar una funcion
analitica en un anillo {r; < |z — 20| <72} (con 0 < r; < rg) como la suma de una funcién
analitica en el anillo y una analitica en el exterior. En efecto, se cumple el siguiente teorema.

Teorema 2.12.1. Sea f analitica en el anillo @ = {z€ C:r; <|z— 2| <r2} con 2z € C y
0 <r; <ry, entonces para todo z € 2, tenemos

+oo
F@) =3 ealz = 20)"

donde
Cn = L 7“8) ds

21t Jo (s — zg) !
y C es el camino, recorrido en sentido antihorario, cuya traza es la circunferencia
se€C:|s—z| =7 con 1 <r<ra.

Demostracion:
Dados 2 € Q y |z—z) =71, sea t >0 tal que r <t <r <ry y denotamos por C; el
camino, recorrido en sentido antihorario, cuya traza es la circunferencia {|z — z9| = ¢}, entonces,
recordando la Observacion (en la seccion de la formula integral de Cauchy), la formula integral de
Cauchy se convierte en

)

f(z)_i f8) 4o L (5) 4

2 Jos—2 21 Jo, $— 2 ’

como en la demostracion del Teorema 2.11.1, en la primera integral escribimos

) _ S, S

s—z s—zyp (s—2)?

(Z—Zo)-i-"'-i—

f(s) n-1 f(s)
Z—Z +
(s — zo)”( 0) (s—2)(s—2z)"
Para la segunda integral, notamos que
1 1 1 1
s—z (2—20)—(s—2) z2—2 1_5—%
Z— 20
y obtenemos la identidad
fls) _ 1 f(s) 1
s—z_f(s)z—zo+(S—ZO)*l(z—zo)z_F +
(O N SR () T O R
Gz ozl T -5 (s
Como las funciones f(s)/(s — 20)*™' con k = —n,...,n son analiticas en la region

{t <]z — z| <r}, la integral sobre el camino C' coincide con la del camino C;. Asi, tenemos

que
n

F2)= Y ez = 20)F +ra(2) + anl2) |

k=—n
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con ¢, k= —n,...,n, dada por la formula (¢, = 7 [, % ds) y

= =20 ON
n(2) R ds |

2mi )(s — zo)"

0 =g [ s

- 2mi(z — zp) z—5

La prueba de que 7,(z) — 0 cuando n — +oo es idéntica a la vista en el Teorema 2.11.1. De
manera similar, para calcular g¢,(z), y ahora sea M = méaxec, |f(s)|, entonces

lz—s|=|z—20—(s—20)| > |z— 20| — |s— 20| =7 — ¢
y n
‘ ()‘< 1 "M2nt Mt [t
z = s )
dn - 2mrm r—t r—t\r

Como t <7, limy, 00 ¢n(2) =0 y el teorema queda probado.

La serie (f(z) = Zfz cn(z — 20)™) se llama serie de Laurent. Notese que si f es analitica en
{|z — 20| < 72} excepto en el punto zy, el radio 71 se puede elegir arbitrariamente pequeno y la
expansion se cumple para 0 < |z — 29| < re. Si f es analitica en todo el disco {|z — 29| < 72},
para n+1 <0 también la funcion f(2)/(z — z0)"*!, entonces todos los coeficientes ¢, con n
entero negativo son cero y la expansion se reduce al desarrollo de Taylor. Finalmente, no es dificil
verificar que la serie de Laurent converge uniformemente en cada subanillo {t < |z — z9| < r} con
re<t<r<<rs.

2.13. Singularidades aisladas

Definicion 2.13.1. Sea f una funcién analitica en un entorno (o vecindad) de zy € C. Se dice
que zp es un cerode f si f(zg)=0.

Definicion 2.13.2. Sea f una funcion analitica en zj, entonces existe una vecindad B, (20)
dentro de la cual f puede ser representada por su serie de Taylor

f(z) = ch(z— 20)", |z — 20| < 7o .

n=0

Si zp esun cero de f, entonces ¢y =0, si, ademés,

Fl(z0)=f"(z0) == f"Dz)=0 A f™(x)#0,

entonces 2y se llama cero de orden m y
o0
fz)=(z—2z20)™ Z Cntm(z — 20)" = (2 — 20)"g(2), |z — 20| <o, co#0.
n=0

Observamos que g¢(zp) # 0 y como la funciéon ¢ es continua en 2z, se sigue que es no nula en
una vecindad de zy. Entonces se cumple el siguiente resultado.

Teorema 2.13.3. Sea [ analitica en un punto zy que es un cero para f. Entonces existe una
vecindad de zy donde zy es el tnico cero de f a menos que f no sea idénticamente nula. Es
decir, los ceros de una funciéon analitica (no nula) estan aislados.
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Definicion 2.13.4. Un punto 2y € C es llamado singularidad aislada de f si existe una
vecindad de zy en la que f es analitica excepto el punto zg.

Por lo tanto si zy € C es una singularidad aislada de f, existe r >0 tal que f es analitica en
Q={2€C:0< |z2—2 <r}. Asi, paratodo z € Q, f puede ser representada por la serie de

Laurent . .
-2 -1
f(z):---+(z z)2+z 2 + o+ ez = 20) + ez — 2)° +
— 20 — 20

La parte de la serie que contiene las potencias negativas de z — 2y se llama parte principal de
f en zy5. Usaremos la parte principal para clasificar el tipo de singularidades aisladas de f en
z20-

Definicion 2.13.5. Si la parte principal de f en zp, singularidad aislada de f, contiene
al menos un término distinto de cero pero el ntumero de dichos términos es finito, zg se llama
polo de f. Mas precisamente, si existe un entero m distinto de cero tal que c_,, # 0 y
Com_1=C_pmo=---=0, ie.,

Com Com+1

f— PRI 071 — ...
f(z)_(z—zo)m+(z—z0)m—1+ +Z_Z0+co+cl(z 20) + -,

se dice que el polo es de orden m. En particular, si m = 1, hablaremos de polo simple y si
m = 2 de polo doble.

Razonando como en el caso de un cero, podemos escribir
1 - 9(2)
f(Z)ZmZC—me(Z—ZO) Zma |z — 2ol <7, com #0,
n=0

donde ¢ es una funcién analitica y distinta de cero en una vecindad de zg.

Definicion 2.13.6. Si la parte principal de f en zy contiene un nimero infinito de términos,
entonces el punto zg se llama punto de singularidad esencial.

Definicién 2.13.7. Si todos los c_,, son cero, decimos que el punto 2z es una singularidad
removible.

2.14. Residuos y polos

Definicion 2.14.1. Sea 2z una singularidad aislada de f y sea r > 0:

f(Z)Z ch(Z—Zo)", 0<|Z—Zo|<’l“.

n=—00
Entonces el coeficiente c_; se llama residuo de f en z, y se denota por c_; = Resf(zo),
donde

Resy(z0) = c— 15— / f(z

donde C' es una trayectoria cerrada.
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Teorema 2.14.2. (Del residuo)

Sea C' un camino cerrado y simple dentro del cual y sobre el cual una funciéon f es analitica
excepto por un ntmero finito de puntos singulares z1, z2,...,2, pertenecientes al interior de C,
entonces

/ f(z)dz = QWiZResf(zk) .
¢ k=1

Demostracion:
Sea € el interior de C, pues tenemos z1,2s,...,2, € ), es posible encontrar n vecindades
B,, (zx) separadas por pares y enteramente contenidas en €. Ahora, sean Ci,...,C, los caminos

cuyas trazas son las circunferencias {z € Q: |z — 2| = ri} = 9B, (z). La frontera del dominio
con borde Qg = Q\Uj_, By, (zx) es la traza de un camino Cp a la que podemos aplicar el
Teorema 2.8.6., y obtener

f(z)dz=0,
Co

pero

Oz/c0 f(z)dz = . f(z)dz—kz::1 . f(z)dz =

= f(z)dz — Z Resys(zg) -
Co k=1

Y asi se demuestra el teorema.

Observacion: Tengamos en cuenta que el teorema del residuo nos permite transformar una integral
a lo largo de un camino genérico en una suma de integrales a lo largo de circunferencias.

Calculo de residuos

Polos simples
Sea zp un polo simple de f, entonces
9(2)

+eotalz—z)+--- = ) 0<|z—2z|<r,
Z— 20 2 =20

c_1

f(z) =

por lo que resulta
Ress(z0) = c—1 = g(#0) »

o, también, observando que ¢(z) = (z — 20) f(2),

Resf(z0) = lm (2 — 29) f(2) .

Z—20

n(z)

En general, sea f(z) = 1) con n(zg) #0 y zo cero de orden 1 en d(z),
ie., d(z) =0 pero d'(z) # 0, entonces tenemos
_ n(z)
Resy(z0) = T(z0)
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En efecto () ( ) (20)
, n(z ) z— 29 n(zo
ess(z0) = Jim, (= = 20) 50y = 0 Gy —d(eo) ") = @)
Polos maultiples
Sea zp un polo de orden m de f, entonces
_ Cm Comt1 c_1 3 92
fz) = (z — 20)™ * (2 — zo)m+! Tt e talr=a)t = (z—z0)™ "
con
9(2) = com +comrr(z —20) + - ez —20)™ +
tenemos
1 1 dm—l
_ (m—1) _ s _ m
ReSf(ZO) - (m — 1)| g (ZO) - (m — 1)' ZILHZIO dzm—1 (Z ZO) f(Z) :

Ahora, demostremos que la funcién ((s) es analitica.

Teorema 2.14.3. La funcion ((s) de Riemann es analitica en la region A = {s: Re(s) > 1}.
Demostracion: Para todo n > 1, s € C:

1] 1| 1 R 1|
E e(o+it)logn (e(alogn))(e(itlogn)) - eologn | | gitlogn
_ 1 11
(elogn)a - nol’

si 0 =Re(s) >1+0d con § >0 tenemos la acotacion

1 .
—| < —= vy ya sabemos que la serie
ns ni+o

oo ]'
N —— es convergente
n=1 nl+d !

Lo cual implica que la serie ((s) = >0, ni es absolutamente convergente en Re(s) > 1, y

por el criterio de Weierstrass (ya mencionado, nota 19 al pie de pagina), también uniformemente
convergente. Dado que cada funcién 1/n® es analitica, también lo es su suma.

En la seccién 1.11. (El problema de Basilea), hemos visto que ((2) = 72/6. Euler logré encontrar
la formula para cualquier potencia par, por ejemplo ¢((4) = 7*/90, ((6) = 75/945. Ahora estamos
en condiciones de demostrar el siguiente teorema.

Teorema 2.14.4. Sea n un namero entero e indiquemos con Bs, a los ntmeros de Bernoulli.
Sea ( la funcion zeta de Riemann, entonces
. 22n717T2nB2n
(2n)!
Demostracion: (Antes de realizar la demostracion, necesitamos algunos resultados). Determi-
nacion de los nimeros de Bernoulli. La funciéon

fz) =

no esta definida en x = 0 pero esta singularidad puede ser eliminada debido a que los limites
cuando x — 0 por la derecha y por la izquierda son finitos y coinciden, como puede ser comprobarlo
facilmente aplicando la regla de De L'Hopital. La misma cosa ocurre con sus derivadas:

;o (1=m)e” =1 " :ew(($—2)6w+x+2)
f ({L’) - (61 . 1)2 ’ f ( ) (61 7 1)3 )

¢(2n) = (-1

T
et —1
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por lo tanto, podemos encontrar de la serie McLaurin en una vecindad de 0, es decir:

T z"
et —1 :ZBnH’

n>0

donde B,, representa el limite cuando z — 0 de la n—ésima derivada de f(x)

B, = lim f™(z) ,
z—0
con este proceder obtenemos
Ei)zzlﬁn _’1,

=0 e* —1

(1-—2)e”—1 1

Bi=lm " =2
z —2)e* 2 1
32:11,me((x Je +a:+):7’
z—0 (eg”—l)3 6

etcétera. Los numeros B, definidos de esta manera se conocen como numeros de Bernoulli.
Recordando las definiciones de las funciones hiperbodlicas
e —e e +e *? cosh z

sinh 2= ——, coshz=————, cothz=
2 2

senh z °

Consideremos ahora el siguiente lema.

Lemma 2.14.4.1. z + o
ee—1 2 2 2
Demostracion:
z +,2722;+z(ezfl)72Azfz+z(ez)7z e+1
e—1 2  2r—1)  2(*—-1) 2 e*—1

e #2 4 er 41 2z €2 4 em/2 z z
= c—_ =— . — = _coth-=.
e=#/2 2 er—1 2 ei/2—e"2/2 2 2

2n
. z
Corolario 2.14.4.2. =z cothz = ano 4" B, G
Demostracion: . O .
Del lema 2.14.4.1., tenemos que — 1 + 3=3 coth > siempre y cuando
ez —
z z z"
ez—1+§: Z Bnﬁ’
n>0, n#l
. 2 z
como el término BIF es igual a —5 se deduce que
2n
z z z
Z_ By =
e —1 13 2 > 2n)
n>0

reemplazando 2z por z, obtenemos

2z (22)*" np (2%
622—1 +Z:ZCOch:ZBgnW:Z4 B2n(2n)' .
n>0 n>1
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Lema 2.14.4.3. cotxz = icoth(iz).
Demostracion:
Como €' =i sen x + cosx podemos hacer las siguientes sustituciones

e + e~ jsen x+cosx +i sen (—x) + cos(—x)

coshix = = =
2 2
2cosx
=—5  =cosz,
, W e  jsenx+ cosx —isen (—x)+ cos(—x)
senh iz = = =
2 2
2t sen x .
=—F5 =isenz,

por lo tanto
. . .coshix Ccos T
icothix =1 — = =cotx .
senh ix senx

2n

Lema 2.14.4.4. zcotz — ano(—zl)"BQn%

donde los B; son los ntumeros de Bernoulli.

Demostracion: )
( n

@)™
(2n)!

Por el corolario 2.14.4.2., tenemos que zcothz =) -, Bay, ademés considerando el lema

2.14.4.3., obtenemos

2 2n
zcot z = zicoth(iz) Z Bgn i2) = Z(*4)"an% .
n>0 n>1 (2n)!
z + km
Lema 2.14.4.5. cotz = % Zk 0 o

Demostracion:
Consideremos el caso n =1, tenemos

B zicot§+§cot 5

1 z+km 1 z 1 z+7
Zcot

z
ademas sabemos que cot ( ) = —tan > asi, tenemos que

z z z z cos(z/2)  sen (z/2)
%COt 2 + %COt (5 * 5) - % (COt 2 ~tan 5) % <sen( /3) B cos(z/22) ) -

_ % (cosQ(z/Z) - sen2<z/z>) - 1 cosz
)

sen(z/2) cos(z/2) 2/2)cos(z/2) ’

considerando que sen(2x) = 2sen x cosz, obtenemos

Lecosz 1 cos z CcoS z
22 5 = I — = =cotz ,
sen(z/2) cos(z/2) 3 senz  sen z
supongamos ahora que
2m—1
z+km
cotz = — E cot, , para n > 1, usamos

2n 2n

k=0
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1
cot(2z) = 3 (cotz —tanx) , y tenemos
2" -1
1 z+km z—i—kw tanz + k7
cotzZQ—HZcotin —271“2( onil gnil ) )
k=0

dado que —tanx = cot (x + g), obtenemos

2n 1
1 z+ krw z+kmr w
cotzzﬁ E (cotw+cot<w+2>)=

k=0
1 A= z+kr 2+ (k42"
= ot Z cot ot + cot 7271“ =
k=0
Rl z—|—k7r = z—l— (k+2M)m\
2n+1 Z 2n+1 2n+1 on+1 -
2n+1_1
z + km 1 ¢ z+km\
2n+1 2n+1 + 2n+1 Z co 2n+1 -
k=0 k=2"
ontl_q
1 z+ km
= 2n+1 Z <C0t 2n+1 ) .
k=0

2,2

Corolario 2.14.4.6. zcotz=1-2>,., [Ereaer
2 w2 —z

Lema 2.14.4.7. lim,_,9 zcotz=1

2’2 ZZn

Lema 2.14.4.8. 55— =351 15050

Demostracion:
Recordemos que

1 2
—=14+x4+z+--,
1—2z

22 )
sustituyendo, obtenemos

i i 2
k22 k22 z

1_(&) - (kzﬂ'zf’ze) ok2p2 2

k272 k272

sea ¥ = W,

Ahora podemos demostrar el Teorema 2.14.4.

Demostracion (del Teorema 2.14.4.):
Por el corolario 2.14.4.6., tenemos que

2

z

zcotz:l—QE —_—
2.2 _ 2

kzlkﬂ- z
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aplicando el lema 2.14.4.8., también podemos escribir

22 24 26
ZCOtzzl_QZ (k%z T i 6.6 +> ;
k>1

dado que para cada suma, k puede tomar todos los valores mayor o igual a 1, podemos reemplazar
la sumatoria ), ., con

zeotz=1-—2 <Z2<§2) + ) + zGC((Sﬁ) +> ,

T 4 s

por el lema 2.14.4.4., tenemos que

2n
zcotz:Z( )nan( —Bo—i-z Bgn o)1 =
n>0 n>1 :
2n
=1+ Z TLBQ" 2n)!

n>1
igualando las dos tltimas ecuaciones, obtenemos la relacion

-2 (226(2) EaOM Z6<§6) +- ) - 2(4)"B2n(z72:

2 4 ™

esto ultimo nos da que para cada término n > 1

2
_2’22“ % = (_4)n32n Zi
explicitamente para ((2n) tenemos

7T2n

(—2)2n)) °

71 22717 171_2nB2n
(2n)!

¢(2n) = (=4)"Ban

Nota: En la seccion 1.5. (Nameros trascendentales) se defini6 la constante de Euler-Mascheroni,
ahora mostramos la relacion de v y la funciéon zeta de Riemann. ~ también puede ser expresada
como suma infinita, cuyos términos invocan la funcién zeta de Riemann evaluada en ntmeros

positivos:
- (DR (4 o (=DFC(k) (4 o (=DF Tk + 1)
’Y*Z & 7111(;)-‘1-2 k1) 7111(;)-&-]; K (k+1) .

k=2 k=2
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2.15. Continuacion analitica

La continuacion analitica permite “prolongar” una funcion analitica (definida sobre un dominio
dado) a una funcion analitica definida sobre un dominio mayor, y de manera tnica bajo ciertas
condiciones. Precisamente, dadas las funciones f; analitica sobre el dominio D;, y f2 analitica
sobre el dominio Ds, tales que D;N Dy # @ y fi = fa, sobre D; N Ds, entonces fi = fo
sobre Dy U Ds.

Consideremos ahora que tenemos una funcién analitica definida por una serie de potencias conver-
gente en un cierto disco

f(,z):iabn(z—a)”7 |z—a|<R.
n=0

Esta situacién no es artificial, con frecuencia la soluciéon de muchos problemas de la fisica matema-
tica viene dada por una funcién analitica definida por su serie de potencias. Es natural preguntarse
si dicha funcién puede prolongarse mas alla del disco donde esta inicialmente definida sin perder la
analiticidad. Si se piensa un poco, caeremos en que hay un procedimiento “natural” para tratar de
extender f de forma analitica, pues las funciones analiticas vienen dadas localmente por series de
potencias. Entonces, la idea es considerar un punto cualquiera b # a en el disco D(a, R) donde
inicialmente esta definida f y desarrollar f en serie de potencias centrada en b. De esta forma
obtenemos una nueva serie de potencias ) b,(z —b)" con radio de convergencia R, > 0 que
define una funcién

)= ba(z=b)", |z=b <Ry,
n=0

tal que f1(z) = f(z) para todo z € D(a,R)ND(b,Rp). Puede ocurrir que el disco D(b, Rp) se
salga fuera del disco D(a, R). En tal caso, la funcion F : D(a, R) U D(b, Ry) — C dada por

f(z) st z€ D(a,R),
F(z) =
fi(z) st z € D(b,Ryp).

Es una extension analitica de f al dominio D(a, R) U D(b, Rp). Lo més interesante es que esta
es la unica posible extension de f a dicho dominio como se deduce facilmente del principio de
identidad??.

Podemos repetir ahora con f; este mismo proceso y asi podriamos continuar indefinidamente (al
menos en teoria).

De esta forma lo que obtenemos es una coleccion de series de potencias con sus discos de conver-
gencia, la union de los cuales es un abierto en el que podemos definir una “funciéon” que “prolonga
analiticamente” a la funcién inicial. Puede ocurrir que la “funcién” asi obtenida no sea una verda-
dera funcién sino una correspondencia, i.e, una funcién multiforme. Resulta asi que las funciones
multiformes complejas aparecen de manera completamente natural en el proceso de prolongacion
analitica.

Ejemplo:

2 3
z+1] <2 para la funcion  f(z) = 27-1—1’ de tal
-

Obtener una prolongacién analitica del disco

manera que ahora en nuestra nueva region esté contenido el punto z =1+ 1.

21Principio de identidad: Sean f,g : G — C holoformas, f = g < {2z € G : f(z) = g(2)} tiene un punto de
acumulaciéon en G.
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Para prolongar analiticamente la funcion de manera que el punto z =1+ ¢ esté contenido en la
nueva region, basta tomar un punto adecuado del disco |z + 1| < 2 tal que su distancia al punto
1+ 4 sea menor que su distancia al punto donde esta la singularidad mas proxima de la funcion.
Asi, por ejemplo, el punto z = i esta a distancia 1 de z =1+, y a distancia /2 de la
singularidad mas proxima de la funcién, que esté en el punto z = 1. tenemos, entonces

5
2z +3 ) 5 1—34
= =2 S E—— N S .
@) ="y =2+, 1—i—(2—1) i’
1—1
= f(z)=2- > i e—i)" ue converge si |z —i| < |1 —i| =2
YT 1-i) 4 & Ve

n=

Definiciéon 2.15.1. La funcion zeta de Riemann ((s) es la continuaciéon analitica de la serie de
Dirichlet?? en el plano complejo a excepciéon del punto s = 1.

Por lo tanto, si encontramos una funcion analitica en C \ {1} que coincida con nuestra serie de
Dirichlet en cualquier dominio, D, entonces podemos definir ((s) para todo s € C\ {1}.

Definir la funcién zeta de Riemann de esta manera es conciso y correcto, pero sus propiedades no

estan claras. Continuamos construyendo la funcién zeta encontrando la continuaciéon analitica de
C(s) explicitamente. Para empezar, cuando Re(s) > 1, escribimos

1 1 1 1 1 1 1 1
= — — — — —(2)— — — — — — —
et 5~ 5+ () — B+ (W — W+
1 1 1 1
— (5 — + .. -1 —(n—1)—
HB) g = (g o (= D — = 1)
1 1 1 1
+(n)— +(n+1 +1 +=
() = ) Gy + 0+ D e~ (D g
1+1+1+1+1+ n 1 1 1+1+
T T T N A I ) _ —n— 4 —
15 28 35 4 b8 (n—1% (n—1)° n®s  ns
22Gerie de Dirichlet es toda serie del tipo S ‘:TT; donde s y an para n=1,2,3,... son numeros complejos.
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1 1 1 1 1 1
T T ax e ") T Mmar2r mr2r T
i+i+i+l+i+-~+n LI S
1s 35 4 5 n—=1)2 (n—-1)3° mn*
1 1 1 B

Torr "mx2r ma2r

R W 0 S ORI BORRG  |
e 3 5 s L

o n+1 pos—1+1 n+1 00 _gqnt+l
P Y =[5 -
Snz::ln ; xr = S . 1 T s

S .
e .
=30 S =) = Yo () =) -
:in(ns—(nu)s):in(;—mil)S) :

n=1 n=1

Sea x = [z]+{x}, donde [z] y {x} son las partes entera y fraccionaria de x, respectivamente.
Como [z]| es siempre la constante n para cualquier = en el intervalo [n,n+ 1), tenemos

s3] n+1 oo
s) = SZ/ [z]z~* tdr = 8/1 [z]z~* tdx |
n=17"1"

escribiendo [z] =« — {z}, obtenemos

5/100(1: — 2Nz e =5 /10o (zz*"! = {a}a~" ) da =

= s/ xr e — 5/ {z}r™*"tdax =
1 1

= 3/ x5 gy — s/ {x}r*"tdx =
1 1

= s/ x %dx — s/ {z}ax™ 5 Vda =
1 1

s+l o o]
=3 [ ] - s/ {x}r™*"tdax =
-s+1]4 1

1—s 1 1-s e}
=5 lim = —s () fs/ {z}a=* " tdx =
1

z—o00 1 — § 1—s

1
1—s

s (o)
=1 s/l {z}z* " da ,

=s5-(0)—s

- s/ {z}a™* " dx =
1
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s o0
= ((s)= - 5/ {z}a™" e, ¢>0.
s—1 1
Ahora observamos que como 0 < {z} < 1, la integral impropia anterior converge cuando o > 0
. 0 g1 , . . . . .,

porque la integral fl T dx converge. Asi, la integral impropia anterior define una funciéon
analitica de s en la region Re(s) > 0. Por lo tanto, la funcién meromorfa?® del lado derecho nos
da la continuacion analitica de ((s) alaregion Re(s) >0, y el término —*3 da el polo simple
de ((s) en s=1 con residuo 1.

La ecuacién anterior (tltima implicacion) extiende la definicion de la funcién zeta de Riemann solo
a la region mayor Re(s) > 0. Sin embargo, Riemann utiliz6 un argumento similar para obtener
la continuacién analitica de todo el plano complejo. Partié de la definicion clasica de la funcién
gamma [

La funci6on gamma extiende la funcion factorial a todo el plano complejo con excepcion de los
enteros no positivos. La definicion habitual de la funcion gamma, T'(s), es mediante la integral de
Euler.

Definicion 2.15.2. La funciéon Gamma esta definida por la férmula integral

T'(s) :/ tste~tdt ,
0

la integral converge absolutamente para Re(s) > 0, la funcion Gamma tiene propiedades muy
interesantes.

Propiedades:

1. T'(s) es definida y analitica en la region Re(s) > 0.
Demostracion:

Primero, tengamos en cuenta que para Re(s) > 0 la funcion definida por [~ e~"t""'dt es
analitica. Asi, solo necesitamos demostrar que es uniformemente convergente y luego pode-
mos aplicar el (Corolario: Sea D un conjunto abierto y 1 : [a,00] X D — C sea continuo
con derivada parcial continua g—f. Si la integral f:o (t,z)dt converge uniformemente
en subconjuntos compactos de D entonces define una funcién analitica alli y tiene deriva-
da f o aw (t,z)dt), ya que se cumplen todas las demés hipdtesis. Como era de esperar, el

exponen(;lal domina la integral dando
o0
/ ett81dt‘
n

n oo
/ e*ttS*ldt—/ ett81dt‘—
a a
oo
g/ e ot
n
o0
SC’/ e~ zldt
n

=2Ce 2" ,

1 . .
y 2Ce 2" — 0 como n — oo dando la convergencia uniforme. Ahora para ¢ > 0 tenemos

fuls) = /100 ettt ar .

n

23Una funcion se dice meromorfa si es analitica en una regiéon A excepto en los polos y, A esta contenida en el
dominio de la funcion.
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Segun el argumento anterior, cada f, es analitica. Supongamos que ¢ > ¢ > 0. Para
0<t<1 tenemos et <1 y t°"! <t~l. Por lo tanto, para n >m

1 1
m m 1/ 1 1
/ e~ ldt| < / et = = ( - )
1 1 c \ma na

Dado € > 0 podemos elegir 0 < < 1: %(i — L) < ¢ siempre que |1

P m,—#|<(5. Por lo
tanto, f, satisface la condicion de Cauchy para la convergencia uniforme para subconjuntos
compactos del semiplano o > 0. Ahora, aplicando el (Lema: Supongamos que (f,) es una
secuencia de funciones analiticas en un subconjunto abierto D de C. Si (f,) converge
uniformemente en cada subconjunto compacto (cerrado y acotado) de D a la funcion limite
f entonces f es analitica en D. Ademas, la secuencia de derivadas (f)) converge
uniformemente en subconjuntos compactos de D a f’.) vemos que la funcion gamma es
analitica para o > 0.

Podemos demostrar que la funcion IT' es una extension de la funcion factorial para argumentos
complejos, por medio de la propiedad 3. (ecuacion funcional).

2. T'(n+1) =n!, para enteros n > 0.

3. T(s+1) = sI'(s) (ecuacién funcional??), esta propiedad y la propiedad ntimero 2 caracterizan
a la funcion factorial. Por lo tanto, la funcion I'(s) generaliza n! a los nimeros complejos
s. Algunos autores suelen escribir también I'(s 4+ 1) = sl.

Demostracion:

oo
I(s+1) = / t+D=1e=tqt  integrando por partes,
0

t t

sean u =1t — du=st""1, dv=et — v=—e?t asi

oo

F(s+1):/ te ldt = —e 't*
0

_ /Ooo(sts—l)(—e—t)dt

0
=0 —|—S/ 5 e tdt = sT(s) .
0

Por calculo directo T'(1) =1 y por lo tanto por induccién T'(n+1) = n! (de forma aniloga
como se hizo para calcular I'(s + 1)) para todos los nimeros enteros positivos n. Esto
muestra que I'(n+1) y n! siguen la misma recurrencia y son iguales para todo n.

4. T'(s) puede continuarse analiticamente como meromorfa en todo el plano con polos simples
en 0,—1,—2,.... Los residuos son

(-1

Resr(—n) = Res(I', —n) = —

Demostracion:

Por la propiedad 3, I'(s+ 1) = sI'(s), tenemos

I'(s+14+1)=s(s+1)I'(s)

24Definicién. Una ecuacién funcional es aquella cuya incognita es una funcién, que debe determinarse en todo su
dominio. Por ejemplo: Determinar todas las funciones tales que f(z +y) = f(z) + f(y). Si el dominio esta formado
s6lo por nimeros racionales, las tnicas soluciones son del tipo f(z) = k - «, donde k es una constante arbitraria.
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I(s+1+2)=s(s+1)(s+2)[(s)
I(s+1+3)=s(s+1)(s+2)(s+3)I(s)

I's+14+n)=s(s+1)(s+2)(s+3)---(s+n)'(s)
I'(s+n)=s(s+1)(s+2)(s+3)---(s+n—1)I(s)

[(s+mn)
s+1)(s+2)--(s+n—1)"

I(s) = i

para cualquier entero positivo n. Ahora I'(s+ n) es analitica para o > —n entonces la
funcién en la derecha es meromorfa para ¢ > —n con polos simplesen 0,—1,—-2,..., —(n—
1). Como n es arbitrario, hemos terminado. Por construccion, esta extension de I' satisface
la propiedad 3. Para calcular los residuos, tenemos

T(s+n+1)
(s+1)(s+2)---(s+n)’

I'(s) = .

entonces
o) = lim (s+n)'(s+n+1)
Res(l', —n) = lim_ s(s+1)(s+2)---(s+mn)
m I(s+n+1)
s=—n s(s+1)(s+2)---(s+n—1)
(e

n!

)

donde hemos usado T'(1) =1 en el numerador.

n=1

I'(s) = [se”s ﬁ (1 + %) e:;] _ )

v es la constante de Euler-Mascheroni (definida en la secciéon 1.5.). Tengamos en cuenta que
el producto infinito aclara las posiciones de los polos de T'.

™

PP —s) = sen(ws) ’

y con la propiedad ntimero 5, esto da una férmula de producto para la funcion sen(ws).

. T(s+1) = V2m s°t1/2¢7% para |s| grande, Re(s) > 0. En particular, n! ~ /21 n"+1/2¢=.
(Formula de Stirling).

8. 2271 (s)I'(s + 1/2) = /7 ['(2s). (F. de duplicacion de Legendre).

Ya hemos definido a la funcién gamma I'(s), mediante la integral de Euler I'(s) = [ e~ "t*~!dt,
pero esto se aplica solo para Re(s) > 0. Ahora con la formula de Weierstrass

Definicion 2.15.3. Formula de Weierstrass

oo

1 S s
= s 1 7) Tn
sT(s) ¢ H ( BV

n=1
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donde < es la constante de Euler-Mascheroni, se aplica en todo el plano complejo. La funcion
I" es analitica en todo el plano complejo con la excepciéon de s = 0,—1,—-2,..., y el residuo de

I'(s) en s=—n es % (por la propiedad ntimero 4 de la funciéon gamma). Notemos que para

s € N tenemos que I'(s) = (s — 1)L

Para T' de s/2 tenemos

para o > 0. Haciendo t = n’rz, tenemos

o0 o0
S _n? s_ _9 5.1 5.1 _p2
r <7> :/ e~ (n?rx):(n?n dx) :/ n*ipr gt leT e 2 dp =
0 0
> ) 2 o s s 2
:/ n572+27_r§71+1x§7167n T dSC :/ nsﬂ'fl‘iilein T dl’
0 0

> 2 S o 2
/ r2 e ™" ™y = T (7) n w2 z/ x2 e T dy
0 2 0
(o)
_s S —s s_1 —_p2
= 7T2F(§)’I’L'S:/ 2 leT Ty
0

Ahora, con cuidado aplicando la suma sobre n en la integral respecto a x, para ¢ > 1, tenemos

i) (g) gns = /0OO x371 (i 6”2”“”) dz

n=1

= 7 7 (g) C(s) = /000 x371 (i 6”2”> dr .

n=1

(M

= T (%) =n'r

Definicion 2.15.4. Funcién theta de Jacobi

I(zx) = Z e

n=—oo

ahora, por propiedades de la funcién theta de Jacobi:

P(a) =142 ™™ A 2p(a) =d(x) -1,
n=1

1 1
I(x) () ,  (ecuacion de transformacion).

== NG

= 70 (2) ¢l = Tt (@) de A w@:%d; (;) +%_%

[}

Y= [ o v ars [ v de

— —; ahorasi =0 = u=o00, si =1 =u=1,
x

= 7730 (5) () = /o: (i)g_lzp <i) (- <i>2> du+/100 23\ (x) da
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) [e'e] . oo —s_1 o —s5_1
= (%) g(s):/ o5 % (a) dz+/ ro dxf/ L dr+
2 : L2 .2

evaluando las integrales, segunda y tercera, tenemos

= f%r(g) g(s)/looxéé o() dm+5i1 i+/100x31 W(x) dr
= 73 (3) ¢) = Sil —i+/100x—3—% () dx+/1mx3—1 ¥(z) do
= 750 (5) () = S(Sl_l)ju/loo 27578 p(@) + 28 p()| da

= 77 (5) () = S<51_ N +/100 (784 4231 p(a) do
b (D)= s [ () (10
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Debido al decaimiento exponencial de ¥(z), la integral impropia enterior converge para cada
s € C y por lo tanto define una funcién entera en C. Por lo tanto, la expresion anterior nos da
la continuacion analitica de ((s) a todo el plano complejo, a excepcion de s = 1.

Teorema 2.15.5. La funcion

es meromorfa con un polo simple en s =1 con residuo 1.

Demostracion:
Tanto el principio de continuacién analitica asi como el principio de identidad nos garantizan la
validez de esta afirmacion. Dado que la expresion anterior amplia el dominio de nuestra ((s)
original, de manera tunica.
Ahora para encontrar el polo simple y el residuo, tenemos que

s—1

lim 7750 (3 ) s(s = 1) - () = 1+ (5 = 1) /100 (a5

N
+
8
[N
|
_
~—
7N
=
8
w N~—
|
—
~~
s
8

= limn7 2T <f> s(s—1)-((s)=1.
s—1 2

Asi, finalmente encontramos que ((s) tiene un polo simple en s =1, con residuo Res((,s) =

Rese(s) = 1.

Ahora hemos logrado nuestro objetivo de continuar la serie de Dirichlet ({(s) := > ., =) con la

que comenzamos, hasta ((s), una funcién meromorfa en C. Ahora podemos considerar todos los

ndimeros complejos en nuestra bisqueda de los ceros de ((s). Estamos interesados en estos ceros

porque codifican informacién sobre los ntimeros primos.

Sin embargo, no todos los ceros de ((s) nos interesan. Sorprendentemente, podemos encontrar,

con relativa facilidad, un namero infinito de ceros, todos fuera de la region 0 < Re(s) < 1. Nos

referimos a estos ceros como los ceros triviales de ((s) y los excluimos de el enunciado de la

hipoétesis de Riemann.

Antes de discutir los ceros de ((s), desarrollemos una ecuacion funcional para ello. Recordemos
que la siguiente expresion no solo da la continuacion analitica de ((s), sino que también se puede
usar para derivar una ecuacion funcional para ((s).

7 il (%) ¢(s) = ﬁ + /1OO (x*%*% +x%*1) <19(m)2—1> dz ,

Riemann observé que el término ﬁ v la integral impropia anterior son invariantes bajo la

sustitucion de s por 1 —s. Asi, tenemos

C(1—s) = F%;) [5(51 5 +/100 (== 42 (19(96)2_1> da:]

100



Analisis Complejo
2.15 Continuacién analitica

luego, notamos que la expresion entre corchetes del Teorema 2.15.5., coincide con la del lado derecho
del resultado anterior, igualando, obtenemos

75T (g) ((s)=n""FT (1 - S) C(1—s).

2
Teorema 2.15.6. (La ecuacion funcional) Para todo s € C

Demostracion:

= giT (g) C(s) = 8(51_ 5 +/loo [x’%’% p(a) + 23! w(m)} dz .

Ahora, sabemos que para todo o > 0, tenemos entonces

(oo}
/ e a3 ldy
0

sea ¥ = 77127T’U,7 entonces

(oo}
n=omw 2I‘ = / —nimuy s —lgy,
0
(o]
= n°rw 2F Y(u)uz tdu
0
usando la ecuacion funcional para 9(u)

5 (uF D) —1) =

v(@) =2 (6) )

= (k@) + >—1>:—§+§+u%w<u>

/1/) u? 1du—/w u? 1du—|—/ Y(u)uz~

ahora el cambio v — 1/u, tenemos quesi u=1 = 1/u=1

:nﬂzf‘ ,

, luegosi u— 00 = 1/u=0, asi

S o0 ]. l s d o S
n~*r~ 2l (;) = /1 (2 + 72 +u? 1/1(u)> w2 t! 171; Jr/l P(u)uztdu
o0 s+1 0, —5+3 é+§
:/ uc : du+/ vz 2du+/ v du+/ P(u uz
1 2U 1 2u2 1

evaluando la primera y segunda integrales, tenemos

= n %7 20 (f) L L /00 umEtE2 P(u) du+ /OO w2t (u) du
T 2 S 5—1 1 1

= o (G) = gt (7 v )
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= noteir (D) = +/°°(+
e 2) “sis—-1 )y "

—S,_—5 S 1 o 1-s ]
= n 71-211(7):7_4_/ (u2 +u
2 s(s—1) 1

notamos que la ultima integral converge para todo s.

N
+
c

[N

L
N——
=
S
~—
QU
S

ol
N——
<
—~
£
I
<

De la ecuacion funcional

Ahora, definimos la funcién
i s (2
&(s) == 5(3—1)77 1"(2)((5) ,

En vista de la expresion de la continuacion analitica, £(s) es una funcion entera y satisface la
ecuacion funcional simple

fs) = €(1—s) .

. . . 1
Esto muestra que £(s) es simétrica alrededor de la linea vertical Re(s) = 7
Ahora hemos desarrollado la funcion zeta lo suficiente como para comenzar a considerar sus diversas
propiedades; en particular, la ubicacion de sus ceros. Hay algunas afirmaciones que podemos hacer
basadas en la teoria elemental que ya hemos presentado.

Comencemos nuestra discusion aislando los ceros triviales de ((s). Ahora, recordemos que los
unicos polos de T'(s) son simples y estan situados en s = 0,—1,—2,—3,.... De la expresion
de la continuacion analitica se sigue que ((s) tiene ceros simples en s = —2,—4,—6,..., (el
polo s =0 de I'(5) se cancela por el término ﬁ) Estos ceros, que surgen de los polos
de la funciéon gamma, se denominan ceros triviales. De la ecuacion funcional y el (Teorema: para
todo s € C con Re(s) > 1, tenemos ((s) # 0. ), todos los demés ceros, los ceros no triviales, se
encuentran en la franja vertical 0 < Re(s) < 1. En vista de la ecuacion (definicion de la funciéon
&(s)), los ceros no triviales de ((s) son precisamente los ceros de £(s), y por lo tanto son
simétricos con respecto a la linea vertical Re(s) = % Ademas, de la expresion de la continuacion
analitica, son simétricos con respecto al eje real, ¢ = 0. Resumimos estos resultados en el siguiente

teorema.

Teorema 2.15.7. La funcion ((s) satisface lo siguiente
1. ¢(s) mo tiene ceros para Re(s) > 1.
2. El tnico polo de ((s) estden s=1, tiene residuo 1 y es simple.
3. ((s) tiene ceros triviales en s = —2,—4,—6,...,—2n.

4. Los ceros no triviales se encuentran dentro de la region 0 < Re(s) <1 y son simétricos con

respecto a la linea vertical Re(s) =1 y al eje real Im(s) = 0.

5. Los ceros de £(s) son precisamente los ceros no triviales de ((s).

Demostracion:
1) La funciéon ((s) de Riemann no tiene ceros en la recta vertical ¢ = 1. La prueba se basa en
la siguiente desigualdad 3+ 4cosf + cos26 > 0, la cual se cumple para toda 6 real, pues el lado
izquierdo es 2(1 + cos )2
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Necesitamos un resultado muy importante conocido como La férmula del producto de Euler
es también llamada La forma analitica del teorema fundamental de la aritmética. Dado
s=o0+1t con o> 1, tenemos

1 1
o) = > — = Il+==
n 1-—=

n=1 peP p

Donde la productoria se extiende a los nimeros primos y la sumatoria a los nimeros naturales. De
esta forma

multiplicamos ambos miembros de la igualdad por un factor de QL

1 1 1 1 1 n 1 n 1 n 1 n
s) = .
2s 2s 45 6% 8  10% 125 148 ’

1 1 1 1 1 1 1
_ - 4+ — 4 4o
¢(s) 2SC(S) +2S +38+45 +5S +65 +7S +

1 11 1 1 1 1
<1—'>C(s)=1+(+++‘,+ ik R

multiplicamos ambos miembros de la igualdad por un factor de 3

L ig()_i+i+1+1+1+1+1+
3 25 )5\ T 35 Tgs T ms T a1s T a7s T 335 ' 309 ’

1 1 111111
<1_2s> (C(s)_?ﬁ‘g(s)> BT TR TR TR T T

1 1 1 1 1 1 11
(1—)(1—>g(s)=1+++ tomt ot e,

28 3 55 75 118 135 175 19%
de igual manera para los factores de 5,7,11,13,17,19,... (ndmeros primos), entonces
1 1 1 1 1 1
() () () () () (g o =1
despejamos
1

de esta manera
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Ahora, con el resultado de la formula del producto de Euler tenemos que, para o > 1

log (o +it)| = Relog (o +it) =

:—ReZlog(l— Rezz

p m=1

c(n
= Re Z TLU'Ht = Z 7(10) cos(tlogn) ,

n=2

mpms

en donde c(n) es % si n es una m—potencia de un primo, y 0 en otro caso. Por lo tanto

log |3 (o)A (o + it)C(o + 2it)| = i ng) (3 + 4 cos(tlogn) + cos(2tlogn)) >0,

n=2

pues ¢(n) > 0. Por lo tanto

Clo +it)
o—1

{(o =1)¢(0)}°

’Kw+%ME .
oc—1

Supongamos ahora que 1+ it es un cero de ((s). Entonces dada la siguiente. Proposicion:
Para la funcién Zeta de Riemann ((s) existe una funcién h(s) analitica en o > 0 tal que
¢(s) = 715 + h(s). Demostracion: Para ¢ >1 tenemos que

)= [ i = - [T - i)

1 1t
+1—s/ Hdt,
1

s—1 tstl

puesto que la ultima integral converge absolutamente para ¢ > 0, la proposicién se sigue del
Teorema de Weierstrass. Sea {g,(s)} una sucesion de funciones analiticas definidas en un con-
junto abierto S del plano complejo. Suponga que {g,(s)} converge uniformemente en todo
subconjunto compacto de S hacia la funcion g¢(s). Entonces g(s) es analitica en Sy la sucesion
de derivadas {g/,(s)} converge uniformemente en cada subconjunto compacto de S hacia ¢'(s).
Asi, la proposicion anterior implica que

(U+zt)
oc—1

{(o=1)¢(0)}?

(o +2it)]

tiende al limite finito
ICG+#WKQ+%ﬂL
cuando o — 17. Puesto que {(o—1)¢(0)}? a+zt)

contradiccion.

|C(0 +2it)| tiende a +o00, obtenemos una

Ahora, la funcién ((s) de Riemann no tiene ceros en el semiplano o > 1. Solo resta probar la
proposicién cuando ¢ > 1. Pero en este caso
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1

La franja 0 < Re(s) <1 se denomina franja critica y la linea vertical Re(s) = 5 se llama linea

critica.

2) Se probo en el teorema 2.15.5.

3) Dadas las propiedades de la funcién I'(s) podemos escribir la ecuaciéon funcional en varias

formas equivalentes.

rE T (D)) = F(1;S)<(1—8> :

Por ejemplo:

C(s) = 2°7°! sen (%) L(—s)¢(1 —s).

Con referencia a la ultima expresiéon demostraremos el siguiente corolario.

Corolario 2.15.8. (Ceros triviales)
Si 0 <0, entonces ((s) =0 siysolosi s=—-2n, neN.
Demostracion:

La funcion I'(—s) no se anula en todo el plano complejo y ¢(1—s) tampoco lo hace para o < 0.
Puesto que el producto de Euler converge a un valor no nuloen Q,:={s=o0+it: o > 1}y de

la igualdad ((s) =]

s

2

1
P 171/1)5’

sen( ):0 siysolosi s=2n, n€Z.

se deduce que ( no posee ceros en el semiplano ¢ > 1. Ademas,

Estos valores pares negativos en donde la funcién se anula “trivialmente” son conocidos como ceros

triviales de la funcién zeta.

Riemann coment6 sobre los ceros de Re(s) en sus memorias (lo veremos en el siguiente capitulo).

A partir de sus declaraciones se formul6 su hipétesis.
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Capitulo 3

La hipo6tesis de Riemann

Uno de los mayores desafios de las matematicas es sin duda la hipétesis de Riemann. El “santo grial”
de las mateméticas, que, de manera maés realista, se considera el problema abierto més importante
de las matemaéticas, ha atraido a estudiosos de todo el mundo durante 150 anos, es decir, desde
que Bernhard Riemann formul6 la primera version en 1859. Forma parte de los veintitrés famosos
problemas de Hilbert y de los siete problemas del milenio por los que el Clay Mathematical Institute
ha ofrecido un millén de doélares. Pero, sobre todo, forma parte de los suenos de los mateméaticos
-y no mateméticos- que, si demostraran la validez de la conjetura del gran matemaético y fisico
aleman, verfan su nombre consignado a la historia.

Recuerdemos que en el Teorema del ntimero primo (Teorema 1.7.25.) se dijo que una estimacion
aproximada para una la funciéon w(z), el namero de primos < z, viene dado por la funcion
x/log(x). Recordemos, también, que un refinamiento de esa suposicion, ofrecido por Gauss, surge
de este curioso pensamiento: la “probabilidad” de que un ntimero n sea primo es proporcional
al reciproco de su niamero de digitos; mas precisamente, la probabilidad es 1/log(n). Esto es,
suponer que el valor aproximado de w(z) serfa el drea de la region de 2 a x bajo la grafica de
1/log(z), una cantidad a veces referida como li(x), Li(z), “li", “Li” es la abreviatura de Integral

logaritmica, porque el area de la region de 2 a x es 1/log(z), recordando (la definicion)
T di
2 log(t)"

La figura 3.1 muestra la grafica de las tres funciones Li(z), 7(z) y z/logz, para x < 200. Pero
los datos, por impresionantes que sean, pueden ser enganosos. Parece que las tres graficas nunca se
cruzan para grandes valores de z, y tenemos la relacion simple z/log(z) < m(X) < Li(z) para
x grande.
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50

40+

30
— li(x)

m(x)

X

log(x)
20

L L L L
50 100 150 200

Figura 3.1: Li(z) (arriba), 7(z) (en medio), x/log(x) (abajo).

Es un gran desafio evaluar m(z) para valores grandes de xz. Por ejemplo, supongamos que
x = 1024. Entonces tenemos:

) = 18,435,599, 767, 349, 200, 867, 866

) 18,435,599, 767, 366, 347, 775, 143 . 10580. ..
z/(log(z) —1) = 18,429,088,896,563,917, 716,962 . 93869 ...

)

)

17,146,907,277 . 105803 . ..
95,262,042,231,857 . 096416. ..

De manera mas imaginativa, podemos pensar en el error en esta aproximacion a m(x), i.e., |Li(z)—
m(x)|, (el valor absoluto) de la diferencia entre Li(z) y m(z), como (aproximadamente) el
resultado de una caminata que tiene aproximadamente x pasos donde te mueves bajo la siguiente
regla: dirijase hacia el este una distancia®® de 1/logn pies si n mno es primo y al oeste por una
distancia de 1 — (1/logn) pies si n es primo. Tu distancia, entonces, desde el origen después de
x pasos es aproximadamente |Li(z) — w(x)| pies.

No tenemos idea si esta imagen de las cosas se parece a un paseo verdaderamente aleatorio, pero al
menos es razonable plantear la pregunta: ;Li(X) es esencialmente una raiz cuadrada aproximada
de w(z)? Podriamos decir que si. Para cualquier nimero real z, el nimero de nimeros primos
menores que z es aproximadamente Li(x) y esta aproximacion es esencialmente la raiz cuadrada.

La hipotesis de Riemann esta relacionada “genéticamente” con los nimeros primos, que son los
“atomos” de las matematicas. Su demostraciéon podria cambiar la forma de hacer negocios hoy en
dia, pues los niimeros primos son el eje central de la seguridad en la banca y el comercio electrénico.
Supondria también que habria una profundo impacto en la vanguardia de la ciencia, que afectaria a
la mecanica cuantica, la teoria del caos, y el futuro de la computacion. Por ello, el mismo instituto de
matematicas Clay de la Universidad de Cambridge en Massachussets, anuncié durante el congreso
internacional de Paris el 24 de mayo de 2000, en conmemoracién del centenario de la conferencia

25En esta seccion nos referiremos a la distancia euclidea, como la distancia “ordinaria” entre dos puntos de un
espacio euclideo, la cual se deduce a partir del teorema de Pitagoras. dg = /(22 — 21)2 + (y2 — y1)2.
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de David Hilbert, que premiarfa con un millon de doélares a quien lograra demostrar cualquiera
de los 7 problemas matemaéticos abiertos del momento, denominados comtnmente del milenio,
del que la hipoétesis de Riemann formaba parte. Como anécdota para resaltar la importancia de
la hipoétesis de Riemann, cabe comentar que en una ocasién en 1943, poco antes de morir, un
periodista le pregunt6 a David Hilbert cuél seria su primera pregunta si pudieran resucitarle 500
anos después de su muerte, a lo que éste respondié sin titubeos: “;Ha demostrado alguien la
Hipotesis de Riemann?”.

En el ano 1900, el aleman David Hilbert pronuncié una conferencia durante la celebracion del
congreso internacional de matemaéticas en Paris. Esta intervencion guiaria en cierto modo el devenir
futuro de las matemaéticas. En ella Hilbert enuncid, lo que desde su punto de vista debian ser
considerados los 23 problemas matematicos atin no resueltos mas importantes del momento, y
en los que la comunidad matemaética deberia volcar todos sus esfuerzos, de ahi su famosa frase
“Debemos saber, y sabremos”. El problema niimero 8 trataba precisamente la hipotesis de Riemann,
enunciada de tres modos diferentes:

« HR.1:

La funcién Li(z) de Gauss esta a distancia raiz cuadrada de w(z).

« HR.2:

Las funciones Li(z) de Gauss y R(z) de Riemann estan a una distancia de orden raiz
cuadrada de 7(z).

= HR.3:

Todos los ceros no triviales de la funcién zeta de Riemann, definida como continuacién ana-
litica de la forma

C(S):iﬁ’ Re(s) > 1,
n=1

estan en la franja critica vertical, formada por los numeros complejos s tales que Re(s) = %,
i.e., en mitad de la franja critica.

Conjetura 3.0.1. (La hipoétesis de Riemann)
Todos los ceros no triviales de la funcién ((s) de Riemann se encuentran en la linea critica
Re(s)

_1
— L

BANDA
t4 criTicA

o
v

- o

CEROS
NO TRIVIALES

ceros triviales

polo

LINEA
e "= | CRiTICA

continuacién compleja dominio original

Figura 3.2: Ceros de la funciéon zeta de Riemann.

109



La hipotesis de Riemann

Figura 3.3: Primera pagina del trabajo original presentado por Riemann en 1859.
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3.1 Ceros triviales

3.1. Ceros triviales

La siguiente expresion nos brinda la continuacion analitica de la funcion ((s) de Riemann a todo
el plano complejo, a excepcion de s = 1.

0= [+ (e (M0 ) a]

es meromorfa con un polo simple en s = 1 con residuo 1. Como ya se demostré en el capitulo
anterior (Teorema 2.15.5.).

Recordemos que los tnicos polos de T'(s) son simples y estén situadosen s =0, —1,—2, -3, ...

Figura 3.4: Grafica de la funcion Gamma TI'(s), donde se aprecian sus polos simples ubicados en
s=0,-1,-2,-3,...,—n.

De la expresion de la continuacion analitica se sigue que ((s) tiene ceros triviales en s

—2,—4,-6,...,-2n, n €N, (el polo s =0 de I'(5) se cancela por el término 5(517_1)) Estos

ceros, que surgen de los polos de la funciéon gamma, se denominan ceros triviales. Se demostro en
el corolario 2.15.8.

-4 iz R ———

Figura 3.5: Gréafica de la continuacion analitica de la funcion zeta ((s), donde se aprecian sus
ceros triviales ubicados en s = —2,—4,—6,—8,..., —2n, n € N.
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3.2. Ceros no triviales

Se pueden encontrar por internet varias tablas sobre la ubicaciéon de los primeros ceros no triviales
de la funcién . Desde principios del siglo pasado, donde en que comenzo el conteo metdédicamente
tales ceros, hasta la fecha se han calculado todos los ceros con valores de parte imaginaria del orden
de 10'3.

Sin embargo, existen otros casos aislados de célculo en regiones atin més lejanas al origen, la
mayoria de los cuales se deben al trabajo (también tedrico) del mateméatico Odlyzko quien, en
colaboracion con Schénhage, fue capaz de crear un algoritmo eficiente para calcular los valores
zeta. Este mismo algoritmo es la base de los célculos modernos, los mismos que permitieron llegar
a la imagen completa de los ceros (no triviales) de ¢ para valores con parte imaginaria de 0 a
1013, (Luego, también de 0 a —1013, pues ((5) = ((s), Vs € C).

Los ceros no triviales de la funciéon ¢ son de la forma
1
seC, s=§+zt, teR,

es decir, todos parecen confirmar la hipdtesis de Riemann.

Tabla de verificaciones numéricas de HR

Afio  Investigador Ntmero de ceros
(1859) Riemann >3
1 usando Euler-Maclaurin
(1903) Gram 15
(1916) Backlund 79
(1925) Hutchinson 138
J usando Riemann-Siegel
(1936) Titchmarsh y Comrie 1041
(1953) Turing 1104
(1956) Lehmer 25000
(1958) Meller 35337
(1966) Lehman 250 000
(1969) Rosser, Yohe, Schoenfeld 3502500
(1979) Brent 81000001
(1982) Brent, van de Lune, te Riele y Winter 200 000001
(1983) van de Lune y te Riele 300000001
(1986) van de Lune, te Riele y Winter 1500000001
(2001) van de Lune (no publicado) 10000 000 000
(2003) Wedeniwski (Zeta-grid) 250 000 000 000

Con un nuevo método de Odlyzko y Schénhage
(2004) Gourdon 10000 000 000 000

Un proverbio bastante comin en matematicas dice que “N pistas no forman una prueba” (por muy
grande que sea N) y se sigue trabajando en este campo, tanto para confirmaciones adicionales o
para cualquier negacion.

= Si la hipétesis de Riemann es cierta, estos célculos no son suficientes para probarla: se pro-
porcionan tablas de ceros cada vez mas grandes, pero no una demostracion.

= Si la hip6tesis de Riemann es falsa, suponiendo que cualquiera pueda probarla, es razonable
suponer que los calculos, tarde o temprano, acabaran identificando un cero s (no trivial) de
la funcion ¢ tal que Re(s) # 1/2.
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Veamos, por tanto, la ubicaciéon de los primeros ceros no triviales de la funcién ¢ (por tanto de
los primeros ceros de la funcion &). Como ya se menciond, ((s) = ((8), por lo tanto, dicha tabla
incluye autométicamente los valores de § = 1/2 — it, partiendo de los valores s =1/2+it. Hay
muchas tablas de los ceros no triviales en internet y, a menudo, en ellas, s6lo se indica el valor de
la parte imaginaria ¢ € R de los ceros, ya que, hasta ahora, todos tienen parte real 1/2.

Numero de cero Valor de ¢

(en orden de distancia al origen) | (truncado a los primeros 10 decimales)

1 14.1347251417
21.0220396387
25.0108575801
30.4248761258
32.9350615877
37.5861781588
40.9187190121
43.3270732809
48.0051508811
49.7738324776

O 00| | | O x| W

—
o

£ s

Recordando la funcién € = £(s—1)7~2 I'(£) {(s), es una variante de la funcioén zeta de Riemann
y se define de modo que tenga una ecuacion funcional particularmente simple (como se menciono
al final del Teorema 2.15.6.). Asi podemos aproximar la funcién ((s) de Riemann por medio de
la funcion £(s).

Figura 3.6: Grafica de la funcion £(s).

Para encontrar los valores de la funcion ((s) de Riemann emplearemos la Formula de Rie-
mann—Siegel que es una férmula asintética para el error que se comete en la ecuacién funcional
aproximada de la funcion zeta de Riemann. Esta fue encontrada por Siegel (1932) en unos manus-
critos no publicados de Bernhard Riemann alrededor del ano 1850.

Por medio de la ecuaciéon funcional es posible definir dos funciones reales y continuas 9(t) y
Z(t), t >0, tales que ((3+it)=2Z(t)e"® y 9(0)=0.
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La formula de Riemann-Siegel para ¢t > 0

e
Z(t) =e W0 ¢ <; + z‘t) _9 Z cos(19(t\)/;l tlnn) R

n=1

LV/25)
L Z(t) = e | Z cos(ﬁ(t\); tlnn) iR
n

n=1
De la ecuacion funcional se sigue que ¥(t) depende solo de la funcién gamma

t
9(¢) —ImlnF( +22) —ilnw.

Generalmente 9(t) se calcula por medio del desarrollo asintético

oo

t t (22n=1 —1)|Bg,| 1
) =gmgt—5-3 Z 220(2n — 1)2n 2017 oo

S

| Nallg Mgl
~J VU i

Figura 3.7: Grafica de la funcion Z(s).

Graficando la funcion ((s), de tal manera que sus partes real Re(s) e imaginaria Im(s), se
muestren en la misma gréafica, podemos observar que cuando los ceros de ambas partes coinciden en
los mismos puntos del eje horizontal, i.e., son los ceros no triviales de la funcion ((s) de Riemann.
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Figura 3.8: Grafica de las partes Re [C (% + zt)] (azul), Im [( (% + zt)] (gris).

Con la formula de Riemann-Siegel podemos calcular los valores de la funcién ((s) por ejemplo
para los siguientes valores de ¢

t ¢(1/2 + 1t) Re(s) | Im(s)
140 | C(1/2 +i14,0) | 0,02 | 0,10
14,2 | C(1/2+i14.2) | —0,01 | 0,05
14,6 | C(1/2+i14,6) | 0,01 | 0,38

ie.,
= ((%+114,0) = (0,02 +i0,10),
» (3 +1414,2) = (-0,01 +10,05),
= ((%+1414,6) = (0,01 + i0,38).

En particular notemos que

Im {C <; + i1470)] =-0,10 ie., Im {C (; + i14,0)] <0,
1. . 1.
Im [{ (2 + 114,2>} =0,05 ie, Im {C <2 + 214,2)] >0,

la parte imaginaria de ( (% + z't) cruza el eje horizontal, i.e., debe existir un cero tal que t €
(14, 14,2).

Y también notemos que

1 1
Re [g (2 + il4,0)} =0,02 1ie., Re [C (2 + i14,0)} >0,

Re [c (; + 1'1472)] =-0,01 ie., Re [g (; + 2'14,2” <0,

la parte real de ( (% + it) cruza el eje horizontal, i.e., debe existir un cero tal que ¢ € (14, 14,2).
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Figura 3.9: Podemos apreciar los cambios en los valores de positivo a negativo de la parte
Re[¢ (1/2 + it)] (azul), y de negativo a positivo en la parte imaginaria Im [¢ (1/2 + it)] (gris).

Retomando la funcién theta de Riemann-Siegel

tot ot T = (22— 1)|Ba| 1
=—In
27 2r 2 8 A< 2(2n—1)2n {271
tot ot (227 -1(/6) (2 = 1)[Ba| 1
S22 2 8 2(2-1)227t 4 22(2p—1)2n 20l

tot ot o1 1/6 = (22" —1)|By,| 1
= W) =ghg -5zt 22n(2n — 1)2n {201

(22n=1 1) |an\ 1
22n(2n —1)2n  ¢2n—1

= ﬁ(t):fln——f—— +Z

tot ot w1 (22D =1/30] | (2 = 1)[By| 1
2 2m 208 48t 24— D4l 4 22n(2n - 1)2n 20l

3 e 2n—1 _
S oo =tm Lo T, L (2)0/30 (2 D)[Bga| 1
2 2 2 8 48t 16(3)4 | 4 2(2n—1)2n 2!

tot ot w1 7/30 (22771 —1)[By,| 1
= It)=zln—— - ——
B =3hs—5 FRANVTTETIDYE = 22n(2n —1)2n {21

5 I =iml T LT
T oMoy T2 TR T ust T 576068

Ahora, si t = 14,1347251417346937904572519835625, vy sustituyendo en la expresion anterior

oy = Widt 14134 1418 7 1 N 7 .
_ n _ _T
2 2 2 8 ' 48(14,134...) ' 5760(14,134...)3

evaluando y simplificando, tenemos
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9(t) ~ —1,728670247359832742372104349590 .

Luego, necesitamos conocer el valor de n en la siguiente expresion

V35
1 . _ cos(¥(t) — tlnn)
C(+zt>—e“9(t) 2 ) +R
2 —~ Vn

)

entonces, tomaremos la parte entera inferior de | ﬁj

ne| [t =1 \/14,1347251417346937904572519835625 |-
“Woard T 21 -

= |1,4998704529233074482191259501034] = mn=1,

ahora, ¥(t) ~ —1,728670247359832742372104349590, n = 1, y sustituimos

C(i H_t) _ ier2) <2cos((—1,72ﬁ) —tn(1) | R)

= o Gi) = e (17200 — al1) + )

- ¢ (i + Z-t) = ¢/ (172) (2cos((~1,72....) — £(0)) + R)
= ¢ (; + it) = ei172..) (2cos(—1,72...) + R)

1
= ( (2 + it> = (cos(1,72...) +isen (1,72...)) (2cos(—1,72...) + R)
evaluando y simplificando, tenemos ¢ (% + it) = (a+ib)(c+ R), donde

a = —0,15721892449455103928582644976
b= 0,98756377504482041386856847512
¢ = —0,3144378489891020785716528995

N = |+/t/2r] =1y R es el resto, para calcularlo prodecemos de la siguiente forma

B 0\ —1/4 £\ —1/2 + N\ —2/2 +\ —3/2 + o\ —4/2
R~ (1)1 (*) Co + C1 <*) +C> (*) +Cs (*) +C4 ( )
27 27 2w 27 2w

donde
cos(2m(p*—p—1/16)
Co= \I/(p) = ( cfs(Z:p) ) ’
€1 = _9617r2 v (),

Cy = 184;2-”4\1](6)(1)) + 52 V@ (p) ,

6412
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UO (p) — 3= UE) (p) — )(p)

WD (p) + s5ibioms VO (0) + g VO () + 152 V()

_ 1
Cs = 530841670

_ 1
Cy= 203843174478

y U™ indica la n—ésima derivada, y donde p es la parte fraccionaria p = { %}, ie.,

p = {1,4998704529233074482191259501034},

p = 0,4998704529233074482191259501034.

Procedemos a calcular las derivadas y evaluar para encontrar los coeficientes C,,, m =0,1,2,3
Cp = 0,38268346171694693660489883865 ,
C1 = 6,950227015209733054468481 x 1076 |
Ca = 0,00518854285106749118451846077
C3 = 3,47112541178474593177 x 10~7 |
(3

as{, tenemos que

) = (F2=) = 2,2496113755523674242432707115901,

R = 0,314360362665317019065835758.

Y sustituyendo los valores en la expresion ((1/2 4+ it), tenemos

1
C(2 +it> =(a+1ib)(c+ R), ie.
1
¢ <2 + 1'14,134...) = (0,15 +140,98...) (~0,31443 - - - + 0,31436 ...

(—0,15- - +10,98...) (—0,3144 - - - +0,3143...)

\_/

= c( +i14,134..

1
= ( < +1414,134. > —0,15---4140,98...) (—0,000077486323785059)

1

= ¢ ( +1414,134.. ) = (—0,1572189244945 + i0,9875637750448) (—0,00007748632378)
1

= ¢ (7 +1414,134 .. ) = (0,00001218231648852360473 — 40,00007652268643151862326)

luego, C( +1i14,134...) = (0 +0) es el primer cero no trivial de la funcion, tal que

1
Re(s) = 3 A Im(s) = 14,1347251417346937904572519835625 .

Asi, hemos verificado que la funcién zeta tiene un cero no trivial
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3.3. La funcién zeta y los ntimeros primos

La esencia de la relacion entre ((s) y los nimeros primos es la formula del producto de Euler

C(s):Hl_; Re(s) > 1,

—s
» p

en la que el producto de la derecha se toman a todos los ntimeros primos. Tomando el logaritmo
de ambos lados y usando la serie

1 1
log(lfx):fxf§x275x3f~~ ,

obtenemos

g () = 33 (2)r . Re)>1.

Esta suma se puede escribir como una integral de Stieltjes?%

log ((s) = /000 x=°dJ(z), Re(s)>1,

donde J(z) esla funcion que comienza en 0 para = 0 y aumenta en un salto de 1 para los primos
p, con un salto de 1/2 para los primos al cuadrado p?, con un salto de 1/3 para ntimeros primos
al cubo p3 y asi sucesivamente. En general, tenemos un salto de 1/i por cada i—ésima potencia de
un primo, i.e., pt.

Como es habitual en la teoria de las integrales de Stieltjes, el valor de J(z) cada salto se define
como el punto medio entre el valor anterior y el siguiente. Entonces J(z) es igual a cero para
0<x<2 esl/2parax =2 es1para 2 <z <3, etcétera. Por lo tanto, una formula para
J(x) es

1 1 1

Claramente estamos interesados en m(z) y noen J(x). Las dos funciones estén relacionadas por
la ecuacion.

Ja) = w(a) + g7 4 Sw @) o ()

Simplificando la definicion de J(x) que debe tener en cuenta el valor en puntos de salto en la
definicion mas simple
1
P

n<g

entonces, tenemos que

1 1
n=1 = Z’ = W(I),

26La integral de Riemann-Stieltjes es una generalizacién de la integral de Riemann, es una herramienta inestimable
para unificar formas equivalentes de teoremas estadisticos que se aplican en la probabilidad discreta y continua.
A diferencia de la integral de Riemann, que depende de una sola funciéon f llamada integrando, la integral de
Riemann-Stieltjes depende de dos funciones, el integrando f y una funcién o llamada integrador. Para la integral
de Riemann-Stieltjes se utiliza el siguiente simbolo: ff f da.
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1 1/2
n=2 = — = m(z ),
2 2
p*<z
1 1/2
n=3 = — = m(z ),
p°<z

Sumando todos los términos llegamos a la férmula para J(z). Es interesante notar que la sumatoria

no es infinita ya que para “n” lo suficientemente grande tendremos z'/” < 2 y por lo tanto

m(zt/™) = 0.

Riemann invierte la relacion entre J(z) y m(z) usando la “férmula de inversion de Mdobius
(Teorema 1.9.11.)” para encontrar que

m@) =Y @J(Zl/n) :

Partiendo de la férmula

1 1 1
J(z) =m(z)+ 577(331/2) + gw(:cl/?’) +F ﬁﬂxl/n) ,

para cada ntumero primo “p”, debemos reemplazar por ambos miembros la funcion f(z) con

f(z) — f(z'/?)/p. Entonces, repitiendo el procedimiento tenemos que

J(z) =7(x) + %w(l«l/z) n %ﬂ_(xl/ii) I %ﬂ_(xl/n)

21/2
( J( 5 ) — (.Z')-i—%ﬂ'(.%‘l/g)—l- + F(ﬂ?l/")
21/2 21/3 21/6
J(LL‘)—J(Z ) J(3 ) J(2 >:7T($)+ ..+77T($1/n)

En el segundo paso, la f(x) genérica viene dada por J(z)— J(x'/?)/2 por lo tanto se sustituye
con f(x) — f(2'/3)/3 que lleva a J(x'/2)/2 — J(«'/3)/3 + J(2/6)/2 donde los signos de los
términos corresponden al nimero de factores (el signo es positivo para un ntumero par de factores,
negativo para un namero impar). Llevando este razonamiento al infinito, la inversion se completa.

Por tanto, la formula para w(x) viene dada por una suma de contribuciones de tres tipos
= Contribuciones que crecen monétonamente con x.
= Contribuciones que crecen en valor absoluto pero fluctian en signo.

= Contribuciones que no aumentan cuando = aumenta.
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Intuitivamente puede venir a la mente considerar sélo las contribuciones de primer tipo y en este
caso tendriamos la aproximaciéon

:Ooﬁ l/n
)= 2 L

Lo extraordinario es que esta aproximaciéon demuestra empiricamente ser mucho mas precisa que
la aproximacion de Gauss (i.e., Li(z)).

Las dos aproximaciones son buenas pero la de Riemann est4 cada vez mas cerca del valor real.

Riemann sugirié que al tomar sélo los términos Li(wl/ ™) se encontraba ya una buena aproximacion,
hasta diez millones, el error de Riemann en la aproximaciéon del conteo de numeros primos fue de
unas pocas docenas de nimeros, mientras que el de Li(z) es de cuatro a diez veces mayor. Luego
anadi6 también el término sobre los ceros de la funciéon zeta. Entonces tenemos la funcion R(x)
que aproxima a 7(z) dada por

=2 e e (] o~ e2)

n

k

SO0 it 4 i)
n

v=1lv=1

Tomando solo los primeros k pares de ceros no triviales de la funcién ((s), con p cero no trivial
de la funcién zeta.

.Y esto nos da un buen resultado? Veamos qué sucede con la funcion R(z), con respecto a 7(z),
probemos para un cero no trivial, i.e., Ri(z)

251 — %)
— Ry

20

Figura 3.10: La funcion R; aproximando la escala de los ntimeros primos 7(z) hasta 100.
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Probemos ahora con Rjp(x)

5L — 1)

— Ry

Figura 3.11: La funcion R;p aproximando a 7(z) hasta 100.

Probemos ahora con Ras(z)

251 —— ;%)

— Fgs00

Figura 3.12: La funciéon Rgs aproximando a 7(z) hasta 100.
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Probemos ahora con Rxo(x)

25f — )

— Aso(x)

20

0 20 40 60 80 100

Figura 3.13: La funcion Rsp aproximando a 7(z) hasta 100.

Finalmente, probemos ahora con Rogs(x)

100

— %)

Figura 3.14: La funcion Rgs aproximando a 7(z) hasta 500.
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Veamos la siguiente tabla donde se muestran las estimaciones al valor real de w(z)

x m(x) Li(x) m(x) — Li(z) R(z) m(x) — R(x)
100 22 30 5 26 1
1000 168 178 10 168 0

10000 1229 1246 17 1227 -2
10° 9592 9630 38 9587 -5
107 78498 78638 130 78527 29
10% 664579 664918 339 664667 88
10° 5761455 5762209 754 5761552 97
10T 50847534 50849235 1701 50847455 =79
1011 455052511 | 455055615 3104 455050683 -1828
10" | 4118054813 | 4118066401 11588 4118052495 -2318

Como se puede observar hay oscilaciones de las dos aproximaciones pero la de Riemann esté cada

vez mas cerca del valor real. La formula de Riemann proporciona una estimacion del error cometido
por su formula.

V.4

M P Y l"\-\“f\
M A W“VV‘\_/‘ W WY W

.lm NPT A
T MA ALY ool

—200

— li(x) —m(x)
| — RO -m(x)

n(x)

—_—x
log(x)—1

L] 50000 100000 150000 200000 250000 300000

Figura 3.15: Comparacion entre las funciones Li(x), R(z), z/(Log(z) — 1) en diferencia con la
funcion 7 (z), de 0 a 300000.
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—1000+

—2000

— ()= (%)
~3000F — R(X) —a(X) 4

x
—_——— =X
log(x)—1 )

2x108 4x108 6108 8x108 1x107

Figura 3.16: Comparacion entre las funciones Li(z), R(z), z/(Log(x) — 1) en diferencia con la
funcion 7(z), de 10° a 107.

Como ya se menciono, la estimacion de Gauss usando el logaritmo integral es muy buena, sin
embargo, podemos concluir que la funcion R(z) de Riemann es mucho mejor, en la cual los ceros
no triviales de la funcién zeta son utilizados como “correctivos” en la estimacion.
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Capitulo 4

Relacion con la Fisica

Todo lo que se piensa sobre el contenido Universo a grosso modo esta representado por la siguiente
figura.

Atomos
4.60%

Materia oscura
24%

Energia oscura
71.40%

Figura 4.1: Composicién del Universo.

Hoy se estima que la materia ordinaria compone alrededor de un 4,6 % del universo. Por otro lado,
alrededor del 24 % esta compuesto por la materia oscura, y el restante 71,4 % lo conforma la energia
oscura. Estas ultimas dos denominaciones tan parcas muestran, en realidad, lo poco que se sabe
tanto de la materia oscura como de la energia oscura.

= Materia oscura: No emite ni absorbe radiaciéon electromagnética. Si lo hiciera, podriamos
conocer mucho mas acerca de ella, ya que cada tipo de molécula reflejaria la luz de una
manera diferente, e interactuaria con cada uno de los tipos de onda de forma tunica, reve-
lando asi algunas de sus propiedades fisicas. Su existencia se deduce a partir de sus efectos
gravitacionales sobre la materia que afectan el movimiento de esta, o bien la distorsionan
a través de lo que se conoce como la lente gravitacional (la curvatura de un haz de luz al
pasar cerca de un cuerpo), o a través de su influencia sobre la estructura a gran escala del
universo (formando filamentos intergalacticos), o por sus efectos en la radiacion de fondo de
microondas. O sea, no se puede observar directamente, pero se pueden observar la multitud
de efectos que produce sobre la materia con la que interactia.

= Energia oscura: Tiene un efecto contrario a la gravedad, y es la causante de que el universo
actual se encuentre en expansion. ;Quiza sea la constante cosmologica de Einstein?

» Materia ordinaria o materia bariénica: Es todo aquello formado por leptones (particulas
elementales) y bariones (formados por quarks, que son también particulas elementales).
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Relacién con la Fisica

Lo que entendemos es alrededor del 4 % del contenido del universo, descrito por el modelo estandar
de particulas

tres generaciones de materia
(fermiones)

portadores de fuerza
(bosones)

=1.28 Gevic?
%

=173.1 GeVic?
%

=124.97 GeVic?
0

¥z C ¥z t 1 9 o H
up charm top gluon higgs
=4 =4
=47 MeVic? =96 MeV/c? =418 GeVic? o
¥ % % 0
¥z d v S v b y
down strange bottom fotén
=4 -t
=0.511 MeV/Ic? =105.66 Mevic? =1.7768 Gevic? =91.19 GeV/c?
-1 -1 -1 0
» (& » (U » @ D
electrén muon tau bosén Z
=10 eVic? <0.17 MeVic? <18.2 MeVic? =80.39 GeV/c?
0 0 0 +1
w (V8 w (VR v (B 1 W
electrén muon tau <
neutrino neutrino neutrino bosén W

Figura 4.2: Modelo estandar de la fisica de particulas.
Las dos teorias fundamentales que nos ayudan a explicar todo esto son la teoria de la relatividad
de Einstein y la mecénica cuéntica.

Un oscilador arménico simple es una particula o sistema que experimenta un movimiento arménico
en torno a una posicion de equilibrio, como un objeto con masa que vibra sobre un resorte.

Energia

U = Ske?

B e S Sy

+

Figura 4.3: El pozo de energia potencial de un oscilador armoénico clésico.

La energia de un oscilador clasico cambia de forma continua. La energia més baja que puede tener
un oscilador clésico es cero, lo que corresponde a una situaciéon en la que un objeto esta en reposo
en su posicion de equilibrio. El estado de energia cero de un oscilador clésico significa simplemente
que no hay oscilaciones ni movimiento alguno (una particula clasica sentada en el fondo del pozo
de potencial en la Figura 4.3). Cuando un objeto oscila, por muy grande o pequeha que sea su
energia, pasa el mayor tiempo cerca de los puntos de inflexién, porque es ahi donde frena e invierte
su direcciéon de movimiento. Por lo tanto, la probabilidad de encontrar un oscilador clésico entre
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los puntos de giro es mayor cerca de los puntos de inflexion y menor en la posicion de equilibrio.
(Observe que esto no es una declaracion de preferencia del objeto por ir a una energia méas baja.
Es una declaracion sobre la rapidez con la que el objeto se mueve a través de varias regiones).

Un problema de esta formulacion clasica es que no es general. No podemos utilizarla, por ejemplo,
para describir las vibraciones de las moléculas diatomicas, donde los efectos cuanticos son impor-
. . . . . iy < . L _
tantes. Un primer paso hacia una formulacién cuéntica es utilizar la expresion clasica k = mw?
para limitar la mencién de una constante de “resorte” entre los dtomos. De este modo, la funcion

de energia potencial puede escribirse en una forma méas general

Combinando esta expresion con la ecuacion de Schrédinger independiente del tiempo se obtiene

h d? 1
~5 dz/;(f) + gmwa’y(x) = By(a)

para resolver la ecuacion anterior (es decir, para encontrar las energias permitidas F y sus funciones
de onda correspondientes 1 (x)) necesitamos que las funciones de onda sean simétricas respecto a
2 =0 (el fondo del pozo potencial) y normalizables. Estas condiciones garantizan que la densidad
de probabilidad |¢(z)|?> deba ser finita cuando se integre en todo el rango de = desde —oo hasta
+o00. Las energias permitidas son

1 M +1
En:<n+2>hw= ”; hw, n=01,23....

Las funciones de onda que corresponden a estas energias (los estados estacionarios o de energia
definida) son

Yn(z) = Npe P2 2H,(Bz), n=0,1,2,3,...,

donde S = \/mw/AN, es la constante de normalizaciéon, y H,(y) es un polinomio de grado n
llamado Polinomio de Hermite. Los cuatro primeros polinomios de Hermite son

Ho(y) =1, Hi(y)=2y, Ha(y)=4y>—2, Hs(y) =38y’—12y.

Algunos ejemplos de funciones de onda figuran en la Figura 4.4. A medida que aumenta el valor
del ntimero principal, las soluciones alternan entre funciones pares e impares alrededor de = = 0.

A diferencia de un oscilador clésico, las energias medidas de un oscilador cuantico solo pueden
tener valores energéticos dados por la Ecuacién para FE,. Los niveles de energia permitidos estan

espaciados de manera uniforme. Esta discretizada, i.e., la enegia estd cuantizada.

De la expresion de E,, tenemos la relaciéon entre energias discretas con ntimeros enteros n.
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4.1 Cuantica y teoria de nimeros
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Figura 4.4: Cinco primeras funciones de onda del oscilador armoénico cuantico. Los limites clasicos
del movimiento del oscilador se indican con lineas verticales, correspondientes a los puntos de
inflexion clasicos en & = +A de una particula clasica con la misma energia que la de un oscilador
cuantico en el estado indicado en la figura.

Si nos ponemos filosoficos podemos pensar que:

= “El namero hecho realidad es lo cuantico”.
= “Lo cuantico es el nimero hecho realidad”.

» ; Existira algin oscilador armoénico cuantico cuyo espectro sean los nimeros primos?

4.1. Cuantica y teoria de niimeros

En la actualidad, lo maximo que sabemos es que al menos el 40 por ciento de los (infinitos) ceros
no triviales lo satisfacen, y que es cierto para los primeros 100 mil millones de ellos. La Universidad
de Bristol ha estado a la vanguardia en demostrar que existen sorprendentes similitudes entre los
ceros de Riemann y los niveles cuanticos de energia de los sistemas clasicamente cadticos.

De una conferencia celebrada en 1996 en Seattle, destinada a fomentar la colaboracion entre fisicos
y tedricos de ntimeros, surgieron pruebas tempranas de correlacion entre la disposicion de los ceros
no triviales de Riemann y los niveles de energia de los sistemas cadticos cuanticos. Si esto fuera
cierto, probaria la hipotesis de Riemann.

Ahora bien, hay ciertos atributos de la funcion zeta de Riemann llamados momentos que deberfan
dar lugar a una secuencia de nimeros. Sin embargo, antes de la conferencia de Seattle, sélo se
conocian dos de estos momentos: 1, calculado por Hardy y Littlewood en 1918; y 2, calculado por
Ingham en 1926. Conrey (ahora también en Bristol) y Ghosh sugirieron que el siguiente namero
de la serie era 42 en 1992.

El desafio para los fisicos cuanticos entonces era comprobar el nimero 42 con sus métodos cuanticos
y calcular otros momentos de la serie, mientras que los tedricos de los nimeros intentaban hacer
lo mismo con sus métodos.
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4.2 La conjetura de Hilbert-Polya

El profesor Jon Keating y la doctora Nina Snaith de Bristol describen los niveles de energia en los
sistemas cuanticos utilizando la teoria de matrices aleatorias. Utilizando métodos RMT (Random
Matrix Theory), produjeron una formula para calcular todos los momentos de la funcion zeta de
Riemann. Esta formula confirmé el numero 42.

Dos anos después de Seattle, Keating y Snaith asistieron a una conferencia de seguimiento en el
Instituto Schrodinger de Viena para presentar su formula. Mientras tanto, los teoricos de ntimeros
Conrey y Gonek habian sugerido el siguiente momento de la serie.

Cuando se utilizo la formula de Keating y Snaith para calcular este momento, coincidié con la
sugerencia de los teodricos de los nimeros: 24,024. La féormula realmente funciona.

Por lo general, las matematicas puras apoyan a la fisica, proporcionando las herramientas mate-
maticas con las que se analizan los sistemas fisicos, pero este es el caso inverso: la fisica cuantica
esta conduciendo a nuevos conocimientos sobre la teoria de nimeros.

Ha habido un entusiasmo considerable acerca de estas conexiones entre la hipotesis de Riemann y
la mecanica cuantica, pero aunque han inspirado varias lineas de ataque nuevas, el problema ain
continua resistiendo. Realmente no sabemos por qué los métodos RMT funcionan para calcular los
momentos de la funcién zeta de Riemann. Sin embargo, se han utilizado para sugerir respuestas a
algunos otros problemas importantes y de larga data relacionados con la funcién zeta.

4.2. La conjetura de Hilbert-Pélya

Una estrategia para demostrar la hipétesis de Riemann es la conocida como conjetura de Hilbert-
Polya. Se trata de encontrar un operador autoadjunto en un espacio de Hilbert cuyos valores
propios serian las ordenadas de los ceros de la funcién zeta. Dado que el operador es autoadjunto,
estos valores propios serian reales. En la Mecanica Cuantica un sistema estd gobernado por un
operador autoadjunto, el hamiltoniano. Entonces pensaron que un sistema fisico adecuado tendria
como hamiltoniano al operador dream de Hilbert-Poélya.

Hay que encontrar un espacio de Hilbert H y un operador D en este espacio. Entonces hay que
probar dos cosas que D es autoadjunto y que los ceros de la funcién zeta son todos de la forma
% + A cuando A recorre los valores propios de D.

4.3. Los niveles de Landau y los ceros de la funcion zeta

En 1999, Berry y Keating por un lado y Connes por otro, propusieron un modelo heuristico
semiclasico que contiene la aproximaciéon media a los ceros de Riemann. Dicho modelo describe
una particula moviéndose en una dimensiéon, cuyo Hamiltoniano clasico es H = xp, donde x es la
posicion y p es el momento. El trabajo de estos autores difiere sin embargo en la manera en que
aparecen los ceros de Riemann. En el modelo de Berry y Keating los ceros aparecen en el espectro
discreto, mientras que en el de Connes el espectro es un continuo, siendo los ceros de Riemann
lineas espectrales de absorciéon. La diferencia entre estos dos resultados opuestos se halla en la
diferente eleccion del espacio de fases semiclésico.
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4.3 Los niveles de Landau y los ceros de la funcion zeta

En un reciente trabajo publicado en la Revista Physical Review Letters, y titulado “Landau levels
and Riemann zeros”’ se propone una realizacion fisica del modelo de Berry-Keating y Connes
empleando una particula cargada, por ejemplo un electréon, moviéndose en un plano bajo la accién
de un campo magnético perpendicular al mismo y un campo eléctrico en forma de silla. El campo
magnético hace que los electrones giren en 6rbitas ciclotronicas, cuyo centro describe trayectorias
hiperbolicas por el efecto del campo eléctrico. Cuando el electréon se coloca en una caja finita y
en el nivel de Landau de méas baja energfa, se obtiene un espectro continuo corregido por la parte
promedio de los ceros de Riemann, lo cual esta de acuerdo con el resultado semiclésico de Connes.

Existen razones para pensar que la inclusiéon de niveles de Landau de mas alta energia podra dar
una realizacién espectral de los ceros de Riemann, y no sélo de su aproximacién promedio. Por
otra parte, no hay que descartar que la version de Berry y Keating sea realizable en el contexto
del modelo de Landau. El sistema fisico propuesto es de uso corriente en el estudio teodrico y
experimental del Efecto Hall cuéntico, por lo que de ser cierta la conjetura de este trabajo se
abriria la posibilidad de una observacion experimental de los ceros de Riemann. Por otra parte
la consistencia matemética del modelo posiblemente llevaria a la demostracién de la Hipotesis de
Riemann, aunque aiin es pronto para saber si esto es asi.
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Ultimos avances

s El gran matematico Michael Atiyah, Medalla Fields en 1966 y Premio Abel en 2004, ofrecié
una charla en el Heidelberg Laureate Forum en septiembre del 2018. Se anuncié que pre-
sentarfa una demostracion (sencilla) de la hipotesis de Riemann. En paralelo se publico un
articulo de cinco paginas con la (supuesta) demostracion, que se basa en un articulo previo
de diecisiete paginas con un (supuesto) calculo de la constante de estructura fina; ambos
manuscritos fueron rechazados en arXiv.

» Los investigadores Germén Sierra, del Instituto de Fisica Teorica (centro mixto del CSIC y
la Universidad Autéonoma de Madrid), y Paul Townsend, de la Universidad de Cambridge
(Reino Unido), proponen un modelo en el que un electrén es sometido a determinados campos
electromagnéticos, en concreto, un campo eléctrico perpendicular al electréon y otro campo
magnético en forma de silla.

“En este modelo los niveles de energia del &tomo coinciden, en término medio, con la posicion
de los ceros de la funcion zeta de Riemann, aunque atn no es capaz de determinar su posicion
exacta”. Se trata de una realizacion fisica del modelo mateméatico propuesto en 1999 por Berry,
Keating y Connes.

» Brad Rodgers y Terence Tao prueban (sin admitir ninguna hipotesis adicional) la conjetura
de Newman A > 0. La prueba es por reduccion al absurdo. Supongamos que A < 0, entonces
por el resultado de Newman Hy(z) tendra todos sus ceros reales. Por tanto la hipotesis
de Riemann serfa valida. Y podemos admitirla en todo el razonamiento por reduccién al
absurdo.

Los resultados anteriores a primera vista hacen pensar que la prueba de la hipétesis de Riemann
estd ahora mas lejos que nunca. Si la hipotesis de Riemann es cierta, la mas ligera perturbacion
de la funcion Hy(t) hard que aparezcan ceros complejos. Posiblemente hay o algin cero doble o
una infinidad de pares de Lehmer cada vez mas extremos.

Los ceros determinan la funcion Hy(z):

Hy(z) = H,(0) 10_‘0[1 (1 - %”E;z> .

Par de Lehmer. El par de ceros reales y consecutivos zx(0) < zx4+1(0) de la funcion Hy(z) se
dice que es un par de Lehmer si la diferencia Ay = z511(0) — z4(0) satisface la desigualdad
A? - g,(0) < 4/5 donde

1 1
gk(O) = Z ((Jﬂk(o) — $j(0))2 + (l‘k+1(0) - ij(o))Q) .

J#kk+1

Esta irregularidad de los ceros siempre ha sido la principal dificultad para probar la hipoétesis
de Riemann. No parece que pueda existir ninguna aproximacion asintotica a £ o a Z(t) que
impliquen que los ceros sean reales, ni siquiera que la mayor parte de los ceros son reales. Los
métodos actuales no consiguen probar ni siquiera que el 50% de los ceros de ((s) estan en la
recta critica.
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