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Resumen

En este trabajo se estudia la dispersion de ondas, tanto clasicas como cudnticas, en sistemas unidimen-
sionales y cuasi-unidimensionales. En la parte cudntica estudiaremos una particula sin espin dispersada por
un potencial arbitrario localizado en una regién del espacio, la regién de reaccion, suponiendo invarianza
temporal. Usaremos el formalismo de la Teoria de la Matriz de Reaccién (TMR) y obtendremos la matriz
de dispersion S(E) en términos de la matriz de Reaccidn. Para los sistemas de uno y dos canales en una
dimensidn, describiremos el proceso inverso para obtener las energias de reaccion y las anchuras reducidas
y obtendremos expresiones para las siguientes Cantidades de Dispersién (CD): coeficiente de transmisién
(t(E)), tiempo de demora (7(E)) y probabilidad de atrapamiento (P(FE)) en términos de la Matriz R y de-
mostraremos que los polos de éstas son los mismos que los polos de la matriz de dispersiéon. Consideraremos
algunos potenciales para examinar las CD como funciones de la energia y mostraremos que los cdlculos por

TMR son un orden de magnitud mas rapidos que usando el método de la Matriz de Transferencia.

Obtendremos expresiones de las CD en la aproximacién de un nivel, cuya importancia radica en poder
relacionar el espectro del sistema interno con las resonancias en las CD y también con los polos de S(E).
Por otra parte, obtendremos la matriz de dispersién en términos de un hamiltoniano efectivo no hermitico
(H(E)), cuyos eigenvalores son los polos de S(F). Describiremos y utilizaremos tres métodos para calcular
los polos de la matriz de dispersidon en uno y dos canales: el método de buisqueda de las raices, el método
del escaneo y el método del punto fijo, en donde discutiremos las limitaciones y ventajas de cada uno de los
métodos. Encontraremos una expresion analitica del error que surge al truncar las series que definen la matriz
R. Debido a la lenta convergencia de R(F) introducimos un nuevo método para acelerar la convergencia de

los R, (E) que nos permitird calcular un nimero mayor de polos de S(E).

Obtendremos la Matriz de Reaccion para una region de interaccion cuasi unidimensional conectado a dos

II
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terminales. La region de reaccion puede ser una cavidad con perfiles arbitrarios y/o un potencial dispersivo
localizado en la guia de ondas. Calcularemos la conductancia para tres modos abiertos para dos tipos de
potenciales azarosos que varian Gnicamente en la direccion longitudinal.

Referente a las ondas clasicas, estudiamos la transmision electromagnética 1" en una heteroestructu-
ra foténica unidimensional cuyos anchos de sus capas siguen una distribucién tipo Lévy. Demostraremos
(numéricamente) que para un sistema de longitud fija L: (i) el promedio (—InT) o L para 0 < o < 1,
mientras que (—InT) o L para 1 < a < 2, siendo « el exponente del decaimiento de la ley de potencia
de la distribucién de probabilidad, y (ii) la distribucién de probabilidad P(T) es invariante al dngulo de
incidencia y de la frecuencia de la onda electromagnética. Por tltimo, mostraremos que (T) o L% con

0<a<l.



Abstract

In this work we study the scattering of waves, both classical and quantum, in one and quasi-one di-
mensional systems. In the quantum part we will study a spinless quantum particle scattered by an arbitrary
localized potential, assuming time-reversal invariance. We will use the Reaction Matrix Theory formalism
(RMT) to get the scattering matrix S(F) in terms of the reaction matrix. For one dimensional system of
one or two channels, we will describe the inverse process to obtain the reaction energies and the reduced
widths. We also obtain expressions for the following scattering quantities in terms of the Reaction matrix:
transmission and reflection coefficients (S;;(E)), the time delay (7(E)), and trapping probability (P(E))
and we show that their poles are the same as the poles of the scattering matrix. Taking into account some
representative scattering potentials, we will analyze the scattering quantities as a functions of energy and we
will show that the RMT computing times are at least one order of magnitude faster than using the transfer

matrix method.

We also obtain expressions of the scattering quantities in the single-level approximation, whose impor-
tance lies in relating the internal spectrum of system with the resonances in the scattering quantities and also
with the poles of S(F). Moreover, we will get the scattering matrix in terms of a non-Hermitian effective
Hamiltonian whose eigenvalues are the poles of S(F). We will describe and use three methods to calculate
the poles of the scattering matrix for one and two channels: the root-finding method, the scanning method,
and the fixed point iterative method. We discuss their limitations and advantages. We found an analytical
expression for the error that arises when truncating the series that define the R-matrix. Due to the slow con-
vergence of R(E), we introduce a new method to accelerate the convergence of the R,/ (E) that will allow

us calculate a large number of poles of S(E).

In addition, we will obtain the reaction matrix for a quasi one-dimensional interaction region connected

v



to two terminals. The reaction region may be a cavity with arbitrary walls and/or a scattering potential
located in the waveguide. We will calculate the conductance for three open modes for two types of random
potential that change only in the longitudinal direction.

Concerning to the classical waves, we study the electromagnetic transmission 7" through one-dimensional
(1D) photonic heterostructures whose layer thicknesses follow a Lévy-type distribution. We show (numeri-
cally) that for a system of length L that (i) the average (—InT) o< L for 0 < o < 1, while (—InT) o L
for 1 < a < 2, a being the exponent of the power-law decay; and (ii) the transmission distribution P(7")
is independent of the angle of incidence and frequency of the electromagnetic wave. We also found that

(T) x L™
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Capitulo 1

Introduccion

La dispersion de las ondas en cavidades es un problema de interés en muchas areas de la fisica. Esto
se debe al hecho de que en las cavidades podemos encontrar la mayoria de los fenémenos de dispersion
producidos en sistemas complejos [} 2]]. El estudio tanto tedrico como experimental de la dispersién por
cavidades ha permitido entender la interacciéon onda-materia a diferentes escalas [3} 4f]. Por otro lado, re-
sultados tedricos, numérico y experimentales sobre la dispersion por cavidades unidimensionales se han
tratado ampliamente en [5H7]]. Ademds, el profesor Estockmann y sus colaboradores han estudiado tedrica

y experimentalmente la dispersién en cavidades bidimensionales [8-10].

Varios trabajos han tratado la dispersion de la luz a través de medios dielécticos [L1H16] y en heteroes-
tructuras foténicas [[L7]]. Estudios tedricos y experimentales sobre la propagacion de ondas acusticas se han
desarrollado principalmente en el grupo del Profesor José Sanchez [18-21]]. Algunos resultados experimen-

tales sobre la dispersion de ondas torsionales se encuentran reportados en [6, [7]].

Esta tesis trata sobre la descripcion de la dispersion cudntica no relativista independiente del tiempo en
una y cuasi-una dimensiones con potenciales arbitrarios localizados en una cierta regién del espacio. Siendo
la ecuacién de Shrodinger independiente del tiempo, el formalismo que aqui vamos a desarrollar es valido
para todos los sistemas antes mencionados. Los potenciales pueden deberse a potenciales de interaccion
electrostatica de particulas cudnticas, potenciales atémicos, o arreglos de pozos cudnticos, por ejemplo.
Sin embargo, la teoria de dispersion que utilizaremos, que tiene sus origines en la fisica nuclear, se puede

aplicar también para fendmenos de dispersion de luz a través de potenciales dieléctricos en una y cuasi una



XI

dimensioén.

La herramienta principal en las teorias de dispersion cudntica es la matriz de dispersién S(E) (introduci-
da por Wheeler en 1937 [22]]), ya que contiene toda la informacién posible que se puede extraer del sistema
dispersivo [3 23H26]]. Esta se puede escribir en términos de diferentes cantidades, dependiendo del forma-
lismo tedrico. Por ejemplo, usando propagadores (métodos perturbativos) tenemos el método de Lippmann
Schwinger [24], el método de la funcién de Green [}, [24]], el método de la Matriz de Transferencia [5} 27]]
y en términos de métodos puramente numéricos tal como el método del elemento finito [28]]. Por otro lado,
tenemos aquellos que separan el espacio completo de Hilbert: el método de los operadores de proyeccion
de Feshbach [29-31]], el método de la matriz 7" [24} 132] y el método de la Teoria de la Matriz de Reaccion
(TMR) [33H38]. Este tltimo, serd usado en esta tesis ya que nos va a permitir relacionar las propiedades de
las CD con el espectro del sistema interno o de reaccion.

La TMR fue introducida en la década de los 40’s por E. P. Wigner y L. Eisenbud [33H35]] para el estudio
de las reacciones nucleares basandose en la idea original de Kapur y Peierls [39]. En la actualidad, la TMR
se utiliza para describir la dispersion de una particula (o sistemas de particulas) con un dispersor (potencial)
[15,1377, 140], en puntos cuénticos [41] y en guias de ondas [5, 37, 42-44].

El principio de la TMR se basa en la divisién del espacio de configuracion a través de la definicion
de una frontera virtual (llamada frontera de reaccion) en dos regiones: regidn interna (fambién llamada
region de reaccion) y region externa (/lamada region asintdtica). En la region asintética se considera que la
solucién a la ecuacidn de Schrodinger es conocida. En muchas aplicaciones en la region externa la particula
es totalmente libre (superposicion de ondas planas). En la region interna, el sistema se considera como si
estuviera aislado del exterior y por lo tanto, la solucién a la ecuacién de Schrodinger (con condiciones
de frontera especificas) es tal que sus eigenestados (discretos) forman una base completa que se usa para
expandir la funcién de onda dispersada en dicha regién. Entonces la matriz R, la cual es definida como
la inversa de la derivada logaritmica de la funcién de onda dispersada evaluada en la frontera de reaccion,
puede ser calculada. Aplicando la continuidad de la funcién de onda y su derivada se obtiene la matriz de
dispersion S.

Para conseguir nuestros resultados nos planteamos los siguiente objetivos particulares:

= disefiar e implementar algoritmos de computacién que nos permitan resolver la ecuaciéon de Schrodin-

ger para potenciales arbitrarios y también obtener la matriz de dispersién en una y cuasi una dimen-
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siones,

= implementar y crear algoritmos de computacién que nos permitan hacer el calculo de los polos de la

matriz de dispersion en sistemas de una dimension,

= estudiar las cantidades de dispersion en sistemas de uno y dos canales en una dimension y para siste-

mas de multicanales en un sistema cuasi-unidimensional,
= relacionar el espectro de Reaccidn con las caracteristicas de las cantidades de dispersion.

= estudiar numérica y experimentalmente la transmision de ondas electromagnéticas a través de una

heteroestructura fotonica.

Organizacion del Trabajo

El trabajo estd organizado de la siguiente forma. En el capitulo [2| estudiamos las CD en un sistema
unidimensional. Para ello describimos en detalle el método de la TMR para M canales. Discutimos las pro-
piedades de la funcién de onda dispersada asi como las condiciones de frontera impuestas en la frontera
virtual necesarias para mantener la hermiticidad del problema. Nuestro resultado principal en este primer
capitulo es la obtencién de las energias de reaccidn a través del cdlculo inverso. En el capitulo |3| obtene-
mos expresiones analiticas de las CD en términos de los elementos de la matriz R y mostramos que éstas
tienen los mismos polos que los polos de la matriz S. Posteriormente deducimos sus expresiones en la
aproximacién de un solo nivel. Finalmente tomamos algunos potenciales representativos para discutir los
pros y contras del cdlculo numérico de la matriz R respecto a otros métodos. En el capitulo ] demostramos
analitica y numéricamente i) para el caso de un canal, para una onda incidente a una energia £ ~ E)/, ésta
estard formada Unicamente por el eigenestado | U ) y ii) para el caso de dos canales (1D), una onda incidente
auna energia E ~ E) estard compuesta primordialmente por el eigenstado de Neumann | W) y de aquellos
estados con diferente paridad a |¥') contribuyendo con intensidades que decaen como 1/(Ey — Ey/)?2.

En el capitulo 5] usamos el formalismo del hamiltoniano efectivo para describir las CD y mostramos
que los polos de S coinciden con los eigenvalores del hamiltoniano efectivo. Ademas, este formalismo nos
permite hacer la descripcion de las CD considerando modelos de pocos niveles. En el capitulo[f|describimos

los métodos para calcular los polos de .S: Método del punto fijo (MPF), método de bisqueda de raices (MBR)
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y el método de escaneo (ME). Discutimos el régimen de validez y de coincidencia asi como las limitaciones
y ventajas de cada uno de estos métodos. En seguida (Sec. [6.8), encontramos analiticamente la expresién
para el error (By) que resulta de truncar las series que definen la matriz R: By  log(1 + C(E)/N),
el cual se refleja en las limitaciones de los métodos previamente mencionados. Concluimos este capitulo
introduciendo un nuevo método para acelerar la convergencia. Este consiste en separar los elementos de la
matriz R en una suma finita y una suma infinita, ésta dltima se puede escribir como una serie convergente.

Enel capl’tuloconsideramos un sistema cuasi-unidimensional, en donde introducimos y desarrollamos
el método de la transformacién candnica, la cual consiste en pasar de una cavidad con paredes arbitrarias
a una con paredes planas (Sec. [7.2). En la seccién calculamos la conductancia G para M = 3 modos
permitidos en una cavidad con paredes planas con un potencial que varia Unicamente en la direccién lon-
gitudinal considerando dos tipos de ruido: el ruido posicional y ruido composicional. Concluimos que la
conductancia distingue del tipo de ruido, siendo mas sensible al ruido posicional.

En el capitulo [§ estudiamos la transmisién electromagnética ({(— In 7)) a través de una heteroestructura
foténica cuyos anchos siguen una secuencia aleatoria de cola larga. Mostramos que (—In7T) o« L* para
0 <a<ly(—InT) x Lparal < a < 2, donde « es el exponente de decaimiento de la ley de
potencia de la distribucién de Lévy y L el tamaiio de la muestra. Ademads, mostramos numéricamente que
P(T) (distribucién de probabilidad) es independiente del angulo de incidencia y la frecuencia de la onda
electromagnética. Finalmente en el capitulo [9] concluimos haciendo un resumen de todos los resultados

obtenidos en este trabajo.



Capitulo 2

Método de la Matriz de Reaccion

En este capitulo describimos el formalismo de la Teorfa de la Matriz de Reaccién para una
particula cudntica sin espin dispersada por un potencial arbitrario. Supondremos que el siste-
ma es invariante bajo inversién temporal. En primer lugar definimos el concepto de canal de
dispersién. En segundo lugar encontramos la forma explicita de la Matriz de Reaccién para el
sistema de un canal, dos canales y M canales (cavidad + guias de ondas), respectivamente. Para
el caso ultimo, nos especializamos en una guia electrénica con M modos abiertos. Posterior-
mente encontramos la matriz de dispersién S(FE) en términos de la matriz R(FE) para los tres
casos anteriores y finalmente, discutimos las caracteristicas de la funcién de onda dispersada en
la regién interna asi como las ventajas conceptuales de usar este formalismo respecto a otros

métodos.

2.1. Definicion de Canales

En la descripcion de los fendmenos dispersivos se requiere de la definicion de los llamados canales de
dispersion (Scattering channels). Cada canal se identifica por un posible estado en la regidn asintética, antes
o después de la interaccioén con el potencial. Para sistemas nucleares, un canal puede corresponder a un
grupo de particulas en un cierto estado definido por sus momentos angular, spinorial, etc.. Por otro lado,
para una gufa de ondas cuasi-unidimensional con dos terminales, el nimero de canales estd dado por los

modos de propagacién en cada terminal.

X1V



2.2. Obtencion de la Matriz de Reaccion XV

El caso més simple es el de un solo canal. Esto ocurre en un sistema unidimensional donde el potencial
dispersivo s6lo permite reflexiéon. También nos referiremos a este caso como un sistema semi-infinito. Si el
sistema unidimensional permite la transmision, entonces el sistema es de dos canales, el canal de reflexion
y el de transmision y le llamaremos sistema unidimensional infinito.

Un caso importante es el de sistemas dispersivos con simetria esférica, comin en sistemas nucleares y
atomicos. Esta simetria implica que la solucién a la ecuacién de Schrodinger es separable, donde para cada
momento angular se satisface su ecuacién radial sujeta a la Condicion de Frontera de Dirichlet (CFD) en
el origen. Es decir, para cada momento angular [, el sistema es efectivamente unidimensional con un solo
canal, el canal de reflexién y la matriz de dispersién S(E) es entonces diagonal de tamafio [ X [.

En este capitulo obtenemos la matriz de reaccioén para tres tipos de sistemas: i) unidimensional semi-
infinito, ii) sistema unidimensional infinito y iii) guia de ondas cuasi-unidimensional, con m =1, 2, y M

canales, respectivamente.

2.2. Obtencion de la Matriz de Reaccion

2.2.1. Una dimension, un canal

V(x)

Region interna Regién externa

Op

Bp
X
X, N~ X, Xp

Figura 2.1: Sistema dispersivo unidimensional. Hemos introducido una frontera de reaccion en x = xp, la
cual separa la region interna de la externa y x = x5 (nos referiremos como frontera de continuidad) denota

el punto a partir del cual el potencial es despreciable.

Consideremos una particula sin espin en una dimension interactuando con un potencial dispersivo arbitrario.

Sin perdida de generalidad escogemos incidencia por la derecha. Consideremos que en x = z; = 0 se
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encuentra una pared impenetrable y por lo tanto el potencial dispersivo estd localizado en la regién 0 < x <

Tt

00; z <0,
V=9 V(z); 0<2 <, 2.1
0; T > X9,

donde z2 (rango del potencial) denota el punto a partir del cual el potencial se anula y ademas define la
frontera que divide la zona de reaccién o de interaccién con el potencial dispersivo; a la derecha de zo
la particula es libre. La funcién de onda y su derivada deben ser continuas en la frontera de reaccién y
obedecer condiciones de frontera, tales como Dirichlet o Neumann o més generales. La teoria de la matriz
de reaccion nos permite imponer la continuidad y condiciones de frontera en la frontera de reaccién (zp) o
a cualquier otra distancia que incluya x5. En ocasiones haremos uso de esta opcion y por lo tanto definimos
a xp como la Frontera de Continuidad, para distinguirla de la frontera de Reaccion. Para propdsitos de
interpretacion fisica, como veremos mas adelante, conviene escoger x p = x2. Por otro lado, cabe mencionar
que la eleccién de o es inmediata cuando V (xo) = 0. Para potenciales que decaen de manera lenta a cero
conforme x — 00, es necesario variar la posicion de xo y para cada posicion calcular las cantidades de
dispersion. La posicién adecuada de la frontera de reaccidn serd tal que el cdlculo de las cantidades de

dispersion ya no cambien.

La funcién de onda satisface la ecuacion de Schrodinger
Hy(E;z) = [— —— 4+ V(2)|9(E;z) = EY(E;z), 0<z<o0, (2.2)
v

con la condicién de frontera: ¢(E; xz = 0) = 0 (caso semi-infinito). En la region asintética (region externa)

la particula es libre y por lo tanto su funcién de onda es una combinacidn lineal de ondas planas
Y(E;x > a9) = e 4 S(E)et, (2.3)

donde aop = 1 (amplitud de la onda incidente) y S8p = S(F) (amplitud de la onda reflejada) y & =
h=1\/21.E es el vector de onda.

Una caracteristica basica del método de la Teoria de la Matriz de Reaccién, TMR, es la separacion del
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espacio completo de Hilbert en una region interna y otra externa. x = xp es la frontera de reaccién, que
separa las dos regiones, como se muestra en la Fig. En la regién interna se resuelve la ecuacién de
Schrodinger:

h? 02

—ﬂ@—l—‘/(x) ‘I’,\(l‘)ZEk\II,\(l‘), 0<z < as. (2.4)

con ciertas condiciones de frontera especificadas abajo. Debido a la pared impenetrable, la condicién de
frontera en z1 = 0 es ¢ (E;x1) = 0, i.e., condiciones de frontera de Dirichlet. La pregunta es ;qué tipo
de Condicién de Frontera (CF) debemos de escoger en = x2 para ¥, (x)? Recordemos que las CF son
necesarias para conservar la hermiticidad del hamiltoniano dado en (2.4). Existen muchas opciones a priori

viables de CF para ¥ (z) en = 2 (ver la Seccién del Apéndice|Aly Cuadro .

Wigner y Eisenbud [33H335]] usaron Condiciones de Frontera de Neumann (CFN):

AW, 2.5)
d.’E T=T2
con lo cual definieron a la funcion de reacciéon como
1 1 dy(z) >
= , (2.6)
R(E) (w(x) dr ) ..,

es decir, la inversa de la funcién de reaccion R(FE) es igual a la derivada logaritmica de la funcién de onda
dispersada en z = xo. La ec. (2.6) dice que R(F) tiene dimensiones de longitud.
Lane y Thomas [36] generalizaron las CF dadas en la ecuacidon (2.5) y consideraron CF Homogéneas

(CFH) definidas en términos de la derivada logaritmica de los eigenestados de reaccién:

( 1 d\I/)\(.’L')> _ B, (2.7)

Uy(x) dx

donde B (con unidades de inversa de la longitud) es un parametro de frontera real e independiente de A y
nos permite ir, de forma continua, de las CEN (B = 0) a las CFD (B = oc). Ellos demostraron que la matriz
de reaccion es dependiente de B, sin embargo, la matriz de dispersién no lo es (ver comentarios al final de
la Sec. del Apéndice [A).

En 1957, justo antes de que se publicara el trabajo de Lane y Thomas [36], Bloch [45] introdujo un



XVIII Capitulo 2. Método de la Matriz de Reaccion

CF Mixtas 1 CFN CFD CF Mixtas 2
Uy(zr) =0 ‘1‘1’27;”31):0 Uy(z) =0 %:O

Walen) — g | Malmn) — ¢ | gy(2p) =0 | Ur(zp) =0

Cuadro 2.1: CF mds comunes aplicadas a U (z) en las fronteras de reaccion. Aqui z; = 0y xp = xo. Las
terminaciones de N y D se refieren a Neumann y Dirichlet, respectivamente.

operador singular (conocida actualmente como operador de Bloch) definido sobre la frontera de reaccion, el
cual asegura hermeticidad del hamiltoniano interno y permite el acoplamiento entre las funciones de onda
que entran y salen en la frontera de reaccion.

Aqui, seguiremos [36] para deducir la matriz de reaccion y la matriz de dispersion S(FE), es decir, usa-
remos las CFH. Usando la ecuacién , se muestra que los ¥ (x) forman una base completa ortonormal

que depende de B (ver la seccién[A.2]del Apéndice[A):
z2
(O (z;B),¥x(x; B)) = / U3 (z; B)Ua(x; B)dr = v x. (2.8)
0

Por otra parte, a cada estado ¥ (x; B) (que llamaremos estados de reaccién) le corresponde una eigen-

energia F(B) (que llamaremos energias de reaccién),

_ I’K3(B)

E\(B) o

, 2.9)

donde K (B) depende de la forma explicita del potencial. En la regién interna, la funcién de onda dispersada

Yin(E; x) se expande en el conjunto completo {¥ (x; B)} como:
Yin(B;x) = (B;x) = Y AN(E; B)UA(2;B);  0< 2 <. (2.10)
A=1

donde los Ay (F; B) y Ax(F;0) estdn dados, respectivamente, como (ver los detalles en la Sec. |A.3):

W2 0, (E; x0) — BY(E; x2)

La ecuacién (2.11b) la usaremos después para definir la probabilidad de atrapamiento (ver la Sec. [3.1.2)
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asi como para demostrar que la funcién de onda dispersada en la regién interna no diverge cuando £ —

E(0) (ver la Sec.[&.1).

En general, substituyendo la ecuacién (2.1Ta) en (Z.10), obtenemos la funcién de onda dispersada como

12 % W (i BV (21 )

V(B x) = (0.9(E;22) — BY(E;22)) o wE BB -E 0<z <@ (2.12)
Evaluando (2:12) en x = x5, obtenemos
Y(E;x2) = (0,9 (E;22) — BY(E;22))R(E; B). (2.13)
Aqui,
B2 o= W (225 B) ¥y (22; B) A (B)]?
R(E;B) = — A = , 2.14
(E; B) 2u; Ex(B)_E EA:E,\(B)—E 2.14)

donde |yA(B)| = \/g\\ll,\(xg; B)| se le conoce como la amplitud reducida. Su cuadrado, v3(B), con
dimensiones de energia-longitud se le conoce como el ancho reducido [36]. La expresion muestra
que la funcién de reaccién depende de By que R(E; B) es una funcion meromdrfica [5, 36} [38]], real sobre
el eje real, cuyos polos ocurren Gnicamente sobre el eje real y sus residuos son reales y negativos. Ahora,

reacomodando términos en (2.13)), obtenemos

OuY(E;x2) 14 BR(E;B) 1
V(F; x9) R(E;B)  R(F; B)

1B (2.15)

Para el caso particular de B = 0 (CFN), la funcién de reaccion coincide con la definicién de Wigner y

Eisenbud [33H35]:

N—oc0

R(E)=R(E;B=0) = (%) Z

le2
By —

(2.16)
donde |yA(B = 0)| = |yA|l y Ex(B = 0) = E. Con la ayuda de (2.16), podemos escribir (2.15)) como
R(E;B) = (R"Y(E)-B)"". 2.17)

La ecuacion ( muestra la relacién entre R(F; B) y la funcién de reaccién con CFN [36] [38]). Por otro
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lado, reescribiendo (2.17) como R~'(E) = R™!(E;B) + B podemos ver que la derivada logaritmica
de la funcién de onda interna en la frontera de reaccion es independiente de B [38]. Alternativamente, la
dependencia de la funcién de reaccién sobre B se puede expresar como una ecuacion diferencial [36]]

OR(E; B)

_ P2 .
op = B(E:B). (2.18)

Hasta aqui hemos deducido la funcién de reaccién para una dimensién y un canal en su forma mds general.
No obstante, aunque la matriz de reaccién depende de B, la matriz de dispersién S(F) es independiente del
pardmetro de frontera como lo veremos mds adelante [36] (ver por ejemplo la ecuacion (2.63), Sec.2.3.1). La
razén por la cual no vamos a considerar valores de B # (0, 00), es que se torna complicado obtener una base
completa. En este sentido, existen dos valores de B para los cuales, la matriz de dispersion obtiene su forma
mds simple. Estos valores son B = 0 [ver ecuacion (2.72)] y B = oo, correspondientes a las Condiciones de
Frontera de Neumann y Dirichlet, respectivamente. Sin embargo, en lo sucesivo inicamente consideraremos
el caso de CFN debido a que éstas permiten el acoplamiento entre la funcién de onda dispersada y asintdtica.
B = oo es un caso muy especial y sera tratado en un trabajo posterior, debido a que las series que definen
los elementos de la Matriz de Reaccién (con CFD) divergen, en consecuencia, no permiten calcular las CD
de forma adecuada, a menos que se haga un proceso de regularizacion.

Para referencia futura, nos especializamos ahora al caso de una barrera(+)/pozo(—) de potencial cons-
tate. Para ello obtendremos los anchos reducidos haciendo uso de la ecuacién (C.7), que después de ser

2 2 .
evaluada en x = x5 encontramos: 73 = %A\If)\ ()2 = %w% Los eigenvalores los obtenemos de (C.12]),

2
dados como E) = g—; (%) +Vpcon A =1,3,5, . Sustituyendo todo esto en (2.16), obtenemos R(FE)

para V(z) = £V} [33,36, 37]

A=N—oc0

R(E) = tan(qxsa) _ Z MQ/;L’Q . (2.19)
4q A=impar (E) -

con hig = \/2u(E £ V).

2.2.2. Una dimension, dos canales

Eliminemos la barrera impenetrable de la seccién anterior permitiendo asi, que la particula continiie

su viaje después de interactuar con el potencial V (z). Es decir, ahora la particula puede ser transmitida y
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reflejada. Este es un ejemplo de un sistema con dos canales. Supondremos que el potencial dispersivo V()
estd localizado dentro de una regidn del espacio (z1 < x < x2) como se muestra en la Fig. La funcién

de onda estacionaria de la particula satisface la ecuacién de Schrédinger

_;iaa; + V(z)| ¥(E;z) = EY(E; z), —00 < x < 00. (2.20)
Regioén externa 3 V(x) Region interna 3 Regidn externa
4| e
B B
- " w

I 1 2 7D

Figura 2.2: Sistema unidimensional de dos canales. El potencial estd localizado en la regién 7 < z < xo.
La region interna estd acotada por las fronteras de reaccién situadas en x = x; p. Aqui, oy, p (8r,p) denotan

las amplitudes de las ondas entrantes (salientes).

En la regién asintdtica (region externa) la particula es libre y por lo tanto la solucién de la funcién de onda

se describe como una combinacion lineal de ondas planas entrantes y salientes:

Yp(E;x > axp) = ape”*® 4 gpetkr (2.21a)

Yr(E,z <xp) = et 4 gre e (2.21b)

donde oy, p y Br.p son constantes complejas adimensionales y k = h~1\/2uF.

A continuacién describimos el procedimiento para obtener la matriz de reaccién para este sistema. De
manera similar al caso de un canal, definimos dos puntos, z = x; y £ = xp que separan la region interna
de la externa como se muestra en la Fig. Nuevamente, por simplicidad tomaremos = z; = 1y
x = xp = x2 debido a que nuestro propdsito es relacionar las energias de reaccion con las propiedades de
las CD. 1) denota el punto a partir del cual el potencial se anula y ademds define la frontera que divide la

zona de reaccion o de interaccion con el potencial dispersivo; a la izquierda [derecha] de x5 la particula
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es libre. La Teoria de la Matriz de Reaccién permite imponer la continuidad y condiciones de frontera en la
frontera de reaccion (x7 p) o a cualquier otra distancia que incluya x; ». Mds adelante haremos uso de esta
opcién y por lo tanto definimos 1 » como las Fronteras de Continuidad, para distinguirlas de las frontera de

Reaccidn.

En la region interna las soluciones {¥(z)} de la ecuacién de Schrodinger
— 5575 + V(@) 0 @) = Bl (@), (222)

obedecen las Condiciones de Frontera de Neuman:

( L d%(m)> -0, (2.23)

Uy(xz) dx

donde z, denota la posicion de la frontera de reaccion.

La deduccion general para B, # 0, tanto de la funcién de onda dispersada como de la Matriz de
Reaccién R(E; B), son tratados en el Apéndice |Al Aqui, tomaremos el caso particular de B, = 0 (CFN)
debido a que la matriz de dispersion es independiente de B como se demuestra en el Apéndice[A] Sec.[A.3]
Por otro lado, no vamos a considerar valores de B, # (0, c0), por la misma razén que en el caso de un

canal, i.e., se torna complicado obtener una base completa.

Entonces, para las CFN definimos A (E; B = 0) = A\(E) y Ui(x,; B = 0) = ¥, (x,), donde los
eigenestados de reaccién (VU (z)) forman una base completa de estados ortonormales (ver Apéndice , en

términos de los cuales expandimos la funcién de onda 1 (E; x) de (2.20), como
oo
G(B;x) =Y ANE)UN(x), @<z <wp, (2.24)
A

donde Ay (E) (con unidades de v/Tongitud) estd dado como (ver la seccién [A.4)
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Sustituyendo (2:23)) en (2.24), obtenemos explicitamente la funcién de onda en la regi6n interna como

bin(By2) = (B 2) = ;Z > 3(@p)0u (B xgj - ;“mﬁw(& D g, (2). (2.26)
A

Al evaluar 2.26) en = xp y © = 1, obtenemos

V(B 2,) = Rowr(B) (B, 2.27)

la cual se puede escribir en forma matricial como
¥ = R(E)VY, (2.28)

con \II:< i((lz ””D)) >, V denota el operador de la derivada en la direccién normal y R(F; B = 0) = R(FE)
XTI

es la Matriz de Reaccién de 2 x 2 cuyos elementos (con dimensiones de longitud) estan dados como

B2 N—oc0 \I/*(x )\I’)\(m ,) N —o00 ’yyyl
o (B) = — ZA FANY ) A 2.29
R, (E) mtig 5 — }:lﬁ_E, (229)
con
’ h2
v = ﬂ‘l’i(il:U)‘IIA(xu’)- (2.30)

Notemos que la matriz R(F) de es la generalizacién para dos canales de la derivada logaritmica
para el caso de un canal. A continuacién y para referencia futura, vamos a demostrar que las sumas de las
series R,/ (E), dadas en la ecuacién (2.29), se pueden hacer de forma exacta para una barrera(+)/pozo(-)
de potencial constante V' (z) = £Vj. En este caso, los eigenestados (ver ecuacién del Apéndice y

eigenvalores de reaccion estan dados, respectivamente, como

1/\/&7 A =0,

2.31)
\/%cos(k;,\(x —xzp)) A=1,2,...,

Az) =

Ex= B4V k=" A=0,12..., (2.32)
7’
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cond = xp — x7. Usando 1} obtenemos (2.30) como (con % =1 = PP =P =41 =1,

A
AT = 4PP = 2 41D — A DI — 217 poy o tanto, los elementos de l) toman la forma siguiente

(1/d) 2 1
E)=Ry(E) = ——=+-> Gor 2.
Rpp(E) = R (E) WV E +3 R (2.33a)
(1/d) 2 (=D*
Rip(E)=Rpi(F) = ——=+- - 2.33b
p(E) p1(E) iVo—E+d>\§:1 (/\d?g VB ( )
Factorizando (/d)? en (2.33) y definiendo 4> = %Z(E F W), obtenemos:
d {1 24 1
R EY=Ri;(F) = ———=+— R 2.34
pp(E) 11(E) s (WqA +— Ail 7 _)\2> ; (2.34a)
d (1 24 (-1
Rip(E)=Rpi(E) = ——|—=+—= 2.34b
ip(E) = Rp1(E) - (mj + ;:1: vl (2.34b)

los términos que se encuentran dentro de los paréntesis, son las series correspondientes a las funciones

trigonométricas cot(7q) y csc(mq), respectivamente [46]. Por consiguiente,

Rpp(E) = Rii(B) = —dcoir(;@, (2.35a)
Rip(E) = Roy(B) = -7 (2.35b)

Tq

Este es un resultado muy til y lo explotaremos mds adelante (ver la Sec. .

2.2.3. Sistema cuasi-unidimensional

En esta Seccion haremos el desarrollo para obtener la Matriz de Reaccidn para una particula sin espin
dispersada en una gufa de ondas cuasi-unidimensional [5]], ver Fig. 2.3] La funcién de onda obedece la
ecuacion de Schrodinger

h2

- @(82 +02) + V(z,y) | (B 2,y) = EY(E;2,y). (2.36)

La funcién de onda ¢(F; x, y) estd sujeta a las CF de Dirichlet en las paredes de la cavidad ¢ (E; |z, y €

C,p}) = 0, donde C), denota las fronteras impenetrables de la cavidad.
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(a)

Figura 2.3: (a) Guia de ondas plana que contiene un potencial real V(x,y) de ancho L = zp — z;. (b)
Guia de ondas con una cavidad con paredes superior e inferior no planas descritas por fi(z) y fo(x).
Por simplicidad, supondremos que ambas terminales tienen el mismo ancho W. C,, denota la frontera con
paredes duras mientras que Cy a las fronteras de reaccién con paredes suaves (interfases). Ahora, a y 3

denotan los vectores de las ondas entrantes y salientes, respectivamente.

El sistema cuasi-unidimensional consiste de una cavidad conectada a dos terminales, por el lado izquierdo
y el derecho, donde la frontera C' = C'p U C puede ser plana como en la Fig. [2.3(a) o definida por perfiles
como en la Fig. b). En este caso dltimo y para V (z,y) = 0, que trataremos en la Sec. se hace una
transformacién de coordenadas que nos permite tratar a la cavidad como una con paredes planas y cuyos
efectos de frontera conllevan a la aparicién de un potencial efectivo. En ambos tipos de guias de ondas,
las soluciones a la ecuacién de Schrodinger de la funcién de onda en la terminal izquierda y derecha son,

respectivamente

1 - T ikl » 2 . mm m
U (Bia,y) = —== (e ne = gretine) [ sin (TRy) = 67 (Boapnly)  @37w)
Wi Wi

S

SN

—

mm

.D .D 2
m , —ik, © m ik, x : m
ape me— e m — S\ ) = E, T)Xm 2.37b
(ap B )\/”r (”r ) op( )Xm () ( )

U (Esx,y) =

=~
30
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donde @7, (E, x) es la componente longitudinal de la funcién de onda, y

5
Xm(y) = \/; sin (%) : (2.38)

es la componente transversal.

Aqui por simplicidad utilizaremos W como el ancho de ambas terminales y por lo tanto k,,, = kI, = k1.

La funcién de onda en la region asintética (las terminales) se expande como

M
Yio(Biz,y) =Y Urp(Eix,y) =Y 67 p(E,2)xm(y), (2.39)
m=1 m=1
con
h? m2n? 2uE  m2r?
E= (k2 ) K = - : 2.40
ou\"mt ) 7 2w (2.40)

siendo k,,, y mm/W las componentes de momento longitudinal y transversal, respectivamente. El nimero
M de modos abiertos estd determinado por el valor mas grande de m tal que &, es real. Este nimero M es

el que determinard el tamafo de las sub-matrices de la matriz de dispersion.

Como ya se explicé en las secciones anteriores, la idea principal de la TMR es considerar a la cavidad
primero y resolver la ecuacién de Schrédinger imponiendo CF especificas en las paredes de la cavidad y en
las interfaces dando lugar a un conjunto de soluciones con espectro discreto. La frontera total de la cavidad
es la unién de dos fronteras, Cp, y Co, donde C), denota la frontera de la cavidad con pared dura (CFD) y Cy
la frontera de la cavidad con paredes suaves (CEN) (ver Fig. . Entonces, definimos el problema interno

a través de la ecuacion de Schrodinger

h2

—5(83 + 85) +V(z,y)| Ux(z,y) = E\Ur(2,y), 25 <z<uzp, (2.41)

donde los ¥ (x, y), por simplicidad, supondremos que cumplen con las condiciones de fronteras mixtas

Ui(z,y) = O, (z,y € Cp) (2.42a)
a\I/)\(Qf,y)

o = 0, (z,y € Cy), (2.42b)
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y forman una base completa de estados ortonormales (¥ (z,y), ¥%, (x,y)) = d /. Expandiendo la funcién

de onda dispersada (en la regién interna) en términos de los ¥ (x, y), obtenemos
in(Bi2.) = 0(:2,0) = 3 A (B slo) = A / (B2, y) W3 (z, y)dady. (2.43)

Para poder definir la matriz R, debemos primero determinar los coeficientes Ay (E). Para ello consideremos

las siguientes dos ecuaciones

h2
i (a.y) | - o (0s + ) + V(. v)| ¥ (Eia,y) = BV (0, )0 (B:a.y), (2.442)

hZ
U(Bs,y) | = 5 (024 0) 4 V() [V ) = BAVS (0, y) (B, ). (2.44b)

Restando las ecuaciones (2.44a)) y (2.44b), obtenemos

h2
2 [‘I’i(m,y)V%(E; 2,y) = V(E;2,y)VUX (2,y)| = (E = Ex)VA(z,9)¢(E;2,y)  (2.45)

donde hemos reescrito V2 = 92 + 82 Ahora integramos sobre el drea A de la cavidad

h2

5 [ BV — (B ) ) [dedy = (B B)AE). @46)

Considerando la segunda identidad de Green en forma diferencial [47]]-(Cap. 7)

Ui (2, y) VY (EBiz,y) — ¢(B;z,y)V25(z,y) = (2.47)
2
> 0i(W5 (2, )0 (B; 2, y) — V(B 2,) 0,95 (2, y))

=1

con 91,3 = 9y, en la ec. (2.46), obtenemos

-y /A 01 (W3 (2, ) OB o, y) — (B3 2,)0, U3 (. y))dady = (E — E3)AN(E).  (248)
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Veamos a que se reduce el lado izquierdo de (2:48). Para ello desarrollemos la suma como [con @) =

V(E;z,y)] [5]:

L [o:w50.0 — 00,95) +0,(050,0 — 0,93 dody

I

w zp
/ [030,] o, dy = / {\I!f\axz/)} dy. (2.49b)
C 0 xr

p

[\Ilj@ww — zpax\y;]cody + / [\II’;@w — wawxpg)]c dx (2.49a)
Co P

Para llegar al resultado dado en (2.49b) hemos aplicado las condiciones de frontera dadas en (2.42). Ahora,

sustituyendo (2.49b) en (2.48) obtenemos

R 1 w
ANE) = —2—7/ (UX(@D,y)0:¥(Eszp,y) — VX (21, y) 0 (E; 21, y))dy  (2.50a)
pE—ExJ
I A OV(E;x,y)
= _QNE—E/\;(_I)/O U3 (75, 9) (ax>xsdy, (2.50b)

donde ,_y[9) = y[p]. Substituyendo @ en la ecuacién @ obtenemos la funcién de onda interna

para toda energia como

R Yalz,y) v OP(E;z,y)
E = — —-1)° Ul (x, —_ . 2.51
o) = 5, SRR S [ i (FEE ) ay s
Usando la ecuacién (2.39) podemos reescribir la integral que aparece en (2.51)) como
n2 (W OV(E;x4,y) h2 w

R U3 (z,, 2PN TSIy = — U3 (zs, O (B x6) Xm (y)d

\/QH/O Aws y) 5 = dy 2”%:/0 A(@s, 9)0: 0 (B ) xm (y)dy
= S Wo.em(E; ), (2.52)

donde

*(s h2 w *
T3 = V2 /O U5 (2, y)Xm () dy, (2.53)
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es la amplitud reducida para el nivel A en el canal m. Substituyendo (2.52) en (2.5T)), obtenemos

h2 1 3 (s
Y(B;x,y) = ,/ﬂz e EZ(—l)SZ S De (B 1) U (2, ). (2.54)
A s=1

Substituimos la expansion (2.39) en (2.54) evaluada en x = z; para obtener

Z¢l (E;21)xn(y \/;Z Ex —EZ Z'y:( )awm E;x)Uy(z,y). (2.55)

Multiplicando por ambos lados a la ecuacién (2.55) por x,(y) e integrando en y obtenemos

w s *( )am m E < h2
ZQS%’(E;OJ;)/O X (¥) X (y)dy ZZ ’z f& & \/;/ U (20, y)xp(y)dy,

A,m s=1
& (Eym) = Z ZZ am (E;xs). (2.56)
s=1

Para llegar a (2.56)) hemos usado la relacion de ortogonalidad para x,(y) y la ecuacién (2.53) en el lado
izquierdo y derecho de la igualdad, respectivamente. Por consiguiente, la ecuacion la podemos escribir

como

s=2
P @) =) Y (—1)°RED0,07 (Bs ), 2.57)
m s=1
donde hemos definido
D), *(s)
v 'Y
(I,s Tap Am
RGD(E Z B m,p =1, (258)

como los elementos de la matriz de reaccion (s, [ denotan las fronteras izquierda y derechay p, m alos cana-
les en las terminales). Cabe mencionar que todas las ecuaciones que aqui hemos deducido (para M canales)
ya fueron obtenidas de manera diferente en [26] y [S]]. Nosotros aqui hemos optado en exigir explicitamente
la continuidad de las funciones de onda en las fronteras de reaccién mientras que, por ejemplo, en [26]] in-
troducen operadores singulares para acoplar a las funciones de onda en las fronteras de reaccién y en [5] se

deduce la matriz R para un sistema con simetria radial al igual que en [36].
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2.3. La Matriz de Dispersion en términos de la Matriz de Reaccion

La matriz de dispersién S(E) [5, 23] es una herramienta fundamental en fenémenos de dispersion, esto
debido a que, ademds de proporcionarnos foda la informacion posible en fenémenos de dispersion, es una
cantidad que se puede medir experimentalmente. Matematicamente, la matriz S(E) se escribe como un
operador que relaciona ondas que entran con ondas que salen en la regién de interacciéon. La matriz de

dispersion conecta el estado asintético de incidencia con el asintdtico dispersado:
8 =S(E)a, (2.59)

donde «v y 5 son vectores cuyos elementos son los coeficientes de la onda entrante y saliente, respectivamente
(ver Fig.[2.3). Explicitamente, la matriz S(F’) junto con las ondas entrantes y salientes se pueden escribir de

la siguiente forma

t/
sEy=| " . B= Pp Ca=| P (2.60)

o7 Br ag

Los elementos de S(FE) son los coeficientes de transmision (¢ y t') y reflexién (r y 7'), que son matrices de

tamafio M x M, donde M denota el modo permitido mas alto. Estos coeficientes estan definidos como

_ (BD)H r _ (Bl)n a
rmn(E) = (aD)m7 mn(E) (al)m’ (2.61a)
tn(E) = (B1)n .t (E)= (Bp)n (2.61b)

(O[D)m (al)7rl

Para una guia de ondas con dos terminales, (ay)., [(8p)m] denota la amplitud de la onda plana que viaja
de izquierda a derecha en la terminal izquierda [derecha] que corresponde al m—ésimo modo transversal.
Del mismo modo, (81)m [(ap)m] es la amplitud de la onda plana que viaja de derecha a izquierda en la
terminal izquierda [derecha]. Por lo tanto, ¢(¢') es la amplitud de probabilidad de transmisién de derecha a
izquierda (izquierda a derecha). Similarmente, r(r') es la amplitud de probabilidad de reflexi6n en el lado
derecho (izquierdo) de la cavidad. C.f. Fig.[2.3]

Cuando el sistema dispersivo conserva corriente, entonces la matriz de dispersién es unitaria (S(E)ST(E)

ST(E)S(E) = 1). Si ademds, el potencial dispersivo es hermitico, entonces, el sistema tiene la pro-
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piedad de ser invariante bajo simetria inverso-temporal y consecuentemente, la matriz S(E) es simétrica
(S(E) = S(E)T), C.f Apéndice[G]

La condicién de la unitariedad de S(F) implica que sus eigenvalores son distribuidos sobre un circu-
lo de radio uno, por lo tanto, éstas pueden ser representadas como €2 con & real, j = 1,2 [48H50].
Para el caso particular de un sistema uni-dimensional (dos canales), la fase de la matriz S(E) se define

convencionalmente como det S(E) = ¢, con 6 real y cumple con: 6 + 5 = &4 + & (ver Apéndice E}I)

En las siguientes secciones, encontraremos S(F) en términos de la matriz R(E) para M = 1,2, ....

2.3.1. S(FE) en una dimensién para un canal

La funcion de dispersion S(E) la obtenemos de (2.15)). En este caso sustituimos la expresion correspon-

diente a la derivada de la funcién de onda asintética evaluada en z = xo:

Oup(E;xg)  ik(—e "2 4 Sei*2) 14+ BR(FE; B)

= : : = 2.62
V(E; x2) etk 4 Sethee R(E; B) 202
Despejando S(E) obtenemos
—oikw. BH(E; B) + B + ik —oikz, 1 HikR(E)
E) = — 2tkxo ) I 21"“27_ 2.63
S(B) = —e RUE;B) +B—ik  © 1— ikR(E) (2.63)

Para llegar a la segunda igualdad en hemos usado (2.17). La ecuacién muestra claramente que
los polos de la funcién S(E) estan determinados por las soluciones de la ecuacién R~ (E; B) + B — ik =
1—ikR(E) = 0.

Dado que la funcién R(E; B) es una funcion real es fécil confirmar que S(E) es unitaria (S(E)S*(E) =
1) y por lo tanto, la podemos escribir en términos de su fase, como S = €21 3] 36, 40]. Para el caso

particular de B = 0, encontramos que la fase 6 estd relacionada con la funcién R(E) como
0= ko — g + arctan(kR(E)). (2.64)
Despejando kR(E) de (2.64), tenemos

tan (9 ¥ kg + g) — kR(E). (2.65)
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De esta tltima ecuacién podemos ver que los polos de la funcién R(FE) ocurren a aquellas fases discretas
o = 0n+knza + 5 = (n—1/2)7, conn = 1, 2,.... Por otro lado, sabemos que los polos de R(E)
ocurren cuando la energia coincide con los eigenvalores de reaccién Ey (ver la ecuacién ).

La ecuacién es muy relevante ya que nos permite conocer propiedades del sistema interno (las
energias del hamiltoniano interno), a partir de una cantidad que se puede determinar externamente, la fase
0, ya sea numéricamente [ver ] o experimentalmente [S1, 52]]. Experimentalmente se barre la fase
fn en un rango de energia para encontrar las singulares de la tangente de f,. Los valores donde diverge
corresponden a las energias internas Ey.

El conocimiento de los niveles energéticos de reaccidn sirve para caracterizar parcialmente el potencial
que produce la dispersién. Similarmente, las anchuras reducidas 3 se pueden determinar a partir del cono-
cimiento de la funcién de onda, numérica o experimentalmente [[10], i.e,. una vez conocida la funcién de

onda experimentalmente (t).,;,), se puede usar el resultado siguiente [ver ecuacién @.12) de la Sec.[4.1]:
@/J(E ~ E)\;xg) ~ A)\(E ~ E)\)\I/)\(xg) = \I/)\(ZCQ) ~ ’(/)(E ~ E,\;SI,'Q)/A)\(E ~ E)\), (266)

con lo cual, los eigenestados de reaccidn, obtenidos de datos experimentales o numéricos, estaran dados

como U™ (z3) ~ tegp(E ~ Ex;z2)/AN(E ~ Ey)y por consiguiente los anchos reducidos serdn:

| WS (22)]2. Asi, una vez conocida E\™" y 4{"” podremos obtener fenomenolégicamente

_ n?
(577 = 5

una funcién de reaccién [36, 38]] y en consecuencia formar una funcién de dispersion con datos experimen-
tales. Este sera un procedimiento para conseguir la funcién de reaccién fenomenoldgica.

Nosotros no hacemos la parte experimental pero si podemos calcular la fase 6 sin conocer a priori
la funcién R(E). Es decir, si usdramos, por ejemplo, el método de la matriz de transferencia, podemos
determinar las funciones de onda en las fronteras. El célculo inverso es obtener estos datos a partir de los
datos numéricos de la funcién de onda en las fronteras de reaccién. Luego, para el caso de un canal, la

funcién S, (E) la obtenemos a partir deE]

(2.67)

) ] n ) JZ\I/O'LL
Senp(E) = 0eor — g=ikuz <\Pout(x2) — DoBourlzs) kt(m)) )

AExigiendo continuidad de la funcién de onda en la frontera de reaccién (z = x2):
Yout(E;x) = e~ thxre 4 S(E)e““”?

Ontout (B x2) = —ik(e™ "2 — S(B)etre2),
y resolviendo para S(E) = Seqp(E), obtenemos la ec. (2.67).
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donde V,,,;(z) denota la funcién de onda asintdtica.

4 i ] ; '3 ] 4 f g ! :
°
- 2/, / N /
2 )]
+ +
2 0 § 71 % O
+ +
=) &)
g -2 f( / 1 § -2 ( / /
. °
_47\ 4\ i r'y Il ! \7 _47\ i Il I Il ‘\7
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
E E

Figura 2.4: Gréfica de la ecuacién (2.65) para (Izq.) [Der.] una barrera [pozo] con (Vo,x2) =

(10,2) [—10, 2]. Aqui, los simbolos (e) son los que obtenemos numéricamente a partir de (2.67) y la linea
roja denota la grifica del término kR(F) de (2.65)) con N = 600.

(b

tan(O+kx,+17/2)

Figura 2.5: Gréfica de la ecuacién (2.65) y de las anchuras reducidas. En (a)-(c)[(b)-(d)] los resultados

corresponden a una doble barrera[pozo] de potencial separadas una distancia [ = 1, anchos d = 2y V) =
10[—10]. Aqui R(E) y v3 los obtenemos usando la TMR (N = 600 y linea roja) mientras tan(6+kzo+m/2)
Y 73 (exp.) se obtienen calculando 6 de la ec. (2.67) y (2.66), respectivamente, usando el MMT (simbolos

().

En la Fig. [2:4 mostramos los resultados para una barrera/pozo de potencial constante con Vo = £10y d = 2
[(+) Fig. @-Izq. y (-) Fig. @-Der.]. Los simbolos (e) son los que obtenemos numéricamente a partir de
y la linea roja denota la grifica del término kR(E) (ver ecuacién (2.65) con N = 600). Ya que
la dispersion ocurre s6lo para valores de energia mayores que cero, este cdlculo indirecto no nos permite

conocer las energias de reaccién E\ de estados acotados. El célculo de las anchuras reducidas para estos
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mismos pardmetros no los presentamos ya que todas son contantes iguales a 2/x2 y concuerdan con los
obtenidos (de forma indirecta) usando (2.67). De igual manera, en la Fig.[2.5]se muestran los resultados para

una doble barrera/pozo de potencial separadas una distancia ! = 1y anchos d = 2 para V) = £+10.

En el caso de dos canales (ver la siguiente seccion), obtenemos una ecuacion similar a (2.65), dada como

) _ kTr(R) f(E)

tan (00 + kd + =) = =
an (6 + kd + 1—k2detR ~ g(E)’

5 (2.68)

donde 9 es 1a fase del coeficiente de transmisién, d el ancho del potencial, T'r denota la operacion traza,
det R es el determinante de la matriz de reaccion, f(E) = kTr(R) y g(E) = 1—k? det R. De vemos
que los polos de f(E)/g(FE) ocurren cuando 0 + kyd + 5 =(n—1/2)r,conn =1, 2,.... A diferencia
al caso de un canal, los polos de f(E)/g(E) en general no coinciden con lo polos de R(E). Los polos de
f(E) y R(E) coinciden tnicamente cuando g(E) # (0, 00) para toda energia. Esto es porque si bien las
singularidades de f(E) corresponden a los polos de R, también pueden existir ceros de g(E), que gene-
ralmente no coinciden con los polos de R. Hemos notado que g(FE) tiene ceros cuando hay tunelamiento.
Cuando no existen ceros de g(E) en un rango de energias, la determinacién de los E) procede tal como en
el caso de un canal. Queda para un trabajo futuro determinar rigurosamente las condiciones bajos las cuales
g(E) es cero, o bien, encontrar algin filfro que elimine singularidades de que no correspondan a las
singularidades de R.

Para mostrar el procedimiento inverso usaremos el pozo de potencial modulado dado por V(z) = Vj +
ecos(13m/d) con Vo = —10y d = 6, los cuales estdn dados en la Fig. 2.6|para ¢ = 0.25 y ¢ = 1.5. La
fase 6(Y) como funcién de la energifa la obtenemos usando el método de la matriz de transferencia (cuyos
valores juegan el papel de nuestros datos experimentales) para posteriormente sustituirlas en (2.68)). Por otro
lado, para calcular los anchos reducidos hemos usado la misma ecuacién dada en pero con Ay (E))
dado en @.19). Nuevamente, este cdlculo inverso no nos permite conocer las energias de reaccién Ey de
estados acotados es por ello que tampoco hemos podido calcular todos los valores de los 'yf b= 'yil y de
los 7T =737 = (=) 7.

Hasta aqui hemos mostrado como obtener las anchuras, las energias de reaccién y la funcién R fenome-
nolégica a través del conocimiento de la fase 6 de la matriz de dispersion obtenida, ya sea de datos expe-
rimentales o numéricos (indirectos). La importancia de esto es que con los datos experimentales podemos

deducir de forma parcial las propiedades del potencial que produce la dispersién. Es importante destacar que
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este método de calculo indirecto nos permite obtener las energias, anchos reducidos y la matriz de Reacciéon

s6lo para procesos de dispersion, es decir, para £ > 0.

tan(0V+kd+1/2)

1 1 1 1 1 1
0 S 10 15 20 25 30

|O
1
1

o
1
1

I I L L I L
10 100 10 100

Figura 2.6: Gréfica de la ecuacion (2.68) y anchuras reducidas para el pozo modulado. En (a)-(c) [(b)-(d)]

se muestran los resultados para e = 0.25 [1.5]. Para este sistema, obtenemos (directo e indirecto) f(E)
y *yiD = (—))‘*y)l\) D usando la TMR (linea y simbolos en rojo, N = 600) mientras que la fase 6() en

tan(0) + kd + 7/2) y 7} (exp.) se obtiene usando el MMT (simbolos (e)).

2.3.2. S(F) en una dimensién, dos canales

En esta seccién vamos a obtener la forma de la matriz de dispersién S(E) en términos de la matriz R(B)
para dos canales; el canal de la reflexion y el canal de la transmisién. Para ello, primero debemos de escribir
¥y V,, ¥ en términos de las funciones de onda asintéticas para posteriormente sustituirlas en la ecuacién
(A~29). Entonces, exigiendo continuidad de la funcién de onda y de su derivada en la frontera de reaccién

[W(E;x;) = ¢i(Eyx;) y 0:0(E; ;) = 0xv:(E; x;)], obtenemos (ver los detalles en el Apéndice|A.5)

E;
P 2 I B (2.692)
Y(E;zr)
O:Y(E;
V.U = VETD) ) Soa - 518, (2.69b)
.Y (E; )
efik‘Q?D O
Sy = . (2.69¢)
O 6ik:v1
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Sustituyendo (2.69) en y después de acomodar términos, obtenemos

(1 + R(B)o3B)(Soar + Sif) = —ikR(B)(Soex — Si.3), (2.70)

1 0

donde 1 es una matriz unitaria diagonal, R(B) es la matriz de reaccién, 03:< 0 1

) es la matriz de

Pauli, B E( BOD g ) .y B D(I) €8 el parametro de frontera definida en la frontera de reaccién derecha
I

(izquierda). Resolviendo para 3 en la expresién (2.70), obtenemos

1+ R(B)osB + ikR(B)

= - . 2.71
f=—S17 R(B)o3B — ikR(B)SOO‘ @70
Comparando (2.71)) con la ecuacién (2.59) obtenemos S(E) como
1+ R(B)osB + ikR(B) 1+ ikR(0)
S(E) =-S5 So = —So————==35 2.72
(E) %1+ R(B)osB — ikR(B)"° °1—ikR(0)"” 272)

donde hemos usado (A.30) para llegar a la dltima igualdad de (2.72). R(0) denota la matriz de reaccion con
CFN.

La unitariedad de S(E), en la ecuacién (2.72), es clara, ya que la matriz de reaccién R(B) es real y
simétrica (hermitica). Por otro lado, la expresion (2.72)) nos indica que no importa el valor de B que se
escoja para el cdlculo de S(E), pues ésta siempre obtendrd el mismo valor que si elegimos CFN, es decir, la

matriz de dispersién S(E) es independiente del pardmetro de frontera B.

Cabe recalcar que la deduccién de la ecuacion se hizo siguiendo la formulacién de la TMR en
su forma mds general y representa una generalizacion al caso de un canal. Una expresion similar a
se obtuvo en [38] para potenciales con simetria esférica y usando el operador de Bloch para acoplar las
funciones de onda, dispersada y asintética, en las fronteras de reaccién. En el trabajo [38] se parte de un
hamiltoniano interno no hermitico y se introduce el operador de Bloch para hacer el hamiltoniano hermitico y
asegurar la continuidad de la derivada de la funcidén de onda en la frontera de reaccién. Ademads, al considerar
potenciales con simetria esférica, en contraste, en nuestro desarrollo, el hamiltoniano interno es de inicio

hermitico y no requiere del operador de Bloch.
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2.3.3. S(F) para M canales

Ahora usaremos la ecuacién (2.57) para obtener la matriz de dispersién usando CFN en la matriz de

reaccion. Para ello, exigimos continuidad de las funciones de onda en las fronteras de reaccion:

BB ) = T netkser — gre=iheer), .73

y(Bizp) = —=(ahe oo — gt .73
vy

at] (Biwr) = iv/hm(af'em®r 4 gl e hner), (273¢)

007 (Bip) = —i/Em(afie neo 4 gpeitno), .73

con1 < p,m < N. Substituyendo las ecuaciones (2.73) en la ec. (2.57) se obtiene

Mp
aI?De—ikpr _ ﬁ%eikl)rD - 4 Z \/7RDD (O/Dne_iksz + BgLeiksz)
My
=i Y N Ep ROk (et 4 Bt Rm ) (2.74a)
m=1
azI)ezk pLT /B?e_ikpwl = Z /L R ( m —zkmxp +ﬁm zkmxp)

—i Z VE,RIL ke (o eFmer 4 gTre=hmer) - (2.74b)

En notacién matricial las ecuaciones se reducen a

& — B =iVERVE(@ + B). (2.75)
con
a — (OélDeiiklxD,"' OZ%DG ikMDCED7 a}eiklml,"' 7ay16ikMIII)T,
g — (BlDeilﬂID’_._ ,BDMDeikMD:L.D, B}e—ikle,“. 7/8;\4]6—7;k]y11.7)[)—|—7 (276)
kpm = kplpm, 1< n’,n <N,

donde M (p) denota el nimero de modos abiertos en la terminal izquierda (derecha).
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Note que 8 = S(TJ By a = Spa, donde Sy ahora es una matriz diagonal, cuyos componentes se pueden
escribir como
efno, 1< n < Mp,

(So)nn' = _ (2.77)
e~tnzr - Mp+1< M,

a=(ah,-- oM ol oMy g = (8L, BMP BE, -, BM1)T. Ahora, de la ecuacion (2.75)

obtenemos

B=>5 Lt Z.\/EJWESOOA (2.78)

"1 —iVERVE
Comparando las ecuaciones (2.59) y (2.78)) obtenemos la matriz de dispersion

_ ¢ 1-iVERVE

E)=8S—« """ 2.79

con S(FE) una matriz de M x M y M el nimero total de modos abiertos{]ﬂ

La expresion (2.79) para la matriz de dispersion coincide con la de varios otros autores (ver, por ejemplo
[5, 137, 153]). Sin embargo, nuestro procedimiento difiere en que aqui hemos optado por exigir continuidad
de la funcién de onda y de su derivada explicitamente en la frontera de reaccién x5 con las funciones de
ondas asintéticas, mientras que, por ejemplo, en [5] expanden las funciones ¢(F; x,_,vy) y 0. ¥(E; s, y)
en términos de una base completa con CFD (que varian en la direccidn transversal). Por otro lado, en [37]
usan los operadores de proyeccién de Feshbach y los operadores singulares para acoplar las funciones de
onda, dispersada y asintética, en las fronteras de reaccién y asi llegar a la ec. (2.79). Por tltimo, en [53]
siguen el mismo procedimiento que en [37], pero ellos obtienen una expresion de S(E) més general, pues
incluyen los efectos de los modos cerrados y demuestran que la posicidn de los polos en el plano complejo

de la energia se ve afectada por la inclusién de dichos modos cerrados.

BRecordemos que en el caso del sistema cuasi-unidimensional hemos elegido las CEN en las interfaces (fronteras de reaccién) de la
guia de ondas y por lo tanto la matriz R que aparece en la ec. ya no tiene dependencia con los pardmetros de fronteras B,
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2.4. Continuidad de la funcién de onda dispersada

Si tuviéramos que derivar la ecuacion (2.12)) en la frontera de reacciéon (z = x3) término por término,

obtendriamos:

OY(E;x)
ox

_ 22 = \I/;(Z'Q)axqf)\(xg)
T2 2/J 1 Ey—F

OxVin(E;22). (2.80)

Debido a las CFN en z = z3 (B = 0 en (2.7)), cada término en la serie infinita es cero y por tanto
0. (F; x9) = 0 para toda energia E. Sin embargo, 0,1 (F; x2) en general no es cero en = xo. La razén
de esta aparente contradiccion es que la serie resultante, aunque es convergente en 0 < z < Z9, no €s
uniformemente convergente en x = 3 y por tanto no puede ser diferenciada término por término [5}36].
Sin perdida de generalidad, vamos a tomar la funcién de onda dispersada en el sistema de un canal. Re-
produciendo los argumentos dados en [36]], mostraremos entonces qu 0V (E;x) — 0,4 (E; z9) cuando
x — xo. Para ello, comencemos integrando la ecuacion @I) desde un punto arbitrario “z” a z = x9, tal

que
d\I/A(LZ}) - 27,[1,
dx — h?

/M(EA — V(2))¥x(z)dz. (2.81)

Esta expresion nos permite tomar la derivada de ¥ (z) en un vecindario de x < x2 y luego tomar el limite

x — 3. Ahora, derivando por ambos lados (2.12)) y dividiéndola por 9,9 (E; z2), obtenemos

mw E LE \If)\ $2 d\If)\ )
= . 2.82
av'(/) E .’I,‘g Z E,\ - F dz ( )
Sustituyendo la ecuacién en , obtenemos
Zz/)m (E;x) / (Ex—V(z)— E+ E)U)(2z2)Px(x)
d 2.83
Butin (B 2] ~ 2 Er—E " 289

después de acomodar términos llegamos a

;/JHEE;; Z% “ / 2 d“z gf LTQ / (B =V(2)¥r()do.  (2.84)

La razén por la cual el segundo término de (2.84) no contribuye es porque |E — V (z)] < K < oo, ya que

CEn [36] indican que la demostracion fue hecha por J. L. Jackson en 1950 en su tesis doctoral, New York University.
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V(x) se supone acotado. Por lo tanto, el integral tiende a cero cuando x — 2. Por otro lado, la primera
suma en (2.84) es justamente la expansion de una funcién que es unitaria en el intervalo de x a x5 y cero en

otra regién. Para ver esto tltimo, consideremos la siguiente identidad [54} 55]

S W (@) (€) = 6(a— ). (285)
A

Sustituyendo (2.85) en la primera suma de la ec. (2.84)) e identificando a = x5 y £ = z, obtenemos
T2 T2
Z \I/)\(I'Q)/ Uy (x)dx = / d(xe — z)dx = 1. (2.86)
by €T x

Usando esto tltimo en (2.84) llegamos al resultado deseado:

0 (E;x — 2)

ROES —1 (2.87)

Con esto se demuestra que la suma de derivadas converge aunque no de manera uniforme y por consiguiente,
debemos de tener cuidado y no diferenciar la ec. (2.12)) término por término en la frontera de reaccién y de

paso, hemos mostramos que el formalismo de la matriz R es consistente.

2.5. Ventajas tedricas de la TMR sobre otros métodos

La teoria de la matriz de reaccion presenta ciertas ventajas tedricas respecto a otros métodos. Por ejem-
plo, la diferencia entre el formalismo de la matriz de reaccién y el método del hamiltoniano efectivo [S6—
591, es que en el primero se trabaja en el plano real de la energia mientras que, en el segundo, en el plano
complejo. Por otro lado, siempre es posible obtener el hamiltoniano efectivo en términos de los eigenvalo-
res y eigenestados de reaccion (ver el Capitulo [5). Otra de las ventajas tedricas sobre métodos puramente
numéricos, como son los métodos del elemento finito [28] o matriz de transferencia [, 127], es la de poder
caracterizar el potencial dispersivo (de manera parcial) a través de la obtencidn de los niveles energéticos del
hamiltoniano interno, asi como también los anchos reducidos. Por otro lado, la matriz R se construye resol-
viendo la ecuacién de Schrédinger en la regidn interna una sola vez. Es decir, el conocimiento de un nimero
N de estados y energias de reaccidn (que se obtienen al diagonalizar el hamiltoniano hermitico interno) son

suficientes para calcular las cantidades de dispersién en un amplio rango de energia (dependiendo de N y
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de la precision deseada), a diferencia de los puramente numéricos que requieren de resolver la ecuacion de
Schrodinger para cada energia.

Ademéds, los pardmetros en la matriz R, tales como las anchuras reducidas y los E, para resonancias
angostas (régimen de resonancias aisladas), tienen una interpretacion fisica, es decir, los polos de la matriz
R estén cercanos a las energias reales de resonancias de dispersion (médximos locales de las cantidades de
dispersion) y sus residuos (anchos reducidos) con las anchuras. A diferencia; por ejemplo, en el formalismo
del hamiltoniano efectivo o de los operadores de proyeccién de Feshbach, en donde estos pardmetros estan
representados en términos de los polos de las matriz de dispersion. Por otro lado, podemos aproximar las
cantidades de dispersion, en el régimen de energias bajas, usando unicamente pocos términos de R.

Para terminar, como se discutio en la Sec. del conocimiento de la fase de 6 a través de datos, ya
sean experimentales o numéricos, podremos obtener caracteristicas del potencial que produce la dispersion,
como son las energias de reaccion y las anchuras. Este método indirecto, aunque s6lo funciona para £/ > 0,
no lo proporcionan los métodos puramente numéricos ni los métodos del hamiltoniano efectivo o el de los
operadores de proyeccién de Feshbach. Por consiguiente, el MMR cobra relevancia para usarla en el estudio

de sistemas dispersivos y abre una opcién para tratar el problema de la dispersién inversa.

RESUMEN: En este capitulo hemos definido el concepto de canal. Hemos usado el formalismo de la teorfa
de la matriz de reaccién para encontrar la matriz de dispersion en sistemas de uno y dos canales (unidimen-
sional) y una guia de ondas rectangular cuasi-unidimensional para M canales. En el caso especifico del
sistema unidimensional de uno y dos canales, obtuvimos la matriz de reaccién en términos de las condi-
ciones de frontera homogéneas y mostramos que el valor de la matriz de Reaccion depende del parametro
de frontera B, en cambio, el valor de la matriz de dispersién no depende de B. Por otro lado, mostramos
que es posible conocer, por métodos indirectos, tanto las energias de reaccién (£ > 0) como las anchuras
reducidas a partir del conocimiento de la fase 6 en forma, ya sea, experimental o numérica.

Adeamads, generalizamos el resultado conocido para el caso de un canal y para una barrera/pozo de
potencial constante (V' (x) = £V}), mostrando que la suma infinita que define a los elementos de la matriz
de reaccién (para dos canales y +V5) converge a las funciones trigonométricas cot(wg) y csc(mq) (ver
), Posteriormente, demostramos que la funcién de onda dispersada ¢ ( E; z2) converge de manera no

uniforme en la frontera de reaccién y por lo tanto, no es derivable término por término en tal punto.
También discutimos las ventajas tedricas de usar el formalismo de la TMR respecto a otros métodos,

tanto puramente numéricos como tedricos.



Capitulo 3

Cantidades de Dispersion

En este Capitulo primeramente obtenemos las expresiones de ciertas Cantidades de Dispersion
(CD) comunes en términos de la Matriz R para los sistemas unidimensionales de uno y dos
canales. Estas cantidades de dispersion son los coeficientes S;;(E), el tiempo de demora 7(E)
y la probabilidad de atrapamiento P(E). Posteriormente demostramos que los polos de estas
cantidades son los mismos que los polos de la matriz de dispersién. Consideramos algunos
potenciales representativos para examinar las CD como funciones de la energia y discutimos

las ventajas numéricas de usar la matriz R respecto de otros métodos.

3.1. Cantidades de dispersion en sistemas unidimensionales de un ca-
nal

Claramente, las matrices R(E) y S(E), en el caso de sistemas de un canal, se reducen a una funcién
escalar. El dnico canal es el de la reflexién que siempre es total, independiente de la energia. Por lo tanto,

las cantidades a calcular aqui son el tiempo de demora y la probabilidad de atrapamiento.

3.1.1. Tiempo de demora 7(F)

El concepto del tiempo de demora 7(E) fue introducido por Eisenbud y Wigner [60] (conocido también

como tiempo de demora de Wigner) en el sistema de un canal. Este se interpreta como el tiempo tipico

XLII
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gastado por una particula dispersada en la region de interaccion (o de reaccion). En otras palabras, el tiempo
de demora lo podemos entender de la siguiente manera: sea t; el tiempo que demora una particula (con masa
() en cruzar la regién de interaccién cuando existe un potencial y sea %, el tiempo que demora en cruzar la
misma regién de interaccion pero ahora sin ningiin potencial. Entonces; la diferencia 7 = ¢; — % es el tiempo
de demora o de retraso. Este tiempo puede tener valores positivos o negativos. Un tiempo de retraso positivo
nos indica que la particula interactuante es detenida en la regién de interaccién. Un tiempo de demora
negativo indica que la particula interactuante es acelerada durante la interaccién. Ademds, fisicamente se
espera que t; —tg — 0 cuando E' — o0, esto debido a que la particula/onda gradualmente dejard de sentir la
presencia del potencial conforme aumente la energia, y por lo tanto no sufrird ya ninguna demora en cruzar

la regién de interaccion.

El tiempo de demora en términos de la funcién de dispersion y de su fase 8(E) estd dado como [60, 61]]

05 _ pditE), G

() =~ 5 =" g

donde 0(FE) estd dada en la ec. (2.64). La expresion (3.1) indica que el tiempo de demora es proporcional
a la rapidez con que cambia la fase de S(E) con la energia. Por otro lado, para demostrar que los polos de

7(E) son los mismos que los de S(E), conviene escribir 7(FE) en términos de R(E), usando la ecuacion

5D:

_ |z 1 (uR(E) ., OR
T =2 5 1+k2R2< e g )] 62

El factor “2” que aparece en la ecuacién (3.2) se debe a que la particula cruza dos veces la misma regién de

reaccion debido a la pared impenetrable.

Si nos fijamos en el denominador del segundo término de la ecuacién (3.2), vemos que éste lo podemos
reescribir como 1 + k?R? = (1 + ikR)(1 — ikR), es decir, esto muestra que los polos de 7(E) estén
determinados por las raices de la ecuaciéon 1 — ikR = 0 (z = w — ¢I'), que es la misma para determinar
los polos de S(F) (ver ecuacién ). Las soluciones del término 1 + kR = 0 (z* = w + iI") no son
fisicamente aceptables, esto es debido a que a estas energias, la funciéon de onda dispersada viola el principio

de causalidad [62]], es decir, conllevan a que la funcién de onda no sea normalizable (ver Sec. .
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3.1.2. Probabilidad de atrapamiento

Definimos la probabilidad de atrapamiento P(F) en la regién de reaccién como

P(E) = / t [in (25 E)|?d. (3.3)

Notemos que P(E) es independiente de cualquier base; sin embargo, para demostrar que los polos de P(E)
son los mismo que los polos de S(E), es conveniente escribirla en términos de los coeficientes de la expan-

sién Ay (FE) del estado 1, (E; x):

PE) = [ S B @ A B (o)

nt AN
e}
= Z AN(E) AN (B / U5 (2) U (2)de = Y |AN(E)[*orn (34
AN nt FBY
(o)
= > lAE)P
A
donde las amplitudes Ay (F) estdn dadas por la ecuacién (2.11b).
Ahora obtenemos la siguiente expresion
Duth(E;xy) = —ik(e” %2 — S(E)ethe2) = —gthe2 2k (3.5)
R 1 —ikR’

que resulta de la continuidad de la funcién de onda en la frontera de reaccién y de la expresién de S(E) en

términos de R(E) [c.f. ecuacidn ( -ﬂ La substitucién de (3.5)) en ( nos da:

th 2ik W (z2)e~ ko2
21 (1 —ikR)(E — E\)’

AN(E) = (3.6)

Notemos que Ay (F) es una funcién compleja cuyos polos ocurren cuando 1 — ik R = 0, es decir, son los
mismos polos que los de la funcién S(E) (ver la ecuacion ( ) Por otro lado, mas adelante demostrare-

mos (en la Sec. que no diverge cuando E — E), i.e., no tiene polos sobre el eje real.

ALa ecuacién 1i muestra que v’ (F; x2) tiene los mismos polos que S.
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Insertando (3.6) en la ecuacién (3.4), obtenemos

B\ & Ak 5 (z2) ]2
P(E)=|— . 3.7

= (35) L T GRP(E P G
La ecuacién (3.7) muestra que P(FE) tiene los mismos polos que los de S(E), ya que el término de su
denominador se puede escribir como 1+k?R? = (1+ikR)(1—ikR). Por lo tanto, las raices de 1 —ikR = 0
nos dan sus polos. Por otro lado, las soluciones de (1 +ikR) = 0 son los complejos conjugados de los polos
(z* = w +1I"), que son fisicamente inaceptables. Esto debido a que a esta energia (z*) la funcién de onda

no es normalizable y por lo tanto, viola el principio de causalidad [62] (ver Sec. .

3.2. Cantidades de dispersion en sistemas unidimensionales de dos

canales

En esta seccién, ademds del tiempo de demora y de la probabilidad de atrapamiento, obtendremos los
coeficientes de la reflexion y de la transmision en términos de los elementos de la Matriz de Reaccién. El
modulo al cuadrado del coeficiente de transmisién (Amplitud de transmision) nos da la probabilidad de que

una particula/onda, para una energia dada, sea transmitida del canal de la reflexion al canal de la transmision.

3.2.1. Coeficientes de reflexion y transmision

En la Seccién obtuvimos la expresién para S(E) en términos de R(E):

1+ ikR(E)

_wTR(E)w' 3.8)

S(E) =

Luego entonces, para obtener explicitamente los elementos de (3.8)) debemos primero obtener la inversa de
la matriz 1 — ¢k R(E) para después multiplicarla por las matrices 1 4+ ik R(E) y w, para llegar a:
1 e~ ke (OH(E) — 2(1+ikRpp)) —e 2%k Rpr

S(E) = , ‘ ;. (39
7eilkd2ikR1D e2iker (Q+(E) - 2(1 + ZkR]]))

donde O (E) = det(1 +ikR(E))yd = zp — z1.
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Comparando la ecuacion (3.9) con (2.60) obtenemos los coeficientes de la reflexién y de la transmision,

respectivamente, como

Coikep |QT(E)  2(1+ikRpp)
r(E) = e [Q(E) - o (B) ], (3.10a)
) o [N (E) 201+ ikRyy)
_ 2ikx _
r(E) = e [Q(E) 0 (B) ] (3.10b)
tE) = —e‘ikdi;k?g)’, (3.10¢)
t(E) = —e*ikd%. (3.10d)

De la expresién (3.9) notamos que los polos de la matriz S(E) (por consiguiente, los coeficientes de la
reflexién y transmision) estdn determinados por las raices complejas de la ecuacion caracteristica (més

adelante describiremos los métodos que nos permitirdn calcular los polos de S(E)):

QO (E) = det(1 — ikR(E)) = 0. (.11)

Por otro lado, de podemos observar la correspondencia entre los elementos de la matriz R(E) y los
de S(E). Por ejemplo, recordemos que Rpp es el elemento de R(E) definido en la frontera de reaccién
derecha, el cual, aparece explicitamente en la expresién del coeficiente r(E), definido en el canal de la
reflexién a la derecha. Similarmente, 7/ (E) depende de Ry y t(E) [¢'(E)] depende de R;p [Rp;]. Para
obtener las amplitudes de transmision y reflexion tomamos el absoluto al cuadrado de sus respectivos coe-
ficientes: la amplitud de la transmisién se define como T'(E) = [t(E)|? y la amplitud de la reflexién es

R(E) = |r(E)|?. Hasta aqui hemos encontrado los coeficientes de la matriz de dispersién en términos de

la matriz R(E), en el siguiente apartado vamos a deducir el tiempo de demora en términos de la fase del

coeficiente de transmision.

3.2.2. Tiempo de demora, dos canales

La expresion unidimensional del tiempo de demora de Wigner en un canal fue generalizada por Felix T.

Smith a un sistema de M canales, quien introdujo la matriz del tiempo de demora @ [61]]:

dS(E)

Q= —ihSH(E) =5 ==,

(3.12)
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donde S(FE) es una matriz de M x M. Aqui M = 2. Los eigenvalores de Q; 71 y T2, son llamados tiempos
propios de demora. El tiempo de demora 7(FE) se define como el promedio de los eigenvalores de @ [63]:
ih + d ih d
E)=——tr ST(E)=——=S5(F) = —— == logdet S(E). 3.13
r(B) = — 1 tr SUE) - S(F) = = 5 - log det S(E) (3.13)
Abhora bien, recordemos que en el sistema de un canal obtuvimos el tiempo de demora en términos de
la fase de S(F) (coeficiente de reflexién), debido a que era la dnica cantidad que se podia calcular. Ahora,
tenemos dos canales; el de la transmision y el de la reflexion. No obstante, es posible encontrar una relacion
entre la fase de la matriz de dispersién, definida convencionalmente como det S = exp(2i6), y la fase del
coeficiente de transmisién (A(*)), 1a cual es [48] [49] (ver el Apéntice i

™

0 _
00 =0+ 3

(3.14)

Usando la ecuacién (3.14) podemos reescribir la fase de S(F) como: det S = exp(2i0) = exp[i(20®) —
)] = logdet S = i(20(") — 7). Sustituyendo esto tltimo en la ecuacién (3.13) obtenemos:

(3.15)

Entonces, usaremos la fase del coeficiente de la transmisién para deducir 7(F). Para ello, primero escribire-
mos ¢(F) en términos de su modulo y de su fase, como ¢(E) = |t(E)|ei9(t) donde, 8) = —kd 4 6y & son
cantidades reales que dependen de E. La fase § la obtenemos después de separar la parte real e imaginaria

de ¢(FE) dada en la ecuacién (3.10c), como

_ _Re[(Q7(E))'] _ Re[Q7(E)] _ /
tan(d) = “Tm[Q-(B)] ~ Im(E)] tan(d'), (3.16)

donde &' es debido al coeficientd?|#' (E) de la ecuacién (3.10d), y

Re[(Q(E))] = Re[QH(E)] =1 — k2det(R), (3.17a)

Im[(Q(E))*] = ImlQ*(E)] = ktr(R). (3.17b)

BNuestro sistema es invariante bajo simetria inverso-temporal y por consecuencia t(E) = ¢/ (E).
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Con estas deducciones podemos escribir 8() como

O g T _KkTr(R) 1
0 kd 2+ar0tan<1—k2detR . (3.18)

Tomando la derivada a la ecuacién (3.18)) con respecto a la energia y después de sustituirla en (3.15]), obte-

nemos el tiempo de demora como

pd  KEDRTr+ 0k*[dp(Dr)Tr — Drde(Tr)) + 455 + hkdp(Tr)
2

"B = 5% (kTr)? + (1 — k2Dp)

, (3.19)

con Dg =det(R), Tg = tr(R) y dp = 4% en (3.19).

Ahora, el denominador del segundo término que aparece a la derecha de (3.19)) se puede reescribir como

(kTr)?> 4+ (1 —k*Dr)> = (1 —k*Dp+ikTg)(1 — k*Dg — ikTR)

= QN (B)Q(E), (3.20)

es decir, los polos de 7 los obtenemos resolviendo 2~ (E) = 0, los cuales coinciden con los polos de
S(E) (ver ecuacién (3.9)). Como ya se discuti6 anteriormente, las soluciones del término Q (E) = 0 son
fisicamente no aceptables, debido a que conllevan a una funcién de onda no normalizable y en consecuencia,

violarfan el principio de causalidad.

3.2.3. Probabilidad de Atrapamiento

Sustituyendo la ecuacién (2.23) en la definicién (3.4) de P(E) obtenemos

Wi (ep)¥' (B wp) = W3 (@) (Bien) [*

BT (3.21)

N 5 2 N
PE) =Y | Ar(E) |= (h) 3
A=1

20 S

Primero mostraremos que P(FE) también tiene los mismos polos que la matriz de dispersién. Para lograr
esto, es suficiente con mostrar que los polos de Ay (F) son los mismos que los polos de S(E). Es decir,
necesitamos escribir Ay (E) en términos, ya sea, de Q™ (F) o de la funcién de dispersién. Optamos por la

segunda opcién. Entonces, después de un poco de trabajo algebraico (hecho en el apéndice D)), obtenemos
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Ax(E) (en notacién matricial) como

AN(E) = —— v —w*S 3.22
A(E) o5 By — F prlw —w*Sa, (3.22a)
h? o 2ik 1
= —— v . 3.22b
omEsN—E "1k (3.226)
donde ¥p; = (¥i(xp) Wi(xr)). La ecuacién (3.22) muestra estrictamente que los tnicos polos de

Ax(F) son debidos al término 1/(1 — ikR), i.e., son los mismos que los de la matriz de dispersién S(E)
[ver ecuacion ] Esto debido a que para £ — E)\, Ax(E)) no es singular, es decir, no tiene polos sobre
el eje real (ver la Sec. . En consecuencia, de este resultado podemos afirmar que P(E) tiene los mismos

polos que los de la matriz de S(E).
Ahora, suponiendo que aup = 1y ay = 0 (incidencia por la derecha), la ecuacién (3.22a) toma la forma
siguiente (ver ecuacion (D.9))

h2 2ike tk=p \If)\(l‘D) — Zk‘(\If (xD)R]] — \PK(I])R[D)

ANE) = - 21 Ey—E Q- (E)

(3.23)

Tomando el absoluto al cuadrado de (3.23)), encontramos P(E) como

zN: [ ru + K2R3 Wa(xp)[? + KX(R3p|Ua(21)[> — 2R pR1 ¥ (2p) ¥ (2r))
2 EA —E) Q- (E)P? '
A

(3.24)

Hasta aqui hemos encontrado las expresiones de las CD en términos de la matriz R(E) para uno y dos
canales para potenciales arbitrarios. En la siguiente seccién vamos a demostrar que los polos de t(E), 7(E)

y P(E) son los mismos que los polos de S(E).

3.3. Los polos de t(E), 7(E) y P(F) son los mismos que los polos de
S(E)

La matriz de dispersién contiene no sélo toda la informacién sobre la dindmica de dispersidn, sino
también toda la informacién sobre el sistema. Para estudiar los polos de S(FE) se hace la continuacién

analitica al plano complejo de energias z, = w, — il',,. Si estan en el plano complejo de &, entonces
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kn =/ 2uzn /02 = K, — iky,.

Cuando los polos de la matriz S(E), z,, = w,, —iI',,, estdn cerca del eje real de la energia, su presencia es
evidente en las cantidades de dispersién. Estos se revelan como resonancias en las cantidades de dispersién
como funcién de la energia F (la parte real e imaginaria de los polos son las energias en donde las CD
alcanzan un maximo local y la mitad de su anchura, respectivamente). Nosotros adoptamos la definicion de
resonancia, como en varios textos (ver por ejemplo [3] 23 24} 26])), como un polo de la matriz S(E) [94].
Cuando los polos son puramente reales (z, = —w;,, w, > 0) (0 puramente imaginarios en el plano de
k: k, = ik, Kk, > 0), representan a los estados ligados (puntos en color azul en la Fig. 3.T). Cuando los
polos de S son de la forma z, = w, — iy, (wn,Ty) > 0 [k, = K, — ik, (K,, k,) > 0], son llamados
estados resonantes (puntos en color rojo de la Fig. . Por otro lado, si z, = w,, — iy, (w, > 0,T,, <0)
lkn, = K, — ik, (K, <0, k, > 0)], entonces, éstos son llamados estados anti-resonantes (puntos en color

negro de la Fig. [3.I). El resto de las definiciones se dan en la Tabla [3.1] En la Fig. [3.1] mostramos estos

diferentes tipos de polos, tomando como ejemplo un pozo plano Vy = —10 y ancho d = 1.
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Figura 3.1: Polos en el plano complejo (a) de k (k, = \/z) y (b) 2, para un pozo de potencial plano con
Vo = —10y d = 1. El punto (e) que se encuentra sobre el eje positivo imaginario de k y sobre el eje real
negativo de z es un estado ligado. Los puntos () situados en el cuarto cuadrante del plano k y los que estan
en la segunda rama del plano complejo de z son estados resonantes y los puntos que se encuentran en el

tercer cuadrante del plano & y sobre el plano superior de z son estados anti-resonantes (e).

Ahora bien, en la Sec. 3.1] [Sec. [3.2] encontramos las expresiones de las CD en términos de la matriz
R(FE) para un canal [dos canales] y mostramos que los polos de éstas son las soluciones de la ecuacién
(1+ikR(F))(1 —ikR(E)) = 0[QT(E)Q ™ (F) = 0]. Por otro lado mostramos que las soluciones de los

términos (1 — ¢kR(E)) = 0 (para un canal) y @~ (E) = 0 (dos canales) nos dan los polos de la matriz
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Def. de polos H Re k, H Im &, H Re z, H Im z, H Rama
Resonancia positivo || negativo || Cualquier || negativo || segunda
Anti-resonancia negativo || negativo || Cualquier | positivo || segunda
Estados acotados cero positivo negativo cero primera
Estados anti-acotados cero negativo || negativo cero segunda

Cuadro 3.1: Definicién de los polos de S(E) como estados de resonancia, anti-resonancia, estados acotados
y anti-acotados. Los z, = w, + iI',, estdn relacionados con el vector de onda k,, como k,, = x,, +tK,, =
\/2pz, /R2. La ecuacién Q(F) = (1 +ikR)(1 —ikR) y Q(E) = Q~ (E)Q"(E) para uno y dos canales,
respectivamente.

de dispersion. Entonces, surge la cuestion sobre ;qué es lo que representan las soluciones de los términos
conjugados, 1 + ikR(E) = 0y Q" (F) = 0? Para responder esta pregunta, analicemos 1 + ikR = 0 (por

simplicidad tomaremos el caso de un canal para un potencial arbitrario), la cual toma la forma siguiente:

g 3 3
14+kR =141k ... ] =0, 3.25
+1 +1 (El—z+E2—z+E3—z+ ) (3.25)
donde hemos continuado al plano complejo £ — z = k = /z [en unidades de g—i = 1] y usado la

definicién de R(E), ecuacion (2.16). Tomemos la aproximacién a un nivel en (3.25), tal que

ot

1+1 ~1+4+1
+ kR _HkEl—z

=0. (3.26)

Las soluciones de son zi" = (2B, —ﬁ)ii%f\/ZLEl — 7% Si4E,—~} > 0, entonces 2 = w +il'y,
donde el subindice 1 implica aproximacién a un nivel. Ademds, como el término en el radical es mayor que
cero, entonces I'y > 0, de lo contrario tendremos un estado acotado (polo puramente real). Segtn las
definiciones dadas anteriormente, podemos ver que zf ) representa un polo anti-resonante (resonante).
Ahora, para ver que es lo que representa fisicamente zli, consideremos la solucion completa de la ecuacién

de Schrodinger y sustituyamos en ella la energia compleja zf, tal que:
.+ . .
B(2,t) = P(x)e 1t = p(x)e WrFTIE (3.27)
en consecuencia, esta tltima ecuacién la podemos escribir como

B(z,t) = (x)e”Wrietht, (3.28)
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Note que, como I'; > 0 entonces, la funcién de onda con el término e*11* no es normalizable, porque
diverge conforme crece el tiempo. Si una funcién de onda no es normalizable, entonces viola el principio
de causalidad, el cual establece que una onda debe ser normalizable y que la probabilidad de encontrar
una particula/onda fuera de la region de dispersién debe ser menor o igual que la unidad, para todo tiempo
[62, 164, 163].

Con esto concluimos que los polos de la forma z = w,, +iI',,, con I';, > 0, son fisicamente inaceptables

y por consiguiente, los polos de las CD son los mismos polos que los de la matriz S(E).

3.4. Modelos de potenciales dispersivos

El objetivo principal de esta Seccion es mostrar la funcionalidad de la matriz de reaccion en el cdlculo

de las cantidades de dispersion. Por consiguiente, usaremos diferentes potenciales descritos abajo.

1.- Barrera (+) y pozo (-) de potencial plano

V(z) = £Vo; zr <z <zp. (3.29)

2.- Potencial de Poschl-Teller (PT). El perfil de este potencial estd dado como

B a?V

V)= 4%
(@) 24 cosh? (o)

(3.30)

en donde, tendremos una barrera o pozo dependiendo del signo de V; (pardmetro adimensional) que
junto con a/|(con unidades de longitud ') determinan la altura o la profundidad del potencial [[66].

La ecuacién de Schrodinger para el potencial Poschl-Teller es soluble analiticamente [25]].
3.- Potencial Cosenoidal (PC). Este potencial esta dado de la siguiente forma

V(x) = ? (1 —cos(mmz/d)), m=1,2,3,... (3.31)

donde (£)Vy, m y d son pardmetros que determinan la altura (+) o la profundidad (-), el nimero de

oscilaciones y el ancho del potencial.

CDe aqui en adelante vamos a usar o como un parametro y por favor no confundir con el vector « de la ec. 1)
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4.- Cadenas o arreglos de m periodos de potenciales (ver Fig. [3.2). Los arreglos de potenciales que
trataremos estardn compuestos de barreras planas (perfil en azul de la Fig. [3.2)), de potenciales de
Poschl-Teller (perfil en negro de la Fig. y de potenciales Cosenoidales (perfil en rojo de la Fig.
[3.2). El primero es conocido como el modelo de Kronig Penney cuando el arreglo periédico es infinito

[67]. En el arreglo finito, la forma del perfil se puede describir como

Vi) =3V, [0 — ray) — O — 22,)]. 632)

j=1

en donde O(z) es la funcién escalén definida como ©(x) = 1siz > 0y cerosi « < 0, V; denota la
altura/profundidad de cada potencial, anchura d; = x2; — x2;_1 y separacién entre cada barrera/pozo
l; = w2541 — w2;. Note que para un sistema periddico con m barreras/pozos, tendremos Vy = Vi =

‘/2::Vm,dEdldeZ:dmylEh:lQ::lm,1

;
WALV

Figura 3.2: Representacion grafica de cadenas de potenciales arriba descritas para tres periodos. El color de

K-P PT PC

~

las etiquetas corresponde al color de las lineas de cada potencial. K-P denota el perfil del Modelo de Kronig-
Penney finito, PT denota el perfil para una secuencia de potenciales del tipo Poschl-Teller y PC denota el

perfil del potencial cosenoidal.

Por otro lado, la secuencia o cadena de potenciales de Poschl-Teller estd dada como

m 2
“ B e
2p

p=1

V(z) , (3.33)

2
cosh”[a, (2 — xp)]
aqui, m y z,, determinan el niimero total de periodos y la posicién en donde son centradas las barre-
ras/pozos, respectivamente. Cabe mencionar que en [[66]] encuentran expresiones analiticas para la am-
plitud de la transmisién para p = 1, 2 usando el MMT, que nos servird para comparar con nuestros re-

sultados. Finalmente, una cadena de potenciales Oscilatorios la obtendremos variandom = 1,2, 3, ...
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CD un canal dos canales

—2ikd g+ik tan(qd) e in_ sin(qd) 1

S(E) € g—ik tan(qd) cos(gd)—in4 sin(qd) ( ! Sl I in— sin(qd) )
2u (d _ tan(qd)+dk sec?(qd) d dny —n? k™' sin(2qd)
T(E) - # (E -7 q2+qk2 tan(qd)? : ) _% (E " glcos? (gd)+n7 sin?(qd)] )
P(E) | 2 sec(ad)*ld—(ad) " sin2qd) (d/2) (14 (k/@)*)+(40)~* (1= (k/@)*) sin(2qd)
q%+k? tan?(qd) cosQ(qd)-‘rni sin2(dq)
1

T(E) 0 cos2(qd)+ni sin?(gd)

Cuadro 3.2: Cantidades de dispersién (CD) para una barrera/pozo de potencial plana, V(z) = Vj, en los

sistemas de uno y dos canales. hk = 2uFE, hq = \/2u(E — Vp), nt = %(% + {) y d denota el ancho de
Vp. Todas estas cantidades fueron obtenidas para E' > 1/, (ver las deducciones en el Apéndice [B)).

en la ecuacion (3.31)). En la Fig. [3.2] mostramos los perfiles de las secuencias arriba descritas; K-P fi-

nito, PT y PC, para barreras y para tres periodos.

3.5. Resonancias de transporte vs. resonancias de S(£); un canal

Para verificar que nuestros célculos son correctos y como referencia comparativa con los diversos sis-
temas que aqui estudiaremos, primero consideramos el caso de un sistema para el cual existen resultados
analiticos exactos: barrera o pozo de potencial constante. Las expresiones para sus cantidades de transporte,
S(E), 7(E), P(E) y t(E), estan derivadas en el Apéndice B|y resumidas en la Tabla[3.2] Posteriormente,

calcularemos las CD debidos a barreras/pozos y de secuencias o cadenas de potenciales arriba descritos.

3.51. 7(FE)y P(F)paraV(x) = Vj; un canal

Para una barrera/pozo de potencial (llamado también potencial escalon en el sistema de un canal) plana
conviene definir el pardmetro adimensional 32 = 2ud?|Vy|/h?, tal que, para valores de 3 pequefios (gran-
des) corresponde, ya sea, a potenciales muy estrechos (anchos) o potenciales cuya altura V[, es pequeia

(grande). Por toro lado, es conveniente (para una mejor referencia) escribir abajo las expresiones correspon-
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dientes de 7(E) y P(FE) en términos de la funcién de reaccién:

_ o|Hm2 L (pR(E) . OR
T(E) = -2 { TR ( o +hkdE>} , (3.34a)
12\ & AR (25)[2
P = (3,) 2 T RRAE B (34

Como primer ejemplo consideremos una barrera de potencial escalén [ver ecuacién (2.1I)] con 3 =
4.47 [(z2, Vo) = (1,10)], cuyas cantidades de dispersion se muestran en la Fig. En esta figura com-
paramos las cantidades de dispersién usando el método de la Matriz de Reaccién (7(F) [P(FE)] dado en
(3.34a) [(3.34Db)]) para diferentes valores de N, donde N denota el niimero de términos a la cual la funcién
de Reaccion es truncada [ver ecuacién ], con los obtenidos de forma exact(ﬂ (7(E) [P(E)] dado en
(B.9) [(B.11)]). El valor de 8 que aqui hemos escogido se debe a que es el parametro mds bajo que nos
permite tener una resonancia pronunciada (aguda) a bajas energias y en el resto resonancias anchas. Como
veremos en el siguiente cdpitulo si las resonancias son agudas entonces se describen muy bien con pocos
términos mientras que cuando son anchas es necesario un nimero grande de N. La Fig. muestra que
para N = 20 términos las diferencias entre ambos cdlculos son notables, excepto para energias alrededor
del primer pico en las cantidades de dispersion. Para N = 50 las diferencias son casi imperceptibles para el
rango de energia mostrado. Por otro lado, para N = 300 la concordancia se extiende a mayores energias.

Antes de mostrar resultados para otros potenciales, es necesario dar respuesta a la siguiente pregunta:
(Cuéntos términos (eigenestados y eigenvalores) en la serie que define R, (E) son necesarios para que el
célculo de las CD se puedan considerar confiables? Cuando tenemos expresiones analiticas con las cuales
comparar, como en el ejemplo anterior, lo que hacemos es medir el Error Relativo ( E'r) entre la CD obtenida
de forma exacta con la obtenida por la Matriz de Reaccién considerando un nimero dado /N de términos
en la serie, esto a una energia £ = Ej, donde Ej es la energia mdxima a la cual estamos interesados en
conocer el comportamiento de la CD. Por ejemplo, sea 7(Ej) el tiempo de demora para una barrera/pozo de
potencial plana (exacto, ver Cuadro y Tmr(Eo) el tiempo de demora calculado por Matriz de Reaccién

usando N términos en las series R,/ (Ey) [ver ecuacion (3.344)], entonces

v r(Eo)

Epr=1-—
r 7(Eo)

(3.35)

DNos referiremos al resultado exacto a aquel que obtenemos de una expresién cerrada. Por ejemplo, la ecuacién para el tiempo
de demora.
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Figura 3.3: Cantidades de dispersién; 7(E) y P(E), para una barrera de potencial escalén con 8 =
2o/ 2u|Vo|/h = 4.47[(x2, Vo) = (1,10)]. En esta figura comparamos los resultados obtenidos por Ma-
triz de Reaccién (MR) para N = 20, 50 y 300 términos para la funcién de Reaccién dado en (2.19) con los
exactos. El resultado exacto para 7(E) [P(E)] se obtuvo de [(B.T1)].

En general, hemos usado |Er| < 1072 excepto para el célculo de muchos polos donde requerimos mayor
precision. En el caso de no contar con expresion alguna para la comparacion, lo que hacemos es lo siguiente:
calculamos TﬁlR(Eo) usando N; términos en los R, (Ep), posteriormente volvemos a calcular TAA;"R(EO)

pero ahora usando N > N; términos y evaluamos (3.33)) como

 Tara(Eo)

Ep=1— ur\bo)
Toi(Eo)

(3.36)

Si |[Eg| < 0.001 en , entonces, decimos que N, es el nimero de términos suficientes para calcular
las CD hasta E = Ejy. En caso de obtener |Er| > 0.001 en , lo que hacemos es tomar N3 > No
términos para calcular Tﬁ%(Eo) y asi sucesivamente hasta obtener el resultado deseado para |Eg|. De
nuestros resultados, hemos encontrado que para N ~ 1000 términos es suficiente para calcular las CD, en

uno y dos canales, y satisfacer que | Er| < 0.001 para una Ey ~ 500 para casi cualquier perfil del potencial.

Por ejemplo, calculando el Error Relativo para el sistema considerado en la Fig. [3.3] con E; = 100
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y para N = 20(50)[300] términos en la seriec de R(E) dada en la ec. (2.19), obtenemos para 7(Ep) un
|Er| = 3.5(0.14)[0.01] y para P(Ey), |Er| = 0.14(0.05)[0.004]. Los resultados de la Fig. [3.3]junto con
los resultados para |Eg| también revelan que para un valor de N dado, las diferencias son menores para
el cdlculo de P(Ey), que para 7(Ey). La lenta convergencia en 7(Ey) respecto a P(Fy) se justifica por el
hecho de que en 7(E) hacemos uso de la funcién R(FE) en mds ocasiones asi como de su derivada [ver
ec. (3.34a)], en cambio, en P(E) la usamos una sola vez [ver ec. (3.34b)]. Es decir, la aproximacién de la
funcién de Reaccion para una N dada con lleva un error por truncamiento (en la Sec. [6.8]discutimos esto) y
por ende, mientras mds aparezca en una CD, el error serd mayor, como lo es, en este caso. Con este simple
ejemplo mostramos la buena correspondencia entre las expresiones exactas y las aproximadas.

Para futuros resultados, tnicamente indicaremos el nimero N de términos que hemos utilizado en la

funcién R(F) (o matriz) teniendo en mente que |Er| < 0.001 a menos que se diga lo contrario.
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Figura 3.4: Tiempo de demora, probabilidad de atrapamiento y polos de S(F) para una barrera plana con
Vo = 10 en el sistema semi-infinito. En (a) y (b) graficamos 7(E) y P(FE) para § = 1.58(Vp = 10,25 =
1/2)) (con N = 500 en la funcién de Reaccién) y § = 15.81(Vy = 10,22 = 5) (con N = 800 en la
funcién de Reaccién), respectivamente. Los tridngulos s6lidos rojos denotan los médximos locales de P(FE)
y 7(E). En (c)-(d) mostramos los polos de S(FE), z, = w, — i[',,. Las lineas verticales son la proyecciones

de la parte real de los polos en el plano real de E/' y se ponen para que nos sirvan de guia o comparacion.

En la Fig.[3.4(a) [3.4b)] calculamos 7(E) y P(E) para el caso de una barrera de potencial plana semi-
infinito (V(z = 0) = o0, V(z) = Vo, 0 < x < a2y V(z) =0, z > z3) con § = 1.58 (N = 500)
[6 = 15.81 (N = 800)]. En la misma figura [Fig. c)—(d)] mostramos los polos de S (mas adelante
describiremos la forma de calcular estos polos). Estos pardmetros nos permiten observar resonancias de

transporte anchas (para 5 = 1.58) y resonancias de transporte delgadas (8 = 15.81). Estas figuras nos
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muestran la bien conocida correspondencia entre la anchura de las resonancias de transporte y la parte
imaginaria de los polos de S(E), (I'): entre mas aislada sea la resonanciﬁ mads cerca estard el polo del
eje real de energia y por ende, se manifestard como un pico de resonancia en las cantidades de dispersion.
Aquellos polos de S(F) suficientemente alejados del eje real, no muestran ningin efecto en las cantidades
de dispersion (traslape grande). Resultados similares se obtienen para pozos de potencial planos, como se
puede observar en la Fig. en donde consideramos 8 = 1.58 (Vy = —10, 29 = 1/2) [ver Fig.(lzq.)]
y B =31.62 (Vo = —10, x> = 10) [ver Fig.[3.5}(Der.)].

Las figuras [3.4] y 3.5/ nos muestran que los méaximos locales de 7(FE) y de P(E) s6lo coinciden para el
caso de resonancias suficientemente aisladas. Entre menos aisladas sean las resonancias, mayor es la diferen-
cia en los valores donde alcanzan sus maximos locales. Por otro lado, este resultado no contradice el hecho
que los polos de 7(F) y P(E) sean los mismos (y también de S(E)) puesto que son funciones diferentes de
la energia z y por lo tanto sus curvas de nivel generalmente no coinciden. Entonces, las diferentes cantidades
de dispersiéon como funcién de la energia en el eje real, alcanzan sus maximos locales a diferentes valores

de energia, excepto cuando las resonancias son aisladas.
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Figura 3.5: Tiempo de demora, probabilidad de atrapamiento y polos de S(E) para una pozo plano con
Vo = —10, en el sistema semi-infinito. 7(E) y P(F) para (Izq.) 8 = 2.23 con N = 500 y (Der) 8 = 31.62
con N = 600. Los tridngulos sélidos rojos denotan los méximos locales de P(E) y 7(E). En los paneles
de abajo mostramos los polos de S(F) (2 = w — iI'). Las lineas verticales discontinuas en negro son las
proyecciones de la parte real de z,, al plano de E = 0y las lineas discontinuas en rojo son las proyecciones

de los maximos locales de las CD y se ponen para que nos sirvan de guia o comparacion.

EUna resonancia aislada cumple cumple con I'/AE < 1, donde I' y AE son la anchura y el espaciamiento de sus niveles,
respectivamente.
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3.5.2. 7(F)y P(F) paraun potencial de PT y PC; un canal

En este apartado calcularemos el tiempo de demora y la probabilidad de atrapamiento para una barre-
ra/pozo de potencial de Poschl-Teller y Cosenoidal, dadas en las ecuaciones y (3:31). En efecto, en los
paneles (a) y (c) [(b) y (d)] de la Fig. mostramos 7(E) y P(F) para una barrera [pozo] de potencial de
Poschl-Teller con Voa? = 10[—10], o = 3y centrada en = = 2. Note que para la barrera de Poschl-Teller,
vemos el bien conocido fendmeno de tunelamiento de la onda/particula, produciendo asi, una resonancia
muy aguda tanto en 7(E) como en P(FE). La manifestacion de este fenémeno se dede a la presencia de
un pozo, situado entre la barrera de Poschl-Teller y el potencial infinito. Como sabemos, los pozos tienen
estados ligados y por lo tanto, para que se produzca el efecto de tunelamiento resonante se requiere que
la energia de la particula/onda incidente sea igual a la energia de alguno de los niveles permitidos dentro
del pozo. En efecto, para nuestro ejemplo especifico, uno de los estados cuasi-ligados tiene energia igual
a la energifa donde se produce la resonancia (E ~ 2.68). Por otro lado, el centro y la anchura de esta pri-
mera resonancia coincide para ambas CD y estd bien determinada por el correspondiente polo de S(E):
z1 = 2.683 — 10.003, donde la parte real (imaginaria) corresponde al cetro (anchura) de la resonancia. Los
siguientes dos polos son z2 = 9.396 — 70.696 y 23 = 19.381 — 3.517, los cuales, nos determinan aproxi-
madamente la segunda y tercera resonancias para este potencial, respectivamente (ver paneles interiores de
la Fig.[3.6).

Para el caso del pozo de potencial de Poschl-Teller (ver columna izquierda de la Fig. [3.6), s6lo podemos
asociar la primera y segunda resonancias de 7(E) y P(E) con los dos primeros polos de S(E), que son:

21 = 2.317 —1i0.916 y 2o = 9.365 — 74.247, ya que el resto de las resonancias son muy anchas.

El comportamiento de las CD para la barrera/pozo de Poschl-Teller que arriba hemos descrito se mani-
fiestan de forma similar para el potencial Cosenoidal, como se puede apreciar en la Fig. en donde, 7(FE)
y P(FE) se muestran en los paneles (a) y (c) [(b) y (d)] para la barrera [pozo] de potencial Cosenoidal con
Vo = 10[—10], m = 1 y centrada en = = 2. Para la barrera cosenoidal, la primera resonancia (tunelamiento
resonante) estd dada por el primer polo de S(E): z; = 6.521 — 40.006 mientras que para la segunda reso-
nancia no, ya que zo = 10.607 — i0.367 y en E ~ 12.04 se encuentra el pico de 7(F) y P(FE). Para el caso
del pozo de potencial cosenoidal, el primer polo de S(E) no se asocia con la primera resonancia ya que es
z1 = 2.317 —40.916 y el primer pico (resonancia) de 7(F) y P(FE) se localizaen E ~ 4.967. Sin embargo,
la parte real del segundo y tercer polo de S(F) (22 = 9.365 — i4.247 y z3 = 15.093 — ¢7.785) si aproximan
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la posici6n de la segunda y tercera resonancia (E ~ 9.92 'y E ~ 15.834) para P(FE), ya que en este caso, el

tiempo de demora no tiene més resonancias después de la primera.
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Figura 3.6: Cantidades de dispersidn para una barrera/pozo de potencial de Poschl-Teller [ec. (3.30)]. En

(@) y (¢) [(b) y (d)] se muestran 7(E) y P(E) para la barrera [pozo] de PT con Vpa? = 10[-10], a = 3
y centrada en = 2. En el interior de (a) [(c)] se muestran 7(E) [P(E)] en un intervalo especifico con el

objetivo de apreciar mejor el comportamiento de las CD en dicha regiéon. N=500 en la funcién R.
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Figura 3.7: Cantidades de dispersién para una barrera/pozo de potencial Cosenoidal [ec. (3.31])]. En (a) y

(¢) [(b) y (d)] mostramos 7(E) y P(F) para una barrera [pozo] Cosenoidal con V; = 10[—10], m = 1y
centrada en x = 2. En el interior de los paneles (a) y (c) se muestran 7(E) y P(F) en un intervalo especifico

para poder apreciar mejor las resonancias en dicho intervalo. N = 500 en la funcién R.
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3.53. 7(F)y P(F) para cadenas de potenciales; un canal

Las secuencias o cadenas de potenciales pueden encontrar su utilidad en fisica del estado solido para
describir estados de energia de un electrén perteneciente a un cristal, suponiendo que la estructura cristalina
configura un potencial periédico de cambios abruptos (barrera/pozos cuadrados) o suaves (PT y PC, en
nuestro caso). Es por ello que en esta parte vamos a considerar arreglos periddicos de celdas unitarias
definidas por potenciales planos, PT y cosenos, c.f. Fig.

Las cantidades de dispersién (7(E) y P(FE)) para las secuencias de barreras/pozos planas (modelo de
K-P finito), de potenciales de PT y de potenciales con perfil cosenoidal, estdn dadas en forma respectiva
en las Figs. y En todos estos sistemas hemos tomado N = 600 términos en la funcién de
Reaccidn [ver ec. (2.16))] para el calculo de las CD. Ahora bien, los pardmetros para el modelo de K-P finito
de barreras [pozos] cuadradas son m = 10 periodos con V; = 10 [—10], anchura y separacién entre cada
barrera [pozo] dada por d = 0.5y [ = 0.5, en donde los paneles (a) y (c) [(b) y (d)] de la Fig.3.8|corresponde

a la secuencia de barreras [pozos].
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Figura 3.8: Cantidades de dispersién para el modelo de K-P finito con m = 10 periodos de barreras/pozos
cuadradas cuya separacion (anchura) entre cada barrera/pozo es [ = 0.5 (d = 0.5) y ancho total del sistema
x9 = 11. En (a) y (¢) [(b) y (d)] mostramos 7(FE) y P(E) para la secuencia de barreras [pozos] con V = 10

[Vo = —10]. En todos los paneles interiores mostramos la segunda banda de conduccién. N = 600 términos

enla ec. (2.16).

Los pardmetros para la secuencia o cadena de barreras(+) (pozos [-]) formada de perfiles de Poschl-Teller son
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centradosen z, = p (p = 1,2, ...,10.) y hemos tomado o = 10, Vp = £0.1 y ancho total del potencial x5 =
11. Con estos pardmetros nuestro sistema es entonces peridédico (finito con m = 10 periodos). Similarmente,
los paneles (a) y (¢) [(b) y (d)] de la Fig. muestran el comportamientos de 7(F) y P(E) para la secuencia

de barreras [pozos].

Figura 3.9: Cantidades de dispersion; 7(E) y P(E), para una cadena periodica de m = 10 barreras [pozos]
de Potenciales de Pochl-Teller para o = 10, zo = 11.(a) y (¢) [(b) y (d)] corresponde a barreras [pozos] para
Vo = 0.1 [Vh = —0.1]. En el interior de los paneles (a) y (c) mostramos la segunda banda de conduccién.

Hemos usado N = 600 términos en la ec. (2.16) para el célculo de las CD.

Ahora consideremos el Potencial Cosenoidal [ver ecucaién (3.31)] con los siguientes pardmetros: m = 10
periodos, zo = 11y Vy = £10, los cuales, nos permiten tener una cadena similar a la cadena formada por
potenciales de PT y de barreras/pozos cuadradas y asi comparar sus CD, que se muestran en la Fig.[3.10]
Cabe sefialar que para estos potenciales y en el caso de un canal, no encontramos en la literatura célculo
alguno sobre estas cantidades con que comparar. No obstante, podemos hacer notar lo siguiente. Para los
casos de secuencias de barreras considerados en los ejemplos anteriores hemos encontrado que puede haber
un ndmero de resonancias igual al nimero (m) de celdas que forman la secuencia periddica o un nimero
igual a m — 1 resonancias. Esta discrepancia en el nimero de resonancias la podemos explicar de la siguiente
manera. Siendo un sistema periddico de barreras (planas, de PT y PC); entonces, se formaran pozos de
potencial entre cada separacion de dichas barreras, donde el nimero total de pozos coincide con el nimero

de barreras por la cual estd formada nuestra secuencia. Estos pozos son los responsable de las resonancias
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en las CD. Hemos notado que no hay una regla para el niimero de picos de resonancias para la primera
banda de conduccion, pues este nimero puede ser igual a m (como el ejemplo de la Fig. 3.9), m — 1
picos de resonancias (como en el ejemplo de las Figs. y o cualquiera como el caso de secuencias
de pozos (resultados dados en las columnas de la derechas de las Figs. y [3.10). Para esto no hemos
podido encontrar explicacion. Sin embargo, en la segunda banda de conduccién (ver paneles interiores de
las columnas izquierdas de las Figs. y hemos encontrado m(= 10) picos de resonancia. Este

dltimo resultado se encuentra siempre para cualquier sistema periddico.
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Figura 3.10: Cantidades de dispersion para el potencial Cosenoidal [ver ec. (3.31)] con m = 10 periodos

y 29 = 11. (a) y (c) [(b) y (d)] corresponden a barreras [pozos] con V; = 10 [—10]. En el interior de los
paneles (a) y (c) se muestra la segunda banda de conduccién. Aqui hemos usado N = 600 en (2.16).

3.5.4. Resonancias de transporte vs. resonancias de S(£). Dos canales

Con dos canales, ahora podemos calcular la transmision, aparte del tiempo de demora y la probabilidad
de atrapamiento. Comenzaremos con el potencial V' (x) = Vj, cuyas expresiones de las cantidades de disper-
sion se pueden encontrar analiticamente y son resumidas en el Cuadro Posteriormente, consideraremos
barreras/pozos de potenciales de PT y PC y finalmente, cadenas de potenciales en los cuales usaremos el

método de la matriz de transferencia (MMT) para comparar el célculo de la transmision.
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355 T(E),7(FE)y P(F)paraV(x) = £Vj; dos canales

Para el caso de una barrera(+)/pozo(-) de potencial plana, las resonancias en la transmisién (7' = 1)
ocurren exactamente cuando gd = nm (ver. Tabla . Es decir, cuando multiplos de mitades de onda
coinciden con la anchura de la barrera/pozo, d = n% Los valores de energia correspondientes son los
mismos que las eigen-energias de un pozo infinito de anchura d, E,, = % % =+ V4. Es interesante notar
que en este sistema, las energias de resonancia (en la transmisién) F,, coinciden también con las energias

de reaccion. Esto sucede independiente de que tan ancha sea la resonancia. Surge entonces la pregunta:

(qué relacién hay entre las energias de las resonancias de transmisién y los polos de la matriz S(E)?

1 NI I ¢ NP . o S B o e e e S
(a) AN i
. B/ i | i
Py | | il
~ AV 3 L= Exacto H
S st (I | MR
= o i R
I T | . E §
i | | " |
l | | | |
[ ! i §
; | T . i | L . | . [
O ———
- (b) o | |
3 : ! !
w 6 | |
I s | |
L o :
9 |
1d=2, V=10 o
12 L \ \ \ \ \ \
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Figura 3.11: (a) Coeficiente de transmisién para una barrera rectangular con Vo = 10y d = 2. (b) locali-
zacion de los primeros polos de S(E). Aqui, E,, denota las energias tal que T'(F,,) = 1y |z,| denota el
absoluto de los polos de S(E). En las sumas de los R;;(E) tomamos N = 500 términos. Las lineas verti-

cales son las proyecciones de |z, |, w, y E,, al eje E = 0, para una mejor comparacién de sus posiciones.

En la Fig.[3.T1}(a) se presenta el coeficiente de transmisién como funcion de la energfa para una barrera plana
(Vo = 10y d = 2) y se sefalan los valores donde ocurren las energias de resonancia (en la transmisién), los
valores absolutos de los polos |z, | y la posicién de los polos resonantes en el plano complejo de la energia.
La parte real del polo resonante z,, es w,,. En ésta comparamos el resultado obtenido por MR (para N = 500)
con el exacto (el analitico del cuadro[3.2] para la transmisién). Como podemos observar, los resultados estdn
en perfecto acuerdo. En la Fig. (b) mostramos los polos de S(FE). Asi como en el caso de un canal,

aqui observamos un desplazamiento de las F,, respecto a la parte real de los polos de S(E) (circulos abiertos
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en negro). También mostramos las posiciones de los valores absolutos de los polos de S(E),

Zn|, puesto
que segin Klaiman y Moyseyev [68], los picos de la resonancia en la transmisién ocurren en |z, |. Como
vemos en esta figura, ciertamente estos se acercan mds a los valores donde ocurren los picos que las partes

reales w,, de los polos. Sin embargo, éstos se alejan de los valores exactos F,, al aumentar la anchura de la

resonancias.
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Figura 3.12: 7(E), P(E) y T(E) para un pozo de potencial con d = 7/v/2y Vo = —13. Aqui, E,,, E] y
EP denotan las energias para las cuales T'(E,,) = 1, 7(E") = Timaz Y P(EF) = P4, respectivamente
y wp, es la parte real de los polos de S. Aqui usamos N = 500 para las sumas de los R;;(F). Las lineas

verticales son las proyecciones de E,,, E7, EI y w,, esto para una mejor comparacién de sus posiciones.

En la Fig. graﬁcamos T(E), 7(FE)y P(FE) para un pozo de potencial con V5 = —13y d = W/\/ﬂ
Vemos que los resultados estdn en perfecto acuerdo entre la MR (con N = 500) y los exactos. En la misma
figura mostramos la posicioén de w,,, en la cual, podemos observar dos cosas; la primera es que los maximos
locales entre T'(E), 7(E) y P(F) no coinciden y la segunda es que, las posiciones de los méximos locales
de estas cantidades difieren de los w,,, ademas conforme crece la energia éstas se desplazan mas. Por otro
lado, para el caso particular del tiempo de demora, podemos notar que ésta sélo tiene dos maximos locales,
lo cual muestra que no todos los polos se manifiestan cuando se proyectan en el plano real de las energias.
Por otro lado, aunque los F,, coincide con los mdximos de T'(F), estas no coinciden con los maximos

locales de 7(E) y P(F) a menos que sus resonancias estén aisladas aunque tengan los mismos polos en el

FEstos pardmetros son usados en [68] para ejemplificar que los |2y, | coinciden con los maximos de la transmisi6n en vez de la parte
real de los polos.
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plano complejo, debido a que 7, P y S son diferentes funciones de z. Por lo tanto, entre mas esté alejado el

polo del eje real, las curvas de estas cantidades en el eje real. La Fig.[3.13|ilustra este comportamiento.

Abs[7(2)] Abs[P(z)] Abs[T(2)]

Figura 3.13: Cantidades de dispersion en el plano complejo de la energia para una barrera de potencial
plana con V) = 10 y d = 2. El panel izquierdo (medio) [dercho] corresponde a |7(z)| (|P(z)|) [T'(z)]. La
posicion de los polos son los centros de los contornos de fondo blanco. Las curvas de nivel (lineas continuas
y discontinuas en negro) son los que determinan el comportamiento de las CD en su proyeccidén al plano

real de la energia.

3.5.6. T(E),7(E)y P(F) para potenciales de PT y PC; dos canales
Empecemos esta seccién estudiando el potencial Poschl-Teller:

o FLQ QQVO

V(@) = 5 ok ()’

(3.37)

Como mencionamos en la Sec. [3.4] la ecuacion de Schrodinger para (3.37) tiene solucién analitica cerrada
[25]. Ademads, en [66] encuentran una expresion analitica cerrada para la matriz de trasferencia. Especifica-

mente, la expresion para el coeficiente de la transmisién que obtienen para este potencial es

efikd
E)= —u .
NE) = e 539

donde
sin (brr)

1
" sinh (tk/a)’ T 2 VI Vo (3-39)
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La ecuacion (3.38) muestra que para valores enteros de b, la amplitud de la transmisién serd [t(E)[? = 1
para toda E y es independiente de «. La condicién para Vj en términos de b entero es: Vo = —b(b — 1) =

—2, —6, —12,.... Esdecir, tendremos transmision resonante Ginicamente en pozos de potencial.

Por otro lado, podemos notar que el radical del denominador de (3.38)) se puede escribir como 1+ w? =
(1 — iw)(1 4 iw) cuyos ceros nos dan los polos para el coeficiente de la transmisién y por consiguiente, los

de la matriz de dispersion. Entonces, los ceros los obtenemos cumpliendo la siguiente igualdad:

sinh(7k /o) = Lisin(nd). (3.40)

Note que para k real, la igualdad en (3.40) no se puede cumplir, debido a que el seno hiperbélico es una
funcién monétona creciente. Por consiguiente, nos conviene ir al plano complejo de k : k — k' +1ik”. Hacer

esta extension analitica en (3.40) nos lleva a un sistema de ecuaciones acopladas:

sinh(7k’/a) cos(mk” /)

0, (3.41a)

sin(rk” /) cosh(wk’ /o) = +sin(mh). (3.41b)

De (3.414) notamos que para k" # 0, implica que 7k” /o = Fm, conm = 1,3, 5, .. .. Substituyendo esta
condici6n para k" en encontramos que cosh(mk’/a) = sin(wb). Esta dltima igualdad se cumple
tinicamente si ¥’ = 0y b = 1,2,..., lo cual es una contradiccién porque partimos de la condicién &’ # 0.
Abhora bien, si partimos de que &’ = 0, entonces de obtenemos la igualdad sin(7k” /) = £ sin(7d),
la cual se cumple si 7k” /o + mm = 7b = %/ =b—m; m=1,2,3,...,[b], donde [-] indica parte entera.
Este andlisis nos muestra que si b > 0, entonces el pozo de potencial de Poschl-Teller inicamente tendréa es-
tados acotados [66]. Mientras que si b < 0 (barrera de Poschl-Teller), entonces la matriz de dispersién no

tendrd polos.

En la Fig. mostramos las cantidades de dispersién; T'(E), 7(E) y P(FE), correspondientes a una
barrera [pozo] de Poschl-Teller para Voa? = 10[—10] y d = 4, esto en el sistema de dos canales. Ademds,
consideramos V) = —6, a = 3y d = 4, valor de Vjy para el cual se obtiene transmisién total para toda £
(ver figuras interiores de la columna derecha de la Fig. [3.14). De la Fig. podemos ver que la amplitud
de la transmision calculada por MR estd en perfecto acuerdo con la obtenida usando la expresion analitica,

dada en (3.38). Por otro lado, debido a la no existencia de polos de S(FE), T(E) no presenta resonancias



LXVIII Capitulo 3. Cantidades de Dispersion

asi como tampoco 7(F) los presenta. Los méaximos en P(E) para la barrera y pozo de PT se deben a la
variacién de su numerador mas no al término en su denominador (ver ecuacién (3.24)), ya que se debe de
cumplir que Q™ (E) # 0 (=0 implica presencia de polos) para E > 0, como se demostré anteriormente. Los
resultados presentados en la columna derecha de la Fig. corresponden a un pozo.

El caso especial Vy = —6, i.,e., T(F) = 1 para toda energia, tiene mucha importancia, ya que nos
ayuda a reafirmar que nuestro nuestro método de la Matriz de Reaccidn para el célculo de las cantidades
de dispersion, es confiable. Los resultados para este dltimo caso se muestran en los paneles interiores de la

columna derecha de la Fig.

\E \ \

= ost — MR
-~ Ec. (3.37)

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20 25

Figura 3.14: Cantidades de dispersién; T(E), 7(E) y P(E), en el sistema de dos canales para una ba-
rrera/pozo de potencial de Poschl-Teller, ec. (3.37), con o« = 3y d = 4. La columna izquierda (derecha)
corresponde una barrera (pozo) con Voa? = 10 (—10). Las figuras en los interiores de la columna derecha
corresponden a Vp = —6, i.e., T(E) = 1. Hemos usado N = 600 términos en R, (E). Comparamos

T(E), obtenida por MR, con la ec. , encontrando un excelente acuerdo.

Ahora consideramos una barrera/pozo de potencial cosenoidal, ecuacién (3.3 1)), cuyas cantidades de disper-
sién para este potencial se muestran en la Fig. Para el caso de la barrera cosenoidal (columna izquierda
de la Fig.[3.15), los méximos en 7(E) y P(E) se deben al punto en el cual la transmisién tiene un punto de
inflexion. Para el pozo cosenoidal (columna derecha de la Fig. presenta resonancias en la transmision

casi imperceptibles (sefialadas por lineas verticales rojas), los cuales no los pudimos relacionar con los polos
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de S(FE) debido a que son muy anchas. Por otro lado, vemos que los méximos en la transmisién suceden a

energias lejos a las energias de reaccion (lineas verticales en azul).
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Figura 3.15: Cantidades de dispersién; T'(F), 7(E) y P(FE), en el sistema de dos canales para una barre-
ra/pozo de potencial cosenoidal, ec. (3.31), conm = 1y d = 6. La columna izquierda (derecha) corresponde
una barrera (pozo) con Vy = 10 (—10). Aqui hemos usado N = 600 términos en los R, (E) para el célcu-
lo de las CD. Comparamos T'(E'), obtenida por MR, con la obtenida por el MMT, encontrando un excelente

acuerdo. Las lineas verticales rojas [azules] denotan la posicién de los mdximos de las CD [E},].

3.5.7. CD para cadenas de potenciales, TMR vs. MMT

En el caso de dos canales hemos recurrido al Método de la Matriz de Transferencia (MMT) M para
comparar los resultados del coeficiente de transmision obtenidos por la matriz de reaccién. Cabe mencionar
que de la matriz M podemos obtener S(E). Los elementos de M y S(FE) estdn directamente relacionados
como (ver el Apéndice[E)):

Sy = — My, My Sig = My
’ ’ (3.42)
_ —1
So1 = (My;)™Y Sap = MipMsy'
Existe una ventaja desde el punto de vista tedrico el usar la matriz de trasferencia respecto de la matriz

de dispersion y es que la matriz de transferencia permite la multiplicacion serial; esto es, si consideramos
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dos potenciales Vi (x) y Va(x) separados una distancia d’, cuyas matrices de transferencia son M; y My
respectivamente, y si los coeficientes de las ondas relacionados a la matriz M; son a', b' y a2, b (Izq. y
Der.), y los coeficientes de las ondas relacionados a la matriz M, son a2, b? y a3, b3 (Izq. y Der.); entonces
el producto:

M = M>M;. (3.43)

Entonces, procedemos ahora a mostrar las CD para cadenas de potenciales peridédicas compuestas por
perfiles de barreras cuadradas (modelo de K-P), de PT y potencial oscilatorio. Dichos resultados se muestran

en (a), (b) y (c) de la Fig. [3.16] respectivamente para m = 19 periodos.

Para el caso del modelo de Kronig Penney finito es posible, a través del formalismo de la MT, encon-
trar una expresion analitica cerrada para el coeficiente de transmisién para m barreras/pozos (7},), la cual

esta dada como [27, 169]:
1

= r2 | sin® mgql ’
1+ | t2 | sin2ql

(3.44)

m

donde ¢l es el nimero de onda de Bloch definida por la relacion de dispersion 2 cosql = TrM < 2, M esla

matriz de transferencia para un periodo y [ es la anchura de cada potencial. Notemos de la ecuacién (3.44),

sin? mql

que si TrM > 2, entonces ¢l es imaginaria, asi que el factor ==—
sin? ql

incrementara exponencialmente como

(m=1l4ll y por lo tanto tendremos una regién de no conduccién (gap). Por otro lado, la reigién de mayor

e
probabilidad de la transmisién se encuentra cuando 7TrM < 2 (banda de conduccidn), en tal caso, gl es real
y varia de 0 a 7. Por consiguiente, habra exactamente m — 1 valores de gl para los cuales la transmision es
T = Como es de esperarse entonces, para el caso de m = 19 barreras en el modelo de K-P, tendremos
m — 1 = 18 picos de resonancia en las zonas de conduccion, asi como se puede ver en la Fig. [3.16] (a), para
Vo = 10yl = 0.5. Las bandas de conduccidn, los gaps asi com el nimero de picos de resonancias, también
se ven reflejadas en 7(E) y P(E). Resultados similares se encuentran para las cadenas de potenciales de
Posch-Teller (Vo2 = 10, Ty = pl% y d = 20, ver incisos (b) de la Fig.|3.16) y potenciales oscilatorios
(Vo =10, m = 19y d = 20, ver incisos (c) de la Fig.[3.16). Por comparaci6n, los pardmetros que hemos
escogido para estas dos ultimas cadenas son tales que las barreras tienen la misma altura, espaciamiento

similares y centrados en la misma posicién que para el modelo de K-P.

.2
GNote que valores de gl = 0y 7 no dan T}, = 1, ya que la razén S;‘ﬂ;’;‘lﬂ #0.



3.5. Resonancias de transporte vs. resonancias de S(E); un canal LXXI
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Figura 3.16: T(FE), 7(E) y P(F) para los potenciales periddicos de (a) K-P para 19 barreras planas con
Vo =10y d; =1; = 0.5 (ver ). En (b) una cadena de PT para P = 19 barreras con Vo = 10, Ty =
p% y d = 20 (ver ec. ) y en (c) el potencial cosenoidal con Vy = 10, m = 19y d = 20 (ver ec.
(3.31)). Hemos usado N = 1000 en los Ry, (E).
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3.5.8. Ventajas numéricas del método de la matriz de Reaccion

Una de las ventajas de formular la matriz S(E) en términos de la TMR la obtenemos en la parte numérica
respecto a la matriz de transferencia. Esto se puede ver haciendo un anélisis del nimero total de procesos que
involucran tanto en la MT como en la Matriz de Reaccién para formar la matriz de dispersion S(E) en un
solo punto de la energia, digamos E;. Para esto, definamos el tiempo ¢,, (¢s) que una computadora tarda en
hacer un proceso u operacién de multiplicacién (suma). Después de contar el nimero total de operaciones al
multiplicar dos matrices de transferencia de 2 x 2 (M7 x Ms, por ejemplo), cuyos elementos son complejos,
obtenemos:

16(t, + ts)-

Como en el caso de la Matriz de Transferencia dividimos el potencial en P rectangulos (como se explica en
el Apéndice , la computadora se tardard un tiempo igual a 16 P(t,,, +t) para calcular, por ejemplo T'(E;).

Haciendo el mismo conteo pero ahora en el coeficiente de transmision en términos de la matriz R [ver
la ecuacién ], encontramos que ésta involucra 10t,,, + (6N + 1)t,, donde N es el nimero de términos
considerados en la suma que define a la matriz R(F;). Si suponemos que ¢; ~ t,, = t., entonces, el tiempo
total usando la Matriz de Transferencia (T;7) se obtiene que es T ~ 32t.. Para el caso de la Matriz de
Reaccién obtenemos que el tiempo total (T ) es Tarr ~ 6Nt., para este tltimo tiempo hemos supuesto
que 11 < 6N. De la discusién hecha anteriormente (ver sub-seccion , sabemos que N ~ 103 para
que |ERr| ~ 1072 hasta E = Ejy. Por otro lado, la forma de aproximar nuestro potencial en el MMT es
por una suma de Riemman, entonces el nimero de rectdngulos debe ser tal que P >> 1, esto para tener una
buena aproximacién del potencial. Sin embargo, hemos encontrado que con P ~ 102 ya tenemos una buena
aproximacion para casi cualquier potencial. Con esto: Ty ~ 10%¢, vy Thvg ~ 103¢,., es decir, el cdlculos
de las CD son mads rapidos usando MR por un orden de magnitud respecto al método de la MT para una sola
energia E;.

Los resultados obtenidos en este andlisis se corroboraron numéricamente tomando como ejemplo el
potencial oscilatorio dado en la ecuacién conm = 20, Vo = 10 y d = 20 cuya grifica de T(E) se
muestra en la Fig. [3.16}(c). Hemos escogido este potencial debido a que hemos calculado los elementos del
hamiltoniano interno [ver la ecuacién (C.10)] en forma analitica. Los resultados de los Tiempos de Consumo
totales (T'C') para MT y MR se muestran en la Fig. en donde, en la Fig. [3.17}(Izq.) calculamos T'C
fijando N = 1000 y N = 2000 para el cdlculo de T'(F) por MR y un niimero de divisiones fijo Div = 1500
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por el MMT. Con estos pardmetros fijos, lo que hacemos es un barrido para diferentes particiones en la
energia (Ep) hasta Ey = 100, es decir, AE = Ey/FEp. Mientras més grande sea E,, mas detalles de las
CD podremos observar. Los simbolos abiertos son nuestros resultados numéricos mientras que las lienas

discontinuas son la regresiones de dichos resultados, los cuales, después de hacer los ajustes, arrojan que:

TCuyr ~ 1.625 x 107°E,, [seg],

TCuyr ~ 6.77 x 107*E,, [seg]

donde TC)prr (T'Chyr) es el tiempo total de computo para la MR (MT) para N = 2000. Aqui las pendientes
de las curvas representan las tazas de crecimiento de los tiempos totales de computo y concuerdan con lo
encontrado tedricamente, es decir, hay una diferencia de un orden de magnitud entre T'C';r respecto a
TCpyr. Encontramos ademds, que T'Cysr para N = 1000 (simbolos y linea discontinua en verde en la
Fig.[3.17}(Izq.)) es la mitad respecto al caso cuando tomamos N = 2000, lo que indica que T'C)ys crece
linealmente con NN. Por otro lado, en la Fig. (Der.) calculamos T'C' para MT a diferentes nimeros de
divisiones (P = NDiv) en el potencial y diferentes AFE, cuyos resultados muestran que a menor AE y

mayor nimero de divisiones del potencial, entonces mayor serd el tiempo de consumo numérico.

i A o AE=0.002] " ]
o MT, Div = 1500 @p/ | o AE =0.003 s
101; _ /@ - 30 - . e —
E |o TMR, N =2000 @ E AE =0.010 Lo |
E @ 4 — . 7
- |- TMR, N = 1000 & N . i
TD o' 2 /O';’_‘ [ //’Qy 1
g 107 /®/ @@ 5%0207 Vi //’E
Z 13 P -
of 1= r & e
o QQ@/ 2 10 15 -7 - -
&= . 2 o7 Bl d AT
10 /Q)/ @ﬂ ; /@/ ///
/}3’ /,O’/ = /ﬂ ////O’ _
e 'Y >
: Jele _e®” 4 sk @/ﬂ/@/@' -
g _ -2T o ——oT E I oo
1‘ m‘“’ - HHI“‘)O — “‘1800 ‘H “‘1‘0“"00 0@@ . /200 4(‘)0 6(‘)0 8(‘)0 10‘00 ‘ 12‘00 14‘00 ‘
E,/AE NDiv

Figura 3.17: Tiempos de consumo para el calculo del coeficiente de la transmision para el potencial oscila-
torio dado en la ec. conm = 20, Vo = 10y d = 20. En el panel izquierdo compramos los tiempos
de consumo entre la MR y la MT para diferentes E,. En el panel derecho mostramos los resultados de 7'C'
que se consumen para el célculo de T'(F) usando MT para diferentes nimeros de divisiones en el potencial

(P = NDiv) y diferentes AE. Aqui Ey = 100.
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RESUMEN: En este Capitulo hemos obtenido las cantidades de dispersion tales como los S;j(E), 7(E)
y P(E) en términos de la matriz R. Mostramos que estas cantidades tienen los mismos polos que los de
la matriz S(E). Tomando algunos potenciales representativos, mostramos que los resultados obtenidos
usando la matriz R estdn en perfecto acuerdo con aquellos obtenidos por las expresiones exactas (para
V(z) = Vo y Péschl-Teller para una barrera/pozo) y por aquellos obtenidos usando el MMT. Demostra-
mos que el cdlculo de las cantidades de dispersion usando el formalismo de la Matriz de Reaccion es un

orden de magnitud mds rdpido que calcularlas usando el formalismo de la matriz de transferencia.



Capitulo 4

Aproximacion a un nivel de las CD

En este cdpitulo obtenemos las cantidades de dispersién en la aproximacién de un nivel. Pri-
mero se considera el caso de un canal, donde demostraremos que Ay (F)) \I//(l (z2), lo cual
indica que para una energia de incidencia E ~ E}, la funcién de onda en la regién interna se
acoplara con el A—ésimo eigenestado de reaccion y serd proporcional a ésta. En seguida, para el
sistema de dos canales, demostramos (para V' (z) = V(—z)) que hay acoplamiento sélo entre
eigenestados de diferente paridad. En consecuencia, esto ultimo indica que para una energia de
incidencia E' ~ E, la funcién de onda en la regién interna estard formada principalmente por
los primeros vecinos al A—ésimo eigenestado de reacciéon. Ademads, demostramos que cuando

las resonancias son aisladas, las CD se describen bien a través de una funcion Lorentzaina.

4.1. A,(FE) paraun canal

Dada la definicion (2.11Db))
o h2 \I’i(l‘g)

0:(E; 232), “.n

deseamos saber como se comportan los Ay (E) cuando E ~ FE). (Es singular? Para investigar esto, proce-

damos de la siguiente manera. A partir de la ecuacién (2.3)), obtenemos

Out(E; 1) = —ik(e” "> — S(E)e™™?), 4.2)

LXXV
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y expresando S(E) en términos de la funcién de Reaccién [ver ecuacién (2.63)], tenemos

ke kw2

WR(E). (4.3)

0xY(E5x9) = —
La expresion (4.3) nos revela que 9, (F;x2) tiene los mismos polos que la funcién S(E) y que es cero
cuando F — E) (yaque R(E)) — o0).

Sustituyendo la ecuacién (&3 en (@.I)) llegamos a

R W (x2) 2ike” R
2uEx— E1—ikR(E)’

ANE) = 4.4

Ya que el numerador de (4.4) no es cero para ninguna E > 0, y el denominador es cero para £ = E) y en

los polos de S(E), no es obvio que Ay (FE) no sea singular para E = E) y z = z (polos de S(E)).

Hasta aqui no hemos hecho ninguna aproximacién. Entonces, para determinar A (F) cuando E coincide
con la energia de algin eigenvalor de reaccidn, por ejemplo, X = Ey/, notemos que el término dominante
en la serie que define a la funcién R(F) [ver ecuacién (2.16)] es

2
5\

R(E ~ Ey —_—
( A)%EA/—E’

E — Ey. 4.5)

Sustituyendo la aproximacion (@.3) en la ecuacion (4.4), obtenemos

K2 U (1’2)22']{6_””2 (E)\/ — E)
A\(E ~ Ey) ~ —— 2 . 4.6
A x) 2 (Ex—E) By —E—ik, (4.6)

Cuando E) # Ex y E — E\/, vemos que (#.6) tiende a cero:

A,\(E ~ EA/) — 0. “@.7

Para E)\ = E), la ecuacién (&.6) se reduce a

2 . * ) —ikxo . 2
ANE ~ By) ~ FLM@—M@ _ % it/ N 4.8)
2u E — Ey +ikvs Uy (x2) E — Ex +ikv3

Y . 2 .
donde hemos usado la definicién del ancho reducido en el numerador: 73 = 37 | W (22)|?. Adicionalmente,
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para E — E ~ 0, la ec. (#-8) se reduce a

AE~ B~ 2 B~ 4.9)
4 M W) P T s ()P '
Como Ay (F) — 0cuando E — E\ # E), concluimos que
AN(E ~ By ~ 25 4.10

Para el caso particular de una barrera/pozo de potencial plana ¥y (z2) = (—)**1,/2/z2. En consecuencia,

@10) se reduce a

2€7ikz2
— =0\
\/ 2/1‘2

La expresion (4.10) demuestra que Ay (F) no es singular para ninguna energia y que para energias cercanas

AN(E ~ Ex) ~ (=1)*M! (4.11)

auna FE), el coeficiente predominante es Ay (E} ). En otras palabras, en la regién de reaccion (0 < z < x2)

para E ~ E), la funcién de onda dispersada estard dada aproximadamente por

2€7ik:x2

”L/J(E ~ E)\,x) ~ A)\(E ~ E)\)\I/)\(x) = m

U\ (). (4.12)

La ecuacién indica ademds que [1)(E ~ E\,x3)|*> ~ 4 para cualquier potencial. En contraste, para
una energia de incidencia diferente a una de reaccion, entonces, son necesarios fodos los eigenestados de
reaccion para formar la funcién de onda dispersada en la region interna.

A continuacién mostramos resultados numéricos para diferentes potenciales. Como primer caso consi-
deraremos una barrera [pozo] de potencial plana para Vo = 10 [—10] y 22 = 0.5 [2]. Para estos pardme-
tros, en la Fig. a) [(b)] mostramos los coeficientes para la barrereﬂ [pozo], donde hemos tomando tres
energias distintas, de las cuales, dos de ellas corresponden a las energias de reaccién y cuyo comporta-
miento estd en perfecto acuerdo con los resultados obtenidos en (@.10). Por otro lado, para una energia
E=FE,,= %(EXH + E)/), indica que debemos de tomar en cuenta todos los eigenestados de reaccién
para formar la funcién de onda en la regi6n interna. Adicionalmente, la Fig. 4.2l muestra el modulo al cua-
drado de la funcién de onda dispersada para una energia de incidencia £ ~ E\/ para (a) [(b)] una barrera

[pozo] plana con (Vy, x2) = (10,0.5)[-10,2] y se compara con el resultado dado en (4.12) encontrando un

ALos resultados para el pozo plano con (Vp, x2) = (—10,0.5) son similares al de la barrera plana con (Vp, z2) = (10,0.5) y ya
no los mostramos, entonces, optamos por (Vg, z2) = (—10, 2), esto para contrastar resultados.
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excelente acuerdo.

1005‘ \‘\‘\‘\l\‘\‘\‘\‘\¢\‘\‘\‘\‘\‘\‘\‘\‘\‘\E

[ V0=]0, x,=0.5
Ll . g dﬂ‘eﬁﬂfe—ee—ee—i

b b b b b b b by b P b P T T Y Y PP
0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Figura 4.1: |A\(Ey)|? para un canal. En (a) una barrera plana con (Vp,z2) = (10,1/2), Eiqo) =
19.869(3572.93) y Epro = 0.5(E5 + Es) = 1006.83. En (b) un pozo plano con (Vy,z2) = (—10,2),
Es20) = 39.964(928.229) y Epo = 0.5(E9 + E19) = 190.476. Los resultados para I/ ~ E) estdn en
perfecto acuerdo con los resultados obtenidos en y @) Para E = E,,, observamos que todos los
coeficientes son activados. La linea discontinua en color cian marca el valor 225 = 1 [4]. Los circulos en

negro, azul y rojo fueron calculados usando N = 500 términos en R(E).

@ —WENT ] (b) o IAEYY,
° |A1(E1)lP1(X)| F — |\|I(E5;X)|2 B

AAAT |

JVVV VUV

i 1 1 1 1 1 1 1
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 10 0.5 1 15 2 2.5 3
X X

| 2

Figura 4.2: En esta figura comparamos |¢(Ey; z)|* con el resultado dado en (4.12) en el sistema de un

canal para (a) una barrera plana con (Vp, z2) = (10,0.5) y (b) un pozo plano para (Vp,z2) = (—10,2).
Aqui Ey = 19.869 y E5 = 39.964. Los resultados estdn en perfecto acuerdo con la ec. (#.12). La linea
perpendicular discontinua denota la posicién de la frontera de reaccion que coincide con el ancho de los

potenciales.

En los ejemplos anteriores hemos puesto a prueba nuestros resultados analiticos tomando como ejemplo
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una barrera/pozo de potencial constante. Ahora, el objetivo es mostrar que nuestras deducciones son validas
en general, por lo que en la Fig. graficamos |Ay(Ey/)|? para el potencial tipo Péschl-Teller dado en
(3.30) con (Vp, v, x2) = (2,3, 4) centrado en o = 2. Al igual que en los ejemplos anteriores, graficamos
los coeficientes tomando tres energias distintas, dos valores cercanas a las de reacciony E,,., = %(E,\/=4 +
E\_s5). Para E ~ FE) se encuentra nuevamente una perfecta correspondencia con los encontrados en (4.10).
Del mismo modo y para los mismos parametros, la Fig. .4 muestra el modulo al cuadrado de la funcién de
onda dispersada para una energfa de incidencia E ~ Eg y lo comparamos con el resultado dado en (#.12)

encontrando de igual forma un excelente acuerdo.

Figura 4.3: |A)(E ~ E)/)|? para el potencial de Poschl-Teller, ec. (3.30), con (V, «, x2) = (2,3,4). En

este caso, Fyjq) = 0.8171 [22.211] y Epro = 5(Ex =5+ Ex=¢) = 19.202. Los resultados estan en perfecto

1
2
acuerdo con la ec. , ie., [Ayjq)(E ~ Eyjg)|* ~ 3.535 [15.384]. Los circulos en negro, azul y rojo fueron

calculados usando N = 500 términos para R(E).

Notemos que existe una diferencia entre el comportamiento de los |A(E)/)|? para un potencial constante
(V(z) = %V}) con un potencial del tipo PT (en este caso). Para el potencial contante |Ay(E))|? = 212,
i.e., son independiente de \ y £V} (ver Fig., yaque ¥y (z) = \/1:2251“[(/\ —0.5)7x/xo] = Uy(me) =
(—1)M1 \/g . Para el caso de un potencial més general, como lo es en este caso el PT, el comportamiento
de |Ax(Ex)|? es mds complicado, ya que ¥y (z) = \/%Zm C2 sin[(m — 0.5)7z/79] = Wy(12) =

1—22 >, (=1)™T1C)  donde C;), es el A—ésimo eigenvector del hamiltoniano interno (ver Apéntice. Es
decir, los coeficientes tendran diferentes amplitudes dependiendo de W (x5 ). Especificamente, en la Fig.

gréficamos los eigenvectores de reaccién | ¥ (x2)|? como funcién de A para el potencial PT de (3.30) [con
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(Vo, a,z2) = (2,3, 4)]. También en la Fig. [4.5podemos observar que los primeros eigenvectores (A < 20)
tienen un comportamiento oscilante para después, estabilizarse. Este comportamiento indica que para una
energia del orden de EY 2 F\_o0, la particula ve al potencial como si éste fuese un potencial constante (en

este caso una barrera) de ancho zo = 4.

‘ %
|- ALY (0
— y(E
5+ _
0 \ \ | |
0 1 2 3 4 5 6
X

Figura 4.4: Absoluto al cuadrado de la funcién de onda dispersada para el potencial de PT dado en (3.30,

para (Vp, o, x2) = (2, 3,4). La energia de incidencia es Fg = 22.211.
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Figura 4.5: 73 = %\\II,\(Q:Q)P (% = 1) para el potencial de PT dado en (3.30) con (Vj, o, 2) = (2, 3,4).

Hasta aqui hemos estudiado el comportamiento de A (F+) para el sistema de un canal, en la siguiente

seccion analizaremos lo mismo pero para el sistema de dos canales.
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4.2. A,(F) para dos canales

La expresién para los coeficientes con B = 0 en términos de los elementos de la matriz de reaccion es

(ver Apéndice[D):
h? 2ike~ =D @ — ik[P} — U3
Ay (B) = [ Zike A(zp) — k[¥3(zp)Rrr — U3 (21) Rip] @.13)
2u E\N—F Q- (E)
Para averiguar si Ay (F) diverge o no para E ~ FE), supondremos por simplicidad que xp = —z7 y

ademads se supondrd que el potencial es simétrico. Estas suposiciones van a asegurar que los U tengan
paridad definida, es decir,

Uy (zp) = (1) Ty (z7). (4.14)

Entonces, para E ~ E/, la serie dada en la ecuacion (2.29) la podemos aproximar manteniendo tinicamente
el término \’—ésimo, es decir,

Ry (E ~ Ey) = ﬁ (4.15)

con %Y = %\Ilj(xl,)\ll,\(xl,/). Después de usar lb en lb se obtiene que Rrj(E ~ Ex) =

Rpp(E ~ Ey) = 2 E80 y Rip(E ~ Ex) = Rpi(E ~ Ex) = (-1)"Rpp(E ~ Ex)y

By —E—2ik12 |0, (2p)|?
Ey—E :

por consiguiente Q~ (F ~ Ey/) ~ 1 —2ikRpp =

Sustituyendo estas aproximaciones para R,,(E ~ E)/) en la ecuacién (4.13), obtenemos

d zp)|? * Y ( 1 (x
h2 2ik€_ika \Ili(.TD) — ikh? (\II;(ZED)M — \II)\(:EI)M)

~ , ~ e 2;1, Ek’iE E)\’iE
ANE ~ Ex) = 2u Ey—FE By —E— B2 2ik|W,/ (zp)|? ’
By —FE
12 2ik WY (zp)e—*or [ (Bx — B) — & |0y (2p)2(1 — (=1)M) 4.16)
24 E\—FE Ey — E — 22ik|Wy (zp)]? '

La ecuacién (4.16) muestra que en general Ay(E ~ E\/) # 0y por consiguiente, para una energia de
incidencia F ~ FE): la funcién de onda dispersada en la region interna, no sera proporcional al A—ésimo
eigenestado de reaccién como en el caso de un canal. A continuacion analizaremos por separado

considerando los casos A = A’ y A # X, respectivamente.
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Para A = X, la ecuaci6n (4.16) se reduce a (tomando en cuenta que £ — E ~ 0)
ANE ~ Ey) = e (U, (2p)) ™", = |ANE ~ E\)|? ~ [Wx(zp)| 2. (4.17)

El resultado (4.17) difiere por el factor 4 respecto al resultado de un canal (ver ecuacién (4.9)).

Para \ # )\, nuevamente debemos de tomar en cuenta que el término E — E, ~ 0 y en consecuencia,

la ecuacion (4.16) se reduce a

T —ikx
ig- kWX (xp)e”"""P
AN(E ~ By) ~ 2 Ey — Ey

’ ﬁk\ll i 2
[1—(=1)MM] = |AN(E ~ Ey)[? ~ 2t ()|

(Ex — Ex)? ()T

(4.18)
La ecuacién (4.18)) indica que hay acoplamiento sélo entre es eigenestados de diferente paridad (A + N =

impar).

Los resultados obtenidos en (4.17) y (4.18) se pueden resumir en una sola ecuacién como

‘\I/,\(CED”_Q, A= )\/,
[AN(E ~ Ex)]? ~ 4 0, A+ N = par (4.19)
2
4@%7 A + )\, = Z’mpa'f'
donde hemos usados I'), = Ly a(zp)|?. La ecuacién (4.19) muestra que para una energia residente igual
2p
al de un eigenvalor de reaccion, digamos Fy/, los estados de reaccién con la misma paridad que W/ no
participan en la formacién de la funcién de onda en la regién interna (region de reaccion). Aquellos estados

con diferente paridad a ¥ contribuyen con intensidades que decaen como 1/(Ey — E,\I)Q.

En lo que sigue, vamos a considerar algunos ejemplos para poner a prueba nuestros resultados analiti-
cos. Comencemos con el potencial V(xz) = Vo = =10y d = 2, 4 y 10, para los cuales las primeras
resonancias en la transmisién van de anchas a angostas. En la Fig. mostramos los resultados numéri-
cos para |Ax(E ~ Ey)|? con Vy = —10 y diferentes valores de d. Para d = 2 escogemos tres energias,
dos de ellas corresponden a las energias de reaccion (E5 = 29.478 y E19 = 189.859) y una intermedia
(Epro = %(Eg + Ej9) = 168.887), para esta tltima, vemos que son activados fodos los coeficientes. Para
d = 4(10) se evaliia |Ax(E\)|* en E1g(20) y se obtiene nuevamente una perfecta correspondencia con lo

obtenido en (4.19). Para E,,, = & (Eog[19) + E1o[20]) = 34.715[23.795] y al igual que en el ejemplo anterior,
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para esta energia todos los coeficientes son activados.
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Figura 4.6: |A\(E ~ E\/)|? para un pozo plano, V; = —10, dos canales. Para d = 2, Es(10)[pro] =
29.478(189.859)[168.887]. Para d = 4[10], tomamos Ejgppg) = 39.964[25.629] y Epro = 1 (Egpig) +
Eio20)) = 34.715[23.795]. La linea discontinua en color cian sefiala el resultado dado en (4.17). Los simbo-

los en negro, azul y rojo fueron calculados usando N = 500 términos para los R, (E).

Hasta aqui hemos discutido el caso de potenciales invariantes ante paridad. Ahora consideremos un

potencial modulado de la siguiente forma

/
V(x) =Vp + ecos (W) + € sin (ﬁ ;rx) , (4.20)

donde d = xp — g, £(¢') denota el nimero de periodos y €(e’) denota la amplitud de la perturbacién.
Fisicamente este potencial puede describir una particula (electrén) que se mueve dentro de una arreglo
periddico (e # 0, € = 0), impar (e = 0, € # 0) y antisimétrico (¢, €’ # 0).

2

Entonces, en la Fig. mostramos los resultados numéricos de los |A ) (E ~ E)/)|* debidos al potencial
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dado en para (Vo,d) = (10,6) y £(¢') = 6(6) y diferentes valores del par (¢, ¢'). En todos los
casos hemos incluido N = 600 términos en las series R,,/(F). También, consideramos dnicamente una
energia de reaccién (F ~ Ej), ya que para otros valores de las energias de reaccién el comportamiento es
similar. También ya no mostramos el comportamiento de los coeficientes evaluadas en energias E,,., ya que
encontramos resultados similares que en los ejemplos anteriores, i.e., para £ = E,,,., son activados todos
los coeficientes. Todos los resultados estdn en perfecto acuerdo con el resultado analitico encontrado en la

ecuacion (4.19).

T (‘b\)é
E~E,

(e.£)=(0,10) ]

|0“;* (a)é
i E~ E4 ]

(e.e )=(10,0)

107 3
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Figura 4.7: Comportamiento de |A)(E ~ E/)|? debido al potencial oscilante dado en (4.20) con (Vp, d) =

| |
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(10,6) y (¢, ¢") = (6, 6). Los simbolos fueron obtenidos usando N = 600 términos en la matriz de Reaccién.
(a) corresponde a los coeficiente de un potencial par, (b) a un potencial impar y (c) a un potencial asimétrico,

cuyos valores del par (e, €') se muestran en cada panel.

Dado que la ecuacion (4.19) se obtuvo suponiendo simetria par del potencial, en los ejemplos (b) y (c) de
la Fig. notamos que ésta funciona en general, excepto para los primeros vecinos al A—é&simo coeficiente.
En la Fig.[4.8compramos |1(Ey; z)|? usando N = 600 términos en las series que definen los elementos

de la Matriz de reaccién con aquellos obtenidos usando pocos términos. Esto lo hacemos porque la ecuacion
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(@.19) sugiere fuertemente que la funcién de onda dispersada en la regi6n interna puede aproximarse con

s6lo pocos estados de reaccion.

Figura 4.8: Absoluto al cuadrado de la funcién de onda dispersada en la regién interna para el sistema de
dos canales. (Izq.) corresponde a una barrera plana con Vy = 10y d = 2. (Der.) es para un potencial par
con Vy = 10, d = 6 y e = 3. En este caso comparamos los resultados obtenidos usando N = 600 términos
en la Matriz de Reaccién (linea continua) con aquellos obtenidos considerando (a) 8, (b) 10, (c) 14 (d) 20

términos (simbolos).

4.3. Cantidades de dispersion en la aproximacion a un nivel

El acuerdo encontrado entre las predicciones de nuestras expresiones analiticas para Ay con E cercana a
algiin nivel de reaccién E/ con los célculos numéricos de ¢ (F; x) en la region de reaccién y el hecho de que
nuestra aproximacion equivale a considerar s6lo un término en la serie que define R(F), nos motiva a exa-
minar en esta subseccion las cantidades de dispersion en la aproximacioén de un solo nivel. Comenzaremos

estudiando las CD en el sistema de un canal y posteriormente abordaremos el caso de dos canales.

4.3.1. 7(F) en la aproximacion a un nivel; un canal

Para obtener la expresion del tiempo de demora en un canal, 7(E), al rededor de una energia de reaccidn,

debemos de considerar la aproximacién de la funcién de reaccion de un solo nivel, dada en la ecuacién (4.5))
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y sustituirla en la ecuacién (3.2), con lo cual, obtenemos

1 [Ty hk~}
T(E~E)\) =~ 2 < [ + 5 (4.21a)
14 k2 i [BR(B = B) (B~ B)
1 3 (Ex — B) )
~ 2 hk 421b
(Ex— B)2 + k2] { Wk (4:210)
hk"}/g\ F)\/Z
~ 2 = 2h . 421
(Ex— B2+ kAL~ "By — E)2 + ([1/2)? (421c)
OFT T T T 1 ' | ' ]
- V =10, d=51 B V,=10, d=10"
20 0 | 250 -
~ t 4 200 -
@/ 20— 150} -
=2 ] I ]
100 - ]
10 — — - } -
| J s -
0 L, e = 0 i N N\ T

10 12 14 10 10.5 11
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Figura 4.9: Comparacién de 7(FE), en un canal, entre la ec. (3.2) para N = 300 [lineas continuas] y

la ec. [lineas discontinuas] para una barrera/pozo de potencial plana para diferentes valores del par
(Vb, x2) (dados en cada panel). Los anchos (centros) de las resonancias se aproximan bien con I'y ~ I'm/[z)]

(Ex ~ Re[z,]), ver Cuadro[d.1}

2 —_ N
Para pasar de ll a ll hemos despreciado el término W ya que tiende a cero conforme

E — E, y por lo tanto no contribuye a la descripcién de 7(E} ). Por otro lado, en (4.21¢c) hemos tomado la

definicion de la anchura de la resonancia como [3]]:

1
§FA = \/2uE\/h273. (4.22)
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La ecuacién nos indica que para resonancias suficientemente aisladas, obtenemos el resultado bien
conocido de que el tiempo de demora estd descrita por una funcién Lorentziana con anchura I'y.

En la Fig. comparamos los resultados obtenidos para el tiempo de demora en el sistema de un canal
usando la ecuacion para N = 300 [linea continua] con los de la ecuacién [lineas discontinuas]
para una barrera/pozo plana de potencial con diferentes valores del par (Vp, x2). Los valores de los anchos
de las resonancias y de sus centros (cuando son suficientemente aisladas) estan bien aproximados por I"y ~
Im|zy] y Ex ~ wx = Relz,], respectivamente (ver el Cuadro . Por otro lado, podemos observar que
la descripcién de 7(FE) a través de es cada vez mejor mientras més grande sea 32 = x3|Vy| y para
las primeras resonancias, esto debido a que, mientras la energia crece, las anchuras se hacen cada vez mas

amplias.

4.3.2. P(F) en la aproximacion a un nivel; un canal

La probabilidad de atrapamiento en el sistema de un canal y para la aproximacién de un nivel de reaccion,
la obtenemos inmediatamente después de introducir la expresién para Ay (E)) encontrada en (4.8) en la

ecuacion (3.4), como

. (T2/2)?
POE~E) > (G @F (B B 1 (a2

(4.23)

con Ty /2 dada en (4.22)). Suponiendo que I'y /2 < 1, entonces podemos escribir esta dltima ecuacién como:
P(E ~ Ey) =~ w|U,(2p)| 5(Ex — E), (4.24)

donde hemos usado la identidad: §(x) = (1/7) lim,_,0 €2/(2%+¢€?). Esto muestra que P(FE) es proporcional
a la densidad de estados (DOS) [70, [71] cuando las resonancias son muy delgadas, es decir, cuando la
particula es fuertemente atrapada en la region de interaccidn (ver la gréfica en el interior del panel superior
derecho de la Fig. 4.10).

En la Fig. comparamos los resultados obtenidos usando la ecuacién para N = 300 [lineas
continuas] con los de la ecuacién [lineas discontinuas] para una barrera/pozo plana de potencial con
diferentes valores del par (Vp, x2). Similarmente a la descripcién de 7(E) ), la probabilidad de atrapamiento
descrita por alcanza su mejor acuerdo con para 32 = z3|V;| grande y para las primeras reso-

nancias. Por otro lado, los anchos (centros) de las resonancias, cuando son suficientemente aisladas, estan
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(w1, I'1/2)

(w2, T'2/2)

(w3, I'3/2)

V0:10,.%‘2:5

(10.390, 0.049)

(11.561, 0.193)

(13.517, 0.423)

Vo = 10, 29 = 10

(10.098, 0.006)

(10.393, 0.024)

(10.885, 0.055)

Vo=—10, 72 =5

(1.850, 0.583)

(6.563, 1.212)

(12.067, 1.791)

VO = *10, Ty = 10

(0.859, 0.191)

(3.027, 0.380)

(5.393, 0.534)

Cuadro 4.1: Energias en donde las CD alcanzan aproximadamente sus maximos locales (E) =~ w)) y sus
anchuras (I'/2 ~ I'm[z,]) para diferentes valores de V{) y x2. El subindice 1(2)[3] en (w, I'x/2) denota la
posicién del primer(segundo)[tercer] pico de resonancia de las Figs. [£.9]y F.10]

dados por I'y = Im[z,] (Ex ~ Re[z,]), cuyos valores estdn dados en el Cuadro[d.1] Ademas, en el interior
del panel superior derecho de la Fig. m mostramos P(FE) para cuando ésta se aproxima con la ec. (4.24))
para (Vp, z2) = (10,30). Para este dltimo caso, la primera (segunda) [tercera] resonancia se obtiene en

(w123 Tr(2ypz)) = 10.011,0.0002 (10.043,0.0009) [10.098, 0.0020].
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Figura 4.10: Comparacién de P(FE) entre la ec. (3.7) para N = 300 [lineas continuas] y la ec.

[lineas discontinuas] en el sistema de un canal, para una barrera/pozo de potencial plana con (Vj,x2)
dados en cada panel. Los anchos (centros) de las resonancias, I'y ~ Im[z)] (Ex ~ Relz,]), estdn da-
dos en el Cuadro En el interior del panel superior derecho comparamos P(FE) con la ec. para
(Vo, z2) = (10, 30), en donde la primera (segunda) [tercera] resonancia se obtiene en (wy (23], I'1(2)[3]) =

10.011,0.0002 (10.043,0.0009) [10.098, 0.0020].

En la Fig. calculamos 7(E) y P(E) para un potencial cosenoidal y vimos que la primera resonancia,

producto del tunelamiento, estd muy aislada. Por lo tanto, en la Fig. 11| comparamos las expresiones para
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T ara > 1 con la ecuacion (4.21c) |(4.23)] para la primera resonancia. En dicha ura
(E) [P(E)] para N > 1 con 1 ion (@4.21c) [[@.23)] para la pri ia. En dicha fig

vemos el buen acuerdo entre ambos resultados (N > 1 y un nivel).

300 — N 1500 - T\
I (a) | I (b)]
~ 200} - 10001 _
a [ 1000

— o 1 o b
© ool 1A sl .
0 L 0 I |

6.4 6.5 6.6 6.7 6.5 6.6

E E

Figura 4.11: Comparacién de 7(F) [P(E)] para un barrera de potencial coseonidal en un canal para N =
500 (linea continua) y la ec. [(@23)] (lineas continuas). Los pardmetros del potencial, dado por la
ec. (3.31)), son: Vy = 10, m = 1y centradaen z = 2.

4.3.3. t(FE) enla aproximacion a un nivel, dos canales

Una vez encontrado la expresién para A (FE) en la aproximacién a un nivel, ahora corresponde estudiar
las CD en dicha aproximacién. Para ello, mantendremos las mismas suposiciones hechas anteriormente, i.e.,

xp = —x y potencial par. Empecemos analizando ¢(E') en esta aproximacién. Usando la ecuacién (4.15)),

By —E—2ikl U, (zp)|>

el denominador de S(FE) se reduce a Q™ (E ~ Eyx) ~ 1 — 2ikRpp = VN . Luego

entonces la ecuacién (3.10c) se puede escribir como

;- L2 N L2
12k (L) 2ik 3|V (zp)|*/(E - E}) _ ) 2ik 5[V (xp)[? 425)
Ey—E—2ik 2|0, (ap)|? E— Ey +2ik%\\1/,\,(x[,)|2' :
E, —E

Definiendo ahora I'y/ /2 = 2k%|\11,\/ (xp)|? [5], obtenemos

/ z’l“,\//2
E— FEy -i—’L'F)\//Q7

teikd (_1)/\ (4.26)
estd ecuacion nos dice que el coeficiente da la transmision tiene sus polos en valores de energia compleja
E = E), —il'y//2. Con esto, la amplitud de la transmisién toma la forma siguiente

(Tx/2)?

|t(E)|2 ~ (E _ E)\/)Q + (1")\,/2)27

(4.27)
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que es una funcién Lorentziana centrada en F): y de anchura Iy, y es valida cuando 'y, /AE < 1.

La aproximacién de un solo nivel es también conocida como aproximacién de Breit-Wigner o de reso-
nancias aisladas [S) 25,26, (72} [73]]. En esta aproximacion, se supone que los estados de reaccidn o internos
son débilmente acoplados con el exterior, cumpliéndose que %F /AFE < 1, donde %I‘ yAE=FE,41 — E,
son la mitad de la anchura y el espaciamiento de los niveles de resonancias, respectivamente [, [72].

En la Fig. #.12] comparamos los resultados obtenidos usando la ecuacién para N = 300 [linea
continua] con los de la ecuacién [lineas discontinuas] para una barrera/pozo plana con diferentes
valores del par (V;, d). En la Fig. (a)-(b) consideramos dos pozos de potencial planos, mientras que en
la Fig. (c)-(d) dos barreras planas. Notemos que T'(E) en la regién de la resonancia coincide muy bien
con la ecuacion . Los anchos de las resonancias y sus centros, cuando son aisladas, estan determinados
por 'y ~ Im[z\] y Ex ~ wx = Re[z,], respectivamente. Notemos también que la aproximacién es mejor
mientras mas grande sea 32 = d?|Vj| y siempre para las primeras resonancias, esto debido a que mientras

la energia crece, las anchuras cada vez mads se traslapan.
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Figura 4.12: T(FE) dado por (3.10c) (linea continua y N = 300) vs. (4.27) (lineas discontinuas). En (a) [(b)]

Vo =—-10y d =20 [60]; en (c) [(d)] Vo = 10y d = 10 [20]. Los picos estdn (aproximadamente) centrados

en E) ~ w) y anchuras dadas por "y ~ I'm[z,] cuyos valores se dan en el Cuadro
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(w1, I'1/2) (w2, I'2/2) (ws, I'3/2)
@ (0.859.0.190)  (1.919,0204)  (3.027.0.380)
(b)  (0.199, 0.030) (0.536, 0.049) (0.878, 0.064)
©  (10.097,0.012) (10390, 0.049) (10.878,0.109)
@ (10.024,0.001) (10.098,0.006) (10.221, 0.013)

Cuadro 4.2: Energias aproximadas donde las CD alcanzan sus maximos locales (F) =~ w)) y anchuras
(T'/2 ~ Im][z,]). En (a) [(b)] Vo = =10y d = 20 [60]; en (c) [(d)] Vo = 10 y d = 10 [20]. El subindice
1(2)[3], denota la posicién del primer(segundo)[tercer] pico de resonancia de las Figs.|4.12] y

4.3.4. 7(FE) en la aproximacion a un nivel, dos canales

Para obtener el tiempo de demora en la aproximacién de un nivel, en el sistema de dos canales, parti-
mos de la expresién para 7(F), ecuacion (3.19), y después de considerar las aproximaciones de un nivel

anteriormente dadas para los elementos R, (E\) [ver ecuacién (4.15)], obtenemos

2uR
2Bop 4 9hkR),

F) ~ 4.28
) = kR (*:28)
con R’D p=0sRpp ~ %% Después de arreglar términos, obtenemos
K2 2
kU (2 T, /2
7(E)~h i H (D) —h A/ 4.29)

(E = Ex)?+ (Zk|Ws(zp)?)? (B —Ex)?+(T2/2)*

conT'y/2dadoen . La expresion de 7(E) para un canal, en la aproximacién de una resonancia aislada,
ecuacion (@.21c), difiere por un factor de 2 respecto a la obtenida para el caso de dos canales, ec. (4.29).
Este factor de 2 se debe a que en el sistema de un canal, la particula cruza dos veces la misma region, cosa
que no sucede en el caso de dos canales. En ambos sistemas; uno y dos canales, cuando las resonancias
estdn muy aisladas, el tiempo de demora tiende a ser muy grande y la energia de resonancia es muy similar
a una energia acotada, por lo tanto, a 2//T" se le conoce como el tiempo de vida de la resonancia [[73]. En la
Fig. gréficamos 7(FE) para el sistema de dos canales, en la cual, comparamos los resultados obtenidos
usando la expresién (usando N = 300 términos en R,,(F)) con la aproximada a un nivel dada en
la ecuaci6n (@.29). Para ello, hemos tomado los mismos pardmetros (en forma respectiva) de los de la Fig.
Del mismo modo, la posicién de los picos de resonancia asi como sus anchuras corresponden a los

dados en el Cuadro 4.2l
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Figura 4.13: 7(E) en el sistema de dos canales dado en (3.19) (linea continua y N = 300) vs. (4.29) (lineas

discontinuas). En (a) [(b)] Vj = —10y d = 20 [60]; en (¢) [(d)] Vo = 10y d = 10 [20]. Las energias
aproximadas para los cuales alcanzan los maximos (wy ) locales asi como las anchuras (I"y /2) estdn dados

en el Cuadro[4.2

4.3.5. P(F) en la aproximacion a un nivel; dos canales

La probabilidad de atrapamiento en la aproximacién a un nivel se obtiene inmediatamente, usando el
resultado dado en la ecuacién (4.16) para A = )\ en la ecuacion (3.4):
1 (T'x/2)?

PE~ BN = [ )P (B = B + (T/2F 430

con I')/2 dada en (#.22). Este resultado es similar al encontrado para un canal, ecuacién (4.24) y por lo
tanto tiene la misma interpretacion, es decir, para resonancias aisladas (I'y /AFE < 1), P(FE) es entonces
proporcional a la densidad de estados (DOS) [70, [71]]. Esto indica que la particula es fuertemente atrapada

en la region de interaccion. Por lo tanto, la expresion (4.30) se puede interpretar ademas, como la densidad
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de resonancias de transporte.
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Figura 4.14: P(F) para dos canales y dado en (3.24) (linea continua y N = 300) vs. (4.30) (lineas discon-

tinuas). En (a) [(b)] Vo = —10y d = 20 [60]; en (c) [(d)] Vo = 10y d = 10 [20]. Las energias aproximadas

de los picos (wy) asi como de sus anchuras (I'y /2) estdn dados en el Cuadro

EnlaFig. graficamos P(F) en el sistema de dos canales, en donde comparamos los resultados usando la
ecuacion (3.24) (para N = 300) con su correspondiente para un nivel, ecuacién {.30). Hemos considerado
los mismos pardmetros que los de la Fig.[#.12] La posicién de los picos de resonancia y de sus anchuras estdn
dados en el Cuadro[4.2] De nuestros resultados, vemos que la aproximacion a un nivel es buena cuando la
anchura de la resonancia es muy delgada y falla cuando tenemos resonancias muy anchas, como por ejemplo,

para la segunda y tercera resonancia del (a) de las tres CD, mostradas en las Figs. F.12] 13|y .14

RESUMEN: Hemos estudiado el comportamiento de los coeficientes A (E) para energias de incidencia
FE cercanas a los niveles de reaccién Ey para uno y dos canales. Para el caso de un canal demostramos
que para £ ~ F) la funcién de onda dispersada es proporcional al A-ésimo eigenestado de reaccion:
P(Ex, x) o< Wy (x), lo cual indica que ha de llegar con pendiente cero en x = z. Por otro lado, para una

energia que esté lejos a una de reaccion, todos los coeficientes son activados y por consiguiente, la funcién
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de onda en la regién de reaccion requerira de todos los eigenestados de reaccién

En referencia al caso de dos canales demostramos, para V (xz) = V(—z), que hay una especie de regla
de seleccion, que establece que ondas incidentes con energias cercanas a una de los niveles de reaccidn,
e.g., E\/, se acoplard en la region de reaccion s6lo con eigenestados de reaccion Wy de opuesta paridad. Es
decir, para E ~ E)/, la funcién de onda en el interior serd una combinacién lineal de ¥ x4,,,m» = 0,1, 3, 5.
El componente predominante es W » ; los demds contribuyen con intensidades que decaen inversamente con
el cuadrado de la diferencia | Ex — Ey |2

En la practica, hemos escogido una base compuesta de ondas planas para corroborar nuestros resul-
tados analiticos sin que se pierda generalidad con esto. Encontrando pues, que todos nuestros resultados
numéricos estdn en perfecto acuerdo con nuestros resultados analiticos.

También obtuvimos, para uno y dos canales, las expresiones de las CD en la aproximacién de un
nivel de resonancia. Reproducimos el resultado bien conocido que la amplitud de la transmisién y el
tiempo de demora son descritos a través de una funcién Lorentziana (resonancias de Breit-Wigner), valida
para resonancias aisladas. Para la probabilidad de atrapamiento, encontramos que la funcién Lorentziana

es acompafiada por un factor |¥(z4)| ™2 y demostramos que si T'y/AE < 1, entonces, P(E))

d(E — E\), es decir, proporcional a la densidad de estados (DOS).



Capitulo 5

Formalismo del hamiltoniano efectivo

En este capitulo primeramente deducimos la matriz de dispersion, para potenciales arbitrarios,
en términos de un hamiltoniano efectivo no hermitico dependiente de la energia H(FE). Ense-
guida, obtenemos H.(FE) para una barrera/pozo de potencial constante. Posteriormente demos-
tramos que la matriz de acoplamiento es proporcional a | A (E)|~2 en la aproximacién de un
nivel. Después obtenemos las cantidades de dispersién en términos de H(F) y demostramos
que los eigenvalores de H(E) son soluciones de una ecuacién de punto fijo. Finalmente, usan-
do modelos de pocos niveles para H(E) calculamos las CD y las comparamos con el modelo de
N > 1y mostramos numéricamente que el modelo de pocos niveles trabaja bien en el régimen

de traslape medio y pequeiio.

5.1. Matriz de dispersion en términos del hamiltoniano efectivo

Las resonancias en la dispersion se revelan como picos o valles en las cantidades de dispersién como
funcién de la energia y corresponden al atrapamiento transitorio de particulas u ondas por el potencial disper-
sivo. En el caso de resonancias agudas, su anchura es inversamente proporcional al tiempo de atrapamiento o
escape. Es importante hacer la distincion entre resonancias en la dispersion y los polos de resonancia. Estos
tltimos son los polos de la matriz S(FE) en el plano complejo, z, = w, — il',,, donde w,, es la parte real y
I, (> 0) la parte imaginaria. S6lo en el caso de resonancias aisladas, las resonancias de dispersién ocurren

a energias cercanas a la parte real de los polos de resonancia. En contraste, cuando las anchuras I';, son del

XCV
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orden o mayores que el “espaciamiento” w,,+1 — w,, las resonancias de dispersion tienden a desaparecer. Es
decir, los polos de resonancia no siempre se revelan en las cantidades de dispersion.

En el Capitulo anterior expresamos S(F) en términos de la matriz R(E), y vimos que sus polos son
las raices de Q2 (F) = 0. Aqui, expresaremos la matriz de dispersién en términos de un hamiltoniano no
hermitico H(F) (Ilamado hamiltoniano efectivo) [8] 37 56458}, [74. [73]], cuyos eigenvalores complejos son
los polos de S(E). La idea de hacer esto radica en que con el formalismo de H(E) podremos escribir las
CD directamente en términos de los polos de S(E'), asi mismo estudiarlas usando modelos de pocos niveles
de forma mads simple.

Una manera de obtener este hamiltoniano efectivo es usando los operadores de Feshbach P y Q, que
proyectan a la funcién de onda en la regién interna y externa, respectivamente [30, 31]]. Tal procedimiento
conduce formalmente al mismo hamiltoniano efectivo que obtendremos a continuacion, utilizando el forma-
lismo de la matriz de Reaccidén (truncada hasta los primeros N términos) reescrita en una forma apropiada

para este prop(’)sit(ﬂ Entonces, sean

\111(371/)
h2 \112(1‘1,)

V= ( vr Up ) ; vy = % . ; (Hin)ax = Exoxn, S.D
\IIN(I’V)

matrices de N x 2, N x 1y N x N, respectivamente y v = I, D. H;, es una matriz diagonal formada
por los eigenvalores de reaccion. Estd notacién nos permite escribir los elementos de la matriz de reaccion,

dados en la ecuacién (2.29), de la forma siguiente

N p) (. 2 )
PR R SLET CANLETNC 520

A=1 Ex -
7E117E 0 s 0 \Ill(xj)
R % 0 E 17E 0 h? Wo(z;)
0 e 0 ENl—E Un(z;)
= ol (Hin — E)"'v; = =l (B — Hip) v, (5.2b)

ALa nueva definicién de R(E) la hacemos siguiendo [37] (Cap. 7); sin embargo, diferimos en la forma de obtener H(F).
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Con esto, la matriz de reaccién se puede reescribir como

R(E)= -V (E1-H;,)"'V =-V'GV; G=(E1-H;) !, (5.3)

donde 1 es una matriz diagonal unitaria de N x N. Sustituyendo (5.3) en (2.72)), obtenemos S(E) como

1-ikViGV
SE) = S viGy G4
ikVIGV
= -5 (1 e ivaGV) So. (5.4b)

Investiguemos cdmo se transforma el siguiente término

ikViGV
1+ kvViGy )
Para ello usemos la siguiente identidad matricial [76]:
AB+CDE) ' = [BA+EB7'CD)| ' A, (5.6)

donde B es una matriz no singular, ademds A, C, Dy &£ pueden, en general, ser rectangulares. Después de

aplicar (5.6) en (5.5) y al identificar A=V, B=1,C = vip=aG y &€ =V, obtenemos

G5) = kviGva+ikviav)Tt, (5.7a)
= kVIGV(A+ikViGV)Tl, (5.7b)
= kVIG[1 +ikVVIG)~V], (5.7¢)
= kVIG[(1+ikGVVT) "1V, (5.7d)
= kVIGG NG 4+ ikVV )7L, (5.7¢)

donde hemos usado [V'VT, G] = 0 para pasar de la ecuacién (5.7c) ala (5.7d). La expresion (5.7e)) usualmen-
te se obtiene usando la expansion de la serie geométrica [(1 — z)~! = >°°(x)"] [9,37,58]|. Es importante
recordar que tal serie es valida siempre y cuando cumpla con una de las siguientes condiciones: a) que la

norma (|| - ||) de la matriz ||z|| < 1 o, b) que el mdximo valor de sus eigenvalores sea menor a uno [77].
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Sin embargo, el resultado final es el mismo pues la expansion se usa como paso intermedio dos veces sélo
para conmutar matrices. Ahora, al sustituir la ecuacién (5.7€) en (5.4b) y poniendo G = (E1 — H;,,) ™!,

obtenemos

1

S(E) = =S [1 - ZikVTm

v} So, (5.8)

donde

. ikh?
H(E) = Hzn — Zk"/v‘/v]L = Hzn — % < UDUTD + UI'U} > s (59)

es el hamiltoniano efectivo no hermitico. La expresion (5.9) expresa claramente que el hamiltoniano efectivo
depende de la energia, via el momento k = /2 E/h2. Los eigenvalores (2, = w,, — il',,) de H(E) son los
polos de la matriz de dispersién. Encontrar los polos entonces implica resolver el problema de eigenvalores
para el hamiloniano efectivo (5.9). La diagonalizacién del hamiltoniano efectivo serfa la usual si éste no
dependiera de la energia. Como si depende de la energia, entonces ;Qué procedimiento debemos seguir
para determinar sus eigenvalores? Escoger un valor arbitrario de la energia para obtener el conjunto de
polos obviamente no es correcto pues para cada energia corresponderia un conjunto de polos diferente. Los
polos, al igual que las eigen-energias de un sistema cerrado, caracterizan al sistema independientemente de
la energia del sistema. En la Seccién veremos que la solucién del problema de eigenvalores para el
hamiltoniano efectivo (5.9) equivale a resolver la ecuacién del punto fijo para H(E).

En algunos casos es justificable ignorar la dependencia del hamiltoniano efectivo respecto a la energia.
Un caso importante y de actualidad es el de sistemas desordenados, donde la diagonalizacién se hace fijando
la energia en el centro de la banda [8, 157,159 [74]]. En nuestro caso y para nuestros propdsitos, obtendremos

los eigenvalores de H(F) considerando plenamente su dependencia energética.

5.1.1. H(FE)paraV(z) = V. Unoy dos canales

En estd subseccién obtendremos #(E) (para uno y dos canales) para una barrera/pozo de potencial
plana debido a que conocemos F y ¥ de manera exacta para este potencial. Esto nos permitira conocer la
estructura de la matriz de acoplamiento £V V' para estos potenciales.

Para el caso de un canal y escogiendo incidencia por la derecha (v; = 0), la ecuacién se reduce a
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XCIX

H(E) = Hyy, — ikv DUE. Los eigenestados de reaccion para un canal estdn dados como (ver Apéndice i

Ui(z) = \/Zsm ((A—é)mr) ;o= Ua(z2) = (—1)“1\/27

con A =1, 2,...,N. Con el resultado dado en (5.10), obtenemos

ikh2 -1 1 -1 1

8I%M /’L‘/E2

En notacién corta, la ecuacién (5.12) se puede escribir como

ikh? /
H}\)\/(E) = E)\(S)\)\/ - 7(*1)>\+)\ 5
K2

donde FE', esta dada en (C.12)).

(5.10)

(5.11)

(5.12)

(5.13)

Para obtener V'V en el sistema de dos canales hacemos uso de la ecuacién (C.6) y repetimos el proce-

dimiento realizado en la ecuacién (5.11)), para finalmente obtener

(5.14)

Por otro lado, los eigenvalores de reaccion E, para el sistema de dos canales estdn dados en la ecuaciéon
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(2.32). Por lo tanto, sustituyendo (5.14) y (2.32) en (5.9), obtenemos la expresién del hamiltoniano efectivo

para dos canales:

E, 0 0 - 1 0 vV2 0 V2

[\)

) 0 By 0 - a2l 02 0o 2 o .. 1)
B : DU ud |5 9 2 o0 2 ... | .

Ey

Desafortunadamente, la ecuacion @]) no fue posible escribirla en notacién abreviada.

Las ecuaciones y (5.15) nos muestran la estructura de la matriz de acoplamiento V'V para
pozos/barreras de potencial planas. Para el caso de un canal, la matriz de acoplamiento £V V' es com-
pletamente llena y todos los elementos tienen la misma intensidad. En contraste, para dos canales y con
elementos A + A" = nones, son nulos. En otras palabras, estados internos de diferente paridad no se acoplan
entre si al interactuar con ondas entrantes. Este resultado se demostré en la Sec.[4.2] en cuyo caso se supuso
la aproximaci6n a un nivel de resonancia [ver ecuacién (.19)]. Por otro lado, conocer la forma explicita de
‘H(E) representa una gran ventaja para el cdlculo numérico, ya que nos permite calcular los polos de S(F)

de forma més simple y rdpida.

51.2. Ayvs. VI

En esta seccién demostraremos que los elementos de V'V T son inversamente proporcionales al cuadrado
de los coeficientes A (E) ), obtenidos en la aproximacién a un nivel de resonancia para los sistemas de uno
y dos canales para potenciales arbitrarios. En esta aproximacion, suponemos que el hamiltoniano efectivo
es diagonal, es decir, eliminamos cualquier interaccién con los estados vecinos y por consiguiente VV'T lo

podemos escribir, para dos canales, en forma diagonal como
f h? 2 2
(VV )/\AZZ(NIA(ID)‘ +|\I/>\(£E1)| ) (5.16)
Suponiendo que el potencial es par, entonces podemos usar la ecuacion (4.14]) para obtener

52
(VVTan = 52%(“)‘2' (5.17)
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El resultado (4.17) nos permite reescribir la ecuacién (5.17) como

h? 2

= S AEP o0

(VVT)ax

Laecuacién para el caso de un canal difiere dnicamente por un factor de 1/2. Por otro lado, 1a ecuacién
(5.18) indica que los elementos diagonales de V' VT son inversamente proporcionales a | Ay (E)|?. Ademas
indica que mientras mds dominante sea | A (E))|? respecto a los demds coeficientes, entonces la funcién de
onda dispersada llegara con pendiente casi cero en la frontera de reaccién e implicaria tener una resonancia
aguda. En otras palabras, los coeficientes Ay (F)) los podemos considerar como nuestros pardmetros de

acoplamiento dependientes de la energia.

5.2. Cantidades de dispersion en términos de 7{(F)

En esta seccion obtendremos, partiendo de la ecuacion (5.8), las expresiones de ¢(E), 7(E) y P(E) en
términos de H(E). Aqui, nos dedicaremos al caso exclusivo de dos canales en una dimension, debido a que

las expresiones para un canal son deducibles a partir del resultado para dos canales.

5.2.1. El coeficiente de transmision
El coeficiente de transmision ¢(E) = Sy se obtiene de la ecuacion (5.8) como

1

E1—H(E) V} " e

t(E) = —2ike™ {V*
Podemos reescribir esta tiltima ecuacién usando la siguiente igualdad: (E1-H)~! = (E1-H(E))A% / det(E1—
H(E)), tal que:

E1—H(E))A%Y
& }127 (5.20)

H(E) = ~2ike [V det(E1-H(E))

donde Adj corresponde a la matriz de cofactores traspuesta de (E1—#(E)). Por otro lado, ya que el deter-

minante es invariante ante transformaciones de similitud, podemos escribir

N N
det(E1-H(E)) = [[[E — 2x(B)] = [[[E — wx + i, (5.21)
A=1 A=1
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donde z,(F) son las funciones que nos determinan los eigenvalores del hamiltoniano efectivo. Al ser estos
los ceros del denominador de los elementos de 1a matriz S(E), vemos que los eigenvalores de #(E) son los

polos de la matriz S(E). Ahora, usando ( en la ecuacién (5.20), obtenemos

1-H(E) V],

t(E) = —2ike~*d V!
E — wy + ’LF)\]

i (5.22)
A= [

La relacién (5.22)) muestra que los polos del coeficiente de transmisién son los mismos que los de la matriz
S(E), resultado que ya se demostré anteriormente de una forma diferente. Es decir, encontramos que es

suficiente resolver la ecuacién 2~ (E) = 0 para obtener los polos de t(E) (ver (3.10c) y la Sec. .

Una de las ventajas de escribir ¢(£) como en (5.22)), es que nos permite obtener la aproximacién de
pocos niveles en términos de los polos de S(E)El Pero antes obtengamos una identidad para el término
[VT(EI—’H(E))A‘UV]

120 el cual nos permitird acelerar el uso de 1I Para ello, vamos a reescribir la

ecuacién con la ayuda de la siguiente identidad
det[1 + kiVIGV] = det(E1 — Hy,,) " det[E1 — Hyy, £ikVVT], (5.23)

Ccomo:

o —ikdo; _—ikdo;
t(E) _ (& %ZlkR]D(E) _ - € 22k]{,%ID(E) : (5.24)
det(E1— Hin) "' det(E1—H(E))  [[Y_(E— E,) ' [[h_,(E —wx +1ily)

aqui hemos usado la ecuacion (5.21)) en la dltima igualdad. Comparando (5.24) con (5.22)) obtenemos

: Rip(E) N E,—FE
Ad _ 1D _ 1D
[VIE1-H)A V], = T 5 11; B (5.25)

que es la identidad que anddbamos buscando. Ahora sustituimos la ecuacién (3.23)) en (5.22) y obtenemos

N E, E‘
Hn 12)\ 1 Ex— iD

[, [E —wy + @rx] '

t(E) = 2ike (5.26)

La ecuacion (5.26) es mds fécil de manejar que la ecuacién (5.22), ya que podemos obtener explicitamente

t(E) para diferentes aproximaciones de una manera més simple. Especificamente, en el caso de un nivel

BEn Ia Sec. obtuvimos las CD en la aproximacién de un nivel en términos de los eigenestados y eigenvalores de reaccién
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(para N = 1, (5.25) es v1P) y potenciales con simetria par [ver ec. (4.14)], la ecuacién (5.26) se reduce a
p IN)YP p

T/
oI

: ik
H(E)ettd = A S S 5.7
(E)e E—wy+ily’ (5.27)

e —— T
E —wy +1ily (=1)

donde 'y = 2kviP (I'y — T\ para resonancias muy delgadas). Por otro lado, para dos y tres niveles

niveles (N = 2, 3) obtenemos, respectivamente:

(E = B2, + (B = Ex-1)”
(F —wx_1+iCy_1)(E —wy + ’LT,\).

t(E)e~*d = 24k (5.28)

(E = E\)(E = Ex41) 21 + (B = BEx-1)(E = BExy)n” + (B - Ex1)(E - By
(E—W)\71 +iF,\,1)(E—w>\+’L'F)\)(E—w)\+1—|—’LT>\+1) '

t(E) = 2ik
(5.29)

En el apartado .3.3] vimos que la amplitud de la transmision, en la aproximacién de un nivel, estd descrita
por la funcién de Breit-Wigner. Sin embargo, no nos fijamos que condiciones deben de cumplir sus reso-
nancias vecinas para que se considere netamente aislada. A continuacién, usando (3.29) deduciremos estas
condiciones para que una resonancia este aislada. Para ello consideremos lo siguiente. Sea £ — E, por lo

tanto, el término de en medio del numerador de (5.29) ser4 el tinico que se mantendrd y entonces:

2zkd| (E = Ex-1)(BExs1 — E)vip
E—E (E—wx_1+iTx_1)(E —wx +iC)\)(F —wxa1 + iCax1)

(5.30)

Las diferencias £ — E\_1 y Ex11— E son prdcticamente los espaciamientos entre niveles AE)_1 y AF) 41,

respectivamente. Con esto, la ecuacién (5.30) se puede reescribir como

—Qik'AE)\_lAEA’y;‘D

H(E)e* = : . (53la
(F)e |E%Ek (E —wx—1+ilA_1)(E —wx +iT3)(E — wxyr +ilxp1) ( )
—i(—1 )\1—\/
- E—-wx_1 a1y - ; E-wxy1 | Tagr 7 (5.31b)
( AEN +ZAE>\—1)( —wate /\)( AExt1 +ZAEA+1)
Si AEyx_1 ~ E\ —wx—1, AE\;1 ~ —(Ex41 — wy), entonces la ecuacién (5.31b)) se reduce a
. ‘1—\/
HE) ek, (—1)* A (5.32)

T ; T :
(1+ZA]§;1)(E7w,\+zF)\)(1fzﬁ)

7 a1 | P . ..
Abhora, si suponemos que se cumple x o <K 1y x B < 1, entonces podremos usar la aproximacion
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de la suma geométrica ((1 —x)~! ~ 1+ + ...) en el denominador de (5.32)), tal que

t(E)e?kd  ~ (—1)AL pyi 2z D (5.33)
- E —wy +1I"y AFE\_; AFE\ ’ '

I'x_1 T'xia

AEy\_1 AFE)

la diferencia ~ (0 y consecuentemente, obtenemos

i’y 2ikd)2 i
;= [t(E)e” ~ .
[#(E) | (E—wy)?+13

WE)e2R ~ (1) ’
(E)e R B TN

(5.34)

que es la expresion para resonancias aisladas (I"y ~ T"y). Concluimos entonces, para que una resonancias

. . . stz F>\+1
no se traslape con sus resonancias vecinas, es necesario que se cumpla la condicién By < 1yque

E)\ ~ WH.

5.2.2. Tiempo de demora

Pasemos ahora a obtener el tiempo de demora 7(E) en términos de H (F). El tiempo de demora estd re-

lacionado con la derivada respecto a la energia de la fase de la matriz de dispersion como [37, 161] (ver Sec.

B22 _
si(E) = -1 1

_dS(E)
—in2 S5 (

7(F) = s

det S(E)). (5.35)

Entonces al sustituir (5.4a) en (5.35) y recordando que det(AB~!) = det(A) det(B~1), obtenemos

il d det(1+ikVIGV)
= ——— . 5.36
") =5 g [det(l - ik;VTGV)} (5.36)
Ahora, después de usar la identidad (5.23|"|en (5.36)), llegamos a
ih d  sdet(E1— Hyp)~t det(E1 — Hyp — ikVV)
E) = ———1 5.37
m(E) 2 dE (det(El ~ Hun) ' det(E1— H,p, + z’kVVT))’ (5.372)
il d det(FE1 — H;, — ikVV1)

= ———1 . .37b
2 dE (det(El — Hip + ikVVT)) (5.370)

CEn [37] utilizan la identidad det[1 4 ikVGV] = det[E1 — H;y, £V V1], 1a cual es incompleta, 1a expresion correcta es de la
ecuacién (5.23). Sin embargo, el resultado para el tiempo de demora no se ve afectada, ya que, el término det(E1 — H,, )1 aparece
tanto en el numerador como en el denominador de (5.374).
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También haciendo uso de (5.21) en (5.37b)), obtenemos 7(E) en términos de los eigenvalores de H(E):

. M .

ih d E —wy —1l'y
B =-212 [ (7)] 5.38
TE) =-5 1:[ E —wy +ily (5.38)

Con esto, el tiempo de demora lo obtenemos como [37]]
al r

E)=nh S\ S— 5.39
7(B) AZ:l(E—wA)?Jrri (>-39)

La expresion es util para inferir cuantos niveles efectivamente contribuyen en el fenémeno dispersivo.
Es decir, comparando las curvas obtenidas experimentalmente con la expresién para uno, dos o varios
términos. En el caso de resonancias suficientemente aisladas se considera un solo término en la serie (5.39),
lo cual nos da el resultado bien conocido de que el tiempo de demora es una Lorentziana con anchura I"y
(por ejemplo, en la Fig. comparamos las primeras tres resonancias de 7(E) con funciones Lorentzianas

de diferentes anchuras).

5.2.3. Probabilidad de atrapamiento

Recordemos que la probabilidad de atrapamiento se define como la integral del absoluto al cuadrado de
la funcién de onda en la regién interna (ver ecuacién (3.3)) y ésta es independiente del método que se use
para su obtencién. En principio, para obtener P(E) uno puede usar el MMT o el método de la TMR. Sin
embargo, la expresion ya estd escrita en términos de los coeficientes de la expansién A (E), las cuales
son las probabilidades de que el estado interno se encuentre en un estado dado de Neumann (de Reaccion).
Para obtener la probabilidad de atrapamiento en términos del hamiltoniano efectivo, partimos de la expresion
matricial para Ay (E) [ver (3.22b)] y usando (1 — ikVIGV)~! = (1 —ikVIGV)*¥ / det(1 — ikVIGV)y
la ecuacién en (3.22b), obtenemos

h? 2ik (1 — ikViGV)adi
+E) 20y — B P At (B — Ho) L det(B1 — M, 1 kv "% 040

h22ik Il (En — E) _
= n o 1—34 T adj ) 4
S5 det(B1 — o, = kv Lot = ikRVIGY) ™ wa (5.40b)
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En términos de los eigenvalores del hamiltoniano efectivo la ecuacién (5.40b) toma la forma

Ay(E) = h?2ik Hn;s,\(En - E)
* —2u J[L(B —wy +40y)

Upr(1—ikVIGV)* ¥ wa. (5.41)

Especificamente, para ap = 1 y ay = 0 [incidencia por la derecha, ver la ecuacion (4.13)], obtenemos

N rokR292 (1 4+ K2R2))| Wy (2p) |2 + K2(R2,|Wa (27)? — 2RipRir¥s(2p) Uy (2
P(E):%:{ - } ( 1)l Ai‘[fiA(En —(El)zﬁi[(lg—wn);irg] A(@p)¥a(zr)

(5.42)
Esta expresién para P(E) estd en términos de los polos de S(E) y no es sencilla de manejar desde el punto
de vista analitico. Sin embargo, nos sirve para demostrar, de una forma diferente, que ésta tiene los mismos

polos de S(E) [ver la ecuacién (3.22b))].

5.3. Aplicacion del hamiltoniano efectivo para el calculo de las CD

En esta seccién vamos a comparar los resultados obtenidos usando el método de la Matriz de Reaccién
con los del formalismo del hamiltoniano efectivo. Para ellos, usaremos como ejemplos una barrera/pozo de
potencial plana, una doble barrera/pozo de Poschl-Teller y un potencial oscilatorio asimétrico, en donde,
calcularemos la amplitud de la transmisién (ver Fig. [5.1)) y la probabilidad de atrapamiento (Fig.[5.2)). La
importancia de esta comparacion radica en que uno puede obtener la matriz de dispersién S(E) en términos
de un hamiltoniano efectivo sin hacer uso del método de la matriz de Reaccion [56, 157, 75]. En este sentido,
lo que importa es estimar cual de los dos formalismos es mds eficiente desde el punto de vista numérico,
ya que involucran diferentes operaciones. En el formalismo de la Matriz de Reaccién es necesario encontrar
los eigenvalores y eigenestados de reaccién para poder calcular las CD y una vez obtenidas estas, todo
se reduce a calcular las series que definen los R,,(FE) para cada E. Asi mismo, en el formalismo del
hamiltoniano efectivo podemos proceder de dos formas para calcular las cantidades de dispersion; la primera

es hacer el célculo de los eigenvalores z, de H y usar las expresiones (5.26), (5.39) y (5.42) para calcular

t(E), 7(E)y P(F), respectivamente. La segunda es usar directamente las expresiones en donde aparece de
forma explicita el hamiltoniano no hermético, evitando asi, calcular los polos. Esta segunda opcién es la que
usaremos. Para ello, notemos que es necesario calcular, ya sea, la inversa de la matriz E — H [para t(E), ver

ecuacion (3.10c)] o el det(E — H) para el célculo de la probabilidad de atrapamiento [ver ecuacién (5.40b)].
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Figura 5.1: Amplitud de la transmisién T'(E) para una barrera/pozo de potencial plana, una doble ba-
rrera/pozo de Poschl-Teller y un potencial oscilatorio asimétrico; Matriz de Reaccion [ver ec. (3.10c)]
(N = 500 términos en R,,,+) vs. formalismo del hamiltoniano efectivo (tamafio de matriz 500 x 500) [ver ec.
]. (a) [b] corresponde a una barrera[pozo] de potencial constante con Vy = 10[—10] y d = 5. (¢) [(d)]
corresponde a una doble barrera [pozo] de potenciales de PT centradas en z = +2 y o?V = 10[—10] [ver
ec. ]. Y (e) [f] corresponde a un potencial oscilatorio asimétrico [ver ec. ] con (Vp,d) = (0,6),
(6,6) = (6,1) y (e,€) = (10[~10], 1).

Los potenciales que usaremos para averiguar los tiempos de cédlculo corresponden a una barrera/pozo de
potencial plana, una doble barrera/pozo de Poschl-Teller y un potencial oscilatorio asimétrico en donde he-
mos tomado N = 500 términos para las series de R,,/(F) y tamafios de H de 500 x 500. En la Fig.
[Fig. 5.2]] mostramos los resultados para el coeficiente de transmisién [probabilidad de atrapameinto] para
los potenciales antes mencionados. Estos resultados muestran el perfecto acuerdo entre ambos formalismos.
Sin embargo, hemos encontrado que calcular las CD con el método de la Matriz de Reaccién, es aproxi-
madamente cuatro veces mds rapido que con el formalismo del hamiltoniano efectivo. Por otro lado, como
veremos en la siguiente seccién, el formalismo del hamiltoniano efectivo es importante ya que nos provee

de una una alternativa para calcular los polos de S(E).
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Figura 5.2: Probabilidad de atrapamiento P(E) para una barrera/pozo de potencial plana, una doble barre-
ra/pozo de Poschl-Teller y un potencial oscilatorio asimétrico; Matriz de Reaccion [ver ec. (3.24)] (N = 500
términos en R,,,/) vs. formalismo del hamiltoniano efectivo (tamafio de matriz 500 x 500) [ver ec. @].
(a) [b] corresponde a una barrera[pozo] de potencial constante con Vy = 10[—10] y d = 5. (¢) [(d)] co-
rresponde a una doble barrera [pozo] de potenciales de PT centradas en z = +2 y a?Vy = 10[—10] [ver
ec. ]. Y (e) [f] corresponde a un potencial oscilatorio asimétrico [ver ec. ] con (Vp,d) = (0,6),
(£, 0)=(6,1)y (¢¢) = (10[-10],1).

5.4. El Punto Fijo

La relaci6n (5.8) muestra claramente que los polos de la matriz S(E) son los mismos que los eigenva-
lores del hamiltoniano efectivo H(E). k es puramente imaginario en el caso E' < 0y como VV'Ty H;,, son
hermiticos, entonces los eigenvalores de H (E) son reales. Estos corresponden a los niveles acotados del po-
tencial dispersivo. Sin embargo H(F) no es hermitico cuando E > 0, y sus eigenvalores yacen en el plano
complejo (E — z). Es decir, ocurren para “energias” z = zo, « = 1, 2,... , N, donde IV es el tamafio de
la matriz hamiltoniana efectiva. Formalmente N — oo, pero en la préctica la matriz se trunca a un valor NV,

que dependerd del nimero de polos que se quieren calcular y de la precision que se requiera. Entonces, el
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procedimiento a seguir para encontrar los polos parece muy claro: resolver el problema de eigenvalores

H(2)Fy = 2o Fa, (5.43)

donde z, son los polos y F,, sus eigenvectores. Usualmente este procedimiento se puede hacer de dos

formas:

= a) Diagonalizando #(z) a través de operaciones que llevan a 7(z), primero, ya sea a una matriz

triangular (algoritmo de Jacobi) o, a una matriz de banda (algoritmo de Givens) [[78H80].
= b) Calculando los ceros de la ecuacion caracteristica £(z) = det(H(z) — 2).

Como caso particular, si la matriz a diagonalizar es una matriz fija (como en la gran mayoria de las aplicacio-
nes), ambos procedimientos conllevan al mismo resultado. Cuando la matriz no es constante la equivalencia
no es directa. Para apreciar esto, consideremos primero el segundo procedimiento en donde los polos z, son
los ceros de £(z) . Este conjunto de ceros es unico y caracteriza al sistema dispersivo pues son los polos
de la matriz S(z), de la misma manera que el espectro de un sistema cerrado estd caracterizado por sus
eigenvalores. Por el contrario, en el primer procedimiento, la diagonalizacién requiere de fijar un valor de 2
en H(z) y para cada valor de z obtenemos un conjunto de polos z, = z4(z). Los espectros generalmente
seran diferente para diferentes valore de z, en contraste con el procedimiento b). Es claro entonces que el
procedimiento a) no tiene sentido fisico porque el conjunto de polos del sistema debe ser tnico, ya que
caracterizan al sistema dispersivo.

Sin embargo, formalmente la diagonalizacién del hamiltoniano y la bisqueda de ceros de la ecuacién
caracteristica son equivalentes. Por el procedimiento b) obtenemos que los polos ocurren en z = z,, y por el
procedimiento a) observamos que z, = z,(z). Entonces, para que ambos procedimientos sean equivalentes
debe ser tal que

Za = 2a(2) = 2. (5.44)

Esta relacién nos confirma lo obvio, que la solucién a la ecuacién (5.43)) ocurre para z = z, = z(2). Sin
embargo, apriori no conocemos los eigenvalores z,. Estos los podriamos conocer por el procedimiento b)
pero entonces no tiene caso utilizar el procedimiento a), excepto para encontrar sus eigenvectores. Mientras

que para encontrar los ceros es una labor muy tediosa y lenta. Por otro lado, la ecuacion (5.44) es la ecuacién
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del punto fijo para los polos del hamiltoniano efectivo. Esto sugiere que, si el punto fijo fuera del tipo estable,
en el sentido de sistemas dindmicos, entonces podriamos determinar los polos a través de iteraciones a partir

de una condicion inicial zg, como se describird en la Sec.

5.5. Modelo de pocos niveles

En estd Seccion vamos a considerar modelos de pocos niveleﬂ para la matriz H(E) de M x M (con
M ~ 5), para describir las cantidades de dispersién considerando su forma explicita en la energia. El
modelo de pocos niveles ha sido utilizado, por ejemplo, para estudiar los cruces evitados de los polos de
la matriz S(FE) [[74, [81} [82] y 1a transicién de estados super-radiantes [58], [83]]. Esto lo hacen cambiando
la dependencia explica de la energia por un pardmetro de acoplamiento entre la regién externa y la interna
(k= A)en H(E).

La forma de obtener los polos H(z) para pocos niveles (~ 10) aqui, es usando el MPF iterativo (que se
explica en la Sec.[6.4). En particular, para los modelos de 1 x 1y 2 x 2 se pueden obtener los eigenvalores de
‘H(z) de forma explicita y exacta, cuyas expresiones estdn dadas en el Apéndice[ﬂ Adicionalmente en dicho
apéndice se demuestra que para el modelo de 2 x 2 y simetria par del potencial, el MPF iterativo siempre
converge. Esto se logra considerando a H como un hamiltoniano de un sistema dindmico. No obstante,
para modelos de M > 2 no es simple mostrar la convergencia en forma analitica. Por otro lado, hemos
encontrado numéricamente que para matrices del orden ~ 10 x 10 el MPF iterativo siempre converge.

En lo que sigue mostraremos resultados para el potencial V' (x) = Vj, en el cual ya conocemos como
obtener resonancias agudas: haciendo cada vez mas grande 32 = d?|V;|, como vimos en el Capitulo anterior.
Entonces, en la Fig. [5.3|mostramos la transmisién para V; = —10 y diferentes valores de d. En dicha figura,
comparamos la amplitud de la transmision considerando diferentes modelos; /N x [N (linea negra), 2 x 2 [ver
ecuacién y linea azul] y con la suma de dos funciones de Briet-Wigner (BW) [linea roja]. La suma de
dos WB (como es de esperarse) no conserva flujo en general y s6lo es una buena aproximacién cuando las
resonancias de dispersién son muy delgadas. Note que la correspondencia mejora para d grandes, es decir,
para resonancias agudas.

En la Fig. [5.3] podemos observar que ninguna de las dos aproximaciones (2 x 2 y BW) describen bien

DUsaremos la letra M para denotar el tamafio de H(z) para pocos niveles, esto para no confundir con la letra N que denota el
nimero total de términos usados en la series para los R,/ (E).
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lo que sucede en E ~ 0, esto debido a que en ninguna de las aproximaciones estamos incluyendo el efecto
de los estados acotados (w,, < 0y I';, = 0). Para ello, en la Fig. @ mostramos los resultados obtenidos
cuando incluimos los ultimos dos estados acotados (n; = 2) en el cdlculo de la amplitud de la transmision,
es decir, ahora tomamos matrices del hamiltoniano efectivo de tamafios (nj' + ) x (n}' + j), donde j denota

el ndmero de polos resonantes.

1'2__ d=1] 1'2__ d=5__ 1_2__ d=101
L A 1k N
VammN T - T B y
] 08 — 0.8} - 08
\F‘/ 0.6~ — 06|~ — 0.6~ -
0.4 0.4 —H 04+ ]
02 —02 —H02
O y 1 | 1 | 1 | 1 | 1 ] 0 B 1 | 1 | 1 - O 1 | 1 | 1
0 20 40 60 8 100 0 5 10 15 20 0 2 4 6
[ d=20] [ d=30] [ d = 60
1 = 1
—~ 0.8 0.8 0.8
EJ/ 0.6 — 0.6 —H 0.6
= 0.4 — 04} —H 04}
02 — 02} 02
A 1 1 N 7 l L . L
0 0 0
0 1 2 370 05 1.5 0 02 04 06 0.8

|
E E E
Figura 5.3: T(E) para un pozo de potencial constante V, = —10y d = 1, 5, 10, 20, 30, 60 en el sistema
de dos canales. En este caso compramos entre los resultados obtenidos para; N = 300 (linea negra), 2 x 2
[ec. (5:28) y linea azul] y la suma de dos BW (linea roja). Observamos que la correspondencia mejora para
resonancias cada vez mds agudas. La linea discontinua en color cian denota la linea cte = 1. Los valores de

los polos estan dados en el Cuadro[5.1]

El efecto de incluir estados acotados se nota mds cuando éstas son mds proximas a 2 ~ 0 y éstas
determinan el primer maximo local, como se puede apreciar en la Fig. [5.4] Por ejemplo, para d = 1, la
primera resonancia es para £ = E3 = 29.478 (T'(E3) = 1) mientras que ws = 11.254, es decir Ej3

estd desplazada un ~ 61 % respecto a wﬂ (ambas lejos de E ~ 0) y por lo tanto zo = —0.001 es la

EMi4s adelante veremos que para valores de 3 pequefios existe un mayor desplazamiento relativo entre £ y wy (ver Fig.|6.1) para
los primeros \’s.
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responsable del primer maximo local en T'(E ~ 0). El efecto de los estados acotados se pierde conforme
la parte imaginaria del primer polo resonante se acerca mas al eje real, lo cual sucede cuando d es cada vez

mads grande (ver Cuadro[5.1).
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% — % 0

Figura 5.4: Descripcién de T'(F) tomando en cuenta los dltimos dos estados acotado para un pozo plano:
Vo=—-10yd =1, 5, 10, 20, 30, 60 en el sistema de dos canales; el color rojo (verde) [azul] representa
el valor de j = 0 (1) [2] para cada matriz de tamafio (2 + j) x (2+ ). Aqui N = 300 para la curva en color
negro. Para j = 0, significa que tinicamente consideramos el efecto de los estados acotados. Para martirices

de tamilo de 3 x 3 hemos usado la expresién (5.29) para T'(E).

Por dltimo, en la Fig. [5.5] mostramos el tiempo de demora, en donde comparamos los resultados usando
unicamente el modelo N X NN y el modelos de 2 x 2 (ecuacién |37_§[), ademads tampoco incluimos el efecto
de los estados acotados como en el ejemplo de la Fig. [5.4] Los resultados muestran que la ecuacién (3.39)

describe bien al tiempo de demora para d grande.
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d=1 d=5 d=10 d=20
Z1 = —6.4902 Z5 = —2.569 Z210 = —1.542 Z20 = —0.908
z9 = —0.001 26 = —0.019 z11 = —0.045 221 = —0.075

z3 = 11.254 — 126.539

z7 = 3.796 — ¢11.786

z12 = 1.850 —40.583

222 = 0.859 —¢0.191

z4 = 51.862 — 160.282

zg = 8.834 — 12.966

293 = 1.919 —40.294

d=30 d =60
230 = —0.671 260 = —0.414
z31 = —0.090 z61 = —0.108

z32 = 0.529 — 70.099

ze2 = 0.199 — 70.030

z33 = 1.219 —40.153

ze3 = 0.536 — 70.049

Cuadro 5.1: Ultimos y primeros dos polos acotados y resonantes, respectivamente, para Vo = —10 y dife-
rentes valores de d. El total de estados acotados es n, = 2, 6, 11, 21, 31 y 61 para d =1, 5, 10, 20, 30 y 60,

respectivamente.
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Figura 5.5: Tiempo de demora para V; = —10 y diferente valores de d (se muestran en cada panel) en el

sistema de dos canales. En esta figura compramos resultados de un modelo de N x N (N = 300 en todos

los casos) con el modelo de 2 x 2 [ver ec. @]. Aqui no incluimos el efecto de los estados acotados.

RESUMEN: En el presente capitulo hemos mostramos una forma alternativa de obtener el hamiltoniano



CXIV Capitulo 5. Formalismo del hamiltoniano efectivo

efectivo, en donde hemos usado una identidad matricial en vez de lo usual, emplear la aproximacion de la
serie geométrica para matrices. La diferencia estd en que, cuando usamos la identidad matricial [ecuacién
] se hace mds evidente la conmutacion entre las matrices G'y vvt,

Posteriormente, obtuvimos las expresiones de las cantidades de dispersion en términos del hamilto-
niano efectivo no hermitico. Comparamos el cdlculo de las CD usado el formalismo de la MR con los
del formalismo del hamiltoniano efectivo, encontrando un perfecto acuerdo. No obstante, vimos que el
método de la Matriz de Reaccién es mds eficiente que el de H. En seguida y para el caso especifico del
coeficiente de la transmision, obtuvimos expresiones para N = 1, 2y 3. Particularmente, la expresion

para N = 3 la usamos para determinar la condicién que debe de cumplirse para que una resonancia

Tat1
AEx411

esté aislada ( < 1y Ex ~ wy). Por otro lado, el escribir las CD en términos de H(E) nos
permitié relacionarlas de una forma directa y explicita con los polos de S.

Adicionalmente demostramos, que los eigenvalores de H(z) se obtienen resolviendo una ecuacién de
punto fijo [ver ecuacién (5.44)]. Esto nos sugiere que si el punto fijo fuera del tipo estable, en el sentido
de sistemas dindmicos, entonces podemos determinar los polos a través de iteraciones a partir de una
condicién inicial 22.

También, usando un potencial plano, comparamos las CD obtenidas para N > 1 con los modelos de
pocos niveles y mostramos que la inclusion de estados acotados en el calculo de las CD nos describen lo

que sucede en la regiéon de & ~ 0. Ademads, mostramos numéricamente que el modelo de pocos niveles

trabaja bien en el régimen de traslape medio y pequefio (para 3% = d?|Vp| grande).



Capitulo 6

Métodos para calcular los polos de S

En este capitulo primero discutimos la relacién entre los polos de S(FE) con los polos de R(E).
Posteriormente describimos los siguientes métodos para calcular los polos de la matriz de dis-
persién en uno y dos canales: el método de busqueda de las raices (Sec. [6.3), el método del
punto fijo (Sec. y el método del escaneo (Sec.[6.5). En la Sec. [6.6] definimos el pardmetro
de traslape, el cual lo usaremos para discutir las limitaciones, régimen de validez y comparar
los métodos antes mencionados. Posteriormente, encontramos las expresion para el error que
resulta de truncar las serie que define la matriz R e introducimos un método para acelerar la
convergencia de los R, (E) que nos permitird calcular un nimero mayor de polos de la matriz

de dispersion.

6.1. Introduccion

La matriz de dispersiéon S(F) se puede expresar en una variedad de formas; por ejemplo, en términos
de la funcién de Green [, [24], de la matriz K (esencialmente la matriz de Reaccién) [24) 32]], de 1a fun-
cién de Jost [84-86], de Hamiltonianos efectivos [57, 158, [74, [75] y de la matriz de transferencia [5, 27]].
En esta tesis, hemos expresado S(F) en términos de la Matriz de Reaccién [ver la ecuacién ] y
del hamiltoniano efectivo [ver ecuacién (5.8)]. Estas dos expresiones nos proveen de dos maneras inde-
pendientes de calcular los polos. En el primer caso, los polos estdn dados por los ceros del determinante

O (z) = det(1 — ikR(z)) = 0, en el segundo por los eigenvalores del hamiltoniano efectivo. También

CXV
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hemos calculado la matriz S(E) en términos de la matriz de transferencia, pero al no proveernos en ge-
neral con expresiones analiticas, recurrfamos a encontrar los polos escanedndo S(E) numéricamente como

funcién de la energia en el plano complejo.

Por otro lado, en el Cap. [3|habiendo re-escrito 7(E), P(E) y t(E) en términos de la matriz R, hemos
demostrado que estas tienen los mismo polos que S(E), dados por los ceros del determinante 2~ (z) = 0.
Sin embargo, como estas cantidades también estan escritas en formas independientes de la matriz R, nos
rinden formas adicionales para el célculo de los polos. En particular, veremos que 7(E), como funcién de
la energia en el plano complejo, resulta una cantidad muy conveniente para calcular sus polos por el método

de escaneo.

En este Capitulo, describiremos el cdlculo de los polos por tres métodos: busqueda de ceros del determi-
nante Omega, método de escaneo y método del punto fijo utilizando el Hamiltoniano efectivo. Asi mismo,
discutiremos las ventajas y limitaciones de cada método. Todos estos métodos requieren de una estimacion
inicial de la localizacion de los polos. Por lo tanto, antes de abordar cada método, es conveniente discutir la
relacién que hay entre el espectro de S(E) (espectro de polos de S(E)) y el espectro del Hamiltoniano de

reaccion.

6.2. Polos de la matriz Sy polos de la Matriz de Reaccion

Aqui cobra esencial importancia el haber definido una regién de reaccién, con su respectivo espectro
de energias discretas, { ), }. Los polos de la Matriz de Reaccién ocurren precisamente en F,,, por €so nos
podemos referir a estos como los eigen-niveles de reaccion, eigen-niveles del sistema interno o polos de R.
En primer lugar, es bien sabido que si los polos de .S, 2z, = w, — iI',, estdn suficientemente cercanos al
eje real, estos se manifiestan como resonancias aisladas en las cantidades de dispersién [23}[26]. Entre mas
cerca estan los polos del eje real, mas delgadas (asiladas) son las resonancias. Cuando esto sucede, w,, es
aproximadamente igual a la energia E,, de algtin estado acotado del potencial, como lo indica la formula de
Breit-Wigner [[72]:

2
2 I'X

tEeQikd A, S
B > 13

6.1
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que obtuvimos en el Cap. [5} En este caso, el concepto de resonancia en mecdnica cudntica coincide con
el de la mecdnica clésica; un sistema entra en resonancia cuando se le excita con la misma energia de uno
de los modos vibracionales del sistema cerrado. Esta correspondencia nos lleva a pensar en los estados de
reaccién como lo equivalente a los modos vibraciones del sistema cudntico. Debemos notar que para que esta

correspondencia ocurra es necesario escoger las fronteras de Continuidad iguales a las fronteras de reaccion

(.c.f. discusion de la Sec. del Cap.2).

Es claro entonces que cuando las resonancias en las cantidades de dispersion estan aisladas, debemos
buscar los polos de z,, suponiendo que su parte real, w,,, se encontrard en un vecindario pequefo al rededor
de E,, el enésimo eigen-nivel de reaccién. Este vecindario deberd crecer al aumentar la anchura de las
resonancias en las cantidades de transporte. ;Podria este vecindario ser igual o mayor que la distancia entre
niveles vecinos E,, 1 — E,,? Si fuera asi, no existiria una correspondencia uno a uno entre niveles de reaccién
y polos de S. No hemos demostrado analiticamente ni encontrado alguna referencia que demuestre bajo
que condiciones (sobre el potencial) tal correspondencia deba existir o no. Sin embargo, para cualquier
sistema podemos checar si ésta existe o no. Habra correspondencia uno a uno si wy,, € (E,, Eypt41) V n, 0
si wpt1 € (Eny1,E,) ¥V n > 1. En el primer caso, la parte real del n-ésimo polo, w,,, estd arriba de su

correspondiente nivel de reaccién E,, y en el segundo caso, por abajo.

El primer caso implica que para todo n,

—F
0< Ew”ig <1, 6.2)
n+1 — 1
y en el segundo caso,
n - En
0< zfliE <1. 6.3)
n+1 — 1

Ambos casos pueden suceder, dependiendo si la primera resonancia ocurre tal que w; < Ej 0 siwy > Ej.

La correspondencia uno a uno se cumple si y solo si cualquiera de las dos se cumplen para todo n.

Como ilustracién, en la Fig. verificamos que tal correspondencia se cumple para tres sistemas: (a)
pozo plano para Vo = —10y d = 5, (b) pozo plano Vy = —10y d = 4.95 y (¢) pozo con perfil cosenoidal
[ver ec. ] para Vy = —10y d = 6. Los sistemas (a) y (b) difieren sélo en la anchura, lo que produce
una diferencia en sus eigen-estados acotados. En a) se cumple que w; > F4 y en (b) que w; < Ej. Enel

sistema (c) se cumple que wy; > F;
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No es dificil encontrar potenciales cuyos niveles de Neumann sean cuasi-degenerados. Por ejemplo,
barreras de potencial multiples. En tal caso, hemos visto que sélo existe un polo de S para cada multiplete
de eigenestados degenerados de reaccidn.

De cualquier manera, como en muchos casos no se puede prever si habra degeneracién de niveles de
reaccion, se utilizard el mismo criterio para determinar el intervalo inicial de bisqueda de polos. Veremos en

las préximas subvenciones como cada uno de los métodos que presentamos aqui encaran las degeneraciones

de niveles de reaccion.

L R R E S E
04 -

0 O 0 0 00
21 o —

02 o

L o 4
0° (C)%

1 l 1 l 1 l 1 1 l

2 4 6 8 10

n

Figura 6.1: En esta figura verificamos la correspondencia uno a uno usando pozos de potenciales. En (a) un
pozo plano con Vy = —10y d = 5 [wy > E4, graficamos la desigualdad (6.2)) (eje vertical)], (b) pozo plano
Vo =—-10yd = 4.95[w; < E4, graficamos la desigualdad (6.3) (eje vertical)] y (c) pozo cosenoidal [ver

ec. (6.9a)]1 V) = —10y d = 6 [w1 > E1, en el eje vertical la desigualdad (6.2))].

6.3. Método de busqueda de raices (MBR)

Este método consiste entonces en determinar los cero de 7 (z) = det(l — ikR(z)) = 0, para lo
cual se puede usar alguna paqueteria de bisqueda de raices. Nosotros utilizamos el programa findroot de
Mathematica. Es conveniente sefialar aqui, que la matriz R estd definida por una serie infinita [Cf. 2.29)].
Por lo tanto, etiquetaremos 2 (z) con un subindice N, que se refiere al nimero de términos considerados
en la serie de la matriz R:

Qy(2) = det(1 — ikRy(2)) 6.4

Después fijamos un cuota € tal que exista un NV, y un intervalo real de energia d g, tal que

(Qna(2) = ()5 ()| <6, €e>0. 6.5)
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En la practica, y en general, N es del orden de 2000 para un € = 0.001. Esto indica que la convergencia
de R es muy lenta y por lo tanto, cuando deseemos calcular un gran niimero de polos es necesario idear un
método de aceleracion de convergencia, el cual trataremos en la seccién

Como se menciono en la seccién anterior, buscaremos los polos de S tal que w; esté, ya sea, en (E, Es)
oen (0, F1). A priori no se sabe cual de estos casos es el que en realidad ocurre, asi que se empieza por
suponer uno de los dos, cualquiera. Para una mejor aplicacién del método, es conveniente i) examinar el
espectro F,, y ii) calcular alguna de las cantidades de dispersion como funcién de energia. Lo primero nos
sirve para saber si hay cuasi degeneraciones o no y la segunda para saber si las resonancias, son delgadas o

anchas y en que regién de energia.

1. Caso espectro de reaccién no degenerado: Entonces se espera la correspondencia uno a uno de polos

de S'y polos de R:

a) resonancias (de dispersién) delgadas: Se supone, por ejemplo, que w; € (E;, Ei11)V E;, @ > 1
siempre es mayor o igual que cero porque la energia de incidencia es mayor que cero. Se inicia
la bisqueda de unos 4-5 ceros y se examinan los datos y si los valores de w,, no aparecen
ordenados o estdn muy alejados de sus respectivos [,, entonces se repite la busqueda pero
ahora tendra que cumplirse que w; 11 € (F;11, E'). Los valores de w,, que arroje el programa
deberan estar cercanos a E,,, puesto que las resonancias de dispersion son delgadas.

b) resonancias (de dispersion) anchas o no perceptible. Se repite el caso anterior y se debera obtener

un conjunto ordenado creciente de valores w,, tales que cumplan, ya sea, w; € (F;, E;y1) o

wit1 € (Fit1, E;) pero con valores de w,, intermedio entre E,, 11y E, 0 E, y E, 1.

2. Caso espectro de reaccion cuasi-degenerado. Habiendo detectado los estados cuasi-degenerados, se
repite el proceso indicado en a). Se verd que la busqueda de ceros para estos estados s6lo uno de cada

multiplete converge a un cero de la funcién 2.

6.4. Método del Punto Fijo (MPF)

El MPF es un método iterativo que resulta de plantear el problema de eigenvalores para el hamiltoniano
efectivo H(z) = H;, — ikVVT. Aqui resumimos la discusién de la Sec. Podemos seguir dos procedi-

mientos formalmente equivalentes para obtener los eigenvalores de #(z). El primero es obtener las raices
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de la ecuacion caracteristica £(z) = det(#H(z) — z) = 0. El segundo es diagonalizar 7{(z) usando, ya sea, el
algoritmo de Jacobi o el algoritmo de Givens [78-80]]. Del primer procedimiento obtenemos que los polos
ocurren en z = z, y del segundo notamos que z, = z,(z). Siendo ambos procedimientos equivalentes,

entonces debe de cumplirse que

Zn = 2n(2) = 2. (6.6)

Es decir, la ec. es la ecuacion del punto fijo para los eigenvalores de #H(z). Estos eigenvalores los

obtenemos a través de iteraciones dada una condicion inicial z, tal como se describe a continuacion:

= El proceso se inicia substituyendo una adivinanza z, para obtener el primer polo de . Tomamos
z = zgp = FEj + i0. Se diagonaliza numéricamente este hamiltoniano #(z,) de rango N, lo cual
nos arroja N polos 27(11)(20), n =1, 2, ..., N.En la siguiente etapa substituimos z%l) en H. Su

diagonalizacién arroja el segundo conjunto {ZT(LQ)}.

= Antes de hacer el célculo del siguiente conjunto de eigenvalores, medimos la variacién de la parte

real del eigenvalor z§2) (21) respecto a la parte real del eigenvalor calculado en la primera iteracién (el

1 _ @
resultado no cambia si usamos la parte imaginaria en vez de la parte real), i.e., £ = ‘% )
w1

= Sf se satisface que €1 < 107> (este es el valor de € que fijamos en todos nuestros cdlculos), entonces
decimos que el primer polo de S(z) ha sido calculado correctamente y proseguimos a calcular el

siguiente polo, siguiendo la misma secuencia.

= Si ¢ no satisface la condicién anterior (¢ > 1075), entonces nuevamente tomamos el primer eigen-

valor del conjunto «[,27(L2 )(21)} y evaluamos el hamiltoniano efectivo en dicho eigenvalor: H(z:ES)),

wf)fwf)

para posteriormente diagonalizarla, hacer el célculo de e5 = y asi sucesivamente hasta

e

satisfacer el valor de ¢.

= Una vez satisfecha la condicién para € proseguimos con el cdlculo del siguiente polo. Para ello, supon-

gamos que el primer polo convergi6 en la j—ésima iteracion ({z,(f ) (zj—1)}). Entonces nuestra primera

adivinanza la tomaremos como z5 = z3(z;_1) y en este eigenvalor evaluamos el hamiltoniano efecti-

vo H(28) para diagonalizarla, luego obtenemos el conjunto {z,(f +1) (zj)} y repetimos todos los pasos
hechos en el cdlculo del primer polo hasta nuevamente satisfacer el valor de €. Los siguientes polos se

calculan siguiendo la misma receta.
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Hemos identificado dos situaciones donde el MPF no converge. La primera es cuando existen estados de
reaccion cuasi-degenerados. En este caso, s6lo uno convergerd numéricamente. Esto se puede anticipar pues
se sabria que existen estados cuasi-degenerados. La segunda situacién ocurre cuando la parte imaginaria del
enésimo polo, I';,, es del orden del espaciamiento de niveles de reaccién, E,, 1 — E,,. Claro, apriori no se
sabe cual es el valor correcto de I',,, pero esto se puede checar con el método de escaneo presentado arriba.
Usualmente esta falta de convergencia indica que el rango del hamiltoniano efectivo, el nimero de términos
considerados en la serie de R, o ambos, no son suficientes. Cuando esto sucede en los primero polos, es
posible aumentar el rango y el nimero y hasta que haya convergencia. Si embargo, para energias grandes, el
incremento de estos tamafos requiere de tiempos de coémputo no viables. Aun cuando hayamos acelerado la
convergencia de la serie R, en ocasiones es necesario aumentar de manera significativa el rango de H para

lograr convergencias del punto fijo.

6.5. Método de escaneo de la funcion 7(z)

Este método lo introducimos para auxiliar los otros métodos. Habiendo experimentado con las diferentes
cantidades de dispersion, transmision, tiempo de demora y probabilidad de atraimiento, hemos observado
que la funcién 7(2) es mds conveniente que las otras puesto que en general sus graficos de contorno alrededor
de los polos definen con més precision la posicion de los polos. El método es simple, pues consiste en graficar
7(z) dada en la ecuacién y para uno y dos canales, respectivamente, haciendo un barriendo en
el plano complejo. Para ello, requerimos producir una malla en dicho plano suficientemente fina como
para localizar los polos. Esta malla se hace variando la parte real de z mientras mantenemos fija su parte
imaginaria (o viceversa) y asi sucesivamente hasta cubrir una regién limitada por E,, y E, 11 en el eje real,
que es la misma region para el eje imaginario. Esto se repite hasta obtener los resultados deseados.

Para mostrar la funcionalidad de los métodos antes descritos, en la Fig. localizamos los polos para
un sistema de un canal correspondiente a una barrera de potencial plana con (z2, Vp) = (1/2,10), cuyas
cantidades de dispersién corresponden a la de la Fig. [3.4(a). La Fig. de la Izquierda [derecha] corresponde
a |7(2)| [|P(z)|]. En primera instancia, la comparacién de estas dos figuras ilustra que aunque 7(2) y P(z)
comparten los mismo polos, sus contornos equipotenciales son muy diferentes. Como se mencioné anterior-
mente, la funcién 7(z) nos permite resolver mejor la posicién de lo polos. Por otro lado, los pardmetros para

este ejemplo son tales que producen resonancias muy anchas desde energias bajas, lo cual representa un reto
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para nuestros métodos. En dicha figura podemos observar los tres métodos, en donde, los puntos en color
naranja representardn los valores de z,, para cada iteracién en el MPFI, los puntos en color verde al valor de
zn ala cual converge el MPFI (o en su defecto, si no converge, entonces al dltimo valor de la iteracion) y
los puntos en color rojo serdn los valores de z,, encontrados por busqueda de raicesEI La inspeccién de estas
figuras muestra que los tres métodos concuerdan para los primeros cuatro polos. Después del cuarto polo,

en el MPF ya no es posible alcanzar convergencia.

[t(2)] [P(2)]
o —————— o —— .
—100F -100 B
— —200 @ ~ =200 b
-300F —-300 B
=400, ! ! | | | " =400, ! ! ! ; ; p——

0 100 200 300 400 500 600 0 100 200 300 400 500 600
w w

Figura 6.2: Localizacién de los polos de 7(z) (Izq.) y P(z) (Der.) para (z2, Vo) = (1/2,10). Aqui compara-
mos los resultados obtenidos por MPFI (puntos naranja y verde), MEs (contornos) y MBR (puntos en rojo).
Los puntos anaranjados muestran la evolucién de los polos para cada iteracién en el MPFI. Los centros de
los contornos denotan la posicién de los polos de las CD. Para la obtencién de los primeros (tltimos) dos
polos hemos usado N = 800 (/N = 1500) estados de reacion e igual nimero en el tamafo de la matriz del

hamiltoniano efectivo, i.e., 800 x 800 (1500 x 1500) para los primeros (iltimos) dos polos.

De la Fig. [6.2] podemos sacar algunas conclusiones preliminares pero que se cumplirdn en general para el
MPF. La mais relevante es que el nimero de iteraciones tiende a aumentar considerablemente conforme se
incrementa el nimero de polos a calcular. Por ejemplo, para obtener el primer polo en el ejemplo anterior,
fueron necesarias 5 iteraciones, mientras que para el cuarto polo se necesitaron 83 iteraciones. Otra es que

se requieren mds estados de reaccion y/o tamafios de matrices mds grandes para poder calcular més polos.

AEn todas las graficas posteriores, estos son los colores que utilizaremos.
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6.6. Ventajas y limitaciones de los métodos

Las limitaciones de los tres métodos se determina por el nimero de eigenestados y eigenvalores de
reaccion suficientes para definir: a) las cantidades de dispersion (para el MEs), b) la ecuacidn caracteristica
(para el MBR) y c) el hamiltoniano efectivo (para el MPFI). Es decir, a mayor cantidad de eigenestados y
eigenvalores de reaccién, mayor serd el nimero de polos posibles de calcular. Para ver esto, definimos un
pardmetro de traslape (A,,), el cual, toma la razén entre la mitad de la parte imaginaria del polo (anchura
de las resonancias cuando hay acoplamiento débil) y el espaciamiento entre los niveles de reaccion:

3

Para ilustrar la utilidad de la expresion consideramos como referencia el caso del pozo de potencial

plano (Vy = —10,d = 5). En el caso del potencial plano, contamos con la expresién analitica exacta:
f(z) = cos(qd) — iny sin(qd) = 0, (6.8)

cuyos ceros son los polos de S(E )El Por otro lado, la expresién Q~ (2) = 1—k? det(R) —ikTr(R) es exacta
s6lo en el limite N — oo. La Fig. [6.3| muestra el cilcuo de A,, para el pozo antes mencionado. De dicha
figura podemos observar la importancia de tener una cantidad considerable de eigenestados y eigenvalores
de reaccion para el cilculo de los polos. Por ejemplo y para este caso particular, si estamos interesados
en obtener los primeros n ~ 15 polos; entonces, requerimos de N ~ 2000 términos en los R,/ (E) lo
cual es equivalente a diagonalizar un hamiltoniano efectivo de 2000 x 2000 (usando el MPF iterativo) para
obtener estos mismos polos. Por otro lado, si estamos interesados en calcular polos de orden mas grande
(n ~ 100), entonces requerimos de N ~ 100, 000 términos en los elementos de la matriz de reaccién, que
es equivalente a diagonalizar una matriz de 100, 000 x 100, 000 y ésta es practicamente imposible.

Los resultados de la Fig. [6.3|nos muestran que los polos convergen lentamente a su valor exacto. Aqui' y
siendo un potencial de la forma V' (x) = Vj es que hemos podido llegar hasta N = 100, 000 (porque cono-
cemos analiticamente los estados de reaccidn, ver ecuaciones (2.31) y (2.32)). Sin embargo, para potenciales
arbitrarios es necesario diagonalizar la matriz H,,,,, [ver ec. @] para obtener dichos estados de reaccion.

Siendo H,,, una matriz hermitica, entonces requiere de un tiempo de consumo de calculo numérico pro-

BNos referiremos al valor exacto de los polos a aquellos que se obtienen de la expresién exacta .
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porcional al cuadrado tamafio de la matriz (o< N?). Por ejemplo, una computadora con un procesador 1
Intel Xeon Six-Core E5645 a 2.4 Ghz, 24 Gb memoria RAM, disco duro 1 HD 250 Gb SATA, sistema
Operativo y version Linux CentOS 5.6 (64 bits) (como las que se tienen en la sala de computo del IFUAP)
consume alrededor de 10 segundos para diagonalizar una matriz de 1000 x 1000 y unas cuatro horas para

una de 10, 000 x 10, 000.

o Ec. exacta
o N=1000

o N=2500

o N=3000
1= =4 000
© N=5000

A
O O O O

051 = 100 000
O
)
- O -
0}
0 | | | | | 111 | | | | | | 111 |
1 10 100
n

Figura 6.3: Pardmetro de traslape para un pozo de potencial constante: Vy = —10y d = 5. Aqui com-

paramos los resultados obtenidos por el MBR resolviendo la ec. (6.8) (etiquetados por Ec. exacta) con su

correspondiente expresién aproximada para diferentes N términos en las series que definen R, ec. (6.4).

El ejemplo anterior muestra también que estamos limitados en poder calcular s6lo pocos polos (n ~ 20)
para cualquier sistema. En este contexto, si queremos calcular el polo n = 30, el cual, de acuerdo a la
Fig. [6.3] se requieren N ~ 10,000 términos, entonces se consumirdn cuatro horas en diagonalizar H,,y,.
Supongamos ahora que se requieren de 100 iteraciones para alcanzar la convergencia del polo z3g. Por otro
lado, el tiempo de consumo numérico para diagonalizar una matriz no hermitica #(z), es del orden de

O ~ N3 ~ 5 horas. Esto quiere decir que se requieren de aproximadamente 500 hrs (~ 20 difas), el cual
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practicamente es inviable y también representa una desventaja para los tres métodos.

En el caso del MBR no son necesarias tales cantidades de horas como en el MPF para calcular en polo
n = 30, pero conforme aumentamos N, éste se vuelve muy sensible en los intervalos iniciales convietien-
dose en una especie de cédlculo de prueba y error (esto no sucede cuando el potencial es V (z) = V, debido
a que conocemos analiticamente los eigenvalores y los eigenestados de reaccién y es por ello que hemos

podido hacer la Fig.[6.3), lo que conlleva estar cambiado c hasta obtener el polo deseado.

Concluimos entonces que la limitacién de los tres métodos se determina por la cantidad de eigenvalores

y eigenestados de reacciéon que podemos conocer.

Por otro lado, hemos encontrado numéricamente que el MPF trabaja bien para A, < 1y ademds, para
este valor de A, los tres métodos coinciden bastante bien para cualquier potencial. Aunque el MPFI deja

de funcionar, los otros dos métodos siguen siendo eficientes atn para A,, > 1.

Nuestros analisis muestran que el MPF no es que deje de funcionar para A, > 1, sino que es mas un
efecto de truncar el tamafio de la matriz del hamiltoniano efectivo y esto se debe a que, sélo llegamos a
diagonalizar matrices de 5000 x 5000 sin obtener mejoras en nuestros resultados. Sin embargo, si tuviéra-
mos la capacidad de diagonalizar matrices mucho mas grandes y con menos tiempo que los mencionados

anteriormente, entonces sabriamos si éste estd limitado (o no) a valores de A,, 2 1 para su funcionalidad.

El MPFI presenta mds ventajas para el cdlculo de los polos de la matriz de dispersion respecto a los
otros dos métodos y se debe a que es mds estable numéricamente. En otras palabras, tinicamente debemos
de fijar una condicién inicial y dejar correr el programa para que tiempo después (como unas dos horas para
matrices ~ 2000 x 2000) obtengamos los polos convergentes (~ 10 polos). Contrario a los otros métodos
para los cuales es necesario fijar diferentes condiciones iniciales para obtener el mismo nimero de polos con
un tiempo similar o mayor. Otra de las ventajas del MPFI es que consume muy poca memoria-ram (porque
no usamos paqueteria alguna y el programa estd desarrollada en Fortran 90) y en consecuencia podemos
hacer el cdlculo de los polos en una computadora de escritorio estdndar para A,, < 0.8. Por el contrario,
los otros dos métodos consumen mucha memoria-ram, lo cual imposibilita hacer los cdlculos en nuestras

computadoras y siempre es necesario hacer uso de los siiper procesadores del centro de computo del IFUAP.

De aqui en adelante usaremos Ny para denotar el niimero de términos en las series que definen la matriz

de reaccion y Ny para denotar el tamafio de la matriz del hamiltoniano efectivo (Ng X Npp).
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6.7. Sistemas representativos

V(x)
-V :[\ (a)\ :’\AZ» \ (C)\
0%4n 0 a2 e 0 a2 wan 0 an
Figura 6.4: Perfiles para los potenciales dados en la ec. : (a) ecuacién , (b) ecuacioén (6.9b) y (c)

ec. (6.9¢).

Se han analizados detalladamente las limitaciones de los tres métodos, asi como también sus regimenes de
validez y hemos encontrado sus ventajas para sistemas de uno y dos canales. Aqui sélo nos concentraremos
al sistema de dos canales, debido a que A,, tiene un comportamiento similar para un canal. En primer lugar,

consideremos los siguiente potenciales

Vi) = —Vycos(nz/d), |z|< g (6.9a)
Vi) = 7?(1 —cos(drz/d)), |z| < g (6.9b)
Vi) = 7?(1 —cos(2mz/d)), |z| < g (6.9¢)

cuyos perfiles se muestran en la Fig. Escogimos estos potenciales para ilustrar los efectos que tiene la
discontinuidad de la derivada de la funcién en la frontera de reaccidn en el cdlculo de los polos. En la Fig.
[6.5] mostramos el comportamiento de A,, para los potenciales descritos en (6.9). Aqui Ny = 2000 para
calcular los polos por el MPF y para el MEs y el MBR, hemos considerado Nr = 2500. Los valores de
A, se muestran en el Cuadro[6.1]y en la Fig. [6.6] mostramos la posicion de los polos obtenidos por los tres
métodos. Notemos que para A,, < 1 el MPFI funciona bien y ademds, los resultados de los tres métodos
estan en muy buen acuerdo.

Notemos que hay una diferencia entre el nimero de polos que podemos calcular debido al potencial
respecto al dado en (6.9¢). En ambos casos son pozos de potencial y la diferencia radica en que el
primero tiene derivada distinto de cero en la frontera x = +d/2 mientras que el segundo tiene derivada igual
acero en dichas fronteras. Por ejemplo, para d = 6 [d = 12] en el primer pozo es posible calcular 8 [10]

polos mientras en el segundo, inicamente 2 [4].
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d=6 d=12
Pot. @ Pot. (6.9b)  Pot. (6.9¢) | Pot. @ Pot. (6.9b) Pot. @I)

n A, A, A, A, AL AL

1 0.236 0.325 0.986 0.328 0.353 0.407
2 0.436 0.442 1.065 0.458 0.423 0.664
3 0.565 0.637 —_— 0.550 0.601 0.827
4 0.667 0.757 —_— 0.624 0.693 0.990
5 0.758 0.891 —_— 0.688 0.808 1.223
6 0.843 1.031 —_ 0.746 0911 —_
7 0.934 1.279 —_ 0.801 1.024 —
8 0.947 1.212 —_ 0.853 —_— —_—
9 1.121 1.150 —_ 0.905 —_— —_—
10 1.174 1.112 —_— 0.954 —_— —_—

Cuadro 6.1: A,, para los potenciales descritos en la ec. , el MPFI funciona bien para A,, < 1y los
valores para A,, > 1 fueron calculados usando el MBR, y fueron verificados usando N = 4000 por el MEs.
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Figura 6.5: A,, [ver ec. l) para los potenciales cosenoidales, ecs (6.9¢). Vo = —10 y N [Ny] =

2500 [2000] términos de reaccién para los tres métodos. En (a) [d], (b) [e] y (c) [f] d = 6 [d = 12] para los

potenciales dados en la ec. (6.9a)), (6.9b) y (6.9¢c), respectivamente. Los valores de A,, fueron calculados por

bisqueda de raices.



CXXVIII Capitulo 6. Métodos para calcular los polos de S

Por otro lado, encontramos que al cambiar el drea de ambos pozos de potenciales, entonces aumentamos el
nimero de polos posibles de calcular. Después de hacer muchos andlisis, donde hemos variado el valor de
la derivada de los potenciales en las fronteras de reaccién y asi como también sus dreas; hemos concluido
que el aumento en el nimero de polos posibles para calcular, es mds sensible al cambio de la derivada en las

fronteras de reaccion que al cambio en su 4rea.

7@

()| IT(2)|
0 TR

0 10 20 30 40 50

w
IT(Z)I |

0 5 10 15 20

Figura 6.6: Polos en el plano complejo para los potenciales dados en la ec. . Se muestran en (a) [d], (b)

[e]y (¢) [fl d = 6 [d = 12] para los potenciales dados en la ec. (6.9a), (6.9b) y (6.9¢c), respectivamente. Se

usé Vo = =10y Ni [Ng] = 2500 [2000] para todos los casos.

Motivados por los resultados obtenidos en los ejemplos anteriores (para pozos), en lo que sigue vamos a
considerar un potencial especial, el cual llamaremos potencial parametrizado (con un pardmetro o podremos
variar el valor de la derivada en la frontera de reaccion conservando el ancho y profundidad del potencial).

Esto con la finalidad de ver el efecto de la derivada (o el cambio del area) en las fronteras de reaccidn con la
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funcionalidad del MPF, en este caso el potencial estd definido como

Vo

Viese) = =gl d2)

(9(a; ) + g(;d/2)), (6.10)

donde g(c; x) es la funcién que define el perfil del potencial y para e = 1 (— 0), tenemos que 9,V (a; £d/2) =

0 (— oco) (ver Fig.[6.7).

4
:;
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Figura 6.7: Gréfica (Izq.) del potencial (6.10) para g(a; x) dado en la ec. (6.11) y (Der.) de la amplitud de

la transmisién para diferentes valores de a. Aqui, Vp = 10y d/2 = 3. En el interior de la figura derecha,

mostramos T'(E) para los casos « = 1y o = 0.5.

Aqui consideraremos dos funciones para g(«; ), una compuesta de una funcién coseno y otra en términos
de una funcién del tipo de PT. La idea de usar estos potenciales se debe a que producen anchuras muy
grandes a bajas energias en sus CD y por consiguiente, el calculo de sus polos se torna complicado. Pero
una vez parametrizadas a través de la ecuaci6n (6.10), podemos obtener una mayor cantidad de sus polos
sin necesidad de aumentar Ny y Ng.

Primero consideremos la funcién tipo coseno, el cual, estd dada como:

g(lasz) = —? (1 + cos (204;:5)) , (6.11)

cuyo perfil del potencial (6.10) con (6.11) para diferentes valores de « asi como de la amplitud de la trans-
misién se muestran en la Fig.[6.7]para V) = 10y d = 6.
De la Fig. [6.8| podemos ver que para o = 1 [0,V (o = 1;2 = £d/2) = 0], tres polos de S(E) cumplen

con A,, < 1, por consiguiente el MPFI tendria que funcionar. Sin embargo, como se puede observar de la
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Fig.[6.9|a), tinicamente el primer polo converge mientras que los siguientes dos (que cumplen con A,, < 1)
no. Se ha observado que en general para potenciales que cumplen con la condicién 9,V (e = 1;2 =
+d/2) = 0, el MPF no funciona, esto se debe a que este tipo de potenciales tienen grandes traslapes en sus
resonancias, esto desde las primeras energias (ver por ejemplo, el comportamiento de T'(E) para @ = 1 en

la figura interior de la Fig. (Der.) en la cual se puede observar que T'(E 2 5) ~ 1 para toda E).
En seguida consideremos el potencial con perfil tipo PT:

Vo 1

o - 6.12
2 cosh? (o) ©.12)

gla;z) =

el cual, también cumple la relacion entre A,, y con la funcionalidad del MPFI, como se puede observar en

la Fig.[6.10} en la cual hemos considerado Vy = 10, d = 7 y diferentes valores de os.

1.2_III TT[rTTrTr[rrr[rrrij [TTr[rrryrrryrrrJyrri] [TTr[rrryrrryrrrJyrri]

0.8

S
<06

0.4

0.2~ a=10"7 a=09 1 a=0.8

0III|III|III|III|III III|III|III|III|III III|III|III|III|III

02 a=0.77]"[ =06 ][ o=0.5]
N T AT TN [ T e T i ) T P T e

0 4 8 12 16 200 4 8 12 16 200 4 8 12 16 20
n n n

Figura 6.8: A,, [ver ec. lb para el potencial parametrizado tipo coseno para V, = 10, d = 6 y dife-
rentes valores de «. Las lineas discontinuas en color azul denotan aquellos polos que se obtienen al usar
Npr [Ng] = 1000 [800] en los tres métodos. Para 0.8 < A,, < 1, el ndimero de términos de reaccion tiende

a aumentar gradualmente hasta llegar a Np [Ng| = 2500 [2000] para A,, ~ 1.
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Por favor, no confundir el potencial de PT, ec. (3.37), de la Sec. [3.5.6con la composici6n de la ec. (6.10)
con (6.12), ya que en este caso, el potencial de PT estd parametrizado con « y por lo tanto, los resultados de

la Sec.[3.5.6]no son validos aqui.

Podemos observar en todas las figuras que el pardmetro de traslape alcanza un méaximo, que es reflejo
de los tamafios finitos de N y N (lo mismo se observa en la Fig. [6.3] correspondiente a un pozo plano).
Encontramos que el MPF no funciona para valores de A, > 1. Por lo tanto, hemos usado el MBR para

obtener los polos cuando A,, > 1 utilizando N ~ 5000.

‘ |‘T(Z)|‘ o o |7(2)| B ‘ |7(2)|

0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
w w w

Figura 6.9: Localizacién de los polos en el plano complejo para el potencial de la ec. 1|6.10 y con g(a; x)
dado en (6.11)), esto para Vy = 10y d = 6. En (a) « = 1.0, (b) @« = 0.9, (c) a = 0.8, (d) a = 0.7, (e)
a = 0.6 yen (f) « = 0.5. Note que en (a) no existe la correspondencia entre A,, y la funcionalidad del

MPFI, esto se debe a que para (casi) todos los potenciales con 0,V (z = £d/2) = 0, el MPF falla.
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Figura 6.10: A,, para el potencial parametrizado tipo de PT con Vj = 10y d/2 = 3.5 (Superior). Las lineas
discontinuas en color azul denotan aquellos polos que se obtienen al usar Np [Ny] = 1000 [800] en los
tres métodos. Para 0.8 < A,, < 1, el nimero de términos de reaccién tiende a aumentar gradualmente hasta
llegar a N [Ng| = 2500 [2000] para A,, ~ 1, mientras que para A,, > 1 los resultados no mejoran. En los
tres paneles de la parte inferior de esta figura localizacién de los polos en el plano complejo, en donde, en

(@a=06,b)a=05yen(c)a=04.

Por otro lado, de todos los calculos numéricos que hemos realizado nos llevan a la conclusién de que el

MPF se puede dividir en tres regimenes: a) régimen de funcionalidad (A,, < 1 con Ny ~ 2000), b) régimen



6.8. Error generado CXXXIIT

de no convergencia. En este régimen no podemos calcular al rededor de 20-30 polos después de aquellos
que cumplen con A,, < 1. Ademas, en este régimen, simplemente nunca pudimos encontrar convergencia,
inclusive al grado de considerar Ny = 5000. c) régimen de convergencia. Aqui encontramos nuevamente
convergencia. Sin embargo, los polos calculados no son correctos ya que tienen un error porcentual ~ 10 %
para la parte real respecto al valor exacto del polo, pero con un error porcentual del ~ 90 % para la parte
imaginaria. Por lo tanto, no podemos obtener un valor confiable para A,, que nos permita establecer dicho
régimen. Para medir el error porcentual antes mencionado, recurrimos al cdlculo de los polos para un pozo

de potencial plano usando la ecuacién (6.8).

6.8. Error generado

Hemos visto en las secciones anteriores que, excepto para V(z) = V{, debemos de truncar la serie
R, (F) hasta un cierto nimero de eigenestados de reaccion.

A continuacion, estimaremos el error para los elementos de la matriz de reaccidn cuando la suma es trun-
cada a los primeros N términos. Consideremos priemro al caso de V (x) = Vj, para el cual, los numeradores
en las sumas de los elementos diagonales son todos constantes e iguales a 2/d, esto es, son independientes
de ), mientras que para los elementos fuera de la diagonal, los numeradores tienen la misma constante en
magnitud pero alternan el signo con A (ver ecuacion (2.33)).

Consideremos primero los elementos diagonales que estdn dados como

9 0
Ri1(E) = Rpp(E) = Ri(E) = 2% ; %7 (6.13)
donde E) = c\? +Vj y con ¢ = h?n?/ud?. Asi, Ex — E = c\?> — (E — V;)) = ¢\? — E, donde ahora
E = E — Vj. Por lo tanto,

R 2/d
R(E) = o DD vvat (6.14)
A=1

la suma exacta de estd dltima ecuacién estd dada en (2.354). Ahora, comparemos la suma exacta con la suma

parcial hasta los primeros N — 1 términos

N—-1

K2 2/d
= — Y 6.15
244 )gl cA2—-F (©6.15)

RYTH(E)



CXXXIV Capitulo 6. Métodos para calcular los polos de S

donde
_ R 2/d
Ri(E)=RN"YE)+ — = 6.16
1(B) = R’y ()+2M§VC>\2—E (6.16)

Aqui N debe ser mayor que \/E/c, de lo contrario, la segunda serie tendra una o mds singularidades y en
consecuencia ésta no podra ser despreciada en general. El truncamiento a los primeros N términos, entonces,
conduce a un error )y igual al nimero de términos despreciados
o~ 2/d
QN > _2d_ (6.17)

:ﬂ)\ch)\QfE

En seguida demostraremos que () tiene una cota maxima dependiente V. Para ello consideremos lo si-

guiente (por simplicidad % =1):

Qn = Z i<BNE/OOf(x)dm, f(gc)Ez/iil7 (6.18)

27 — —
= cA FE

donde la integral involucrada

2 [ dx
e 2 _ 6.19
N dc/N 22— FE/c’ ©.19)

se resuelve haciendo una sustitucién trigonométrica del tipo = \/E/ccos(f) y el cual, después de un

poco de trabajo algebraico nos conduce a lo siguiente

By = dz £ log VEBje—z (6.20a)
cVE \Vz+VE/c
1 N —+/E/c 1 2\/E/c
= 1 — = — 1 1l—-———|. 6.20b
dVEc o8 <N+\/E/c> dvV Ec og< N+\/E/c> ( )

Enla Fig.mostramos dos series de valores para £, dy Vy; especificamente, ' = 400, d = 2, Vj =
10y E = 100, d = 2, V, = 10. De cuerdo a la figura podemos estimar el niimero N de términos en la
serie () v requeridos para producir un limite especifico en el error. Por ejemplo, si el error no es mayor que
0.1, entonces, By = 0.1y la suma RY ~!(E) debe de consistir de al menos N ~ 170 (N ~ 320) términos
para la primera (segunda) serie de pardmetros. Note ademas, que el error disminuye muy rapido al principio,

pero después muy lento.
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25 -

Figura 6.11: By [ver ec. (6.20b)] como funcién de N para E, d, V; fijos. Las lineas verticales denotan el
valor mintimo de N que asegura un error en R (F) menor al especificado para By (By = 0.1 en nuestro
ejemplo, linea horizontal discontinua). La curva pintada en color rojo (azul) corresponde a los valores de

E =400, d=2yVy=10(E =100, d =2y V; = 10).

(Qué implica estd lenta convergencia? Esto implica que para los célculos basados en la matriz R(E)
el error serd pequefio para energias bajas y para N no tan grandes, mientras que para energias grandes,
entonces se requiere de una suma mucho mayor. Del mismo modo, en el cilculo de los polos, el nimero de
términos requeridos en la suma de R, (E) aumenta draméticamente a medida que aumentamos el nimero de
polos a calcular con un error determinado. Aunque esta lenta convergencia fue ejemplificada para el caso de

una barrera/pozo de potencial plana, la misma lenta convergencia se encuentra para cualquier otro potencial.

Los elementos fuera de la diagonal de la matriz R(E), R;p(E) = Rp;(E) = Ry(E) son series
alternates de la forma )3 | (—1)*by. Ahora, escribiendo est serie para el caso de una barrera/pozo y con
(h?/2u) = 1, obtenemos

o (-1)2/d
By(E) =3 (Cv)i_]/ﬂ =Ry TN(B) + Q2 (6.21)
A=1
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cuya suma exacta estd dada en la ec. (2.35b). Aqui, RY ~'(E) = S0, 26(;2 QY =N 26(,\2)A/’
Usando la desigualdad del tridngulo en Q%', obtenemos que | QY |< #, ya que la serie es al-

N+1+4j (_1))\ 2/d

A=N+1 — son tales que |Q}| > |Q}"| para toda j,

ternante y las sumas parciales Q3 = N E

2/d

debido a que decaen con NV 2, Por lo tanto, el error maximo es AN

Los resultados numeficos pa-
ra B, d, Vy fijos (mismos que los de la Fig. [6.11) se muestran en la Fig. [6.12] los cuales confirman que
Ry(E) — RY7YE) < % para toda V.

c(N+1)2
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N N

Figura 6.12: (a)d = 2, Vo = 10y E = 100. (b) d = 2,V = 10 y E = 400. Los puntos en color negro

2/d

denotan la diferencia R;(E) — RY ~'(E) y los puntos en rojo a N E

6.9. Aceleracion de la convergencia

Hasta ahora hemos mostrado que nuestros métodos para calcular los polos de S(F) estdn limitados a
calcular s6lo pocos polos, esto principalmente por el truncamiento y por las limitaciones de los procesadores
actuales. Debido a estas limitaciones, en esta seccidon vamos a desarrollar el método de la aceleracion de
la convergencia. Supondremos que tenemos un potencial par, por consiguiente, R;;(E) = Rpp(FE) =
Ri(E) (i =+PP =)y Rip(E) = Rpi(E) = Re(E) (vAP = 4PT = +}). La idea central aqui es
separar las series de R, (v = 1,2) en dos términos: el primer término es una suma truncada hasta A = Ny

el segundo en una suma cuyo indice corre desde A = N + 1 hasta infinito, como

N 1 oo
25 Co
Ri(E) = 6.22
1(E) ZE)\,E—i_ Z Ex—E’ (6.22a)
A=1 A=N+1
N 2 o0 A
25 (=)"Co
Ry(E) = 6.22b
2(E) > BB > B E (6.22b)
A=1 A=N+1
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donde Cj es el valor (en magnitud) a la cual convergen los v¥ (v = 1,2) para todos los potenciales. Las
sumas que aparecen en el segundo término de (6.22)) se pueden hacer de forma exacta, bajo la suposicion de
que a partir de A\ = N + 1 los eigenvalores de reaccién se ajustan a una ecuacién cuadrética: Ey ~ a2 +b
(a y b son pardmetros a determinar haciendo el ajuste). Entonces, agregando y restando los términos que

faltan para a completar la serie en (6.22a), obtenemos

N

> Co > Co Co
_— = — . 6.23
Z a2 +b—F Za)\2+be Za)\erbe (6.23)
A=N+1 A=1 A=1

Donde el primer término de la derecha de la igualdad (6.23) se puede escribir como

> Oo 007'( ~ 1
= t — .24
; A+ b—E  20d (Co (m2) mz) ’ (6:24)

en donde hemos usado las ecuaciones 1| y 1) con 32 = % para llegar a la igualdad en (6.24).

De la misma manera se puede hacer la suma del segundo término de (6.22b), pero usando las ecuaciones

(2:34b) y (2.35b). Con todo esto llagamos a

CQTI' 1
E) = S ?) — 2
Ri(E) Sy + 0t (cot(ﬂ'x) Wa%) , (6.25a)
Com 1
_ g2 0 &)
Ry (E) = Sy+ Sod (sec(mc) ﬂ'i:) . (6.25b)
con
A=N 1
1 X Co
_ _ 2
N 2 <E,\—E a/\2—|—b—E)’ (6.262)
2 X (—)*Co
= - . 6.26b
SN ~ <E,\—E aX2+b—F ( )

Las ecuaciones son las que le dan titulo a la presente seccion y esto se debe a que las funciones

trigonométricas, que aparecen en dicha ecuacién y son las que simulan las sumas infinitas en los R, (E).

Los anchos reducidos (%) convergen rapidamente (en magnitud) a Cy ~ 2/d. Esto es en realidad lo que
se espera que ocurra fisicamente, es decir mientras la energia crece, la onda/particula gradualmente dejara de

distinguir la forma del potencial, con lo cual, | ¥y (z,)| ~ | (x,)| ~ \/2/d [ver ec. (C.14)], donde @ ()
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es la funcién de onda de una particula sujeta a una barrera/pozo de potencial plana. Para ejemplificar esto,

consideremos el potencial perturbado de la ec. (4.20) parae’ =0,/ =6,Vy = —10y d = 6:

1
V(z) = —10 + ecos ( ‘?2”3) . (6.27)

En la Fig. m grificamos los ¥ para el potencial dado en para (a) [(b)] e = 0.1 [1.0]. De la figura
podemos notar que a partir de A ~ 20 los |y¥| practicamente son iguales a 2/d para ambos valores de e.
Este es el comportamiento tipico de los |v| para todos los potenciales dispersivos que hemos considerado
aqui, tanto para uno (vea por ejemplo la Fig. [4.3) y dos canales, es decir que a partir de un cierto A = K,
|v%| ~ 2/d. Sin embargo, aunque los 7§ convergen rdpido, nuestros cilculos numéricos nos indican que

necesitamos un nimero mayor de éstos para que la ecuacion (6.25) funcione bien.

0;6 T T T T
7! (a) I I |
03 GRS 2/d
D m
Un O I O 2 n
f Y, Y, f
03 = = e e =R ===l = = @=a sz v e = — — — — — WY
,g | | i
() 2/d
03F 5 ©
- ,
O - —
L . ,
03 1= 0o__o SR ER=I=rEa = a=asnE i b —— —— — Y
L . i
i Il 11 i Il 11 i
065 10 100

A

Figura 6.13: ~¥ para el pozo de potencial perturbado descrito por la ec. (6.27). En (a) [(b)] € = 0.1 [1.0].

Notemos que Cy ~ 2/d a partir de A ~ 20 para ambos casos.

En la Fig.[6.14 comparamos E y la amplitud de la transmisién para el potencial perturbado con el sistema
sin perturbar. En la misma figura podemos observar que tanto las energias de reaccién como la T(E) no

cambian de manera considerable, cuando el potencial es perturbado respecto al no perturbado.
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Figura 6.14: En (a) [(b)] compramos E [T'(E)] para diferentes valores de e de la ec. (6.27) que son indicados

en cada panel.

En las siguientes dos figuras mostramos los polos de S(z) obtenidos a partir de las ecs. en Q7 (z)
para el cual potencial perturbado de la ec. tiene los mismos valores de e considerados en los ejemplos
de las Figs. [6.13][6.14] Debemos de sefialar que para calcular dichos polos haremos uso del MBR. La razén
de escoger un potencial perturbado se debe a que sabemos que es lo que pasa fisicamente a energias grandes,
es decir que a energias grandes la particula no detectard ya las perturbaciones hechas al potencial y por lo
tanto esperamos que sus polos estén localizados cerca de los polos del potencial sin perturbar (V (x) ~ Vp).

En la Fig. [6.15| mostramos los primeros 100 polos de la matriz de dispersién para el potencial dado en
la ec. y con € = 0.1. En estd figura, la etiqueta Aprox. 1 [Aprox. 2] indica que hemos calculado
los coeficientes del ajuste Ex ~ a\? + b sobre el intervalo N = 1001 — 2000 [2001 — 3000] términos,
es decir, el indice en las series de corre desde A = 1 hasta A\ = N = 1000 [\ = 1 hasta A =
N = 2000], para lo cual, obtuvimos (a,b) = (—584.320,0.394) [—982.836,0.394]. Para referencia y
comparacién, también mostramos los polos exactos y aproximados usando 100, 000 términos de reaccién
para V(z) = —10. Observemos también que los resultados para Aprox. 1 son mejores que los que se
obtienen para N = 100, 000. Asi mismo, en el interior de estd figura mostramos los polos 180-200, esto con
el fin de ver que la primera aproximacion falla para estos dltimos polos. Sin embargo, sigue siendo mejor
aproximacion respecto a los resultados usando N = 100, 000 términos de reaccion.

Los resultado para e = 1 se muestran en al Fg.[6.16)y al igual que en la figura anterior, aqui mostramos
los primeros 100 polos. Ademds mostramos los polos obtenidos usando la ecuacién caracteristica 2~ (2), sin

acelerar la convergencia para N = 2000 y N = 5000 términos de reaccion. Esto con el objetivo de mostrar
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la tendencia que siguen los polos conforme vamos aumentando el nimero de términos en los R,/ (E).
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Figura 6.15: Primeros 100 polos para el potencial
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con € = 0.1, donde Aprox. 1 [Aprox. 2] (a,b) =

(—584.320,0.394) [—982.836, 0.394] obtenidos sobre el intervalo de N = 1001 —2000 [2001 —3000] térmi-

nos. Para referencia y comparacién, mostramos los polos exactos y aproximados usando 100, 000 términos

para V(z) = —10.

RESUMEN: En este capitulo hemos estudiado los métodos para calcular los polos de la matriz de disper-
sién los cuales son utiles para los sistemas de uno y dos canales (el método de biisqueda de raices, de
escaneo y el del punto fijo iterativo). Hemos discutido sus limitaciones, sus régimenes de validez y sus
ventajas. En el primer caso, vimos que los tres métodos estdn limitados por el numero de estados de reac-
cién, los cuales se obtienen diagonalizando un hamiltoniano hermitico. También vimos que al introducir
el pardmetro de traslape y para A,, < 1, los tres métodos coinciden bastante bien y esto marca la regién
de validez para el MPFI. Ademads, el MPFI es posible separarlo en tres regiones respectivas: a) region de
validez para A,, < 1, b) regién de inestabilidad que comienza a partir de A, > 1y c) regién de nueva
estabilidad. En este dltimo, aunque se alcanza convergencia, los errores son del orden del 80-90 % respecto

al valor exacto, este valor exacto es para una barrera de potencial constante.
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Los pozos de potencial con derivada cero en las fronteras de reaccién son los que mayor problemas
de convergencia presentan en el MPFI, por ello hemos introducido los potenciales pardmetrizados y de los
cuales nos permitieron modificar su derivada en las fronteras de reaccion (asi como su drea), sin alterar
de forma dréstica sus propiedades. Encontramos que a mayor valor de la derivada en las fronteras de
reaccion, mayor serd el nimero de polos que se pueden calcular encontrando excelentes resultados entre
los tres métodos. Por otro lado, concluimos que el nimero de polos a calcular es mds sensible al cambio

en la derivada que al cambio en su drea del potencial.

Adicionalmente demostramos analiticamente y numéricamente que emerge un error proporcional al
log(1 — C(E)/N) cuando truncamos las series en los R, (E) hasta un A = N, el cual muestra que el
error puede ser pequefio considerando sumas no tan grandes. Pero cuando N2 — E > 0, se cumple para
una N grande y se requiere de una suma mucho mayor. Del mismo modo, en el célculo de los polos, el
nimero de términos requeridos en la suma de R;(F) aumenta dramaticamente a medida que se aumenta

el niimero de polos a calcular con un error determinado.

Finalmente hemos introducido el método de la aceleracién de la convergencia, el cual estd basado
en la idea de que los elementos de la matriz de reaccion convergen a funciones trigonométricas que nos
permiten simular sumas infinitas. Nuestro método muestra una gran ventaja respecto a los tres métodos
mencionados anteriormente, ya que en éste Unicamente se requieren de pocos términos de reaccion en los
R,/ (FE), esto debido a que el resto de las sumatorias son intercambiadas por funciones trigonométricas.
Nuestro nuevo método reduce en gran medida los tiempos de calculo, asi como también aumenta de forma
dréstica el nimero de polos que podemos calcular y esto lo hace un método muy potente respecto a los

métodos mencionados anteriormente.
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6.27) con € = 1.0, en donde Aprox. 1 [Aprox. 2] (a,b) =

(—580.158,0.374) [—986.943,0.239] obtenidos sobre el intervalo de N = 1001 — 2000 [2001 — 3000]

términos. Para referencia y comparacién, mostramos los polos exactos de V(xz) = —10. N = 2000 y

N = 5000 denotan los polos obtenidos sin acelerar la convergencia, esto para mostrar la tendencia que los

polos siguen conforme vamos aumentando el nimero de términos en los R,/ (E).



Capitulo 7

Guia de onda cuasi-unidimensional

En este capitulo describiremos el método que nos permitird resolver problemas de dispersion de
una particula libre en un billar abierto (bi-)cuasi-unidimensional con dos terminales conectadas
y una region de dispersidn cuyas paredes; superior e inferior, estdn definidas por las funciones
fi(x) y fa(x), respectivamente. Posteriormente, presentaremos resultados de la conductancia
para tres modos abiertos para una guia de ondas plana que contiene un potencial que varia
unicamente en la direccién longitudinal, en donde, consideramos dos tipos de ruidos: posicional

y composicional.

7.1. Introduccion

En la Sec. 2.2.3] mostramos el método general de la Teoria de la Matriz de Reacci6n para un sistema
cuasi-unidimensional. Sin embargo, al obtener la matriz de reacci6n (y la matriz S(E)) no especificamos el
tipo de cavidad. Por consiguiente, en esta seccidn presentamos el método que nos permitira resolver proble-
mas de dispersion de una particula libre en un billar abierto (bi-)cuasi-unidimensional con dos terminales
conectadas y una regién de dispersién como se muestra en la Fig. [2.3(b). Dentro de esta region de disper-
sién, supondremos que la particula estd libre excepto por sus colisiones con las fronteras, definidas por las
funciones f1(z) y fo(x). Supondremos que las paredes son impenetrables y las colisiones de la particula con
las paredes son eldsticas. Por lo tanto, utilizaremos condiciones de Dirichlet en las fronteras. Como las pa-

redes no son planas, haremos una transformacién de coordenadas (z,y) — (u,v) tales que las condiciones

CXLIII
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de Dirichlet aparezcan como si las paredes fueran planas. Esto implica que el nuevo hamiltoniano adquiere
potenciales efectivos de bulto. Entonces, la idea bésica es lograr transformar la regién de dispersiéon en un

rectangulo.

Guias de ondas con paredes arbitrarias ya se han estudiado anteriormente usando el formalismo de la
matriz de dispersién sin hacer la transformacién de coordenadas. Por ejemplo, usando el Método del Ele-
mento Finito para obtener los autovalores y autofunciones de billares lo hacen en [37, 53 95] y usando el
formalismo de las funciones de Green lo hacen en [5, [8]]. En [43] hacen la transformacidn de coordenadas
y recurren al método de la transformada inversa de Fourier para obtener los elementos de la matriz hamil-
toniana. Por otro lado, la transformacién de coordenadas ya ha sido usada para estudiar al billar modulado
definido por f(x) = 0y g(x) = A cos(z), para el que se obtuvieron la estructura de bandas de energia y dis-
tribuciones de Husimi [101]]. También se estudi6 la distribucidn de espaciamiento entre niveles consecutivos
P(s) [107]. Ademis este método ha servido para el estudio de la estructura de las autofunciones asi como

de la densidad local de estados [108-110].

7.2. Transformacion canonica

A continuacidn especificamos la transformacion de coordenadas que nos permite transformar a la cavi-
dad modulada en coordenadas cartesianas (z,y) en un billar plano en coordenadas curvilineas (u,v). Las

nuevas coordenadas (u, v) se definen como

- o f2($)—y
U= z; ’U_ifé(lﬁ)—fl(fﬁ)) (7.1)

de modo que cuando y = fo(z) [= f1(x)] entonces v = 0 [= 1]. El hamiltoniano de nuestro sistema es de

una particula libre

H= iﬂ (PZ+P)). (7.2)

La ecuacidn (7.2)) en las nuevas coordenadas se obtiene de la expresién covariante del Laplaciano para una

particula moviendose en un espacio curvo de Riemann [[116,[117]:

h? h? /
- %Acov\y(uﬂ}) = ﬂg—l/Zauguy 91/281/\1’(1% U)v (73)
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donde v, V" = u, v, Aoy €s el operador de Laplace-Beltrami, g es la métrica y g’”’l es el tensor de la métrica.

El momento canénico representado en las nuevas coordenadas adquiere la forma
P, = —ih|0, + iay In(g)] = —ihg_1/48,,gl/4. (7.4)
Al sustituir (7.4) en la (7.3) se obtiene el hamiltoniano en forma covariante
I— igf1/4pygw'g1/2pulgf1/4’ (7.5)

., z . 4 z
y la expresion para el tensor de la métrica g¥ estd dada como

1 . f{v—‘,—fé(l—v)
gl/l/' — fl*fZ (76)
B € ) N Gl oy 0 G ) S I
fi—F2 (fi—f2)2

donde f] 5 = df1,2(u,v)/du, y la métrica g estd dada como

g= det(guu’) = (fl - f2)2' (7.7)

Sustituyendo (7.6) y (7.7) en el hamiltoniano (7.3)), obtenemos

—1/4
H— g

1 4 )2
{pujpu Pu(fh+ 0Ta) Py + Po(fy+ v ) P) + vapu} g4 (18)

20 J

conJ = f1— foydJ, =0,J.

La funcién de onda en el plano u — v se puede expandir en términos de una base que cumpla con CFD

en las paredes de la cavidad y CFN en las interfaces (7, xp):

mmnu

d)mn(uvv) = I3

cos( ) sin(nmv), (7.9)

el factor 2/v/Jd (L = xp — x) en la ecuacién (7.9) es debido a la relacién de ortogonalidad en las

coordenadas curvilineas (u, v) de la funcién de onda:

//\/ﬁdudvlllj(u,v)\lu(u, v) =1, (7.10)
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y relacién de completes:
//\/gdudvm,v)(u,v\ =1. (7.11)
Al desarrollar ¢,,,,, (u, v) en una serie de Fourier [54], obtenemos
Ua(,0) = D> Bhymn (u,0). (7.12)

m=1n=1

Diagonalizando el hamiltoniano (7.8) en la base (7.9), obtenemos
o0 oo
A A
Z Z H o Bosor = BB (7.13)
m=1n=1
cuyos elementos de matriz estdn dados como

h? /
Hmnm’n/ = ﬂ//ducjvd)ﬁqn(uvv)augyy Jal/’(bfn’n/(u’v)

2
= —Z—M//dudv(ay¢ﬁm(u,v))g”” JO, 6k, (u,v) (7.14)
_w

m / / dudv (8, CpSnJ ?)g"" J (8, Crr S J/?)

donde C,,, = cos(mmu/L), S, = sin(n’mv). Después de algo de trabajo algebraico llegamos a la forma

final de la matriz hamiltoniana:

Homn = (T s 210 () — 1), m0') — 1), ')}
mnm/n’  — 2H L2 mm/’ m,m m,m m,m nn’
212 nn/(1— (1))
20 1@ N1 — ,
I {19 0m,m) (1 = dm) o
1 nn/(—1)ntn
+ [(5)(777,, m')[—z&m/ + (1 — 5nn/)w]
6 (1= (=)™ g nm?
+ I9Mm,m") (1 = 8pnr) ——3 + I®(m,m) - (7.15)
(5 , nn/(_l)n-‘rn’
7 nn
+ IO (m,m) ==+ (1= G ) = —
2r2 1 2nn/ (—1)" " (n2 + n'?)
79 N S 1 — Sy
IO ) (PG G+ g+ (1= ) T T
2,2 1(0n2 12 n4n’
10 n4m nn'(n® +n'?)((-1) -1
+ 1t )(m,m/)[ Onns + (1 = pnr) (n2 _ n/2)2 ]}
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con

IV (m,m') = " duCC [6u(ln(J)/2)ra

xr

I®(m,m') = /xD duClyy (04, Cr )0 (In(J) /2),

Zr

I (m,m') = / B (0, Co )0 (1) 2),

xr

19y = [ o G-

I<5>(m,m1):/w duau(%)(—Ju)?/”g, (7.16)
(6) m.m’) = oo Cm Chr

1(,)“ f(fz)(\/j)

ID(m,m') = ) duci(—Ju)au(C’"’ ),

Naj
1+ (f5)°

J2

J2

g2

2f3Ju
J2

xrr \/j
D
I®) (m,m") = / duChy, Crps

Tr

IO (m, m’) / duC,, Cy

130 (m, m') = / duC,, Cp

De las ecuaciones (7.15) y podemos ver que el hamiltoniano (7.2) depende explicitamente de las

funciones f1 y fo, asi como se sus derivadas.

Note que, para J = cte, es decir, f(x) — fo(x) = cte, las integrales IV (m, m’) = I®(m,m’) =

I®) (m,m’) = IO (m,m’) = IV (m,m’) = I (m,m’) = I (m,m') = 0, y (7.15) se reduce a

2 m2n?
Hmnm’n’ = 5 6’mm’ 6nn’
2u L2
202 (4 nn/(1— (=1)"+n")
+or {I< (m,m) (1= Gr) (7.17)
6 nn/(1— (=1)"+y o n2n?
+ IO, m) (1= b)) e + TP (mym) 5W}

Para f; = ctey fo = 0 (particula libre dentro de una cavidad rectangular) la matriz ( se reduce a

F[/27T2 mQ n2
(ﬁ n ﬁ)émmfému (7.18)

Hmm’nn’ =

2p
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El problema ahora se ha reducido a diagonalizar el hamiltoniano dado en la ecuacién (7.15). En este
trabajo Unicamente presentamos el métado general para obtener los eigenestados de reaccidn, los cuales
son necesarios para obtener los elementos de la matriz de reaccion cuya expresion estd dada en la ecuacion
y por consiguiente la matriz de dispersion dada en la ecuacién (2.79). El interés por introducir este
método se debe a que nos permitird estudiar propiedades de dispersion en cualquieIE] tipo de billares, como
por ejemplo, billares unidireccionales [[113]].

Por otro lado, debido a la forma paramétrica de las funciones f1(z) y f2(z), las integrales en ge-
neral no tienen solucién exacta y por consiguiente las resolvemos numéricamente para asi obtener la matriz
hamiltoniana para cada billar y diagonalizarla. Es conveniente usar nuevos indices en el hamiltoniano
que nos permitan un manejo mds simple de la misma: [ = (m,n) y I’ = (m/,n’), donde n corresponde al
nimero de modos transversales y m a los longitudinales. El tamaifio de la matriz hamiltoniana estard deter-
minado por el maximo niimero de modos transversales y longitudinales (m y n) que elijamos, con lo cual,
las series en ((7.12)) serdn evaluadas hasta 1 < n < lpe, y1 <m <1 ,.; de modo que el tamafio maximo
de la matriz hamiltoniana serd: N = l,;,4,1,,,.- En principio podemos evaluar la matriz hamiltoniana para

!
max?

cualquier valor de ;45 y I sin embargo, el niimero de eigenestados efectivos seran aquellos que cum-
plan con la ley de Weyl, que esta determinado por las dimensiones longitudinales y transversales del billar
[TIIHT13].

En la siguiente seccion calcularemos la conductancia para una guia de ondas plana con un potencial que

varia tinicamente en la direccién longitudinal.

7.3. Calculo de la conductancia para M=3 modos abiertos

La conductancia G(E) es una cantidad muy importante en el estudio de transporte electrénico pues
exhibe efectos de interferencia cudntica y éstos pueden ser medidos experimentalmente. La G(E) se define

a través de la féormula de Landauer-Buttiker [[114,[115]] como

2
G = Tr(tth) = h—i 3" Toun, (7.19)

APara todos aquellos billares cuyas funciones f1 y fo sean tales que se unan de forma suave con las terminales, esto debido a la
dependencia de las derivadas en (7.15).
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donde t,,, estd dada en la ecuacién (2.61b)), Tr es la operacion traza, T,,, = \tmn|2 y m,n denotan el

niimero de modos abiertos en la terminal derecha e izquierda. En nuestro caso particular m = n = M.

En esta seccién vamos a calcular G(F) correspondiente a una guia de ondas con paredes planas que
contiene un potencial dispersivo que varfa tinicamente en la direccién longitudinal (V' (x,y) = V(z)). Por lo
tanto no habra mezcla de modos, es decir, habrd el mismo nimero de modos en ambas terminales. Aqui he-
mos fijado la razén 72 /W?2 = 15 (W ancho de la gufa), por consiguiente, los modos se abrirdn a energias
E,, = 7.5m2. En los resultados que a continuacién presentaremos, hemos usado el 75 % del total de eige-

nestados de reaccién obtenidos después de diagonalizar matrices de tamafios N = 4500.

Consideraremos dos tipos de cadenas de potenciales; el tipo K-P [ver ecuacién (3.32)] y el tipo de PT [ver
ecuacion @]. En ambas cadenas pondremos dos tipos de ruido aleatorio ¢; (tomado de una distribucién
normal con €; € [—a,a)): a) el ruido posicional que consiste en variar aleatoriamente las separaciones de
los potenciales manteniendo constantes sus alturas y b) el ruido composicional, en este caso son las alturas

de los potenciales las que cambian aleatoriamente y sus separaciones se mantienen constantes.

En la cadena de K-P, los anchos de los potenciales estardn dados como ll—a = 2, mientras que en el modelo
de PT serdn dados por o, = o = 22. En ambas cadenas, para el ruido posicional las separaciones entre las
barreras estardn dadas como QZTQ = 1+ ¢; y para el ruido composicional las alturas serdn V;/Vy = 1 + ¢;.
En el caso de la cadena de potenciales del tipo de PT, las separaciones se medirdn respecto a los centros de
las barreras. Aqui, cuando a = 0.05 (0.1) [0.15] nos referiremos como “desorden débil (medio) [fuerte]”
(por ejemplo, para a = 0.1 = ¢; € [—0.1,0.1]). En todas las figuras (de laa la, las curvas en negro,
corresponden a los casos sin ruido, y los ponemos tinicamente para referencia y las lineas verticales azules
discontinuas sefialaran las energias en donde se abre un nuevo modo. En las Figs. y mostramos la

conductancia para M = 3 modos abiertos para una cadena de potenciales de K-Pconl, = 1y Vy = 10

considerando el ruido posicional y composicional, respectivamente.

De la misma manera, en las Figs.[7.3]y [7.4] graficamos la conductancia para una cadena de PT para los

dos tipos de ruidos, posicional y composicional, respectivamente.
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Figura 7.1: G(FE) para una cadenas de K-P con 20 barreras y (I,,Vy) = (1,10) para M = 3 modos

permitidos. En (a), (b) y (c) el ruido posicional débil, medio y fuerte, respectivamente (curvas rojas).
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Figura 7.2: Conductancia para una cadena de K-P con 20 barreras y (I, Vo) = (1, 10) para M = 3 modos

permitidos. En (a), (b) y (c) el ruido com posicional débil, medio y fuerte, respectivamente (curvas rojas).
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Figura 7.3: G(E) para una cadena de 19 barreras de PT centradas en x = 0,+1,...,+9 con @ = 22y

Vo =10/ a?. En (a), (b) y (c) ruido posicional débil, medio y fuerte, respectivamente (curvas rojas).
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Figura 7.4: G(E) para una cadena de 19 barreras de PT centradas en x = 0,+1,...,29 con o = 22y

Vo = 10/a?. En (a), (b) y (c) ruido composicional débil, medio y fuerte, respectivamente (curvas rojas).
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Hasta aqui podemos concluir que 1) la conductancia es més sensible para la cadena de barreras de potenciales
de Posch-Teller que cuando ponemos una serie de barreras potenciales planas (modelo KP) para el caso de
desorden posicional y 2) en el desorden composicional, casi no cambian los resultados de la conductancia
para las cadenas y para los porcentajes de ruido que aqui hemos considerado, es decir, la conductancia sigue
siendo practicamente la misma en comparacion con el caso sin desorden.

Por otro lado, de nuestros resultados numéricos, encontramos que la conductancia es mds sensible al
ruido posicional que al ruido composicional; ademds, G(E) distingue entre ambos ruidos; el desorden com-

£ 99

posicional preserva el comportamiento “de escalén” de la conductancia para los pardmetros que hemos

considerado.

RESUMEN: En este Capitulo hemos introducido el método para obtener los eigenestados de reaccion para
una billar con paredes arbitrarias definidas por las funciones fi(z) y f2(z). Para ello hemos construimos el
hamiltoniano del sistema y lo diagonalizamos y vimos que los elementos de dicho hamiltoniano dependen

explicitamente tanto de las funciones que definen a las paredes del billar como de sus derivadas.

Por otro lado, hemos calculado la conductancia para una guia de onda plana considerando cadenas
de potenciales que varian tinicamente en la direccién longitudinal, en los cuales hemos colocado dos
tipos de ruidos; posicional y composicional. Las cadenas furor de barreras cuadradas (modelo de K-P) y
de barreras de PT y vimos que la conductancia distingue de ambos ruidos siendo mds sensible al ruido
posicional que al composicional. Ademds, el ruido composicional preserva el comportamiento tipo escalén

de la conductancia para los pardmetros que hemos considerado.



Capitulo 8

Caso fotonico

En este capitulo estudiamos la transmision electromagnética 7" a través de una heteroestructu-
ra foténica unidimensional cuyos anchos de sus capas, siguen una distribucién de cola larga
de tipo Lévy. Mostraremos numéricamente que para un sistema de longitud L: (i) el promedio
(—InT) < L* para 0 < a < 1, mientras que (—In7T) & L paral < a < 2, siendo « el
exponente del decaimiento de la ley de potencia de la distribucion de probabilidad que siguen
los anchos de las capas, y (ii) la distribucién de probabilidad P(T) es independiente del dngulo
de incidencia y de la frecuencia de la onda electromagnética, ademds es completamente deter-
minada por los valores de @y (— In T'). Finalmente, encontramos y verificamos numéricamente

que (T) x L*con 0 < a < 1.

8.1. Introduccion

Los procesos aleatorios caracterizados por densidades de probabilidades de cola larga (procesos Tipo-
Lévy) se han estudiado en diferentes fendmenos y campos tales como la biologia, la economia y la fisica.
Una de las caracteristica esenciales de las distribuciones de densidad (p(1)) de tipo Lévy, es el lento decai-

miento de sus colas. Es decir, para [ grandes

p(l) ~ srpa ®.1)

CLIII
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con 0 < a < 2. Notemos que el segundo momento diverge para toda oy si 0 < o < 1, entonces
también el primer momento diverge. Esta clase de distribuciones son conocidas también como distribuciones
a—estables [118]]. Una ventana sobre nuevos materiales épticos que permiten estudiar experimentalmente
los vuelos de Lévy en una forma completamente controlable, fue recientemente abierta con la construccion
de los asi llamados vidrios de Lévy [119]: particulas de di6xido de titanio son suspendidas en una matriz
hecha de microesferas de vidrio. La distribucién de los didmetros de las microesferas es elegida debidamente
a fin de que la luz pueda viajar ejecutando vuelos de Lévy dentro de las microesferas. La distribucién de
los didmetros se caracteriza por el exponente « de la ley de potencia de decaimiento de sus colas; donde se
encuentra que para 0 < a < 1 el transporte es superdifusivo, mientras que para o = 2 el transporte difusivo
normal se recobra [[119]. Este estudio experimental ha motivado varios trabajos tedricos sobre los efectos
de la presencia de los procesos de tipo Lévy, sobre diferentes cantidades de transporte en una dimension,
asi como en sistemas de muchas dimensiones [[120-124].

Por otro lado, el transporte coherente de electrones a través de un alambre cudntico unidimensional con
desorden de tipo Lévy fue estudiado en [123]]. En el que encontraron que la conductancia adimensional (o

transmisién), 7' cumple:

(1) el promedio del logaritmo de la transmisién, sobre diferentes realizaciones del desorden se comporta
como

LY for 0<a<l1
(—InT) x , (8.2)

L for 1<a<?2

(ii) la distribuci6n de la transmisién P(T') se determina completamente por el exponente « y el promedio

del ensamble (—InT).

Si bien para 1 < « < 2, el promedio (—InT) depende linealmente sobre L, como en el problema
de localizacion estdndar de Anderson, es interesante hacer notar que las propiedades estadisticas de 7" no
son las previstas por el enfoque de escalamiento estdndar de la localizacidn, en particular por la ecuacion
de Dorokhov-Mello-Pereyra-Kumar (DMPK) [S]]. Esto es que para 0 < « < 2 las fluctuaciones de la
transmisién son mayores que aquellas consideradas en la ecuacién de DMPK. No obstante, las propiedades
estadisticas de 7" se recuperan para a < 2.

Teniendo como referencias varias analogias entre transporte de electrones, de luz y de ondas de materia
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[L1H15] uno puede esperar que lo establecido en (i) y (ii) también sea valido en sistemas 6pticos unidimen-
sionales, a pesar de que en este dltimo caso pardmetros adicionales entran en juego tales como el dngulo de

incidencia y la frecuencia.

Una investigacion sistemdtica de las propiedades estadisticas de la transmision coherente para un andlogo
1D de vidrios de Lévy, atin no estd disponible en la literatura y las expectativas mencionadas anteriormente
no han sido verificadas hasta ahora. Por lo tanto, en este trabajo realizaremos esta tarea mediante el estudio de
la transmisién 7', esto a través de una heteroestructura foténica unidimensional con separaciones que siguen
un ruido aleatorio de tipo Levy. Por otra parte, la ingenieria en sistemas desordenados en heteroestructuras
foténicas, podria ser menos compleja que en un sistema electrénico y en consecuencia esperamos que este

trabajo motive futuros experimentos en foténica.

8.2. Modelo

La heteroestructura que estudiaremos consiste de una secuencia alternante de capas dieléctricas A y B,
con indices de refraccién n4 y np respectivamente (ver Fig. [8.I). Sus anchos correspondientes [4 y Iz,
se obtienen de una distribucion de tipo Lévy caracterizada por el exponente « de la ley de potencia de sus
colas. En este trabajo inicamente consideramos distribuciones de tipo Lévy soportados a lo largo del semieje
positivo, y nos centramos en el caso de 0 < o < 1, donde estdn presentes las mds interesantes y mayores
fluctuaciones de la transmisién. La longitud total L de la heteroestructura es entonces dada como L = > | s

donde ; se obtiene de la distribucién [125]:

. (1-a)/a
sin(a©) cos((a—1)0O) .
1= Teos(o)]7® [ W } a7l

tan(©) a=1,

(8.3)

donde © y W son variables aleatorias independientes: © estd distribuida uniformemente sobre (—m /2, 7/2),
W se obtiene de una distribucién exponencial con media 1 y 0 < o < 2. Para una L fija el nimero de capas
que componen la heteroestructura pueden ir desde unos pocos para 0 < o < 1, hasta un gran nimero para

a<l.
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L

Figura 8.1: Heteroestructura de longitud L con capas aleatorias de anchos /; e indices de refraccion n 4(p,).

La distribucién de las capas sigue una distribucién de tipo Lévy.

Heteroestructuras unidimensionales con desorden de Lévy en las capas (como las definimos anteriormente)
se pueden producir con diferentes materiales, por ejemplo de teflén o de silicio poroso. Para este ultimo, las
capas de silicio con diferentes porosidades (es decir, diferentes indices de refraccién) y diferentes grosores,
se pueden obtener por ataque electroquimico de 4cido fluorhidrico, modulando el valor de la densidad de
corriente durante el proceso de anodizacion [126]. Aqui fijamos ny = 1.4y ng = 2.4 en todos nuestros

célculos, ya que éstos corresponden a valores experimentalmente accesibles de silicio poroso [126), [127]].

8.3. Calculo de la transmision 7'

En este trabajo calcularemos la transmisién T'(w, ) = T a través de nuestra estructura usando el forma-
lismo de la Matriz de Transferencia descrito en [27]. Consideramos una onda electromagnética con frecuen-
cia w que choca con la primera capa (sumergida en aire n,;,- = 1), haciendo un angulo 6 con respecto al eje
z 'y a continuacion se propaga dentro de la estructura compuesta de N capas, finalmente, escapa a través de
la dltima capa por el lado opuesto. Sin perdida de generalidad, en lo que sigue nos especializamos sobre los

modos TEE[ En general, la matriz de transferencia del proceso dispersivo se puede escribir como

M = My yM,.M o, (8.4)

ASiendo z la direccién de propagacién de la onda electromagnética, entonces, los modos Transversales Eléctricos (TE) y Magnéticos
(TM) cumplen con:

= en los modos TE la intensidad del campo eléctrico E es paralelo a la interface y las componentes de los campos
{El-h HIM HZ} 7£ 0’

= en los modos TM la intensidad del campo magéntico H es paralelo a la interface y las componentes de los campos
{Hy7 Ez, EZ} 7é 0
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donde M, = DyMpy y-1Dy_1---My 1Dy,

D exp(ikalj) 0
i = )
0 exp(—ikalj)
M, — = L+ kGonz/kiz 1= kG-ns/ks: ’

L—k(-n=/kjz 1+kg-1):/kj

y kj. es la componente del vector de onda a lo largo de la direccién z y en la j—ésima capa, dada por
k;j. = kjcos(d;) con k; = (w/c)n; (n; esigual any o np). Aqui 6; se relaciona con §;_; a través de la
ley de Snell: sin(6;)/sin(6;_1) = nj_1/n;.

En la ecuacién : M0 [My,N] es la matriz de transferencia entre la primera capa [N —ésima] y el

aire, mientras que M, es la matriz de transferencia de la heteroestructura. Finalemente

T = [Magy| % . (8.5)

8.4. Propiedades estadisticas de T’

A continuacién estudiaremos las propiedades estadisticas de la transmisién 7', en particular su total
distribucién. En cuanto a las simulaciones numéricas, a lo largo de este trabajo la estadistica se colecta
sobre un ensamble de diferentes realizaciones del desorden. Ademas, debido a que los espesores [; son
extraidos de una distribucién de tipo Lévy [ver ecuacion (8.I)], para una longitud fija de L el nimero de
capas que componen la heteroestructura puede variar mucho de muestra a muestra. Por otro lado, a lo largo
del presente trabajo, w estard dada en unidades de una frecuencia de referencia wy = 2mc/\g, donde Ag

puede ser escogida para proporcionar condiciones experimentales adecuadas.

8.4.1. Promedio de la transmisién (7")

Como hemos mencionado, los resultados tedricos de este trabajo se basan sobre el andlisis presentado
en [123]. Aqui, inicamente reproduciremos el resultado principal de dicho trabajo: la distribucién para la

transmisién P¢(T) con £ = (T'). Las cantidades promediadas que estudiaremos tales como (T) y (—1InT')
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[ver ecuacion (8.2)], se obtienen de la siguiente expresion para la distribucion

PE(T) = /0 ps(a,&,z)(T)QQ,l(z)dzy (86)

y para 0 < a < 1, donde g, es la funcién de la densidad de probabilidad de una distribucén de tipo Lévy,

admitido en el semieje positivo, s(a, €, 2) = £/(22°1a), In = 1/2 [° 27 %qa1dz, y

2
s y_

3 00 _
S 2 e 1 ye  4s
s(I) = —=—5 dy , 8.7
p+(T) V2r T2 /yo V/coshy +1—2/T
donde yo = arcosh(2/T — 1).
De la ecuacion se encuentra que el promedio de la transmisién (T') estd dado como
(T) o< L, (8.8)

para0 < a < 1.

1 1 04T 1
O 06=mn/5 ¢ 0=0.10
0.6 o e=;/3 - © _0250
® o 6=2m5 ! o 0=0250,
_e _0.3_| o> (1):100)0 ]
#O . a=1l/4 ki |
/\04_% *9\@__6_9_9__5 ll‘@
H = 02‘@ _1/2 ]
\2 ¥ Sse . N o=
K T ey %R 1
0.2+ — h-3
’@*9*@—@—,@1}0'1_#&\8‘@“@-@_ _ _|
i i N  Eg _ D 83
i ’s&,e‘_,e‘ B =& B
0 @ 0 (B) T e
0 300000 600000 0 300000 600000
L L

Figura 8.2: Promedio de la transmisién (T) como funcién de L (simbolos) para la heteroestructura unidi-
mensional, con espaciamiento desordenado tipo-Lévy y caracterizado por el pardmetro . En (a) [(b)] tres
valores de 6 fueron considerados para w = 0.25 [6 = 0]. Las curvas discontinuas son las regresiones de los

datos de acuerdo con la ec. (8.6). Cada simbolo fue calculado usando un ensamble de 10* realizaciones.

Nosotros hemos verificado numéricamente este resultado. En la Fig. presentamos el promedio de la
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transmisién para diferentes valores de § y w, con « = 1/4y o« = 1/2. Como podemos ver, el acuerdo es
muy bueno en todos los casos. Este resultado [ecuacion (8.8)] podria ser contrastado con el decaimiento
exponencial de (T') con L, para sistemas unidimensionales con desorden estindar y con (T') « 1/L, para

sistemas cuasi-unidimensionales en el régimen de transporte difusivo normal.

8.4.2. Promedio del logaritmo de la transmisién (— In 7"

8 I T I T I T —I T I T I T
_ = _ A
L o=1/4 P {45l 0=12 #zx_
6 %;‘k%o =0 - | T
i o 0=m/3 | #f
A / o 0=2m57 59| fjg/ﬁ/ (b) |
= 44 . -1 Py
Vo4 =T | e p
el (a) 2 o7
2? 15 /e’ o m:O.lcoO_
& 0 ©=0250
_ - e 0 -
ée—e—e'e'e &< o 0=100,
1 I 1 I 1 1 I 1 I 1
0 0 300000 600000 0 0 300000 600000
600 I T I T I I_@_ 40 I T I T I T
L O 06=0 e'/' o 0=0.1n, B
o0 0=m3 ; i _ i
A400[-o o-ams & - [0 OTI%
= Pe o ©=1000; g*
‘E B o= 1 9./ HE 20 — a/ —
Voo 7 & - e a=32
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e
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Figura 8.3: Promedio (-Ln T') como funcién de L (simbolos), para la heteroestructura unidimensional con
espaciamiento desordenado tipo-Lévy y caracterizado por el pardmetro . En (a) y (¢) [(b) y (d)] tres valores
de 0 [w] fueron considerados para w = 0.25 [ = 0]. Las curvas discontinuas son las regresiones de los

datos de acuerdo con la ec. (8.2)). Cada simbolo fue calculado usando un ensamble de 10* realizaciones.

Ahora estudiaremos el promedio (— In 7). En el transporte electrénico esta cantidad es de mucha importan-
cia, ya que nos provee informacidn sobre la longitud de localizacién del sistema desordenado. En la Fig.
presentamos diferentes graficas del promedio (— InT") como funcién del tamafio L, para « < 1 [Figs. a)

y[8.3(b)] y para o > 1 [Figs.[8.3c) y[8.3[(d)]. Para @ < 1 podemos observar un claro comportamiento de
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Panel  Rojo Azul Berde Negro
(@ (0,0.1) (x/50.5) (7/4,10) (Bn/7.1)
(b) 0,10)  (x/5,1) (7/6,0.1) (n/3,0.5)
(©) 0,100  («/5,5) (2«n/5,1) (7/6,0.1)
@ (02  (x/410) (/5D (n/35)

Cuadro 8.1: Valores para (6, w/w) usadas para los histogramas (etiquetadas por su color) en la Fig.

la forma (—InT) x L%; mientras que para o > 1, observamos que (— In7T") es simplemente proporcional
al tamafio del sistema L, tal como en un sistema con desorden estandar. Por lo tanto, todas las curvas de la
Fig. estén bien descritas por la ecuacién . Ademds, observe que mientras las curvas de (—InT") vs.
L son fuertemente dependientes sobre el dngulo de incidencia 0 para toda « [ver Figs.[8.3(a) y[8.3[c)], la
dependencia en w se pierde para o > 1 [ver Figs.[8.3|b) y B.3[(d)].

8.4.3. Distribucion de la transmision P(7")

Por tltimo, vamos a analizar la distribucidon completa de la transmisién. Es claro de la Fig. que
eligiendo la combinacién apropiada de 6, w y L, uno pude fijar el valor del promedio (—In7T") para un «
dada. Entonces, en la Fig. a) y b) mostramos la probabilidad de la funcién de distribucién P(T")
paraa = 1/2y o = 3/4 para (—InT) ~ 2. Ya que para valores pequefios de (—InT'), P(T') se acumula
cerca de T = 0. Por otro lado, en la Fig. [8.4(c) y [8.4(d) presentamos P(InT') para (—In7T) ~ 8. Note
ademds que cada panel en esta figura contiene cuatro histogramas con diferentes combinaciones de 6 y w.
No obstante, todos los histogramas caen una encima de la otra, lo que indica que P(T) y P(InT) estian
completamente determinados por v y (— InT'). Por otra parte, las lineas negras corresponden a predicciones
tedricas para P(T") y P(InT'), esto es para las combinaciones especificas de a y (— InT") que hemos usado.
Evidentemente, la correspondencia entre la teoria y los resultados numéricos es excelente, afirmando la

equivalencia entre sistemas desordenados unidimensionales cudnticos y electromagnéticos.

Queremos hacer hincapié que aunque hemos usado unidades arbitrarias para la longitud L de la hete-
roestructura, nuestros resultados pueden ser confirmados experimentalmente con una adecuada eleccion de
la frecuencia w = 2me/A. Por ejemplo, ya que w/wg = Ag/Ay si A\g = 2L, entonces un experimento tipico
en el rango del visible con A ~ 500 nm y L = 10 micrémetros [126} [127], la razén w/wg se puede fijar a

40. Por lo tanto, 6 puede ser puesto a un valor especifico en el que deseemos medir (T) 6 el (—InT).
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-40 -20 0 -30 -15 0
InT InT
Figura 8.4: Funcién de distribucién de probabilidad P(T') [(a) y (b)] y P(InT) [(c) y (d)] para v = 1/2'y
3/4 (histogramas). Cada panel contiene cuatro histogramas con valores de ¢ y w, dados en el Cuadro [8.1]
Los histogramas en los paneles (a) y (b) [(c) y (d)] se caracterizan por (—InT) ~ 2 [{(—InT) ~ 8]. Las
curvas continuas son las correspondientes predicciones tedricas obtenidas de la ec. (8.6). Cada histograma

fue calculado usando ensambles de 3 x 10% realizaciones.

RESUMEN: En este capitulo hemos estudiado una heteroestructura unidimensional cuyos anchos de sus
capas siguen una distribucién de tipo Lévy, caracterizado por una ley de potencia de decaimiento, donde
hemos mostrado que (—In7T") o« L para 0 < o < 1; y una vez fijos a y (—InT'), entonces la distri-
bucién de la probabilidad es invariante con respecto a los pardmetros del sistema (60, w). También, hemos
encontrado que (T") o< L™, en contraste a la ley de decaimiento exponencial en un sistema desordenado
unidimensional. Finalmente, hemos verificado que nuestros resultados no cambian al considerar modos

TM y diferentes contrastes en los indices de refraccién na /nps.
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Conclusiones

El objetivo de esta tesis ha sido contribuir al entendimiento de la propagacién de ondas, tanto cldsicas
como cuanticas. En la parte cudntica hemos usado la ecuacién de Sherédinger independiente del tiempo
en sistemas de una y cuasi una dimensién. Esta misma ecuacién, ademds puede ser usada para estudiar
sistemas eldsticos con frontera libre [[6]. En la parte cldsica hemos usado la ecuacién de onda para estudiar

la propagacién de ondas electromagnéticas.

Hemos formulado la teorfa de la matriz de reaccidn en una dimensién; para uno y dos canales, usando
una base completa que obedece condiciones de frontera homogéneas (ver capitulo[2). Esto nos permitié de-
mostrar que la matriz de dispersion es invariante ante cualquier base y por consiguiente, nos especializamos
a las condiciones de frontera de Neumann. Adicionalmente, demostramos que es posible obtener los polos
de R(FE) (energias de reaccién) y sus anchuras reducidas a través del proceso inverso con la ayuda de las
ecuaciones (2.63) y (2.68). En seguida, en el Capitulo 3} obtuvimos expresiones analiticas para algunas can-
tidades de interés fisico, tales como el coeficiente de la transmision, el tiempo de demora y la probabilidad
de atrapamiento y demostramos que sus polos son los mismos que polos de la matriz de dispersién S(E).
Asimismo, calculamos y comparamos las cantidades de dispersién como funcién de la energia usando el
formalismo de la Matriz de Reaccién con el Método de la Matriz de Transferencia y algunas expresiones
analiticas para el caso de la barrera/pozo plana y potencial de Poschl-Teller. La comparacién muestra el
excelente acuerdo y revela la ventaja del cdlculo numérico (computacional) de usar la Matriz de Reacciéon

respecto a la Matriz de Transferencia.

CLXII
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En el Capitulo[|hemos demostrado, para el caso de un canal, que una onda incidente a una energia £ ~
E ) estard formada tnicamente por el eigenestado |¥ ). Esto aun cuando no se observe alguna resonancia en
las cantidades de dispersion. En contraste, para el caso de dos canales (1D), una onda incidente a una energia
E ~ E, estard compuesta primordialmente por el eigenstado de Neumann |V ) y de aquellos estados con
diferente paridad a | ¥ ) contribuyendo con intensidades que decaen como 1/(Ey — E)/)?. Queremos hacer
hincapié de que los resultados para Ay (F), ec. y ec. , para uno y dos canales, son independientes
de la anchura de la resonancia. Por otra parte, debido al hecho de que pocos son los niveles que contribuyen
en la formacién de la funcién de onda en la regién interna nos motivé a considerar la aproximacion extrema
de un solo nivel. En este sentido, obtuvimos expresiones para las CD en esta aproximacién (a un solo nivel) y
las comparamos con sus correspondientes a /N >> 1 niveles. La férmula de Breit-Wigner emerge de manera
natural y nos dice que para resonancias aisladas, la parte real del polo de S(E) estd cerca al polo de la Matriz

de Reaccion.

La matriz de dispersién S(E) en términos del hamiltoniano efectivo no hermitico () la obtuvimos en
el Capitulo [3} el cual nos permitié obtener las cantidades de dispersién en términos tanto del mismo H(F)
como de los polos z,, de S(F) cuyos resultados concuerdan con los de la matriz de reaccién y de la matriz de
transferencia. Ademads, el hamiltoniano efectivo es ttil para la bisqueda de los polos y también para obtener

expresiones las cantidades de dispersion para N = 1, 2y 3 niveles.

En el Capitulo [6] presentamos tres diferentes e independientes formas de calcular los polos de la ma-
triz de dispersién S(F). En este sentido, encontramos que existe una relacién uno a uno entre los ei-
genestados de reaccidn con lo polos de la matriz de dispersidn para sistemas sin degeneracion, esto nos
permitié definir intervalos para la bisqueda de los polos, dependiendo de si w; € (E;, Fi11) V 4, 0 si
wit1 € (Biy1, Bi) Vi > 1, E, < w, 0 E, > w,. Aunque la relacién uno a uno se pierde para sistemas
cuasi-degenerados hemos utilizado el mismo criterio para determinar el intervalo inicial de bisqueda de
polos. Por otra lado, obtuvimos analiticamente la expresion del error que resulta de truncar las series que
definen a la matriz R. Ademds, como consecuencia de la lenta convergencia de las series R,/ (F) y de
las limitaciones de los métodos de biisqueda de polos, hemos introducido el método de la aceleracion de la
convergencia (ver Sec. encontrando con ello excelentes resultados que hacen todavia mas atractiva el

uso de la MR para el cdlculo de las cantidades de dispersién y de sus polos.

Adicionalmente, en el Capitulo [/] describimos el método de resolver la ecuacién de Schrodinger para
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obtener los eigenestados de reaccién para un billar con paredes arbitrarias definidas por las funciones f; ()
y fa(x) (C.f. Fig. . Para ello se realiz6 un cambio de coordenadas cartesianas a curvilineas, dando lugar
a un nuevo hamiltoniano que incorpora los efectos de la frontera en un potencial de interaccién efectiva.
Después calculamos la conductancia para una guia de ondas con paredes planas especializdndonos a cade-
nas de potenciales que varfan Gnicamente en la direccién longitudinal, en donde hemos estudiado dos tipos
de ruidos; posicional y composicional. Las cadenas que hemos considerado son de barreras cuadradas (mo-
delo de K-P finito) y de barreras de PT encontrando que la conductancia distingue ambos tipos de ruidos;
siendo mds sensible al ruido posicional que al composicional. Ademas, el ruido composicional, preserva el
comportamiento tipo escalén de la conductancia para los pardmetros que hemos considerado.

Referente a la dispersién de ondas electromagnéticas, en el Capitulo[§]estudiamos una heteroestructura
unidimensional cuyos anchos de sus capas siguen una distribucién de tipo Lévy, donde hemos mostrado
numéricamente que (—In7T") o< L* para 0 < v < 1. Por otro lado, una vez fijos a y (In T), entonces la dis-
tribucién de la probabilidad es invariante con respecto a los pardametros del sistema (6, w). También, hemos
encontrado que (T') o< L™, en contraste a la ley de decaimiento exponencial en un sistema desordenado

unidimensional. Estos resultados fueron publicados en [17].

Trabajo a Futuro

De acuerdo a los resultados obtenidos en este trabajo, se tienen lineas de investigacién que pretendemos

seguir:

= Extenderemos los métodos para el cdlculo de los polos considerados en el Cap. [6| para sistemas cuasi-

unidimensionales.

= Con el formalismo desarrollado en el Capitulo [7} en conjunto con el del Capitulo [6] se analizardn
las propiedades estadisticas de los anchos de las resonancias y de los espaciamientos entre ellas, en

billares cadticos en funcidn de su acoplamiento con el continuo.

= Referente a los resultados del Capitulo[8] se planea extender el andlisis; tanto tedrico como numérico,
de las propiedades estadisticas de heteroestructuras contenidas en una guia de ondas (M > 1 canales),
cuyos anchos de sus capas sigan una distribucidn de tipo Lévy, puesto que actualmente no existen

resultados reportados en la literatura para estas propiedades.
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= Se realizardn experimentos con cavidades de microondas en el laboratorio del Dr. José Sanchez-
Dehesa (Universidad Politécnica Valéncia, Valencia, Espafia) para verificar experimentalmente algu-
nas de nuestras predicciones tedricas en el transporte electromagnético a través de heteroestructuras

desordenadas que se estudiaron en el Capitulo



Apéndice A

Matriz Ry S con Condiciones de

Frontera Homogéneas

En este Apéndice usamos condiciones de fronteras homogéneas para definir la relacién de or-
togonalidad de los estados de reaccién y a la matriz R. Mostraremos que, aunque la matriz de
reaccion si depende de las condiciones de frontera, la matriz de dispersion es independiente de

éstas.

A.1. Condiciones de Frontera

Es necesario definir las CF, aplicadas en las fronteras de reaccidn, para el conjunto {¥ }. Estas condi-
ciones de frontera son esenciales para mantener hermiticidad del hamiltoniano en la regién interna. Las CF

mads comunes son las llamadas CF Mixtas de Dirichlet y de Neumann (ampliamente discutidas en [47]]):

AV (z
C[\I/)\(:E[)ﬁ-d[% = by, (A.1a)
AV, (z
enWa(zp) +dD# = bp, (A.1b)

donde z p denota la posicién de la frontera de reaccion, ¢y, p, dr,p y br,p son constantes reales e indepen-

dientes de A. Para by = bp = 0 las CF son llamadas CF homogéneas (CFH). En este caso, la ec. (A.1) se

CLXVI
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puede escribir como

dV(x 1 d¥,(x c
CI\I/A(-rI)“!‘dI%:Oy = \I/)\(x[);.’,(EI):_dj = By, (A.2a)
d\I/)\(.’[D) - 1 d\I/)\(l'D) o Cp

Casos especiales de estas CF son:

= CF de Neumann (CFN): By = Bp = 0 (¢; = ¢p = 0) = alien) _ g

» CF de Dirichlet (CFD): By = Bp = o (d; =dp =0) = \I/)\(l']_’[)) = 0.

Aqui, usaremos las CFH para obtener la matriz de reaccidn y la matriz de dispersién y posponemos la

investigacién para el caso de CF no homogéneas.

A.2. Relacion de Ortogonalidad

Para mostrar que la completés de los estados de reaccion es independiente del tipo de CF, consideremos

la ec. (A.2)) reescrita como

( 1 d¥y(z)

Uy(z) dx )x:zi:Bﬂ (A.3)

donde x; denota la posicion de la frontera de reaccion y B; es el pardmetro de frontera. Ahora consideremos

las siguientes dos ecuaciones

n* d?

5 (z) [ S T V(x)] Ua(z) = EyUL(2)0,(z), (A.4a)
K @2
D) = 5 gz TV TR = BI@ T (), (A.4b)

los restamos y después integramos (en la region interna),

h? dr_,., . dUy(z) Ay, (x) .
2 Sy da [%/(“”)T - WA(”TW = (Ex— Ex) / y U (2) W5 (2)dz,  (A52)
R . dUy(2) 4V, (x) - )
5 [\IJX (1) =% = W (2) = ]fmmm = (Ey — Ex)(U5,,0,),  (AS5b)
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con (W%, ¥y) = [ W% (2)Us(z)dr. Ahora analicemos la ec. (A.5b) considerando el sistema de dos

canales, en el cual, en ambas fronteras (x; y p) la condicion de frontera es homogénea, y en consecuencia,

la ec. toma la siguiente forma

h2
o (5 (20)0 WA (2p) — Wa(p) 2 W5 (wp)

W ()0 U (27) + U ()0 T, (x1)> = (Bx— BEx)(U%,0y). (A.6)

Aplicando (A.3) en la ec. (A.6), obtenemos

2
_ % |:BD(\II§/ (xp)Va(zp) — VYa(xp)VN\ (D)) — Br(¥ (z1)¥a(zr) — ‘I’/\(xl)\l’f\/(x[))}
= (E)\ - E)\’)(‘IIK” \I/A)v (A7)

vemos que el término del lado izquierdo de esta dltima ecuacion es igual a cero. Entonces, para Ey # E)

con X' # )\ (esto siempre se cumple en un sistema unidimensional), obtenemos la relacién de ortogonalidad

(U5, 0,) =0, N #£A\ (A.8)

Para \' = \ podemos normalizar a uno:

(U5, 0,) =1, N=A\ (A.9)

Con esto se muestra que la relacion de ortogonalidad es independiente de B. Sin embargo, debemos de
tener cuidado de que el valor de B sea tal que nos conduzca a CF acorde al problema fisico para evitar

problemas de convergencia y de acoplamiento con la funcién de onda asintdtica.
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A.3. Matriz de Reaccion, un canal

Primero deduzcamos la forma de los A)(E) usando la CF homogénea. Para ello, consideremos las

siguientes ecuaciones

h? d?

V(@) - 5 gz T V@](ER) = BW@(E), (A.10a)
W(E; ) [ - %j? + V(:z:)} Ui(zr) = Exp(E;z)0i(x). (A.10b)

Restamos estas ecuaciones y posteriormente integramos (en la regién interna (int)) para obtener

K2 0., OU(E;x) 0y (x) B . .
o). 0x {‘I’,\(w)i&v — (B ) (?Az }diﬁ = (E - E)) /mttb(E,w)\I/,\(x)dx, (A.11a)
R . OY(E;x) 0¥ () B
_ﬂ [ )\(l') 835 - '(/)(E, l') (')a: :|frontera - (E B E)\)AA(E), (Allb)

donde

AN(E) = / RACTERS

En este caso, de un canal, las CF son de Dirichlet en el origen y homogénea en z = x5. Con esto, la ec.

(ATTb) toma la forma
12 [U5(0) 0 (B; ) — (B 2)0, U5 ()] )
ANE) = — ! A2
A(E) o B F (A.12a)
_ R U (22)0u (B a2) — (B 22) 0,V (w2) (A.12b)
2[1, E,\ —F
. . 02 W3 (22)
_ 12 OB — w(Bi) (GrtrT) U () (A.12¢)
2% E\—F AT '
Sustituyendo la ec. (A.3) en (A.12c), obtenemos la forma de A (E) como
h? 0yp(E;x2) — Bot(E; a2)
A\(E) = — L2 . A.l
Sustituyendo (A.T3) en la expresién para la funcién de onda dispersada (ver ec. (2.10)), obtenemos
W2 o U5 (22) W
G(E:2) = (0u6(F; 22) — Bot (B ) 1 S AEIDND g (A.14)

2/,L E)\—E

A=1
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Evaluando (A.14)) en z = x5, obtenemos
V(B x2) = (0:9(E;22) — Botp(E5 22) ) R(E; Ba), (A.15)

donde R(FE; Bs) es una funcién de reaccion y que explicitamente hemos indicado que depende de Bs.
Reacomodando términos en (A.13]), obtenemos
0:Y(E;x2) 14 BoR(E; Ba) 1

= B A.16
(B 1) R(E: By R(E:B) L% (A10)

La fraccién que aparece del lado izquierdo de esta ultima ecuacidn es la derivada logaritmica de la funciéon
de onda dispersada que debe ser independiente de By, puesto que es independiente de la base utilizada para

expandir ¢ (E; z). Para By = 0 (eigenestados de reaccién con condiciones de frontera de Neumann), la ec.

se reduce a

Oup(Eixa) 1
Y(B;xp)  R(E;0) A7

la cual es la funcién de reaccion definida por Wigner-Eisenbud en [35]. Sustituimos (A.17) en la ec. (A.16)

obtenemos la relacién que muestra la dependencia de la funcién de reaccién sobre By [36}138], como

R(E; By) = (R™(E;0) — By) ", (A.18)

la cual se puede expresar en forma de una ecuacion diferencial [36] de la siguiente manera

2

ORWE:Ba) g,y — (RV(B;0) - B) . (A.19)

0B,

Esta ultima expresion nos indica explicitamente la dependencia de la funcién de reaccién con respecto a Bs.

A.4. Matriz de reaccion, dos canales

Al igual que en la seccién anterior, aqui primero vamos a deducir la forma de A (FE) usando las CF

dadas en la ec. (A.3) para posteriormente obtener la forma de la matriz de reaccién. Para obtener A (E)
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partimos de la ec. (A:I1D), que después de evaluarla en zp y x7, obtenemos

_ R W3 (2p)0ut(Esap) — (B3 2p)0, V3 (xp) — Ui (1) 0u(E; wr) + 9 (E; 21) 0, P (1)
S 2u Ex—E :

AN(E)
(A.20)
Factorizando U3} (zp) y ¥ (1) en (A.20), obtenemos

2 [0 (Bap) - 2B (B ap)| W5 (ep) — [0:0(Bsar) - Zaii o (B er)| U3 (1)
T2 E\—E '

Ax(E)
(A21)
Usando la ec. (A.3) en (A.21)), llegamos a lo siguiente

h? [0.9(E;xp) — Bpy(E;2p) | Wi (2p) — [0:0(E; 21) — Br(E; 21)| (1)

AA(E§B):E BB :
(A.22)
Con esto la funcién de onda dispersada, ec. (2.24), toma la forma siguiente
R Ui(zp) Vi (2)
qu(Ev ‘r) - (3x1/1(E, ID) - BD"/)(Ea ‘TD))Z ; ﬂ
R Ui (zr)Wa(2)
_(am¢(E7$I) _qup(Eyl’I))ﬂ;ﬂ (A23)

Evaluamos la ec. (A23) en ¢ = zp y « = 7, respectivamente, obtenemos

Y(E;xp) = (W - BD1/J(E;ID)>RDD(BD) - (W — Bry(E; ivl))RDI(BI), (A.24a)
w(en) = (P g Bian)) B )~ (P gy Rus ), a2e)

donde R;;(E; B) = R;j(B) denota los elementos de la matriz de reaccion dados como

h? > V(x5 B)YS (245 B)

Rij(B) = u . Fr(B) - E (A.25)
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Reacomodando términos en el sistema de ecuaciones (A.24)), obtenemos

Y(E;xp) B Rpp(Bp) —Rpi(Br) 0:¢(E;xp) — BpY(E;xp) (A.263)
V(B xr) Rip(Bp) —Ri(Bi) 0.0 Esar) — Brp(Bizr) |
L U(E; B ;
— R(B)os Oct(Eswp) BB, | PP V(E5ep) . (A.26b)
O Y(E;xr) 0 By (B xr)

con R(B):( IEDD((I?,D)) im((jf])) ) y 03=< (1) 01 > es la matriz de Pauli. Puesto que no consideramos
1D D IrI I -

espin en nuestro sistema, o3 define el signo en la frontera de reaccion.

El sistema de ecuaciones (A.26) lo podemos escribir como

OY(E; x;
V() = (RB)os)y [ 21 ()] (a21)
En notacién matricial la ecuacién es
U = R(B)osVV — R(B)osBY, (A.28)

donde ¥ E< qu((]z; 'TD)) ) y B E( BOD E(; > . Factorizando ¥ en (A.28]), obtenemos
3 TI I

R(B) vV, (A.29)

e
1+ R(B)osB

donde V,, = o3V denota la derivada en la direccion normal. Para el caso de eigenestados de reaccidon con

condiciones de frontera de Neumann (B = 0), obtenemos ¥ = R(0)V,, ¥, que después de sustituirla en

(A-29) obtenemos

R(B)

RO) =17 R(B)osB’

(A.30)

Finalmente, de (A.30) obtenemos la relacién que muestra de forma explicita la dependencia de la matriz de

reaccion con respecto a B:

R™Y(B) = R7'(0) — 03B, (A.31)
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que es una generalizacién del resultado para un canal (ver ec. (A.18)).

A.5. La Matriz S en términos de la Matriz R

En previas secciones mostramos que la matriz de Reaccién depende explicitamente de B. En esta seccion
vamos a obtener la matriz de dispersion en términos de la matriz de reaccién y mostraremos que ésta es

independiente de B.

Primeramente veamos como se pueden escribir ¥ y V,, U. Entonces, exigiendo continuidad de la funcién

de onda ¢ (E; x;) = ¢;(F; x;) (ver ec. (6.20b)) obtenemos

-E‘7 x o e—ikxp + /8 eika:D
U — v(B;op) _ b | b | (A.32a)
’(/J(E, 1.[) alezkzI + Ble—zkajl
—ikzp ikxp
e 0 « e 0 153
= 4 Pl | Pl (a32m)
0 ezkwj ag 0 e—zk;ﬂI 6[
= wa+w'g, (A.32¢)

Ahora, exigiendo continuidad de la derivada de la funcién de onda 9, ¥(E; x;) = 0,v;(E; x;), obtenemos

V¥ como:
611/1 E,l‘ — 67ikzD + ﬂDeikID
V¥ = ( D) ik D | - A
—0,Y(E;xy) —agethn 4 Bre—ike
e~ tkzp 0 ap etk 0 ﬂD
- : +ik _ (A.33b)
0 e’LkCEI ar 0 efzk:rl ﬂ]
- Thwamw) (A33¢)
donde w=< eii;w . >~SUStimimOS A.32¢) y (A.33c) en la ecuacién (A.28) y después de acomodar

términos llegamos a la siguiente ecuacion

(14 R(B)o3B)(wa + w*p) = —ikR(B)ik(wa — w* ). (A.34)
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Resolviendo para /3, obtenemos

1+ R(B)o3B + ikR(B)

B = U R(B)os B — kR(B)

wa. (A.35)

Comparando (A.33) con la ecuacién (2.59) obtenemos S(E) como

1+ R(B)osB + ikR(B) 1+ ikR(0)

SE) = R BB — kBB~ T ikR0)"

(A.36)

donde en esta dltima igualdad hemos usado la ecuacion (A.30).

El resultado nos dice que la forma de S(E), como funcién de R(B), es la misma para toda B
diferente de cero y obtiene su forma mds simple cuando B = 0. Dado que el valor del pardmetro de frontera
B se ha supuesto arbitrario, la relacién también muestra que no importa que valor de B se escoja, pues
el valor de S(E) corresponde al caso B = 0 (condicién de frontera de Neumann). Es decir, el valor de S(E)
es independiente de B. Recordemos que este es el caso de las condiciones de frontera homogéneas. ;Pasaria

lo mismo para el caso de las no homegéneas? Por cuestiones de tiempo, pospondremos esta investigacion.



Apéndice B

Potencial constante, uno y dos canales

En este apéndice obtenemos las expresiones de la amplitud de la transmisién, el tiempo de
demora y la probabilidad de atrapamiento para los casos de uno y dos canales para una barre-

ra/pozo de potencial constante.

B.1. Barrera/pozo de potencial constante, dos canales

+ +ikx ieiWX + *ikx

-a

Figura B.1: Barrera de potencial plana cuyo ancho es d = 2a. Aqui mostramos las ondas incidentes, refleja-

das y transmitidas para E > V. k es el vector de onda en la regién asintdtica y A2q = /2u(E — Vj).

La funcién de onda satisface la ecuacién de Schrodinger

[ n? 02

T vo] O(B:x) = EO(E; ), (B.1)

CLXXV
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cuya soluciones, para cada una de las tres regiones mostradas en la figura[B.1] se pueden expresar como una

combinacidn lineal de ondas planas (para £ > 1})) como

cteh® fcme T p < —q
P(x) = bteitr 4 p-e 4o, _g<z<a (B.2)

ate™ f g e kT x> ¢

donde hk = /2uE'y hq = +/2u(E — Vp). Para obtener los coeficientes de reflexién y transmisién usare-
mos el formalismo de la matriz de transferencia, es decir, obtendremos ¢t = Ma*, donde M es una matriz

de 2 x 2 dado como

M= My Mo
Moy Maa
Después de demandar continuidad de la funcién de onda y de su derivada en * = =+a, obtenemos los
elementos de la matriz M:
ct _ (cos(qd) + in, sin(qd))e* 4 in_ sin(qd) a® B3
c —in_ sin(qd) (cos(qd) — iny sin(qd))e 4 a”

Note que se cumple M;; = Mas y M3, = Mis. El coeficiente de la transmision se obtiene como ¢(E) =

1/M22I
—ikd
e

t(E) +

n+ =

(

|

q
E)' (B.4)

N =

 cos(qd) — in, sin(qd)’
Relacionando los elementos de 1la matriz de transferencia con los de la matriz S, obtenemos [ver la ecuacion

(E.13)]

S(E) = e—ikd in— sin(gd) 1 B.5)
cos(gd) — iny sin(qd) 1 in_ sin(gd) . |

La expresién (B.5) se muestra en el Cuadro[3.2} La amplitud de la transmisién, T'(E) = |¢(E)|?, expresa la
probabilidad de que la particula incidente sobre el potencial pase a través de ésta. Cuando E' > V/, entonces
es posible encontrar energias para las cuales la amplitud de la transmisién T(E,,) = 1. Estas energias se

. . , . 2
obtienen cuando gd = nmen 1| paran = 1,2, 3, ..., es decir, para energias discretas: E,, = 2% (”7”)2 +W



B.1. Barrera/pozo de potencial constante, dos canales CLXXVII

((+) para una barrera de potencial y (-) para un pozo de potencial). Esto quiere decir que el potencial es
completamente transparente para éstas energias (la transparencia del potencial se debe a la dualidad del

electrén, la cual es una particula cuéntica).

Ahora vamos a obtener el tiempo de demora y para ello consideremos lo siguiente. Sea 6;(F) la fase
del coeficiente de la transmision, la cual nos da la diferencia de la onda transmitida comparada con la onda

incidente. 6;(F) se obtiene de como (recordemos que podemos escribir t(E) = [t(E)|ef ()

_ Im[t(E)]
0:(E) = arctan (W), (B.6)
con lo cual se obtiene
0+(E) = kd — arctan(ny tan(qd)). (B.7)

El tiempo de demora 7(E) lo obtenemos derivando la ecuacién (B.7) con respecto a la energia, como

_ d0(E)
T(E)="h FTol (B.8)
Asi, después de un poco de manipulacion algebraica, llegamos a
d dny —n* k= 1sin(2qd
r(B) =-£(7 - =5 L L) ). (B.9)
h\E  qlcos?(qd) + n3 sin®(qd)]

Por otro lado, la probabilidad de atrapamiento la obtenemos después de integrar la funcién de onda

en la regién interna como:

P(E) = /a | P (3 B)|? (B.10)
T2 2 broT
d(|b™ " + b |)+2%[T]sm(qd),

donde
pr _ L (LF k/g)et=H@rh)
2 cos(qd) — iny sin(qd)
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Después de acomodar términos y hacer algunas simplificaciones obtenemos P(E) como

51+ (k/q)*) + (49) " (1 — (k/q)*) sin(2¢d)
cos2(gd) + n? sin®(dq)

P(E) = (B.11)

B.2. Potencial plano semi-infinito, un canal

Aqui consideraremos la dispersién de una particula debido a un potencial (de ancho d) en un sistema
semi-infinito. Supondremos que la particula incide desde el co (incidencia por la derecha) con energia F'y
vector de onda k. Asi mismo, es reflejada nuevamente a la derecha por una barrera infinita localizada en el
origen. Refiriéndonos a la funcién de onda dada en la ecuacion cuyos coeficientes ahora se redefinen
como: ¢t = Oparaz < 0; b7 = —b~ = Bpara 0 < z < d, y finalmente para z > d definimos a™ = 1
y a- = S(E), donde S(F) es la funcién de dispersién. Ahora bien, después de exigir continuidad de la
funcién de onda y de su derivada en la interface © = d, obtenemos

e—ikd 4 geikd

o~k + ik tan(gd)

S(E) q — ik tan(qd)

. (B.13)
Note que S(F)S*(E) = 1, lo cual implica que la podemos escribir en términos de su fase como S =
¢?%(E) donde A(E) = —2kd + 26. Después de separar la parte real e imaginaria de ) obtenemos
0= arctan(g tan(gd)). Finalmente, usando 1} obtenemos el tiempo de demora como [40]

d - tan(qd) + dksec?(qd)

T(E) == (E a q2 + k2 tan?(qd) ) (B.14)

Finalmente, para el caso de un canal, la densidad de atrapamiento de igual forma, la obtenemos inte-
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grando la funcién de onda en la regién de interaccién como
d d
P(E) = / |® s (E; 2)|?de = |B(E)|2/ sin?(qx)dz
0 0
2(k/q)? - Sin(2qd)}
1 — (1~ (k/q)?)sin*(qd) 2
_ 2k?sec?(qd)[d — (2¢) " sin(2¢d)] (B.15)
B q2 + k2 tan?(qd) ) )
Parael casode ' < Vp, g— @ %‘;(VO —FE)=1iQ,y
—2(k/Q)? sinh(2Qd
P(E) = ( /f). 5 [d— (26 )}. (B.16)
14 (1 + (k/Q)?) sinh*(Qa) 2Q



Apéndice C

Eigenestados de Reaccion

Para implementar el método de la teoria de la matriz de reaccién necesitamos primeramente obtener una
base para obtener los estados de reaccién Wy (x). Para el caso de dos canales usaremos, por simplicidad,
las condiciones de frontera de Neumann (0, ®(z;,p) = 0) para obtener dicha base. Esto lo lograremos
expandiendo los ¥ (z) en la base de eigenfunciones formadas por una superposicién de ondas planas (esta

no es la tinica opcién, por ejemplo en [38]] se discuten otras posibilidades):
®(k; ) = Aetk@=p) 4 Be=ik(@—zp) (C.1)
Tomando la derivada, obtenemos

0, ®(k;xp) = ik(Ae®@r—op) _ Beik(@i=zp)) — @ (C.2a)

0, ®(k;zp) = ik(A—B)=0 (C.2b)

Resolviendo el sistema de ecuaciones, obtenemos que sin(kd) = 0 = k,,d = (m—1)w,donde d = zp —x;

ym = 1,2 3, .... La funcién de onda (C.1) ahora se puede escribir como

D,,(z) = 2B cos(km(z — zp)). (C3)

CLXXX
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Sin pérdida de generalidad definimos C' = 2B, tal que
D, (z) = Ccos(km(z — zp)).
Normalizando esta funcion de onda, primero para m = 1, obtenemos

|C|2/dex—1 = C—L
21 vd

Para m > 1 se obtiene

Tp D)
O [ cos? (= o)) = 1= € = el

Entonces, la base que cumple con CFN en x = x1 p se puede escribir como

1
q)'m(x) = vd
\/%cos(km(:z —zp)), m>1

m=1,

(C4)

(C.5)

(C.6)

Ahora, para el caso de un sistema semi-infinito unidimensional, las condiciones de frontera son una

mezcla de Dirichlet (®,,,(0) = 0) y Neumann (0;®,,,(z2) = 0) en 21 = 0y © = x5, respectivamente.

Considerando estas CF, obtenemos la funcién de onda de la base ya normalizada como
2 —1/2
®,,(z) =4/ —sin <(m/)mz) i om=12,....
Z2 2

Diagonalizacion de la matriz hamiltoniana con CFN

Para obtener H,,/,,, debemos primero desarrollar ¥, () en una serie de Fuorier como
Up(z) =Y Cp®pm(x),

donde C?), es el \-ésimo eigenvector de reaccién con su respectivo eigenvalor E).

C7
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Ahora procedemos a resolver el problema de eigenvalores diagonalizando la ecuacién de Schrédinger
— 553 T V(l‘)] Uy(z) = ExUx(z), 0<a<a, (C.8)
x

en la base de los ®,,, (). Para ello, multiplicamos (C.8)) por ambos lados por @}, () y después integramos

en la regidn interna, tal que

> HumCy, = ExCohy, (C.9)
donde
h%k2
Hpm = / o (2)H®,, (7)dz = 2/;” Omim +/ O (2)V(2) Py (z)dx. (C.10)
nt int

El problema, es entonces, encontrar los eigenvalores y eigenvectores de reaccién de la matriz H,,,,, para un

potencial cualesquiera. Para una barrera/pozo de potencial plana, la ecuacién (C.10) se reduce a

h2k2 h2 2
Hm’m = m5m/m + V()/ (I);kn/ xT @m/ z)dr = < m + VO) 5m/m. (Cll)
2p int (=) (=) 2p
Para el caso de un canal k,,, = % y por consiguiente
n2 —1/2)7\?
20 T2
Para el sistema de dos canales k,,, = (m";ilz)f, con lo que
R2 —1)r\?
Hy = |22 (2 DTNyl (C.13)
20 d

Ademds W (x) se reduce a la forma de la base

Ua(z) =D Cp®m(x) =D Sma®(z) = Op(x). (C.14)



Apéndice D

A\ (F) en forma matricial

En este apéndice primero obtenemos Ay (E) en términos de la matriz de dispersién S(E).

Posteriormente deducimos su forma explicita en términos de los elementos de la matriz R(E).

Recordemos que Ay (E) esta dada como

R Wy(ep)Y (ep: E) — Wi (an) (ar; E)

AN(E D.1
A(E) o N : (D.1)
Por continuidad (9, (E, zp) = 0, p(E,xp) y Ox¢(E,x1) = 8,91 (E, z1)), obtenemos]
Ou0(E,xp) = —ik(ape o0 — gpetken), (D.2a)
0u(E,xp) = ik(are™® — gre=ther), (D.2b)
Sustituimos la ec. (D.2) en la ec. (D.I), obtenemos
AV(E) = _ikth U (zp)(ape” 0 — Bpethen) + W (z1) (a1 — Bre=ther) D3)
A T2 Ey—F ‘
_ikR? (—Bpe™ P U (zp) — Bre” MW (x1)) + (ape P U (2p) + are™ 1T (2r))
ZM E,\ —F
ikh? . . e Mo op i i} ekeo 3
= ~5u ) (W) We) | - (i) i) | ]
L) elkfl'jaI e—lkxj 61

Para incidencia por la izquierda [derecha] tenemos, (eer, 81, 8p) # 0y, ap =0 [(ap,Bp,Br) # 0,y ey = 0].
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Reescribiendo esta dltima ecuacién en notacion corta y usando la relacién 8 = S(E)a, obtenemos

ikh?
A)\(E) = —moI/Dlwa_\Ilew*ﬁ)
ikh? *
= _72u(E,\—E)\IJDI(w_w S(E))a (D.4)

donde Up; = (Vi (zp) Wi(zr))y w=< e“(’)”’D eigml ).La ec. 1) muestra que los polos de Ay (E)

son los mimos que los polos de la matriz de dispersion.

Ahora vamos a deducir A (E) en términos de los elementos de la matriz R. Para ello, usaremos la

ecuacion
1-— z‘ka
= —W—
1+ikR
con lo cual, la ec. (D.4) la podemos escribir como
ikh? 1+4+kR
AN(F) = ————FF——V {1 7} , D.5
AE) u(Br—B) P T TRl (D.32)
ikh? 2
= - . D.5b
2u(Er— EB) PIT—ikr"™ (D-5b)
Cos esto, la funcién de onda dispersada, en términos de la matriz S'y R, toma la forma siguiente
Y(Ejx) = — Z ﬂ [(Vpr(w—w*S)a]V¥,(z)
’ — 2u(Ex\ — E) 7
ikh? 2
= - \ v . D.6
XA: (B — B) UPIT i @) 06)
Note que la funcién de onda dispersada también tiene los mismos polos que los de la matriz .S.
Por otra parte, usando (1 — ikR)™! = [Q~(E)]~*(1 — ikR)*% en la ec. (D.5b), obtenemos
2ikh? 1 1 —ikRyy ikRpr
AN(E) = ! Upr wa. (D.7)

2u(Ex — E) Q(E) itkRip 1—ikRpp
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Desarrollando, obtenemos

e—ika;D<1 _ ikRII)OZD + eikl‘likRDIa[
AN(E) = C(E)pr | . ’ e
e—zka;DZ’kRIDaD + ezkxz(l — ik‘RDD)aI

donde hemos definido C(E) = —%[Q_(E)]_l. Por ejemplo, para una onda que incide por la

derecha (ap = 1y a; = 0), tenemos

2ikh2e—keD ‘IJK(.’I}D)(l — ikR][) + \I/K(x])ik’R[D

B == B = B) o-(B)

D.9)



Apéndice E

Método de la Matriz de Transferencia

En este Apéndice encontramos el coeficiente de transmisién usando el método de la matriz de
transferencia (MMT) para un sistema dispersivo. Posteriormente discutiremos las propiedades
esta matriz bajo la simetria inverso-temporal y conservacion de corriente. Finalmente, mos-
tramos la relacién que existe entre la matriz de transferencia (M) con la matriz de dispersion

S(E).

El MMT ha mostrado su utilidad en sistemas periddicos para obtener resultados analiticos del coeficiente
de transmision [27]. También para describir hetroestructuras o secuencias de barreras/pozos en sistemas uni-
dimensionales, tales como el de modelo de Kroning-Penny de tamario finito para barreras/pozos cuadrados,

en heteroestructuras foténicas [3]] y en potenciales del tipo PT (para uno y dos barreras/pozos) [66]].

Si el sistema no es periédico o el potencial tiene un perfil mds general como el de 1a Fig.[E.T] por ejemplo,
entonces se vuelve un problema algebraicamente dificil de manejar y es imposible encontrar expresiones
analiticas para las CD. En estos casos, lo que se hace es dividir el potencial en pequefios rectingulos con
alturas V; = V(z;) (sin pérdida de generalidad, aqui aproximamos el potencial V' (z) por la derecha, es
decir V(z) < ; V3). Por otro lado, sobre el intervalo (;,2;11] la j—ésima funci6n de onda estard dada
como

¢;i(E;x) = a;-'eiqjx + aj_e_iqjx, z; <z < Tjqa, (E.1)

CLXXXVI



CLXXXVII

donde hg; = \/2u(E —Vj), hgo = hgn, = V21E.

. +

| a

] _m

1 .

1 .

1 .

1 . -

: < an+1
........ I....> N

1 .

1 .

1 .

t 0

0 XD—X

Figura E.1: Aproximacién del potencial V' (z) por medio de rectangulos (0 pozos, segin sea el caso) de
alturas V; = V(z;). Aqui, aa' (@, 1) es la amplitud de la onda entrante que viaja de izquierda (derecha) a
derecha (izquierda) y aj; 11 (ag) es la amplitud de la onda saliente que viaja de izquierda (derecha) a derecha

(izquierda).
Por defiinicidn, la matriz de transferencia conecta las amplitudes a(jf con las amplitudes a,ﬂf como [5, 27]:
+
af = MaZ, (E.2)

donde, af{ (a,,41) es la amplitud de la onda entrante que viaja de izquierda (derecha) a derecha (izquierda)

y a,‘t 11 (ag) es la amplitud de la onda saliente que viaja de izquierda (derecha) a derecha (izquierda).

Para encontrar los elementos de M ) demandamos continuidad entre la j—ésima funcién de onda y la

(j + 1)—ésima funcién de onda en la interface x;:

[(bj (E;x) — ¢j+1(E;x)] =0, (E.3)

T=Tj

[0:0;(E; ) — 0p¢j41(E; x)]xzmj =0. (E.4)

Usando la ec. (E.I)) (con el subindice correspondiente), obtenemos

-1
;_+1 eMi+1T; e 417 e %; e~ T; at al
a; eMi+1%5 oI +1T; 4 pigjry 90 o—iq;T; a as
J qj+1 qj+1 J J
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donde los elementos de la j —ésima matriz estin dados como

Mll(J) — Mé;) — 5(1_|_ qqﬁ e_l(‘h_qﬁ—l)m] (E.5)
J

M =) = i(h‘qgil)ez(q“q””” (E.6)
J

Después de conectar todos los rectangulos, la ec. (E.2)) toma la forma siguiente

ap iy - j ag
_ H M (r—i+1) ; (E.7)
a;_l_l j=1 ag

donde M%) denota a la j—ésima matriz de transferencia 'y el producto en esta tltima ecuacién representa a la
matriz de transferencia total: M = M M= (=2) ... MO = TTV_| M("=3+1)_El coeficiente

de transmision estd dado como T'(E) =| My |~2.

Propiedades de M y su relacion con S

Bajo conservacion de corriente, la matriz M satisface las siguientes propiedades [15, [27]]:

|Mi1? — | M) = 1, |Maa|? — | Moy |* = 1, (E.8)

M} My, = M M. (E.9)

Si el sistema tiene la propiedad de ser invariante bajo simetria inverso-temporal, entonces, los elementos de

la matriz de transferencia satisfacen:

My, = M5, (E.10)

My = My, (E.11)

por consiguiente, la matriz M se puede reescribir como:

M= 7 (E.12)
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y por lo tanto cumple con det M = 1.
La ventaja de trabajar con esta descripcién matricial es que podemos relacionar los elementos de las
matrices de dispersion .S con los de la matriz de transferencia M como:
-1 —1
S11=—Msy Ma1;  Si2 = My,

(E.13)
Sor = (M{))™Y; Sap = MiaMy,'.



Apéndice F

Punto fijo y analisis de estabilidad

F.1. Modelo de un nivel

El hamiltoniano efectivo para el modelo de N = 1 es
H(E) = Ex — ikVa\ = Ex — ik (|[Ux(zp) > + |Ua(z1)?]) , (F1)

que es la que usualmente se usa para describir los sistemas dispersivos en la aproximacién de un nivel en
términos de los polos de .S. Haciendo la extension analitica (E — z) y resolviendo det[H(z) — z] = 0,
obtenemos

0=det[H(z) — z] = Ex —ikVyx — 2z =z = E)\ — ik, (F.2)

cuya solucién explicita esta dada como (recordemos que k? = z y por consiguiente (F.2)) se puede escribir

como z — E\ = —ikVy, y tomando el cuadrado por ambos lados, obtenemos 22 — z(2E — Vf/\) + E/Q\ =0)

QE)\*Vi/\:l:iV)\A\/ZlE)\*Vi\ (F3)

2

Z)\:CU)\:l:iF)\:

Siempre hemos de elegir el signo negativo en la parte imaginaria como solucién fisicamente aceptable, ya
que estamos interesados en las resonancias y éstas estdn definidas en la segunda rama del plano complejo

cuya parte real debe ser mayor que cero (ver Sec. [3.3).

CXC
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De (F-3) obtenemos las siguientes condiciones:

4E\ — V%, >0, =z, es una resonancia de dispersion,

(F.4)
4E\ — V%, <0, zy es un estado acotado.
Estas condiciones las utilizaremos mas adelante.
F.2. Modelo de dos niveles
Consideremos ahora el modelo de 2 x 2, para lo cual, tenemos
Ea 0 Vaa Vab
H(z) = Hyp —ik(2)V = —ik(2) , (E.5)
0 E Via  Vib

donde V = VVT, a > b = a + 1 un nimero entero, V.. = [V (zp)> + |Y.(z7)]? (¢ = a,b)y
Vb = Vo(2p)¥s(zp) + Up(zr)Pa(xr) = Vba- Los eigenvalores de los podemos obtener de dos
formas matematicamente diferentes, la primera es diagonalizar la matriz usando el método de Gauss,
por ejemplo. La otra opcién es resolver la ecuacidn caracteristica que consiste en calcular las raices del

determinante de (F.5). Aqui usaremos esta tltima opcién. Entonces,

det [H(2) — 2] = 2% — 2 tr(H(2)) + det(H(2)) = [z — 2T (2)][z — 27 ()] = 0, (F.6)

con t’I"(H(Z)) = E+ — ikV+, det(’H(z)) = EaEb — ik(VaaEb + VbbEa) — kQ(VaaVbb - Vabvba), Ei =
Ey+ Eo, Ve = Vo £Vaa ¥y

() = w(x) + @ _ tr(H(z)) + \/tr(’HQ(z))2 —4det(H(z)) (E7a)
Ey —ikV, + \/EE —2kV_E_ — kK2(V? + 4V V)
_ 5 . (E7b)

Note que la primera igualdad de no es propiamente una ecuacion cuadratica, sin embargo, siempre es

posible factorizarla como si ésta si lo fuera (con coeficientes no constantes) y escribirla como aparece en la
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segunda igualdad de (F.6)f]

Recordemos que las simetrias son parte importante en los sistemas fisicos y éstas nos permiten simpli-
ficar mucho nuestras ecuaciones. Por consiguiente, si nosotros consideramos potenciales con simetria par,
entonces tendremos que los eigenestados cumplen con ¥, (zp) = (—)*¥,(x;) (paridad definida) y por lo

tanto, los términos fuera de la diagonal de la matriz (F3) son iguales a cero. Veamos:

Vao = Va(zp)Ws(zp) + Vp(2r)¥alzr) (F.8a)
= Wu(zp)Wy(zp) + (=)' Uy (zp)Wa(zp) (F.8b)
= Wo(zp)Wy(ep)(1+ ()*")  (a=b+1) (F.8¢)
_— (F.3d)

Por lo tanto, para potenciales simétricos, la matriz dada en (E.5)) es obviamente diagonal y por consiguiente

. S u
laec e reduce a

B E; —ikV, £+ \/Ez —2ikV_E_ — k2V? By —ikVy £ (E_ —ikV_)

zi(z) 5 5

F.9)

De obtenemos ambas soluciones como (ecuaciones desacopladas, recuerde que b = a+1, es un niimero

entero)

IS
+
—
IS
~
|
IS
Sa
—~
I3
~—
|

Eb — ik’Vbb, (F.lOa)

Ey — ikVaa. (F.10b)

N\
!
I\
S~—
I
N

s}
=
N
S
[

Debido a la forma de (F.10), éstas se pueden describir en una sola, como

ZC(Z) =z=FE.— ik:vcw (F.1 1)

2La demostracién de la segunda igualdad de es muy simple. Consiste en encontrar sus raices y esto lo logramos de la siguiente
forma:
o 22 — 2 tr(H(2)) + det(H(2)) =0
422 — 4z tr(H(2)) + 4det(H(z)) =0
(22 — tr(H(2))]? — tr2(H(z)) + det(H(z)) = 0
[22 — tr(H(2))]? = tr2(H(z)) — 4det(H(2)),
y de esta tltima relacién llegamos al resultado dado en la ec. (@) y por consiguiente a la segunda igualdad de @)
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donde para ¢ = b[a] corresponde a la ec. (F.10a)[[F.10b]] cuya solucién es de la forma dada en (E.3):

2E. — V2 + iV,

Ze = W £ i, = (F.12)

F.3. Analisis de estabilidad para N = 2

Hemos encontrado que un sistema de N = 1 tiene solucién exacta. Estas soluciones son similares para
N = 2, debido a su forma diagonal. Sin embargo, esto no nos dice nada respecto a la estabilidad del punto
fijo iterativo para este sistema. Es por tanto, conveniente tratar a la ec. (F2) como un sistema dindmico, esto
para poder encontrar alguna condicién de estabilidad/inestabilidad.

Lo siguiente nos dice las condiciones para tener un punto fijo estable-inestable-centro El

St F(x) = Dz, D una matriz real de N x N, entonces el mapa es lineal. Si D es diagonalizable,
entonces se pueden definir sub-especios de inestabilidad, estabilidad y centros, respectivamente, dividiendo

los eigenvectores de A en tres subespecios:

w {uy, ug, ... ,un,ttalque |N\;| > 1,
m {v1, v2, ... ,un,}talque |A;| <1,
= {wl, wa, ... ,ch}tal que |)\1| =1,

con N, + Ng+ N, = N.

No haremos el estudio de la estabilidad en el caso de N = 1 ya tenemos ecuaciones similares para el
modelo de N = 2 diagonal, entonces, nos vamos al modelo de N = 2 cuyas condiciones de estabilidad
serdn validas para el caso de N = 1. Acontinuacién haremos la linearizacién de (F.IT)) y mostremos que el
absoluto de los eigenvalores de la matriz Jacobiana son siempre menores que uno (por notaciéon tomaremos
z teniendo en mente que la matriz Jacobiana estd evaluada en el polo z,,). Note que v/z = a(z,y) —i8(z, y)

con a(r,y) = /5 + % y B(z,y) = \/—5 + % Separando la parte real de la imaginaria de (F.11),

obtenemos

Ze=E;.— Z‘Vcc(a - Zﬁ) =FE. - Z.Vccﬂ — Vecq, (F.13)

YA Survey of Nonlinear Dynamics, R. L. Ingraham (1991)
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igualando (F13) a z (soluci6n para un punto fijo) obtenemos:

z=x—ty=FE,— Ve — Veea, (F.14)

por consiguiente,

f(xay) =FE.— VB, A 9(3673/) = Veca

Linealizando, tenemos

Tjt1 = E.— Vccﬁ(mja yj)v Yji+1 = Vcca(xj,yj)'

La matriz:
0B(zy)  9B(z,y) Vee (1 _ i) _Vee Y
D= ox dy _ 43 [2] 48 [
Oa(zy) Oa(z,y) Vee Vee Y
o oy w0+ B

Después de resolver la ecuacion caracteristica para diagonalizar D obtenemos sus eigenvalores:

* iVee .
D, =D = o] (v —iB). (F.15)

Tomando el absoluto de (F.13)), obtenemos

VCC

24/12]

Recordemos que z denota ya el polo de H dado en 1| y entonces +/|z| = /E. por consiguiente li

toma la forma

D] =D | = D] = (F16)

Vee 1
D| = = <1 F17
Pl=5F 2,/E,/V2, =17

Para llegar a este dltimo resultado hemos usado la condicién dada en para un polo de resonancia.
Entonces, en los sistemas de 2 x 2 siempre habra convergencia en el punto fijo (para potenciales pares). Para
el caso de una matriz llena (sistema de un canal o en el de dos canales con potencial sin simetria) no hemos
podido hacer el andlisis de estabilidad debido a que la ec. se torna complicada al momento de hacer

la separacién en su parte real e imaginaria, esto debido al factor k que se encuentra en su radical.



Apéndice G

Propiedades de la matriz de dispersion

En este Apéndice revisaremos las propiedades de la matriz S(FE) (ver, por ejemplo el Cap. 2 de
[S] y el Cap. 1 de [27] para una mejor referencia) y obtenemos sus eigenfases. Posteriormente,

mostraremos que la fase del coeficiente de la transmisién coincide con la fase de S(FE).

La matriz de dispersidon cumple las siguientes propiedades:

(a) Cuando el sistema dispersivo conserva corriente, entonces la matriz de dispersién es unitaria: S(E)ST(E) =

ST(E)S(E) = 1. Con esto, sus elementos cumplen con

151112 +S21|> = 1; [ Sa2|? + [S12]? = 1; |S21| = |S12|-

(b) Si el potencial dispersivo es hermitico, entonces, el sistema tiene la propiedad de ser invariante bajo

simetria inverso-temporal y consecuentemente, S(E) es simétrica (S(E) = S(E)T), entonces:

521 = 512-

(c) Siel potencia del sistema dispersivo es par, i.e., V(z) = V(—xz), entonces S11 = Sas.

La primera condicién implica que las eigenfases de S(F) estédn distribuidos sobre un circulo unitario. Por lo
tanto, éstas se pueden escribir como €%, con £ ; real. Para el caso particular de un sistema uni-dimensional

(de dos canales), la fase de S(F) se define convencionalmente como det S(E) = €2, con 6 real.

CXCV
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Para obtener las eigenfases de S(FE), escribimos la matriz de dispersién en forma polar [5} 48}, 49]:

S(E) = o eigin(y)  ie2 cos(y) 7 G.1)
ie”"2 cos(1p) e~ sin(zh)

cumpliendo con det S = €2, Aqui 11,2 y 1 son fases reales. Entonces, resolviendo la ecuacién carac-

teristica det(S — \) = 0, obtenemos las eigenfases, dadas como

Ay =e (z sin(t) cos(¢y) £ \/ 1 — sin?(¢)) cos? (¢1)> (G.2)

Notemos que |A+| = 1 de (G.2). Por lo tanto, podemos escribir las eigenfases como A\ = 2%+, Sumando

las eigenfases dadas en la ec. (G.2) obtenemos
e (24 =0) 4 i(2-—0) — 9; sin(v)) cos(v1), (G.3)

es decir, la parte real de (G.3) debe ser cero: cos(2£4 — 6) + cos(2_ — ) = 0. Para que esta igualdad se

cumpla, entonces 2§+ — 0 = m — (2£_ — 0), y por consiguiente, llegamos a
%, 12 =20+m = §++g_:9+g. (G.4)

La suma de las eigenfases (£1) de S(E) dada en (G.4) es conocida en la literatura como la fase de Friedel
[48-50]. Aplicando la propiedad (b) de S(FE) en (G.1), vemos que 15 = 0 6 . Por otro lado, escribiendo el
coeficiente de la transmisién en términos de su modulo y de su fase como ¢(E) = \t(E)\ew(t) e igualando

con Sy2 = S2; de (G.I), obtenemos
ie' cos(y) = e+ cos(y) = |t(E)|ei‘9(t> (G.5)

Igualando parte real e imaginaria en la ec. (G.3)) y posteriormente tomar la razén de sus resultados, obtene-
mos

90 — g+ g =6 e, (G.6)

es decir, basta con conocer la fase del coeficiente de transmisién para obtener las eigenfases de S(E).



Bibliografia

[1] C. W.J. Beenakker, Rev. Mod. Phys. 69, 731 (1997).
[2] Y. Alhassid, Rev. Mod. Phys. 72, 895 (2000).

[3] KevinJ. Savage, Matthew M. Hawkeye, Rubén Esteban, Andrei G. Borisov, Javier Aizpurua y Jeremy

J. Baumberg, Nature 491, 574 (2012).
[4] Dalcio K. Dacol y Dilip G. Roy, Journal of Mathematical Physics 44, 2133 (2003).

[5] Pier A. Mello y Narendra Kumar, eds., Quantum Transport in Mesoscopic Systems: Complexity and

Statistical Fluctuation, OXFORD University Press, OXFORD (2004).

[6] G. Béez, M. Cobidn-Sudrez, A. M. Martinez-Argiiello, M. Martinez-Mares y R. A. Méndez-Sanchez,

Acta Physica Polonica A 124, 1069 (2013).

[7]1 A.M. Martinez-Argiiello, R. A. Méndez-Sanchez y M. Martinez-Mares, Acta Physica Polonica A 124,
1069 (2013).

[8] H.J. Stockmann, Quantum Chaos: an introduction, Cambridge, (2000).

[9] H.-J. Stockmann, E. Persson, Y.-H. Kim, M. Barth, U. Kuhl e I. Rotter, Phys. Rev. E 65 066211 (2002).
[10] J. Stein y H.-J. Stockmann, Phys. Rev. Lett. 68, 2867 (1992).
[11] B. A. van Tiggelen y A. Tip, J. Phys. I (Fr.) 1, 1145 (1991).

[12] P. Sheng, Introduction to Wave Scattering, Localization, and Mesoscopic Phenomena, Academic Press,

San Diego, (1995).

CXCVII



CXCVIII Bibliografia

[13] G.L.J. A. Rikken y B. A. van Tiggelen, Nature (London) 381, 54 (1996).

[14] R. Sapienza, P. Costantino, D. Wiersma, M. Ghulinyan, C. J. Oton y L. Pavesi, Phys. Rev. Lett. 91,
263902 (2003).

[15] F. Scheffold y G. Maret, Phys. Rev. Lett. 81, 5800 (1998).

[16] G. Raschke, S. Kowarik, T. Franzl, C. Sonnichsen, T. A. Klar y J. Feldmann, Nano Lett., bf 3, 935
(2003).

[17] A. A. Fernandez-Marin, J. A. Méndez-Bermudez y Victor A. Gopar, Phys. Rev. A. 85, 035803 (2012).

[18] Daniel Torrent y José Sdnchez-Dehesa, Phys. Rev. Lett. 108, 17430-1 (2012).

[19] Daniel Torrent y J. Sdnchez-Dehesa, Phys. Rev. B, 87, 115143 (2013).

[20] V. M. Garcia-Chocano, S. Cabrera y J. Sdnchez-Dehesa. Appl. Phys. Lett., 101, 184101 (2012).

[21] J. Carbonell, A. Diaz-Rubio, D. Torrent, F. Cervera, M. A. Kirleis, A. Piqué y J. Sdnchez-Dehesa,

Nature Sci. Rep., 2, 558 (2012).

[22] John A. Wheeler, Phys. Rev. 17, 1107 (1937).

[23] R. G. Newton, Scattering Theory of Waves and Particles, McGraw-Hill Inc. (1966)

[24] J.J. Sakurai, Modern Quantum Mechanics. Edicion revisada, Addison Wesley, New York (1994)

[25] Siegfried Fliigge, Practical Quantum Mechanics, Segunda reimpresion, Springer, (1994).

[26] L. D. Landau y E. M. Lifshitz, eds., Quantum Mechanics, Non-Relativistic Theory, Tercera edicion
PERGAMON PRESS, OXFORD-NEW YORK, (1977).

[27] P. Markos y C. M. Soukoulis, Wave Propagation. From Electrostatics to Photonic Crystals and Left-

Handed Materials, (Princeton, New Jersey, 2008).

[28] William Gilbert Strang y George J. Fix, An Analysis of the Finite Elements Method Prentice Halls,
(1973).

[29] H. Feshbach, Ann. Phys. 5, 357 (1958).



Bibliografia CXCIX

[30] H. Feshbach, Ann. Phys. 19, 287 (1962).

[31] H. Feshbach, Rev. Mod. Phys. 36, 1076 (1964).

[32] A. Messiah, Quantum Mechanics, Vol. 1, John Wiley and Sons, New York (1962)
[33] E. P. Wigner, Phys. Rev. 70, 15 (1946).

[34] E.P. Wigner, Phys. Rev. 70, 606 (1946).

[35] E. P. Wigner y L. Eisenbud, Phys. Rev. 72, 29 (1947).

[36] A.M. Lane y R. G. Thomas, Rev. Modern Phys. 30, 257 (1958).

[37] Linda E. Reichl, The Transition to Chaos, Conservative Clasical Systems and Quantum Manifestations,

Segunda edicion, Springer, (2004).
[38] P. Descouvemont y D. Baye, Rep. Prog. Phys. 73, 036301 (2010).
[39] P. L. Kapur y R. Peierls, Proc. Roy. Soc. London A 166, 227 (1938).
[40] L. E. Reichl y Gursoy B. Akguc, Foundations of Physics. 31, No. 2 (2001).
[41] E. Onac, J. Ku€era y U. Wulf, Phys. Rev. B 63, 085319 (2001).
[42] U. Waulf, J. Kucera, P. N. Racec y E. Sigmund, Phys. Rev. B 58, 16209 (1998).
[43] Gursoy B. Akguc y Thomas H. Seligman, Phys. Rev. B 74, 245317-1 (2006).
[44] Holger Schanz, Physica E. 18, 429 (2003).
[45] C. Bloch, Nucl. Phys. 4, 503 (1957).

[46] LS. Gradshteyn y .M. Ryzhik, Table of Integrals, Series, and Products, Séptima Edicién, ELSEVIER,

(2007).

[47] Philip McCord Morse y Herman Feshbach, Methods of Theoretical Physics, Volumen 1y 2, McGraw-
Hill Science, (1953).

[48] H. W. Lee, Phys. Rev. Lett. 82, 2358 (1999).



cc Bibliografia

[49] A.Levy Yeyati y M. Biittiker, Phys. Rev. B 62, 7307 (2000).

[50] Tooru Taniguchi y Markus Biittiker, Phys. Rev. B 60, 13814 (1999)

[51] Oleh Hul, Oleg Tymoshchuk, Szymon Bauch, Peter M. Koch y Leszek Sirko, J. Phys. A: Math. Gen.
38 10489 (2005).

[52] Michal Lawniczak, Oleh Hul, Szymon Bauch, Petr Seba y Leszek Sirko, Phys. Rev. E 77, 77, 056210
(2008).

[53] G. Akguc y L. E. Reichl, Phys. Rev. E 64, 056221 (2001).

[54] Robert M. Young, An introduction to nonharmonic Fourier series, Primera edicion revisada, ACADE-

MIC PRESS, (2001).

[55] Dunham Jackson, Transactions of the American Mathematical Society, Vol. 15, No. 4, pp. 439-466,
(1914).

[56] J. Verbaarschot, H. A. Weidenmiiller y M. R. Zirnbauer, Phys. Rep. 129, 367 (1985).

[57] J. Okolowicz, M. Ploszajczak e I. Rotter, Phys. Rep. 374, 271 (2003).

[58] Y. V. Fyodorov y H. J. Sommers, J. Math. Phys. 38, 1918 (1997); J. Phys. A 36, 3303 (2003).

[59] Suren Sorathia, Tesis doctoral, IF-UAP, (2010) (no publicado).

[60] L. E. Eisenbud, Ph.D thesis, Princeton University, (1948) no publicado. E. P. Wigner, Phys. Rev. 98,
145 (1955).

[61] Felix. T. Smith, Phys. Rev. 118, 349 (1960).

[62] H. M. Nussenzvieg, Causality and Dispersion Relations, ACADEMICPRESS, New York and London

(1972).

[63] P. W. Brouwer, K. M. Frahm y C. W. J. Beenakker, Phys. Rev. Lett. 78, 4737 (1997).

[64] H. M. Nussenzvieg, Nucl. Phys. 11, 499 (1959).

[65] M. E. Ebel, J. Math. Phys. 3, 68 (1962).



Bibliografia CCI

[66] J. M. Cerveré y A. Rodriguez, Phys. Rev. A 70, 052705 (2004); Alberto Rodriguez Gonzalez, Tesis

doctoral, Universidad de Salamanca, (2005).

[67] R. Kronig y W. G. Penney, Proc. R. Soc. A 130, 499 (1931).

[68] Shachar Klaiman y Nimrod Moiseyev, J. Phys. B: At. Mol. Opt. Phys. 43, 185205 (2010).

[69] G. A. Luna-Acosta, F. M. Izrailev, N. M. Makarov, U. Kuhl y H.-J. Stéckmann, Phys. Rev. B 80,
115112 (2009)

[70] Eleftherios N. Economou, Green’s Functions in Quantum Physics, Tercera Edicion, Springer Berlin

Heidelberg, New York, (2006)

[71] B. Solis, M.L. Ladrén de Guevara, P.A. Orellana, Physics Letters A 372 4736 (2008).

[72] G. Breit y E. P. Wigner, Phys. Rev. 49, 519 (1936); Phys. Rev. 49, 642 (1936).

[73] Franz Schwabl, Quantum Mechanics, Cuarta Edicion, Springer Berlin Heidelberg New York, (2007).

[74] L. Rotter, Rep. Prog. Phys. 54, 635 (1991); J. Phys. A 42, 153001 (2009).

[75] F. M. Dittes, Phys. Rep. 339, 216 (2000).

[76] H. V. Henderson y S. R. Searle, SIAM 23, 53 (1981).

[77] R. Horn, Ch. R. Johnson, Matrix Analysis, Cambridge University Press. New York, (1985).

[78] E. Anderson, Z. Bai, C. Bischof, S. Blackford, J. Demmel, J. Dongarra, J. Du Croz, A. Greenbaum, S.
Hammarling, A. McKenney, LAPACK Users’Guide: Society for Industrial and Applied Mathematics,
Philadelphia, PA, (1999), Tercera Edicion (http://www.netlib.org/lapack/lug/).

[79] M. Galassi, GNU Scientific Library Reference Manual, (Network Theory Ltd.), Segunda Edicién
(2003).

[80] W. H. Press, B. P. Flannery, S. A. Teukolsky, y W. T. Vetterlin, Numerical Recipes in C, Cambridge
University Press, (1988).

[81] I Rotter, Phys. Rev. E 64, 036213 (2001).



CcCI Bibliografia

[82] I. Rotter, Phys. Rev. C 64, 034301 (2001).

[83] Alexander Volya y Vladimir Zelevinsky, Phys. Rev. C 67, 054322 (2003).

[84] Res Jost y Walter Kohn, Phys. Rev. 87, 977 (1952).

[85] Res Jost y Walter Kohn, Phys. Rev. 88, 382 (1952).

[86] K. Chadany P. C. Sabatier, Inverse Problems in Quantum Scattering Theory (Segunda Edicién), Sprin-
ger, New York, (1989).

[87] Konstantin Pichugin, Holger Schanz y Petr Seba, Phys. Rev. E 64, 056227 (2001).

[88] D. V. Savin, V. V. Sokolov y H. J. Sommers, Phys. Rev. E 67, 026215 (2003).

[89] Y. E. Kim y Alexander L. Zubarev J. Phys. A: Math. Gen. 31, 6483 (1998).

[90] Hoshik Lee y L. E. Reichl, J. Phys. A: Math. Theor. 43, 405303 (2010).

[91] J. Goldstone y R. L. Jaffe, Phys. Rev. B 45, 14100 (1992).

[92] R. F. Barrett, L. C. Biedenharn, M. Danos, P. P. Delsanto, W. Greiner y G. Wahsweiler, Rev. Mod.
Phys. 45 44 (1973).

[93] M. E. Haglund y D. Robson, Phys. Lett. 14, 225 (1965).

[94] Nimrod Moiseyev y Romanas Narevich, International Journal of Theoretical Physics 42, 2131 (2003).

[95] G. Akgucy L. E. Reichl, Phys. Rev. E 67, 046202 (2003).

[96] D. Felbacq, “Finding resonance poles by means of cauchy integrals”, Proc. 13th Int. Conf. Transparent

Optical Networks, (2011), paper We.B4.2.

[97] P. Kravanja y M.V. Barel, Computing the Zeros of Analytic Functions Series: Lecture Notes in Mathe-

matics, 1727, Springer-Verlag, Berlin, 2000.

[98] E. Centeno y D. Felbacq, Phys. Rev. B 62, 10101 (2000).

[99] D. Felbacq, Phys. Rev. E 64, 047702 (2004).

[100] Dmitry A. Bykov y Leonid L. Doskolovich, J. Lightwave Technology 31, 793 (2013).



Bibliografia CCII

[101] G. A. Luna-Acosta, K. Na, L. E. Reichl y A. Krokhin, Phys. Rev. E 53, 3271 (1996).

[102] G. A.Luna-Acosta, J.J. Reyes-Salgado y J. A. Méndez-Bermudez, Microelectron. J. 39, 1388 (2008).

[103] W.D. Sheng y J. B. Xia, J. Phys.: Condens. Matter 8, 3635 (1996).

[104] E. Vergini y M. Saraceno, Phys. Rev. E 52, 2204 (1995).

[105] T. Dittrich, B. Mehlig, H. Schanz y U. Smilansky, Phys. Rev. E 57, 359 (1998).

[106] R. Adler, M. Bazin y M . Schiffer, Introduction to General Relativity, McGraw-Hill (1975).

[107] G. A.Luna-Acosta, M. A. Rodriguez, A. A. Krokhin, K. Nay R. A. Méndez, Rev. Mex. Fis. 44 S3, 7
(1998).

[108] G. A. Luna-Acosta, J. A. Méndez-Bermudez y F. M. Izrailev, Phys. Lett. A 247, 192 (2000).

[109] G. A. Luna-Acosta, J. A. Méndez-Bermudez y F. M. Izrailev, Phys. Rev. E 64, 036206 (2001).

[110] G. A.Luna-Acosta, J. A. Méndez-Bermudez y F. M. Izrailev, Physica E 12, 267 (2002).

[111] M. Sieber, H. Primack, U. Smilansky, I. Ussishkin y H. Schanz, J. Phys. A: Math. Gen. 28, 5041
(1995).

[112] C. Vaa, P. M. Koch y R. Bliimel, Phys. Rev. E 72, 056211 (2005).

[113] Amando Alcazar Lopéz, Tesis Doctoral, IF-UAP (2013) (no publicado).

[114] M. Buttiker, IBM J. Res. Dev. 32, 317 (1988).

[115] R. Landauer, IBM J. Res. Dev. 32, 336 (1988).

[116] Bryce S. DeWitt, Rev. Modern Phys. 29, 377 (1957).

[117] R. Adler, M. Bazin y M . Schier, Introduction to General Relativity, McGraw- Hill, (1975).

[118] V. V. Uchaikin y V. M. Zolotarev, Chance and Stability. Stable Distributions and their Applications
(VSP, Utrecht, 1999).

[119] P. Barthelemy, J. Bertolotti y D. S. Wiersma, Nature 453, 495 (2008).



CCIV Bibliografia

[120] C. W.]. Beenakker, C. W. Groth y A. R. Akhmerov, Phys. Rev. B 79, 024204 (2009).

[121] R. Burioni, L. Caniparoli y A. Vezzani, Phys. Rev. E 81, 060101(R) (2010).

[122] P. Buonsante, R. Burioni y A. Vezzani, Phys. Rev. E 84, 021105 (2011).

[123] F. Falcetoy V. A. Gopar, Europhys. Lett. 92, 57014 (2010).

[124] R.T. Sibatov, JETP Lett. 93, 503 (2011).

[125] J. P. Nolan, Stable distributions - Models for heavy tailed data, sin publicarse.

[126] A. Bruyant, G. Lerondel, P. J. Reece, y M. Gal, Appl. Phys. Lett. 82, 3227 (2003).

[127] J. O. Estevez, J. Arriaga, A. M. Blas y V. Agarwal, Appl. Phys. Lett. 93, 191915 (2008).



	Resumen
	Abstract
	Introducción 
	Método de la Matriz de Reacción 
	Definición de Canales
	Obtención de la Matriz de Reacción
	Una dimensión, un canal 
	Una dimensión, dos canales 
	Sistema cuasi-unidimensional 

	La Matriz de Dispersión en términos de la Matriz de Reacción
	S(E) en una dimensión para un canal 
	S(E) en una dimensión, dos canales 
	S(E) para M canales

	Continuidad de la función de onda dispersada
	Ventajas teóricas de la TMR sobre otros métodos

	Cantidades de Dispersión 
	Cantidades de dispersión en sistemas unidimensionales de un canal 
	Tiempo de demora (E)
	Probabilidad de atrapamiento 

	Cantidades de dispersión en sistemas unidimensionales de dos canales 
	Coeficientes de reflexión y transmisión
	Tiempo de demora, dos canales 
	Probabilidad de Atrapamiento

	Los polos de t(E), (E) y P(E) son los mismos que los polos de S(E)
	Modelos de potenciales dispersivos 
	Resonancias de transporte vs. resonancias de S(E); un canal
	(E) y P(E) para V(x)=V0; un canal 
	(E) y P(E) para un potencial de PT y PC; un canal
	(E) y P(E) para cadenas de potenciales; un canal
	Resonancias de transporte vs. resonancias de S(E). Dos canales
	T(E), (E) y P(E) para V(x)=V0; dos canales
	T(E), (E) y P(E) para potenciales de PT y PC; dos canales 
	CD para cadenas de potenciales, TMR vs. MMT
	Ventajas numéricas del método de la matriz de Reacción


	Aproximación a un nivel de las CD 
	A(E) para un canal 
	A(E) para dos canales
	Cantidades de dispersión en la aproximación a un nivel 
	(E) en la aproximación a un nivel; un canal
	P(E) en la aproximación a un nivel; un canal
	t(E) en la aproximación a un nivel, dos canales 
	(E) en la aproximación a un nivel, dos canales
	P(E) en la aproximación a un nivel; dos canales


	Formalismo del hamiltoniano efectivo 
	Matriz de dispersión en términos del hamiltoniano efectivo
	H(E) para V(x)=V0. Uno y dos canales
	A vs. VV†

	Cantidades de dispersión en términos de H(E)
	El coeficiente de transmisión
	Tiempo de demora
	Probabilidad de atrapamiento

	Aplicación del hamiltoniano efectivo para el cálculo de las CD
	El Punto Fijo 
	Modelo de pocos niveles 

	Métodos para calcular los polos de S 
	Introducción
	Polos de la matriz S y polos de la Matriz de Reacción
	Método de búsqueda de raíces (MBR) 
	Método del Punto Fijo (MPF) 
	Método de escaneo de la función (z) 
	Ventajas y limitaciones de los métodos
	Sistemas representativos
	Error generado 
	Aceleración de la convergencia 

	Guía de onda cuasi-unidimensional 
	Introducción
	Transformación canónica 
	Cálculo de la conductancia para M=3 modos abiertos 

	Caso fotónico 
	Introducción
	Modelo
	Cálculo de la transmisión T
	Propiedades estadísticas de T
	Promedio de la transmisión "426830A T"526930B 
	Promedio del logarítmo de la transmisión "426830A - lnT"526930B 
	Distribución de la transmisión P(T)


	Conclusiones 
	Matriz R y S con Condiciones de Frontera Homogéneas 
	Condiciones de Frontera 
	Relación de Ortogonalidad 
	Matriz de Reacción, un canal 
	Matriz de reacción, dos canales 
	La Matriz S en términos de la Matriz R 

	Potencial constante, uno y dos canales
	Barrera/pozo de potencial constante, dos canales
	Potencial plano semi-infinito, un canal

	Eigenestados de Reacción 
	A(E) en forma matricial 
	Método de la Matriz de Transferencia 
	Punto fijo y análisis de estabilidad 
	Modelo de un nivel
	Modelo de dos niveles
	Análisis de estabilidad para N=2

	Propiedades de la matriz de dispersión 

