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Introducciodn

Este es un trabajo matemadtico en mayor medida, puesto que hablar
de topos no es tarea facil, al menos al nivel licenciatura, y se necesita
una buena cantidad de material puramente matematico para lograr
siquiera asomar las posibilidades que le ofrece a la fisica. Esta tesis es
uno de dos trabajos realizados en colaboracién y dialogo entre Daniel
Joshua Anaya Palacios y Orlando Pérez Ramirez, que se dividio de esta
manera por simple requisito y seguin la aplicacién en la fisica que cada
uno decidio estudiar, pero que originalmente era un solo trabajo. Fue
necesario el conjuto debido a las dificultades que presenta la meta es-
cogida, puesto que no contamos con clases dirigidas a este tema ni una
comunidad universitaria que nos ayude a resolver las dudas que nos
han surgido (lo que es entendible por lo exdtico del tema que hemos
decidido estudiar), hemos conseguido progresar mediante el dialogo
y con el apoyo de dos o tres profesores que tienen intereses similares,
uno de los cuales (el que mas nos ha apoyado) es nuestro asesor. El
hermano siames de esta tesis se titula: “Topos de Grothendieck y al-
gunas conexiones con la mecénica cudntica: Algebras cudnticas como
gavillas en un sitio”.

La teoria de categorias ve la luz alrededor en los 40’s, de la mano de
Samuel Eilenberg (1913-1998) y Saunders Mc Lane (1904-2005), como
una presentacion de las matemadticas en términos de los conceptos fun-
damentales de transformacion, y composicion de transformaciones. A
pesar de que esta es una teoria reciente, ya ha dado para un intento
de fundamentacién de las matematicas, orquestado por W. Lawvere
y S. Mc lane, ademds de tener presencia ya en distintos campos de
investigacion, siendo una teoria aplicada en Biologia (Varenne, 2013,



2

p. 167), Fisica, Lingiiistica (Bradley, 2018), Ciencias de la computacién
(Pitt et al., 1995, p. 1-3) e incluso con aplicaciones en la matematica
que la precede. Es dentro del marco de esta teoria que A. Grothendieck
(1928-2014) logra concretar la que es la idea central de este trabajo, la
idea de topos. Esta surge de la generalizacién del concepto de gavilla
topoldgica, que es un funtor cuyo dominio es la categoria de abiertos
de un espacio topoldgico y codominio la categoria de conjuntos, que
se generaliza en el sentido de que se cambia la categoria dominio por
una categoria mds general (solo necesita ser localmente pequefia). Esta
generalizacion, que consiste en pedir menos al dominio de un funtor y
exigirle que conserve ciertas propiedades, genera un gran numero de
nuevos conceptos y resultados que permiten remarcar nuevos contornos
y dibujar nuevas figuras en antiguos paisajes, dando paso al estudio de
espacios generalizados, como lo describe el mismo Grothendieck, siendo
las categorias de gavillas sobre una categoria localmente pequeia, de-
terminadas por una estructura llamada Topologia de Grothendieck, lo
que define al concepto de Topos. Actualmente, la nocién de Topos es
algo distinta a la nociéon que Grothendieck establecid, pues la defini-
cién moderna no se realiza a partir de categorias de gavillas, sino
de categorias con ciertas propiedades similares a las propiedades que
tiene la categoria de conjuntos, esto se debe al trabajo de Lawvere y
Tierney (Lawvere, 1971, p. 329-33), quienes llaman a esto un Topos
elemental. En este trabajo llamaremos simplemente Topos a los Topos
elementales de Lawvere y Topos de Grothendieck a los topos primitivos.

En cuanto a la realizacion y el contenido del trabajo, desde el inicio
asumimos que el lector conoce las definiciones basicas de teoria de cat-
egorias como: categoria, funtor, transformacién natural, funtor adjunto
y equivalencia de categorias. También, que reconoce la manera en que
se definen dentro de esa teoria nociones que se utilizan en la teoria
de conjuntos, como monomorfismo, epimorfismo e isomorfismo y que
conoce el Lema de Yoneda. Por eso el primer capitulo va directamente
a la presentacion de limites y colimites, algunos ejemplos muy comunes
de éstos y resultados utiles para el desarrollo del resto del trabajo y
aunque este capitulo quede mads bien de paso hacia la teoria de topos,
consideramos que contiene suficientes resultados como para tener valor
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did4ctico para los que se inician en la teoria de categorias.

En el segundo capitulo estudiamos las categorias de pregavillas, su
definicién, ejemplos, algunos de sus objetos y su estructura. La impor-
tancia de este tipo de categorias estd en que son muy parecidas a la
categoria de conjuntos, por ejemplo, una pregavilla sobre la categoria
discreta con un solo objeto es precisamente un conjunto. También, para
cada categoria localmente pequeiia, estas categorias son Topos. Por lo
que en este capitulo definimos lo que es un Topos y demostramos ese
hecho.

El Capitulo 3 estd dedicado casi por completo a un teorema, es im-
portante porque establece cuatro estructuras equivalentes, una de las
cuales es un Topos de Grothendieck. Estas estructuras son: Topologias
de Grothendieck, Topologias de Lavwere-Tierney, una operacién uni-
versal de clausura en la categoria de pregavillas y una subcategoria
plena de la categoria de pregavillas cuya inclusién es adjunto izquierdo
de un funtor que preserva limites finitos. En este caso, la equivalencia
de estas estructuras se refiere a que cada una determina de manera
Unica a las otras tres. Esto no quiere decir que en una categoria de
pregavillas se encuentre solo una de cada una de éstas, todo lo con-
trario, hay diversas, pero podemos decir que siempre vienen de cuatro
en cuatro. A lo largo de ese capitulo se desarrolla con detalle la equiv-
alencia que necesita de mas trabajo, para esto, primero se presenta
una version B del teorema, en el que se establece que las primeras tres
estructuras son equivalentes. Luego, partiendo de esto, construimos
una serie de resultados que nos ayudan a seleccionar de entre todas
las pregavillas a aquellas que llamaremos gavillas, éstas conformaran
la subcategoria plena que estamos buscando, y describimos el proceso
de gavillinizacién que ideé Grothendieck para construir una gavilla
desde cualquier pregavilla, esto es porque, ademas de que este proceso
determina un funtor (el funtor gavillinizacién), es el adjunto derecho
del funtor inclusién y preserva colimites. Para terminar la equivalen-
cia, consideramos una subcategoria plena con las caracteristicas ya
mencionadas y demostramos que esto nos permite determinar una
operacion de clausura universal sobre toda la categoria de pregavillas,
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terminando asi de demostrar todas las equivalencias. Una vez hecho
eso, demostramos que un topos de Grothendieck es precisamente un
topos y damos algunos ejemplos de topologias de Grothendieck.

El capitulo 3 es central en el trabajo pues nos permite establecer las
diferencias entre un Topos arbitrario y uno que es Grothendieck (al
menos en su definiciéon), pero mas porque nos permite, a través de las
equivalencias ya mencionadas, afirmar que los topos de Grothendieck
tienen aplicacién en la fisica. Concretamente porque en el siguiente
capitulo, el capitulo 4, se investiga qué estructura es inducida en el
topos Set”* mediante el proceso de cuantizacién, veremos que induce
una topologia de Lawvere Tierney sobre Set’* ( una topologia de
Grothendieck sobre ¥4, la categoria de subdlgebras conmutativas del
algebra de von Neumann de operadores acotados sobre un espacio de
Hilbert H) siendo esta la aplicaciéon mds directa del teorema central
del capitulo 3 pues permite ver que la cuantizacién tiene estructura.

INTRODUCCION



Limites y colimites 1

En este capitulo daremos la definicién de limite y, su concepto dual,
colimite basados en [2]. Asi como algunas definiciones y resultados
que utilizaremos a lo largo del trabajo.

1.1 Limites

Definicion 1.1.1. Sean ¥ una categoria y I una categoria pequefia.

a) Un funtor de D : I — ¢ es llamado un diagrama en % de silueta I.

b) Un cono sobre D es un objeto A € ¥ (llamado el vértice del cono)
junto con una familia

(A L. D(i) )ier (1.1)

de morfismos en ¥ tal que para cualquier morfismo w:i — j
en I, el diagrama

A (1.2)

conmuta. Otra forma de denotar los conos serd (A, f;);er-

¢) Un limite del diagrama D es un cono ( L —2—~ D(i) )i con la

L DG) Ve

sobre D, existe un unico morfismo f : A — L en & tal que p;o f=#

propie-dad de que para cualquier otro cono ( A

para todo i € I. Los morfismos p; son llamados proyecciones.

En la practica, abusando del lenguaje, nos referimos a L como el
limite de D y escribiremos L = [imD. También, denotaremos por
Conp(A) al conjunto de los conos sobre D con vértice A. En general, la
propiedad universal del cono limite, nos dice para cada objeto A € ¥,
existe una correspondencia biyectiva entre los morfismos A — L y los
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conos sobre D con vértice A, es decir, asignamos a cada cono sobre
A la flecha universal y para cada morfismo f € ¢ (A, L) el dnico cono
conformado por morfismos ( A fizpe] D(i) )ier-

Podemos ver a Conp(A) como una categoria, cuyos objetos son los
conos sobre D con vértice A y como el vértice es el mismo, podemos
determinarlos solo por su familia de flechas indizadas por I. Dados
dos conos, dos objetos de esta categoria (f;)er, (¢:)ie1 € Conp(A), un
morfismo entre ellos:

o (fi)ier = (9i)ier (1.3)

es una flecha f € ¥(A, A) tal que g;o f = f; para cada i € I. La composi-

cién entre f € Conp(A)((fi)ier, (9i)ie1) ¥ g € Conp(A)((gi)iet, (ri)ier)
es el morfismo go f € ¥(A, A). Pues

rio(go f)=(ricg)of
=giof
= /i

De esta manera cada objeto tiene su flecha identidad, la cual es la
misma para todos, Idy € ¢ (A, A), y la composicion hereda la asocia-
tividad de la categoria %

Dando un paso mads, se puede construir la categoria Conp cuyos
objetos son todos los conos sobre el diagrama D en la categoria ¢,
y una flecha h € Conp((A4, fi)ie1, (B, gi)ic1) €s una flecha h € ¥(B, A)
tal que f; o h = g;, para todo ¢ € I. Es ttil notar que toda flecha
h € €(B, A) define una flecha h € Conp((A, fi)ier1, (B, fioh)c1). Ahora,
si D tiene limite (L, p;);c1 = lim(D), este cono es el objeto terminal
de categoria C'onp, pues, para cada cono (A, f;);c1 €xiste un unico
morfismo f € € (A, L) tal que p; o f = f;, para todo i € I, por definicién,
entonces Conp((A, fi), (L,pi;)) = { f }, consistentemente, el limite es
Unico salvo isomorfismos, la demostracién estd en la Proposicion 1.1.1.
También, para cada A € ¢ es facil de ver que la categoria Conp(A) es
una subcategoria plena de Conp.

Capitulo 1 Limites y colimites



Proposicion 1.1.1. Sean ¢ una categoria e I una categoria pequefia.
Si existe un limite de un diagrama D : I — ¢, entonces es unico salvo
isomorfismos.

Demostracion. Sean ¢ una categoria e I una categoria pequeiia.
Considere D : I — ¢ un diagrama en ¢, y supongamos que

(L —"~ D(i) )ier (1.4)

es un limite sobre D. Ahora, como (1.4) es un limite, en particular,
es un cono, entonces existe un tnico morfismo f € ¢(L, L) tal que
pio f = p; para todo i € I. Sin embargo, el morfismo id;, € ¢(L, L)
también cumple que p; o id;, = p; para todo i € I, por lo tanto, f = idy.
Considere otro cono limite sobre D

(L'~ D) Vier (1.5)

entonces como (1.4) es otro cono sobre D, existe un unico morfismo
fie® (L, L') tal que p/ o fi = p; para todo i € I. Similarmente, como
(1.4) es un cono limite sobre D y (1.5) es otro cono sobre D, entonces
existe un tinico morfismo f, € ¥ (L', L) tal que p; o f, = p, para todo
i € I. De donde, p; = p} o fi =p; o fo0 fi para toda i € I. Por lo tanto
fo o f1 =idy. Andlogamente, f; o fo = idy. Por lo tanto, f; € ¢ (L, L)
es un isomorfismo. O

Definicion 1.1.2. Sean ¥ una categoria y I una categoria pequefia.
Diremos que ¢ tiene limites de silueta I si todo diagrama D : I — ¢
tiene limite en %.

Algunos tipos de limites particularmente utiles son: productos, igual-
adores y pullbacks (en seguida, enunciaremos sus definiciones corre-
spondientes y daremos ejemplos), para estos, en vez de decir que una
categoria "tiene limites de silueta..." los llamaremos por su nombre, por
ejemplo "tiene productos" o "tiene pullbacks". Y cuando tenga limites
de cualquier silueta ( para cualquier categoria pequefia I), diremos
simplemente que “tiene limites”, o bien, “tiene limites finitos” si la
categoria I debe ser finita para que los diagramas de forma I tengan
limite.

1.1 Limites
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Definicién 1.1.3. Sean ¥ una categoria y X, Y € . Un producto
de X y Y consiste de un objeto P € ¢ y morfismos p; : P —» X y
pe : P — Y en ¥, llamados proyecciones, con la propiedad de que para
todo objeto A € ¢ y morfismos f1: A — Xy fo: A— Y en ¥, existe
un tnico morfismo f : A — P tal que el diagrama

A

f1 / f2

P
n N\
X Y
conmuta.

Estrictamente hablando, un producto es un objeto P equipado con
dos proyecciones p; ¥ po, pero se suele referir como producto solo al
objeto y escribirse como X x Y (el producto de X y Y) en vez de P.
Para cada par de morfismos f, € €(4, X), fo € €(A,Y) denotaremos
por < fi, f» > al tinico morfismo f € ¥(A, X x Y) de la propiedad
universal del producto. Respecto a esta notacién para el morfismo
f: A= X xY, cabe notar lo siguiente: sean fi,q1 € ¢(A, X),
fo,g0 € €(AY). Si< f1,fa >,< g1,92 >€ €(A, X x Y) son iguales,
entonces ambas cumplen la propiedad universal del producto, y por lo

tanto
fi =pio < fi, fo >
=p1° < g1, 92 >
y

f2 =p2o < fi1, fo >
=p20 < g1,92 >

Capitulo 1 Limites y colimites



También, si consideramos f; € ¢(A, X), fo € €(A,Y)y h € €(B, A),
entonces el diagrama

Jioh faoh
XxY
2N
X Y
donde g =< fi, fo > oh, conmuta. Sin embargo, por definicién, el
morfismo < fyoh, fyoh >€ ¢(B, X x Y) hace conmutar el diagrama
anterior, y por lo tanto, < f o h, fo 0o h >=< f1, fo > oh. La definiciéon
anterior, nos habla del producto de dos objetos. Sin embargo, podemos

generalizar la definicién de producto, al producto de una familia de
objetos de una categoria.

Definicidn 1.1.4. Sean ¢ una categoria y (X;);c; una familia de objetos
en ¢ indizada por un conjunto /. Un producto de (X;);c; consiste de
un objeto P € ¥ y una familia de proyecciones

(PLXZ )ie[

en ¢, con la propiedad de que para cualquier objeto A € ¢ y cualquier
familia de morfismos
(AL X Yie

en ¢, existe un tnico morfismo f : A — P tal que p; o f = f; para
todo i € I. A este producto lo escribiremos como [];c; X;. Cuando la
categoria I es finita diremos que [];c; X;, es un producto finito.

Ejemplo 1.1.1. Sean X, Y € Set. Veamos que
XxY=A{(z,y)] z€X, yeY}eSet
(producto cartesiano de X y Y), junto con las proyecciones usuales

Pr:X XY =X y p:XxY =Y

1.1 Limites
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es un producto en Set: sea A € Set y sean las funciones
fliA—)X y ng—)Y

Veamos que existe una tnica funcién f: A — X x Y tal que p;o f = f;
para i = 1,2. Para esto, definamos f(a) = (fi(a), f2(a)) para toda
a € A. Entonces,

(P10 f)(a) = pi(f(a)))

similarmente (pyo f)(a) = f2(a), como requerfamos. Resta probar que f
es inica. Supongamos que existe otra f : A — X x Y tal que p;o f = f;
para i = 1,2. Escribamos f(a) como (x,y). Asi, tenemos que

fila) = pi(f(@) =pi((z,y) =2

y similarmente, f»(a) = y. Entonces, f(a) = (z,y) = (fi(a), fo(a)) =

v

f(a) para toda a € A. Por lo tanto, f = f, como queriamos probar.

Definicion 1.1.5. Sea ¥ una categoria.
a) Un tenedor en ¥ consiste de objetos y morfismos

At . x——vy (1.6)
t

en %, talesque so f =to f.

b) Sean X, Y € ¥ ys,t € ¢(X,Y). Unigualador de sy ¢ en %, es un
objeto £ € ¢, junto con un morfismo i: E

X en ¥ tal que

E_‘.x ——vYy (1.7)
t

es un tenedor, y con la propiedad de que para cualquier otro tenedor
(1.6), existe un unico morfismo f : A — F tal que

Capitulo 1 Limites y colimites



conmuta.

Informalmente, como en caso de los productos, diremos que el igual-
ador de s,t € ¢(X,Y), es el objeto E.

Ejemplo 1.1.2. Sean s,t € Set(X,Y), F = {z € X|s(z) =t(z)} € Set.
En el caso en que F = (), el igualdor es la tinica funcion del vacio a otro
conjunto, en este ejemplo i : ) — X, la propiedad universal se cumple
por vacuidad, pues, si suponemos otro tenedor

AT . x——vy
t

y © € A entonces, s(f(x)) = t(f(x)) entonces f(z) € {x € X|s(z) =
t(x)} = 0, lo cual implica que A es vacio, y esto es una contradiccidn.
En el otro caso

E_‘t.x ——vy (1.8)
t

es un tenedor, con i la inclusiéon. En efecto, sea © € E, entonces
(so1)(x) = s(i(x)) = s(z) y (toi)(x) = t(z), y como z € E, entonces
t(z) = soi(x) =toi(x) = s(x). Por lo tanto, s o i = ¢ o i. Resta probar,
que para cualquier otro tenedor (1.6) en Set, existe una unica funcién
f: A= E, tal que el diagrama

A
fvx

conmuta. Para esto definamos f(A) = f(a) para toda a € A, lo que
tiene sentido porque f(a) € F siempre que f forme el tenedor 1.6,
entonces, claramente el tridngulo anterior conmuta. Veamos que es
Unica, sea f’ tal que para cadaa € A, io f'(a) = f(a), esto implica que
f'(a) = f(a) para todo a € A, por transitividad, f = f’.

1.1 Limites
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Ejemplo 1.1.3. Un igualador particular en la categoria Grp, cuyos
objetos son todos los grupos y sus morfismos, morfismos de grupos, es:

ker(f) —— G —— H (1.9)

€

Donde ker(f) = {g € G|0(9) = ey}, con ey el neutro de H, i la
inclusién y € el morfismo de grupos trivial. Es inmediato ver que (1.9)
es un tenedor. Ahora, si existe

f 0
A— G _—_—I H (1.10)

€

tenedor, entonces, para cada a € A sucede que 6(f(a)) = ey, entonces
f(a) € ker(9) por lo que definimos

f: A= ker(0)
a f(a)

como [ es un morfismo de grupos, entonces f es morfismo en Grp. Asi,
el tridngulo

N
ker() — G

(3

conmuta. Por tltimo, veamos que f es tinica con la propiedad de que
el tridngulo anterior conmuta: supongamos que existe otro morfismo
f A — ker(0) tal que (i o f)(a) = f(a) para toda a € A. Pero esto

v

implica que, (i o f)(a) = (i o f)(a) para cada a € A, y como ker(0) es
un subgrupo de G entonces i es monomorfismo; y por lo tanto, f = f.

Por ultimo, tenemos los pullbacks.

Definicion 1.1.6. Sea ¢ una categoria, y sean objetos y morfismos

Y
. (1.11)
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en ¢. Un pullback en ¢, del diagrama anterior, es un objeto P € ¢
junto con morfismos p; : P — X yps : P — Y en ¢ tales que

p-2.y
l . (1.12)
X —— 7

conmuta, y con la propiedad de que para cualquier otro cuadrado
conmmutativo

A2,y
l l (1.13)
X ——~Z

en ¢, existe un tinico morfismo f : A — P tal que el diagrama

ety (1.14)

conmute. Note que para que (1.14) conmute, basta que p; o f’ = f; para
i = 1,2, pues el cuadrado (1.12) se supone conmutativo.

Al cuadrado (1.12) se le llama cuadrado pullback.

Ejemplo 1.1.4. Sean los objetos y morfismos

(1.15)

en Set,donde Y’ C Y yi:Y’' — Y eslainclusion. Podemos obtener
un nuevo conjunto, f~HY’) = {x € X|f(r) € Y’} C X y una nueva
funcién f' : f~1(Y’) — Y’ definida como f/(z) = f(z) para toda

r € f~1(Y"). Veamos que el conjunto f~!(Y”), junto con la funcién f’y

1.1 Limites
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la inclusién j : f71(Y’) — X es el pullback de (1.15). Primero veamos
que el cuadrado

) Ly
| J (1.16)

J

X Y

f

conmuta: sea x € f1(Y’), entonces (f oi)(z) = f(i(x)) = f(z)y
(7o f)(x)=j(f'(z)) = f'(x) = f(z), donde la dltima igualdad es por
la definicién de f’. Entonces, por transitividad tenemos que (f oi)(x) =
(jof")(z) paratodax € f~1(Y’),yasi foi = jof'. Ahora, consideremos
el siguiente diagrama conmmutativo

ALy

(1.17)

g A

%%

).<

X ——
f

en Set. Debemos probar que existe una tnica funcién f : A — f~1(Y"),
tal que, el diagrama

) v (1.18)

f/
T

X Y

conmuta. Para la existencia: note que como el cuadrado (1.17) con-
muta, para todo a € A tenemos que f(g(a)) = i(h(a)) = h(a), y como
h(a) € Yy g(a) € X, entonces f(g(a)) € Yy g(a) € f~1(Y"). Por lo
que es posible definira f : A — f~1(Y’) como f(a) = g(a) con a € A.
Entonces para todo a € A, j(f(a)) = f(a) y ['(f(a) = f(f(a)) =
f(g(a)) =i(h(a)) = h(a) (las dos primeras igualdades son por defini-
cién de f’ y de f, la tercer igualdad es por que el cuadrado (1.17)
conmuta). Por lo tanto, jo f = g y o f = h.Para la inicidad: tenemos
que, j(f(a)) = g(a) para cada a € A, esto es, f(a) = g(a) para cada
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a € A,yestodeterminaa f: A — f~!(Y’) de forma tnica.

Ejemplo 1.1.5. Sea (A, <) un copo, visto como una categoria. Con-
sideremos a,b,c € A, tales que a < by ¢ < b. Veamos que, si existe,
inf{a, c} (el infimo de {a, b} ) es el pullback para

a
l (1.19)
b

El diagrama

J J (1.20)

conmuta, pues inf{a,c} < b por transitividad. Ahora, considere el
cuadrado

B —

O —

a
l (1.21)
b

—_—

conmutativo, como d < a 'y d < ¢, entonces d < inf{a,c}, es decir,
existe una unica flecha de b a inf{a, c}. Restra probar que el siguiente
diagrama

(1.22)

conmuta: como d < inf{a, c} y inf{a, c} < a, entonces d < a; y como
d < inf{a,c} y inf{a,c} < ¢, entonces d < ¢. Como sabemos, en las
categoria de este tipo ( de conjuntos parcialmente ordenados), existe a
lo mds una flecha entre dos objetos, por lo que la unicidad del morfismo
universal es inmediata.

1.1 Limites
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Ejemplo 1.1.6. Sea D : I — Set, definimos
L = {(Xi)icr|X; € D(i) y Dh(X;) = X;, paratoda h € I(3,j)} (1.23)

con las proyecciones p;. € Set(L, D(k)) definidas por pi((X;)ic1) = Xk
para cada k € I. Claramente

(L —"~ D(i) ier (1.24)

es un cono sobre D. Comencemos con el caso en que L es no vacio,

tomemos ( A N D(i) )ier un cono sobre D. Si definimos:

f A= L
a = (fi(a))ier

Estd bien definida porque f;(a) € D(i) y dada h € I(i, j) sucede que
Dh(fi(a)) = f;(a) porque (A, f;)ic1 €s un cono, por lo que (fi(a));c1 € L.
Luego

(pi o f)(a) = pi((fi(a))ie1)
= fi(a)

para toda a € A. Por lo tanto p; o f = f.. La unicidad de f es por
las propiedades del conjunto L y la definicidon de las proyecciones,
pues implican que, si existe K, tal que p; o K = f; entonces K (a) =

(fi(a))ie1 = f(a) puesto que lo son para cada elemento de la familia.
En el caso en el que L = () esto implica que el tinico cono sobre D es

0 (1.25)

D(i) ——5,— D)

Entonces, se cumple que, para todo cono existe una flecha tinica con la
propiedad universal, pues solo existe este cono, la flecha es f € Set((), ()
(la tnica en ese conjunto) y la propiedad se cumple por vacuidad.
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Proposicion 1.1.2. Sea ¢ una categoria que tiene pullbacks. Considere
los diagramas conmutativos:

x 1.y ! 4 (1.26)
h h/ h,”

en ¢: si ambos son pullbacks, entonces el cuadrado exterior

x L (1.27)
h X

geog

es pullback.

Demostracion. Supongamos que el cuadrado de la derecha y de la
izquierda en la proposicién (1.26) son pullbacks, asi que en particular,
conmutan. Entonces, el cuadrado (1.27) conmuta. Considere otro
cuadrado conmutativo

Ly (1.28)

h//

S

B
-

AN

—_—
/

gog

en . Que también se puede pensar con la forma

X' -tz (1.29)

goql i .

Bf)

9

pues, como (1.28) conmuta, entonces i’ op = (¢’ 0 g) oq = ¢’ o (g o q).

Ahora, como el cuadrado de la derecha de (1.26) es un pullback, existe

1.1 Limites
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un unico morfismo fl € ¢(X',Y) tal que f' o fl =pyho fl =gogq.
De donde, el siguiente cuadrado

X' —>f1

| l

A )

(1.30)

conmuta. Entonces, como el cuadrado de la izquierda en (1.26) es
pullback , existe una tinica f, € (X', X) tal que el diagrama

(1.31)

X—Y
h B

conmuta, es decir, fo fo = f1 y ho fo = g, de modo que,

flo(fofe)=fofi

Por lo tanto, el diagrama

(1.32)

A——C

!

geg

conmuta. Resta demostar que fg es la Unica flecha que hace conmutar
(1.32): supongamos que existe otra j € ¢ (X', X) tal que (f'of)oj =py
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h o j = q. Entonces, como el cuadrado de la izquierda en la proposicién
(1.26) conmuta, tenemos h' o f = g o h, de donde

(Wof)ofy=(goh)oj
=g o (hoyj)
=goq

entonces h' o (foj) = (h'of)oj = gogq,y porla unicidad de 1 tenemos
que f o j = f1. Pero, por el diagrama (1.31), tenemos que f o fo = fi,
y por la unicidad de f, concluimos que f, = f3. O

La siguiente proposicion tiene distintas versiones. Sin embargo, la
manera en que lo presentaremos, resulta util en el siguiente capitulo.

Proposicion 1.1.3. Sea ¢ una categoria que tiene pullbacks. Considere
el siguiente pullback

x o x (1.33)

e

en €. Si m es monomorfismo, entonces m’ es monomorfismo.

Demostracion. Considere hy, hy € €(A, X') tales que m’ o hy = m’ o ha.

Entonces, g o (m/ o hy) = g o (m’ o hy), pero como el cuadrado (1.33)
conmuta, tenemos que gom’ = mo f, entonces mo fohy =mo f o hy
y como m es monomorfismo, entonces f o hy = f o ho; si consideramos
el siguiente diagrama conmutativo

Al x (1.34)

/
m'ohy m

1.1 Limites
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como (1.33) es pullback, entonces existe una tnica h € ¢ (A, X’) tal
que

fohi

% x (1.35)

b

conmuta, es decir, f oh = fohy ym' oh =m'o hy. Entonces h; = hs.
U]

Proposicion 1.1.4. Sea € una categoria. Si ¢ tiene objeto terminal y
pullbacks, entonces ¢ tiene productos finitos e igualadores.

Demostracion. Sea ¥ una categoria con objeto terminal y pullbacks.
Note que si
A-2-B (1.36)

|

C

son objetos y morfismos en %, entonces el siguiente cuadrado

A-2.B (1.37)

f J{lB
1

C——
le

conmuta, pues 1 es el objeto terminal de ¥. Ahora, demostraremos
que ¥ tiene productos finitos, para esto, veremos primero que tiene
productos binarios. Sean P,B,C' € ¢, 1 el objeto terminal de ¥,
p1 € C(P,B)yps € ¢(P,C). Considere el siguiente pullback

. B (1.38)

P
e
C 1

(el cual existe pues, (1.38) conmuta porque 1 es terminal, y la categoria

—_
1c

tiene pullbacks) donde 1+ y 15 son las tnicas flechas desde B y C hacia
1 respectivamente. Entonces, P junto con los morfismos p; y ps, es un
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producto en %, pues como (1.38) es un pullback, dado otro diagrama
conmutativo
. B (1.39)

X
fli llB
C 1

existe una tnica flecha f € #(X, P) tal que el diagrama

-
1c

X

v

f ! f2

P
N
X Y

conmuta. Asi hemos demostrado que ¢ tiene productos binarios. Por
supuesto, con un argumento inductivo, podemos probar que si ¢ tiene
productos binarios, entonces tiene productos para un numero finito n
de objetos de %

Ahora, demostraremos que % tiene igualadores. Sean X,Y € ¥y
f,g € €(X,Y). Considere los morfismos

<fg> XY XY

<idy,idy >:Y - Y xY.

Entonces, si
X (1.40)

FE
h’i i<f,g>
Y

——=Y XY
<idy ,idy >

es un pullback, en particular conmuta, entonces tenemos

< foh,goh>=< f,g>oh
= <idy,idy > oh/
=<h, K>

1.1 Limites
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Asi, ) = goh = foh, es decir

L f
EFE— X S Y (1.41)
g

es un tenedor. Por otro lado, si consideremos un tenedor

i f
E— X - Y (1.42)
g

entonces el siguiente digrama

A—F o x (1.43)
K <f.g>
C<z‘dy,z‘d¥>>< Y
es conmutativo; y como (1.40) es un pullback, entonces el siguiente
tridngulo

donde f es el morfismo de la propiedad universal del pullback, conmuta.
Por lo tanto, (1.41) es un igualador. O

Proposicion 1.1.5. Sea ¢ una categoria. Si ¢ tiene productos finitos e
igualadores, entonces tiene los limites finitos.

Demostracion. Sean ¢ una categoria con todos los productos finitos, I
una categoria pequefia y finita en objetos, D : I — ¢ un diagrama y la
familia { D(i) };c1 de elementos en . Ahora, como ¢ tiene productos
finitos, para cada morfismo u € I(4, j), construimos los siguiente flechas

[Ticr D(3) uerig) D) (1.44)

donde ¢ define mediante el siguiente diagrama conmutativo
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[ier D(i) —"— D(i)

| bl

Mueri,j) D) —— D(j)

bj

de la siguiente manera, p; o = Duop; ; y 7 se define mediante el
diagrama conmutativo

[Lier D(i)

Mueri,j) D7) —— D(j)

Dj

de la siguiente manera, p’; o 7 = p;. Note que la conmutatividad de am-
bos diagramas es por la propiedad universal del producto [T,ey(; ;) D(j)-
Ahora, el igualador de (1.44) lo denotaremos por F segun el diagrama

h

E [Ticr D(i) Muerig) D) (1.45)

que existe en ¢ porque tiene igualadores. Por otro lado, la familia
{ap = proh : E — D(k)}rer es una tranformacién natural entre el
funtor constante AE : I — ¢ y el funtor D : I — ¢; pues, el siguiente

digrama
E E (1.46)
o w
D(i) 5.~ D()

conmuta, porque (1.45) es un tenedor. Note que esto significa, entre

otras cosas, que p; o7 oh = p;odoh,asi Duop;oh = p;oh para toda
€ 1(i, j). Es decir,

( E—"= D(i) Jier (1.47)

es un cono sobre D. Veamos que (1.47) es un limite sobre D. Considere
el siguiente cono sobre D

(A N D(i) )ier (1.48)

1.1 Limites
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. s . g
Entonces, existe un unico morfismo A

[l,e1 D(i) de tal man-

era que [; = p; o g para cada ¢ € I. También, como es un cono tenemos

para cada D(i) —2“

D(])a , CON u € I(Z,j), que foﬁz = ﬁj. Por otro
lado, tenemos que

Duopjog=p;og luego p}oéog:p;.c”—og_

Por lo tanto, § o g = 7 o g. Entonces

A d [Ticr D(i) uerig) D(F) (1.49)

es un tenedor sobre D, y como (1.44) es igualador, entonces ex-
iste un tnico morfismo f : A — E tal que ho f = g. Entonces,
Bi=piog=pioho f . Lo que demuestra que (1.47) es limite sobre D.
O

En la demostracién anterior, vimos que la tranformacion natural
a : AE — D nos determinaba un cono (1.46), sobre D. En general,
consideremos ¥ una categoria e I una categoria pequefla. Sean C' € ¥,
el funtor constante AC' : I — ¥, un diagrama D : I — ¥. Ahora,
si o : AC' — D es una tranformacion natural, entonces el cuadrado
siguiente

c—.c (1.50)

D(i) —=D(j)

conmuta, esto equivale a que el el siguiente tridngulo

C (1.51)

(%]

conmute; esto es, que ( C

D(i) );e1 sea un cono sobre D. Por
Ji

otro lado, cada "brazo" de un cono ( A D(i) );er con vértice

A € ¢ sobre D, lo podemos ensamblar como componentes de una
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tranformacién natural o« : AA — D. De manera dual, tenemos
que una transformacién natural o : D — AC determina un cocono

( D()

C' )ier, y Viceversa.

Corolario 1. Sea ¢ una categoria. Si € tiene objeto terminal y pullbacks,
entonces tiene limites finitos.

1.2 Colimites

Definicion 1.2.1. Sean ¥ una categoria e I una categoria pequeiia.

Considere un diagrama D : I — % en %, un cocono sobre D, es un
objeto A € ¥ (vértice del cocono) junto con una familia

( D(i) I~ A )i (1.52)

de morfismos en ¢, tales que para cualquier u € I(i, j) el diagrama

D(i) —2

= D(j)
N,

conmuta. Un colimite de D, es un cocono ( D(i) —— L )1, tal

(1.53)

que para cualquier otro cocono (1.52), existe un tinico morfismo f €
% (L, A) tal que fogq = f;paratodai € I.

Denotdremos como ColimD al vértice del colimite del diagrama
D. Andlogo al caso de los limites, la propiedad universal del cocono
colimite, nos dice para cada objeto A € ¥, existe una correspondencia

biyectiva entre morfismos L — A y los coconos sobre D con vértice A.

Denotdremos por Coconp(A) a la categoria de los coconos sobre D con
vértice A. Es claro que también podemos darle estructura de categoria
a los coconos sobre D, Coconp de manera similar a como lo hicimos
con Conp, y si D tiene colimite, este es el objeto inicial en esa categoria.

Definicion 1.2.2. Sean % una categoriay X,Y € ¢. Un coproducto (o
suma) de X y Y, es un objeto S € ¥, junto con morfismos ¢; : X — S

1.2 Colimites
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y ¢2 : Y — S (llamados inclusiones) en ¢, tales que, para cualquier
otro objeto A € ¥ y morfismos f; : X — Sy fo: Y — S en ¥, existe
un tnico morfismo f € (S, A) tal que el diagrama

X Y
A2
S

f f2

he

conmuta.

Estrictamente hablando, un coproducto es un objeto .S equipado con
dos inclusiones ¢; y ¢2, pero se suele referir como producto solo al
objeto y escribirse como X + Y (el coproducto de X y Y) en vez de
S. La definicién anterior, nos habla del coproducto de dos objetos.
Sin embargo, podemos generalizar la definicién de coproducto, al
coproducto de una familia de objetos de una categoria.

Definicidn 1.2.3. Sean ¥ una categoriay (X;);c; una familia de objetos
en ¢ indizada por una categoria pequena /. Un coproducto de (X;);c;
consiste de un objeto S € ¢ y una familia de inclusiones

(X; =S )ier

en ¢, con la propiedad de que para cualquier objeto A € ¥y cualquier
familia de morfismos
fi
( Xi—— )ie]

en ¢, existe un Gnico morfismo f : § — A tal que fog =fi para todo
i € I. A este coproducto lo escribiremos como > ;c; X;.

Ejemplo 1.2.1. El coproducto en Set de una familia de conjuntos
(A;)ier, con I un conjunto, es el conjunto:

> (D) = U{i} x D(2)) = {(i,a)li €Ty a € Aj} (1.54)

1€l i€l
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conocido como la unién ajena. La notacidn ) es por pensar este
coproduco como una suma en Set. Las inclusiones de esta suma se
definen:

gi: D(i) = >_D(i)

i€l
r — (i,x)

Veamos que se cumple la propiedad universal:
fi

Consideremos un cono ( C D(i) );er sobre D, si definimos:

f:3D@E)— A

i€l

(i, 2) = fi(x)

sucede que

v

foa(x) = f((i,z))
= fi(z)

para todo x € D(¢). La unicidad es clara.

Definicion 1.2.4. Sea % una categoria.

a) Un diapason en ¢ consiste de objetos y morfismos

x—v_-1.p (1.55)
t

talesque fos= fot

b) Considere el diagrama

X _—Y (1.56)
t

en ¢. Un coigualador del diagrama anterior es un objeto C' € ¢
junto con morfismo ¢ € ¥ (Y, C) tal que

X —VvV _°.(C (1.57)
t

1.2 Colimites
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es un diapason , y con con la propiedad de que para cualquier
diagrama (1.55) existe un tinico morfismo f € ¢(C, D) tal que el
tridngulo

conmuta.

Definicion 1.2.5. Sean ¢ una categoria, y los objetos y morfismos

f2

.Y

X
fll (1.58)
Z

en ¥. Un pushout en ¢, del diagrama anterior, es un objeto P € ¥
junto con morfismos p; : Y — Py ps: Z — P en & tales que

X Y
fll p1 (159)
Z

P

B

|

p2

conmuta, y con la propiedad de que para cualquier otro diagrama
conmutativo
x .y
fll p (1.60)

en ¢, existe una tnica f : P — A en ¢ tal que el diagrama

fo %
;
— P

D2

X
|
Z

(1.61)
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conmuta.

Ejemplo 1.2.2. Podemos calcular el colimite en Set de cualquier dia-
grama mediante la férmula:

Colim(D) = S (D(i))/R (1.62)

iel
donde 3,1 D(i) se define en el Ejemplo 1.2.1y
R C > (D(i)) x >_(D(i))
i€l iel

es la menor relacién de equivalencia en 3_;c; D(¢) tal que:
((4, %), (j, Dh(x))) € R (1.63)

para toda h € I(i, j) para cualesquier i, j € L.
Es decir, si

r C S (D)) x Y (D(i))

iel iel
es una relacion de equivalencia y ((i, ), (j, Dh(x))) € r para toda
h € I(i, 7), para cualesquier 7, j € I entonces R C r.

Esto claramente es un cocono con las inclusones

( D(i) —— Sia(D(i)/R )ier (1.64)

siendo ¢;(x) = [(4,z)], donde [(¢,z)] denota la clase de equivalencia
que contiene a (¢,x) € Y;e1(D(i)), por lo que, sii,j € I'y h € 1(i,7)
sucede que ¢;(z) = [(¢,z)] = [(4, Dh(z))] = ¢;(Dh(x)). Veamos que éste
es efectivamente el colimite de D. Sea

( D) —Lv A )i (1.65)

otro cocono sobre D, definimos

2 (D(0)/R— A

i€l

(¢, )] = fi(x)

1.2 Colimites
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para ver que efectivamente eso define una funcién necesitamos asegu-
rarnos de que, cuando ((i,z), (j,y)) € R, sucede que f;(z) = f;(y). Para
ver esto notemos que, en el caso en que ((i,x), (j,y)) € R, de la defini-
cién de R, esta relcion puede darse directamente de la condicién (1.63)
que pedimos que R sea minima cumpliendo, es decir, que exista una
flecha h € I tal que y = Dh(z). Lo que probaria facilmente que tiene
que fi(x) = f;(y) porque las f; conforman un cono. Pero podria pasar
que esa relacion se de indirectamente, es decir, que no exista una flecha
que las “una”, en ese caso, esos elementos deben estar relacionados
para cumplir con reflexividad (como Dh(y) = z), o darse por transitivi-
dad y reflexividad, por ejemplo, (i, z)R(j, Dh(x) = DR/ (2))R(k, z) con
i.j,kel,x € D(i), z€ D(j)yh €1(i,j) y b’ € I(k, 7). En este caso
(1,2)R(k, z) pero no existe ninguna flecha h € I(i, k) tal que Dh(z) = z,
o bien, h' € I(k,i) tal que Dh/(z) = x. Aun asi, se cumple lo que
deseamos porque

fi(z) = f;(Dh(z))

= [i(Dl(2))
Hecho eso, claramente, f o ¢; = f; y si existe otra f* con esa propiedad
sucede que fo¢q = f; = f* o ¢; para todo i € I, por lo que f([(i,z)]) =

f*([(¢,z)]) para toda [(i,z)] € >;e1(D(7))/R. Por lo tanto, hemos deter-
minado el colimite del diagrama D.

1.3 Definiciones y resultados utiles
sobre limites y colimites

En este apartado enunciaremos algunas definiciones y resultados
utiles para el resto del trabajo, que involucran los conceptos estudiados
en el apartado anterior.

Proposicién 1.3.1. Sea D : I — ¢ un diagrama con colimite ( D(i) —— L )icr.
Si existen f,f" € ¢(L,K), con K cualquier objeto de ¢, tales que
foqi= [ ogq; paratodo i € I, entonces, f = [’
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Demostracion. Llamemos k; = fog; y notemos que esto define un cocono

( D(1) MK )ie1, pues, si h € I(4, j) sucede que el diagrama

D(i) —" (1.66)

" D(j)
N

conmuta porque

kjo Dh = fo(q; o Dh)

= fog
= k;.

Luego, la propiedad universal del colimite implica que existe una flecha
few (K, L) tnica con la propiedad de que fogq = k; pero, por la
definicién de k;, tanto f como f’ cumplen esa propiedad, por lo tanto

f=1r. O

La propiedad dual, para los conos limites, se cumple también:

Proposicién 1.3.2. Sea D : I — % un diagrama con limite ( L —— D(i) )ie1
. Siexisten f,f' € ¢(K,L), con K cualquier objeto de ¢, tales que
gio f =q; o f paratodo i € I, entonces, [ = f'.

La demostracién es muy similar a la demostracion de la proposicién
anterior, como debe de esperarse de una version dual.

Es natural preguntarse que si tenemos ¥ y ¢ dos categorias y un
funtor ¥ : ¥ — 2, entonces si existe el limite del diagrama D : I — €,
{exsitird el limite para el diagrama Fo D : I — 2?. La siguiente
definicién formaliza esa inquietud

Definicion 1.3.1. Sean ¢, 2, </ e I categorias, con <7 e I pequefias,
y F: ¢ — 2 un funtor.

a) J preserva limites de tipo I si para cualquier diagrama D : I — €'y

cualquier cono ( A S D(i) )iersobre D, si( A D(3) )ier
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Tfi

es un limite sobre D en %, entonces ( F(A)
limite sobre ¥ o D en 2.

FD(i) )ie1 €s un

b) F preserva colimites de tipo I si para cualquier diagrama D : I —
f' o A Viasobre D,si( D(i) —L e A Via
T

%y cualquier cocono ( D(7)

es un colimite sobre D en ¥, entonces ( FD(7) FA e €s

un colimite sobre ¥ o D en 2.
¢) Sea C € «, el funtor
yo : €°P — Set

se define en cada objeto " € ¥ por: yo(C') = €(C’",C) y a cada
flecha g : " — C" € ¢ asigna la funcién:

yo(g) = —o0g:€(C",C) — € (C’',C)
h+ hog

d) Sea C € «7, el funtor
y“ € — Set

se define en cada objeto ¢’ € ¥ por: y“(C") = €(C,C’) y a cada
flecha g : " — C" € ¢ asigna la funcién:

y(9) =go—:%(C,C") = %(C,C")
h— goh

e) Un funtor F : ¥°? — Set es representable si es isomorfo al funtor
yc para algun C € ¢. Del mismo modo, un funtor ¥ : ¥ — Set es
representable si es isomorfo al funtor y© para algun C € ¥

Una notacién alternativa para los funtores yo y 4 es ¢(—,C) y
% (C,—), para algun C € ¢, respectivamente.

Teorema 1.3.1. (Representables preservan limites). Sea ¢ una cate-
goria localmente pequefiay A € ¢. Entonces el funtor ¢ (A, —) : € — Set
preserva limites.
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Demostracidn. La demostracion consiste en verificar que (A4, —) : € —
Set envia conos sobre algun diagrama D : I — % a conos en Set sobre
%(A,—)o D : I — Set. Aun mds, que envia limites en ¢ a limites en
Set.

Tomemos un cono en %, es decir, un objeto B € ¥ y un familia

fi .
(B—=D(1) )iax
de flechas en ¥ tal que para toda flecha v :i——j en1, el diagrama

B (1.67)

conmuta.
El funtor ¢ (A, —), envia al vértice By a D(i),a ¢(A,B) y €(A, D(7))
para cada i € I, respectivamente; y a cada f; : B — D(i) lo manda a la
funcion
fio—:€¢(A,B) = €(A,D(i))
g fiog

similarmente a Du : D(i) — D(j) lo manda a la funcién

Duo—:%¢(A,D(i)) — €(A,D(j))
h+— Duoh

Por otro lado, como (1.67) conmuta tenemos que f; = Duo f;. Si

aplicamos el funtor 4 (A, —) a f; tenemos que fjo— = (Duo—)o(fjo—).

Es decir, si el tridangulo (1.67) conmuta, entonces el diagrama

%(A, B) (1.68)

¢ (A, D(i)) (A, D(5))

Duo—

conmuta. Lo cual demuestra que si tenemos un cono sobre D en %,
entonces tendremos un cono sobre ¢ (A, —) o D. Ahora veremos que lo

1.3 Definiciones y resultados utiles sobre limites y colimites
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mismo pasa para los limites.
Supongamos que

(L—D() e

es un limite sobre D : I — ¥. Entonces,

L (1.69)

“(A, L) (1.70)

%(A, D(i))

es un diagrama conmutativo en Set. Ahora, consideremos el siguiente
diagrama conmutativo en Set,

/C\ (1.71)
C(A, D(i) — oz ¢(4,D(j))

entonces, para cada ¢ € C, tenemos las flechas g;(c) € €(A,D(i)) y
gj(c) € €(A,D(j)). Y como (1.71) conmuta, tenemos g; = (Duo—)og;,
entonces para cada ¢ € C, gj(c¢) = ((Duo —) o g;)(c) = Duo g;i(c). Esto
quiere decir que el diagrama

A
V wc)
55— D(j)

D(i)

(1.72)

conmuta en ¢, para cada c € C.
Entonces tenemos una flecha h(c) : A — L, para cada ¢ € C. Ahora,
como el diagrama

Capitulo 1 Limites y colimites



conmuta, tenemos que g;(c) = f; o h(c) y g;j(c) = f; o h(c), y como esto

sucede para cada ¢, podemos definir una flecha h € Set(C, % (A, L)).

Entonces g; = (fio —) o h'y g; = (fj o —) o h. Por lo tanto, el diagrama

¢(A, D(i))

\fjo‘—

DT (A, D(j))

conmuta en Set. Finalmente como A(c) es Unica para toda ¢, entonces
h es Unica, y por tanto

(€(A, L) =% (A, D)) )ier

es un limite sobre (A, —) o D en Set. O]

Para dualizar el teorema anterior, reemplazamos ¢ por ¢°7. Entonces
el funtor ¢(—, A) : ¥°? — Set preserva limites, o bien, transforma
colimites en la categoria opuesta a su categoria dominio, por limites en
Set.

Los funtores adjuntos son comunes en el panorama matematico, y nos
brindan una herramienta poderosa y sencilla para trabajar, en particular,
dentro de un universo categdrico, pues nos ayudan a investigar, al
menos parcialmente, el inverso de un morfismo dado. Por ejemplo, en
particular, si tenemos un funtor F de una categoria en otra, Kan observé

1.3 Definiciones y resultados utiles sobre limites y colimites
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que hay a veces otro funtor determinado en la direccién contraria
que aunque en realidad no invierte F, es la mejor aproximacion a un
inverso en el sentido derecho o en el sentido izquierdo. Aunque el
funtor JF resulte obvio y sencillo, su funtor adjunto resulta cargado de
informacién util para el desarrollo de la matematica. A continuacion
daremos una definicién de funtores adjuntos, e inmediantamente un
resultado que los relaciona con los limites y colimites existentes en sus
categorias dominio. Esto dltimo nos sera de utilidad en el siguiente
capitulo.

Definicion 1.3.2. Sean las categorias y funtores

F:€€—9 (1.73)
5:92 =% (1.74)

Diremos que F es adjunto izquierdo de G, y que G es el adjunto
derecho de 7, si y sélo si, la asignacion

(Oep: 2(F(C),D) — %(C,§(D)) (1.75)
f=f (1.76)

es una biyeccién naturalen D € 2y C € .

Diremos que ¥y G ( con su respectiva la biyeccién (1.75) ) forman
una adjuncion. La inversa de (1.75), es la siguiente asignacion:

(-)*QD :6(C,9(D)) = 2(F(C), D) (1.77)
g—=g (1.78)

El uso de la misma notaciéon ( en este caso un asterisco) para la
asignacion (1.75) y su inversa, es estdndar. Es facil notar que si
fe #(3F(A),C)yg e (A 5(B)), entonces (f*)" = fy(9°) =g
Ademsds, de la naturalidad en B € %, si k € #(B, B’), entonces el
cuadrado

(as

B(F(A), B) 22 o/(A, G(B)) (1.79)

ko—l J{S(k)o—

#(F(A), B) =/ (4, 5(B))
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conmuta, es decir, dada f € Z(F(A), B), (ko f)* = §(K) o f*. Similar-
mente para (1.77) ,sil € «/(A’, A), entonces (gol)* = g* o §(I) para
cada g € (A, S9(B)).

Proposicion 1.3.3. Sean F : &/ — By G :  — « dos funtores. Si Fy
G forman una adjuncidn, entonces J preserva colimites que existan en <
y G preserva limites que existan en 4.

Demostracion. Primero demostraremos que G : 4 — .« preserva limites.
Supongamos que F : & — #y G : % — o forman una adjuncién, esto
es, entre otras cosas, que G es adjunto izquierdo de Gy que

(Dap: B(F(A),C)— (A S(B)) (1.80)
fe=fr (1.81)

es una biyeccién natural en C' € Zy A € «/; supongamos también que
el diagrama D : I — % tiene limite

(L—"-D(i) )jer (1.82)
Es facil notar que
(5(2) 2 S(D (i) ))iar (1.83)

es un cono sobre Go D : I — &/ en /. Veamos que es limite. Considere

otro cono
(A—L5(D(i) ))ier (1.84)

sobre G o D, entonces para cada u € I(7, j), el siguiente diagrama

A (1.85)

.

S(D(1) 5= H(DG))

conmutativo, es decir, §(Du) o f; = f;. Por lo que,

fi =(G(Du) o f;)* (1.86)
=((Duo f)")" (1.87)
=Duo (f;)" (1.88)

1.3 Definiciones y resultados utiles sobre limites y colimites
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es decir, el siguiente diagrama

F(A) (1.89)

conmuta para cada u € I(i,7). Por lo tanto, ( F(A) f—>D(z) )ic1 €S
un cono sobre D. Y, como (1.82) es limite, entonces existe una tnica
fea(F(A), L), tal que f* = p; o f paratoda i € i.

Ahora, de la naturalidad en C' € % tenemos, para cada p; € %(L, D(7)),
que el siguiente diagrama

B(F(A), L) —"2 o7(A, (L)) (1.90)

A(F(A), L), tenemos G(p;) o f* =
f para cada i € I, tenemos que

conmuta. En particular, para f €
pi

(pi o f)*. Ademds, como fF =
fi = G(p;) o f*. Esto es, existe f,
diagrama

(@]
fre (A, S(L)) tal que el siguiente

conmuta. La unicidad de f; se sigue de la unicidad de f.
La demostracién de que F ( adjunto izquierdo de G) preserva colimites,
es dual. O

Definicion 1.3.3. Una categoria ¢ tiene todos los limites (colimites) si
cada diagrama D : I — % tiene limite (colimite) en . Una categoria
es completa (cocompleta) si tiene todos los limites (colimites).
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Proposicion 1.3.4. La categoria Set es completa y cocompleta.

Demostracion. Sea D : I — Set, por el Ejemplo 1.2.2, D tiene colimite y
por el Ejemplo (1.1.6) tiene limite. O
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Set’" es un topos

En esta seccidn estudiaremos la estructura de la categoria de pregavil-
las.

Definicion 2.0.1. a) Sean .« y % dos categorias, la categoria #* tiene
por objetos a los funtores ¥ : &/ — %y como flechas a las transfor-
maciones naturales entre ellos.

b) Si # = Set y &/ = ¥°P (una categoria localmente pequefa), a la
categoria Set®” se le conoce como categoria de pregavillas sobre
%y sus objetos, los funtores X : ¥°? — Set, se llaman pregavillas
sobre .

A lo largo de las siguientes paginas, la categoria de pregavillas sera
el entorno en el que nos moveremos, por eso vale la pena hablar
de algunas pregavillas peculiarmente importantes y de la notaciéon
que usaremos. Primero, como las pregavillas tienen por dominio una
categoria opuesta €°" las flechas sobre las que se evaluan no existen en
%, aun asi, en la mayoria de los casos, usaremos las flechas f € ¢ como
referencia, podriamos decir que tomaremos las flechas “sin voltear”
al momento de desarrollar el discurso, pero, al momento de evaluar,
denotaremos con una barra f a la flecha sobre la que se evalda el funtor,
para que quede claro que estd en la categoria opuesta, por lo que si
estd “volteada”. Algunos ejemplos peculiares de pregavillas son:

* Las pregavillas constantes.
AA con A algtn conjunto, que definimos

AA:€P — Set
C— A

y para cada flecha f € ¢(C,(C") definimos AA(f) = Ida, por
lo que es claramente un funtor y especificamente una pregavilla
sobre ¢ .

 Las pregavillas representables.
Definidas en el capitulo anterior como funtores representables,
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Definicién 1.3.1, son también pregavillas pues su dominio es 7
y su codominio es Set

Ahora, veamos que la categoria de pregavillas es ideal para trabajar con
diagramas, limites y colimites, al menos tanto como Set, en el siguiente
sentido.

Proposicién 2.0.1. La categoria Set®” es cocompleta y completa.

Demostracion. Sea I una categoria pequefia y & : I — Set®” un
diagrama en Set®" . Lo que queremos es demostrar que este diagrama
tiene colimite y el argumento principal de la demostracién serd que
cada vez que “evaluamos” (en cierto sentido) el funtor Fenun C € ¢
este determina un diagrama en Set que tiene colimite, porque Set
es cocompleta, y si lo hacemos para cada C' € ¢ eso nos permitird
construir el colimite del funtor F. Para esto aclaremos primero como &
define para cada C' € ¢, un diagrama J¢ :

Fo : 1 — Set
i— F()(C)

y a un morfismo h € I(7, j) le asigna
Fe(h) = (Fh)c

donde (Fh)c € Set(F(i)(C),F(5)(C)). Ahora, como Set es cocompleta,
cada diagrama F sobre Set tiene colimite en Set. Llamemos

(Foli) “> Xe ier
al colimite de ¥ y como podemos hacer esto para cada C € ¥, con-

struimos una asignacion

X :¢? — Set
Cl—>Xc

Capitulo 2 Set”” es un topos



y para que X sea funtor aun le falta definirse en flechas, para esto
veamos que hay una manera de determinar de manera tnica, para cada
f € €(C,C") una flecha X (f) € Set(X¢/, X¢), para esto notemos que

la familia

(T i) 2L

es un cocono con veértice en X, pues, para cada h € I(i, j), el diagrama

X¢ )iar (2.1)

Forli) — g, (2.2)
(ai,c) O?\\ 409
conmuta, ya que, por la naturalidad de Fh, sucede que
((g5¢) © F(G)(f)) o (Fh)er = (gj¢) © (Fh)e © F(i)(f)
y como
(Foli) > X¢ )iar
es un cocono, entonces
gi,c = (gj.c) © Fe(h) = (gjc) o (Fh)c (2.3)

(la ultima igualdad es por como definimos F¢ en flechas). Por lo tanto,

(g5.c) © F(G)(S)) o (Fh)er = (gic) o (F()(S))

Es decir, el diagrama (2.2) conmuta.
Ahora, dado el colimite,

/
4q; ¢

(Fer(i) —= X ier
para el cocono (2.1) existe una tnica flecha
f  Xo — Xeo

con la propiedad
fodic =aic0F(E)(f) 2.4)

43



44

para todo i € I. Esto nos permite, primero, definir a X en flechas como

v

X (f) = f, y es facil ver que esta definicién cumple la asociatividad y
preserva la identidad, entonces, X € Set®”": también es facil demostrar
que

/
9.

F(@)(C") 2 X () (2.5)
?(i)(f)l lX()
F(i)(C) 5~ X(CO)

conmuta. Entonces, para cada i € 1
N i
Fli) — X

es una transformacién natural . También para h € I(i, j), la transforma-
cién natural F(h) : F(i) — F(j) cumple que

(gj)c 0 F(h)e = (@)c
como se ve en (2.3), para cada C' € ¥. Lo que equivale a
(g5) 0 F(h) = 4.

Por lo tanto,
(F() "X iex

@op .
es un cocono en Set” , con vertice en .X. Ahora supongamos un cocono
Fi) L
( (2) S )iel

y recordado que F¢ (i) = F(C)(i), esto determina, para cada C' € ¢, un
cocono

(F)(C) 2% G(C) Yyer

entonces, existe un morfismo ho € Set(X¢, §(C)) tal que

hc o (gic) = (fi)e- (2.6)
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Lo que queremos ahora, es demostrar que esto define una transforma-
cién natural h € Setcgop(X ,G) por lo que deseamos que el diagrama

x(cry e g 2.7)
X(f)l S(f)

donde X (C') = X para cada C' € ¢, conmute para cada f € €(C,C")
pero, partiendo de la naturalidad de f; en la misma f sucede que

F(i) (o g (2.8)
w)ml J/S(f)

F(3)(C) - 9(C)

es decir, §(f) o (fi)er = (fi)o o F(i)(f) y por (2.6) tenemos que

§(f) o (hero (gicr)) = (he o (qic)) o F(@)(f)

y por la naturalidad de ¢;, segin el diagrama (2.5) sucede que

S(f)ohero(g)cr =heoX(f)o(g)cr (2.9)

!
4q4; o

para cadai € I, entonces, por la Proposicién 1.3.1 y porque ( For (1) — X¢v )ier
es un colimite, tenemos que

S(f)ohc =heoX(f) (2.10)

es decir, el diagrama (2.7) conmuta como deseabamos, por lo tanto A si
es transformacion natural y es Unica con la propiedad de que hog; = f;,
para cada i € I, porque h¢ lo es para cada C' € €. Por lo tanto X es el
colimite de J.

La demostracién de que Set” " es completa, es dual a la anterior.  [J

El procedimiento de la demostracién anterior, podemos expresarlo
en la siguiente frase: los colimites (limites) en la categoria de pregavillas
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se calculan punto por punto. Por “punto” nos referiamos a los objetos de
la categoria €. Por ejemplo, si tomamos dos pregavillas X,Y € Set?"
su coproducto, puede ser calculado primero tomando el coproducto
X(C)+Y(C) € Set para cada “punto” en ¢, entonces ensamblamos
todos los coproductos para construir una pregavilla X +Y € Set? .
Precisamente es lo que se hizo en la demostracion: tomamos un funtor
F:1— Set®” y para calcular su colimite en la categoria de pregavillas,
primero calculamos el colimite del funtor ¥~ : I — Set en Set para
cada C' € ¥, y a partir de estos colimites se contruyo el colimite para
F :1 — Set””. Esperamos que esta explicacién baste para que se
comprenda el sentido en que usamos de la frase “punto por punto" .

Algunas consecuencias inmediatas son:

I) Siuna flechap: X — Y en Set’” es monomorfismo entonces
para cada C € ¢, uc es monomorfismo en Set:
Un morfismo f: A — Y es monomorfismo si y solo si el diagrama

f (2.11)

es un pullback. Esto no es mds que una equivalencia entre la
definicion de monomorfismo y la propiedad universal de este
cuadrado particular, pues dado otro cuadrado que conmute

K 2. X
lh lf (2.12)
x L.y

es decir, fog = fohy por la propiedad universal del pullback debe
existir una flecha f tal que f = Idx o f = g esto es equivalente a
que f =g.

Asi, si u es monomorfismo, el diagrama

X 1. x
1 m (2.13)
X .y
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es un pullback en Set?”, el cual existe pues la categoria es com-
pleta. Que (2.13) es pullback, como los limites se calculan punto
por punto en esta categoria, equivale a que

X(C) ——~ X(0)
l1 luc (2.14)
X)) 4 y(©)

sea un pullback en Set. Es decir cada i es monomorfismo en Set.

II) El objeto inicial de Set®” es la pregavilla constante con valor 0:
Pues ser objeto inicial (terminal) se puede ver como el colimite
(limite) del dnico funtor que se define desde la categoria sin
objetos. Para este tipo de diagrama un cono es simplemente un
objeto, como los limites (colimites) en la categoria de pregavillas
se calculan punto por punto y Set tiene objeto inicial () y por
terminal el singular {x}, el inicial y terminal de Set?" son la
pregavilla A() € Set”” y el funtor que todo lo manda a un conjunto
con un solo elemento, A{x} € Set””, respectivamente.

Las categorias de pregavillas, mas alld de su definicidn, tienen gran
cantidad de presentaciones, dependiendo de su categoria subyacente,
para ver esto, tres ejemplos de este tipo de categorias indicando las
peculiaridades de cada uno:

Ejemplo 2.0.1. Sea .# una categoria localmente pequefia, de un solo
objeto, digamos *.Por ser .# categoria, asegura la existencia de 1 =
Id, € #(*,%); ademads, si f y g son morfismos en .# entonces fg
estd en .. Y también, si f, g y h son morfismos en .#, entonces
f(gh) = (fg)h. Por lo tanto, el conjunto .# (%, ), forma un monoide
M. Luego, un funtor & : .#°? — Set asocia al unico objeto un conjunto
X y a cada elemento m € M (que corresponde a una flecha en .#) con
una funcion F(m) : X — X. Lo que nos permite definir otra funcién:

X xM—= X

(x,m) — z-m=F(m)(z)

Que cumple:
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* Dado 1, el neutro de M, z-1 = F(Id,)(z) = = pues 1 es la identidad
en el Unico objeto de .# y F es un funtor.

e También

- (mimg) = F(mimz)(z)
=F(mgz omy)(x)

=y (F (M) (z))

= (z-mq)-me

para todo my, me € M y para todo z € X.

Si definimos SetM como la categoria de acciones derechas del monoide
M sobre cualquier conjunto, el desarrollo anterior nos permite definir
un funtor:

M : Set”” — SetM
F = (F(x),)

donde F(x) es el conjunto que le asigna el funtor F al inico elemento
de ¢y - es la funcion F(x) x M — F(x) que define a la accién derecha
de M sobre F(x). Tambien, la definicién de M en una transformacion
natural x4 : F — G es la funcidn M(u) = ps = F(x) — G(x). Por la
naturalidad de la transformacion, para cualquier m € M y para todo
x € F(x), se cumple:

pe( - m) = p(F(m) ()
§(m) (p+())

= ps(z) om

donde e es la accién que se define mediante el funtor G. Por lo tanto
M(p) € SetM((F(x),-), (5(x), ).
El funtor M tiene inverso:

ML SetM — Set”™
(X, ) — 97)(
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donde el funtor Fx debe quedar determinado por la accién, Fx (x) = X
y para m € M la funcién Fx(m) : X — X asigna, a cada =z € X,
F(m)(z) = x-m. Dada f € SetM((X,-), (Y,e)), se define

MY f)=p:Fx =Ty
Cuya unica instancia se define ;. = f. Se cumple

p(Fx (M) (2)) = pre( - m)
= f(z-m)
= f(x)em
= Fy (m)(p(2))

por lo que es una transformaciéon natural. Por tltimo, veamos que la
composicion es la identidad, en las dos formas:

MoM (X, ) =M(Fx)
= (X,o)

y(X,:) = (X,e)pues X = X yx-m = Fx(m)(x) = x e m, para toda
m € My x € X. La otra composicién es

Mo M(F) = MH((F(+),))
= Fg()

aqui, claramente F(x) = JFy(x) y F(m)(x) = = - m = Fgy(m)(x).

Téambien, si f es un morfismo en Set), entonces

MoM™H(f) = MMH(f))
= M(p)
— U,
=f

49



50

la dltima igualdad es porque definimos la Unica instancia de ; como f.
. . op
Por otro lado, si ; es un morfismo en Set? , entonces

Mo M(p) = M (M(p))
=M~ ()
=4

ya que las transformaciones naturales en Set®  quedan completamente
determinadas por su instancia en el unico objeto. Por lo tanto, SetM =
Set”” | es decir, la categoria SetM es una categoria de pregavillas.

Ejemplo 2.0.2. Consideremos un conjunto parcialmente ordenado
(P, <) visto como una categoria, es decir, una categoria & cuyos objetos
son los elementos de P y dados p,q € P, el conjunto de las flechas
entre ellos es € (p,q) = {i} sip < ¢ o el vacio en otro caso. Veamos qué
es una pregavilla representable sobre #. Seap € Pysi| (p) = {q €
P| ¢ <p}lapregavilla y, € Set”” es tal que:

Yp(q) ={i} = q €l (p)

Por lo tanto, el funtor representable y, con p € P se puede asociar con
un conjunto | (p).

Ejemplo 2.0.3. Un arbol es un conjunto parcialmente ordenado 7'
con elemento minimo que ademds cumple que para cualquier x € T
el conjunto | (z) = {y € T|y < z} es un subconjunto finito de T
linealmente ordenado. Un morfismo de arboles f : 7' — S es una
funciéon que preserva el orden con la propiedad de que para cada
elemento = € T, la restricciéon de f a | (z) es una biyeccién de | (x)
a ] (f(x)). Un bosque es un conjunto de arboles, un morfismo entre
bosques es una funcién ¢ : X — Y junto con una coleccidn (f,|z € X)
de morfismos de arboles tales que f, : + — ¢(x). La categoria de los
bosques y los morfismos entre ellos es precisamente la categoria de
pregavillas sobre w, el primer ordinal infinito.
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2.1 Cartesiana Cerrada

En esta seccidon y en el Capitulo 3 utilizaremos el famoso Lema
de Yoneda por lo que, consideramos que vale la pena mencionarlo.
Principalmente con fines de establecer notacién y dejar en claro su
naturalidad en dos instancias.

Lema 2.1.1. Sean % una categoria localmente pequefia y Set® " su cate-
goria de pregavillas. Entonces, para cada objeto C € €y cada X € Set® .
La asignacion

((—)e(Ide))x : Set” (ye, X) — X(C) (2.15)
o = ac(Idc) (2.16)

es una biyeccion natural en X y en C, es decir, si g € €(C',C)y a €
Set”” (X, X"), entonces, el diagrama

((m)eclde))x

Set”” (yo, X) X(C)
Set(myg,a)l l%/oX@)—X/(g)oac

Set?” (yor, X') (=)er(Tdor)) xr X'(C")

conmuta.

Donde Set%()p(yg, a) = oo — oy, y el morfismo y, es la transformacion
natural entre los representables y~ v yco. La naturalidad en C se
expresa, cuando a = [dx como

(noyg)or(Ider) = X(9)((w)o(lde)) (2.17)

La inversa de la asignacién (2.15), para X € Set’", es

~X(C) — Set®” (yo, X) (2.18)
r—i=X(-)(x) (2.19)

cuya instancia en C’ € ¢, para cada f € yo(C'), es

2.1 Cartesiana Cerrada
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Definicion 2.1.1. Dadas categorias <7, %, ¢ y funtores entre ellas F, G
de la siguiente manera:

B
F

La categoria comma (F = §) ( algunas veces denotada por (F |
§)) tiene por objetos tripletas (A,h,B) con A € &, B € %, h €
%(F(A),9(B)) y una flecha (f,g) : (A,h,B) — (A’,h/, B") es un par de
morfismos f : A - A'yg: B — B’ en &/ y en % respectivamente, tales
que el diagrama

conmuta en %.

Un caso particular de esta categoria lo tenemos cuando elegimos las
categorias y funtores:

1
|ax
¢ —~Set””

donde X es alguna pregavilla y AX es el funtor constante, que manda
a cualquier objeto a la pregavilla X y a cada morfismo a la identidad
Idx, el dominio de AX no tiene importancia por las caracteristicas
del funtor, lo que simplifica el tratamiento de esta categoria comma.
Se suele denotar (y_ | X) y sus objetos, en principio, son tripletas
(C, 1, A) donde C € %, 1 € Set”” (yo, X) y A € 1, pero 1 tiene solo un
objeto, por lo tanto, se escriben como pares (C, i), en este sentido esta
categoria es pequeia si ¢ lo es, pues los objetos de (y_ | X) son tantos
como [[eer({C} x X(O)) = Teer(X(C)), es decir, es isomorfo a un
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conjunto si los objetos de 4" son un conjunto. Un morfismo de (C, i) a
(C', 1) es un morfismo f en ¢ (C,C") que haga conmutar el diagrama

Yo (2.20)

- Yer
N,

en la categoria de pregavillas sobre ¢ entonces, claramente, (y_ |
X)(C,p), (C', 1)) es isomorfo a un subconjunto de ¢ (C,C"). Por lo
que (y_ | X) es una categoria pequefia.

Aqui vale la pena notar que, cuando el diagrama (2.20) conmuta, por
el Lema de Yoneda, en su naturalidad en C, el diagrama

Set?” e, ng)c, (Idgr)

Set%op(yf,X)i lx(f)
Set”” (yo, X)

(=)c(Idc)

con Set®” (ys, X) = yy o —, conmuta también, por lo que

X(f)(pe)Tder) = (yg o p')o(Ide)
= pc(lde).

ysiz € X(C'), como

Set?” (yer, X)
yro— X(f)

Setcgop (yc, X)

conmuta, sucede que

Yer . (2.21)
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conmuta.
Ahora, para la misma pregavilla X, definimos el funtor:

Ux : (y- 4 X) = ¢
(Cop) = C
que para cada flecha f € (y_ | X)((C, ), (C", 1)), Ux (f) = f.
Y la transformacién natural p : (y- o Uyx) — AX , cuya instancia en
(C,p) € (y— | X) define como pc ) = p.

Proposicién 2.1.1. El funtor (y_ o Uy) : (y— | X) — Set®”, tiene
colimite. Ademds, este colimite es el cocono determinado por la transfor-

macion natural
p:(y-oUx) — AX.

Demostracion. La demostracion consiste en establecer que para cada
cocono

)\ 14
(y- o Ux(C, 1) " Y ) (cpemx) (2.22)

conY € Set®”, existe una tnica transformacion natural o : X — Y tal
que « o pc,u) = )‘(C,u)' Ahora, como (2.22) es un cocono, si tomamos
f e €(C,C") tal que el diagrama

Yo ! Yo
N,

conmuta; entonces el diagrama

Y- o Ux(C, ) =D 0 o x(o, 1) (2.23)

m %’)

conmuta , pues f es un morfismo en (y_ | X)((C, p), (C’, 1)) también.
Podemos reescribir el diagrama (2.23) como

?JO—>

e /
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que claramente conmuta porque solo hemos evaluado el funtor. Ahora,
probemos la existencia:

Ahora, definimos ac(r) = (Acgz))o(lde) € Y(C), esto estd bien
definido por la correspondencia biyectiva que asegura el Lema de
Yoneda. Veamos que esto es precisamente una transformacioén nat-
ural o : X — Y, cuya instancia a¢ es la funcion:

ac: X(C) =Y (C)
= (Aeg)e(lde)

Es decir, demostremos que, para cualquier f € ¢ (C, C’) el diagrama

X () 2y ()
X(f)l lw f)
X(C)——=Y(C)

ac

conmuta. Eso es inmediato del diagrama (2.21), porque implica que

Yo Y Yo (2.24)

A(cxﬁb‘ ‘X(C’@

X

conmuta. Entonces

2.1 Cartesiana Cerrada
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donde la pentltima igualdad es por la naturalidad de A 3) segun el
siguiente diagrama

(A /}\) /
yC/(C/) (C'z)’C Y(C/)
yer (f) Y(f)
/ Y
ber(C) Aermy)e (©)

Por lo tanto « es una transformacion natural. Ahora, para verificar que
@ 0 pc,) = A,y Notemos que dada g : C' — C:

(o piew)er(g) = (o u)e(g)
= ac(pucr(g))
= <)\(C'»H/C/G)))Cl(idc/)

entonces deseamos que

Aoy ide) = (ew)e(9) (2.25)

lo que seria consecuencia de que el diagrama

yor (C) yo(C) (2.26)

uc/\‘\ /CM)

conmute. Pero para eso, es sufiente que, el diagrama

Ycr —> (2.27)

o, a

conmute. De modo que demostrar la igualdad (2.25) se reduce a

demostrar que o y, = pucr(g), para esto, consideremos la naturalidad
de 1 a lo largo de la misma flecha g : C — C’ como en el siguiente
diagrama
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que implica que
Y (9)(pe(lde)) = per(g) (2.28)

y, como en el diagrama (2.21), el diagrama

\/

J(uc(Ide Y pe (1

Yyer

conmuta, entonces, sucede que (2.27) conmuta pues Y (g)(uc(Ide)) =
per(g) ¥y pe(lde) = pwporque  ~  es lainversa de (—)c(Id¢). Por lo
tanto

Moy e lider) = (Aer o (ygider)

= (A(C,u)>0’(g)
La unicidad es inmediata. O

Esta proposicion nos dice que toda pregavilla es un colimite de rep-
resentables, pues, lo que acabamos de demostrar es que el cocono

ACu
(y- o Ux(C,p) "= X ) e petwix) (2.29)

es el colimite del funtor (y_ oUy ). Podemos reescribir el colimite (2.29)

como
ACun)

(yc Y ) (e eyl x) (2.30)

Ademas, para cada pregavilla X, podemos construir una categoria
(y— 1 X), que determina una coleccion de flechas p( ) tales que
X es el colimite de silueta (y_ | X)). Por lo que X se puede ver
como un colimite, especificamente de silueta (y- | X), de funtores
representables yc.

Este resultado se puede generalizar en forma de una adjuncion.

2.1 Cartesiana Cerrada
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Teorema 2.1.2. Para cada funtor ¥ : € — % de una categoria localmente
pequefia a una categoria localmente pequefia y cocompleta. El funtor

J: 2 —Set?"
D+—J(D): ¢ — Set
Cw— 2(F(C),D)

tiene adjunto izquierdo

L:Set’™ — 9
X — L(X) = Colim(F o Ux)

Demostracion. La demostracion consiste en ver que cada transformacion
natural « entre X y J(D) determina un cocono en Z de silueta ¥ o Uy
y por lo tanto un morfismo entre L(X)y D.

Definimos A ) = ac(f) para un a € Set”” (X, J(D)), con u €. Dada
f e €(C’,C), entonces, existe una flecha f € (y | Ux)((C, n), (C", 1)),
con 4/ = X(f)(f), también, el diagrama (2.20) conmuta en Set’ " y
por la naturalidad de «

J(D)(f)ac(i) = ao(X(f)(1)

Lo que equivale a J(D)(f)(Ac,u) = Acr ), €8to es, el diagrama

D)(

J(D)(C) —" D)(C")
A,

f) J(
N Aﬂ’)

D

conmuta en 2, por lo tanto A\ ) €s un cocono.
La propiedad universal de L(X) nos permite concluir precisamente

Set®”(X,.J(D)) = 2(L(X), D)

naturalmente en X y en D , esto es, la adjuncién entre Ly J. O
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Corolario 2. Para cada funtor & : ¥ — 2 de una categoria localmente
pequefia a una categoria cocompleta. Hay un funtor que preserva colimites
L:Set®” — 9, tnico salvo isomorfismos, tal que el digrama

% 7 9
X /L1
S

op
et®

conmuta. Este funtor es el mismo L del Teorema 2.1.2.

Definicion 2.1.2. a) Sea ¥ una categoria con productos y sea C' € ¥.
Definimos el funtor producto

—xC:4—=% (2.31)
en objetos A € ¥ como A x C; y en morfismos f € ¢(B, D) como

fxidog:BxC—DxC
(z,y) = (f(2),y).

b) Sea ¥ una categoria con productos y sea C' € ¥. Siempre que
el funtor — x C' : ¥ — ¥ tiene adjunto derecho, se denota por
( )¢:¢ — € ydecimos que C es un objeto exponenciable de %.
Para cada A € ¢ el objeto A” se llama exponencial.

c) Una categoria ¢ es cartesiana cerrada si tiene productos finitos y
para cada C € ¥, el funtor — x C tiene un adjunto derecho.

Como primer ejemplo de categoria cartesiana cerrada tenemos a la
categoria Set, que como ya vimos es completa y cocompleta (Proposi-
cion 1.3.4), entonces tiene productos, el producto cartesiano de dos
conjuntos (Ejemplo 1.1.1). Por otro lado, si A, B € Set, el objeto
exponencial A®, es el conjunto de todas las funciones con dominio B
y codominio A. La adjuncién se da al identificar naturalmente a la
funcién f € Set(C x B, A) con la funcién g € Set(C, AP) definida por
g(b)(c) = f(e,b) conc € C'ybe B. El siguiente resultado nos serd ttil
para demostar, que la categoria Set’ " es cartesiana cerrada.

2.1 Cartesiana Cerrada
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Proposicién 2.1.2. Sea X € Set®”. El funtor — x X : Set®" — Set®"
preserva colimites.

Demostracion. Como los limites (en particular los productos) y los
colimites en Set®” se calculan punto por punto, demostrar que el funtor
— x X : Set®” — Set®” preserve colimites, es equivalente a probar
que el funtor — x A : Set — Set, para cualquier conjunto A, preserva
colimites, pero esto se sigue del hecho de que Set es cartesiana cerrada
y de que — x A : Set — Set es adjunto izquierdo de (—)4 (Proposicién
1.3.3) para cualquier conjunto A.

O

. L4 e Op L
Proposicién 2.1.3. La categoria Set® " es cartesiana cerrada.

Demostracion. Como Set® " es completa, tiene productos, y en particu-
lar, productos finitos. Entonces resta demostrar que tiene exponenciales.
Para esto definiremos exponenciales en Set’ " y demostraremos la ad-
juncién de la Definicién 2.1.2. Sea Y € Set?" . Para cada pregavilla
Z : € — Set, sea Z" la pregavilla definida en objetos como

ZY(A) = Set®" (ya x Y, Z) (2.32)
para cada A € %. Esto define en objetos de Set®" al funtor
()Y :Set®™ — Set””
Por otro lado, como toda pregavilla es un colimite de prepresentables,
si tomamos una pregavilla X, tenemos al diagrama
e = (y— oUx) : (y— L X) — Set®” (2.33)

del cual X es colimite, es decir, X = Colim(yy, ). Asi, bajo el repre-
sentable Set®” ( , ZY) tenemos

Set®” (X, 7Y) = Set®” (Colim(yy, ), Z¥) (2.34)
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Y como los representables trasforman colimites en limites, tenemos que

Set®” (X, ZY) = Lim(Set®” (i, Z¥)) (2.35)
Nombremos, para hacer mas clara la notacidn, al funtor
Set(gop(yux, zZ¥) = (Set(gop(,, ZY) oy olUy)

Por el Lema de Yoneda tenemos que Set”” (yo, Z¥) = ZY(C), y por
como definimos ZY en objetos,

Lim(Set®” (g, Z¥)) = Lim(Z" (Ux)) = Lim(Set®” (yu, x Y, Z))

(2.36)
Finalmente tenemos que

Set”” (X, zV) = Lim(Set®” (i, x Y, Z)) (2.37)

~ Set®” (Colim(yuy, X Y), Z) (2.38)

~ Set®” (Colim (i, ) X Y, Z) (2.39)

~ Set®” (X xY), Z) (2.40)

naturalmente en X y Z. Donde (2.38) es de nuevo por (2.34) y (2.35) ;
(2.39) es porque el funtor — x Y preserva colimites y (2.40) porque X
es el colimite del funtor 1, . O

2.2 Definicion de subobjeto y
clasificador de subobjetos

La nocién de subobjeto surge del interés por generalizar algunas
propiedades de la categoria Set, en particular, que cada conjunto tiene
subconjuntos. Para esto, dado un monomorfismo m € ¢(A, X), se
construye su clase de equivalencia de monomorfismos con la relacion
de ser isomorfos en la categoria ¢’/ X. Categoria cuyos objetos son los
morfismos de ¢ con codominio X. Dados dos objetos de ¢/ X, f v g,
son f: A— X yg:B — X morfismos de ¢, un morfismo entre ellos,
es una flecha ' : A — B que hace que el diagrama

2.2 Definicion de subobjeto y clasificador de subobjetos
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AN
|-
Sy

N

-
s

S

conmute.

Definicidn 2.2.1. Dada ¥ una categoria y X € Ob(%¢). Un subobjeto
de X es una clase de equivalencia de monomorfismos m € ¢ (M, X).

Dado que estas clases de equivalencia estan formadas por flechas
isomorfas, se suele elegir una familia de flechas, una por cada clase,
que la represente. Asi, si se demuestra alguna afirmacién para esta
familia de representantes, entonces se prueba para todas las clases. Las
inclusiones, que siempre son monomorfismos y faciles de manejar, se
pueden usar como representantes de su clase de equivalencia. Para esto
habria que probar que cada clase de equivalencia tiene una inclusién
que la representa. En la siguiente seccion resolveremos de esto lo
necesario.

Definicion 2.2.2. Sea % un categoria con objeto terminal, 1. Un clasi-
ficador de subobjetos en ¥ es un objeto €2 € ¥ junto con un morfismo
t € €(1,9Q) tal que para cada monomorfismo m € ¢(C, ") existe un
Unico morfismo ¢ € ¢ (C’, ) tal que el siguiente diagrama

|

m lt
/H
C p Q

es un pullback.
Donde 1. es el tnico morfismo posible puesto que 1 es terminal.

Si ¢ tambien tiene pullbacks (entonces tiene todos los limites finitos),
existe una correspondencia entre los subobjetos de X y los morfismos
¢ € €(X,) pues para cada subobjeto m de X existe una flecha ¢y,
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como ¥ tiene pullbacks, cada flecha ¢ € (X, 2), nos permite construir

un diagrama
1
¢ (2.41)

que tiene limite, un pullback, como el siguiente

M ——1
m,l lt (2.42)
Q

X —5
que cumple que m’' es monomorfismo porque ¢ lo es, como se ve en
la Proposicién 2.11, es decir, determina un subobjeto de X. Por el
resto del trabajo las flechas ¢ serdan llamadas flechas clasificadoras,
refiriendonos a que determinan, o bien, clasifican a un suobobjeto de
m’ de X. En este sentido, si una flecha ¢ “clasificara” a dos subobjetos,
digamos m y m/, los siguientes diagramas

L. L’_»
A BN

BN Z— N\ L—M
PR

conmutan. Entonces, mo fo f'=m'of' =mym'o flof =mo f=m/,
entonces L. = L' en ¥ (y ambos son monomorfismos). Por lo tanto,
m=m'en%/X.

Si denotamos como Sub(X) a las clases de equivalencia [m] tales que
m es subobjeto de X, entonces la correspondencia es biyectiva entre
Sub(X) vy £ (X,(2). Ademds, esta correspondencia es natural en X, en
el siguiente sentido:

2.2 Definicidon de subobjeto y clasificador de subobjetos
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Sea i : Y — X en %, m subobjeto de X y ¢,, la flecha que lo clasifica.
Por un lado, i determina un diagrama:

M
m (2.43)
}/ ‘47:4’ )(
cuyo pullback es:
P——1
,u#(m) l lm (244)
Sf “7;" )(

y como m es monomorfismo, ,u#(m) también lo es (Proposicién 2.11),
por lo tanto p# (m) € Sub(Y). Lo que hace posible definir la asignacion:
p o Sub(X) — Sub(Y)

m — pf (m)
Por otro lado ¢,, o u € €(Y, ), entonces determina al subobjeto clasi-
ficado por ella mediante un pullback, que por ser un limite, es tinico

salvo isomorfismos. Lo podemos construir, utilizando la Proposicion
1.1.2, de la siguiente manera:

P—sM-——1
u# (m) m tl

Y —=X i Q

por lo tanto ¢,, o u clasifica a u# (m). Es decir, el diagrama
Sub(X) —=¢(X,Q) (2.45)
M#l oul
Sub(Y) —=~%(Y, Q)

conmuta.
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2.3 Subobjetos en Set””

Definicién 2.3.1. Dados F, P € Set’ " diremos que P es un subfuntor
de F (usaremos la notaciéon P < F) si y sélo si para cada C' € ¢ se
cumple que

P(C) C F(C)

ydada g € €°P(C’, C) sucede que

Fg(x) = Pg(x)
para todo x € P(C").

Ahora bien, si P es subfuntor de F podemos definir una transforma-
cién natural P € Set?” cuya instacia en C' € ¢ es:

Pe: P(C) — F(O)

=T

y bastard comprobar que dada g € ¢°?(C, ") el diagrama

Pc

P(C) —=I(C)
o3| E
P(C") 5~ T(C)

conmuta.
Para esto, tomemos x € P(C), luego

Fgo Po(x) = Fg(x)
= Pg(x)
= PC' o Tg(l’)

donde la primera igualdad es por la definicién de P., la segunda
igualdad es por la definicién de subfuntor, en particular porque Fg(z) =
Pg(x) para todo x € P(C) y la tercera por la definicion de Prr. Ademas,
dadas transformaciones naturales ¢ y ¢’ tales que

PoO=Pod
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por el hecho de ser transformaciones naturales esto es equivalente a
(Pob)c=(Pot)c
naturalmente en C'y esto, si y solo si
Poobc = Pgobg

y como cada P¢ es inyectiva (porque es una inclusién), entonces

Oc = 0
naturalmente en C, por lo tanto

=40

Lo que demuestra que P es un monomorfismo en Set’ , P serd lla-
mada la transformacion natural inclusion definida entre un subfuntor
P del funtor 7.

Hecho esto, tenemos que, segun la definicién 2.3.1, la transformacién
natural inclusiéon P determina un subobjeto [P| de . Ain mads, cada
clase de mono-morfismos [m| subobjeto de un funtor F, contiene una
inclusion:

Lema 2.3.1. Sean F una pregavilla, m : R — F un monomorfismo en
Set®”, entonces existe P subfuntor de F tal que m es isomorfa a P (la
transformacion natural inclusion definida entre P y F) en la categoria
Set”” /7.

Demostracion. Sea P(C') = ma(R(C)) C F(C) yparacada f € ¢(C",C)
, entonces definimos a P(f) : P(C) — P(C’) como P(f) = F(f)|»c),
veamos que P es subfuntor de ¥F; ademds, demostremos que m es
isomorfo a P la transformacién natural inclusién del subfuntor P de F.

Para la primera parte, bastard demostrar que si y € P(C), entonces

P(f)(y) € P(C"), pero el diagrama
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es conmutativo, luego, si y = mg(x) con z € R(C) (es decir y €

P(C)), entonces P(f)(y) = P(f)mc(x) = meR(f)(z), como R(f)(x) €
R(C"), entonces P(f)(y) € P(C"). Por lo tanto, P es subfuntor de F.
Daremos ahora el isomorfismo m? : R — P, definido en su instancia C

por

mb : R(C) — P(C)

x = me(x)

que es, inmediatamente de su definicidn, una transformacién natural y
hace conmutar el diagrama

R P

N

F

lo cual hace que sea morfismo en Set® /F. Ademds, como m es
monomorfismo, cada una de sus instancias m¢ es monomorfismo en
Set, por lo que son inyectivas. Ahora, como cada mZ es la restriccién en
el codominio de m¢ a su imagen, cada instancia es inyectiva y sobreyec-
tiva (toda funcion es sobreyectiva en su imagen), entonces biyectiva,
entonces invertible, por lo que m{ es un isomorfismo, naturalmente en
C. Entonces m? es un isomorfismo natural.

Por lo tanto, m = P en Set? " /7. O]
Esto nos permite asumir, sin pérdida de generalidad, que cada sub-
objeto de una pregavilla X es un subfuntor /' < X. Ademas, si dos
subobjetos F' y F’ de X son clasificados por la misma flecha clasifi-
cadora ¢, entonces son isomorfos, por lo que podemos encontrar un
solo subfuntor que represente a ambos, es decir, estos subobjetos son,
esencialemte, el mismo.

Por lo que resta del trabajo, todo subobjeto [m] de un funtor F que con-

2.3 Subobjetos en Set®””
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sideremos, serd visto como el subfuntor P cuya inclusién P es isomorfa

am.

2.4 Clasificador de subobjetos en
Set’”

Definicidn 2.4.1. Dado C' € ¥. Una criba sobre C' es una familia S(C')
de flechas en ¢ con codominio C, tales que, si f € S(C) y g cualquier
otra flecha en la categoria, si la composicién fog estd definida, entonces

fogeS(O).

Ahora, podemos ver que para cada F subfuntor de y- podemos
construir una criba

S5(C) = U F(C)
C'e?

que claramente es una coleccién de flechas con codominio C' y se
cumple, para una flecha f € S5(C), que si g una fecha en ¢ es tal
que la composicién f o g estd definida, entonces f o g € S5(C), porque
feFC)C¥(C,C)y,dada g € €(C”,C") tenemos F(g) = f o g, que
se define a través de la composicion en ¥. Reciprocamente, dada una
criba S(C) podemos definir un subfuntor de y¢«

Fs: 6% — Set (2.46)
O v ye(C') N S(O) (2.47)

ysig e €(C',C"), la funcién Fs(g) es

Fs(g) : Fs(C") — Fs(C)
f—=fog

cumpliendose que f o g € yo(C”) N S(C) por la definiciéon de S(C) y
del funtor yc.

Queda claro que Fs(C") C yo(C) para cada C € ¢ y que, dado g en
%, Fs(g)(r) = yo(g)(z) para todo z en el dominio de Fg(g). Por lo
tanto Fs < yc. Lo que nos permite decir que las cribas sobre C' y los
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subobjetos de y¢ se corresponden uno a uno. Y nos hace intuir quien
es el objeto clasificador 2. Ahora, construimos a €2, sea C' € ¢

Q.67 — Set
C— Q(C)={S(C)| S(C) esuna criba sobre C'}

Sig e ¢(C',C) tenemos

Qg : QC) — QC")
S(C) s S(C) - g = {hlgoh € S(C)}

Ahora, tomando Id¢ € ¢ (C, C), tenemos que

Q(1de)(S(C)) = {h]  Ideoh € S(C)}
~ 5(0)

para cada S(C) € Q(C), por lo tanto, Q(Idc) = Idgc).
También, si f y ¢ son flechas en ¢ cuya composicién g o f estd definida
en ¢,

Qgo f)={hl gofoheS(C)}
= {hlfoheS(C) g}
={nl he(S(C)-g) [}
= (5(C)-9)- f

= Q(f)(Q(9)(5(C)))

Para demostrar que esta manera de definir al funtor €2 lo hace subobjeto
clasificador, necesitamos encontrar al objeto terminal de Set? " .
Recordemos que el funtor:

A{x} : ¢ — Set
C— {x}

es el objeto terminal de Set®" como se aclaré en el capitulo anterior, a
partir de ahora, lo nombraremos 1.

Ahora, el morfismo ¢, de la definicion de subobjeto clasificador es, en
este caso, una transformacion natural. Si definimos cada instancia ¢~
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asignando al tnico punto la criba maximal sobre C, denotada por ¢(C')
o simplemente tC, es decir:

to : 1(0) —)Q(C)
x> tC={f e €A C) Ac¢}

tenemos que , dado g € ¢(C’, C) el diagrama

(¥} —"%-Q(0)

I d{*}l lﬂg

{5} = 2(C)

conmuta si Qg o t(*) = tcr(*), para esto basta probar que 2(g)(tC) =
tC’, es decir, para todo A € ¢ y para toda f € €(A,C") se cumple que
go fetC.

En efecto, dada A € ¥, de la definiciéon de tC, ¢ (A,C) C tC por
lo tanto, dada f € ¥(A,C’) se cumple que g o f € tC, es decir ,
Qg(tC) =tC".

Lo que muestra que ¢ es transformacion natural.

Ahora bien, si Set””, con ¢ localmente pequefia, y si tiene subobjeto
clasificador, entonces Sub(yc) para todo C' es un conjunto (el conjunto
de subobjetos de y¢), entonces {S(C)| S(C) es una criba sobre C'} es
conjunto, luego 2 € Set”” .

Teorema 2.4.1. Si ¢ es localmente pequefia y con limites finitos, y tiene
un subobjeto clasificador, entonces el funtor ) con la transformacion
natural t es el subobjeto clasificador de Set®”

Demostracion De la definicidon de subobjeto clasificador y por el Lema

2.3.1, queremos probar que dados R, P € Set”” funtores tales que
R < P, y i la inclusién, existe una flecha ¢' € Set® (P, Q) tal que el

|

diagrama
(2.48)

o~
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es un pullback.
Definimos ¢’ en la instancia C' como

oL - P(C) — Q(C)
x= {f €C(AC)| Pf(x) € P(A)A A€ %}

Veamos que ¢’ es transformacion natural:
Sige ¢(C',C) el diagrama

P(C) -2 () (2.49)

conmuta si Qg o ¢i = ¢4 o Py.
Para esto, si x € P(C)

OF o ¢is() = Q({f € €(A.C)| PF(x) € R(A)})
—{h gohe{feE(AC)Pfx)eRA}}
— {h € 6(A,C)| P(goh)(x) € R(A)}

(¢ © Pg)(x) = (Pg(x))
={f € €(A,C")| Pf(Py(x)) € R(A)}

Como P es un funtor, entonces P(f o g)(x) = (Pf o Pg)(z) para cada
x € P(C), entonces, los conjuntos son iguales para cada x, por lo tanto
Qg o ¢ = ¢L, o Pg. De esta manera ¢’ es una transformacién natural
y podemos construir el diagrama (2.48) que conmuta, en Set®”, si'y
sOlo si el diagrama

R(C) -2+ 1(C) (2.50)

icl ltc
P(O) ——~0)

C
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conmuta en ¢. La prueba de esto ultimo consiste en ver que, dado
r € R(C) se cumple que t¢ o 1x(x) = ¢}, o ic(x) lo que es equivalente
a que si x € R, entonces ¢ (z) = tC. Esto es inmediato a la definicién

oo(x) ={f € C(A,C)[A €€y Pf(z) € R(A)}

y de que R < P, pues esto asegura que Pf(z) = Rf(z) por lo tanto,
para toda f € ¢(A,C)y A € ¢ sucede que Pf(z) € R(A), es decir,
d(z) ={f € C(AC)Ae ¥} =1C.

El diagrama (2.48) en Set® " es un pullback si y sélo si el diagrama
(4.8) es pullback en ¢ para toda C € %.

Supongamos que el siguiente diagrama

R(C) 2~ 1(C) (2.51)

i
PC)— =10

conmuta.
Para esto simplemente verificamos la propiedad universal considerando
la flecha

fo:R(C) = R(C)

r— me(r)
que claramente hace conmutar el siguiente diagrama

(2.52)

Resta demostrar que es tUnica. Para esto considere f/ tal que my =
ic o f&, entonces ic o f& = ic o fc, Yy COMO i¢c €S Mmono, se tiene que

f& = fo.
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Por tltimo, supongamos que existe 6 € Set® (P, Q) tal que el siguiente
el diagrama

T

(2.53)

<.
-

Z

es un pullback.
Comparando (2.48) con este dltimo diagrama (2.53), si tomamos x €
P(C)y f € €(A,C) entonces Pf(z) € R(A) siysélosifs(Pf(z)) = tA,
y usando la naturalidad de 6 segun el siguiente diagrama
P(C) - Q(C)
P fl

P(A) —Q(A)

P

esto es equivalente a que Pf(x) € R(A) siy solo si Qf o fc(z) = tA, lo
que, por la definicién de €2, nos dice que {h|foh € 6c(z)} = tA. Luego,
en particular Id4 € tA, entonces f € 0¢(x) , es decir Pf(z) € R(A) si
y solo si f € Oc(z), entonces ¢ = O para cada C'y esto si y sélo si
o =0, 0

Definicién 2.4.2. Un topos es una categoria con limites finitos, carte-
siana cerrada y con clasificador de subobjetos.

Proposicion 2.4.1. Sea ¢ una categoria localmente pequefia, la cate-
goria de pregavillas sobre ¢ es un Topos.

2.4 Clasificador de subobjetos en Set”””
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Gavillas en un sitio 3

3.1 Gawvillas, gavillas en un sitio y
algunas equivalencias.

En esta seccién generalizaremos la nocion de gavilla sobre un espacio
topoldgico, a gavillas sobre categorias mds generales.
Sea X un espacio topolédgico, denotaremos como ¢'(X) al conjunto
de los abiertos de X, considerado como un conjunto parcialmente
ordenado, con el orden C. Antes de hablar de gavillas, puntualicemos
lo que es una pregavilla sobre ¢(X), es decir, esto tiene sentido solo
considerando a ¢(X) como categoria, cuyos objetos son los subcon-
juntos abiertos U de X y, para U,V € 0, el conjunto ¢(V,U) es el
conjunto con un solo elemento siempre que V' C U y en otro caso es
vacio. Entonces, una pregavilla sobre ¢(X) es un funtor:

F:0%(X)— Set

que en objetos U € ¢/(X) es algun conjunto F(U); y para el morfismo
f e o(U,V), que podemos denotar U C V, en el entendido de que no
hay mas que un morfismo y estd determinado por esa condicién, la
pregavilla lo asocia con una funciéon

FUCV):FU) = FV).

Definicién 3.1.1. Sean I, U conjuntos con U € ¢(X) y I arbitrario.
Una pregavilla F : 6°P(X) — Set se llama gavilla si para cada familia
(U;)ic1, de subconjuntos U; C U abiertos, tal que U;c; U; = U entonces
J satisface:

a) Para cualesquier z,y € F(U), si F(U; C U)(z) = F(U; CU)(y) para
todo i € I, entonces x = y;

b) Si una familia {z; € F(U;)}, es tal que para cada 7, j sucede que

?(UZ N Uj g Uz)(xz) = ?(Uz N Uj g U])(:c])
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entonces, existe un unico z € F(U) tal que z; = F(U; C U)(z) para

cada i.

La generalizacién de &(X) se realiza a partir de lo que se definié en el
capitulo anterior como criba ( Definicién 2.4.1). Denotaremos max(C')
a la criba maxima sobre C, es decir, max(C) = {f € €(C’",C)|C" € €}.

Definicion 3.1.2. Sea ¥ una categoria. Una Topologia de Grothendieck
(que denotaremos TG) sobre ¥ asigna a cada objeto C' una familia
Cov(C) de cribas que “cubren a C'” de manera que se cumplan las
condiciones:

i) max(C) € Cov(C)

ii) Si R € Cov(C), entonces por cada f € ¢ (C’,C), sucede que
R-f e Cou(C")

iii) Si R es un haz sobre C'y S € Cov(C) tal que, para cada flecha f €
€(C',C), en S, sucede que R - f € Cov(C"), entonces R € Cov(C).

Dos consecuencias inmediatas son:

Proposicion 3.1.1. a) Si R € Cov(C) y S una criba sobre C tal que
R C S, entonces S € Cov(C).

b) Si R, S € Cov(C) entonces RN S € Cov(C).

Demostracion.

a) Para todo f € R, cuyo codominio es algun C’, sucede que Id €
R - f, esto es quivalente a que R - f = maxz(C’) y de la hipédtesis
R C S, entonces tdmbien S'- f = max(C") por lo que S- f € Cov(C’)
(por i) por lo que, segun iii, S € Cov(C)

b) Consideremos f € ¥ (C’, C') entonces
(RNS)-f={9€¥€(D,C")|foge RNS}
ysi f € Rtodag € ¢(D,C") cumple que f o g € R. Entonces
(RNS)-f={9€€¢(D,C")|fogeS}=5-feCow(C

(por ii), esto se cumple para toda f € Ry poriii, RNS € Cov(C).
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Definicidn 3.1.3. Llamaremos Sitio a una pareja (¢, Cov) en la que ¢
es una categoria pequefla y C'ov es una TG.

Definicién 3.1.4. Una operacién Universal de clausura sobre Set®"
asigna a cada pregavilla X una operacién (-) : Sub(X) — Sub(X) de
manera que lo siguiente se cumpla:

) A<A

i) A=A
iii) A < B implica A < B.

iv) Dadas dos pregavillas X y X', ¢ : X' — X y A € Sub(X), se

~——

cumple ¢#(A) = ¢#(A).

donde la ultima propiedad se refiere a la operaciion definida en el
capitulo 2.

Definicion 3.1.5. Una Topologia de Lawvere-Tierney (que denotare-
mos TLT) sobre Set®  es una flecha .J : Q — (donde, como lo hemos
hecho hasta ahora, Q) es el clasificador de subobijetos de Set®") tal que
lo siguiente se cumpla:

i) R C Jo(R) para toda criba R sobre C
ii) Jo(RNS) = Jo(R)N Je(S)
iii) Je(Je(R)) = Jo(R)

Teorema 3.1.1. Sea ¢ una categoria. Cada una de las siguientes nociones
determina a las demds de manera unica:

1) Una topologia de Grothendieck sobre €.
2) Una topologia de Lawvere-Tierney sobre Set? .
3) Una operaciéon universal de clausura sobre Set®” .

4) Una subcategoria plena ¢ de Set®”, tal que la inclusién tiene adjunto
izquierdo que preserva limites finitos.

Este teorema es el punto central del capitulo presente, pues nos
permitird conocer una categoria de Gavillas de diferentes formas, pero

3.1 Gauvillas, gavillas en un sitio y algunas equivalencias.
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no tenemos las herramienas necesarias para probarlo ahora, en su lugar
probaremos la versién B), que se encuentra inmediatamente adelante,
y en cuanto se obtenga lo necesario completaremos el teorema original.

Teorema 3.1.2. (3.1.1 B)) Sea ¢ una categoria. Cada una de las sigu-
ientes nociones determina a las demds de manera tinica:

1) Una topologia de Grothendieck sobre €
2) Una topologia de Lawvere-Tierney sobre Set®

./ . op
3) Una operacion universal de clausura sobre Set?

Demostracién 1) = 2): Dada una topologia de Grothendieck C'ov sobre
¢, definimos en cada C € ¢

Jo 1 QC) — Q(C)
R Jo(R) = {h e €(C",C)| R-heCou(C')yC €%}

Sean h € ¢(C',C)y g € €(C",C’") con h € Jo(R), entonces

R-(hog)={f€€(D,C")|hogo fe R}
={fe€€(D,C")|gofeR h}
=(R-N)-g

entonces ho g € Jo(R), por lo tanto, Jo(R) es una criba sobre C.
Usando un argumento similar, J es una transformacién natural pues,
dada f € €(C’, C):

Jo(R-f)={he€(C",C")IR-f-heCov(C")yC" €€}
={he€(C",C")|R-(foh) € Cow(C")yC" €€}
={heg(C",C"(foh)e Jo(R)yC" € ¢}
=Jo(R) - f
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es decir, el diagrama

——Q(C)
nml o)

(C") -~ AC)

conmuta.

* Para probar i) de 3.1.5 basta notar que si h € R, con h € € (C",C),
entonces Idc € R - h por lo que R - h = max(C') € Cov(C) por
lo tanto h € Jo(R)

e Para demostrar ii) de 3.1.5, la proposicién 3.1.1 nos asegura que
si S, R € Cov(C) entonces S N R € Cov(C) ademds, de ii) de la
definicién 3.1.2, sucede que

(RNS)-h={fe€(C".C)|hofeSNR}
—{fe¢(C".C")|hofeSyhofeR}

={fe€(C",C")|ho feStNn{fec(C" C)|hofeR}

=(R-hNS-h)e Cov(C)
luego

Jo(RNS)={he€(C",C)|(RNS)-heCov(C)yC" ec}
={he€(C",C)|R-hNS-heCo(C")yC" ¥}
= Jc(R) N Jc(S)

e Para iii), ya por ser Jo(R) una criba sobre C, se cumple que
Jo(R) € Je(Jo(R)).
Para la otra contencién tomemos h € Jo(Jo(R))y g € Jo(Jo(R))-
h, con g € €(C",C"). Entonces ho g € Jo(R) lo que siginifica
que R - (hog) € Cov(C"), porlo tanto (R - h) - g € Cov(C") para
toda g € Jo(Jo(R)) - h € Cov(C’), estas son las hipotesis de la
Definicién 3.1.2 iii) por lo que concluimos R - h € Cov(C"), esto
es, h € Jo(R).

3.1 Gauvillas, gavillas en un sitio y algunas equivalencias.
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2) = 3) Partiendo de la correspondencia biyectiva:

Sub(X) = Set?”" (X, Q)
A (bA

natural en X, demostrada en el capitulo anterior.
Una TLT J sobre Set?" permite definir:

Jo_ : Set®” (X, Q) — Set?” (X, Q)
o Joo

Eso determina una relacién (-) : Sub(X) — Sub(X), en la cual, si
tomamos A € Sub(X), se define A desde ¢; = J o ¢4. Es decir,
determinamos a A por la funcién que lo clasifica, por lo que:

A(C) = {z € X(O)Jo((¢a)c(x)) = max(C)}

Probemos ahora las propiedades segun la Definicion 3.1.4:

e Para i), para cualquier haz R sobre C, sucede, por i) que R C
Jo(R) entonces (¢4)c(z) € Jo((¢a)c(x)), para todo z € X(C),
y naturalmente en C. Esto nos dice que si z € A(C') entonces
max(C) = (¢a)c(x) C Jo((pa)c(z) = Jo(max(C)) por lo tanto
Jo((¢a)c(z) = maz(C) lo que equivale a x € A(C), para toda C.
Por tltimo, dada f € ¥(C’,C), si z € A(C), por la naturalidad de
¢ sucede que

Jor((@a)o(A(f)(x)) = Jo((@a)o(x)) - f
=max(C) - f
= maxz(C")

entonces A(f)(z) € A(C"). Por lo tanto A < A.

e Paraii), poriii) de 3.1.2 Jo(R) = Jo(Jo(R)) para cualqueir gavilla
R,y por un argumento similar al desarrollado en el punto anterior
esto implica A = A.
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 Para iii), partimos de ii) de 3.1.2, tomando R C S sucede que
Jo(R) = Jo(RNS) = Jo(R) N Jo(S) € Jo(S). Entonces, si
A < B, luego, A(C) C B(C) entonces, para todo z € A(C),
maz(C) = (pa)c(z) = (¢B)c(z) por lo que Jo((da)c(z)) =
Jo(pp(C)(x)) = max(C') entonces, por un desarrollo similar al de
los puntos anteriores, A < B.

* Paraiv) de la Definicién 3.1.2: consideremos 1 : Y — X, entonces
1#(A) es un subobjeto de Y clasificado por (J o ¢4) o p, por otro
lado, 17 (A) es clasificado por (¢4 o ), luego ,u/#m es clasificado
por Jo(¢40pu)ycomo lala operacién se determina por las flechas

que clasifican al subobjeto concluimos que p#(A) = p#(A) porque
son clasificados por la misma flecha J o ¢4 o p.

3) = 1) Dada una Operacién de Clausura Universal en Set® , ten-
emos el caso particular de (-) : Sub(yc) — Sub(yc), y como todos los
subfuntores de y~ determinan una criba y viceversa, como se prueba
en el capitulo 2, la operacién se puede pensar como una asignacién
(1) : Q(C) — Q(C)y partiendo de eso se define :

Cov(C) ={R € QC)|Fr = yc} (3.1

con Fr como se definié en (2.46), probemos ahora que eso determina
una TG.

e Para i) de la Definicién 3.1.2 tomemos R = max(C), entonces
Fr = yc. Por otro lado i) de la Definicién 3.1.4 asegura que
Fr < Fp entonces Fr = yc, por lo tanto R € Cov(C).

e Para ii), si R € Cow(C) y f € €(C’,C), entonces a R - f le
corresponde (y;)#(FRr), como en el diagrama (2.45), en este caso

Frj——>1

| |

) — )
yo PFROYf
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y por iv) de 3.1.4

Fr.p = ((yy)*(Fr))
= (yp)*(Fr)
= (y7)" (yc)
= Ycr

por lo tanto
R-f e Cou(C).

 Para demostrar iii) Sean R una criba sobre C'y S € Cov(C) tales
que paratodo C' € ¥y f € S,con f € €(C",C), R- f € Cov(C").
Entonces yi. = Fr; = (y;)¥(Fg) entonces la criba R que le
corresponde al funtor Fy es tal que R - f = maz(C") entonces
f €R, por lo que S C R, esto equivale a que Fg < Fp. Por i) y ii)
de 3.1.4

yo = Fs

por lo tanto R € Cov(C).

U
De ahora en mas, continuaremos desarrollando las herramientas nece-
sarias para completar la demostraciéon original, pero, notemos que la
versién B) estd completa en si misma, es decir, esas tres equivalencias
estdn completas. Por lo que podemos usar esos resultados y, aun mas,
nos seran ttilies las formas en que definimos una estructura partiendo
de la otra a lo largo de la demostracién (por ejemplo en como defini-
mos en 3.1 una topologia de Grothendieck a partir de una operacién
universal de clausura).
Definicién 3.1.6. Sean Cov una TG sobre una categoria %, (-) la op-
eracién universal de clausura y J la TLT sobre Set?  asociadas.

i) Una pregavilla F es separable para C'ov si para cada C' € ¢ y
z,y € F(C),silacriba {f : C" - C|Ff(x) = Ff(y)} € Cov(C),

Capitulo 3 Gavillas en un sitio



entonces r = y
ii) Una subpregavilla G de F es cerrada si G=Gen Sub(F)

iii) Una subpregavilla G de F es densa si G = F en Sub(7F).

Proposicion 3.1.2. Sean ¢ una categoria pequefia, C'ov una TG sobre
¢, Jla TLT y (%) la operacidn de clausura universal asociadas.

i) Una pregavilla G de F es densa si y sélo si para cada z € F(C), la
criba {f : C" — C|Ff(x) € §(C")} € Cov(C) .

ii) Si R es una criba sobre C. Fg, considerado como un subobjeto de yc,
es denso para Cov siy sélo R € Cov(C).

iii) Una pregavilla G de JF es cerrada para Cov si y sdlo si para cada
r e FO): si{f e€(C C)Ff(x) e §(C)} € Cov(C), entonces
z € §(C).

iv) F es seccionada para Cov siy solo si, pensandolo como un subobjeto
F:F = F x T, es cerrado para Cov.

Para estas definiciones y en general para el resto del desarrollo con-
sideraremos una TG Cov y las equivalencias demostradas en el teorema
anterior, pero, hacemos la aclaracion de que, no hay una tinica manera
de definir una Topologia de Grothendieck en cada categoria ¢, por lo
que, debe entenderse que las propiedades que se le den a una pregavilla
no dependen solo de la pregavilla, sino tambien de la TG que estemos
usando. En este sentido podria ser ambiguo decir que una pregavilla es
cerrada o densa sin decir para que Topologia de Grothendieck. Pero,
para evitar reiterar constantemente que una propiedad es “para Cov”
le rogamos al lector que considere, a lo largo del capitulo, que usamos
una misma TG a menos que se especifique lo contrario.

Demostracion
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« i):Partimos de que para C' € ¥
5(C) = {x € S(O)| Jo((¢g)o(x)) = max(C)}
lo que equivale a que
5(C) = {z € S(CO)| (¢5)c(x) € Cov(C)}

pues, si (¢g)c(z) € Cov(C), entonces para cada f € ¢(D,C)
tenemos que (¢g)c(x) - f € Cov(D). Por lo tanto,

Jo((9g)c(x) ={f € €(C",C)| (¢g)c(x) - f € Cov(C') y C" € €}
(3.2)

= max(C) (3.3)

Del otro lado, si se cumple (3.3) entonces, (¢g)c(x) - f € Cov(C”)
para toda flecha f € {f € ¢ (C’,C)|C’" € ¥}. Por lo tanto, por iii)
de la Definicién 3.1.2, (¢g)c(x) € Cov(C)

=] Si G es densa tenemos que G = F, entonces

F(C) ={z € 5(O)| (¢g)c(x) € Cov(C)}.
Por lo tanto, para cada z € F(C),
(dg)c(x) ={f € €(C",C)| Ff(x) € S(C") y C" € €} € Cov(C)
<] Tenemos que para cada = € F(C), la criba
{f €€(C',0)| Ff(x) € §(C')} € Cov(C)

entonces, (¢g)c(z) € Cov(C) para cada x € F(C). Por otro lado,
he%(AC), (¢g)c(x)-h € Cov(C"). Por lo tanto,

Je((¢g)c(x)) = {h € €(A,C")|(dg)c(x)-h € Cov(C')} = max(C’).
Por otro lado,

5(C) = {x € F(O)] Je((¢g)c(x)) = maz(C)}
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Entonces, §(C') = F(C) para cada C' € %, por lo tanto, § = 7.

ii): Por la Definicién (3.1), si R es una criba sobre C' € €y
Fr < yc es denso, entonces R € Cov(C). Y, si R € Cov(C),
entonces Fr = yc.

iii):=] Sea ¥ una gavilla y § < F una subpregavilla cerrada.
Consideremos = € F(C) tal que

F() (@) = {f € €(C",C)| Ff(z) € §(C") y C' € €} € Cov(C)
entonces,

(0g)cr(Ff () = max(C') = (dg)cr - f

donde la ultima igualdad es por la naturalidad de ¢g. Por lo tanto,
(¢g)cr - f € Cov(C") para cada f € F(-)(x), entonces (¢g)c(x) €
Cov(C), por lo tanto

€ §(C) = {z € F(O)|Je((ds)c) () = max(C)}

y como § es cerrada, z € §(C).

<] Tenemos que {z € F(C)|Ff(x) € G(C")yC' € ¢} € Cov(C) y
que {z € F(O)|Ff(x) € G(C")yC" € €} C §(C). Por otro lado,
como demostramos en el inciso anterior,

{z € F(O)Tf(x) € S(C") y C" € €} ={z € F(O)|(¢5)c € Cov(C)}
={z € FlJc((¢g)c(x)) = max(C)}
=5(C)

Por lo tanto, §(C') C §(C) para cada C' € %, por i) de la Definicién

3.1.4, tenemos que G = G. Es decir, G es cerrada.

iv): Podemos pensar cualquier pregavilla ¥ como un subfuntor de
F x F, definido por

F(C) ={(z,y) € FxF(CO)|x =y}
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en este sentido, por definicién,

—_—

F(C) = {(z,y) € FxF(O)Jo((¢r)o((z,y))) = maz(C)} (3.4)

Ahora, sean z,y € F(C) tal que F(-)[z,y] € Cov(C), entonces

(¢5)c(z.y) - f = (95)p(F x F(f)(2,9))

= max(D) € Cov(D)

para toda f € F(-)[z, y] € Cov(C), cuyo dominio denotamos con
D. Por lo tanto, (¢5)c(z,y) € Cov(C).
También si (¢5)c(z,y) € Cov(C) Pero

(b5)c(@,y) ={f € €|F x F(f)(z,y) € F(C) y }
={fe€IF(N)x)=F(f)ly) yC' €€}

Entonces F(-)[z,y] € Cov. Por lo tanto
F()[x,y] € Cov(C) & (¢5)c(z,y) € Cov(C) & (x,y) € F(C)

Partiendo de esto:

=] Sean (z,y) € F(C) entonces F(-)[z,y] € Cov(C), si F es
separable, z = y, entonces (z,y) € F(C), esto es F(C) C FC,
para cada C' € ¢ por lo que F < 7, esto implica, por i) de la
Definicion 3.1.4, que F es cerrada.

<] Si F es cerrada y J(-)[z,y] € Cov(C) entonces (z,y) € FC =
FC por lo tanto = = y, es decir, F es separable.

U

Definicion 3.1.7. Sean ¥ una categoria pequefia, F una pregavilla
sobre ¢, Cov una TG y C, C’, C” un objetos de %.

a) Una familia compatible en F indizada por una criba R sobre C

es una familia xp = {z¢|f € R} de elementos z; € F(C’), para
cada flecha f € ¢(C’,C) N R tal que para g € ¥(C”, (") arbitraria,
xfry = Fg(xy). En términos de la teoria de categorias, una familia
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compatible es una flecha z € Set(gop(FR, F). Para dejar esto claro,
rp es una transformacién natural que,a cada flecha f € ¢ (C’,C)NR
le asigna z; € F(C"), de manera que se e diagrama

Fr(C") 22 g(cr)
FR(Q)J/ l?(g)
FR(C”) . gj(C//)

(:I)R)C//

conmute.

b) Una amalgama de tal familia es un elemento = de F(C) tal que
ry = Jf(x) para toda f € R. En otras palabras una amalgama
es una extensién de la flecha zp € Set® (Fyp,F) a una flecha
z € Set®” (yc, F), pues determina una transformacién natural = €
Set”” (yo, F) mediante zc/(f) = F(f)(z) para toda f € €(C',C)
que cumple que (zg)c/(f) = xzc/(f) paratoda f € R.

Proposicion 3.1.3. Sea F una pregvilla. F es separable si y sélo si cada
familia compatible en ¥, indizada por una criba R € Cov(C') para algun
C' € ¢, tiene a lo mds una amalgama.

Demostracion =] Sea F una pregavilla separable y C' € ¢¥. Consider-
emos la criba R € Cov(C) y {z|f € R} una familia compatible para
J, entonces si z,y € F(C') cumplen ser amalagama para {z|f € R},
entonces para toda f € R sucede que

Ff(x) =y =Ff(y).

Entonces, R C F(:)[z,y] = {f € €(D,0)|Ff(z) = Ff(y)}, entonces
F()[z,y] € Cov(C) (por la proposicién 3.1.1 a)); y como F es separa-
ble, z = y. Por lo tanto, {zf|f € R} tiene a lo m4s una amalgama.

<] Sean F una pregavillay C € ¢, tal que toda familia compatible
en F indizada por una criba R € Cov(C), tiene a lo mds una amalgama.
Consideremos z,y € F(C) tales que

F()w.yl = {f € €(D,0)|Ff(x) = Ff(y)} € Cov(C)
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entonces la familia {z¢|f € J(-)[z,y|} tiene a lo mas una amalgama. Y
tanto x como y cumplen que

Ff(x) =xy
=Ff(y)

para toda f € F()[z,y], es decir, ambas cumplen ser amalgama, en-
tonces x = y. Por lo tanto J es separable. O

Definicion 3.1.8. Una pregavilla F es una gavilla sobre un sitio si:
 La categoria ¢ sobre la que se define la TG Cov, es pequefia.

* Toda familia compatible en &, indizada por una criba R € Cov(C)
para algun C' € ¥, tiene exactamente una amalgama.

En este caso el sitio es (¢, Cov).

En adelante usaremos solo este tipo de gavillas, es decir, se asumird el
sitio (¢, C'ov) y diremos simplemente gavilla, en vez de gavilla sobre el
sitio (¢, Cov). En el caso en que consideramos que puede ser ambiguo,
usaremos la terminologia completa.

Proposicion 3.1.4. Toda subpregavilla cerrada de una gavilla es una
gavilla.

Demostracion. Sean F una gavilla y § < F una subpregavilla cerrada.
Como § es cerrada, entonces para cada = € F(C) para alguna C € ¢,

si{f €€(D,C)|Ff(x) € G(D)} € Cou(C), entonces x € §(O)

por 3.1.2. Ahora, sean R € Cov(C) y {z|f € R} una familia com-
patible sobre §. Veamos que {z[f € R} tiene una Unica amalagama.
Para esto, basta notar que {r|f € R} tambien es una familia com-
patible para ¥ y como J es gavilla, entonces existe = € F(C') tal que
Ff(z) = z; para toda f € R. Entonces, z € §(C) y es una amal-
gama para {zf|f € R}. La unicidad es inmediata pues si existiera otra
amalgama, entonces, J no seria gavilla. O
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Proposicion 3.1.5. JF es una gavilla si y solo si para cada pregavilla X y
cada subpregavilla densa P < X, sucede que, cada flecha a € Setcgop(P, F)
tiene una extensién tinica a una flecha o € Set®” (X, ).

Demostracion —>| Como P es densa, por la Proposicion 3.1.2 i), para
cada z € X(C) la criba

i={fece(C,O)\X(f)(x)e P(CyC €%} (3.5)

cumple & € Cov(C).
Partiendo de esto definimos la familia compatible

{ac(X(f)z)|f € i} (3.6)

luego, si f € €(C',C) Nz yge €(D,C") entonces

F(@)(ac (X (f)(2) = ap(P(g)(X(f)(x))) (3.7)

por la naturalidad de «, luego

F (@) (X(f)(z)) = ap(X(g)(X(f)(x))) (3.8)

dado que si f € & entonces X(f)(z) € P(C"), entonces, por definicién

de subfuntor, P(g)(X(f)(x)) = X(9)(X(f)(z)), por lo tanto

Fg(ac (X (f)(2)) = ap(X(f o g)(x)). (3.9)

Tambien sucede que la familia indizada por una criba en C'ov tiene una
amalgama dnica porque JF es gavilla, entonces, existe k£ € F(C)tal que

ac(X(f)(x)) = F(Pk (3.10)

para toda f € ¢(C’,C) con C’ un objeto arbitrario de ¢. Esto nos
permite extender la transformacié natural, es decir, construir una a €
Set®” (X, ) tal que a|p = «, de la siguiente manera

ac(X(f)(@)) = F(fk (3.11)
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para toda f € ¢ (C’,C), en particular, cuando [ = Id¢
ac(z) = ac(X(Ide)(z)) = F(Ide)k = k (3.12)

dando asi, punto por punto, la asignacién. La naturalidad de la trans-
formacion se verifica ya que el cuadrado

conmuta, pues

F(fec(x) = F(f)(k)
= ac(X(f)(z))

donde la primera igualdad es por la definiciéon de « y la segunda de
(3.10).

Esta extension es tinica debido a que si existiera 3 € Set? (X, F)
tal que 5|p = « entonces, para * € X podemos definir la familia
compatible

{Ber (X (f)zlf € &} (3.13)

cuya amalgama tendria que ser la misma que la de la familia determi-
nanda por «, luego, al extender ambas,

Bc(I) = k = ac(x)

<] Sea R € Cov(C), luego Fr < yc es denso, por la Proposicén
3.1.2 ii), luego, por hipotesis, cada flecha o € Set®” (Fy,¥) tiene
una extension unica a una flecha a € Set%mp(yc, F), es decir, cada
familia compatible indizada por una criba R € Cov(C) tiene una dnica
amalgama, esto es, F es gavilla. O
En algunos de los textos, como [3], se define una gavilla sobre un sitio
de la manera en la que esta proposicion la caracteriza, pero en esta
tesis, como en [6], se definen pidiendo menos (Definicion 3.1.8) y esta
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proposicion demuestra la equivalencia de ambas definiciones.

Ahora, construiremos un funtor de particular importacia para definir la
categoria de Gavillas. Este es el funtor ()* : Set®” — Set®” .

Para esto, definimos la relacién ~: consideremos los pares (R, 1), (S, 1)
con R, S € Cov(C) para alguna C € €. (R,u) ~ (S,p) siy sélo si
existe una criba T’ € Cov(C) tal que T'C RN S'Y i, = fijp,.-

La relacidn ~ es una relacién de equivalencia:

i) Claramente (R, 3) ~ (R, B)

ii) Supongamos que (R, 5) ~ (S, i), entonces tenemos 7' € Cov(C')
talque T C RN Sy B = wr.- Veamos que (S, u) ~ (R, B),
pero sabemos que esto pasa si y sélo si exite U € Cov(C) tal que
UCSNRY ur, = B, Basta tomar U =T.

iii) Supongamos que (R, ) ~ (S, 1)y (S, 1) ~ (U, 7). Entonces, exis-
tenT,T" € Cov(C) talesque T C RNS, T C SNU, Bip, = e, ¥
ey, = Y r,- Considere TNT" € Cov(C) (por la proposicion 3.1.1
b) ), entonces T NT" C (RNS)N(SNU) =SN(RNU), entonces
BIEygr = M| Fpegr = V|Fpog- B decir, (R, B) ~ (U, 7).

Definicion 3.1.9. Sea X una pregavilla. Definimos la pregavilla X *:

a) En cada objeto C' € ¥ por el conjunto de clases de equivalencia
X*(C) de pares (R, ) con R € Cov(C) y u: Fr — X, con relacién
de equivalencia ~.

b) En morfismos f € ¢ (D, C) como:

XH(f): XT(CO) — XT(D)
(R = [(R- fopoys,, )]

La definicién de X *(f) tiene sentido pues si (R, 1) ~ (S, '), entonces
existe T' € Cov(C) talque T € RN Sy pp, = ;LfFT. Veamos que
XT(HUR, 1) ~ XT()((S, ). En efecto, como T € Couv(C), en-
tonces T'- f € Cov(D),yT-fC(R-fNS-f)=(RNS)-f, pue si
geT- f,entonces foge T C RNS,porlotantog e (RNS)-f. Y
ademds, como fi|p, = |, ENLONCES [, © Yflig, = H{py © Uil
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Definicién 3.1.10. Sea a € Set? " (X,Y). Definimos ot : X+ — V',
para cada C' € ¢, como

af: XT(C) > YH(O)
(B, p) = (R, aop)

Notemos que o™ : X — YT es transformacién natural: sea C € €'y
fee(C C), entonces

Y*f(ad (R, 1)) =Y (R, a0 p))
:(R -, (a © :u) © yf|FR~f)

ab(XTF((R, ) =ac (R f, o ypp,,))
=(R- f,ao(1oyyspy,))-

Ademas, si (R, ) ~ (S, '), entonces existe T' € Cov(C) tal que T' C
ROS'Y s, = pp,, ENTONCES @ O fi|f, = QO [, CON ¢ € Set”” (X,Y);
es decir, (R, o u) ~ (S,ao ).

Lema 3.1.3. La asignacion

()" : Set®” — Set®”
X=X

y para cada « € Set®” (X,Y), (a)" = a*, es un funtor.

Demostracion Sean « € Set®” (X,Y)y o € Set®” (Y, Z). Entonces, si
(R, 1) € XT(O)
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Por lo que (oo )™ = (o/)"o(a)™. También, claramente, (Idx)" = Idx+.

OJ

Definimos la siguiente asignacion
e Idg,er — ()"
que para cada pregavilla X es
ex X = XT

definida para cada C' € ¢ como (¢x)c(x) = (max(C), z); donde”es del
isomorfismo del Lema de Yoneda. Veamos que ¢, es una transformaciéon
natural, es decir, que el cuadrado

X =5 Xt
al loﬁ
Y?Y.

Y+

con « € Set®” (X,Y), conmuta. Esto es equivalente a probar que para
cada C € ¢, el diagrama

X(0) =EXH(O)

acl iaé

Y (C)——YH(C)

(ev)c

conmute: sea z € X(C), por un lado

ad((ex)e(x)) =ab(R, )

por el otro lado

(ev)elac(x)) = (mazx(C), ac(x))

pero el isomorfismo del Lema de Yoneda es natural en X, por lo que

ac(x) = aoz, por lo tanto (maz(C),a o &) = (max(C), m)
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Lema 3.1.4. Sean ¢ una categoria pequefia y X una pregavilla sobre &.
i) X es separable siy sdlo si €x es monomorfismo.

ii) X es gavilla siy solo si cx es isomorfismo.

Demostracion.

i) = Sean ¢4, 5 dos transformaciones naturales y supongamos que
paraC € ¢ yx € X(C), (ex oe1)c(x) = (ex 0 e2)c(x), entonces

(maz(C), X(-)((e1)o(@))) = (maz(C), X(-)((e2)o()))-

Entonces, para cada f € maz(C) y para cada C € ¢

X(N(e2)e(z)) = X(f)((e1)c(2))

entonces , si X es separable, (¢1)c(z) = (e2)c(z). Por lo tanto, ex
es monomorfismo.

<] Tenemos que ¢ x es monomorfismo siy sélo si (¢ x )< es monomor-
fismo en Set (es decir, es inyectiva). Entonces, si (¢x)c(y) =
(ex)c(z), entonces x = y con z,y € X(C). Por lo tanto, para cada
f € max(C), si X f(z) = X f(y), entonces = = y. Por lo tanto, X es
separable.

ii) =] Sea X una gavilla. Sea (R,u) € XT(C)con C € €. u :
Fr — X determina {z/|f € R} con R € Cov(C), una familia
compatible para X. Como X es gavilla, existe una amalgama tal
que pc(f) = X f(z) con z € X(C) ,la cual es tinica, por lo que

ex i Xt X

(R, p) =z

donde z es la amalgama de {z;|f € R € Cov(C)}, queda bien
definida. Por otro lado, (ex o e )((R, 1)) = (max(C), X (-)(z)) ~
(R, 1), pues R C max(C). Por otro lado,

(ex' oex)(x) =ex' (R, )

=T
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<] Supongamos que cy es isomorfismo, entonces (¢x)c es iso-
morfismo para cada C' € ¥. Entonces, X(C) = X*(C) en Set.
Ahora, como cada familia compatible {z¢|f € R} y R € Cov(C)}
define una tnica pareja (R, i) (salvo equivalencias), determina
también un unico x € X(C') con la propiedad de que (¢x)c(z) =
(maz(C), X(-)(x)) ~ (R,u). Por lo tanto, x es la amalgama de
{xs|f € R}.

[

Lema 3.1.5. Sean X una pregavilla, Y una gavilla y g € Set® (X, Y).
Entonces existe una tnica g : X — Y tal que el siguiente diagrama

X g Y
o~ A
X+

conmuta.

Demostracion Para cada C' € ¢ definimos (§)c((R, i) = x donde x es
la amalgama de g o i : Fr — Y. Entonces, si a € X(C),

go((ex)c(a)) = ge((max(C), X(-)(a))) = z

donde x es la amalgama de g o X(-)(a). Veamos que = = g¢o(a): por la
naturalidad de g : X — Y, tenemos

gor (X f(a)) =Y f(gc(a))

Por otro lado,

(90 X()(a))cr(f) = g (X fla)) =Y f(gc(a))

para toda f € maxz(C), y como Y es gavilla, entonces g¢(a) es amal-
gama de g o X (-)(a). Por lo tanto el diagrama conmuta. La unicidad es
clara desde que la amalgama tnica determina toda la transformacion
natural. O

Lema 3.1.6. Para toda pregavilla X, X es separable.

3.1 Gauvillas, gavillas en un sitio y algunas equivalencias.
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Demostracion Sean [(R, u)], [(R, 1)] € XT(C) tales que la criba

S={fe<¢(D,O)XTf((R.u)) = XTF((S, 1)}

esta en C'ov(C) para algun C' € %. Sea f € S, entonces

(R fpoyslim ) =XTf((R,p)
=XTF((R, )
=(R'- f.1 oyl )

Demodoque R-f =R -fyuo yﬂ%f =y o yﬂ?ﬁi'}c, es decir p o0 yy
y 1/ o ys coinciden en Fgr.; = Fr.s, y o coincide con y' en Fr = Fri;
pues, para B € ¢, (ys)p(g) = fog,ycomog € R- f = R'- f, entonces
foge Ry foge R. Estoes, (R,u) ~ (R',)/). Por lo tanto, X es
separable. O

Lema 3.1.7. Si X es una pregavilla separable, entonces X es gavilla.

Demostracion Sea S € Cov(C'). Considere la siguiente familia compati-
ble 5 = {(Ry, uys)|f € S} para X . Definimos la criba

}}f ={foglge Ryy f €Sy fogeE(dom(g),cod(f)))}

en Cov(C). Una amalgama para 3 es (Uses %, «), donde para C’ € €,

ac : F . (C1) — X(C")
Ufes o
fogr pns(g)

que estd bien definida, en general, pero en el peor de los cosos, pudiera
suceder que existan cribas Ry, Ry, flechas ¢ € Ry y ¢’ € Ry, tales
que fog= f'og'. Pero, eso implica que (Rjog, fifog) = (Rfrogs fifrog) »
entonces

)

(Rp g, 1150 Yglpn,,,) = (B~ g's 1o 0 Yg L

‘flog’

es decir, existe ' € Cov(dom(G)) tal que T C (Ry - g) N (Ry - ¢').
Entonces, para cada ¢ € T' tenemos que jif © Y|y, (t) = g 0 yg|pp (1),
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y por la naturalidad de pis y pup, Xt(1r(g)) = Xt(up(g')). Por lo tanto,
como X es separable y 7' € C'ov(dom(g)), entonces ps(g) = p1(g'). Por
lo tanto « estd bien definida.

OJ

Definicion 3.1.11. Sean ¥ una categoria y Cov una TG sobre ¢. Lla-
maremos Gav(%,Cov) a la subcategoria de Set®” conformada por
todas las gavillas para Cov. Dadas X,Y € Gav(¢,Cov) definimos
Gav(€,Cov)(X,Y) = Set®” (X,Y). Cuando % es pequeniia esta es la
categoria serd de Gavillas en el sitio ¢, Cov). Cuando no exista am-
biguedad utilizaremos simplemente Gav, asumiendo que queda claro
en qué sitio estdn las gavillas.

Por definicién, Gav(¢,Cov) es una subcategoria plena, aun asi

pudiera haber duda sobre si esto es una buena definicién, es decir,
si las flechas entre pregavillas son las mismas que entre las gavillas. En
principio, toda pregavilla puede ser gavilla, dependiendo la TG que se
utilice. Ademas, lo que se puede decir es que si a € Set”” (X,Y) para
XY € Gavg cov), Sucede que « preserva amalgamas en el siguiente
sentido:
Consideremos una familia compatible {z(|f € R € Cov(C)} sobre
X , vista como una transformacién natural, podemos escribirla como
Br: Fr — X y como X es gavilla, esta transformacion se puede exten-
der a 5 : yo — X con la amalgama z € X(C'). La composicién « o 5
define una familia compatible sobre Y, con una amalgama determinada
por a o 3 pues

50/ : yO(Cl) — X(Cl)

f= X(f)(x)

entonces ac(X(f)(z)) = Y(f)(ac(x)) por la naturalidad de a. En-
tonces una amalgama de «o 3 es a¢(z) con z la amalgama de 5 y como
Y también es gavilla, es la tnica.

Por los lemas 3.1.6 y 3.1.7, para cada X € Set®" podemos construir la
gavilla X . Esta asignacion es un funtor porque es la composicién del
funtor (-)* consigo mismo.

3.1 Gauvillas, gavillas en un sitio y algunas equivalencias.
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Definicion 3.1.12. Llamaremos El Gavillador al funtor:

(->++ . Set?” — Ga’l}(cg’cm,)
X — X't

Ahora nombramos vx = ex+ o ex y esto define la instancia X de la
transformacion
7 IdSet%op — (-)++ (314)

que es natural porque ¢ lo es. Como corolario del lema 3.1.5 tiene la

siguiente propiedad:

Corolario 3. Si g € Set®” (X,Y) con X una pregavilla y G una gavilla.
Se puede factorizar de forma tnica a través de vx , segun el siguiente

ng/y

X+t g

diagrama
(3.15)

Demostracion Precisamente del lema 3.1.5, el siguiente diagrama con-

muta
X J Yy
\ / ‘\g
EX 5
X+ X+
EX+
y g queda tinicamente determinada. O

Tambien, del lema 3.1.4 se sigue que

Lema 3.1.8. Sean ¢ una categoria localmente pequefia, X una pregavilla
sobre ¢y Cov una TG.

i) X es separable para C'ov siy sdlo si vx es monomorfismo.

ii) X es gavilla para Cov siy sélo si vx es isomorfismo.

Demostracion ¢) =] Sea X una pregavilla separable para C'ov, entonces
ex es monomorfismo, ademas, por el lema 3.1.7 X+ es una gavilla,
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entonces ¢ y+ es un isomorfismo.
Consideremos morfismo [ y g tales que

vxof=vxog
y nombrando K a la inversa de ¢ x+

Kovxof=Kovxog
Ko(ex+oex)of=Ko(ex+oex)og
exof=exog

=y

Por lo tanto vy es monomorfismo.

<] Si vx es monomorfismo, y como X siempre es separable, segtin
3.1.6, e x+ siempre es monomorfismo.

Si f y g son tales que

exof=cexog

entonces

€X+O(€X0f):€X+O(€X09)
VXOf:I/XOg

=y

Por lo tanto ¢ x es monomorfismo, lo que equivale a que X es saparable
para Cov. ii) =] Si X es gavilla ex es isomorfismo, ademas, por 3.1.7
X es gavilla, entonces ¢ y+ es isomorfismo también.

Si denotamos K a la inversa de ex y K’ a la inversa de ¢ y+ sucede que

vyo(KoK')=ex+oexoKokK’
=€X+OK/

= ldx++

3.1 Gauvillas, gavillas en un sitio y algunas equivalencias.
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(KoK'Yovx =Ko (K'oex+)oex
:KOEX
= Idyx

por lo tanto vx es isomorfismo.

<] Si vx es isomorfismo, nombramos K a su inversa, entonces ¢
es monomorfismo, porque, si existen fy g talesquecex o f =ecxog
entonces

Koexro(exof)=Koex+o(exoyg)

(Kovyx)o (Kovyx)og

f:
=y

por lo que X es separable, entonces X es gavilla, lo que equivale a
que ex . es isomorfismo. Si nombramos K’ a la inversa de ¢ x+ resulta
que

K/: K/O[dx++
=K'o((ex+oex) oK)
=(K'oex+)oexoK

:€XOK
Por lo que

exo(Koex+)=(exoK)oex+
= K/O€X+
= Idy-

y ya sabiamos que (K oex+) oex = Idy, lo que nos dice que (K ocy)

es la inversa de ¢, es decir, ¢y es isomorfismo, lo que equivale a que
X es gavilla. O
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Lema 3.1.9. El Gavillador es el adjunto izquierdo de la inclusion

1 Gav(%ycov) — Set?”

Demostracion Definimos las asignaciones

ovx : Gav(X*HY) — Set”” (X,Y)

O+ XOoVyx

() : Set® (X,Y) — Gav(X*,Y)
B 3

segun el corolario 3. Estas asignaciones estan bien definidas, la primera
porque se define a través de la composicién y la segunda porque la
flecha que completa el diagrama es tinica y siempre existe.

Estas son inversas:

Primero, consideremos o € Gav(X™+,Y’) entonces

(+) o (ovx)(e) = aovy (3.16)

la cual hace conmutar el diagrama

X aovy 1%

N

X++ aovy

e~

pero tambien « lo hace conmutar, por lo que, de la unicidad, & o vy = c.
Ahora consideremos 3 € Set?” (X,Y), la otra composicién es (ovy) o

()(a) = Govy=48 por el diagrama

N

Y
Xttt 5
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Por lo tanto Gav(Xt+,Y) = Set”” (X,Y). Para probar la naturalidad,
consideremos j € Set%)op(X '’ X))y el diagrama

Set®” (X, v) -V~ Gav(X,Y) (3.17)

o‘ul lop++

Set”” (X", Y) — Gav(X',Y)
®

conmuta si y solo si, para cada 8 € Set® " (X,Y) se cumple que E o

ut T = 3o pu. Para esto consideremos los diagramas

X’\ Pou /Y (3.18)
O

X" . .x Py (3.19)
Vxt vx ~
B

Y X
n

e~

que conmutan. El tridngulo (3.18) es la definicién de E;/,u y el segundo
3.19 estd conformado por dos diagrmas que conmutan, el cuadrado

X " . x
Uxt 15

Y X
o

conmuta porque v, ver (3.14), es transformacion natural y el tridngulo

es el que determina a /3. Por lo que, tanto 5 o ™+ como 3 o ; hacen
factorizan a 3 o y mediante vy por lo que el corolario 3 nos permite

102 Capitulo 3 Gavillas en un sitio



concluir la igualdad, entonces, el diagrama (3.17) conmuta. Lo que
demuestra la naturalidad del isomorfismo en X, para Y consideremos

Gav(X T, V) 22 Set?" (X,Y) (3.20)

uol |

Gav(X+H,Y") -~ Set”" (X, Y")

que conmuta claramente desde que la composicion de transformaciones
naturales es asociativa. OJ

Proposicion 3.1.6. El Gavillador preserva limites finitos.

Demostracion Como ya vimos en el capitulo 1, todos los limites finitos
se construyen solo con el objeto terminal y los pullbacks, entonces,
bastara demostrar que se preservan estos dos tipos de limites.
Primero, el objeto terminal, que denotamos por 1, siempre es una
gavilla, pues, dada cualquier familia compatible sobre 1, como el
terminal envia a cada C € ¥ a un uUnico objeto, este serd la amalgama
Unica, en particular para cada familia indizada por una criba en un
Cov(C), por lo que 1 simepre es gavilla, luego, vy es isomorfismo,
entonces, 17 = 1 es terminal en Gav (¢, Cov).
Para probar que ()™ preserva limites, bastara probar que lo hace (-)*:
Sean X,Y,Z € Set®” | f ¢ Set® " (X, Z) ,g € Set®” (Y, Z) y su pullback
en Set®”

Ao x (3.21)

A

lo que queremos probar es que

A+ 9 x+ (3.22)

M

YTzt

3.1 Gauvillas, gavillas en un sitio y algunas equivalencias.
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es un pullback en Gav(%, Cov) para una TG C'ov, para esto supongamos
que existen objetos y morfismos tales que el diagrama

G x+ (3.23)

q

yr—-2v

conmuta, entonces, si x € G(C), ha(X) € X es decir, es una clase de
equivalencia con un representante de la forma (R, «) con R € Cov(C) y
a € Set®” (F, X) y similarmente h.,(X) € Y *con un representante de
la forma (S, a’) con S € Cov(C) y o € Set”” (Fs,Y) y que el diagrama
conmute sucede que

(f o h)e(x) = (goh)c(x)

lo que implica que
(S,god) ~ (R, foa)

esto significa que existe una7” C RN S, talque 7' € Cov(C) y

(g © O~//)|FT = (f © a)lFT

por lo que el diagrama

Fr-2 X (3.24)

o] /

conmuta. Entonces, como (3.21) es pullback, esto determina una tnica
f tal que e diagrama

(3.25)
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conmuta. Lo que nos muestra el mecanismo para definir una flecha
f e Set?” (G, AT) siendo que podemos definir fo(z) = [(T, f)] € AT
que tiene la propiedad de que

goo f(x) = (1.4 o f) «~ (R, /) = he(x)

flo fo(@) = (T, f o )~ (S.a) = hio()

es decir, pertenecen a la misma clase de equivalencia en X* y Y+
respectivamente, esto es, el diagrama

(3.26)
A+ 7 X
f/Jr f+
irasd
conmuta. Por lo tanto (-) preserva pullbacks. O

Para terminar la demostracion del teorema 3.1.1 notemos que hemos
construido una subcategoria plena de la categoria de pregavillas, cuya
inclusién tiene adjunto izquierdo, que preserva limites finitos. Por lo
que para concluir la equivalencia 4) necesitamos demostrar que, dada
una subcategoria plena con tales caracteristicas, podemos determinar
unicamente alguna de las otras 3, en este caso, demostraremos que
determina una operacién universal de clausura.

Proposicion 3.1.7. Sean ¥ una categoria localmente pequefia, ¢ una
subcategoria plena de la categoria de pregavillas sobre ¢, tal que el funtor
inclusion i : e — Set?" tiene un adjunto izquierdo G que preserva limites
finitos. Entonces, esto determina una operacion universal de clausura.

./ 4] Op . . L4
Demostracién. Para cada X € Set”  definimos la operacién

(%) : Sub(X) — Sub(X)
A= A

3.1 Gauvillas, gavillas en un sitio y algunas equivalencias.
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dénde A es tal que el diagrama

A——iG(A) (3.27)

es un pullback. Siendo j € Set(gup(A,X ) la transformacién natural
inclusion y nx la unidad de la adjuncidén en su instancia X. O

3.2 La estructura de la categoria de
gavillas

Proposicién 3.2.1. Gav(¢,Cov) es cerrada bajo limites arbitrarios.

Demostracién. Sea ¥ : I — Set®  un diagrama, cuyo cono limite es
(X —2+ F(i) )ie; Covuna TG , R € Cov(C) con C € €y ¢ €
Set’” (Fp, X). Suponemos que cada F(i) € Gav y queremos concluir
que X € Gav.

Partiendo de la propiedad del cono

X (3.28)

podemos componer con la transformacion natural ¢ y resulta que el

ozy

F(4)

diagrama

ajog

Fg (3.29)
(u)

()

conmuta, ademds como cada F(i) € Gav, cada composicién «; o ¢ tiene
una amalgama unica, digamos, y; € (i), esto extiende las transfor-
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maciones naturales de manera unica, por lo que tambien el siguiente
diagrama conmuta

Yo (3.30)

por lo que es tambien un cono sobre . Como X es el vértice del cono
limite debe existir una tansformacién natural K € Set”" (yc, X) tal que
a; 0 K = a; o ¢, pero esto implica que «; o K|p, = a; 0 ¢ paratodo i € 1
y como se muestra en (3.29) la composicion de ¢ con los «; tambien es
un cono sobre F entonces sucede que K |p, = ¢ por la unicidad en la
propiedad del cono limite, por lo tanto, si tomamos f € €(C’',C)N R
y utilizamos la naturalidad de K junto con la definicién del funtor y¢
tenemos que

¢or(f) = Ke(f)
= Ko (yo(f)(1de))
= X(f)(K(Ide))

esto significa que K (/d¢) € X(C) es la amalgama unica de la familia
compatible determinada por ¢. Por lo tanto X € Gav(¢, Cov) O

Proposicién 3.2.2. Sean X,G € Set®” y Cov una TG tal que G es
gavilla, entonces, G~ es una gavilla.

Demostracion. Utilizando la proposicion 3.1.5: Tomemos A < Z denso
con Z € Set?” y a € Set?” (A, GX). Entonces, por la adjuncién, esto
determina una flecha a € Set®” (A x X, ). Ahora, como X es densa
como subobjeto de si misma y A lo es por hipotesis, tambien asi lo es
A x X como subobjeto de Z x X, luego, existe una extension unica
a e Set®” (Z x X, @). Por tltimo, usando una vez mas la adjuncién se
determina de manera tnica una flecha @ € Set”” (Z,GX). Por lo que,
toda flecha de una subpregavilla densa a G** tiene una tnica extension,
por lo tanto G es gavilla. O

3.2 La estructura de la categoria de gavillas
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De la Proposicion 3.1.4 tenemos que los subobjetos cerrados de una
gavilla son gavillas, esto nos dice que el clasificador de subobjetos
en la categoria de gavillas debe ser aquel que distinga no solo a los
subfuntores sino a aquellos que son cerrados con respecto a la topologia
de Grothendieck que determina las gavillas. Esto es facil de hacer por
la definicién de subpregavilla cerrada en 3.1.6.

Definicion 3.2.1. Llamaremos 2; al subfuntor de Q2

QJ - 6P — Set
C+— Q;(C) ={S € Q(C)|Existe algtin R criba sobre C, tal que J(R) = S}

y para un a flecha f € ¢(C,C")

Q(f) : 2(C") = Qs (C)
S5t

de esta manera es subfuntor de ().

El Unico inconveniente que podria existir es que S’ - f no fuera
elemento de €;(C), por lo que hay que probar que existe alguna criba
R tal que J(R) = S’ - f. Para esto, llamemos R’ a una criba tal que
J(R') = 5" luego

JR)-f={he€(D,C"|fohe JR)yDe%}
={h e €¢(D,C")|fohe{ke€(D,C)R -keCov(D)})yDe%}
={h e €¢(D,C")|R" - (foh) € Cov(D)y D € %}
={h e €¢(D,C|(R - f)-he Cov(D)y D € ¢}
=J(R'- f)

estoes S = J(R - f), porloque S € Q,(C).
Este es el clasificador de subobjetos:
Sean F una pregavilla sobre ¢ y G € Gav(%,Cov), el siguiente dia-

108 Capitulo 3 Gavillas en un sitio



grama conmuta si y solo si F' es cerrada con respecto de la TG, Cov

F——1 (3.31)

|

G*M)CFQJ

pues F(C) = F(C) = {z € G(C)|Jc(¢5(x)) = maz(C)}. Para ver
que es un pullback, suponemos que existe ' una pregavilla y m’ €
Set’” (¥, G) monomorfismo tal que el diagrama

F——1 (3.32)

G v Qy
conmuta. Esto implica que para todo = € F'(C) se cumple que J o
d5(m/(z)) = max(C) pero esto equivale a que m(z) € F(C) = F(O)
por lo tanto se puede definir una flecha f de una tnica manera, esto
es, fo(z) = m/(z), de tal manera que el diagrama

(3.33)

conmuta. Siendo asi que €2; cumple ser el clasificador de subobjetos en
la categoria de Gavillas. Despues de esto, queda claro que la categoria
de Gavillas, de cualquier Topologia de Grothendieck, es un Topos.

3.3 Ejemplos de Topologias y Topos de
Grothendieck

Definicion 3.3.1. Un Topos de Grothendieck es una categoria equiv-
alente a una categoria de gavillas sobre un sitio.

3.3 Ejemplos de Topologias y Topos de Grothendieck
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Los topos de Grothendieck son propiamente Topos como ya se mostro
en el capitulo anterior, algunos ejemplos de Topos de Grothendieck se
enuncian a continuacion.

* Toda categoria de pregavillas es un Topos de Grothendieck. Esto
es consecuencia que de se puede definir una TG que contenga
solo a la criba mdxima, es decir, Cov(C) = {maxz(C)}:

Si X es una pregavillay {z; € X(C)|f € R} una familia compat-
ible sobre X con R € Cov(C'), como R no tiene de otra que ser
max(C), Fr = yc entonces esta familia compatible determina la
transformacién natural « € Set?” (y¢, X) cuyas instancias se de-
finen como ac(f) = x¢, entonces ac(Idc) es la tnica amalgama,
por lo tanto, segtn la Definicion 3.1.8 de gavilla, X es una gavilla.

* Set es un topos de Grothendieck. Esto se debe a que
Set = Set' = Gav(1, Cov)

la categoria de gavillas sobre el sitio (1, C'ov), siendo 1 la categoria
discreta con un solo objeto y C'ov la inica TG que existe en esa
categoria, esto es C'ov(x) = {max(x)} pues la unica flecha en esta
categoria es la identidad del unico objeto, siendo asi que solo
existe una criba, la criba maximal. En este caso cada pregavilla
es precisamente un conjunto (pues todo lo que hace es asociar al
unico objeto de 1, algtin objeto en Set) y segin esta TG (la mas
pequefia) es una gavilla. Como todo isomorfismo de categorias es
una equivalencia Set es equivalente a una categoria de gavillas
sobre un sitio.

* Todo espacio topolégico determina un Topos de Grothendieck.
Esto es inmediato de la definicidn de gavilla en un espacio topolégico
(Definicion 3.1.1), en ese caso el

Cov(U) ={R € QU)|Useg Dom(f) =U}

Esto se corresponde con la manera en la que se define una cubierta
en un espacio topoldgico en el sentido de que R es una cubierta si
y solosi R € Cov(U), salvo que en un caso se piensa en la cubierta
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como una coleecion de conjuntos abiertos y en el otro como una
coleccion de sus inclusiones, por a) de esa definicion las gavillas
sobre un espacio topoldgico son pregavillas separables para Cov y
por b) estas gavillas tienen una amalgama tnica para cada familia
compatible de una cubierta de U, es decir, para cada R € Cov(U),
por lo tanto estas gavillas son las mismas que las gavillas sobre
el sitio (0(X),Cov). En otras palabras, la categoria de gavillas
sobre un espacio topoldgico es un Topos de Grothendieck.

3.3 Ejemplos de Topologias y Topos de Grothendieck 111
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Topologia de Lawvere-Tiern y4
sobre Set’* inducida por un
funtor de cuantizacion.

En este capitulo veremos como por medio de la cuantizaciéon algunos
operadores sobre el espacio de Hilbert H estan relacionados con ob-
servables cldsicos. A partir de esta correspondencia, verémos como el
proceso de cuantizacion, induce un funtor, el funtor de cuantizacion. El
cual nos permitird definir una topologia, a la que llamaremos topologia
cuantica.

4.1 Categorias de precuantizaciony
funtor de quantizacion

.« . . op
Comenzaremos definiendo, del topos cuantico Set’’ [1], lo nece-
sario, para el objetivo del capitulo.

Definicion 4.1.1. La categoria ¥4 tiene por objetos, V' € ¥4, las subdl-
gebras conmutativas de un algebra, By, de von Neumann sobre un es-
pacio de Hilbert 3{; y por morfismos, las inclusiones iy, v, € #(Va2, V1),
siy solosi V, C V; para cada Vi, V; € ¥4.

En el Capitulo 3, definimos lo que es una criba, sin embargo, para el
caso particular de este capitulo, es decir, las cribas sobre objetos de ¥,
la definicién de criba puede formularse de la siguiente manera:

Definicion 4.1.2. Para todo V € ¥4, una criba S sobre V es una
coleccién de subdlgebras V; € V, tal que si V; € Sy V5 C Vj, entonces
Vo e S.

En el topos Set”" , el clasificador de subobjetos se identifica con la
pregavilla €2 definida:
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i) En objetos V' € ¥3 como el conjunto, Q2(V'), de todas las cribas
sobre V'

ii) En morfismos iy, v € ¥5(V1,V), como

Qigy) - V) = QW)
w = Qi y)(w) = {Va c V1|Va € w}

Ahora, consideremos un conjunto de observales clasicas a cuantizar,
0, el cual es un algebra de Lie, con respecto a un conmutador ade-
cuadamente definido, como un algebra de Poisson de un conjunto de
funciones en el espacio de fase.

La cuantizacién de ¢, viene dada por una funcién inyectiva, v, a la
que llamaremos funcién de cuantizacion, entre &'y el algebra, H, de
operadores autoadjuntos sobre un espacio de Hilbert, . Es decir, por :

v:ﬁ’—)ﬂfC

a—v(a) :=a

donde a es un operador autoadjunto sobre el espacio de Hilbert .
Ademads, la funcion de cuantizacién refleja escructura en el siguiente
sentido: la (no) conmutatividad en el algebra de Lie ¢ se refleja en
la (no) conmutatividad en el dlgebra de operadores sobre el espacio
de Hilbert H. En general los operadores @ € H no son operadores
acotados, definimos el mapeo de unitarizacién o :

Este mapeo asigna a cada observable ¢ € ¢ un operador acotado
sobre espacio de Hilbert . Ademas, refleja la conmutatividad o no
conmutatividad en & al dlgebra de von Neumann By, de operadores
acotados sobre el espacio de Hilbert H{ . Note que la funcién de
unitarizacion es inyectivo, pues la funcién de cuantizacién lo es.

Definicion 4.1.3. a) La categoria %, es la categoria que tiene por
objetos subconjuntos conmutativos C' C & , y que tiene por morfis-
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mos, inclusiones de conjuntos, es decir, si C’ C C' para cualesquiera
C,C" € €y, entonces tenemos un morfismo icr ¢ € €y

b) Llamaremos a cualquier subcategoria plena de %, categoria de
precuantizacion.

c) La categoria €, tiene por objetos todas las categorias precuanticas, y
como morfismos a los funtores inclusion.

Note que la categoria 4, definida en la seccién anterior , forma un
conjunto parcialmente ordenado, con la relaciéon C. Por otro lado, para
cada objeto C' € %, los conjuntos

(C) := {e"* € By| existe a € ¢ tal que v(a) = a}

<

V(C)* == {e7@ € By| existe a € ¢ tal que v(a) = a}

son conjuntos conmutativos de operadores acotados, pues el objeto C
es un conjunto conmutativo de observables clasicas.

Definicion 4.1.4. a) Para cada algebra B C By, definimos el conmu-
tador de B como

S

B :={a€By|a-b=a-bparatodobec B}

b) El doble conmutador de B, se define como B” = (B’)".

La funcién de unitarizacion v : O — By, induce el siguiente funtor :

(b:%ﬁ%”//g{
C = ¢(C) = (

(24
—~
Q
SN—
(@
<
—~
Q
N—

*
~

Y a cada morfismo i¢r ¢, € 65(C1, Cs), le asigna la inclusion

Picy,cy) = ig(cr),6(cy) * P(C1) = 9(C)
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en #5. Ahora, sea idc € €5(C,C), la cual es la inclusién ic ¢ en %y,
entonces ¢(idc) = iy(c).6(c) = idg(c). Por otro lado, si C1, Cy, C3 € 6¢
y C1 C Cy C (s, entonces ¢(Ch) C ¢(C2) C ¢(Cs); es decir,

¢(i01,02 © iC2,03) = ¢(icl7c2> © QS(iCz,C%)

Tambien para cada C € €, definimos al funtor ¢|c : C — ¥5;, como la
restriccion de ¢ : ¢ — ¥4 sobre C (De aqui en adelante, escribiremos
¢|c simplemente como ¢). Es claro, que si ic, ¢, € €(Cy, Cz), el siguiente
diagrama

iCy,Cy

N A

C Co 4.1)

conmuta.

Definicidn 4.1.5. Al funtor ¢ : 6, — ¥4 y su restriccion ¢|c : C — ¥4
para cada C € ¢, le llamaremos funtor de quantizacién inducidos
por la funcién de unitarizacion.

Ahora, definiremos un funtor ¢ : ¥5 — %,: para cada V' € 6y
Y(V):=v"1={a€ O v(a)cV}

Ahora, para cada morfismo iy, 1, € #5(Vi, V2), entonces ¥ (iy, 1,) =
ipvi),(va) € €o(¥(V1),(V2)). Los axiomas de identidad y composicion,
claramente se cumplen.

Definicidon 4.1.6. Al funtor v : ¥5; — %, le llamaremos funtor de
clasicificacion inducido por la funcién de unitarizacién.

Proposicion 4.1.1. El par (¢,1)) del funtor de cuantizacion y el funtor
de clasicificacion es una conexion de Galois. Es decir, para cada C € €5y
V' € ¥4, se cumple que

p(C)CV siysdlosi C C (V). (4.2)

Equivalentemente, los funtores 11 : 6y — €y 3 : V3¢ — V3 definidos por

Ti=vo¢p y J:=¢o (4.3)
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respectivamente; satisfacen

CCTC) y AV)CV. (4.4)

Demostracion. Primero probaremos las relaciones en (4.4). Como
»(C) € ¥45¢,es un dlgebra de von Neumann conmutativa tal que v(C') C
¢(C) para cada C' € ¢y, entonces

C o (9(0)) = v(e(C)))

También, como V' € ¥4, tenemos que ¥(0~1(V)) = 0(¢(V)) C V.Entonces,
(V) S V.

Ahora, para demostrar la relacién en (4.2), supongamos ¢(C) C V
paracada C € 5y V € ¥4; entonces

C) = ¥(o(C)) C¥(V)

y por las relciones en (4.4) concluimos que C' C (V). Por otro lado, si
C Cy(C) paracada C € 65y V € ¥4, entonces

Por lo que, ¢(C') C V se sigue de las relaciones en (4.4)

Note que derivamos la relacién (4.2) desde las relaciones en (4.4). Por
otro lado, si la relacién en (4.2), entonces las relaciones en (4.4) se
cumplem. En efecto, como ¢(C') C ¢(C) para cada C' € %, entonces
C C 7(C) por (4.2); similarmente J(V) C V para cada V' € ¥5. Es
decir, (4.2) y (4.4) son equivalentes. O

Proposicion 4.1.2. Los funtores ¢ : €5 — Vs y 0 : Vo — € satisfacen

¢(W(0(C)) = o(C) ¥ P(o(¥(C))) =¥ (C) (4.5)

para cada C' € 65y para cada V' € V4.

Demostracion. Sea C' € 65y V € ¥4. Por la Proposicidn 4.1.1 tenemos
que C' C 71(C), entonces ¢(C') C ¢(1(4(C))), mientras que
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pues ¢(C') € #3¢ (Proposicién 4.1.1). Por lo tanto, ¢(¢(¢(C))) = ¢(C).
De manera similar podemos mostar que ¢ (¢(¢(C))) = ¥(C). O

4.2 Categoria de precuantizacion
propia

Hasta ahora, no se ha supuesto que los objetos de C € € tengan
estructura algebraica. Algunas categorias de precuantizacion, sin em-
bargo, tienen objetos dotados de algunas estructuras dlgebraicas. Entre
ellas, existe una distinguida:

Definicion 4.2.1. La categoria de precuantizacion propia, A, es una
categoria de precuantizacién cuyos objetos son los puntos fijos del
funtor 7 : €» — %,; es decir,

CeA siysdlosi T(C)=C (4.6)

Ahora, consideremos al funtor 1 : ¥y — %,. Tenemos que para
cada C' € %5, 1(C) € A de la definicién de A; podemos retringir el
dominio del funtor 7 a cualquier categoria de precuantizacié C € ¢,
tal que incluya a la categoria de precuantizacién propia, A, como
subcategoria. También, por supesto, podemos restringir el dominio
de 7 a cualquier categoia de precuantizacion, como en el caso de
los funtores de cuantizacidén y clasicizacion. Escribiremos 71 para los
funtores retringidos de 1. Note que si tomamos una categoria C' € ¢
tal que A es una subcategoria de C, entonces el diagrama

C 4.7)
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conmuta por la definicién de A. Por otro lado, note que la Proposicién
4.1.2, implica que, para cualquier C € €, el funtor ¢ : C — ¥4 se
factoriza a traves de A; esto es, que el diagrama siguiente

C 1 A (4.8)

N A

Vo

conmute.

Proposicion 4.2.1. Sean C,C, € €. Si la categoria de precuantizacion,
A, es subcategoria de C, entonces el diagrama

T a,C

C,—~A-2%¢C (4.9)

DN A

gan

conmuta.

Demostracion. Es inmediato de la conmutatividad de los diagramas
(4.7) y (4.8), y la Proposicién 4.1.2. O

4.3 Topologias cuanticas

En el capitulo anterior mostramos que son equivalentes una Op-
eracion de clausura universal, una TG y una TLT (Teorema 3.1.1).
En [4] Nakayama, construye un morfismo geométrico a partir del fun-
tor de quantizacién (Definicién 4.1.5), y a partir de esto deriva una
Operacion universal de clausura sobre Sub(V') con V' € ¥;; y poste-
riormente define una TG. Finalmente, deriva una TLT, en términos de
la TG. Sin embargo, este proceso es demasiado largo, y hace uso de
herramientas que no definimos en este trabajo; por ello solo escribire-
mos la expresion para la topologia de Lawvere-Tierney, en terminos
del funtor de cuantizacién definido anteriormente; y mostraremos que
cumple con la Definicién 3.1.5.

4.3 Topologias cuanticas
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Considere la siguiente asignacién sobre el subobjeto clasicador de
op
Set”s

J: Q=0 (4.10)
Definida para cada V' € ¥4 por:

Jv - (V) = Q(V) 4.11)
w — Jy(w) (4.12)

dondeCeCy
Jy(w) :={V; C V| Sig¢(C)CV; entonces ¢(C) € w, C € C} (4.13)

Veamos que (4.10) cumple las condiciones de la Definicién 3.1.5. En
orden , primero veremos que (4.13) es una criba sobre V' € #;.: Con-
sidere C € €. Sean V; € Jy(w) y C € C, entonces tenemos que ¢ C V;
y ¢(C) € w. Pero w es una criba sobre V, entonces, ¢(C) C V. Por
otro lado tenemos que ¢(C) C ¢(C'), entonces ¢(C) € w. Por lo tanto,
o(C) € Jy(w).

Ahora J : Q@ — 2 es una tranformacién natural, pues, si iy, €
Y5c(V1, V) yw € Q(C) con C € C, entonces

Jvi (Qivy,v) (w)) ={Va C Vi|¢(C) C V3 entonces ¢(C) € Qivy,v)(w))}
={V, C V1|¢(C) C V, entonces , ¢(C) C V1 y ¢(C) € w}
={Va S Wi|Va € Jy(w)}
=Qivy,v) (Jv (W)

Es decir, el diagrama
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conmuta. Ahora, comprobaremos las condiciones de la Definiciéon
(3.1.5). Para ii): sean V € ¥#5¢ y wy,wy € Q(V) , entonces

Para iii) de la Definicién (3.1.5): considera V € ¥y w € Q(V),
entonces,

v (Jy(@)) ={Vi C V|6(C) C VA entonces ¢(C) € Jy(w)}
={V1 C V|¢(C) C V; entonces ¢(C) € w}
:Jv<w)

Por ultimo, la propiedad i) de la Definicién de TLT: sea w € (V') con
V' € ¥5¢. Entonces, si V] € w, entonces V; C V, ysi ¢(C) C V}, entonces
¢(C) € w. Por lo tanto, V] € Jy(w), es decir, w C Jy (w).

Teorema 4.3.1. Cualquier categoria C € € que incluya a la categoria A
como subcategoria, induce la misma topologia de Lawvere-Tierney dada
por

Jy(w)y={Vi CV| IW) e€w} (4.14)

Demostracion. Sea C € €. Supongamos que A es subcategoria de C.
Entonces, el siguiente diagrama

A.C

c—1-A "% ¢ (4.15)

RN

gan

conmuta (Proposicion 4.2.1). Bajo esta condicidon demostraremos que
(4.14) y (4.13) son iguales. Sea V; C V tal que 1(V}) € w. Entonces

4.3 Topologias cuanticas
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para cada C' € C tal que ¢(C) C Vj, tenemos, por el el diagrama (1.15),
que

Note que 1(¢(C)) C I(V4). Ahora, como 1(¢(V1)) € wy ¢(C) C I(W1),
entonces ¢(C') € w.
. La otra contencidn es clara. O

Definicion 4.3.1. Una topologia de quantizacion es una topologia
de Lawvere-Tierney sobre Set”%
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