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Introducción

Este es un trabajo matemático en mayor medida, puesto que hablar
de topos no es tarea fácil, al menos al nivel licenciatura, y se necesita
una buena cantidad de material puramente matemático para lograr
siquiera asomar las posibilidades que le ofrece a la física. Esta tesis es
uno de dos trabajos realizados en colaboración y dialogo entre Daniel
Joshua Anaya Palacios y Orlando Pérez Ramírez, que se dividio de esta
manera por simple requisito y según la aplicación en la física que cada
uno decidio estudiar, pero que originalmente era un solo trabajo. Fue
necesario el conjuto debido a las dificultades que presenta la meta es-
cogida, puesto que no contamos con clases dirigidas a este tema ni una
comunidad universitaria que nos ayude a resolver las dudas que nos
han surgido (lo que es entendible por lo exótico del tema que hemos
decidido estudiar), hemos conseguido progresar mediante el dialogo
y con el apoyo de dos o tres profesores que tienen intereses similares,
uno de los cuales (el que más nos ha apoyado) es nuestro asesor. El
hermano siames de esta tesis se titula: “Topos de Grothendieck y al-
gunas conexiones con la mecánica cuántica: Álgebras cuánticas como
gavillas en un sitio”.

La teoría de categorías ve la luz alrededor en los 40’s, de la mano de
Samuel Eilenberg (1913-1998) y Saunders Mc Lane (1904-2005), como
una presentación de las matemáticas en términos de los conceptos fun-
damentales de transformación, y composición de transformaciones. A
pesar de que esta es una teoría reciente, ya ha dado para un intento
de fundamentación de las matemáticas, orquestado por W. Lawvere
y S. Mc lane, además de tener presencia ya en distintos campos de
investigación, siendo una teoría aplicada en Biología (Varenne, 2013,
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p. 167), Física, Lingüística (Bradley, 2018), Ciencias de la computación
(Pitt et al., 1995, p. 1-3) e incluso con aplicaciones en la matemática
que la precede. Es dentro del marco de esta teoría que A. Grothendieck
(1928-2014) logra concretar la que es la idea central de este trabajo, la
idea de topos. Esta surge de la generalización del concepto de gavilla
topológica, que es un funtor cuyo dominio es la categoría de abiertos
de un espacio topológico y codominio la categoría de conjuntos, que
se generaliza en el sentido de que se cambia la categoría dominio por
una categoría más general (solo necesita ser localmente pequeña). Esta
generalización, que consiste en pedir menos al dominio de un funtor y
exigirle que conserve ciertas propiedades, genera un gran número de
nuevos conceptos y resultados que permiten remarcar nuevos contornos
y dibujar nuevas figuras en antiguos paisajes, dando paso al estudio de
espacios generalizados, como lo describe el mismo Grothendieck, siendo
las categorías de gavillas sobre una categoría localmente pequeña, de-
terminadas por una estructura llamada Topología de Grothendieck, lo
que define al concepto de Topos. Actualmente, la noción de Topos es
algo distinta a la noción que Grothendieck estableció, pues la defini-
ción moderna no se realiza a partir de categorías de gavillas, sino
de categorías con ciertas propiedades similares a las propiedades que
tiene la categoría de conjuntos, esto se debe al trabajo de Lawvere y
Tierney (Lawvere, 1971, p. 329-33), quienes llaman a esto un Topos
elemental. En este trabajo llamaremos simplemente Topos a los Topos
elementales de Lawvere y Topos de Grothendieck a los topos primitivos.

En cuanto a la realización y el contenido del trabajo, desde el inicio
asumimos que el lector conoce las definiciones básicas de teoría de cat-
egorías como: categoría, funtor, transformación natural, funtor adjunto
y equivalencia de categorías. También, que reconoce la manera en que
se definen dentro de esa teoría nociones que se utilizan en la teoría
de conjuntos, como monomorfismo, epimorfismo e isomorfismo y que
conoce el Lema de Yoneda. Por eso el primer capítulo va directamente
a la presentación de límites y colímites, algunos ejemplos muy comunes
de éstos y resultados útiles para el desarrollo del resto del trabajo y
aunque este capítulo quede más bien de paso hacia la teoría de topos,
consideramos que contiene suficientes resultados como para tener valor
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didáctico para los que se inician en la teoría de categorías.

En el segundo capítulo estudiamos las categorías de pregavillas, su
definición, ejemplos, algunos de sus objetos y su estructura. La impor-
tancia de este tipo de categorías está en que son muy parecidas a la
categoría de conjuntos, por ejemplo, una pregavilla sobre la categoría
discreta con un solo objeto es precisamente un conjunto. También, para
cada categoría localmente pequeña, estas categorías son Topos. Por lo
que en este capítulo definimos lo que es un Topos y demostramos ese
hecho.

El Capítulo 3 está dedicado casi por completo a un teorema, es im-
portante porque establece cuatro estructuras equivalentes, una de las
cuales es un Topos de Grothendieck. Estas estructuras son: Topologías
de Grothendieck, Topologías de Lavwere-Tierney, una operación uni-
versal de clausura en la categoría de pregavillas y una subcategoría
plena de la categoría de pregavillas cuya inclusión es adjunto izquierdo
de un funtor que preserva límites finitos. En este caso, la equivalencia
de estas estructuras se refiere a que cada una determina de manera
única a las otras tres. Esto no quiere decir que en una categoría de
pregavillas se encuentre solo una de cada una de éstas, todo lo con-
trario, hay diversas, pero podemos decir que siempre vienen de cuatro
en cuatro. A lo largo de ese capítulo se desarrolla con detalle la equiv-
alencia que necesita de más trabajo, para esto, primero se presenta
una versión B del teorema, en el que se establece que las primeras tres
estructuras son equivalentes. Luego, partiendo de esto, construimos
una serie de resultados que nos ayudan a seleccionar de entre todas
las pregavillas a aquellas que llamaremos gavillas, éstas conformarán
la subcategoría plena que estamos buscando, y describimos el proceso
de gavillinización que ideó Grothendieck para construir una gavilla
desde cualquier pregavilla, esto es porque, además de que este proceso
determina un funtor (el funtor gavillinización), es el adjunto derecho
del funtor inclusión y preserva colímites. Para terminar la equivalen-
cia, consideramos una subcategoría plena con las características ya
mencionadas y demostramos que esto nos permite determinar una
operación de clausura universal sobre toda la categoría de pregavillas,
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terminando así de demostrar todas las equivalencias. Una vez hecho
eso, demostramos que un topos de Grothendieck es precisamente un
topos y damos algunos ejemplos de topologías de Grothendieck.

El capítulo 3 es central en el trabajo pues nos permite establecer las
diferencias entre un Topos arbitrario y uno que es Grothendieck (al
menos en su definición), pero más porque nos permite, a través de las
equivalencias ya mencionadas, afirmar que los topos de Grothendieck
tienen aplicación en la física. Concretamente porque en el siguiente
capítulo, el capítulo 4, se investiga qué estructura es inducida en el
topos SetV op

H mediante el proceso de cuantización, veremos que induce
una topología de Lawvere Tierney sobre SetV op

H ( una topología de
Grothendieck sobre VH, la categoría de subálgebras conmutativas del
álgebra de von Neumann de operadores acotados sobre un espacio de
Hilbert H) siendo esta la aplicación más directa del teorema central
del capítulo 3 pues permite ver que la cuantización tiene estructura.
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1Límites y colimites

En este capítulo daremos la definición de límite y, su concepto dual,
colímite basados en [2]. Así como algunas definiciones y resultados
que utilizaremos a lo largo del trabajo.

1.1 Límites
Definición 1.1.1. Sean C una categoría y I una categoría pequeña.

a) Un funtor de D : I→ C es llamado un diagrama en C de silueta I.

b) Un cono sobre D es un objeto A ∈ C (llamado el vértice del cono)
junto con una familia

( A D(i)fi )i∈I (1.1)

de morfismos en C tal que para cualquier morfismo u : i j

en I, el diagrama

A
fj

!!

fi

||
D(i)

D(u)
//D(j)

(1.2)

conmuta. Otra forma de denotar los conos será (A, fi)i∈I.

c) Un límite del diagrama D es un cono ( L D(i)pi )i∈I con la

propie-dad de que para cualquier otro cono ( A D(i)fi )i∈I

sobre D, existe un único morfismo f̆ : A→ L en C tal que pi◦ f̆ = fi

para todo i ∈ I. Los morfismos pi son llamados proyecciones.

En la práctica, abusando del lenguaje, nos referimos a L como el
límite de D y escribiremos L = limD. También, denotaremos por
ConD(A) al conjunto de los conos sobre D con vértice A. En general, la
propiedad universal del cono límite, nos dice para cada objeto A ∈ C ,
existe una correspondencia biyectiva entre los morfismos A→ L y los
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conos sobre D con vértice A, es decir, asignamos a cada cono sobre
A la flecha universal y para cada morfismo f ∈ C (A,L) el único cono

conformado por morfismos ( A D(i)fi=pi◦f )i∈I.
Podemos ver a ConD(A) como una categoría, cuyos objetos son los
conos sobre D con vértice A y como el vértice es el mismo, podemos
determinarlos solo por su familia de flechas indizadas por I. Dados
dos conos, dos objetos de esta categoría (fi)i∈I, (gi)i∈I ∈ ConD(A), un
morfismo entre ellos:

f : (fi)i∈I → (gi)i∈I (1.3)

es una flecha f ∈ C (A,A) tal que gi◦f = fi para cada i ∈ I. La composi-
ción entre f ∈ ConD(A)((fi)i∈I, (gi)i∈I) y g ∈ ConD(A)((gi)i∈I, (ri)i∈I)
es el morfismo g ◦ f ∈ C (A,A). Pues

ri ◦ (g ◦ f) = (ri ◦ g) ◦ f
= gi ◦ f
= fi

De esta manera cada objeto tiene su flecha identidad, la cual es la
misma para todos, IdA ∈ C (A,A), y la composición hereda la asocia-
tividad de la categoría C .

Dando un paso más, se puede construir la categoría ConD cuyos
objetos son todos los conos sobre el diagrama D en la categoría C ,
y una flecha h ∈ ConD((A, fi)i∈I, (B, gi)i∈I) es una flecha h ∈ C (B,A)
tal que fi ◦ h = gi, para todo i ∈ I. Es útil notar que toda flecha
h ∈ C (B,A) define una flecha h ∈ ConD((A, fi)i∈I, (B, fi◦h)i∈I). Ahora,
si D tiene límite (L, pi)i∈I = lim(D), este cono es el objeto terminal
de categoría ConD, pues, para cada cono (A, fi)i∈I existe un único
morfismo f̆ ∈ C (A,L) tal que pi ◦ f̆ = fi, para todo i ∈ I, por definición,
entonces ConD((A, fi), (L, pi)) = {f̆}, consistentemente, el límite es
único salvo isomorfismos, la demostración está en la Proposición 1.1.1.
También, para cada A ∈ C es fácil de ver que la categoría ConD(A) es
una subcategoría plena de ConD.
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Proposición 1.1.1. Sean C una categoría e I una categoría pequeña.
Si existe un límite de un diagrama D : I → C , entonces es único salvo
isomorfismos.

Demostración. Sean C una categoría e I una categoría pequeña.
Considere D : I→ C un diagrama en C , y supongamos que

( L D(i)pi )i∈I (1.4)

es un límite sobre D. Ahora, como (1.4) es un límite, en particular,
es un cono, entonces existe un único morfismo f̆ ∈ C (L,L) tal que
pi ◦ f̆ = pi para todo i ∈ I. Sin embargo, el morfismo idL ∈ C (L,L)
también cumple que pi ◦ idL = pi para todo i ∈ I, por lo tanto, f̆ = idL.
Considere otro cono límite sobre D

( L′ D(i)p′i )i∈I (1.5)

entonces como (1.4) es otro cono sobre D, existe un único morfismo
f̆1 ∈ C (L,L′) tal que p′i ◦ f̆1 = pi para todo i ∈ I. Similarmente, como
(1.4) es un cono límite sobre D y (1.5) es otro cono sobre D, entonces
existe un único morfismo f̆2 ∈ C (L′, L) tal que pi ◦ f̆2 = p′i para todo
i ∈ I. De donde, pi = p′i ◦ f̆1 = pi ◦ f̆2 ◦ f̆1 para toda i ∈ I. Por lo tanto
f̆2 ◦ f̆1 = idL. Análogamente, f̆1 ◦ f̆2 = idL′. Por lo tanto, f̆1 ∈ C (L,L′)
es un isomorfismo. �

Definición 1.1.2. Sean C una categoría y I una categoría pequeña.
Diremos que C tiene límites de silueta I si todo diagrama D : I→ C

tiene límite en C .

Algunos tipos de límites particularmente útiles son: productos, igual-
adores y pullbacks (en seguida, enunciaremos sus definiciones corre-
spondientes y daremos ejemplos), para estos, en vez de decir que una
categoría "tiene límites de silueta..." los llamaremos por su nombre, por
ejemplo "tiene productos" o "tiene pullbacks". Y cuando tenga límites
de cualquier silueta ( para cualquier categoría pequeña I), diremos
simplemente que “tiene límites”, o bien, “tiene límites finitos” si la
categoría I debe ser finita para que los diagramas de forma I tengan
límite.
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Definición 1.1.3. Sean C una categoría y X, Y ∈ C . Un producto
de X y Y consiste de un objeto P ∈ C y morfismos p1 : P → X y
p2 : P → Y en C , llamados proyecciones, con la propiedad de que para
todo objeto A ∈ C y morfismos f1 : A→ X y f2 : A→ Y en C , existe
un único morfismo f̆ : A→ P tal que el diagrama

A

P

X Y

f̆
f1 f2

p2p1

conmuta.

Estrictamente hablando, un producto es un objeto P equipado con
dos proyecciones p1 y p2, pero se suele referir como producto solo al
objeto y escribirse como X × Y (el producto de X y Y ) en vez de P .
Para cada par de morfismos f1 ∈ C (A,X), f2 ∈ C (A, Y ) denotaremos
por < f1, f2 > al único morfismo f̆ ∈ C (A,X × Y ) de la propiedad
universal del producto. Respecto a esta notación para el morfismo
f̆ : A → X × Y , cabe notar lo siguiente: sean f1, g1 ∈ C (A,X),
f2, g2 ∈ C (A, Y ). Si < f1, f2 >,< g1, g2 >∈ C (A,X × Y ) son iguales,
entonces ambas cumplen la propiedad universal del producto, y por lo
tanto

f1 =p1◦ < f1, f2 >

=p1◦ < g1, g2 >

=g1

y

f2 =p2◦ < f1, f2 >

=p2◦ < g1, g2 >

=g2

8 Capítulo 1 Límites y colimites



También, si consideramos f1 ∈ C (A,X), f2 ∈ C (A, Y ) y h ∈ C (B,A),
entonces el diagrama

B

X × Y

X Y

g
f1◦h f2◦h

p2p1

donde g =< f1, f2 > ◦h, conmuta. Sin embargo, por definición, el
morfismo < f1 ◦ h, f2 ◦ h >∈ C (B,X × Y ) hace conmutar el diagrama
anterior, y por lo tanto, < f1 ◦ h, f2 ◦ h >=< f1, f2 > ◦h. La definición
anterior, nos habla del producto de dos objetos. Sin embargo, podemos
generalizar la definición de producto, al producto de una familia de
objetos de una categoría.

Definición 1.1.4. Sean C una categoría y (Xi)i∈I una familia de objetos
en C indizada por un conjunto I. Un producto de (Xi)i∈I consiste de
un objeto P ∈ C y una familia de proyecciones

( P pi //Xi )i∈I

en C , con la propiedad de que para cualquier objeto A ∈ C y cualquier
familia de morfismos

( A fi //Xi )i∈I

en C , existe un único morfismo f̆ : A → P tal que pi ◦ f̆ = fi para
todo i ∈ I. A este producto lo escribiremos como

∏
i∈I Xi. Cuando la

categoría I es finita díremos que
∏
i∈I Xi, es un producto finito.

Ejemplo 1.1.1. Sean X, Y ∈ Set. Veamos que

X × Y = {(x, y)| x ∈ X, y ∈ Y } ∈ Set

(producto cartesiano de X y Y ), junto con las proyecciones usuales

p1 : X × Y → X y p2 : X × Y → Y

1.1 Límites 9



es un producto en Set: sea A ∈ Set y sean las funciones

f1 : A→ X y f2 : A→ Y.

Veamos que existe una única función f̆ : A→ X × Y tal que pi ◦ f̆ = fi

para i = 1, 2. Para esto, definamos f̆(a) = (f1(a), f2(a)) para toda
a ∈ A. Entonces,

(p1 ◦ f̄)(a) = p1(f̄(a)))
= p1((f1(a), f2(a)))
= f1(a)

similarmente (p2◦ f̄)(a) = f2(a), como requeríamos. Resta probar que f̆
es única. Supongamos que existe otra f̂ : A→ X×Y tal que pi ◦ f̂ = fi

para i = 1, 2. Escribamos f̂(a) como (x, y). Así, tenemos que

f1(a) = p1(f̂(a)) = p1((x, y)) = x

y similarmente, f2(a) = y. Entonces, f̂(a) = (x, y) = (f1(a), f2(a)) =
f̆(a) para toda a ∈ A. Por lo tanto, f̆ = f̂ , como queríamos probar.

Definición 1.1.5. Sea C una categoría.

a) Un tenedor en C consiste de objetos y morfismos

A X Y
f s

t
(1.6)

en C , tales que s ◦ f = t ◦ f .

b) Sean X, Y ∈ C y s, t ∈ C (X, Y ). Un igualador de s y t en C , es un
objeto E ∈ C , junto con un morfismo i : E X en C tal que

E X Y
i s

t
(1.7)

es un tenedor, y con la propiedad de que para cualquier otro tenedor
(1.6), existe un único morfismo f̆ : A→ E tal que
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A

E X

f̆
f

i

conmuta.

Informalmente, como en caso de los productos, diremos que el igual-
ador de s, t ∈ C (X, Y ), es el objeto E.

Ejemplo 1.1.2. Sean s, t ∈ Set(X, Y ), E = {x ∈ X|s(x) = t(x)} ∈ Set.
En el caso en que E = ∅, el igualdor es la única función del vacío a otro
conjunto, en este ejemplo i : ∅ → X, la propiedad universal se cumple
por vacuidad, pues, si suponemos otro tenedor

A X Y
f s

t

y x ∈ A entonces, s(f(x)) = t(f(x)) entonces f(x) ∈ {x ∈ X|s(x) =
t(x)} = ∅, lo cual implica que A es vacío, y esto es una contradicción.
En el otro caso

E X Y
i s

t
(1.8)

es un tenedor, con i la inclusión. En efecto, sea x ∈ E, entonces
(s ◦ i)(x) = s(i(x)) = s(x) y (t ◦ i)(x) = t(x), y como x ∈ E, entonces
t(x) = s ◦ i(x) = t ◦ i(x) = s(x). Por lo tanto, s ◦ i = t ◦ i. Resta probar,
que para cualquier otro tenedor (1.6) en Set, existe una única función
f̆ : A→ E, tal que el diagrama

A

E X

f̆
f

i

conmuta. Para esto definamos f̆(A) = f(a) para toda a ∈ A, lo que
tiene sentido porque f(a) ∈ E siempre que f forme el tenedor 1.6,
entonces, claramente el triángulo anterior conmuta. Veamos que es
única, sea f ′ tal que para cada a ∈ A, i ◦ f ′(a) = f(a), esto implica que
f ′(a) = f(a) para todo a ∈ A, por transitividad, f̆ = f ′.
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Ejemplo 1.1.3. Un igualador particular en la categoría Grp, cuyos
objetos son todos los grupos y sus morfismos, morfismos de grupos, es:

ker(θ) G H
i θ

ε
(1.9)

Donde ker(θ) = {g ∈ G|θ(g) = eH}, con eH el neutro de H, i la
inclusión y ε el morfismo de grupos trivial. Es inmediato ver que (1.9)
es un tenedor. Ahora, si existe

A G H
f θ

ε
(1.10)

tenedor, entonces, para cada a ∈ A sucede que θ(f(a)) = eH , entonces
f(a) ∈ ker(θ) por lo que definimos

f̆ : A→ ker(θ)
a 7→ f(a)

como f es un morfismo de grupos, entonces f̆ es morfismo en Grp. Así,
el triángulo

A

ker(θ) G

f̆
f

i

conmuta. Por último, veamos que f̆ es única con la propiedad de que
el triángulo anterior conmuta: supongamos que existe otro morfismo
f̂ : A → ker(θ) tal que (i ◦ f̂)(a) = f(a) para toda a ∈ A. Pero esto
implica que, (i ◦ f̂)(a) = (i ◦ f̆)(a) para cada a ∈ A, y como ker(θ) es
un subgrupo de G entonces i es monomorfismo; y por lo tanto, f̆ = f̂ .

Por último, tenemos los pullbacks.

Definición 1.1.6. Sea C una categoría, y sean objetos y morfismos

Y

X Z

t

s

(1.11)
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en C . Un pullback en C , del diagrama anterior, es un objeto P ∈ C

junto con morfismos p1 : P → X y p2 : P → Y en C tales que

P Y

X Z

p1

p2

t

s

(1.12)

conmuta, y con la propiedad de que para cualquier otro cuadrado
conmmutativo

A Y

X Z

f1

f2

t

s

(1.13)

en C , existe un único morfismo f̆ : A→ P tal que el diagrama

A

P Y

X Z

f̆

f2

f1
p1

p2

t

s

(1.14)

conmute. Note que para que (1.14) conmute, basta que pi ◦ f̆ = fi para
i = 1, 2, pues el cuadrado (1.12) se supone conmutativo.

Al cuadrado (1.12) se le llama cuadrado pullback.

Ejemplo 1.1.4. Sean los objetos y morfismos

Y ′

X Y

i

f

(1.15)

en Set, donde Y ′ ⊆ Y y i : Y ′ → Y es la inclusión. Podemos obtener
un nuevo conjunto, f−1(Y ′) = {x ∈ X|f(x) ∈ Y ′} ⊆ X y una nueva
función f ′ : f−1(Y ′) → Y ′ definida como f ′(x) = f(x) para toda
x ∈ f−1(Y ′). Veamos que el conjunto f−1(Y ′), junto con la función f ′ y
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la inclusión j : f−1(Y ′)→ X es el pullback de (1.15). Primero veamos
que el cuadrado

f−1(Y ′) Y ′

X Y

j

f ′

i

f

(1.16)

conmuta: sea x ∈ f−1(Y ′), entonces (f ◦ i)(x) = f(i(x)) = f(x) y
(j ◦ f ′)(x) = j(f ′(x)) = f ′(x) = f(x), donde la última igualdad es por
la definición de f ′. Entonces, por transitividad tenemos que (f ◦ i)(x) =
(j◦f ′)(x) para toda x ∈ f−1(Y ′), y así f ◦i = j◦f ′. Ahora, consideremos
el siguiente diagrama conmmutativo

A Y ′

X Y

g

h

i

f

(1.17)

en Set. Debemos probar que existe una única función f̆ : A→ f−1(Y ′),
tal que, el diagrama

A

f−1(Y ′) Y ′

X Y

f̆

h

g

j

f ′

i

f

(1.18)

conmuta. Para la existencia: note que como el cuadrado (1.17) con-
muta, para todo a ∈ A tenemos que f(g(a)) = i(h(a)) = h(a), y como
h(a) ∈ Y ′ y g(a) ∈ X, entonces f(g(a)) ∈ Y ′ y g(a) ∈ f−1(Y ′). Por lo
que es posible definir a f̆ : A→ f−1(Y ′) como f̆(a) = g(a) con a ∈ A.
Entonces para todo a ∈ A, j(f̆(a)) = f̆(a) y f ′(f̆(a)) = f(f̆(a)) =
f(g(a)) = i(h(a)) = h(a) (las dos primeras igualdades son por defini-
ción de f ′ y de f̆ , la tercer igualdad es por que el cuadrado (1.17)
conmuta). Por lo tanto, j ◦ f̆ = g y f ′ ◦ f̆ = h.Para la inicidad: tenemos
que, j(f̆(a)) = g(a) para cada a ∈ A, esto es, f̆(a) = g(a) para cada
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a ∈ A, y esto determina a f̆ : A→ f−1(Y ′) de forma única.

Ejemplo 1.1.5. Sea (A,≤) un copo, visto como una categoría. Con-
sideremos a, b, c ∈ A, tales que a ≤ b y c ≤ b. Veamos que, si existe,
inf{a, c} (el ínfimo de {a, b} ) es el pullback para

a

c b

(1.19)

El diagrama
inf{a, c} a

c b

(1.20)

conmuta, pues inf{a, c} ≤ b por transitividad. Ahora, considere el
cuadrado

d a

c b

(1.21)

conmutativo, como d ≤ a y d ≤ c, entonces d ≤ inf{a, c}, es decir,
existe una única flecha de b a inf{a, c}. Restra probar que el siguiente
diagrama

d

inf{a, c} a

c b

(1.22)

conmuta: como d ≤ inf{a, c} y inf{a, c} ≤ a, entonces d ≤ a; y como
d ≤ inf{a, c} y inf{a, c} ≤ c, entonces d ≤ c. Como sabemos, en las
categoría de este tipo ( de conjuntos parcialmente ordenados), existe a
lo más una flecha entre dos objetos, por lo que la unicidad del morfismo
universal es inmediata.
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Ejemplo 1.1.6. Sea D : I→ Set, definimos

L = {(Xi)i∈I |Xi ∈ D(i) y Dh(Xi) = Xj, para toda h ∈ I(i, j)} (1.23)

con las proyecciones pk ∈ Set(L,D(k)) definidas por pk((Xi)i∈I) = Xk

para cada k ∈ I. Claramente

( L D(i)pi )i∈I (1.24)

es un cono sobre D. Comencemos con el caso en que L es no vacío,

tomemos ( A D(i)fi )i∈I un cono sobre D. Si definimos:

f̆ : A→ L

a 7→ (fi(a))i∈I

Está bien definida porque fi(a) ∈ D(i) y dada h ∈ I(i, j) sucede que
Dh(fi(a)) = fj(a) porque (A, fi)i∈I es un cono, por lo que (fi(a))i∈I ∈ L.
Luego

(pi ◦ f̆)(a) = pi((fi(a))i∈I)
= fi(a)

para toda a ∈ A. Por lo tanto pi ◦ f̆ = fi. La unicidad de f̆ es por
las propiedades del conjunto L y la definición de las proyecciones,
pues implican que, si existe K, tal que pi ◦ K = fi entonces K(a) =
(fi(a))i∈I = f̆(a) puesto que lo son para cada elemento de la familia.
En el caso en el que L = ∅ esto implica que el único cono sobre D es

∅

!!}}
D(i)

Du
//D(j)

(1.25)

Entonces, se cumple que, para todo cono existe una flecha única con la
propiedad universal, pues solo existe este cono, la flecha es f̆ ∈ Set(∅, ∅)
(la única en ese conjunto) y la propiedad se cumple por vacuidad.
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Proposición 1.1.2. Sea C una categoría que tiene pullbacks. Considere
los diagramas conmutativos:

X

h
��

f // Y

h′
��

f ′ // Z

h′′
��

A g
// B

g′
// C

(1.26)

en C : si ambos son pullbacks, entonces el cuadrado exterior

X

h
��

f ′◦f // Z

h′′
��

A
g′◦g

// C

(1.27)

es pullback.

Demostración. Supongamos que el cuadrado de la derecha y de la
izquierda en la proposición (1.26) son pullbacks, asi que en particular,
conmutan. Entonces, el cuadrado (1.27) conmuta. Considere otro
cuadrado conmutativo

X ′

q
��

p // Z

h′′
��

A
g′◦g

// C

(1.28)

en C . Que también se puede pensar con la forma

X ′

g◦q
��

p // Z

h′′
��

B
g′
// C

(1.29)

pues, como (1.28) conmuta, entonces h′′ ◦ p = (g′ ◦ g) ◦ q = g′ ◦ (g ◦ q).
Ahora, como el cuadrado de la derecha de (1.26) es un pullback, existe
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un único morfismo f̆1 ∈ C (X ′, Y ) tal que f ′ ◦ f̆1 = p y h′ ◦ f̆1 = g ◦ q.
De donde, el siguiente cuadrado

X ′

q
��

f̆1 // Y

h′
��

A g
// B

(1.30)

conmuta. Entonces, como el cuadrado de la izquierda en (1.26) es
pullback , existe una única f̆2 ∈ C (X ′, X) tal que el diagrama

X ′

q

��

f̆1

##
f̆2
  
X

h
��

f
// Y

h′
��

A g
// B

(1.31)

conmuta, es decir, f ◦ f̆2 = f̆1 y h ◦ f̆2 = q, de modo que,

f ′ ◦ (f ◦ f̆2) =f ′ ◦ f̆1

=p

Por lo tanto, el diagrama

X ′

q

��

p

##
f̆2
  
X

h
��

f ′◦f
// Z

h′
��

A
g′◦g

// C

(1.32)

conmuta. Resta demostar que f̆2 es la única flecha que hace conmutar
(1.32): supongamos que existe otra j ∈ C (X ′, X) tal que (f ′◦f)◦j = p y
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h ◦ j = q. Entonces, como el cuadrado de la izquierda en la proposición
(1.26) conmuta, tenemos h′ ◦ f = g ◦ h, de donde

(h′ ◦ f) ◦ f̆ ′2 =(g ◦ h) ◦ j
=g ◦ (h ◦ j)
=g ◦ q

entonces h′ ◦ (f ◦j) = (h′ ◦f)◦j = g ◦q, y por la unicidad de f̆1 tenemos
que f ◦ j = f̆1. Pero, por el diagrama (1.31), tenemos que f ◦ f̆2 = f̆1,
y por la unicidad de f̆2 concluimos que f̆2 = f̆ ′2. �

La siguiente proposición tiene distintas versiones. Sin embargo, la
manera en que lo presentaremos, resulta útil en el siguiente capítulo.

Proposición 1.1.3. Sea C una categoría que tiene pullbacks. Considere
el siguiente pullback

X ′

m′
��

f //X

m
��

B g
// C

(1.33)

en C . Si m es monomorfismo, entonces m′ es monomorfismo.

Demostración. Considere h1, h2 ∈ C (A,X ′) tales que m′ ◦ h1 = m′ ◦ h2.
Entonces, g ◦ (m′ ◦ h1) = g ◦ (m′ ◦ h2), pero como el cuadrado (1.33)
conmuta, tenemos que g ◦m′ = m ◦ f , entonces m ◦ f ◦ h1 = m ◦ f ◦ h2

y como m es monomorfismo, entonces f ◦ h1 = f ◦ h2; si consideramos
el siguiente diagrama conmutativo

A

m′◦h2
��

f◦h1 //X

m
��

B g
// C

(1.34)
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como (1.33) es pullback, entonces existe una única h ∈ C (A,X ′) tal
que

A

X ′ X

B C

h

f◦h1

m′◦h2

m′
f

m

g

(1.35)

conmuta, es decir, f ◦ h = f ◦ h1 y m′ ◦ h = m′ ◦ h2. Entonces h1 = h2.
�

Proposición 1.1.4. Sea C una categoría. Si C tiene objeto terminal y
pullbacks, entonces C tiene productos finitos e igualadores.

Demostración. Sea C una categoría con objeto terminal y pullbacks.
Note que si

A

f
��

g // B

C

(1.36)

son objetos y morfismos en C , entonces el siguiente cuadrado

A

f
��

g // B

1B
��

C 1C
// 1

(1.37)

conmuta, pues 1 es el objeto terminal de C . Ahora, demostraremos
que C tiene productos finitos, para esto, veremos primero que tiene
productos binarios. Sean P,B,C ∈ C , 1 el objeto terminal de C ,
p1 ∈ C (P,B) y p2 ∈ C (P,C). Considere el siguiente pullback

P

p1
��

p2 // B

1B
��

C 1C
// 1

(1.38)

(el cual existe pues, (1.38) conmuta porque 1 es terminal, y la categoría
tiene pullbacks) donde 1C y 1B son las únicas flechas desde B y C hacia
1 respectivamente. Entonces, P junto con los morfismos p1 y p2, es un
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producto en C , pues como (1.38) es un pullback, dado otro diagrama
conmutativo

X

f1
��

f2 // B

1B
��

C 1C
// 1

(1.39)

existe una única flecha f̆ ∈ C (X,P ) tal que el diagrama

X

P

X Y

f̆
f1 f2

p2p1

conmuta. Así hemos demostrado que C tiene productos binarios. Por
supuesto, con un argumento inductivo, podemos probar que si C tiene
productos binarios, entonces tiene productos para un numero finito n
de objetos de C .
Ahora, demostraremos que C tiene igualadores. Sean X, Y ∈ C y
f, g ∈ C (X, Y ). Considere los morfismos

< f, g >: X → Y × Y

y
< idY , idY >: Y → Y × Y.

Entonces, si
E

h′
��

h //X

<f,g>
��

Y
<idY ,idY>

// Y × Y

(1.40)

es un pullback, en particular conmuta, entonces tenemos

< f ◦ h, g ◦ h >= < f, g > ◦h
= < idY , idY > ◦h′

= < h′, h′ >
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Así, h′ = g ◦ h = f ◦ h, es decir

E X Y
h

f

g
(1.41)

es un tenedor. Por otro lado, si consideremos un tenedor

E X Y
k

f

g
(1.42)

entonces el siguiente digrama

A

k′
��

k //X

<f,g>
��

C
<idY ,idY>

// Y × Y

(1.43)

es conmutativo; y como (1.40) es un pullback, entonces el siguiente
triángulo

A

E X

f̆
k

h

donde f̆ es el morfismo de la propiedad universal del pullback, conmuta.
Por lo tanto, (1.41) es un igualador. �

Proposición 1.1.5. Sea C una categoría. Si C tiene productos finitos e
igualadores, entonces tiene los límites finitos.

Demostración. Sean C una categoría con todos los productos finitos, I
una categoría pequeña y finita en objetos, D : I→ C un diagrama y la
familia {D(i)}i∈I de elementos en C . Ahora, como C tiene productos
finitos, para cada morfismo u ∈ I(i, j), construimos los siguiente flechas

∏
i∈I D(i) ∏

u∈I(i,j)D(j)
τ

δ
(1.44)

donde δ define mediante el siguiente diagrama conmutativo
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∏
i∈I D(i) D(i)

∏
u∈I(i,j)D(j) D(j)

pi

δ Du

p′j

de la siguiente manera, p′j ◦ δ = Du ◦ pi ; y τ se define mediante el
diagrama conmutativo

∏
i∈I D(i)

∏
u∈I(i,j)D(j) D(j)

τ
pj

p′j

de la siguiente manera, p′j ◦ τ = pj. Note que la conmutatividad de am-
bos diagramas es por la propiedad universal del producto

∏
u∈I(i,j)D(j).

Ahora, el igualador de (1.44) lo denotaremos por E según el diagrama

E
∏
i∈I D(i) ∏

u∈I(i,j)D(j)h τ

δ
(1.45)

que existe en C porque tiene igualadores. Por otro lado, la familia
{αk = pk ◦ h : E → D(k)}k∈I es una tranformación natural entre el
funtor constante ∆E : I→ C y el funtor D : I→ C ; pues, el siguiente
digrama

E

pi◦h
��

idE // E

pj◦h
��

D(i)
Du
//D(j)

(1.46)

conmuta, porque (1.45) es un tenedor. Note que esto significa, entre
otras cosas, que p′j ◦ τ ◦ h = p′j ◦ δ ◦ h, así Du ◦ pi ◦ h = pj ◦ h para toda
u ∈ I(i, j). Es decir,

( E D(i)αi )i∈I (1.47)

es un cono sobre D. Veamos que (1.47) es un límite sobre D. Considere
el siguiente cono sobre D

( A D(i)βi )i∈I (1.48)
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Entonces, existe un único morfismo A
∏
i∈ID(i)g

de tal man-
era que βi = pi ◦ g para cada i ∈ I. También, como es un cono tenemos
para cada D(i) D(j),Du , con u ∈ I(i, j), que f ◦ βi = βj. Por otro
lado, tenemos que

Du ◦ pi ◦ g = pj ◦ g luego p′j ◦ δ ◦ g = p′j ◦ τ ◦ g.

Por lo tanto, δ ◦ g = τ ◦ g. Entonces

A
∏
i∈I D(i) ∏

u∈I(i,j)D(j)g τ

δ
(1.49)

es un tenedor sobre D, y como (1.44) es igualador, entonces ex-
iste un único morfismo f̆ : A → E tal que h ◦ f̆ = g. Entonces,
βi = pi ◦ g = pi ◦ h ◦ f̆ . Lo que demuestra que (1.47) es límite sobre D.
�

En la demostración anterior, vimos que la tranformación natural
α : ∆E → D nos determinaba un cono (1.46), sobre D. En general,
consideremos C una categoría e I una categoría pequeña. Sean C ∈ C ,
el funtor constante ∆C : I → C , un diagrama D : I → C . Ahora,
si α : ∆C → D es una tranformación natural, entonces el cuadrado
siguiente

C

αi
��

idC // C

αj
��

D(i)
Du
//D(j)

(1.50)

conmuta, esto equivale a que el el siguiente triángulo

C

αi !!αj||
D(i)

D(u)
//D(j)

(1.51)

conmute; esto es, que ( C D(i)αi )i∈I sea un cono sobre D. Por

otro lado, cada "brazo" de un cono ( A D(i)fi )i∈I con vértice
A ∈ C sobre D, lo podemos ensamblar como componentes de una
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tranformación natural α : ∆A → D. De manera dual, tenemos
que una transformación natural α : D → ∆C determina un cocono
( D(i) C

αi )i∈I, y viceversa.

Corolario 1. Sea C una categoría. Si C tiene objeto terminal y pullbacks,
entonces tiene límites finitos.

1.2 Colímites
Definición 1.2.1. Sean C una categoría e I una categoría pequeña.
Considere un diagrama D : I → C en C , un cocono sobre D, es un
objeto A ∈ C (vértice del cocono) junto con una familia

( D(i) A
fi )i∈I (1.52)

de morfismos en C , tales que para cualquier u ∈ I(i, j) el diagrama

D(i)

fi !!

Du //D(j)

fj}}
A

(1.53)

conmuta. Un colímite de D, es un cocono ( D(i) L
qi )i∈I, tal

que para cualquier otro cocono (1.52), existe un único morfismo f̆ ∈
C (L,A) tal que f̆ ◦ qi = fi para toda i ∈ I.

Denotáremos como ColimD al vértice del colímite del diagrama
D. Análogo al caso de los límites, la propiedad universal del cocono
colímite, nos dice para cada objeto A ∈ C , existe una correspondencia
biyectiva entre morfismos L→ A y los coconos sobre D con vértice A.
Denotáremos por CoconD(A) a la categoría de los coconos sobre D con
vértice A. Es claro que también podemos darle estructura de categoría
a los coconos sobre D, CoconD de manera similar a como lo hicimos
con ConD, y siD tiene colímite, este es el objeto inicial en esa categoría.

Definición 1.2.2. Sean C una categoría yX, Y ∈ C . Un coproducto (o
suma) de X y Y , es un objeto S ∈ C , junto con morfismos q1 : X → S
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y q2 : Y → S (llamados inclusiones) en C , tales que, para cualquier
otro objeto A ∈ C y morfismos f1 : X → S y f2 : Y → S en C , existe
un único morfismo f̆ ∈ C (S,A) tal que el diagrama

X Y

S

A

q1

f1

q2

f2
f̆

conmuta.

Estrictamente hablando, un coproducto es un objeto S equipado con
dos inclusiones q1 y q2, pero se suele referir como producto solo al
objeto y escribirse como X + Y (el coproducto de X y Y ) en vez de
S. La definición anterior, nos habla del coproducto de dos objetos.
Sin embargo, podemos generalizar la definición de coproducto, al
coproducto de una familia de objetos de una categoría.

Definición 1.2.3. Sean C una categoría y (Xi)i∈I una familia de objetos
en C indizada por una categoría pequena I. Un coproducto de (Xi)i∈I
consiste de un objeto S ∈ C y una familia de inclusiones

( Xi
qi // S )i∈I

en C , con la propiedad de que para cualquier objeto A ∈ C y cualquier
familia de morfismos

( Xi
fi // A )i∈I

en C , existe un único morfismo f̆ : S → A tal que f̆ ◦ qi = fi para todo
i ∈ I. A este coproducto lo escribiremos como

∑
i∈I Xi.

Ejemplo 1.2.1. El coproducto en Set de una familia de conjuntos
(Ai)i∈I, con I un conjunto, es el conjunto:

∑
i∈I

(D(i)) =
⋃
i∈I

({i} ×D(i)) = {(i, a)|i ∈ I y a ∈ Ai} (1.54)
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conocido como la unión ajena. La notación
∑

es por pensar este
coproduco como una suma en Set. Las inclusiones de esta suma se
definen:

qi : D(i)→
∑
i∈I
D(i)

x→ (i, x)

Veamos que se cumple la propiedad universal:

Consideremos un cono ( C D(i)fi )i∈I sobre D, si definimos:

f̆ :
∑
i∈I
D(i)→ A

(i, x) 7→ fi(x)

sucede que

f̆ ◦ qi(x) = f̆((i, x))
= fi(x)

para todo x ∈ D(i). La unicidad es clara.

Definición 1.2.4. Sea C una categoría.

a) Un diapasón en C consiste de objetos y morfismos

X Y D
s

t

f
(1.55)

tales que f ◦ s = f ◦ t

b) Considere el diagrama

X Y
s

t
(1.56)

en C . Un coigualador del diagrama anterior es un objeto C ∈ C

junto con morfismo c ∈ C (Y,C) tal que

X Y C
s

t

c (1.57)
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es un diapasón , y con con la propiedad de que para cualquier
diagrama (1.55) existe un único morfismo f̆ ∈ C (C,D) tal que el
triángulo

Y C

D

c

f
f̆

conmuta.

Definición 1.2.5. Sean C una categoría, y los objetos y morfismos

X Y

Z

f1

f2

(1.58)

en C . Un pushout en C , del diagrama anterior, es un objeto P ∈ C

junto con morfismos p1 : Y → P y p2 : Z → P en C tales que

X Y

Z P

f1

f2

p1

p2

(1.59)

conmuta, y con la propiedad de que para cualquier otro diagrama
conmutativo

X Y

Z A

f1

f2

g

h

(1.60)

en C , existe una única f̆ : P → A en C tal que el diagrama

X Y

Z P

A

f1

f2

p1

g
p2

h

f̆

(1.61)
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conmuta.

Ejemplo 1.2.2. Podemos calcular el colímite en Set de cualquier dia-
grama mediante la fórmula:

Colim(D) =
∑
i∈I

(D(i))/R (1.62)

dónde
∑
i∈ID(i) se define en el Ejemplo 1.2.1 y

R ⊆
∑
i∈I

(D(i))×
∑
i∈I

(D(i))

es la menor relación de equivalencia en
∑
i∈ID(i) tal que:

((i, x), (j,Dh(x))) ∈ R (1.63)

para toda h ∈ I(i, j) para cualesquier i, j ∈ I.
Es decir, si

r ⊆
∑
i∈I

(D(i))×
∑
i∈I

(D(i))

es una relación de equivalencia y ((i, x), (j,Dh(x))) ∈ r para toda
h ∈ I(i, j), para cualesquier i, j ∈ I entonces R ⊆ r.
Esto claramente es un cocono con las inclusones

( D(i) ∑
i∈I(D(i))/Rqi )i∈I (1.64)

siendo qi(x) = [(i, x)], dónde [(i, x)] denota la clase de equivalencia
que contiene a (i, x) ∈ ∑

i∈I(D(i)), por lo que, si i, j ∈ I y h ∈ I(i, j)
sucede que qi(x) = [(i, x)] = [(j,Dh(x))] = qj(Dh(x)). Veamos que éste
es efectivamente el colímite de D. Sea

( D(i) A
fi )i∈I (1.65)

otro cocono sobre D, definimos

f̆ :
∑
i∈I

(D(i))/R→ A

[(i, x)] 7→ fi(x)

1.2 Colímites 29



para ver que efectivamente eso define una función necesitamos asegu-
rarnos de que, cuando ((i, x), (j, y)) ∈ R, sucede que fi(x) = fj(y). Para
ver esto notemos que, en el caso en que ((i, x), (j, y)) ∈ R, de la defini-
ción de R, esta relción puede darse directamente de la condición (1.63)
que pedimos que R sea mínima cumpliendo, es decir, que exista una
flecha h ∈ I tal que y = Dh(x). Lo que probaría facilmente que tiene
que fi(x) = fj(y) porque las fi conforman un cono. Pero podría pasar
que esa relación se de indirectamente, es decir, que no exista una flecha
que las “una”, en ese caso, esos elementos deben estar relacionados
para cumplir con reflexividad (como Dh(y) = x), o darse por transitivi-
dad y reflexividad, por ejemplo, (i, x)R(j,Dh(x) = Dh′(z))R(k, z) con
i, j, k ∈ I, x ∈ D(i), z ∈ D(j) y h ∈ I(i, j) y h′ ∈ I(k, j). En este caso
(i, x)R(k, z) pero no existe ninguna flecha h ∈ I(i, k) tal que Dh(x) = z,
o bien, h′ ∈ I(k, i) tal que Dh′(z) = x. Aún así, se cumple lo que
deseamos porque

fi(x) = fj(Dh(x))
= fj(Dh′(z))
= fk(z).

Hecho eso, claramente, f̆ ◦ qi = fi y si existe otra f∗ con esa propiedad
sucede que f̆ ◦ qi = fi = f∗ ◦ qi para todo i ∈ I, por lo que f̆([(i, x)]) =
f∗([(i, x)]) para toda [(i, x)] ∈ ∑i∈I(D(i))/R. Por lo tanto, hemos deter-
minado el colímite del diagrama D.

1.3 Definiciones y resultados útiles
sobre límites y colímites

En este apartado enunciaremos algunas definiciones y resultados
útiles para el resto del trabajo, que involucran los conceptos estudiados
en el apartado anterior.

Proposición 1.3.1. SeaD : I→ C un diagrama con colímite ( D(i) L
qi )i∈I.

Si existen f, f ′ ∈ C (L,K), con K cualquier objeto de C , tales que
f ◦ qi = f ′ ◦ qi para todo i ∈ I, entonces, f = f ′
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Demostración. Llamemos ki = f◦qi y notemos que esto define un cocono

( D(i) K
ki )i∈I, pues, si h ∈ I(i, j) sucede que el diagrama

D(i)

ki !!

Dh //D(j)

kj||
K

(1.66)

conmuta porque

kj ◦Dh = f ◦ (qj ◦Dh)
= f ◦ qi
= ki.

Luego, la propiedad universal del colímite implica que existe una flecha
f̆ ∈ C (K,L) única con la propiedad de que f̆ ◦ qi = ki pero, por la
definición de ki, tanto f como f ′ cumplen esa propiedad, por lo tanto
f = f ′. �

La propiedad dual, para los conos límites, se cumple también:

Proposición 1.3.2. SeaD : I→ C un diagrama con límite ( L D(i)pi )i∈I

. Si existen f, f ′ ∈ C (K,L), con K cualquier objeto de C , tales que
qi ◦ f = qi ◦ f ′ para todo i ∈ I, entonces, f = f ′.

La demostración es muy similar a la demostración de la proposición
anterior, como debe de esperarse de una versión dual.

Es natural preguntarse que si tenemos C y D dos categorías y un
funtor F : C → D , entonces si existe el límite del diagrama D : I→ C ,
¿exsitirá el límite para el diagrama F ◦ D : I → D?. La siguiente
definición formaliza esa inquietud

Definición 1.3.1. Sean C , D , A e I categorías, con A e I pequeñas,
y F : C → D un funtor.

a) F preserva límites de tipo I si para cualquier diagramaD : I→ C y

cualquier cono ( A D(i)fi )i∈I sobre D, si ( A D(i)fi )i∈I
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es un límite sobre D en C , entonces ( F(A) FD(i)Ffi )i∈I es un
límite sobre F ◦D en D .

b) F preserva colímites de tipo I si para cualquier diagrama D : I→
C y cualquier cocono ( D(i) A

fi )i∈I sobreD, si ( D(i) A
fi )i∈I

es un colímite sobre D en C , entonces ( FD(i) FA
Ffi )i∈I es

un colímite sobre F ◦D en D .

c) Sea C ∈ A , el funtor
yC : C op → Set

se define en cada objeto C ′ ∈ C por: yC(C ′) = C (C ′, C) y a cada
flecha g : C ′ → C ′′ ∈ C asigna la función:

yC(g) = − ◦ g : C (C ′′, C)→ C (C ′, C)
h 7→ h ◦ g

d) Sea C ∈ A , el funtor
yC : C → Set

se define en cada objeto C ′ ∈ C por: yC(C ′) = C (C,C ′) y a cada
flecha g : C ′ → C ′′ ∈ C asigna la función:

yC(g) = g ◦ − : C (C,C ′)→ C (C,C ′′)
h 7→ g ◦ h

e) Un funtor F : C op → Set es representable si es isomorfo al funtor
yC para algún C ∈ C . Del mismo modo, un funtor F : C → Set es
representable si es isomorfo al funtor yC para algún C ∈ C

Una notación alternativa para los funtores yC y yC es C (−, C) y
C (C,−), para algún C ∈ C , respectivamente.

Teorema 1.3.1. (Representables preservan límites). Sea C una cate-
goría localmente pequeña y A ∈ C . Entonces el funtor C (A,−) : C → Set
preserva límites.
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Demostración. La demostración consiste en verificar que C (A,−) : C →
Set envía conos sobre algún diagrama D : I→ C a conos en Set sobre
C (A,−) ◦D : I → Set. Aún más, que envía límites en C a límites en
Set.
Tomemos un cono en C , es decir, un objeto B ∈ C y un familia

( B fi //D(i) )i∈I

de flechas en C tal que para toda flecha u : i // j en I, el diagrama

B
fj

""

fi

||
D(i)

Du
//D(j)

(1.67)

conmuta.
El funtor C (A,−), envía al vértice B y a D(i), a C (A,B) y C (A,D(i))
para cada i ∈ I, respectivamente; y a cada fi : B → D(i) lo manda a la
función

fi ◦ − : C (A,B)→ C (A,D(i))
g 7→ fi ◦ g

similarmente a Du : D(i)→ D(j) lo manda a la función

Du ◦ − : C (A,D(i))→ C (A,D(j))
h 7→ Du ◦ h

Por otro lado, como (1.67) conmuta tenemos que fj = Du ◦ fi. Si
aplicamos el funtor C (A,−) a fj tenemos que fj ◦− = (Du◦−)◦(fi◦−).
Es decir, si el triángulo (1.67) conmuta, entonces el diagrama

C (A,B)
fj◦−

''

fi◦−

ww
C (A,D(i))

Du◦−
// C (A,D(j))

(1.68)

conmuta. Lo cual demuestra que si tenemos un cono sobre D en C ,
entonces tendremos un cono sobre C (A,−) ◦D. Ahora veremos que lo
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mismo pasa para los límites.
Supongamos que

( L fi //D(i) )i∈I

es un límite sobre D : I→ C . Entonces,

L
fj

!!

fi

||
D(i)

Du
//D(j)

(1.69)

es un diagrama conmutativo en C , entonces

C (A,L)
fj◦−

''

fi◦−

ww
C (A,D(i))

Du◦−
// C (A,D(j))

(1.70)

es un diagrama conmutativo en Set. Ahora, consideremos el siguiente
diagrama conmutativo en Set,

C
gj

%%

gi

yy
C (A,D(i))

Du◦−
// C (A,D(j))

(1.71)

entonces, para cada c ∈ C, tenemos las flechas gi(c) ∈ C (A,D(i)) y
gj(c) ∈ C (A,D(j)). Y como (1.71) conmuta, tenemos gj = (Du◦−)◦gi,
entonces para cada c ∈ C, gj(c) = ((Du ◦ −) ◦ gi)(c) = Du ◦ gi(c). Esto
quiere decir que el diagrama

A
gj(c)

!!

gi(c)

||
D(i)

Du
//D(j)

(1.72)

conmuta en C , para cada c ∈ C.
Entonces tenemos una flecha h(c) : A → L, para cada c ∈ C. Ahora,
como el diagrama
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A

L

D(i) D(j)

h(c)
gi(c) gj(c)

fjfi

Du

conmuta, tenemos que gi(c) = fi ◦ h(c) y gj(c) = fj ◦ h(c), y como esto
sucede para cada c, podemos definir una flecha h ∈ Set(C,C (A,L)).
Entonces gi = (fi ◦ −) ◦ h y gj = (fj ◦ −) ◦ h. Por lo tanto, el diagrama

C

C (A,L)

C (A,D(i)) C (A,D(j))

hgi gj

fj◦−fi◦−

Du◦−

conmuta en Set. Finalmente como h(c) es única para toda c, entonces
h es única, y por tanto

( C (A,L) fi◦−// C (A,D(i)) )i∈I

es un límite sobre C (A,−) ◦D en Set. �

Para dualizar el teorema anterior, reemplazamos C por C op. Entonces
el funtor C (−, A) : C op → Set preserva límites, o bien, transforma
colímites en la categoría opuesta a su categoría dominio, por límites en
Set.

Los funtores adjuntos son comunes en el panorama matemático, y nos
brindan una herramienta poderosa y sencilla para trabajar, en particular,
dentro de un universo categórico, pues nos ayudan a investigar, al
menos parcialmente, el inverso de un morfismo dado. Por ejemplo, en
particular, si tenemos un funtor F de una categoría en otra, Kan observó
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que hay a veces otro funtor determinado en la dirección contraria
que aunque en realidad no invierte F, es la mejor aproximación a un
inverso en el sentido derecho o en el sentido izquierdo. Aunque el
funtor F resulte obvio y sencillo, su funtor adjunto resulta cargado de
información útil para el desarrollo de la matemática. A continuación
daremos una definición de funtores adjuntos, e inmediantamente un
resultado que los relaciona con los limites y colímites existentes en sus
categorías dominio. Esto último nos será de útilidad en el siguiente
capítulo.

Definición 1.3.2. Sean las categorías y funtores

F : C → D (1.73)

G : D → C (1.74)

Diremos que F es adjunto izquierdo de G, y que G es el adjunto
derecho de F, si y sólo si, la asignación

(-)∗C,D : D(F(C), D)→ C (C,G(D)) (1.75)

f 7→ f∗ (1.76)

es una biyección natural en D ∈ D y C ∈ C .

Diremos que F y G ( con su respectiva la biyección (1.75) ) forman
una adjunción. La inversa de (1.75), es la siguiente asignación:

(-)∗C,D : C (C,G(D))→ D(F(C), D) (1.77)

g 7→ g∗ (1.78)

El uso de la misma notación ( en este caso un asterisco) para la
asignación (1.75) y su inversa, es estándar. Es fácil notar que si
f ∈ B(F(A), C) y g ∈ A (A,G(B)), entonces (f∗)∗ = f y (g∗)∗ = g.
Además, de la naturalidad en B ∈ B, si k ∈ B(B,B′), entonces el
cuadrado

B(F(A), B)
(-)∗A,B //

k◦−
��

A (A,G(B))
G(k)◦−
��

B(F(A), B′)
(-)∗A,B′

// A (A,G(B′))

(1.79)
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conmuta, es decir, dada f ∈ B(F(A), B), (k ◦ f)∗ = G(K) ◦ f∗. Similar-
mente para (1.77) , si l ∈ A (A′, A), entonces (g ◦ l)∗ = g∗ ◦ G(l) para
cada g ∈ A (A,G(B)).

Proposición 1.3.3. Sean F : A → B y G : B → A dos funtores. Si F y
G forman una adjunción, entonces F preserva colímites que existan en A

y G preserva límites que existan en B.

Demostración. Primero demostraremos que G : B → A preserva límites.
Supongamos que F : A → B y G : B → A forman una adjunción, esto
es, entre otras cosas, que G es adjunto izquierdo de G y que

(-)∗A,B : B(F(A), C)→ A (A,G(B)) (1.80)

f 7→ f∗ (1.81)

es una biyección natural en C ∈ B y A ∈ A ; supongamos también que
el diagrama D : I→ B tiene límite

( L pi //D(i) )i∈I (1.82)

Es fácil notar que

( G(L) G(pi)// G(D(i) ))i∈I (1.83)

es un cono sobre G ◦D : I→ A en A . Veamos que es límite. Considere
otro cono

( A fi // G(D(i) ))i∈I (1.84)

sobre G ◦D, entonces para cada u ∈ I(i, j), el siguiente diagrama

A
fj

$$

fi

zz
G(D(i))

G(Du)
// G(D(j))

(1.85)

conmutativo, es decir, G(Du) ◦ fi = fj. Por lo que,

f∗j =(G(Du) ◦ fi)∗ (1.86)

=((Du ◦ f∗i )∗)∗ (1.87)

=Du ◦ (fi)∗ (1.88)
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es decir, el siguiente diagrama

F(A)
f∗j

##

f∗i

{{
D(i)

Du
//D(j)

(1.89)

conmuta para cada u ∈ I(i, j). Por lo tanto, ( F(A) f∗i //D(i) )i∈I es
un cono sobre D. Y, como (1.82) es límite, entonces existe una única
f̆ ∈ A (F(A), L), tal que f∗i = pi ◦ f̆ para toda i ∈ i.
Ahora, de la naturalidad en C ∈ B tenemos, para cada pi ∈ B(L,D(i)),
que el siguiente diagrama

B(F(A), L)
(-)∗A,L //

pi◦−
��

A (A,G(L))
G(pi)◦−
��

B(F(A), Di)(-)∗A,D(i)

// A (A,G(D(i)))

(1.90)

conmuta. En particular, para f̆ ∈ B(F(A), L), tenemos G(pi) ◦ f̆∗ =
(pi ◦ f̆)∗. Además, como f∗i = pi ◦ f̆ para cada i ∈ I, tenemos que
fi = G(pi)◦ f̆∗. Esto es, existe f̆2 = f̆∗ ∈ A (A,G(L)) tal que el siguiente
diagrama

A

G(L)

G(D(i)) G(D(j))

f̆2
fi fj

pjpi

G(Du)

conmuta. La unicidad de f̆2 se sigue de la unicidad de f̆ .
La demostración de que F ( adjunto izquierdo de G) preserva colímites,
es dual. �

Definición 1.3.3. Una categoría C tiene todos los límites (colímites) si
cada diagrama D : I→ C tiene límite (colímite) en C . Una categoría
es completa (cocompleta) si tiene todos los límites (colímites).
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Proposición 1.3.4. La categoría Set es completa y cocompleta.

Demostración. Sea D : I→ Set, por el Ejemplo 1.2.2, D tiene colímite y
por el Ejemplo (1.1.6) tiene límite. �

1.3 Definiciones y resultados útiles sobre límites y colímites 39



40 Capítulo 1 Límites y colimites



2SetC
op

es un topos

En esta sección estudiaremos la estructura de la categoría de pregavil-
las.

Definición 2.0.1. a) Sean A y B dos categorías, la categoría BA tiene
por objetos a los funtores F : A → B y como flechas a las transfor-
maciones naturales entre ellos.

b) Si B = Set y A = C op (una categoría localmente pequeña), a la
categoría SetC op

se le conoce como categoría de pregavillas sobre
C y sus objetos, los funtores X : C op → Set, se llaman pregavillas
sobre C .

A lo largo de las siguientes páginas, la categoría de pregavillas será
el entorno en el que nos moveremos, por eso vale la pena hablar
de algunas pregavillas peculiarmente importantes y de la notación
que usaremos. Primero, como las pregavillas tienen por dominio una
categoría opuesta C op las flechas sobre las que se evaluan no existen en
C , aún así, en la mayoría de los casos, usaremos las flechas f ∈ C como
referencia, podríamos decir que tomaremos las flechas “sin voltear”
al momento de desarrollar el discurso, pero, al momento de evaluar,
denotaremos con una barra f̄ a la flecha sobre la que se evalúa el funtor,
para que quede claro que está en la categoría opuesta, por lo que si
está “volteada”. Algunos ejemplos peculiares de pregavillas son:

• Las pregavillas constantes.
∆A con A algún conjunto, que definimos

∆A : C op → Set

C 7→ A

y para cada flecha f ∈ C (C,C ′) definimos ∆A(f̄) = IdA, por
lo que es claramente un funtor y específicamente una pregavilla
sobre C .

• Las pregavillas representables.
Definidas en el capítulo anterior como funtores representables,
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Definición 1.3.1, son también pregavillas pues su dominio es C op

y su codominio es Set

Ahora, veamos que la categoría de pregavillas es ideal para trabajar con
diagramas, límites y colímites, al menos tanto como Set, en el siguiente
sentido.

Proposición 2.0.1. La categoría SetC op

es cocompleta y completa.

Demostración. Sea I una categoría pequeña y F : I → SetC op

un
diagrama en SetC op

. Lo que queremos es demostrar que este diagrama
tiene colímite y el argumento principal de la demostración será que
cada vez que “evaluamos” (en cierto sentido) el funtor F en un C ∈ C

este determina un diagrama en Set que tiene colímite, porque Set
es cocompleta, y si lo hacemos para cada C ∈ C eso nos permitirá
construir el colímite del funtor F. Para esto aclaremos primero como F

define para cada C ∈ C , un diagrama FC :

FC : I→ Set

i 7→ F(i)(C)

y a un morfismo h ∈ I(i, j) le asigna

FC(h) = (Fh)C

donde (Fh)C ∈ Set(F(i)(C),F(j)(C)). Ahora, como Set es cocompleta,
cada diagrama FC sobre Set tiene colímite en Set. Llamemos

( FC(i) qi,C //XC )i∈I

al colímite de FC y como podemos hacer esto para cada C ∈ C , con-
struimos una asignación

X : C op → Set

C 7→ XC
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y para que X sea funtor aún le falta definirse en flechas, para esto
veamos que hay una manera de determinar de manera única, para cada
f ∈ C (C,C ′) una flecha X(f̄) ∈ Set(XC ′, XC), para esto notemos que
la familia

( FC ′(i)
(qi,C)◦Fi(f̄)

//XC )i∈I (2.1)

es un cocono con vértice en XC , pues, para cada h ∈ I(i, j), el diagrama

FC ′(i)

(qi,C)◦F(i)(f̄) ##

(Fh)C′ // FC ′(j)

(qj,C)◦F(j)(f̄){{
XC

(2.2)

conmuta, ya que, por la naturalidad de Fh, sucede que

((qj,C) ◦ F(j)(f̄)) ◦ (Fh)C ′ = (qj,C) ◦ (Fh)C ◦ F(i)(f̄)

y como
( FC(i) qi,c //XC )i∈I

es un cocono, entonces

qi,C = (qj,C) ◦ FC(h) = (qj,C) ◦ (Fh)C (2.3)

(la última igualdad es por como definimos FC en flechas). Por lo tanto,

((qj,C) ◦ F(j)(f̄)) ◦ (Fh)C ′ = (qi,C) ◦ (F(i)(f̄))

Es decir, el diagrama (2.2) conmuta.
Ahora, dado el colímite,

( FC ′(i)
q′i,C′ //XC ′ )i∈I

para el cocono (2.1) existe una única flecha

f̆ : XC ′ → XC

con la propiedad
f̆ ◦ q′i,C ′ = qi,C ◦ F(i)(f) (2.4)
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para todo i ∈ I. Esto nos permite, primero, definir a X en flechas como
X(f̄) = f̆ , y es fácil ver que esta definición cumple la asociatividad y
preserva la identidad, entonces, X ∈ SetC op

; también es fácil demostrar
que

F(i)(C ′)
F(i)(f̄)

��

q′i,C′ //X(C ′)
X(f̄)
��

F(i)(C) qi,C
//X(C)

(2.5)

conmuta. Entonces, para cada i ∈ I

F(i) qi //X

es una transformación natural . También para h ∈ I(i, j), la transforma-
ción natural F(h) : F(i)→ F(j) cumple que

(qj)C ◦ F(h)C = (qi)C

como se ve en (2.3), para cada C ∈ C . Lo que equivale a

(qj) ◦ F(h) = qi.

Por lo tanto,
( F(i) qi //X )i∈I

es un cocono en SetC op

, con vertice en X. Ahora supongamos un cocono

( F(i) fi // G )i∈I

y recordado que FC(i) = F(C)(i), esto determina, para cada C ∈ C , un
cocono

( F(i)(C)(fi)C // G(C) )i∈I

entonces, existe un morfismo hC ∈ Set(XC ,G(C)) tal que

hC ◦ (qi,C) = (fi)C . (2.6)
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Lo que queremos ahora, es demostrar que esto define una transforma-
ción natural h ∈ SetC op

(X,G) por lo que deseamos que el diagrama

X(C ′) hC′ //

X(f̄)
��

G(C ′)
G(f̄)
��

X(C)
hC

// G(C)

(2.7)

donde X(C) = XC para cada C ∈ C , conmute para cada f ∈ C (C,C ′)
pero, partiendo de la naturalidad de fi en la misma f sucede que

F(i)(C ′)(fi)C′ //

F(i)(f̄)
��

G(C ′)
G(f̄)
��

F(i)(C)
(fi)C

// G(C)

(2.8)

es decir, G(f̄) ◦ (fi)C ′ = (fi)C ◦ F(i)(f) y por (2.6) tenemos que

G(f̄) ◦ (hC ′ ◦ (qi,C ′)) = (hC ◦ (qi,C)) ◦ F(i)(f̄)

y por la naturalidad de qi, según el diagrama (2.5) sucede que

G(f̄) ◦ hC ′ ◦ (qi)C ′ = hC ◦X(f̄) ◦ (qi)C ′ (2.9)

para cada i ∈ I, entonces, por la Proposición 1.3.1 y porque ( FC ′(i)
q′i,C′ //XC ′ )i∈I

es un colímite, tenemos que

G(f̄) ◦ hC ′ = hC ◦X(f̄) (2.10)

es decir, el diagrama (2.7) conmuta como deseabamos, por lo tanto h si
es transformación natural y es única con la propiedad de que h◦ qi = fi,
para cada i ∈ I, porque hC lo es para cada C ∈ C . Por lo tanto X es el
colímite de F.
La demostración de que SetC op

es completa, es dual a la anterior. �

El procedimiento de la demostración anterior, podemos expresarlo
en la siguiente frase: los colímites (límites) en la categoría de pregavillas
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se calculan punto por punto. Por “punto" nos referiamos a los objetos de
la categoría C . Por ejemplo, si tomamos dos pregavillas X, Y ∈ SetC op

su coproducto, puede ser calculado primero tomando el coproducto
X(C) + Y (C) ∈ Set para cada “punto" en C , entonces ensamblamos
todos los coproductos para construir una pregavilla X + Y ∈ SetC op

.
Precisamente es lo que se hizo en la demostración: tomamos un funtor
F : I→ SetC op

y para calcular su colimite en la categoría de pregavillas,
primero calculamos el colímite del funtor FC : I → Set en Set para
cada C ∈ C , y a partir de estos colímites se contruyó el colímite para
F : I → SetC op

. Esperamos que esta explicación baste para que se
comprenda el sentido en que usamos de la frase “punto por punto" .
Algunas consecuencias inmediatas son:

I) Si una flecha µ : X → Y en SetC op

es monomorfismo entonces
para cada C ∈ C , µC es monomorfismo en Set:
Un morfismo f : A→ Y es monomorfismo si y solo si el diagrama

X X

X Y

IdX

IdX f

f

(2.11)

es un pullback. Esto no es más que una equivalencia entre la
definición de monomorfismo y la propiedad universal de este
cuadrado particular, pues dado otro cuadrado que conmute

K X

X Y

g

h f

f

(2.12)

es decir, f ◦g = f ◦h y por la propiedad universal del pullback debe
existir una flecha f̆ tal que f = IdX ◦ f̆ = g esto es equivalente a
que f = g.
Así, si µ es monomorfismo, el diagrama

X X

X Y

1

1 µ

µ

(2.13)
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es un pullback en SetC op

, el cual existe pues la categoría es com-
pleta. Que (2.13) es pullback, como los límites se calculan punto
por punto en esta categoría, equivale a que

X(C) X(C)

X(C) Y (C)

1

1 µC

µC

(2.14)

sea un pullback en Set. Es decir cada µC es monomorfismo en Set.

II) El objeto inicial de SetC op

es la pregavilla constante con valor ∅:
Pues ser objeto inicial (terminal) se puede ver como el colímite
(límite) del único funtor que se define desde la categoría sin
objetos. Para este tipo de diagrama un cono es simplemente un
objeto, como los límites (colímites) en la categoría de pregavillas
se calculan punto por punto y Set tiene objeto inicial ∅ y por
terminal el singular {∗}, el inicial y terminal de SetC op

son la
pregavilla ∆∅ ∈ SetC op

y el funtor que todo lo manda a un conjunto
con un solo elemento, ∆{∗} ∈ SetC op

, respectivamente.

Las categorías de pregavillas, mas allá de su definición, tienen gran
cantidad de presentaciones, dependiendo de su categoría subyacente,
para ver esto, tres ejemplos de este tipo de categorías indicando las
peculiaridades de cada uno:

Ejemplo 2.0.1. Sea M una categoría localmente pequeña, de un solo
objeto, digamos ∗.Por ser M categoría, asegura la existencia de 1 =
Id∗ ∈ M (∗, ∗); además, si f y g son morfismos en M entonces fg
está en M . Y también, si f , g y h son morfismos en M , entonces
f(gh) = (fg)h. Por lo tanto, el conjunto M (∗, ∗), forma un monoide
M . Luego, un funtor F : M op → Set asocia al único objeto un conjunto
X y a cada elemento m ∈M (que corresponde a una flecha en M ) con
una función F(m) : X → X. Lo que nos permite definir otra función:

· : X ×M → X

(x,m) 7→ x ·m = F(m)(x)

Que cumple:
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• Dado 1, el neutro de M, x·1 = F(Id∗)(x) = x pues 1 es la identidad
en el único objeto de M y F es un funtor.

• También

x · (m1m2) = F(m1m2)(x)
=F(m2 ◦m1)(x)
=Fm2(F(m1)(x))

= (x ·m1) ·m2

para todo m1,m2 ∈M y para todo x ∈ X.

Si definimos SetM como la categoría de acciones derechas del monoide
M sobre cualquier conjunto, el desarrollo anterior nos permite definir
un funtor:

M : SetM op

→ SetM

F 7→ (F(∗), ·)

donde F(∗) es el conjunto que le asigna el funtor F al único elemento
de C y · es la función F(∗)×M → F(∗) que define a la acción derecha
de M sobre F(∗). Támbien, la definición de M en una transformación
natural µ : F → G es la función M(µ) = µ∗ : F(∗) → G(∗). Por la
naturalidad de la transformación, para cualquier m ∈ M y para todo
x ∈ F(∗), se cumple:

µ∗(x ·m) = µ∗(F(m)(x))
= G(m)(µ∗(x))
= µ∗(x) •m

donde • es la acción que se define mediante el funtor G. Por lo tanto
M(µ) ∈ SetM((F(∗), ·), (G(∗), •)).
El funtor M tiene inverso:

M−1 : SetM → SetM op

(X, ·)→ FX
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donde el funtor FX debe quedar determinado por la acción, FX(∗) = X

y para m ∈ M la función FX(m) : X → X asigna, a cada x ∈ X,
F(m)(x) = x ·m. Dada f ∈ SetM((X, ·), (Y, •)), se define

M−1(f) = µ : FX → FY

Cuya única instancia se define µ∗ = f . Se cumple

µ∗(FX(m)(x)) = µ∗(x ·m)
= f(x ·m)
= f(x) •m
= FY (m)(µ∗(x))

por lo que es una transformación natural. Por último, veamos que la
composición es la identidad, en las dos formas:

M ◦M−1(X, ·) = M(FX)
= (X, •)

y (X, ·) = (X, •) pues X = X y x ·m = FX(m)(x) = x •m, para toda
m ∈M y x ∈ X. La otra composición es

M−1 ◦M(F) = M−1((F(∗), ·))
= FF(∗)

aquí, claramente F(∗) = FF(∗)(∗) y F(m)(x) = x · m = FF(∗)(m)(x).
Támbien, si f es un morfismo en SetM , entonces

M ◦M−1(f) = M(M−1(f))
= M(µ)
= µ∗

= f
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la última igualdad es porque definimos la única instancia de µ como f .
Por otro lado, si µ es un morfismo en SetC op

, entonces

M−1 ◦M(µ) = M−1(M(µ))
= M−1(µ∗)
= µ

ya que las transformaciones naturales en SetC op

quedan completamente
determinadas por su instancia en el único objeto. Por lo tanto, SetM ∼=
SetM op

, es decir, la categoría SetM es una categoría de pregavillas.

Ejemplo 2.0.2. Consideremos un conjunto parcialmente ordenado
(P,≤) visto como una categoría, es decir, una categoría P cuyos objetos
son los elementos de P y dados p, q ∈ P , el conjunto de las flechas
entre ellos es C (p, q) = {i} si p ≤ q o el vacío en otro caso. Veamos qué
es una pregavilla representable sobre P. Sea p ∈ P y si ↓ (p) = {q ∈
P | q ≤ p} la pregavilla yp ∈ SetPop

es tal que:

yp(q) = {i} ⇐⇒ q ∈↓ (p)

Por lo tanto, el funtor representable yp con p ∈ P se puede asociar con
un conjunto ↓ (p).

Ejemplo 2.0.3. Un árbol es un conjunto parcialmente ordenado T

con elemento mínimo que además cumple que para cualquier x ∈ T
el conjunto ↓ (x) = {y ∈ T |y ≤ x} es un subconjunto finito de T

linealmente ordenado. Un morfismo de árboles f : T → S es una
función que preserva el orden con la propiedad de que para cada
elemento x ∈ T , la restricción de f a ↓ (x) es una biyección de ↓ (x)
a ↓ (f(x)). Un bosque es un conjunto de árboles, un morfismo entre
bosques es una función φ : X → Y junto con una colección (fx|x ∈ X)
de morfismos de árboles tales que fx : x → φ(x). La categoría de los
bosques y los morfismos entre ellos es precisamente la categoría de
pregavillas sobre ω, el primer ordinal infinito.
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2.1 Cartesiana Cerrada
En esta sección y en el Capítulo 3 utilizaremos el famoso Lema

de Yoneda por lo que, consideramos que vale la pena mencionarlo.
Principalmente con fines de establecer notación y dejar en claro su
naturalidad en dos instancias.

Lema 2.1.1. Sean C una categoría localmente pequeña y SetC op

su cate-
goría de pregavillas. Entonces, para cada objeto C ∈ C y cada X ∈ SetC op

.
La asignación

((−)C(IdC))X : SetC op

(yC , X)→ X(C) (2.15)

α 7→ αC(IdC) (2.16)

es una biyección natural en X y en C, es decir, si g ∈ C (C ′, C) y α ∈
SetC op

(X,X ′), entonces, el diagrama

SetC op

(yC , X)

SetCop
(yg,α)

��

((−)C(IdC))X //X(C)
αC′◦X(ḡ)=X ′(ḡ)◦αC
��

SetC op

(yC ′, X ′)
((−)C′(IdC′))X′ //X ′(C ′)

conmuta.

Donde SetC op

(yg, α) = α ◦ − ◦ yg y el morfismo yg es la transformación
natural entre los representables yC ′ y yC . La naturalidad en C se
expresa, cuando α = IdX como

(µ ◦ yg)C ′(IdC ′) = X(ḡ)((µ)C(IdC)) (2.17)

La inversa de la asignación (2.15), para X ∈ SetC op

, es

ˆ: X(C)→ SetC op

(yC , X) (2.18)

x 7→ x̂ = X(−)(x) (2.19)

cuya instancia en C ′ ∈ C , para cada f ∈ yC(C ′), es

(X(−)(x))C ′(f) = X(f)(x).
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Definición 2.1.1. Dadas categorías A ,B,C y funtores entre ellas F,G
de la siguiente manera:

B

F
��

A
G
// C

La categoría comma (F ⇒ G) ( algunas veces denotada por (F ↓
G)) tiene por objetos tripletas (A, h,B) con A ∈ A , B ∈ B, h ∈
C (F(A),G(B)) y una flecha (f, g) : (A, h,B)→ (A′, h′, B′) es un par de
morfismos f : A→ A′ y g : B → B′ en A y en B respectivamente, tales
que el diagrama

F(A)
F(f)

��

h // G(B)
G(g)
��

F(A′)
h′
// G(B′)

conmuta en C .

Un caso particular de esta categoría lo tenemos cuando elegimos las
categorías y funtores:

1
∆X��

C y−
// SetC op

donde X es alguna pregavilla y ∆X es el funtor constante, que manda
a cualquier objeto a la pregavilla X y a cada morfismo a la identidad
IdX , el dominio de ∆X no tiene importancia por las características
del funtor, lo que simplifica el tratamiento de esta categoría comma.
Se suele denotar (y− ↓ X) y sus objetos, en principio, son tripletas
(C, µ,A) donde C ∈ C , µ ∈ SetC op

(yC , X) y A ∈ 1, pero 1 tiene solo un
objeto, por lo tanto, se escriben como pares (C, µ), en este sentido esta
categoría es pequeña si C lo es, pues los objetos de (y− ↓ X) son tantos
como

∏
C∈C ({C} × X(C)) ∼= ∏

C∈C (X(C)), es decir, es isomorfo a un
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conjunto si los objetos de C son un conjunto. Un morfismo de (C, µ) a
(C ′, µ′) es un morfismo f en C (C,C ′) que haga conmutar el diagrama

yC

µ !!

yf // yC ′

µ′}}
X

(2.20)

en la categoría de pregavillas sobre C entonces, claramente, (y− ↓
X)((C, µ), (C ′, µ′)) es isomorfo a un subconjunto de C (C,C ′). Por lo
que (y− ↓ X) es una categoría pequeña.
Aquí vale la pena notar que, cuando el diagrama (2.20) conmuta, por
el Lema de Yoneda, en su naturalidad en C, el diagrama

SetC op

(yC ′, X)

SetCop
(yf ,X)

��

(−)C′(IdC′) //X(C ′)
X(f̄)
��

SetC op

(yC , X)
(−)C(IdC)

//X(C)

con SetC op

(yf , X) = yf ◦ −, conmuta también, por lo que

X(f̄)(µ′C ′)(IdC ′) = (yf ◦ µ′)C(IdC)
= µC(IdC).

y si x ∈ X(C ′), como

SetC op

(yC ′, X)
yf◦−

��

X(C ′)̂oo
X(f̄)
��

SetC op

(yC , X) X(C)̂oo

conmuta, sucede que

yC

X̂(f̄)(x) !!

yf // yC ′

x̂}}
X

. (2.21)
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conmuta.
Ahora, para la misma pregavilla X, definimos el funtor:

UX : (y− ↓ X)→ C

(C, µ) 7→ C

que para cada flecha f ∈ (y− ↓ X)((C, µ), (C ′, µ′)), UX(f) = f .
Y la transformación natural ρ : (y− ◦ UX) → ∆X , cuya instancia en
(C, µ) ∈ (y− ↓ X) define como ρ(C,µ) = µ.

Proposición 2.1.1. El funtor (y− ◦ UX) : (y− ↓ X) → SetC op

, tiene
colímite. Además, este colímite es el cocono determinado por la transfor-
mación natural

ρ : (y− ◦ UX)→ ∆X.

Demostración. La demostración consiste en establecer que para cada
cocono

( y− ◦ UX(C, µ)
λ(C,µ) // Y )(C,µ)∈(y↓X) (2.22)

con Y ∈ SetC op

, existe una única transformacíon natural α : X → Y tal
que α ◦ ρ(C,µ) = λ(C,µ). Ahora, como (2.22) es un cocono, si tomamos
f ∈ C (C,C ′) tal que el diagrama

yC

µ !!

yf // yC ′

µ′}}
X

conmuta; entonces el diagrama

y− ◦ UX(C, µ)

λ(C,µ) &&

y−◦UX(f) // y− ◦ X(C, µ′)

λ(C′,µ′)xx
Y

(2.23)

conmuta , pues f es un morfismo en (y− ↓ X)((C, µ), (C ′, µ′)) también.
Podemos reescribir el diagrama (2.23) como

yC

λ(C,µ)   

yf // yC ′

λ(C′,µ′)}}
Y
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que claramente conmuta porque solo hemos evaluado el funtor. Ahora,
probemos la existencia:
Ahora, definimos αC(x) = (λ(C,x̂))C(IdC) ∈ Y (C), esto está bien
definido por la correspondencia biyectiva que asegura el Lema de
Yoneda. Veamos que esto es precisamente una transformación nat-
ural α : X → Y , cuya instancia αC es la función:

αC : X(C)→ Y (C)
x 7→ (λ(C,x̂))C(IdC)

Es decir, demostremos que, para cualquier f ∈ C (C,C ′) el diagrama

X(C ′)
X(f̄)

��

αC′ // Y (C ′)
Y (f̄)
��

X(C) αC
// Y (C)

conmuta. Eso es inmediato del diagrama (2.21), porque implica que

yC

λ
(C,X̂(f̄)(x)) !!

yf // yC ′

λ(C′ ,̂x)}}
X

(2.24)

conmuta. Entonces

αC(X(f̄)(x)) = (λ
(C,X̂(f̄)(x))

)C(IdC)

= (λ(C ′,x̂) ◦ yf )C(IdC)
= (λ(C ′,x̂))C(f)
= Y (f̄)(α(C ′,x̂))C ′(IdC ′)
= Y (f̄)(αC ′(x)))
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dónde la penúltima igualdad es por la naturalidad de λ(C ′,x̂) según el
siguiente diagrama

yC ′(C ′)

yC′(f̄)

��

(λ(C′ ,̂x))C′ // Y (C ′)

Y (f̄)

��
yC ′(C)

(λ(C′ ,̂x))C
// Y (C)

.

Por lo tanto α es una transformación natural. Ahora, para verificar que
α ◦ ρ(C,µ) = λ(C,µ) notemos que dada g : C ′ → C:

(α ◦ ρ(C,µ))C ′(g) = (α ◦ µ)C ′(g)
= αC ′(µC ′(g))
= (λ(C ′,µ̂C′(g)))C ′(idC ′)

entonces deseamos que

(λ(C ′,µ̂C′(g)))C ′(id
′
C) = (λ(C,µ))C ′(g) (2.25)

lo que sería consecuencia de que el diagrama

yC ′(C ′)

(λ(C′,µ̂C′ (g))
)C′ %%

yg // yC(C ′)

(λ(C,µ))C′zz
Y (C ′)

(2.26)

conmute. Pero para eso, es sufiente que, el diagrama

yC ′

µ̂C′(g) !!

yg // yC

µ~~
Y

(2.27)

conmute. De modo que demostrar la igualdad (2.25) se reduce a
demostrar que µ ◦ yg = µ̂C ′(g), para esto, consideremos la naturalidad
de µ a lo largo de la misma flecha g : C → C ′ como en el siguiente
diagrama
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yC(C)
yC(ḡ)

��

µC // Y (C)
Y (ḡ)
��

yC(C ′) µC′
// Y (C ′)

.

que implica que
Y (ḡ)(µC(IdC)) = µC ′(g) (2.28)

y, como en el diagrama (2.21), el diagrama

yC ′

Y (ḡ)(µC(IdC))
∧

!!

yg // yC

µC(IdC)
∧
~~

Y

conmuta, entonces, sucede que (2.27) conmuta pues Y (ḡ)(µC(IdC)) =
µC ′(g) y µC(IdC)
∧

= µ porque ̂ es la inversa de (−)C(IdC). Por lo
tanto

(λ(C ′,µ̂′C(g)))C ′(idC ′) = (λ(C ′,µ))C ′(yg(idC ′))

= (λ(C,µ))C ′(g)

La unicidad es inmediata. �

Esta proposición nos dice que toda pregavilla es un colímite de rep-
resentables, pues, lo que acabamos de demostrar es que el cocono

( y− ◦ UX(C, µ)
λ(C,µ) //X )(C,µ)∈(y↓X) (2.29)

es el colímite del funtor (y− ◦UX). Podemos reescribir el colímite (2.29)
como

( yC
λ(C,µ) // Y )(C,µ)∈(y↓X) (2.30)

Además, para cada pregavilla X, podemos construir una categoría
(y− ↓ X), que determina una colección de flechas ρ(C,µ) tales que
X es el colímite de silueta (y− ↓ X)). Por lo que X se puede ver
como un colímite, especificamente de silueta (y− ↓ X), de funtores
representables yC .
Este resultado se puede generalizar en forma de una adjunción.

2.1 Cartesiana Cerrada 57



Teorema 2.1.2. Para cada funtor F : C → D de una categoría localmente
pequeña a una categoría localmente pequeña y cocompleta. El funtor

J : D −→SetC op

D 7−→J(D) : C op → Set

C 7→ D(F(C), D)

tiene adjunto izquierdo

L : SetC op

→ D

X 7→ L(X) = Colim(F ◦ UX)

Demostración. La demostración consiste en ver que cada transformación
natural α entre X y J(D) determina un cocono en D de silueta F ◦ UX

y por lo tanto un morfismo entre L(X) y D.
Definimos λ(C,µ) = αC(µ̄) para un α ∈ SetC op

(X, J(D)), con µ ∈. Dada
f ∈ C (C ′, C), entonces, existe una flecha f ∈ (y ↓ UX)((C, µ), (C ′, µ′)),
con µ̄′ = X(f)(µ̄), también, el diagrama (2.20) conmuta en SetC op

y
por la naturalidad de α

J(D)(f)(αC(µ̄)) = α′C(X(f)(µ̄))
= α′C(µ̄′)

Lo que equivale a J(D)(f)(λ(C,µ)) = λ(C ′,µ′), esto es, el diagrama

J(D)(C)

λ(C,µ) $$

J(D)(f) // J(D)(C ′)

λ(C′,µ′)zz
D

conmuta en D , por lo tanto λ(C,µ) es un cocono.
La propiedad universal de L(X) nos permite concluir precisamente

SetC op

(X, J(D)) ∼= D(L(X), D)

naturalmente en X y en D , esto es, la adjunción entre L y J . �
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Corolario 2. Para cada funtor F : C → D de una categoría localmente
pequeña a una categoría cocompleta. Hay un funtor que preserva colímites
L : SetC op

→ D , único salvo isomorfismos, tal que el digrama

C

y ##

F // D

SetC op
L

;;

conmuta. Este funtor es el mismo L del Teorema 2.1.2.

Definición 2.1.2. a) Sea C una categoría con productos y sea C ∈ C .
Definimos el funtor producto

−× C : C → C (2.31)

en objetos A ∈ C como A× C; y en morfismos f ∈ C (B,D) como

f × idC : B × C → D × C
(x, y) 7→ (f(x), y).

b) Sea C una categoría con productos y sea C ∈ C . Siempre que
el funtor − × C : C → C tiene adjunto derecho, se denota por
( )C : C → C y decimos que C es un objeto exponenciable de C .
Para cada A ∈ C el objeto AC se llama exponencial.

c) Una categoría C es cartesiana cerrada si tiene productos finitos y
para cada C ∈ C , el funtor −× C tiene un adjunto derecho.

Como primer ejemplo de categoría cartesiana cerrada tenemos a la
categoría Set, que como ya vimos es completa y cocompleta (Proposi-
ción 1.3.4), entonces tiene productos, el producto cartesiano de dos
conjuntos (Ejemplo 1.1.1). Por otro lado, si A,B ∈ Set, el objeto
exponencial AB, es el conjunto de todas las funciones con dominio B
y codominio A. La adjunción se da al identificar naturalmente a la
función f ∈ Set(C ×B,A) con la función g ∈ Set(C,AB) definida por
g(b)(c) = f(c, b) con c ∈ C y b ∈ B. El siguiente resultado nos será útil
para demostar, que la categoría SetC op

es cartesiana cerrada.
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Proposición 2.1.2. Sea X ∈ SetC op

. El funtor −×X : SetC op

→ SetC op

preserva colímites.

Demostración. Como los límites (en particular los productos) y los
colímites en SetC op

se calculan punto por punto, demostrar que el funtor
− × X : SetC op

→ SetC op

preserve colimites, es equivalente a probar
que el funtor −× A : Set→ Set, para cualquier conjunto A, preserva
colimites, pero esto se sigue del hecho de que Set es cartesiana cerrada
y de que −× A : Set→ Set es adjunto izquierdo de (−)A (Proposición
1.3.3) para cualquier conjunto A.

�

Proposición 2.1.3. La categoría SetC op

es cartesiana cerrada.

Demostración. Como SetC op

es completa, tiene productos, y en particu-
lar, productos finitos. Entonces resta demostrar que tiene exponenciales.
Para esto definiremos exponenciales en SetC op

y demostraremos la ad-
junción de la Definición 2.1.2. Sea Y ∈ SetC op

. Para cada pregavilla
Z : C → Set, sea ZY la pregavilla definida en objetos como

ZY (A) = SetC op

(yA × Y, Z) (2.32)

para cada A ∈ C . Esto define en objetos de SetC op

al funtor

( )Y : SetC op

→ SetC op

Por otro lado, como toda pregavilla es un colímite de prepresentables,
si tomamos una pregavilla X, tenemos al diagrama

yUX = (y− ◦ UX) : (y− ↓ X)→ SetC op

(2.33)

del cual X es colímite, es decir, X ∼= Colim(yUX ). Así, bajo el repre-
sentable SetC op

( , ZY ) tenemos

SetC op

(X,ZY ) ∼= SetC op

(Colim(yUX ), ZY ) (2.34)
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Y como los representables trasforman colímites en límites, tenemos que

SetC op

(X,ZY ) ∼= Lim(SetC op

(yUX , ZY )) (2.35)

Nombremos, para hacer mas clara la notación, al funtor

SetC op

(yUX , ZY ) = (SetC op

(−, ZY ) ◦ y ◦ UX)

Por el Lema de Yoneda tenemos que SetC op

(yC , ZY ) ∼= ZY (C), y por
como definimos ZY en objetos,

Lim(SetC op

(yUX , ZY )) ∼= Lim(ZY (UX)) = Lim(SetC op

(yUX × Y, Z))
(2.36)

Finalmente tenemos que

SetC op

(X,ZY ) ∼= Lim(SetC op

(yUX × Y, Z)) (2.37)
∼= SetC op

(Colim(yUX × Y ), Z) (2.38)
∼= SetC op

(Colim(yUX )× Y, Z) (2.39)
∼= SetC op

(X × Y ), Z) (2.40)

naturalmente en X y Z. Donde (2.38) es de nuevo por (2.34) y (2.35) ;
(2.39) es porque el funtor −× Y preserva colímites y (2.40) porque X
es el colímite del funtor yUX . �

2.2 Definición de subobjeto y
clasificador de subobjetos

La noción de subobjeto surge del interés por generalizar algunas
propiedades de la categoría Set, en particular, que cada conjunto tiene
subconjuntos. Para esto, dado un monomorfismo m ∈ C (A,X), se
construye su clase de equivalencia de monomorfismos con la relación
de ser isomorfos en la categoría C /X. Categoría cuyos objetos son los
morfismos de C con codominio X. Dados dos objetos de C /X, f y g,
son f : A→ X y g : B → X morfismos de C , un morfismo entre ellos,
es una flecha F : A→ B que hace que el diagrama
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A F //

f   

B

g
��
X

conmute.

Definición 2.2.1. Dada C una categoría y X ∈ Ob(C ). Un subobjeto
de X es una clase de equivalencia de monomorfismos m ∈ C (M,X).

Dado que estas clases de equivalencia están formadas por flechas
isomorfas, se suele elegir una familia de flechas, una por cada clase,
que la represente. Así, si se demuestra alguna afirmación para esta
familia de representantes, entonces se prueba para todas las clases. Las
inclusiones, que siempre son monomorfismos y fáciles de manejar, se
pueden usar como representantes de su clase de equivalencia. Para esto
habría que probar que cada clase de equivalencia tiene una inclusión
que la representa. En la siguiente sección resolveremos de esto lo
necesario.

Definición 2.2.2. Sea C un categoría con objeto terminal, 1. Un clasi-
ficador de subobjetos en C es un objeto Ω ∈ C junto con un morfismo
t ∈ C (1,Ω) tal que para cada monomorfismo m ∈ C (C,C ′) existe un
único morfismo φ ∈ C (C ′,Ω) tal que el siguiente diagrama

C

m
��

1C // 1
t
��

C ′
φ
// Ω

es un pullback.

Donde 1C es el único morfismo posible puesto que 1 es terminal.

Si C tambien tiene pullbacks (entonces tiene todos los límites finitos),
existe una correspondencia entre los subobjetos de X y los morfismos
φ ∈ C (X,Ω) pues para cada subobjeto m de X existe una flecha φ y,
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como C tiene pullbacks, cada flecha φ ∈ C (X,Ω), nos permite construir
un diagrama

1

X Ω

t

φ

(2.41)

que tiene límite, un pullback, como el siguiente

M ′ 1

X Ω
m′ t

φ

(2.42)

que cumple que m′ es monomorfismo porque t lo es, como se ve en
la Proposición 2.11, es decir, determina un subobjeto de X. Por el
resto del trabajo las flechas φ serán llamadas flechas clasificadoras,
refiriendonos a que determinan, o bien, clasifican a un suobobjeto de
m′ de X. En este sentido, si una flecha φ “clasificara” a dos subobjetos,
digamos m y m′, los siguientes diagramas

L

m

��

""
f ′

��
L′

m′
��

// 1
t
��

X
φ
// Ω

L′

m′

��

##
f
  
L

m
��

//M

t
��

X
φ
// Ω

conmutan. Entonces, m◦f ◦f ′ = m′ ◦f ′ = m y m′ ◦f ′ ◦f = m◦f = m′,
entonces L ∼= L′ en C (y ambos son monomorfismos). Por lo tanto,
m ∼= m′ en C /X.
Si denotamos como Sub(X) a las clases de equivalencia [m] tales que
m es subobjeto de X, entonces la correspondencia es biyectiva entre
Sub(X) y C (X,Ω). Además, esta correspondencia es natural en X, en
el siguiente sentido:
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Sea µ : Y → X en C , m subobjeto de X y φm la flecha que lo clasifica.
Por un lado, µ determina un diagrama:

M

Y X

m

µ

(2.43)

cuyo pullback es:
P 1

Y X

µ#(m) m

µ

(2.44)

y como m es monomorfismo, µ#(m) también lo es (Proposición 2.11),
por lo tanto µ#(m) ∈ Sub(Y ). Lo que hace posible definir la asignación:

µ# : Sub(X)→ Sub(Y )
m 7→ µ#(m)

Por otro lado φm ◦ µ ∈ C (Y,Ω), entonces determina al subobjeto clasi-
ficado por ella mediante un pullback, que por ser un límite, es único
salvo isomorfismos. Lo podemos construir, utilizando la Proposición
1.1.2, de la siguiente manera:

P

µ#(m)
��

//M

m
��

// 1
t
��

Y µ
//X

φm
// Ω

por lo tanto φm ◦ µ clasifica a µ#(m). Es decir, el diagrama

Sub(X)
µ#

��

∼= // C (X,Ω)
◦µ
��

Sub(Y ) ∼=
// C (Y,Ω)

(2.45)

conmuta.
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2.3 Subobjetos en SetC op

Definición 2.3.1. Dados F, P ∈ SetC op

diremos que P es un subfuntor
de F (usaremos la notación P ≤ F) si y sólo si para cada C ∈ C se
cumple que

P(C) ⊆ F(C)

y dada ḡ ∈ C op(C ′, C) sucede que

Fḡ(x) = Pḡ(x)

para todo x ∈ P(C ′).

Ahora bien, si P es subfuntor de F podemos definir una transforma-
ción natural P ∈ SetC op

cuya instacia en C ∈ C es:

PC : P(C)→ F(C)
x 7→ x

y bastará comprobar que dada ḡ ∈ C op(C,C ′) el diagrama

P(C)
Pḡ
��

PC // F(C)
Fḡ
��

P(C ′)
PC′
// F(C ′)

conmuta.
Para esto, tomemos x ∈ P(C), luego

Fḡ ◦ PC(x) = Fḡ(x)
= Pḡ(x)
= PC ′ ◦ Pḡ(x)

donde la primera igualdad es por la definición de PC , la segunda
igualdad es por la definición de subfuntor, en particular porque Fḡ(x) =
Pḡ(x) para todo x ∈ P(C) y la tercera por la definición de PC ′. Además,
dadas transformaciones naturales θ y θ′ tales que

P ◦ θ = P ◦ θ′
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por el hecho de ser transformaciones naturales esto es equivalente a

(P ◦ θ)C = (P ◦ θ′)C

naturalmente en C y esto, si y solo si

PC ◦ θC = PC ◦ θ′C

y como cada PC es inyectiva (porque es una inclusión), entonces

θC = θ′C

naturalmente en C, por lo tanto

θ = θ′.

Lo que demuestra que P es un monomorfismo en SetC op

, P será lla-
mada la transformación natural inclusión definida entre un subfuntor
P del funtor F.

Hecho esto, tenemos que, según la definición 2.3.1, la transformación
natural inclusión P determina un subobjeto [P ] de F. Aún más, cada
clase de mono-morfismos [m] subobjeto de un funtor F, contiene una
inclusión:

Lema 2.3.1. Sean F una pregavilla, m : R → F un monomorfismo en
SetC op

, entonces existe P subfuntor de F tal que m es isomorfa a P (la
transformación natural inclusión definida entre P y F) en la categoría
SetC op

/F.

Demostración. Sea P(C) = mC(R(C)) ⊆ F(C) y para cada f ∈ C (C ′, C)
, entonces definimos a P(f̄) : P(C) → P(C ′) como P(f̄) = F(f̄)|P(C),
veamos que P es subfuntor de F; además, demostremos que m es
isomorfo a P la transformación natural inclusión del subfuntor P de F.

Para la primera parte, bastará demostrar que si y ∈ P(C), entonces
P (f̄)(y) ∈ P(C ′), pero el diagrama
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R(C) mC

//

R(f̄)
��

P(C)
P(f̄)

��
R(C ′) mC′

// P(C ′)

es conmutativo, luego, si y = mC(x) con x ∈ R(C) (es decir y ∈
P(C)), entonces P(f̄)(y) = P(f̄)mC(x) = mC ′R(f̄)(x), como R(f̄)(x) ∈
R(C ′), entonces P(f̄)(y) ∈ P(C ′). Por lo tanto, P es subfuntor de F.
Daremos ahora el isomorfismo mp : R→ P, definido en su instancia C
por

mp
C : R(C)→ P(C)

x 7→ mC(x)

que es, inmediatamente de su definición, una transformación natural y
hace conmutar el diagrama

R
mp
//

m ��

P

P
��
F

lo cual hace que sea morfismo en SetC op

/F. Además, como m es
monomorfismo, cada una de sus instancias mC es monomorfismo en
Set, por lo que son inyectivas. Ahora, como cada mP

C es la restricción en
el codominio de mC a su imagen, cada instancia es inyectiva y sobreyec-
tiva (toda función es sobreyectiva en su imagen), entonces biyectiva,
entonces invertible, por lo que mP

C es un isomorfismo, naturalmente en
C. Entonces mP es un isomorfismo natural.
Por lo tanto, m ∼= P en SetC op

/F. �

Esto nos permite asumir, sin pérdida de generalidad, que cada sub-
objeto de una pregavilla X es un subfuntor F ≤ X. Además, si dos
subobjetos F y F ′ de X son clasificados por la misma flecha clasifi-
cadora φ, entonces son isomorfos, por lo que podemos encontrar un
solo subfuntor que represente a ambos, es decir, estos subobjetos son,
esencialemte, el mismo.
Por lo que resta del trabajo, todo subobjeto [m] de un funtor F que con-
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sideremos, será visto como el subfuntor P cuya inclusión P es isomorfa
a m.

2.4 Clasificador de subobjetos en
SetC op

Definición 2.4.1. Dado C ∈ C . Una criba sobre C es una familia S(C)
de flechas en C con codominio C, tales que, si f ∈ S(C) y g cualquier
otra flecha en la categoría, si la composición f ◦g está definida, entonces
f ◦ g ∈ S(C).

Ahora, podemos ver que para cada F subfuntor de yC podemos
construir una criba

SF(C) =
⋃

C ′∈C

F(C ′)

que claramente es una colección de flechas con codominio C y se
cumple, para una flecha f ∈ SF(C), que si g una fecha en C es tal
que la composición f ◦ g está definida, entonces f ◦ g ∈ SF(C), porque
f ∈ F(C ′) ⊆ C (C ′, C) y, dada g ∈ C (C ′′, C ′) tenemos F(ḡ) = f ◦ g, que
se define a través de la composición en C . Recíprocamente, dada una
criba S(C) podemos definir un subfuntor de yC

FS : C op → Set (2.46)

C ′ 7→ yC(C ′) ∩ S(C) (2.47)

y si g ∈ C (C ′, C ′′), la función FS(ḡ) es

FS(ḡ) : FS(C ′′)→ FS(C ′)
f 7→ f ◦ g

cumpliendose que f ◦ g ∈ yC(C ′′) ∩ S(C) por la definición de S(C) y
del funtor yC .
Queda claro que FS(C ′) ⊆ yC(C) para cada C ∈ C y que, dado g en
C , FS(ḡ)(x) = yC(ḡ)(x) para todo x en el dominio de FS(ḡ). Por lo
tanto FS ≤ yC . Lo que nos permite decir que las cribas sobre C y los
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subobjetos de yC se corresponden uno a uno. Y nos hace intuir quien
es el objeto clasificador Ω. Ahora, construimos a Ω, sea C ∈ C

Ω : C op → Set

C 7→ Ω(C) = {S(C)| S(C) es una criba sobre C}

Si g ∈ C (C ′, C) tenemos

Ωḡ : Ω(C)→ Ω(C ′)
S(C) 7→ S(C) · g = {h|g ◦ h ∈ S(C)}

Ahora, tomando IdC ∈ C (C,C), tenemos que

Ω(IdC)(S(C)) = {h| IdC ◦ h ∈ S(C)}
= S(C)

para cada S(C) ∈ Ω(C), por lo tanto, Ω(IdC) = IdΩ(C).
También, si f y g son flechas en C cuya composición g ◦ f está definida
en C ,

Ω(g ◦ f) = {h| g ◦ f ◦ h ∈ S(C)}
= {h|f ◦ h ∈ S(C) · g}
= {h| h ∈ (S(C) · g) · f}
= (S(C) · g) · f
= Ω(f̄)(Ω(ḡ)(S(C)))

Para demostrar que esta manera de definir al funtor Ω lo hace subobjeto
clasificador, necesitamos encontrar al objeto terminal de SetC op

.
Recordemos que el funtor:

∆{∗} : C op → Set

C 7→ {∗}

es el objeto terminal de SetC op

como se aclaró en el capítulo anterior, a
partir de ahora, lo nombraremos 1.
Ahora, el morfismo t, de la definición de subobjeto clasificador es, en
este caso, una transformación natural. Si definimos cada instancia tC
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asignando al único punto la criba maximal sobre C, denotada por t(C)
o simplemente tC, es decir:

tC : 1(C)→ Ω(C)
∗ 7→ tC = {f ∈ C (A,C)| A ∈ C }

tenemos que , dado g ∈ C (C ′, C) el diagrama

{∗}
Id{∗}

��

tC // Ω(C)
Ωg
��

{∗}
tC′
// Ω(C ′)

conmuta si Ωg ◦ tC(∗) = tC ′(∗), para esto basta probar que Ω(g)(tC) =
tC ′, es decir, para todo A ∈ C y para toda f ∈ C (A,C ′) se cumple que
g ◦ f ∈ tC.
En efecto, dada A ∈ C , de la definición de tC, C (A,C) ⊆ tC por
lo tanto, dada f ∈ C (A,C ′) se cumple que g ◦ f ∈ tC, es decir ,
Ωg(tC) = tC ′.
Lo que muestra que t es transformación natural.

Ahora bien, si SetC op

, con C localmente pequeña, y si tiene subobjeto
clasificador, entonces Sub(yC) para todo C es un conjunto (el conjunto
de subobjetos de yC), entonces {S(C)| S(C) es una criba sobre C} es
conjunto, luego Ω ∈ SetC op

.

Teorema 2.4.1. Si C es localmente pequeña y con límites finitos, y tiene
un subobjeto clasificador, entonces el funtor Ω con la transformación
natural t es el subobjeto clasificador de SetC op

Demostración De la definición de subobjeto clasificador y por el Lema
2.3.1, queremos probar que dados R,P ∈ SetC op

funtores tales que
R ≤ P, y i la inclusión, existe una flecha φi ∈ SetC op

(P,Ω) tal que el
diagrama

R

i
��

1R // 1
t
��

P
φi
// Ω

(2.48)
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es un pullback.
Definimos φi en la instancia C como

φiC : P(C)→ Ω(C)
x 7→ {f ∈ C (A,C)| Pf̄(x) ∈ P(A) ∧ A ∈ C }.

Veamos que φi es transformación natural:
Si g ∈ C (C ′, C) el diagrama

P(C)
Pḡ
��

φiC // Ω(C)
Ωḡ
��

P(C ′)
φiC′

// Ω(C ′)

(2.49)

conmuta si Ωg ◦ φiC = φiC ◦ Pg.
Para esto, si x ∈ P(C)

Ωḡ ◦ φiC(x) = Ωḡ({f ∈ C (A,C)| Pf̄(x) ∈ R(A)})
= {h| g ◦ h ∈ {f ∈ C (A,C)| Pf̄(x) ∈ R(A)}}
= {h ∈ C (A,C ′)| P(g ◦ h)(x) ∈ R(A)}

y

(φiC ◦ Pḡ)(x) =φiC ′(Pḡ(x))
={f ∈ C (A,C ′)| Pf̄(Pḡ(x)) ∈ R(A)}

Como P es un funtor, entonces P(f̄ ◦ ḡ)(x) = (Pf̄ ◦ Pḡ)(x) para cada
x ∈ P(C), entonces, los conjuntos son iguales para cada x, por lo tanto
Ωḡ ◦ φiC = φiC ◦ Pḡ. De esta manera φi es una transformación natural
y podemos construir el diagrama (2.48) que conmuta, en SetC op

, si y
sólo si el diagrama

R(C)
iC
��

1R // 1(C)
tC
��

P(C)
φiC

// Ω(C)

(2.50)
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conmuta en C . La prueba de esto último consiste en ver que, dado
x ∈ R(C) se cumple que tC ◦ 1R(x) = φiC ◦ iC(x) lo que es equivalente
a que si x ∈ R, entonces φiC(x) = tC. Esto es inmediato a la definición

φiC(x) = {f ∈ C (A,C)|A ∈ C y Pf(x) ∈ R(A)}

y de que R ≤ P, pues esto asegura que Pf(x) = Rf(x) por lo tanto,
para toda f ∈ C (A,C) y A ∈ C sucede que Pf(x) ∈ R(A), es decir,
φiC(x) = {f ∈ C (A,C)|A ∈ C } = tC.
El diagrama (2.48) en SetC op

es un pullback si y sólo si el diagrama
(4.8) es pullback en C para toda C ∈ C .
Supongamos que el siguiente diagrama

R′(C)
m′C
��

1R // 1(C)
tC
��

P(C)
φiC

// Ω(C)

(2.51)

conmuta.
Para esto simplemente verificamos la propiedad universal considerando
la flecha

f̆C : R(C)→ R′(C)
r 7→ m′C(r)

que claramente hace conmutar el siguiente diagrama

R′(C)

m′C

��

1R′

''
f̆C

$$
R(C)

iC
��

1R
// 1(C)
tC
��

P(C) φiC // Ω(C)

(2.52)

Resta demostrar que es única. Para esto considere f̆∗C tal que m′C =
iC ◦ f̆∗C , entonces iC ◦ f̄∗C = iC ◦ f̄C , y como iC es mono, se tiene que
f̆∗C = f̆C .
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Por último, supongamos que existe θ ∈ SetC op

(P,Ω) tal que el siguiente
el diagrama

R

i
��

1R // 1
t
��

P
θ
// Ω

(2.53)

es un pullback.
Comparando (2.48) con este último diagrama (2.53), si tomamos x ∈
P(C) y f ∈ C (A,C) entonces Pf̄(x) ∈ R(A) si y sólo si θA(Pf̄(x)) = tA,
y usando la naturalidad de θ según el siguiente diagrama

P(C)
Pf̄
��

φiC // Ω(C)
Ωf̄
��

P(A)
φiA

// Ω(A)

esto es equivalente a que Pf̄(x) ∈ R(A) si y solo si Ωf̄ ◦ θC(x) = tA, lo
que, por la definición de Ω, nos dice que {h|f ◦h ∈ θC(x)} = tA. Luego,
en particular IdA ∈ tA , entonces f ∈ θC(x) , es decir Pf(x) ∈ R(A) si
y sólo si f ∈ θC(x), entonces φiC = θC para cada C y esto si y sólo si
φi = θ. �

Definición 2.4.2. Un topos es una categoría con límites finitos, carte-
siana cerrada y con clasificador de subobjetos.

Proposición 2.4.1. Sea C una categoría localmente pequeña, la cate-
goría de pregavillas sobre C es un Topos.
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3Gavillas en un sitio

3.1 Gavillas, gavillas en un sitio y
algunas equivalencias.

En esta sección generalizaremos la noción de gavilla sobre un espacio
topológico, a gavillas sobre categorías más generales.
Sea X un espacio topológico, denotaremos como O(X) al conjunto
de los abiertos de X, considerado como un conjunto parcialmente
ordenado, con el orden ⊆. Antes de hablar de gavillas, puntualicemos
lo que es una pregavilla sobre O(X), es decir, esto tiene sentido solo
considerando a O(X) como categoría, cuyos objetos son los subcon-
juntos abiertos U de X y, para U, V ∈ O, el conjunto O(V, U) es el
conjunto con un solo elemento siempre que V ⊆ U y en otro caso es
vacío. Entonces, una pregavilla sobre O(X) es un funtor:

F : Oop(X)→ Set

que en objetos U ∈ O(X) es algún conjunto F(U); y para el morfismo
f ∈ O(U, V ), que podemos denotar U ⊆ V , en el entendido de que no
hay más que un morfismo y está determinado por esa condición, la
pregavilla lo asocia con una función

F
(
U ⊆ V

)
: F(U)→ F(V ).

Definición 3.1.1. Sean I, U conjuntos con U ∈ O(X) y I arbitrario.
Una pregavilla F : Oop(X)→ Set se llama gavilla si para cada familia
(Ui)i∈I , de subconjuntos Ui ⊆ U abiertos, tal que

⋃
i∈I Ui = U entonces

F satisface:

a) Para cualesquier x, y ∈ F(U), si F(Ui ⊆ U)(x) = F(Ui ⊆ U)(y) para
todo i ∈ I, entonces x = y;

b) Si una familia {xi ∈ F(Ui)}, es tal que para cada i, j sucede que

F(Ui ∩ Uj ⊆ Ui)(xi) = F(Ui ∩ Uj ⊆ Uj)(xj)
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entonces, existe un único x ∈ F(U) tal que xi = F(Ui ⊆ U)(x) para
cada i.

La generalización de O(X) se realiza a partir de lo que se definió en el
capítulo anterior como criba ( Definición 2.4.1). Denotaremos max(C)
a la criba maxima sobre C, es decir, max(C) = {f ∈ C (C ′, C)|C ′ ∈ C }.

Definición 3.1.2. Sea C una categoría. Una Topología de Grothendieck
(que denotaremos TG) sobre C asigna a cada objeto C una familia
Cov(C) de cribas que “cubren a C ” de manera que se cumplan las
condiciones:

i) max(C) ∈ Cov(C)

ii) Si R ∈ Cov(C), entonces por cada f ∈ C (C ′, C), sucede que
R · f ∈ Cov(C ′)

iii) Si R es un haz sobre C y S ∈ Cov(C) tal que, para cada flecha f ∈
C (C ′, C), en S, sucede que R · f ∈ Cov(C ′), entonces R ∈ Cov(C).

Dos consecuencias inmediatas son:

Proposición 3.1.1. a) Si R ∈ Cov(C) y S una criba sobre C tal que
R ⊆ S, entonces S ∈ Cov(C).

b) Si R, S ∈ Cov(C) entonces R ∩ S ∈ Cov(C).

Demostración.

a) Para todo f ∈ R, cuyo codominio es algún C ′, sucede que IdC ′ ∈
R · f , esto es quivalente a que R · f = max(C ′) y de la hipótesis
R ⊆ S, entonces támbien S ·f = max(C ′) por lo que S ·f ∈ Cov(C ′)
(por i) por lo que, según iii, S ∈ Cov(C)

b) Consideremos f ∈ C (C ′, C) entonces

(R ∩ S) · f = {g ∈ C (D,C ′)|f ◦ g ∈ R ∩ S}

y si f ∈ R toda g ∈ C (D,C ′) cumple que f ◦ g ∈ R. Entonces

(R ∩ S) · f = {g ∈ C (D,C ′)|f ◦ g ∈ S} = S · f ∈ Cov(C ′)

(por ii), esto se cumple para toda f ∈ R y por iii, R ∩ S ∈ Cov(C).
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Definición 3.1.3. Llamaremos Sitio a una pareja (C , Cov) en la que C

es una categoría pequeña y Cov es una TG.

Definición 3.1.4. Una operación Universal de clausura sobre SetC op

asigna a cada pregavilla X una operación (̃·) : Sub(X) → Sub(X) de
manera que lo siguiente se cumpla:

i) A ≤ Ã.

ii) Ã = ˜̃A.

iii) A ≤ B implica Ã ≤ B̃.

iv) Dadas dos pregavillas X y X ′, φ : X ′ → X y A ∈ Sub(X), se

cumple φ#(Ã) = φ̃#(A).

dónde la última propiedad se refiere a la operaciíon definida en el
capitulo 2.

Definición 3.1.5. Una Topología de Lawvere-Tierney (que denotare-
mos TLT) sobre SetC op

es una flecha J : Ω→ Ω (donde, como lo hemos
hecho hasta ahora, Ω es el clasificador de subobjetos de SetC op

) tal que
lo siguiente se cumpla:

i) R ⊆ JC(R) para toda criba R sobre C

ii) JC(R ∩ S) = JC(R) ∩ JC(S)

iii) JC(JC(R)) = JC(R)

Teorema 3.1.1. Sea C una categoría. Cada una de las siguientes nociones
determina a las demás de manera única:

1) Una topología de Grothendieck sobre C .

2) Una topología de Lawvere-Tierney sobre SetC op

.

3) Una operación universal de clausura sobre SetC op

.

4) Una subcategoría plena ε de SetC op

, tal que la inclusión tiene adjunto
izquierdo que preserva limites finitos.

Este teorema es el punto central del capítulo presente, pues nos
permitirá conocer una categoría de Gavillas de diferentes formas, pero
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no tenemos las herramienas necesarias para probarlo ahora, en su lugar
probaremos la versión B), que se encuentra inmediatamente adelante,
y en cuanto se obtenga lo necesario completaremos el teorema original.

Teorema 3.1.2. (3.1.1 B)) Sea C una categoría. Cada una de las sigu-
ientes nociones determina a las demás de manera única:

1) Una topología de Grothendieck sobre C

2) Una topología de Lawvere-Tierney sobre SetC op

3) Una operación universal de clausura sobre SetC op

Demostración 1)⇒ 2): Dada una topología de Grothendieck Cov sobre
C , definimos en cada C ∈ C :

JC : Ω(C)→ Ω(C)
R 7→ JC(R) = {h ∈ C (C ′, C)| R · h ∈ Cov(C ′) y C ′ ∈ C }

Sean h ∈ C (C ′, C) y g ∈ C (C ′′, C ′) con h ∈ JC(R), entonces

R · (h ◦ g) = {f ∈ C (D,C ′′)|h ◦ g ◦ f ∈ R}
= {f ∈ C (D,C ′′)|g ◦ f ∈ R · h}
= (R · h) · g

entonces h ◦ g ∈ JC(R), por lo tanto, JC(R) es una criba sobre C.
Usando un argumento similar, J es una transformación natural pues,
dada f ∈ C (C ′, C):

JC ′(R · f) = {h ∈ C (C ′′, C ′)|R · f · h ∈ Cov(C ′′) y C ′′ ∈ C }
= {h ∈ C (C ′′, C ′)|R · (f ◦ h) ∈ Cov(C ′′) y C ′′ ∈ C }
= {h ∈ C (C ′′, C ′)|(f ◦ h) ∈ JC(R) y C ′′ ∈ C }
= JC(R) · f
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es decir, el diagrama

Ω(C)
Ω(f̄)

��

JC // Ω(C)
Ω(f̄)
��

Ω(C ′)
JC′
// Ω(C ′)

conmuta.

• Para probar i) de 3.1.5 basta notar que si h ∈ R, con h ∈ C (C ′, C),
entonces IdC ′ ∈ R · h por lo que R · h = max(C ′) ∈ Cov(C) por
lo tanto h ∈ JC(R)

• Para demostrar ii) de 3.1.5, la proposición 3.1.1 nos asegura que
si S,R ∈ Cov(C) entonces S ∩ R ∈ Cov(C) además, de ii) de la
definición 3.1.2, sucede que

(R ∩ S) · h = {f ∈ C (C ′′, C ′)|h ◦ f ∈ S ∩R}
= {f ∈ C (C ′′, C ′)|h ◦ f ∈ S y h ◦ f ∈ R}
= {f ∈ C (C ′′, C ′)|h ◦ f ∈ S} ∩ {f ∈ C (C ′′, C ′)|h ◦ f ∈ R}
= (R · h ∩ S · h) ∈ Cov(C ′)

luego

JC(R ∩ S) = {h ∈ C (C ′, C)|(R ∩ S) · h ∈ Cov(C ′) y C ′ ∈ C }
= {h ∈ C (C ′, C)|R · h ∩ S · h ∈ Cov(C ′) y C ′ ∈ C }
= JC(R) ∩ JC(S)

• Para iii), ya por ser JC(R) una criba sobre C, se cumple que
JC(R) ⊆ JC(JC(R)).
Para la otra contención tomemos h ∈ JC(JC(R)) y g ∈ JC(JC(R)) ·
h, con g ∈ C (C ′′, C ′). Entonces h ◦ g ∈ JC(R) lo que siginifica
que R · (h ◦ g) ∈ Cov(C ′′), por lo tanto (R · h) · g ∈ Cov(C ′′) para
toda g ∈ JC(JC(R)) · h ∈ Cov(C ′), estas son las hipotesis de la
Definición 3.1.2 iii) por lo que concluimos R · h ∈ Cov(C ′), esto
es, h ∈ JC(R).
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2)⇒ 3) Partiendo de la correspondencia biyectiva:

Sub(X) ∼= SetC
op

(X,Ω)
A 7→ φA

natural en X, demostrada en el capítulo anterior.
Una TLT J sobre SetC

op

permite definir:

J◦− : SetC
op

(X,Ω)→ SetC
op

(X,Ω)
φ 7→ J ◦ φ

Eso determina una relación (̃·) : Sub(X) → Sub(X), en la cual, si
tomamos A ∈ Sub(X), se define Ã desde φÃ = J ◦ φA. Es decir,
determinamos a Ã por la función que lo clasifica, por lo que:

Ã(C) = {x ∈ X(C)|JC((φA)C(x)) = max(C)}

Probemos ahora las propiedades según la Definición 3.1.4:

• Para i), para cualquier haz R sobre C, sucede, por i) que R ⊆
JC(R) entonces (φA)C(x) ⊆ JC((φA)C(x)), para todo x ∈ X(C),
y naturalmente en C. Esto nos dice que si x ∈ A(C) entonces
max(C) = (φA)C(x) ⊆ JC((φA)C(x) = JC(max(C)) por lo tanto
JC((φA)C(x) = max(C) lo que equivale a x ∈ Ã(C), para toda C.
Por último, dada f ∈ C (C ′, C), si x ∈ Ã(C), por la naturalidad de
φA sucede que

JC ′((φA)C ′(A(f̄)(x))) = JC((φA)C(x)) · f
= max(C) · f
= max(C ′)

entonces A(f̄)(x) ∈ Ã(C ′). Por lo tanto A ≤ Ã.

• Para ii), por iii) de 3.1.2 JC(R) = JC(JC(R)) para cualqueir gavilla
R, y por un argumento similar al desarrollado en el punto anterior
esto implica Ã = ˜̃A.
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• Para iii), partimos de ii) de 3.1.2, tomando R ⊆ S sucede que
JC(R) = JC(R ∩ S) = JC(R) ∩ JC(S) ⊆ JC(S). Entonces, si
A ≤ B, luego, A(C) ⊆ B(C) entonces, para todo x ∈ A(C),
max(C) = (φA)C(x) = (φB)C(x) por lo que JC((φA)C(x)) =
JC(φB(C)(x)) = max(C) entonces, por un desarrollo similar al de
los puntos anteriores, Ã ≤ B̃.

• Para iv) de la Definición 3.1.2: consideremos µ : Y → X, entonces
µ#(Ã) es un subobjeto de Y clasificado por (J ◦ φA) ◦ µ, por otro

lado, µ#(A) es clasificado por (φA ◦ µ), luego µ̃#(A) es clasificado
por J ◦ (φA ◦µ) y como la la operación se determina por las flechas

que clasifican al subobjeto concluimos que µ#(Ã) = µ̃#(A) porque
son clasificados por la misma flecha J ◦ φA ◦ µ.

3) ⇒ 1) Dada una Operación de Clausura Universal en SetC
op

, ten-
emos el caso particular de (̃·) : Sub(yC) → Sub(yC), y como todos los
subfuntores de yC determinan una criba y viceversa, como se prueba
en el capítulo 2, la operación se puede pensar como una asignación
(̃·) : Ω(C)→ Ω(C)y partiendo de eso se define :

Cov(C) = {R ∈ Ω(C)|F̃R = yC} (3.1)

con FR como se definió en (2.46), probemos ahora que eso determina
una TG.

• Para i) de la Definición 3.1.2 tomemos R = max(C), entonces
FR = yC . Por otro lado i) de la Definición 3.1.4 asegura que
FR ≤ F̃R entonces F̃R = yC , por lo tanto R ∈ Cov(C).

• Para ii), si R ∈ Cov(C) y f ∈ C (C ′, C), entonces a R · f le
corresponde (yf )#(FR), como en el diagrama (2.45), en este caso

FR·f

i

��

// 1
t
��

yC ′φFR◦yf
// Ω
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y por iv) de 3.1.4

F̃R·f = ˜((yf )#(FR))
= (yf )#(F̃R)
= (yf )#(yC)
= yC ′

por lo tanto
R · f ∈ Cov(C ′).

• Para demostrar iii) Sean R una criba sobre C y S ∈ Cov(C) tales
que para todo C ′ ∈ C y f ∈ S, con f ∈ C (C ′, C), R · f ∈ Cov(C ′).
Entonces y′C = F̃R·f = (yf )#(F̃R) entonces la criba R̃ que le
corresponde al funtor F̃R es tal que R̃ · f = max(C ′) entonces
f ∈ R̃, por lo que S ⊆ R̃, esto equivale a que FS ≤ F̃R. Por i) y ii)
de 3.1.4

yC = F̃S

= ˜̃
FR

= F̃R

por lo tanto R ∈ Cov(C).

�

De ahora en más, continuaremos desarrollando las herramientas nece-
sarias para completar la demostración original, pero, notemos que la
versión B) está completa en si misma, es decir, esas tres equivalencias
están completas. Por lo que podemos usar esos resultados y, aún más,
nos serán útilies las formas en que definimos una estructura partiendo
de la otra a lo largo de la demostración (por ejemplo en como defini-
mos en 3.1 una topología de Grothendieck a partir de una operación
universal de clausura).

Definición 3.1.6. Sean Cov una TG sobre una categoría C , (̃·) la op-
eración universal de clausura y J la TLT sobre SetC

op

asociadas.

i) Una pregavilla F es separable para Cov si para cada C ∈ C y
x, y ∈ F(C), si la criba {f : C ′ → C|Ff(x) = Ff(y)} ∈ Cov(C),
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entonces x = y

ii) Una subpregavilla G de F es cerrada si G̃ = G en Sub(F)

iii) Una subpregavilla G de F es densa si G̃ = F en Sub(F).

Proposición 3.1.2. Sean C una categoría pequeña, Cov una TG sobre
C , J la TLT y (̃·) la operación de clausura universal asociadas.

i) Una pregavilla G de F es densa si y sólo si para cada x ∈ F(C), la
criba {f : C ′ → C|Ff(x) ∈ G(C ′)} ∈ Cov(C) .

ii) Si R es una criba sobre C. FR, considerado como un subobjeto de yC ,
es denso para Cov si y sólo R ∈ Cov(C).

iii) Una pregavilla G de F es cerrada para Cov si y sólo si para cada
x ∈ F(C): si {f ∈ C (C ′, C)|Ff(x) ∈ G(C ′)} ∈ Cov(C), entonces
x ∈ G(C).

iv) F es seccionada para Cov si y sólo si, pensandolo como un subobjeto
F : F → F × F, es cerrado para Cov.

Para estas definiciones y en general para el resto del desarrollo con-
sideraremos una TG Cov y las equivalencias demostradas en el teorema
anterior, pero, hacemos la aclaración de que, no hay una única manera
de definir una Topología de Grothendieck en cada categoría C , por lo
que, debe entenderse que las propiedades que se le den a una pregavilla
no dependen solo de la pregavilla, sino tambien de la TG que estemos
usando. En este sentido podría ser ambiguo decir que una pregavilla es
cerrada o densa sin decir para que Topología de Grothendieck. Pero,
para evitar reiterar constantemente que una propiedad es “para Cov”
le rogamos al lector que considere, a lo largo del capítulo, que usamos
una misma TG a menos que se especifique lo contrario.

Demostración
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• i):Partimos de que para C ∈ C

G̃(C) = {x ∈ G(C)| JC((φG)C(x)) = max(C)}

lo que equivale a que

G̃(C) = {x ∈ G(C)| (φG)C(x) ∈ Cov(C)}

pues, si (φG)C(x) ∈ Cov(C), entonces para cada f ∈ C (D,C)
tenemos que (φG)C(x) · f ∈ Cov(D). Por lo tanto,

JC((φG)C(x)) = {f ∈ C (C ′, C)| (φG)C(x) · f ∈ Cov(C ′) y C ′ ∈ C }
(3.2)

= max(C) (3.3)

Del otro lado, si se cumple (3.3) entonces, (φG)C(x) · f ∈ Cov(C ′)
para toda flecha f ∈ {f ∈ C (C ′, C)|C ′ ∈ C }. Por lo tanto, por iii)
de la Definición 3.1.2, (φG)C(x) ∈ Cov(C)
⇒] Si G es densa tenemos que G̃ = F, entonces

F(C) = {x ∈ G(C)| (φG)C(x) ∈ Cov(C)}.

Por lo tanto, para cada x ∈ F(C),

(φG)C(x) = {f ∈ C (C ′, C)| Ff(x) ∈ G(C ′) y C ′ ∈ C } ∈ Cov(C)

⇐] Tenemos que para cada x ∈ F(C), la criba

{f ∈ C (C ′, C)| Ff(x) ∈ G(C ′)} ∈ Cov(C)

entonces, (φG)C(x) ∈ Cov(C) para cada x ∈ F(C). Por otro lado,
h ∈ C (A,C ′), (φG)C(x) · h ∈ Cov(C ′). Por lo tanto,

JC((φG)C(x)) = {h ∈ C (A,C ′)|(φG)C(x)·h ∈ Cov(C ′)} = max(C ′).

Por otro lado,

G̃(C) = {x ∈ F(C)| JC((φG)C(x)) = max(C)}
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Entonces, G̃(C) = F(C) para cada C ∈ C , por lo tanto, G̃ = F.

• ii): Por la Definición (3.1), si R es una criba sobre C ∈ C y
FR ≤ yC es denso, entonces R ∈ Cov(C). Y, si R ∈ Cov(C),
entonces F̃R = yC .

• iii):⇒] Sea F una gavilla y G ≤ F una subpregavilla cerrada.
Consideremos x ∈ F(C) tal que

F(·)(x) = {f ∈ C (C ′, C)| Ff(x) ∈ G(C ′) y C ′ ∈ C } ∈ Cov(C)

entonces,

(φG)C ′(Ff(x)) = max(C ′) = (φG)C ′ · f

donde la última igualdad es por la naturalidad de φG. Por lo tanto,
(φG)C ′ · f ∈ Cov(C ′) para cada f ∈ F(·)(x), entonces (φG)C(x) ∈
Cov(C), por lo tanto

x ∈ G̃(C) = {x ∈ F(C)|JC((φG)C)(x) = max(C)}

y como G es cerrada, x ∈ G(C).
⇐] Tenemos que {x ∈ F(C)|Ff(x) ∈ G(C ′) y C ′ ∈ C } ∈ Cov(C) y
que {x ∈ F(C)|Ff(x) ∈ G(C ′) y C ′ ∈ C } ⊆ G(C). Por otro lado,
como demostramos en el inciso anterior,

{x ∈ F(C)|Ff(x) ∈ G(C ′) y C ′ ∈ C } ={x ∈ F(C)|(φG)C ∈ Cov(C)}
={x ∈ F|JC((φG)C(x)) = max(C)}
=G̃(C)

Por lo tanto, G̃(C) ⊆ G(C) para cada C ∈ C , por i) de la Definición
3.1.4, tenemos que G̃ = G. Es decir, G es cerrada.

• iv): Podemos pensar cualquier pregavilla F como un subfuntor de
F × F, definido por

F(C) = {(x, y) ∈ F × F(C)|x = y}
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en este sentido, por definición,

F̃(C) = {(x, y) ∈ F × F(C)|JC((φF )C((x, y))) = max(C)} (3.4)

Ahora, sean x, y ∈ F (C) tal que F(·)[x, y] ∈ Cov(C), entonces

(φF)C(x, y) · f = (φF)D(F × F(f̄)(x, y))
= max(D) ∈ Cov(D)

para toda f ∈ F(·)[x, y] ∈ Cov(C), cuyo dominio denotamos con
D. Por lo tanto, (φF)C(x, y) ∈ Cov(C).
También si (φF)C(x, y) ∈ Cov(C) Pero

(φF)C(x, y) = {f ∈ C |F × F(f)(x, y) ∈ F(C ′) y }
= {f ∈ C |F(f)(x) = F(f)(y) y C ′ ∈ C }
= F(·)[x, y]

Entonces F(·)[x, y] ∈ Cov. Por lo tanto

F(·)[x, y] ∈ Cov(C)⇔ (φF)C(x, y) ∈ Cov(C)⇔ (x, y) ∈ F̃ (C)

Partiendo de esto:
⇒] Sean (x, y) ∈ F̃(C) entonces F(·)[x, y] ∈ Cov(C), si F es
separable, x = y, entonces (x, y) ∈ F(C), esto es F̃(C) ⊆ FC,
para cada C ∈ C por lo que F̃ ≤ F, esto implica, por i) de la
Definición 3.1.4, que F es cerrada.
⇐] Si F es cerrada y F(·)[x, y] ∈ Cov(C) entonces (x, y) ∈ F̃C =
FC por lo tanto x = y, es decir, F es separable.

�

Definición 3.1.7. Sean C una categoría pequeña, F una pregavilla
sobre C , Cov una TG y C,C ′, C ′′ un objetos de C .

a) Una familia compatible en F indizada por una criba R sobre C
es una familia xR = {xf |f ∈ R} de elementos xf ∈ F(C ′), para
cada flecha f ∈ C (C ′, C) ∩R tal que para g ∈ C (C ′′, C ′) arbitraria,
xfg = Fg(xf ). En términos de la teoría de categorías, una familia
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compatible es una flecha xR ∈ SetC op

(FR,F). Para dejar esto claro,
xR es una transformación natural que,a cada flecha f ∈ C (C ′, C)∩R
le asigna xf ∈ F(C ′), de manera que se e diagrama

FR(C ′)
FR(ḡ)

��

(xR)C′ // F(C ′)
F(ḡ)
��

FR(C ′′)
(xR)C′′

// F(C ′′)

conmute.

b) Una amalgama de tal familia es un elemento x de F(C) tal que
xf = Ff(x) para toda f ∈ R. En otras palabras una amalgama
es una extensión de la flecha xR ∈ SetC op

(FR,F) a una flecha
x ∈ SetC op

(yC ,F), pues determina una transformación natural x ∈
SetC op

(yC ,F) mediante xC ′(f) = F(f̄)(x) para toda f ∈ C (C ′, C)
que cumple que (xR)C ′(f) = xC ′(f) para toda f ∈ R.

Proposición 3.1.3. Sea F una pregvilla. F es separable si y sólo si cada
familia compatible en F, indizada por una criba R ∈ Cov(C) para algún
C ∈ C , tiene a lo más una amalgama.

Demostración ⇒] Sea F una pregavilla separable y C ∈ C . Consider-
emos la criba R ∈ Cov(C) y {xf |f ∈ R} una familia compatible para
F, entonces si x, y ∈ F(C) cumplen ser amalagama para {xf |f ∈ R},
entonces para toda f ∈ R sucede que

Ff̄(x) = xf = Ff̄(y).

Entonces, R ⊆ F(·)[x, y] = {f ∈ C (D,C)|Ff̄(x) = Ff̄(y)}, entonces
F(·)[x, y] ∈ Cov(C) (por la proposición 3.1.1 a)); y como F es separa-
ble, x = y. Por lo tanto, {xf |f ∈ R} tiene a lo más una amalgama.

⇐] Sean F una pregavilla y C ∈ C , tal que toda familia compatible
en F indizada por una criba R ∈ Cov(C), tiene a lo más una amalgama.
Consideremos x, y ∈ F(C) tales que

F(·)[x, y] = {f ∈ C (D,C)|Ff̄(x) = Ff̄(y)} ∈ Cov(C)
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entonces la familia {xf |f ∈ F(·)[x, y]} tiene a lo más una amalgama. Y
tanto x como y cumplen que

Ff̄(x) =xf
=Ff̄(y)

para toda f ∈ F(·)[x, y], es decir, ambas cumplen ser amalgama, en-
tonces x = y. Por lo tanto F es separable. �

Definición 3.1.8. Una pregavilla F es una gavilla sobre un sitio si:

• La categoría C sobre la que se define la TG Cov, es pequeña.

• Toda familia compatible en F, indizada por una criba R ∈ Cov(C)
para algún C ∈ C , tiene exactamente una amalgama.

En este caso el sitio es (C , Cov).

En adelante usaremos solo este tipo de gavillas, es decir, se asumirá el
sitio (C , Cov) y diremos simplemente gavilla, en vez de gavilla sobre el
sitio (C , Cov). En el caso en que consideramos que puede ser ambiguo,
usaremos la terminología completa.

Proposición 3.1.4. Toda subpregavilla cerrada de una gavilla es una
gavilla.

Demostración. Sean F una gavilla y G ≤ F una subpregavilla cerrada.
Como G es cerrada, entonces para cada x ∈ F(C) para alguna C ∈ C ,

si {f ∈ C (D,C)|Ff̄(x) ∈ G(D)} ∈ Cov(C), entonces x ∈ G(C)

por 3.1.2. Ahora, sean R ∈ Cov(C) y {xf |f ∈ R} una familia com-
patible sobre G. Veamos que {xf |f ∈ R} tiene una única amalagama.
Para esto, basta notar que {xf |f ∈ R} támbien es una familia com-
patible para F y como F es gavilla, entonces existe x ∈ F(C) tal que
Ff̄(x) = xf para toda f ∈ R. Entonces, x ∈ G(C) y es una amal-
gama para {xf |f ∈ R}. La unicidad es inmediata pues si existiera otra
amalgama, entonces, F no sería gavilla. �
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Proposición 3.1.5. F es una gavilla si y solo si para cada pregavilla X y
cada subpregavilla densa P ≤ X, sucede que, cada flecha α ∈ SetC op

(P,F)
tiene una extensión única a una flecha α ∈ SetC op

(X,F).

Demostración =⇒] Como P es densa, por la Proposición 3.1.2 i), para
cada x ∈ X(C) la criba

ẋ = {f ∈ C (C ′, C)|X(f̄)(x) ∈ P (C ′) y C ′ ∈ C } (3.5)

cumple ẋ ∈ Cov(C).
Partiendo de esto definimos la familia compatible

{αC ′(X(f̄)x)|f ∈ ẋ} (3.6)

luego, si f ∈ C (C ′, C) ∩ ẋ y g ∈ C (D,C ′) entonces

F(ḡ)(αC ′(X(f̄)(x)) = αD(P (ḡ)(X(f̄)(x))) (3.7)

por la naturalidad de α, luego

F(ḡ)(αC ′(X(f̄)(x)) = αD(X(ḡ)(X(f̄)(x))) (3.8)

dado que si f ∈ ẋ entonces X(f̄)(x) ∈ P (C ′), entonces, por definición
de subfuntor, P (ḡ)(X(f̄)(x)) = X(ḡ)(X(f̄)(x)), por lo tanto

Fḡ(αC ′(X(f̄)(x)) = αD(X(f ◦ g)(x)). (3.9)

Tambien sucede que la familia indizada por una criba en Cov tiene una
amalgama única porque F es gavilla, entonces, existe k ∈ F(C)tal que

αC ′(X(f̄)(x)) = F(f̄)k (3.10)

para toda f ∈ C (C ′, C) con C ′ un objeto arbitrario de C . Esto nos
permite extender la transformació natural, es decir, construir una α ∈
SetC

op

(X,F) tal que α|P = α, de la siguiente manera

αC ′(X(f̄)(x)) = F(f̄)k (3.11)
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para toda f ∈ C (C ′, C), en particular, cuando f = IdC

αC(x) = αC(X( ¯IdC)(x)) = F( ¯IdC)k = k (3.12)

dando así, punto por punto, la asignación. La naturalidad de la trans-
formación se verifica ya que el cuadrado

X(C) αC //

X(f̄)
��

F(C)
F(f̄)
��

X(C ′) αC′
// FC ′

conmuta, pues

F(f̄)αC(x) = F(f̄)(k)
= αC ′(X(f̄)(x))

dónde la primera igualdad es por la definición de α y la segunda de
(3.10).

Esta extensión es única debido a que si existiera β ∈ SetC
op

(X,F )
tal que β|P = α entonces, para x ∈ XC podemos definir la familia
compatible

{βC ′(X(f̄)x|f ∈ ẋ} (3.13)

cuya amalgama tendría que ser la misma que la de la familia determi-
nanda por α, luego, al extender ambas,

βC(x) = k = αC(x)

⇐=] Sea R ∈ Cov(C), luego FR ≤ yC es denso, por la Proposicón
3.1.2 ii), luego, por hipotesis, cada flecha α ∈ SetC op

(FR,F) tiene
una extensión única a una flecha α ∈ SetC

op

(yC ,F), es decir, cada
familia compatible indizada por una criba R ∈ Cov(C) tiene una única
amalgama, esto es, F es gavilla. �

En algunos de los textos, como [3], se define una gavilla sobre un sitio
de la manera en la que esta proposición la caracteriza, pero en esta
tesis, como en [6], se definen pidiendo menos (Definición 3.1.8) y esta
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proposición demuestra la equivalencia de ambas definiciones.
Ahora, construiremos un funtor de particular importacia para definir la
categoría de Gavillas. Este es el funtor ()+ : SetC op

→ SetC op

.
Para esto, definimos la relación ∼: consideremos los pares (R, µ), (S, µ′)
con R, S ∈ Cov(C) para alguna C ∈ C . (R, µ) ∼ (S, µ′) si y sólo si
existe una criba T ∈ Cov(C) tal que T ⊆ R ∩ S y µ|FT = µ′|FT .
La relación ∼ es una relación de equivalencia:

i) Claramente (R, β) ∼ (R, β)

ii) Supongamos que (R, β) ∼ (S, µ), entonces tenemos T ∈ Cov(C)
tal que T ⊆ R ∩ S y β|FT = µ|FT . Veamos que (S, µ) ∼ (R, β),
pero sabemos que esto pasa si y sólo si exite U ∈ Cov(C) tal que
U ⊆ S ∩R y µ|FU = β|FU . Basta tomar U = T .

iii) Supongamos que (R, β) ∼ (S, µ) y (S, µ) ∼ (U, γ). Entonces, exis-
ten T , T ′ ∈ Cov(C) tales que T ⊆ R∩ S, T ′ ⊆ S ∩U , β|FT = µ|FT y
µ|F ′T = γ|F ′T . Considere T ∩ T ′ ∈ Cov(C) (por la proposición 3.1.1
b) ), entonces T ∩ T ′ ⊆ (R ∩ S)∩ (S ∩U) = S ∩ (R ∩U), entonces
β|FT∩T ′ = µ|FT∩T ′ = γ|FT∩T ′ . Es decir, (R, β) ∼ (U, γ).

Definición 3.1.9. Sea X una pregavilla. Definimos la pregavilla X+:

a) En cada objeto C ∈ C por el conjunto de clases de equivalencia
X+(C) de pares (R, µ) con R ∈ Cov(C) y µ : FR → X, con relación
de equivalencia ∼.

b) En morfismos f ∈ C (D,C) como:

X+(f) : X+(C)→ X+(D)
[(R, µ)] 7→ [(R · f, µ ◦ yf |FR·f )].

La definición de X+(f̄) tiene sentido pues si (R, µ) ∼ (S, µ′), entonces
existe T ∈ Cov(C) tal que T ⊆ R ∩ S y µ|FT = µ′|FT . Veamos que
X+(f)((R, µ)) ∼ X+(f̄)((S, µ′)). En efecto, como T ∈ Cov(C), en-
tonces T · f ∈ Cov(D), y T · f ⊆ (R · f ∩ S · f) = (R ∩ S) · f , pue si
g ∈ T · f , entonces f ◦ g ∈ T ⊆ R ∩ S, por lo tanto g ∈ (R ∩ S) · f . Y
además, como µ|FT = µ′|FT , entonces µ|FT ◦ yf |FR·f = µ′|FT ◦ yf |FR·f .
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Definición 3.1.10. Sea α ∈ SetC op

(X, Y ). Definimos α+ : X+ → Y +,
para cada C ∈ C , como

α+
C : X+(C)→ Y +(C)

(R, µ) 7→ (R,α ◦ µ)

Notemos que α+ : X+ → Y + es transformación natural: sea C ∈ C y
f ∈ C (C ′, C), entonces

Y +f̄(α+
C((R, µ))) =Y +((R,α ◦ µ))

=(R · f, (α ◦ µ) ◦ yf |FR·f )

y

α+
C ′(X+f̄((R, µ))) =αC ′((R · f, µ ◦ yf |FR·f ))

=(R · f, α ◦ (µ ◦ yf |FR·f )).

Además, si (R, µ) ∼ (S, µ′), entonces existe T ∈ Cov(C) tal que T ⊆
R ∩ S y µ|fT = µ|FT , entonces α ◦ µ|fT = α ◦ µ|FT con α ∈ SetC op

(X, Y );
es decir, (R,α ◦ µ) ∼ (S, α ◦ µ′).

Lema 3.1.3. La asignación

(·)+ : SetC op

→ SetC op

X 7→ X+

y para cada α ∈ SetC op

(X, Y ), (α)+ = α+, es un funtor.

Demostración Sean α ∈ SetC op

(X, Y ) y α′ ∈ SetC op

(Y, Z). Entonces, si
(R, µ) ∈ X+(C)

((α′ ◦ α)+)C(R, µ) = (R, (α′ ◦ α) ◦ µ)
= (R,α′ ◦ (α ◦ µ))
= α′+C (R,α ◦ µ)
= α′+C (α+

C(R, µ))
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Por lo que (α′◦α)+ = (α′)+◦(α)+. También, claramente, (IdX)+ = IdX+.
�

Definimos la siguiente asignación

ε : IdSetCop → (·)+

que para cada pregavilla X es

εX : X → X+

definida para cada C ∈ C como (εX)C(x) = (max(C), x̂); dondeˆes del
isomorfismo del Lema de Yoneda. Veamos que ε, es una transformación
natural, es decir, que el cuadrado

X

α
��

εX //X+

α+
��

Y εY
// Y +

con α ∈ SetC op

(X, Y ), conmuta. Esto es equivalente a probar que para
cada C ∈ C , el diagrama

X(C)
αC
��

(εX)C//X+(C)
α+
C
��

Y (C)
(εY )C

// Y +(C)

conmute: sea x ∈ X(C), por un lado

α+
C((εX)C(x)) =α+

C((R, x̂))
=(R,α ◦ x̂)

por el otro lado

(εY )C(αC(x)) = (max(C), α̂C(x))

pero el isomorfismo del Lema de Yoneda es natural en X, por lo que
α̂C(x) = α ◦ x̂, por lo tanto (max(C), α ◦ x̂) = (max(C), α̂C(x)).
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Lema 3.1.4. Sean C una categoría pequeña y X una pregavilla sobre C .

i) X es separable si y sólo si εX es monomorfismo.

ii) X es gavilla si y sólo si εX es isomorfismo.

Demostración.

i) ⇒] Sean ε1, ε2 dos transformaciones naturales y supongamos que
para C ∈ C y x ∈ X(C), (εX ◦ ε1)C(x) = (εX ◦ ε2)C(x), entonces

(max(C), X(·)((ε1)C(x))) = (max(C), X(·)((ε2)C(x))).

Entonces, para cada f ∈ max(C) y para cada C ∈ C

X(f̄)((ε2)C(x)) = X(f̄)((ε1)C(x))

entonces , si X es separable, (ε1)C(x) = (ε2)C(x). Por lo tanto, εX
es monomorfismo.
⇐] Tenemos que εX es monomorfismo si y sólo si (εX)C es monomor-
fismo en Set (es decir, es inyectiva). Entonces, si (εX)C(y) =
(εX)C(x), entonces x = y con x, y ∈ X(C). Por lo tanto, para cada
f ∈ max(C), si Xf̄(x) = Xf̄(y), entonces x = y. Por lo tanto, X es
separable.

ii) ⇒] Sea X una gavilla. Sea (R, µ) ∈ X+(C) con C ∈ C . µ :
FR → X determina {xf |f ∈ R} con R ∈ Cov(C), una familia
compatible para X. Como X es gavilla, existe una amalgama tal
que µC(f) = Xf̄(x) con x ∈ X(C) ,la cual es única, por lo que

ε−1
X : X+ → X

(R, µ) 7→ x

donde x es la amalgama de {xf |f ∈ R ∈ Cov(C)}, queda bien
definida. Por otro lado, (εX ◦ ε−1

X )((R, µ)) = (max(C), X(·)(x)) ∼
(R, µ), pues R ⊆ max(C). Por otro lado,

(ε−1
X ◦ εX)(x) =ε−1

X ((R, µ))
=x
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⇐] Supongamos que εX es isomorfismo, entonces (εX)C es iso-
morfismo para cada C ∈ C . Entonces, X(C) ∼= X+(C) en Set.
Ahora, como cada familia compatible {xf |f ∈ R} y R ∈ Cov(C)}
define una única pareja (R, µ) (salvo equivalencias), determina
también un único x ∈ X(C) con la propiedad de que (εX)C(x) =
(max(C), X(·)(x)) ∼ (R, µ). Por lo tanto, x es la amalgama de
{xf |f ∈ R}.

�

Lema 3.1.5. Sean X una pregavilla, Y una gavilla y g ∈ SetC op

(X, Y ).
Entonces existe una única g̃ : X+ → Y tal que el siguiente diagrama

X

εX !!

g // Y

X+
g̃

==

conmuta.

Demostración Para cada C ∈ C definimos (g̃)C((R, µ)) = x donde x es
la amalgama de g ◦ µ : FR → Y . Entonces, si a ∈ X(C),

g̃C((εX)C(a)) = g̃C((max(C), X(·)(a))) = x

donde x es la amalgama de g ◦X(·)(a). Veamos que x = gC(a): por la
naturalidad de g : X → Y , tenemos

gC ′(Xf̄(a)) = Y f̄(gC(a))

Por otro lado,

(g ◦X(·)(a))C ′(f) = gC ′(Xf̄(a)) = Y f̄(gC(a))

para toda f ∈ max(C), y como Y es gavilla, entonces gC(a) es amal-
gama de g ◦X(·)(a). Por lo tanto el diagrama conmuta. La unicidad es
clara desde que la amalgama única determina toda la transformación
natural. �

Lema 3.1.6. Para toda pregavilla X, X+ es separable.
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Demostración Sean [(R, µ)], [(R′, µ′)] ∈ X+(C) tales que la criba

S = {f ∈ C (D,C)|X+f̄((R, µ)) = X+f̄((S, µ′))}

esta en Cov(C) para algún C ∈ C . Sea f ∈ S, entonces

(R · f, µ ◦ yf |FRFR·f ) =X+f̄((R, µ))

=X+f̄((R′, µ′))
=(R′ · f, µ′ ◦ yf |FR′FR′·f

)

De modo que R · f = R′ · f y µ ◦ yf |FRFR·f = µ′ ◦ yf |FR′FR′·f
, es decir µ ◦ yf

y µ′ ◦ yf coinciden en FR·f = FR′·f , y µ coincide con µ′ en FR = FR′;
pues, para B ∈ C , (yf )B(g) = f ◦ g , y como g ∈ R · f = R′ · f , entonces
f ◦ g ∈ R y f ◦ g ∈ R′. Esto es, (R, µ) ∼ (R′, µ′). Por lo tanto, X+ es
separable. �

Lema 3.1.7. Si X es una pregavilla separable, entonces X+ es gavilla.

Demostración Sea S ∈ Cov(C). Considere la siguiente familia compati-
ble β = {(Rf , µf )|f ∈ S} para X+. Definimos la criba

Rf
f

= {f ◦ g|g ∈ Rf y f ∈ S y f ◦ g ∈ C (dom(g), cod(f)))}

en Cov(C). Una amalgama para β es (⋃f∈S Rf
f , α), donde para C ′ ∈ C ,

αC ′ : F⋃
f∈S

Rf
f

(C ′)→ X(C ′)

f ◦ g 7→ µf (g)

que está bien definida, en general, pero en el peor de los cosos, pudiera
suceder que existan cribas Rf , Rf ′, flechas g ∈ Rf y g′ ∈ Rf ′, tales
que f ◦ g = f ′ ◦ g′. Pero, eso implica que (Rf◦g, µf◦g) = (Rf ′◦g′, µf ′◦g′) ,
entonces

(Rf · g, µf ◦ yg|fRf◦g ) = (Rf ′ · g′, µf ′ ◦ yg′|FRf ′◦g′ )

es decir, existe T ∈ Cov(dom(G)) tal que T ⊆ (Rf · g) ∩ (Rf ′ · g′).
Entonces, para cada t ∈ T tenemos que µf ◦ yg|FRT (t) = µf ′ ◦ yg′|FT (t),
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y por la naturalidad de µf y µf ′, Xt̄(µf (g)) = Xt̄(µf ′(g′)). Por lo tanto,
como X es separable y T ∈ Cov(dom(g)), entonces µf (g) = µf ′(g′). Por
lo tanto α está bien definida.

�

Definición 3.1.11. Sean C una categoría y Cov una TG sobre C . Lla-
maremos Gav(C , Cov) a la subcategoría de SetC op

conformada por
todas las gavillas para Cov. Dadas X, Y ∈ Gav(C , Cov) definimos
Gav(C , Cov)(X, Y ) = SetC op

(X, Y ). Cuando C es pequenña esta es la
categoría será de Gavillas en el sitio C , Cov). Cuando no exista am-
biguedad utilizaremos simplemente Gav, asumiendo que queda claro
en qué sitio están las gavillas.

Por definición, Gav(C , Cov) es una subcategoría plena, aún así
pudiera haber duda sobre si esto es una buena definición, es decir,
si las flechas entre pregavillas son las mismas que entre las gavillas. En
principio, toda pregavilla puede ser gavilla, dependiendo la TG que se
utilice. Además, lo que se puede decir es que si α ∈ SetC op

(X, Y ) para
X, Y ∈ Gav(C ,Cov), sucede que α preserva amalgamas en el siguiente
sentido:
Consideremos una familia compatible {xf |f ∈ R ∈ Cov(C)} sobre
X , vista como una transformación natural, podemos escribirla como
βR : FR → X y como X es gavilla, esta transformación se puede exten-
der a β : yC → X con la amalgama x ∈ X(C). La composición α ◦ βR
define una familia compatible sobre Y , con una amalgama determinada
por α ◦ β pues

βC ′ : yC(C ′)→ X(C ′)
f 7→ X(f̄)(x)

entonces αC ′(X(f̄)(x)) = Y (f̄)(αC(x)) por la naturalidad de α. En-
tonces una amalgama de α◦β es αC(x) con x la amalgama de β y como
Y también es gavilla, es la única.

Por los lemas 3.1.6 y 3.1.7, para cada X ∈ SetC op

podemos construir la
gavilla X++. Esta asignación es un funtor porque es la composición del
funtor (·)+ consigo mismo.
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Definición 3.1.12. Llamaremos El Gavillador al funtor:

(·)++ : SetC op

→ Gav(C ,Cov)

X 7→ X++

Ahora nombramos νX = εX+ ◦ εX y esto define la instancia X de la
transformación

ν : IdSetCop → (·)++ (3.14)

que es natural porque ε lo es. Como corolario del lema 3.1.5 tiene la
siguiente propiedad:

Corolario 3. Si g ∈ SetC op

(X, Y ) con X una pregavilla y G una gavilla.
Se puede factorizar de forma única a través de νX , según el siguiente
diagrama

X

νX ""

g // Y

X++
˜̃g
<< (3.15)

Demostración Precisamente del lema 3.1.5, el siguiente diagrama con-
muta

X

εX !!

g // Y

X+
g̃

==

εX+
//X++

˜̃gbb

y ˜̃g queda únicamente determinada. �

Támbien, del lema 3.1.4 se sigue que

Lema 3.1.8. Sean C una categoría localmente pequeña, X una pregavilla
sobre C y Cov una TG.

i) X es separable para Cov si y sólo si νX es monomorfismo.

ii) X es gavilla para Cov si y sólo si νX es isomorfismo.

Demostración i) ⇒] Sea X una pregavilla separable para Cov, entonces
εX es monomorfismo, además, por el lema 3.1.7 X+ es una gavilla,
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entonces εX+ es un isomorfismo.
Consideremos morfismo f y g tales que

νX ◦ f = νX ◦ g

y nombrando K a la inversa de εX+

K ◦ νX ◦ f = K ◦ νX ◦ g
K ◦ (εX+ ◦ εX) ◦ f = K ◦ (εX+ ◦ εX) ◦ g

εX ◦ f = εX ◦ g
f = g

Por lo tanto νX es monomorfismo.
⇐] Si νX es monomorfismo, y como X+ siempre es separable, según
3.1.6, εX+ siempre es monomorfismo.
Si f y g son tales que

εX ◦ f = εX ◦ g

entonces

εX+ ◦ (εX ◦ f) = εX+ ◦ (εX ◦ g)
νX ◦ f = νX ◦ g

f = g

Por lo tanto εX es monomorfismo, lo que equivale a que X es saparable
para Cov. ii)⇒] Si X es gavilla εX es isomorfismo, además, por 3.1.7
X+ es gavilla, entonces εX+ es isomorfismo también.
Si denotamos K a la inversa de εX y K ′ a la inversa de εX+ sucede que

νX ◦ (K ◦K ′) = εX+ ◦ εX ◦K ◦K ′

= εX+ ◦K ′

= IdX++
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y

(K ◦K ′) ◦ νX = K ◦ (K ′ ◦ εX+) ◦ εX
= K ◦ εX
= IdX

por lo tanto νX es isomorfismo.
⇐] Si νX es isomorfismo, nombramos K a su inversa, entonces εX
es monomorfismo, porque, si existen f y g tales que εX ◦ f = εX ◦ g
entonces

K ◦ εX+ ◦ (εX ◦ f) = K ◦ εX+ ◦ (εX ◦ g)
(K ◦ νX) ◦ f = (K ◦ νX) ◦ g

f = g

por lo que X es separable, entonces X+ es gavilla, lo que equivale a
que εX+ es isomorfismo. Si nombramos K ′ a la inversa de εX+ resulta
que

K ′ = K ′ ◦ IdX++

= K ′ ◦ ((εX+ ◦ εX) ◦K)
= (K ′ ◦ εX+) ◦ εX ◦K
= εX ◦K

Por lo que

εX ◦ (K ◦ εX+) = (εX ◦K) ◦ εX+

= K ′ ◦ εX+

= IdX+

y ya sabiamos que (K ◦ εX+) ◦ εX = IdX , lo que nos dice que (K ◦ εX)
es la inversa de εX , es decir, εX es isomorfismo, lo que equivale a que
X es gavilla. �
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Lema 3.1.9. El Gavillador es el adjunto izquierdo de la inclusión

i : Gav(C ,Cov) → SetC op

Demostración Definimos las asignaciones

◦νX : Gav(X++, Y )→ SetC op

(X, Y )
α 7→ α ◦ νX

˜̃(·) : SetC op

(X, Y )→ Gav(X++, Y )

β 7→ ˜̃
β

según el corolario 3. Estas asignaciones están bien definidas, la primera
porque se define a través de la composición y la segunda porque la
flecha que completa el diagrama es única y siempre existe.
Estas son inversas:
Primero, consideremos α ∈ Gav(X++, Y ) entonces

˜̃(·) ◦ (◦νX)(α) = ˜̃α ◦ νX (3.16)

la cual hace conmutar el diagrama

X
α◦νX //

νX ""

Y

X++
˜̃α◦νX

<<

pero tambien α lo hace conmutar, por lo que, de la unicidad, ˜̃α ◦ νX = α.
Ahora consideremos β ∈ SetC op

(X, Y ), la otra composición es (◦νX) ◦˜̃(·)(α) = ˜̃
β ◦ νX = β por el diagrama

X
β //

νX ""

Y

X++
˜̃
β

<<
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Por lo tanto Gav(X++, Y ) ∼= SetC op

(X, Y ). Para probar la naturalidad,
consideremos µ ∈ SetC op

(X ′, X) y el diagrama

SetC op

(X, Y )
◦µ
��

˜̃(·) //Gav(X, Y )
◦µ++
��

SetC op

(X ′, Y ) ˜̃(·) //Gav(X ′, Y )

(3.17)

conmuta si y solo si, para cada β ∈ SetC op

(X, Y ) se cumple que ˜̃
β ◦

µ++ = ˜̃
β ◦ µ. Para esto consideremos los diagramas

X ′
β◦µ //

νX′ ""

Y

X++
˜̃
β◦µ

<< (3.18)

X ′

νX′

��

µ //X

νX

��

β // Y

Y ++
µ++

//X++

˜̃
β

DD (3.19)

que conmutan. El triángulo (3.18) es la definición de ˜̃
β ◦ µ y el segundo

3.19 está conformado por dos diagrmas que conmutan, el cuadrado

X ′

νX′

��

µ //X

νX

��
Y ++

µ++
//X++

conmuta porque ν, ver (3.14), es transformación natural y el triángulo

es el que determina a ˜̃
β. Por lo que, tanto ˜̃

β ◦ µ++ como ˜̃
β ◦ µ hacen

factorizan a β ◦ µ mediante νX por lo que el corolario 3 nos permite
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concluir la igualdad, entonces, el diagrama (3.17) conmuta. Lo que
demuestra la naturalidad del isomorfismo en X, para Y consideremos

Gav(X++, Y )
µ◦
��

◦νX // SetC op

(X, Y )
µ◦
��

Gav(X++, Y ′) ◦νX // SetC op

(X, Y ′)

(3.20)

que conmuta claramente desde que la composición de transformaciones
naturales es asociativa. �

Proposición 3.1.6. El Gavillador preserva límites finitos.

Demostración Como ya vimos en el capítulo 1, todos los limites finitos
se construyen solo con el objeto terminal y los pullbacks, entonces,
bastará demostrar que se preservan estos dos tipos de límites.
Primero, el objeto terminal, que denotamos por 1, siempre es una
gavilla, pues, dada cualquier familia compatible sobre 1, como el
terminal envía a cada C ∈ C a un único objeto, este será la amalgama
única, en particular para cada familia indizada por una criba en un
Cov(C), por lo que 1 simepre es gavilla, luego, νX es isomorfismo,
entonces, 1++ ∼= 1 es terminal en Gav(C , Cov).
Para probar que (·)++ preserva límites, bastará probar que lo hace (·)+:
Sean X, Y, Z ∈ SetC

op

, f ∈ SetC
op

(X,Z) ,g ∈ SetC
op

(Y, Z) y su pullback
en SetC

op

A

f ′

��

g′ //X

f
��

Y g
// Z

(3.21)

lo que queremos probar es que

A+

f ′+
��

g′+ //X+

f+
��

Y +
g+
// Z+

(3.22)
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es un pullback enGav(C , Cov) para una TG Cov, para esto supongamos
que existen objetos y morfismos tales que el diagrama

G

h′
��

h //X+

f+
��

Y +
g+
// Z+

(3.23)

conmuta, entonces, si x ∈ G(C), hC(X) ∈ X+ es decir, es una clase de
equivalencia con un representante de la forma (R,α) con R ∈ Cov(C) y
α ∈ SetC

op

(FR, X) y similarmente h′C(X) ∈ Y +con un representante de
la forma (S, α′) con S ∈ Cov(C) y α′ ∈ SetC

op

(FS, Y ) y que el diagrama
conmute sucede que

(f ◦ h)C(x) = (g ◦ h′)C(x)

lo que implica que
(S, g ◦ α′) v (R, f ◦ α)

esto significa que existe una T ⊆ R ∩ S, tal que T ∈ Cov(C) y

(g ◦ α′)|FT = (f ◦ α)|FT

por lo que el diagrama

FT

α
��

α′ //X

f
��

Y g
// Z

(3.24)

conmuta. Entonces, como (3.21) es pullback, esto determina una única
f̆ tal que e diagrama

FT

α

��

α′

##
f̆
  
A

f ′

��

g′
//X

f
��

Y g
// Z

(3.25)
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conmuta. Lo que nos muestra el mecanismo para definir una flecha
˘̆
f ∈ SetC

op

(G,A+) siendo que podemos definir ˘̆
fC(x) = [(T, f̆)] ∈ A+

que tiene la propiedad de que

g′C ◦ f̆(x) = (T, g′ ◦ f̆) v (R,α′) = hC(x)

y

f ′C ◦
˘̆
fC(x) = (T, f ′ ◦ f̆) v (S, α) = h′C(x)

es decir, pertenecen a la misma clase de equivalencia en X+ y Y +

respectivamente, esto es, el diagrama

G

h′

��

h

$$

˘̆
f
!!
A+

f ′+

��

g′+
//X

f+

��
Y

g+
// Z

(3.26)

conmuta. Por lo tanto (·)+ preserva pullbacks. �

Para terminar la demostración del teorema 3.1.1 notemos que hemos
construido una subcategoría plena de la categoría de pregavillas, cuya
inclusión tiene adjunto izquierdo, que preserva límites finitos. Por lo
que para concluir la equivalencia 4) necesitamos demostrar que, dada
una subcategoría plena con tales caracteristicas, podemos determinar
unicamente alguna de las otras 3, en este caso, demostraremos que
determina una operación universal de clausura.

Proposición 3.1.7. Sean C una categoría localmente pequeña, ε una
subcategoría plena de la categoría de pregavillas sobre C , tal que el funtor
inclusión i : ε→ SetC op

tiene un adjunto izquierdo G que preserva limites
finitos. Entonces, esto determina una operación universal de clausura.

Demostración. Para cada X ∈ SetC
op

definimos la operación

(̃·) : Sub(X)→ Sub(X)
A→ Ã
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dónde Ã es tal que el diagrama

Ã

��

// iG(A)
iG(j)
��

X ηX
// iG(X)

(3.27)

es un pullback. Siendo j ∈ SetC
op

(A,X) la transformación natural
inclusión y ηX la unidad de la adjunción en su instancia X. �

3.2 La estructura de la categoría de
gavillas

Proposición 3.2.1. Gav(C , Cov) es cerrada bajo límites arbitrarios.

Demostración. Sea F : I → SetC
op

un diagrama, cuyo cono límite es
( X F(i)αi )i∈I; Cov una TG , R ∈ Cov(C) con C ∈ C y φ ∈
SetC

op

(FR, X). Suponemos que cada F(i) ∈ Gav y queremos concluir
que X ∈ Gav.
Partiendo de la propiedad del cono

X
αj

!!

αi

||
F(i)

F(u)
// F(j)

(3.28)

podemos componer con la transformación natural φ y resulta que el
diagrama

FR
αj◦φ

""

αi◦φ

||
F(i)

F(u)
// F(j)

(3.29)

conmuta, además como cada F(i) ∈ Gav, cada composición αi ◦φ tiene
una amalgama única, digamos, yi ∈ F(i), esto extiende las transfor-
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maciones naturales de manera única, por lo que tambien el siguiente
diagrama conmuta

yC
αj◦φ

""

αi◦φ

||
F(i)

F(u)
// F(j)

(3.30)

por lo que es tambien un cono sobre F. Como X es el vértice del cono
límite debe existir una tansformación natural K ∈ SetC

op

(yC , X) tal que
αi ◦K = αi ◦ φ, pero esto implica que αi ◦K|FR = αi ◦φ para todo i ∈ I
y como se muestra en (3.29) la composición de φ con los αi tambien es
un cono sobre F entonces sucede que K|FR = φ por la unicidad en la
propiedad del cono límite, por lo tanto, si tomamos f ∈ C (C ′, C) ∩R
y utilizamos la naturalidad de K junto con la definición del funtor yC
tenemos que

φC ′(f) = KC ′(f)
= KC ′(yC(f)(IdC))
= X(f)(K(IdC))

esto significa que K(IdC) ∈ X(C) es la amalgama única de la familia
compatible determinada por φ. Por lo tanto X ∈ Gav(C , Cov) �

Proposición 3.2.2. Sean X,G ∈ SetC op

y Cov una TG tal que G es
gavilla, entonces, GX es una gavilla.

Demostración. Utilizando la proposición 3.1.5: Tomemos A ≤ Z denso
con Z ∈ SetC

op

y α ∈ SetC
op

(A,GX). Entonces, por la adjunción, esto
determina una flecha α̃ ∈ SetC

op

(A×X,G). Ahora, como X es densa
como subobjeto de si misma y A lo es por hipotesis, tambien así lo es
A × X como subobjeto de Z × X, luego, existe una extensión única
α̃ ∈ SetC

op

(Z ×X,G). Por último, usando una vez más la adjunción se
determina de manera única una flecha ˜̃α ∈ SetC

op

(Z,GX). Por lo que,
toda flecha de una subpregavilla densa a GX tiene una única extensión,
por lo tanto GX es gavilla. �
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De la Proposición 3.1.4 tenemos que los subobjetos cerrados de una
gavilla son gavillas, esto nos dice que el clasificador de subobjetos
en la categoría de gavillas debe ser aquel que distinga no solo a los
subfuntores sino a aquellos que son cerrados con respecto a la topología
de Grothendieck que determina las gavillas. Esto es fácil de hacer por
la definición de subpregavilla cerrada en 3.1.6.

Definición 3.2.1. Llamaremos ΩJ al subfuntor de Ω

ΩJ : C op → Set

C 7→ ΩJ(C) = {S ∈ Ω(C)|Existe algún R criba sobre C, tal que J(R) = S}

y para un a flecha f ∈ C (C,C ′)

ΩJ(f̄) : ΩJ(C ′)→ ΩJ(C)
S′ → S′ · f

de esta manera es subfuntor de Ω.

El único inconveniente que podría existir es que S′ · f no fuera
elemento de ΩJ(C), por lo que hay que probar que existe alguna criba
R tal que J(R) = S′ · f . Para esto, llamemos R′ a una criba tal que
J(R′) = S′ luego

J(R′) · f ={h ∈ C (D,C ′)|f ◦ h ∈ J(R′) y D ∈ C }
={h ∈ C (D,C ′)|f ◦ h ∈ {k ∈ C (D,C)|R′ · k ∈ Cov(D)} y D ∈ C }
={h ∈ C (D,C ′)|R′ · (f ◦ h) ∈ Cov(D) y D ∈ C }
={h ∈ C (D,C ′)|(R′ · f) · h ∈ Cov(D) y D ∈ C }
=J(R′ · f)

esto es S = J(R′ · f), por lo que S ∈ ΩJ(C).
Este es el clasificador de subobjetos:
Sean F una pregavilla sobre C y G ∈ Gav(C , Cov), el siguiente dia-
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grama conmuta si y solo si F es cerrada con respecto de la TG, Cov

F

i
��

// 1
t
��

G
J◦φF

// ΩJ

(3.31)

pues F(C) = F̃(C) = {x ∈ G(C)|JC(φF(x)) = max(C)}. Para ver
que es un pullback, suponemos que existe F′ una pregavilla y m′ ∈
SetC

op

(F′, G) monomorfismo tal que el diagrama

F′

m′

��

// 1
t
��

G
J◦φF

// ΩJ

(3.32)

conmuta. Esto implica que para todo x ∈ F′(C) se cumple que J ◦
φF(m′(x)) = max(C) pero esto equivale a que m(x) ∈ F(C) = F(C)
por lo tanto se puede definir una flecha f̆ de una única manera, esto
es, f̆C(x) = m′(x), de tal manera que el diagrama

F′(C)

m′C

��

''
f̆C

$$
F(C)

iC
��

1F
// 1(C)
tC
��

G(C) φiC // Ω

(3.33)

conmuta. Siendo así que ΩJ cumple ser el clasificador de subobjetos en
la categoría de Gavillas. Despues de esto, queda claro que la categoría
de Gavillas, de cualquier Topología de Grothendieck, es un Topos.

3.3 Ejemplos de Topologías y Topos de
Grothendieck

Definición 3.3.1. Un Topos de Grothendieck es una categoría equiv-
alente a una categoría de gavillas sobre un sitio.
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Los topos de Grothendieck son propiamente Topos como ya se mostró
en el capítulo anterior, algunos ejemplos de Topos de Grothendieck se
enuncian a continuación.

• Toda categoría de pregavillas es un Topos de Grothendieck. Esto
es consecuencia que de se puede definir una TG que contenga
solo a la criba máxima, es decir, Cov(C) = {max(C)}:
Si X es una pregavilla y {xf ∈ X(C)|f ∈ R} una familia compat-
ible sobre X con R ∈ Cov(C), como R no tiene de otra que ser
max(C), FR = yC entonces esta familia compatible determina la
transformación natural α ∈ SetC op

(yC , X) cuyas instancias se de-
finen como αC(f) = xf , entonces αC(IdC) es la única amalgama,
por lo tánto, según la Definición 3.1.8 de gavilla, X es una gavilla.

• Set es un topos de Grothendieck. Esto se debe a que

Set ∼= Set1 = Gav(1, Cov)

la categoría de gavillas sobre el sitio (1, Cov), siendo 1 la categoría
discreta con un solo objeto y Cov la única TG que existe en esa
categoría, esto es Cov(∗) = {max(∗)} pues la única flecha en esta
categoría es la identidad del único objeto, siendo así que solo
existe una criba, la criba maximal. En este caso cada pregavilla
es precisamente un conjunto (pues todo lo que hace es asociar al
único objeto de 1, algún objeto en Set) y según esta TG (la más
pequeña) es una gavilla. Como todo isomorfismo de categorías es
una equivalencia Set es equivalente a una categoría de gavillas
sobre un sitio.

• Todo espacio topológico determina un Topos de Grothendieck.
Esto es inmediato de la definición de gavilla en un espacio topológico
(Definición 3.1.1), en ese caso el

Cov(U) = {R ∈ Ω(U)| ∪f∈R Dom(f) = U}

Esto se corresponde con la manera en la que se define una cubierta
en un espacio topológico en el sentido de que R es una cubierta si
y solo si R ∈ Cov(U), salvo que en un caso se piensa en la cubierta
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como una coleeción de conjuntos abiertos y en el otro como una
colección de sus inclusiones, por a) de esa definición las gavillas
sobre un espacio topológico son pregavillas separables para Cov y
por b) estas gavillas tienen una amalgama única para cada familia
compatible de una cubierta de U , es decir, para cada R ∈ Cov(U),
por lo tanto estas gavillas son las mismas que las gavillas sobre
el sitio (O(X), Cov). En otras palabras, la categoría de gavillas
sobre un espacio topológico es un Topos de Grothendieck.

3.3 Ejemplos de Topologías y Topos de Grothendieck 111
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4Topología de Lawvere-Tierney
sobre SetV

op
H inducida por un

funtor de cuantización.

En este capítulo veremos como por medio de la cuantización algunos
operadores sobre el espacio de Hilbert H estan relacionados con ob-
servables clásicos. A partir de esta correspondencia, verémos como el
proceso de cuantización, induce un funtor, el funtor de cuantización. El
cual nos permitirá definir una topología, a la que llamaremos topología
cuántica.

4.1 Categorías de precuántización y
funtor de quantización

Comenzaremos definiendo, del topos cuantico SetV
op
H [1] , lo nece-

sario, para el objetivo del capítulo.

Definición 4.1.1. La categoría VH tiene por objetos, V ∈ VH, las subál-
gebras conmutativas de un álgebra, BH, de von Neumann sobre un es-
pacio de Hilbert H; y por morfismos, las inclusiones iV2,V1 ∈ VH(V2, V1),
si y sólo si V2 ⊆ V1 para cada V1, V2 ∈ VH.

En el Capítulo 3, definimos lo que es una criba, sin embargo, para el
caso particular de este capítulo, es decir, las cribas sobre objetos de VH,
la definición de criba puede formularse de la siguiente manera:

Definición 4.1.2. Para todo V ∈ VH, una criba S sobre V es una
colección de subálgebras V1 ∈ V , tal que si V1 ∈ S y V2 ⊆ V1, entonces
V2 ∈ S.

En el topos SetV op
H , el clasificador de subobjetos se identifica con la

pregavilla Ω definida:
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i) En objetos V ∈ VH como el conjunto, Ω(V ), de todas las cribas
sobre V

ii) En morfismos iV1,V ∈ VH(V1, V ), como

Ω(i(V1,V ) : Ω(V )→ Ω(V1)
ω 7→ Ω(i(V1,V )(ω) := {V2 ⊂ V1|V2 ∈ ω}

Ahora, consideremos un conjunto de observales clasicas a cuantizar,
O, el cual es un álgebra de Lie, con respecto a un conmutador ade-
cuadamente definido, como un álgebra de Poisson de un conjunto de
funciones en el espacio de fase.
La cuantización de O, viene dada por una función inyectiva, v, a la
que llamaremos función de cuantización, entre O y el álgebra, Ĥ, de
operadores autoadjuntos sobre un espacio de Hilbert, H. Es decir, por :

v : O → Ĥ

a 7→ v(a) := â

donde â es un operador autoadjunto sobre el espacio de Hilbert H.
Además, la función de cuantización refleja escructura en el siguiente
sentido: la (no) conmutatividad en el algebra de Lie O se refleja en
la (no) conmutatividad en el álgebra de operadores sobre el espacio
de Hilbert H. En general los operadores â ∈ Ĥ no son operadores
acotados, definimos el mapeo de unitarización v̌ :

v̌ : O → BH

a 7→ eiv(a) = eiâ

Este mapeo asigna a cada observable a ∈ O un operador acotado
sobre espacio de Hilbert H. Además, refleja la conmutatividad o no
conmutatividad en O al álgebra de von Neumann BH de operadores
acotados sobre el espacio de Hilbert H . Note que la función de
unitarización es inyectivo, pues la función de cuantización lo es.

Definición 4.1.3. a) La categoría CO , es la categoría que tiene por
objetos subconjuntos conmutativos C ⊆ O , y que tiene por morfis-
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mos, inclusiones de conjuntos, es decir, si C ′ ⊆ C para cualesquiera
C,C ′ ∈ CO , entonces tenemos un morfismo iC ′,C ∈ CO

b) Llamaremos a cualquier subcategoría plena de CO , categoría de
precuántización.

c) La categoría C, tiene por objetos todas las categorías precuanticas, y
como morfismos a los funtores inclusión.

Note que la categoría CO definida en la sección anterior , forma un
conjunto parcialmente ordenado, con la relación ⊆. Por otro lado, para
cada objeto C ∈ CO , los conjuntos

v̌(C) := {eiâ ∈ BH| existe a ∈ O tal que v(a) = â}

y
v̌(C)∗ := {e−iâ ∈ BH| existe a ∈ O tal que v(a) = â}

son conjuntos conmutativos de operadores acotados, pues el objeto C
es un conjunto conmutativo de observables clasicas.

Definición 4.1.4. a) Para cada álgebra B ⊂ BH, definimos el conmu-
tador de B como

B′ := {â ∈ BH| â · b̂ = â · b̂ para todo b ∈ B}

b) El doble conmutador de B, se define como B′′ = (B′)′.

La función de unitarización v̌ : O→ BH, induce el siguiente funtor :

φ : CO → VH

C 7→ φ(C) := (v̌(C) ∪ v̌(C)∗)′′

Y a cada morfismo iC ′1,C2 ∈ CO(C1, C2), le asigna la inclusión

φ(iC1,C2) := iφ(C1),φ(C2) : φ(C1)→ φ(C2)
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en VH. Ahora, sea idC ∈ CO(C,C), la cual es la inclusión iC,C en CO ,
entonces φ(idC) = iφ(C),φ(C) = idφ(C). Por otro lado, si C1, C2, C3 ∈ CO

y C1 ⊂ C2 ⊂ C3, entonces φ(C1) ⊂ φ(C2) ⊂ φ(C3); es decir,

φ(iC1,C2 ◦ iC2,C3) = φ(iC1,C2) ◦ φ(iC2,C3)

Támbien para cada C ∈ C, definimos al funtor φ|C : C→ VH, como la
restriccion de φ : CO → VH sobre C (De aquí en adelante, escribiremos
φ|C simplemente como φ). Es claro, que si iC1,C2 ∈ C(C1,C2), el siguiente
diagrama

C1

φ !!

iC1,C2 // C2

φ~~
VH

(4.1)

conmuta.

Definición 4.1.5. Al funtor φ : CO → VH y su restricción φ|C : C→ VH

para cada C ∈ C, le llamaremos funtor de quantización inducidos
por la función de unitarización.

Ahora, definiremos un funtor ψ : VH → CO: para cada V ∈ CH

ψ(V ) := v̌−1 = {a ∈ O| v̌(a) ∈ V }

Ahora, para cada morfismo iV1,V2 ∈ VH(V1, V2), entonces ψ(iV1,V2) =
iψ(V1),(V2) ∈ CO(ψ(V1), (V2)). Los axiomas de identidad y composición,
claramente se cumplen.

Definición 4.1.6. Al funtor ψ : VH → CO le llamaremos funtor de
clasicificación inducido por la función de unitarización.

Proposición 4.1.1. El par (φ, ψ) del funtor de cuantización y el funtor
de clasicificación es una conexión de Galois. Es decir, para cada C ∈ CO y
V ∈ VH, se cumple que

φ(C) ⊆ V si y sólo si C ⊆ ψ(V ). (4.2)

Equivalentemente, los funtores k : CO → CO y ג : VH → VH definidos por

k := ψ ◦ φ y ג := φ ◦ ψ (4.3)
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respectivamente; satisfacen

C ⊆ k(C) y V)ג ) ⊆ V. (4.4)

Demostración. Primero probaremos las relaciones en (4.4). Como
φ(C) ∈ VH,es un álgebra de von Neumann conmutativa tal que v̌(C) ⊆
φ(C) para cada C ∈ CO , entonces

C ⊆ v̌−1(φ(C)) = ψ(φ(C)))

También, como V ∈ VH, tenemos que v̌(v̌−1(V )) = v̌(ψ(V )) ⊂ V .Entonces,
φ(ψ(V )) ⊆ V .
Ahora, para demostrar la relación en (4.2), supongamos φ(C) ⊆ V

para cada C ∈ CO y V ∈ VH; entonces

k(C) = ψ(φ(C)) ⊆ ψ(V )

y por las relciones en (4.4) concluimos que C ⊆ ψ(V ). Por otro lado, si
C ⊆ ψ(C) para cada C ∈ CO y V ∈ VH, entonces

ψ(C) ⊆ φ(ψ(V )) = V)ג )

Por lo que, φ(C) ⊆ V se sigue de las relaciones en (4.4)
Note que derivamos la relación (4.2) desde las relaciones en (4.4). Por
otro lado, si la relación en (4.2), entonces las relaciones en (4.4) se
cumplem. En efecto, como φ(C) ⊆ φ(C) para cada C ∈ CO , entonces
C ⊆ k(C) por (4.2); similarmente V)ג ) ⊆ V para cada V ∈ VH. Es
decir, (4.2) y (4.4) son equivalentes. �

Proposición 4.1.2. Los funtores φ : CO → VH y ψ : VH → CO satisfacen

φ(ψ(φ(C))) = φ(C) y ψ(φ(ψ(C))) = ψ(C) (4.5)

para cada C ∈ CO y para cada V ∈ VH.

Demostración. Sea C ∈ CO y V ∈ VH. Por la Proposición 4.1.1 tenemos
que C ⊆ k(C), entonces φ(C) ⊆ φ(ψ(φ(C))), mientras que

φ(ψ(φ(C))) = (φ(C))ג ⊆ φ(C)
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pues φ(C) ∈ VH (Proposición 4.1.1). Por lo tanto, φ(ψ(φ(C))) = φ(C).
De manera similar podemos mostar que ψ(φ(ψ(C))) = ψ(C). �

4.2 Categoría de precuantización
propia

Hasta ahora, no se ha supuesto que los objetos de C ∈ C tengan
estructura algebraica. Algunas categorías de precuantización, sin em-
bargo, tienen objetos dotados de algunas estructuras álgebraicas. Entre
ellas, existe una distinguida:

Definición 4.2.1. La categoría de precuantización propia, A, es una
categoría de precuantización cuyos objetos son los puntos fijos del
funtor k : CO → CO; es decir,

C ∈ A si y sólo si k(C) = C (4.6)

Ahora, consideremos al funtor k : CO → CO . Tenemos que para
cada C ∈ CO , k(C) ∈ A de la definición de A; podemos retringir el
dominio del funtor k a cualquier categoría de precuantizació C ∈ C,
tal que incluya a la categoría de precuantización propia, A, como
subcategoría. También, por supesto, podemos restringir el dominio
de k a cualquier categoía de precuantización, como en el caso de
los funtores de cuantización y clasicización. Escribiremos k para los
funtores retringidos de k. Note que si tomamos una categoría C ∈ C

tal que A es una subcategoría de C, entonces el diagrama

A

idA ��

iA,C // C

k��
A

(4.7)
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conmuta por la definición de A. Por otro lado, note que la Proposición
4.1.2, implica que, para cualquier C ∈ C, el funtor φ : C → VH se
factoriza a tráves de A; esto es, que el diagrama siguiente

C

φ   

k // A

φ~~
VH

(4.8)

conmute.

Proposición 4.2.1. Sean C,C2 ∈ C. Si la categoría de precuantización,
A, es subcategoria de C, entonces el diagrama

C2

φ   

k // A
φ
��

iA,C // C

φ~~
VH

(4.9)

conmuta.

Demostración. Es inmediato de la conmutatividad de los diagramas
(4.7) y (4.8), y la Proposición 4.1.2. �

4.3 Topologías cuánticas
En el capítulo anterior mostramos que son equivalentes una Op-

eración de clausura universal, una TG y una TLT (Teorema 3.1.1).
En [4] Nakayama, construye un morfismo geométrico a partir del fun-
tor de quantización (Definición 4.1.5), y a partir de esto deriva una
Operación universal de clausura sobre Sub(V ) con V ∈ VH; y poste-
riormente define una TG. Finalmente, deriva una TLT, en términos de
la TG. Sin embargo, este proceso es demasiado largo, y hace uso de
herramientas que no definimos en este trabajo; por ello solo escribire-
mos la expresión para la topología de Lawvere-Tierney, en terminos
del funtor de cuantización definido anteriormente; y mostraremos que
cumple con la Definición 3.1.5.
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Considere la siguiente asignación sobre el subobjeto clasicador de
SetV op

H :

J : Ω→ Ω (4.10)

Definida para cada V ∈ VH por:

JV : Ω(V )→ Ω(V ) (4.11)

ω 7→ JV (ω) (4.12)

donde C ∈ C y

JV (ω) := {V1 ⊆ V | Si φ(C) ⊆ V1 entonces φ(C) ∈ ω, C ∈ C} (4.13)

Veamos que (4.10) cumple las condiciones de la Definición 3.1.5. En
orden , primero veremos que (4.13) es una criba sobre V ∈ VH: Con-
sidere C ∈ C. Sean V1 ∈ JV (ω) y C ∈ C, entonces tenemos que φ ⊆ V1

y φ(C) ∈ ω. Pero ω es una criba sobre V , entonces, φ(C) ⊆ V . Por
otro lado tenemos que φ(C) ⊆ φ(C), entonces φ(C) ∈ ω. Por lo tanto,
φ(C) ∈ JV (ω).
Ahora J : Ω → Ω es una tranformación natural, pues, si iV1,V ∈
VH(V1, V ) y ω ∈ Ω(C) con C ∈ C, entonces

JV1(Ω(iV1,V )(ω)) ={V2 ⊆ V1|φ(C) ⊆ V2 entonces φ(C) ∈ Ω(iV1,V )(ω))}
={V2 ⊆ V1|φ(C) ⊆ V2 entonces , φ(C) ⊆ V1 y φ(C) ∈ ω}
={V2 ⊆ V1|V2 ∈ JV (ω)}
=Ω(iV1,V )(JV (ω))

Es decir, el diagrama

Ω(V )
Ω(iV1,V )

��

JV // Ω(V )
Ω(iV1,V )
��

Ω(V1)
JV1

// Ω(V1)
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conmuta. Ahora, comprobaremos las condiciones de la Definición
(3.1.5). Para ii): sean V ∈ VH y ω1, ω2 ∈ Ω(V ) , entonces

JV (ω1 ∩ ω2) ={V1 ⊆ V |φ(C) ⊆ V1 entonces φ(C) ∈ ω1 ∩ ω2, C ∈ C}
={V1 ⊆ V |φ(C) ⊆ V1 entonces φ(C) ∈ ω1 y φ(C) ∈ ω2}
={V1 ⊆ V |φ(C) ⊆ V1 entonces φ(C) ∈ ω1}
∩ {V1 ⊆ V |φ(C) ⊆ V1 entonces φ(C) ∈ ω2}

=JV (ω1) ∩ JV (ω2)

Para iii) de la Definición (3.1.5): considera V ∈ VH y ω ∈ Ω(V ),
entonces,

JV (JV (ω)) ={V1 ⊆ V |φ(C) ⊆ V1 entonces φ(C) ∈ JV (ω)}
={V1 ⊆ V |φ(C) ⊆ V1 entonces φ(C) ∈ ω}
=JV (ω)

Por último, la propiedad i) de la Definición de TLT: sea ω ∈ Ω(V ) con
V ∈ VH. Entonces, si V1 ∈ ω, entonces V1 ⊆ V , y si φ(C) ⊆ V1, entonces
φ(C) ∈ ω. Por lo tanto, V1 ∈ JV (ω), es decir, ω ⊆ JV (ω).

Teorema 4.3.1. Cualquier categoría C ∈ C que incluya a la categoría A
como subcategoría, induce la misma topología de Lawvere-Tierney dada
por

JV (ω) = {V1 ⊆ V | (V1)ג ∈ ω} (4.14)

Demostración. Sea C ∈ C. Supongamos que A es subcategoría de C.
Entonces, el siguiente diagrama

C

φ   

k // A
φ
��

iA,C // C

φ~~
VH

(4.15)

conmuta (Proposición 4.2.1). Bajo esta condición demostraremos que
(4.14) y (4.13) son iguales. Sea V1 ⊆ V tal que (V1)ג ∈ ω. Entonces
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para cada C ∈ C tal que φ(C) ⊆ V1, tenemos, por el el diagrama (1.15),
que

φ(C) =φ(k(C))
=φ(ψ(φ(C)))
(φ(C))ג=

Note que (φ(C))ג ⊆ .(V1)ג Ahora, como (φ(V1))ג ∈ ω y φ(C) ⊆ ,(V1)ג
entonces φ(C) ∈ ω.
. La otra contención es clara. �

Definición 4.3.1. Una topología de quantización es una topología
de Lawvere-Tierney sobre SetV op

H
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