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Introduccion

En la medida del aumento del poder de las computadoras, la sociedad cientifica
ha asumido nuevos retos que implican el andlisis de una gran cantidad de datos que
estdn dados, ya sea a través de una senal, una grafica o una imagen. Uno de los retos
consiste en reconocer ciertos patrones de comportamiento en los datos proporcionados
o de sustraer cierta informacion de interés. El area de visién computacional se ocupa
de muchos problemas cuyos datos e informacién da origen al analisis de una imagen o
una senal. Dentro del campo de visién computacional se encuentra el area del procesa-
miento digital de imagenes, que se ocupa de la representacion geométrica y el andlisis
de caracteristicas funcionales a través de modelos n—dimensionales y que pueden ser
obtenidas por métodos de segmentacion. Existen otros problemas importantes del pro-
cesamiento digital de imagenes como el filtrado, la eliminacion de ruido, la restauracion,
la compresion, la encriptacion, la comparacion de formas, por mencionar algunos. Ca-
da uno de estos problemas presentan un alto grado de dificultad computacional; para
darnos una idea de la magnitud del problema, si consideramos tan solo una imagen
simple, como las imdgenes binarias (blanco y negro), se tiene una representacién en un
espacio discreto de tamano n x m y el espacio de biisqueda, en primera instancia, tiene
tamano 2™*™; esto es, una imagen pequena de 32 x 32 pixeles se puede modificar de
21024 maneras. Para vencer esta dificultad computacional existen muchas técnicas de
procesamiento cuyo sustento tedrico va desde el cédlculo y algebra lineal hasta la teoria
de espacios Teichmiiller [15, 6, 30].

Los métodos matematicos y las técnicas computacionales usadas en el procesamiento
digital de iméagenes dependen en general de la naturaleza de la imagen y de lo que
se quiere obtener de ella. En este sentido, se han desarrollado diversos enfoques como
el lineal, el estadistico y el fisico-matematico, cada uno de ellos basado en distintas
teorias matemaéticas que le dan ciertas ventajas con respecto de los otros. Muchos de
los métodos usados con frecuencia se basan en procesamientos lineales, esto es, el pro-
cesamiento se hace a través de operadores lineales. Esto constituye un inconveniente
para muchos problemas cuya naturaleza no es lineal, por ejemplo si el ruido en una
imagen es generado por una funcién cuadratica, los filtros correspondientes deberan
ser no lineales. Por tal motivo, los métodos de procesamiento no lineales de imagenes
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cobran vital interés para una buena parte de la comunidad investigadora en el campo
de la visién por computadora, [5, 4, 15, 18].

La morfologia matematica se desarrolld en forma paralela e independiente desde me-
diados de 1960 como una teoria con métodos propios que se utilizé inicialmente para
encontrar relaciones entre la geometria de un medio poroso y sus permeabilidades, la
cuantificacion de la petrografia de minerales de hierro para predecir sus propiedades
de molido y que hoy en dia es considerada como una poderosa herramienta de analisis
de imagenes, especialmente en aquellas aplicaciones donde los aspectos geométricos son
relevantes [25, 36, 37|. La palabra “morfologia” considera como su principal objetivo el
andlisis de las formas y de objetos y la matematica subyacente se basa en teoria de con-
juntos, teorfa de reticulos y topologia [36]. La idea esencial para procesar una imagen
es utilizar como elemento escudrinador otra imagen mas pequena con una geometria
predeterminada adecuada para evaluar las caracteristicas geométricas y topoldgicas de
los objetos presentes en la imagen y su elecciéon depende de dichas caracteristicas. El
objetivo final es transformar la imagen original en otra que sea mas adecuada para su
andlisis e interpretacién [36, 39].

En su primera etapa, la morfologia matematica es aplicada a imagenes representadas
en el plano Euclidiano y en estructuras tipo rejillas. En esta etapa, se pueden citar nu-
merosas contribuciones desde Matheron y Serra a la fecha como [29, 36, 18, 35, 1, 9, 12,
19, 42, 39, 31, 26, 16]. En una segunda etapa, la representacién geométrica y el anali-
sis de caracteristicas funcionales se puede facilitar mediante modelos tridimensionales
obtenidos por métodos de segmentacién. La representacién del objeto debe dar cuenta
de su geometria, de sus propiedades visuales (p.ej., su comportamiento ante la luz),
asi como algunas propiedades fisicas. Una caracteristica que suele exigirse es que sean
variedades bidimensionales donde de manera intuitiva, no existan puntos singulares en
los cuales la superficie se corte a si misma o se abra en varias hojas. Como ejemplos de
este tipo de objetos tenemos la adquisicién 3D de un rostro, la recontruccién 3D del
cerebro o de algin otro érgano, y la inmersién de una imagen 2D en una superficie 3D.
Una vez obtenida la representacion tridimensional del objeto, la determinacién de ca-
racteristicas geométricas y funcionales como longitudes y areas es un problema critico.
En esta direccion, existen diversas investigaciones que apuntan a la generalizacion de
los métodos de procesamiento digital de imagenes cuyo dominio no es necesariamente
Euclidiano. Puesto que la morfologia matematica tiene como principal objetivo extraer
caracteristicas geométricas de los objetos, ésta también resulta ser una herramienta
util para analizar imagenes en superficies tridimensionales o, de manera mas general,
en variedades Riemannianas.

Como caso particular de imagenes definidas en superficies, tenemos el caso de las image-
nes cuyo soporte es una esfera, que surgen en diversas situaciones en vision artificial y
graficos por ordenador. Algunos ejemplos de este tipo de imédgenes son las obtenidas
mediante una deformacién de una superficie compleja (a través un mapeo conforme
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entre la superficie y la esfera), las imagenes omnidireccionales o los mapeos de entor-
nos, [10]. Como este tipo de imégenes estan definidas naturalmente en la esfera parece
natural considerar la geometria intrinseca de ésta para su andlisis.

Por otro lado, las imagenes desplegadas en variedades Riemannianas pueden no ser
funciones suaves y su regulacién (es decir, aproximar la funcién a una funcién suave)
puede ser necesaria en la aplicacion. En el caso de que la imagen este definida sobre
el espacio Fuclidiano, la regularizacién de ésta se lleva a cabo mediante operaciones
morfolégicas que involucran la distancia Euclidiana. Para el caso méas general en que el
soporte de la imagen no sea necesariamente una imagen su regularizacion involucrara la
distancia geodésica definida sobre la variedad.

En este trabajo consideramos aquellas funciones cuyo espacio soporte es una va-
riedad Riemanniana y con base en este supuesto se definiran las operaciones bésicas
de dilataciéon y erosién, asi como las operaciones de abertura y cerradura, que son
operaciones derivadas de la composicion de las operaciones bésicas y se presentaran
algunas propiedades de estas operaciones. Finalmente se ejemplificardn tales resultados
aplicdndolos a imédgenes valuadas en los reales cuyo soporte es la esfera. Se asume que
el lector tiene conocimientos generales de topologia, andlisis y algebra.

El documento se encuentra distribuido de la siguiente manera. En el capitulo 1 se
introducen las herramientas elementales usadas para el estudio de las operaciones de la
morfologia matematica en variedades Riemannianas en las cuales se sustenta el trabajo
a desarrollar. Con lo que respecta a la morfologia matematica en espacios Euclidianos,
en el capitulo 2, se recuerdan los conceptos basicos, asi como sus principales propie-
dades. También se presenta la manera en la que se utiliza el espacio conocido como
“espacio-escala” en morfologia matematica. En el capitulo 3, se presenta el desarro-
llo tedrico de la morfologia matematica para variedades Riemannianas sustituyendo la
distancia euclidiana por la distancia geodésica definida en la variedad. Se demuestran
algunas de las propiedades basicas de las operaciones elementales y se ejemplifican en
una y dos dimensiones. Ademds, se presenta teoria sobre regularizacién usando opera-
dores morfologicos y se ilustran en una y dos dimensiones, en este ultimo caso, para
la regularizacién de una imagen con ruido frecuencial. En el capitulo 4, se muestran
ejemplos de la aplicacion de las operaciones Riemannianas sobre imagenes desplega-
das en la esfera como, por ejemplo, los gradientes morfologicos y la transformacién
sombrero de copa (top-hat) para la deteccién de bordes y realce de picos, también se
ilustra el uso de los resultados de regularizacién en la esfera. Finalmente se presentan
las conclusiones, aportaciones y trabajo futuro de este trabajo.
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Capitulo 1

Variedades Riemannianas

En esta seccion se introducen las herramientas elementales usadas para el estudio
de las operaciones de la morfologia matematica en variedades Riemannianas. A lo lar-
go de esta seccién se enuncian una serie de resultados de los cuales omitiremos sus
demostraciones ya que no son nuestra finalidad.

1.1. Variedades diferenciables y campos vectoriales

Definiciéon 1.1 Una wariedad topolégica M de dimensiéon n, es un espacio topoldgico
de Hausdorff, localmente Euclidiano de dimensién n y que cuenta con una base contable

de conjuntos abiertos.

Que M sea localmente Euclidiano de dimensiéon n significa que para cada punto
p € M existe una vecindad U C M, la cual es homeomorfa a un subconjunto abierto
V' C R"™. Los ejemplos més simples de variedades son el propio espacio Euclidiano R", el
circulo S! y la esfera S?. Cada par (U, ¢) donde U es un conjunto abierto de M y ¢ es un
homeomorfismo de U en un conjunto abierto de R"”, es llamado vecindad coordenada.
Para cada p € U asignamos n coordenadas (z'(p),...,2"(p)) de su imagen ¢(p) en R™.
Cada z' es una funcién real valuada en U llamada la i-ésima funcién coordenada. La
sola estructura de espacio topoldgico no permite realizar calculos sobre la variedad,
es por esto que se introduce el concepto de estructura suave que dard sentido a los
conceptos de diferenciacién e integracion.

Definicion 1.2 Una estructura diferenciable o suave, denotada por C'°°, en una va-
riedad topolégica M, es una familia, Q@ = {U,, ¢}, de vecindades coordenadas tal

que



1. {U,} cubre a M,

2. para cualesquiera o,  las vecindades (Uy, ¢) ¥ (Up, ¢g) son C* compatibles, esto
significa que ¢go¢, ! es un difeomorfismo entre los conjuntos abiertos ¢ (Us NUp)
y ¢3(Ua NUp) de R™, y

3. cualquier vecindad coordenada (U, ) compatible con cada (Uy, ¢s) € € estd en
Q.

Una variedad suave o C'°° es una variedad topoldgica junto con una estructura suave.

Definiciéon 1.3 Sea M una variedad suave de dimension n, W C M un conjunto
abiertoy f: W C M — R¥ con k > 0. La funcién f se dice suave o C™ si para cada
p € W, existe una vecindad coordenada (U, ) para M, tal que p € U 'y fop ! es

suave en (W NU) C R™.

Sea C*°(U) la coleccién de todas las funciones suaves en el conjunto abierto U, inclu-
yendo el caso especial en que U = M,y C*(p) el conjunto de las funciones suaves cuyo
dominio de definicién incluye alguna vecindad abierta de p, con funciones identificadas
si ellas coinciden en cualquier vecindad de p. En seguida se define el concepto de espacio

tangente en un punto de una variedad, relativo al concepto de derivada direccional.

Definicién 1.4 El espacio tangente T,(M) para un punto p € M, es el conjunto de
todos los mapeos X, : C*°(p) — R tales que para todo o, € Ry f,g € C* se cumplen

1. Xp(af + Bg) = a(X,f) + B(Xpg) (linealidad),

2. Xp(f9) = (Xpf)g(p) + f(p)(Xpg) (regla de Leibniz).

Con las siguientes operaciones

(Xp + Y}))f = pr + Ypf Yy
(aXp) f a(Xpf),

el espacio tangente define un espacio vectorial con dim(7,(M)) =dim(M). Un vector

tangente a M en p es cualquier X, en T),(M).



Proposicién 1.1 Si (U, ¢) es una vecindad coordenada en M, entonces el mapeo coor-
denado ¢ induce un isomorfismo ¢, del espacio tangente T),(M) (en cada punto p € M),
sobre Ty (R™), y también se cumple que ¢, ! mapea Ty p)(R™) a T, (M) isomérfica-
mente. Las imagenes F;, = qﬁ*_l(%), i =1,..,n de la base natural 6%1, - % en cada
a € ¢(U) C R", a = ¢(p), determinan en cada punto p = ¢~'(a) € M una base
Eip, .., Enp de T, (M), esta base se denomina marco coordenado. En particular, tenemos

que dim(7,(M))=dim(M).

Sea f una funcién C™ definida en una vecindad de p y sea, f = fo¢ ™!, su expresién en

coordenadas locales relativas a (U, ¢), entonces Eyp = %\ #(p)- En particular si, 7%(q) es
la i-ésima funcién coordenada, entonces X,z es la i-ésima componente de X, en esta
base, esto es, X}, = X' | (Xpa")Ejp.

Definicién 1.5 Un C"-campo vectorial X, es un mapeo que va de M a T(M) =
UpemTp(M), de manera que a cada punto p de M le asigna un elemento de su es-
pacio tangente X, € T,(M), tal que si T,(M) = ¥ ,a'E;,, las componentes of =
al(zt,...,2"),i=1,...,n en ¢(U) C R", son de clase C" en cada sistema de coordena-

das locales (U, ¢). En particular, un campo vectorial es un C*°-campo vectorial.

1.2. Formas bilineales y métricas Riemannianas

En el caso de un espacio vectorial V' sobre R, una forma bilineal en V se define
como un mapeo ® : V x V — R, que es lineal en cada variable, es decir, para «, 3 € R
y v, 01, V2, w1, we €V,

O (avy + Bug,w) = a®(vy,w) + BP(vy,w) y
(v, 0wy + Pwz) = a®(v,wr) + Bv, w2).
Las formas bilineales en V estdn completamente determinadas por sus n? valores en la

base eq,..,en, de V. Si ajj = P(es,e5) con 1 < i,j < nsondadasysiv =X Ne;y
w = Z;LZI (i’ e; son cualesquiera dos vectores en V', entonces

O (v,w) = Zn:zn:aij/\i,uj. (1.1)
i=1 j=1

de manera inversa, dada una matriz A = (cy;) de numeros reales, la férmula dada
anteriormente determina una forma bilineal. Asi, hay una correspondencia biyectiva



entre matrices n x n y formas bilineales en V' una vez que una base e, .., e, haya sido
seleccionada. Una forma bilineal es llamada simétrica si ®(v,w) = ®(w,v) y es definida
positiva si ®(v,v) > 0. Si ademds, ®(v,v) = 0 < v = 0, entonces ¢ se llama producto
interior en V. La longitud de un vector v se define como |[v|| = (®(v,v))"/2.

Definiciéon 1.6 Un campo ® de formas bilineales C”, con r > 0, en una variedad M
es un mapeo que asigna a cada punto p € M una forma bilineal ®,, en T},(M), esto
es, ®, : Ty(M) x T,(M) — R, tal que para cualquier vecindad coordenada (U, ¢) las
funciones a;; = ®,(E;, E;), se definen por ® en los marcos coordenados Ey, ..., E,, son
de clase C".

Las n? funciones, a;; = ®,(F;, E;) parai,j = 1,...,n, en V son llamadas las compo-

nentes de ® en la vecindad coordenada (U, ¢).

Definicion 1.7 Una variedad suave M, en la cual estd definido un campo ¢ de una
forma bilineal simétrica definida positiva, es llamada una wvariedad Riemanniana y
® la métrica Riemanniana. Se asume siempre que @ es de clase C°°. Una métrica
Riemanniana ® determina un producto interior en cada espacio tangente T),(M) de

modo que, para cada X, y Y, en T,,(M), esta dado por

<Xp7Y}J>p = (I)p(va Yp)' (1.2)

Un ejemplo sencillo de variedad Riemanniana es el espacio R"” dotado del producto
interior usual. Asi, para cada p € R" tenemos que

¢,(X,,Y)) Za 3" donde

= Zﬁla ; (1.3)
i=1
En cada punto tenemos que q)(ﬁx“ 81,]) i, donde 0;; = 1 sii=jy d;; =0sii#j.

Por lo tanto, la matriz de componentes de ® relativa a la base estandar es igual a la
matriz identidad I, de lo que se concluye que ® es de clase C™°.

p:

1.3. Campos vectoriales a lo largo de curvas

Se introduce un nuevo concepto denominado “conexién”, que esencialmente es un
conjunto de reglas, que determinan propiedades invariantes bajo un cambio de coor-

denadas para la determinacién de derivadas direccionales en campos vectoriales. Este



concepto es de hecho utilizado para definir curvas geodésicas que generalizan el concepto

de linea recta.

Definicién 1.8 Sea C(M) el conjunto de todos los campos vectoriales suaves en M.
Una conexion lineal es un mapeo V : C(M) x C(M) — C(M), denotada como (X,Y) —

VxY, que satisface las siguientes propiedades

1. VxY es lineal sobre C*°(M) en X, esto es, Vix,14x,Y = fVx, Y +¢Vx,Y para
f.g € C=(M).

2. VxY es lineal sobre R en Y, esto es, Vx(aY] 4+ bYs) = aVxY; + bVxY, para
a,beR.

3. V satisface la siguiente igualdad respecto al producto, Vx (fY) = fVxY+(Xf)Y
para f € C>®(M).

VxY es llamada la derivada covariante de Y en la direccién de X. Se puede demostrar
que para cada variedad existe una conexién lineal. Por otra parte, una curva en una
variedad M, es una curva paramétrica suave, esto es, un mapeo suave, v : [ — M
donde I C R es algin intervalo abierto de R. Un segmento de curva es una curva cuyo
dominio es de la forma [a,b]. La propiedad de que un segmento de curva sea suave
significa que ésta se puede extender a un intervalo abierto que contenga al intervalo

cerrado de tal suerte que la extensién resulte ser suave.

Definiciéon 1.9 Un campo vectorial a lo largo de una curva v : I — M, es un campo
vectorial V' : I — T'(M) tal que V(t) € T, ) (M) para todo t € I. Denotemos T'(y) el

conjunto de los campos vectoriales a lo largo de 7.

Un ejemplo de campo vectorial a lo largo de una curva - es el conjunto de sus vectores

tangente (“velocidad”), es decir, los 7/(t) € T, (M) para cada t, donde y(t)f =
(f o) (@)

Proposicion 1.2 Sea V una conexién lineal en M. Para cada curvay: I — M, V de-

termina un operador unico, Dy : T'(y) — T'(7), que satisface las siguientes propiedades:



1. Linealidad del producto sobre R, D;(aV + bW) = aD{V + bD,W para todo
a,beR.

2. Regla del producto,D¢(fV) =V f'+ fD;V para f € C=(I).

3. Si V es extendible, entonces para cada extension V de V,DV(t)=V,V

D,V (t) es la derivada covariante de V a lo largo de ~ para todo V € T'(v).

Definiciéon 1.10 Sea M una variedad diferenciable con una conexion lineal V. Un
campo vectorial V' a lo largo de una curva v se dice paralelo a lo largo de ~ con
respecto a V si D¢(V) = 0.

Un campo vectorial se dice que es paralelo si éste es paralelo a lo largo de cada cur-
va. Uno de los resultados mas importantes de los campos vectoriales paralelos es que
cualquier vector tangente en cualquier punto se puede extender de manera tinica a un

campo vectorial paralelo a lo largo de la curva entera.

Teorema 1.1 Dada una curva v: I — M, tg € I y un vector V € Tv(to)(M), existe
un unico campo vectorial paralelo Va lo largo de v tal que V(ty) = Vj.

El campo vectorial del teorema anterior es llamado traslacion paralela de Vy a lo largo
de =, ver fig 1.1. Sea v : [a,b] — M un segmento de curva, con y(a) =py v(b) =gq, y
v € T,(M). Sea V el tinico campo vectorial paralelo a lo largo de ~ tal que V(a) = v.

El mapeo P, : T,(M) — T,(M) dado por Py(v) = V(b) es denominado el transporte
paralelo de p a q a lo largo de v, y Py (v) el trasladado paralelo de v a lo largo de v a

q.

Sea M una variedad suave con una conexién lineal V y sea v una curva en M, la
concavidad (“aceleracién”) de v es el campo vectorial Dy’ a lo largo de 7. Una curva
se denomina geodésica con respecto a V si su concavidad es cero, esto es, D;y' = 0. En
otras palabras, una geodésica es aquella cuyo campo de vectores tangentes es paralelo

a lo largo de la curva.

Teorema 1.2 Sea M una variedad suave con una conexion lineal. Para p € M, V €
T,(M) y cualquier ¢y € R, existe un intervalo abierto I C R que contiene a t; y una
geddesica v : I — M que satisface v(tg) = p y 7'(to) = V. Cualquier par de tales

geodésicas coinciden en sus dominios en comun.



Wy

Figura 1.1: Traslacién paralela de V; a lo largo de 7.

La unicidad de las geodésicas dadas en el teorema anterior implica que para cualquier
p € M,V € T,(M), hay una tnica geodésica maximal que no puede extenderse a
cualquier v : J — M, donde I C J con v(0) = p y 7/ = V. Tal geodésica maximal se
llama la geodésica con punto inicial p y vector tangente inicial V' y denotada por yV.

1.4. Distancia Riemanniana, geodésicas y curvatura

En las variedades Riemannianas hay una conexién lineal que predomina, esta es
denominada conexion de Levi-Civita. Para definirla es necesario antes definir dos con-

ceptos importantes, la compatibilidad y la simetria de una conexion.

Definicion 1.11 Sea M una variedad Riemanniana con una métrica ®. Una conexion

lineal V se dice que es compatible con ® si satisface las siguiente regla del producto
Vx<Y,Z>: <ny,Z>—|-<Y,VXz>. (1.4)

Proposicion 1.3 Sea V una conexion lineal en una variedad Riemanniana M con

métrica P, las siguientes condiciones son equivalentes

1) V es compatible con ®.



i f

M \

A ' B(v)=V(b) \ I;' B(v)=V'(b)

Figura 1.2: Transporte paralelo de p a ¢ a lo largo de 7.

2) Si V, W son campos de vectores a lo largo de una curva -y, entonces

%(V, W) = (D,V,W) + (V, D,W). (1.5)

3) Si V,W son campos de vectores paralelos a lo largo de 7, entonces, (V, W) es cons-

tante.

Definicion 1.12 Sea M una variedad Riemanniana y V una conexién lineal sobre M.
La aplicacién 7 : C(M) xC(M) — C(M) se define por 7(X,Y) = VxY -Vy X —[X,Y],
es llamada la torsidn de V, donde [X, Y] es el corchete de Lie de los campos X e Y,[43].

Una conexién lineal se dice simétrica si la torsién es nula, i.e., VxY — Vy X = [X|Y].

Teorema 1.3 (Teorema fundamental de la geometria Riemanniana). Sea M una varie-
dad Riemanniana y ® una métrica. Entonces existe una tnica conexion lineal V sobre
M que es compatible con ® y simétrica. Esta tnica conexion es llamada conexion de

Levi-Civita.
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Sea (M, ®) una variedad Riemanniana conexa. Si y[a,b] — M es un segmento de
curva, se define la longitud de v como

b
Liy) = / 17/(t) 1o dt (1.6)

La caracteristica esencial del concepto de longitud de la curva es que ésta es indepen-
diente de la parametrizacién. Una curva regular es una curva suave 7 : [a,b] — M tal
que ¥/ (t) # 0 para t € I. Intuitivamente, esto puede entenderse como la ausencia de “pi-
cos” y “dobleces”. Nétese que las geodésicas son curvas regulares ya que tienen velocidad
constante. Un mapeo continuo v : [a,b] — M es llamado segmento de curva reqular a
trozos o simplemente curva admisible si existe una particion a = ag,...,ar = b, del

intervalo [a, b], tal que y[a;—1, a;] es una curva regular parai=1,...,k.

Definiciéon 1.13 Sea M una variedad Riemanniana conexa como espacio topoldgico.
Para cualesquiera par de puntos p, ¢ € M se define la distancia geodésica como el infimo
de todas las curvas admisibles de p a gq.

Con la distancia definida anteriormente, la variedad Riemanniana conexa resulta ser
un espacio métrico cuya topologia es la misma topologia definida en la variedad. Una
curva admisible v en una variedad Riemanniana se dice minima si L(y) < L(7) para

cualquier otra curva admisible 7 con los mismos puntos finales. Estas curvas minimas
resultan ser geodésicas en la variedad Riemanniana.

Definiciéon 1.14 Sea M una variedad con una conexién V, entonces la curvatura R
de la variedad M es un operador que a cada par de campos vectoriales, X, Y € C(M),
le asocia una funcién R(X,Y) : C(M) — C(M) tal que si, Z € C(M), se define por la

siguiente ecuacion
R(X,Y)Z =Vx(VyZ)-Vy(VxZ)— Vix,y)Z- (1.7)

El concepto de curvatura sobre una variedad Riemanniana, intuitivamente hablando,
mide que tanto una variedad Riemanniana se aleja o se acerca de un espacio Euclidiano.
También se puede entender como la forma en que la conexién lineal definida sobre la
variedad difiere de la conexién de Levi-Civita. Si la conexion en la definicién anterior
es la conexion de Levi-Civita entonces se denomina tensor de curvatura (4-tensor),
simbolizado por, R(X,Y,Z, W) e igual a ®(R(X,Y)Z, W).
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Definiciéon 1.15 Sean M una variedad Riemanniana, p € M un punto arbitrario,
IT € T,(M) un espacio bidimensional del espacio tangente a M en p y X,,Y, € II
vectores linealmente independientes. Entonces, la curvatura seccional de II se define

por
R(Xp, Yy, Xp, Yp)

X P Y, P (X5, V)

K(II) = (1.8)

La definicién de curvatura seccional no depende de los vectores X, y Y. La curvatura
seccional de una superficie regular es la curvatura de Gauss, por ejemplo la curvatura
de la esfera S? es 1.

1.5. La funcion exponencial

Anteriormente se establecié que una geodésica se puede determinar completamente
mediante un punto p € M y un vector tangente V' € T,(M). El mapeo que a conti-
nuacion se define dara informacion de como una geodésica cambia al cambiar el punto
inicial 6 el vector tangente inicial. Ademas parametriza localmente una variedad suave
M. Las propiedades de este mapeo son fundamentales para el estudio de la geometria

de Riemann.

Definiciéon 1.16 Sea M una variedad suave, el mapeo exponencial se denota y se define
COINO
Exp: E—- M
Exp(V) :=~V (1),

donde E = {V € T(M) : 4V esta definido en un intervalo que contiene a [0, 1]}.

Para cada p € M se define el mapeo exponencial restringido, denotado por Exp, como
la restriccién de la funcién Exp al conjunto £ NT,(M). El mapeo exponencial tiene las
siguientes propiedades

a) Para cada V € T(M) geodésica vy estd dada por, vy (t) = exp(tV).
b) La funcién exponencial es suave.

La geodésica 7y tiene velocidad constante, i.e., || dyy/dt || (t) =|| V || y asi el mapeo
exponencial preserva distancias para el punto inicial, d(p, exp, (V') =|| v ||. Una variedad
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Riemanniana es geodésicamente completa si'y sélo si el mapeo exponencial esta definido
para todo p € M y para todo V' € T,,(M). La operacién inversa del mapeo exponencial
Exp, ! es llamada logaritmo y se denota como Log,, la cual mapea un punto ¢ € M a
su vector asociado V' € T),(M). El mapeo exponencial en general sélo es invertible para
vecindades suficientemente pequeiias en 7},(M ). Para un punto g en el dominio de Log,
la distancia geodésica entre p y q estd dada por d(p, q) =| Log,(q) |-
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Capitulo 2

Morfologia Matematica en

Espacios Euclidianos

2.1. Enfoque morfolégico al procesamiento de imagenes

La morfologia matematica es un enfoque no lineal al procesamiento digital de image-
nes, cuyo fundamento matemaético se encuentra en la teoria de conjuntos, teoria de
reticulos, topologia y geometria integral. El objetivo de este enfoque es obtener in-
formacién de las formas o estructuras geométricas contenidas en los objetos que se
encuentran en las imagenes bajo estudio. Asi, dada una imagen, la morfologia ma-
tematica la transforma en otra imagen mas apropiada para su analisis posterior, con-
servando las caracteristicas geométricas esenciales contenidas en ella. Para lograr lo
anterior, la morfologia matemaética considera a las imagenes como subconjuntos de R?
o Z2%, y la extracciéon de las formas o estructuras esenciales se logra a través de un
sondeo a estos conjuntos mediante otro conjunto llamado elemento estructural, cuyo
tamano y forma geométrica dependera de la informacion que se quiera obtener. Una de
las caracteristicas principales del elemento estructural es que generalmente es de menor
tamano que la imagen bajo estudio. La morfologia matematica estudia las imédgenes
considerandolas como conjuntos y usa operaciones como la unién, la interseccion y el
complemento de conjuntos. En [27] podemos encontrar un caso de aplicaciion de estos

filtros para la eliminacién de ruido impulsivo. Enseguida se definen dos conceptos de
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caracter geométrico que son importantes en la morfologia matematica.

Definiciéon 2.1 Sea A C R", la traslacion de A, denotada por A., se define de la
siguiente manera
Ay ={a+z:a€ A}, (2.1)

y la transposicion o el simétrico de A se define como

A=—-A={-a:aecA}. (2.2)

2.2. Operaciones morfolégicas de conjuntos

La morfologia matematica es una teoria constructiva que tiene como base de partida
dos operaciones bésicas que a continuacién se describen. Los conjuntos que se consideran

en las definiciones son subconjuntos del espacio euclidiano R".

Definicién 2.2 La erosion del conjunto A mediante el conjunto B (llamado elemento
estructural) es una operacién binaria que da como resultado otro conjunto, denotado
A © B, formado por aquellos puntos que cumplen que al trasladar el conjunto B con

cada uno de ellos, la traslacion estd contenida en A, esto es,

AoB={z:B, C A}. (2.3)
También, A & B, puede expresar mediante la siguiente igualdad

AcB=()AL. (2.4)
beB

Definicién 2.3 La dilatacion del conjunto A mediante el conjunto B es una operacién
binaria que da como resultado otro conjunto, denotado A & B. Un punto x pertenece
a este conjunto si la interseccion del conjunto A con el simétrico del trasladado del

conjunto B con x no es vacia, esto es,

A®B={x:B,NA+#a}. (2.5)
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No es dificil observar que la dilatacién de A mediante B puede ser expresada de la
siguiente manera

A®B =[] 4. (2.6)
beB

Una de las caracteristicas fundamentales de las operaciones binarias antes definidas, es
que no son invertibles. A pesar de esta limitacién y como resultado de la composicién
de éstas, pueden construirse otras operaciones morfolégicas ttiles que a continuacion

se definen.

Definicién 2.4 La abertura del conjunto A mediante el conjunto B, denotada como
Ao B, se define como
AoB=(AcB)® B. (2.7)

La abertura también se puede expresar como la unién de los conjuntos resultantes al
trasladar el conjunto B con algin = € R”, de tal manera que esta traslacion se encuentre
contenida en el conjunto A, esto es,

AoB= | B,. (2.8)
B,CA

Definicién 2.5 La cerradura del conjunto A mediante B, denotada como A e B, se
define como
AeB=(A®B)S B. (2.9)

La cerradura también puede expresarse como el complemento de la unién de los con-
juntos resultantes al trasladar el simétrico del conjunto B por algin x € R"™, tal que
esa traslacion se encuentra en el complemento de A, esto es,

AoB:( U Ex)c:Aﬂ Be. (2.10)

B,CAe B,CAe

Las primeras definiciones de las operaciones anteriores se usan para el calculo de los
conjuntos resultantes, mientras que sus equivalencias se quieren para justificar rela-
ciones algebraicas. Los elementos estructurales son elegidos dependiendo de lo que se
quiera obtener de la imagen. Los elementos estructurales de dimension 2, se denominan
elementos estructurales planos, en cambio, los elementos estructurales de dimensién 3 se
conocen como volumétricos o en escala de grises. Los elementos estructurales empleados
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comunmente en el procesamiento digital de imagenes, expresados en forma matricial,
son la cruz denotada por B, y el cuadrado denotado por Bi.

01 0 111
11 vy By=| 111
10 111

Puede apreciarse en la Fig. 2.1 las propiedadades de antiextensividad y extensividad,
respectivamente, de la erosién y la dilatacién, que se describen més adelante. La Fig. 2.2
ejemplifica las operaciones morfolégicas elementales de forma simultdnea usando el
elemento estructural B..

Figura 2.1: Erosién y dilatacién binarias: dilatacién (amarillo), erosién (azul) e imagen original

(gris).

En seguida se listan algunas propiedades que interrelacionan las operaciones antes
definidas.

= Dualidad. Las parejas, erosion y dilatacién, abertura y cerradura son operaciones
duales respecto a la complementaciéon de conjuntos. Esto es,

AcB=(A°6B) y AoB=(A%eB)".
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Figura 2.2: Operaciones morfolégicas basicas de conjuntos. lera columna, imagen original; 2da

columna, erosién y abertura; 3ra columna, dilatacién y cerradura.

= Relaciones de orden. Se cumple que si el elemento estructural contiene al
origen, entonces la erosion es antiextensiva mientras que la dilatacion es extensiva.
Analogamente, la abertura es antiextensiva y la cerradura es extensiva, i.e.,

0eB=AcBCACA®B y AoBCACAeB.

= Monotonia. La erosion, la dilatacién, la abertura y la cerradura morfoldgicas
son operaciones crecientes en relacién con la inclusién de conjuntos, esto es, si
A C C entonces

AeBCCoeB, ABC(C®B, AoBC(CoByAeBC(CeB.

= Idempotencia. la abertura y cerradura son operaciones idempotentes, esto es,
cuando componemos una de estas operaciones con ella misma el resultado no
cambia. Asi

(AocB)oB=AoB y (AeB)eB = AeB.
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= Distributividad. En seguida se listan propiedades distributivas de las operacio-
nes elementales de la morfologia matematica relativas a la unién e interseccién
de conjuntos.

1. (AnC)eB=(AeB)n(CeB)y (AUC)®B=(A¢& B)U(C & B),
2. A6 (BUC)=(AeB)Nn(AeC)yAa(BUC)=(AaB)U(Aa ().

= Asociatividad. Las siguientes igualdades hacen referencia a la propiedad aso-
ciativa tanto de la erosion como de la dilatacién.

(ApB)oC=A®(BaC) v (AeB)eC=A0(BaO).

» Invarianza bajo traslaciones. La dilatacion, la erosion, la abertura y la cerra-
dura morfologicas son invariantes bajo traslaciones, esto es,

1. (A®B), =4, B=A®B,y(A&B),=A, ©6B=A06B_,,
2. (AoB),=A,0oB=A0oB,y(AeB),=A,eB=AeB,.
= Conmutatividad de la dilatacién. Se verifica que A @ B = B @ A.

2.3. Operaciones morfolégicas de funciones

Las iméagenes en escala de grises se modelan a través de funciones reales cuyo soporte
es R, no obstante las definiciones de las operaciones morfologicas no pueden aplicarse
directamente a este caso, por esta razon se generalizan las definiciones de las operaciones
morfolégicas. Sea E el espacio R" 6 Z" y R = R U {—00,00} el conjunto extendido de
los niimeros reales. Se define F(FE,R) como el conjunto de todas las funciones (p.ej.,

imégenes) que van de E al conjunto R (p.ej., escala en tonos de gris).
Definicién 2.6 Sea f € F(E,R), el simétrico de f se define por la funcién
f:E—R donde f(z)=f(—2).

Definicién 2.7 Si b € F(E,R), la erosion y la dilatacion de la funcién f mediante b,
son funciones de F(E,R) a F(E,R), definidas por

a(f)(@) = feb= \{f(z+a)—bla)}, (2.11)
acl

S(f)@)=feb=\/{fz—a)+ba)}. (2.12)
acl
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Donde A,cp v Vaep denotan el infimo y el supremo sobre E respectivamente.

En la prictica, la funcién estructurante comunmente usada es la funcién b = 0 con
soporte no vacio B (elemento estructural plano). En este caso las definiciones de erosién
y dilatacién se reducen, respectivamente, a las siguientes expresiones,

(feB)(z) = /\ f(z+b) = /\ f-» con (x+0b)€ Dy, (2.13)
beB beB

(feB) )=\ fa—b=\/fi con (z—b)eDy. (2.14)
beB beB

Las definiciones de operaciones morfolégicas para funciones generaliza el caso de morfo-
logia matematica para conjuntos ya que en este caso la funciéon f toma solo dos valores,
1 si el punto pertenece al conjunto y 0 de lo contrario, y la funcién estructurante b es
por tanto la funcién 0. Estas definiciones de dilatacion y erosion para funciones no son
invertibles y como en el caso de conjuntos esto motiva a definir otras operaciones a

partir de su composicién.

Definicion 2.8 La abertura y la cerradura de f mediante b son las siguientes opera-

ciones compuestas

W(f)=fob=23ber(f) v @u(f)=Ffeb=cpip(f). (2.15)

En la Fig. 2.3 se muestran ejemplos de las operaciones de erosion, dilatacion, abertura
y cerradura para imagenes en escala de grises usando como funcién estructurante el
elemento estructural plano B.. En seguida se listan las propiedades de las operaciones
bésicas de la morfologia matematica para funciones.

s Dualidad. Si x € F entonces
=0 (f)(@) =(=fx) v —elf)z)=75Gf)(z).

= Relaciones de orden. Si x € F entonces se cumple lo siguiente,

1. Sib(0) =0 = e(f)(x) < f < 0(f)(),
2. w(f) < f < wo(f)

» Isotonia (preservacién del orden). Si f < g entonces

e(f) < e(9), 0u(f) < 0u(g9), Ww(f) <wlg)y wu(f) < wp(g).
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Figura 2.3: Operaciones morfolégicas en escala de grises: lera columna, imagen original; 2da

columna, erosién y abertura; 3era columna, dilatacién y cerradura.

Idempotencia

Ww(f) =w(f) v wes(f) = ou(f).
Distributividad

Loe(fAg)=ce(f)Nelg) v ul(f Ag)=d(f) N d(g),
2. egun(f) =e(f)Verlg) v Sgun)(f) = (f)Vd(g)

Iteratividad

ev(eg(f)) = e, (f) ¥y 0(04(f)) = 0(5,(9)) (f)-

Conmutatividad. La dilatacion es una operacién conmutativa, i.e., fdg = gD f.

2.4. Espacio-escala en morfologia matematica

Dentro del marco tedrico del andlisis de imagenes y la visién por computadora el
uso de filtros que dependen de un parametro de escala ha resultado de gran utilidad.
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Un aspecto importante de este enfoque se refiere a la relacién que hay entre una escala
(espacial) y otra, y puede modelarse considerando un nuevo espacio conocido como
espacio-escala de la siguiente manera: sea f : R — R y sea ¢ : R” — R una funcién
suave, denominada nicleo. La “imagen espacio-escala” es la funcién F' : R” x R — R
definida por

F(z,\) = f(x) % g(z,\) (2.16)

donde * denota la convolucién (multidimensional). El dominio de la funcién F' es lla-
mado el espacio-escala. La idea para relacionar las escalas se basa en la siguiente ob-
servacién: si la escala es considerada como una variable continua entonces la funcién de
caracteristicas de una escala se relaciona con otra escala si se encuentran en la misma
curva de caracteristicas en el espacio-escala. Es comun usar como funcién ntcleo la

funcién Gaussiana 1
t

1
g(x,\) = Wexp (- YV z), (2.17)

donde, z' denota el vector transpuesto de x € R™.

El estudio méas amplio que se ha hecho de morfologia matematica esta basado en
elementos estructurales planos (b = 0). No obstante, la idea de usar funciones estruc-
turantes con parametros de escala fue introducida por Jackway y Deriche [21], quienes
definieron la funcién estructurante, gy : Gy € R"™ — R, tal que

@)= X g(| A" z) con ze€Gy y A#DO, (2.18)

donde A representa el pardmetro de escala y Gy = {x :| A |7} x € G}. La funcién g, es
conocida como funcion estructurante de escala. Para asegurar un comportamiento de
escala razonable ante cambios de escala, se exige que gy sea mondétonamente creciente
alrededor de cualquier direccién radial del origen. En particular, el conjunto de las
funciones convezas cumplen tal propiedad. Boomgaard y Dorst [32] definieron a los
operadores morfologicos en el espacio-escala basandose en un conocimiento a priori
acerca de las simetrias en el espacio de observacion. Las condiciones impuestas a las
funciones candidatas para fungir como funciones estructurantes son las siguientes:

1. Principio de superposicién, U*[\/;c;(a; + f9)] = Ve (ai + VA(f)),
2. Invarianza bajo traslaciones, ¥(f;) = (¥ f),

3. Principio de composicién, WAWH = PATH

4. Invarianza bajo escala, U (af) = aWT WV (f),

donde I' es una funcion arbitraria monétonamente creciente. En este contexto se puede
demostrar que el espacio-escala morfolégico es generado por las dilataciones cuadrdticas
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o parabdlicas, f ® ¥, donde

A 1 2

W) = 5 o |2 (2.19)
Esta ultima funcién ha sido aplicada por su capacidad en la regularizacién de funciones.
Maés adelante, en la subseccion 4.3.3 se mostrara el potencial de este tipo de operado-
res aplicados a la regularizacién de imagenes. El enfoque morfolégico tiene ventajas
sobre el espacio-escala Gaussiano como, por ejemplo, la propiedad de ser monétona-
mente creciente en cualquier dimension, las operaciones estan definidas para valores
negativos del parametro de escala y permiten un célculo eficiente. Sin embargo, Boom-
gaard y Dorst [32] opinan que dicho enfoque no es un substituto del enfoque basado
en el espacio-escala lineal ya que cada uno da una metodologia diferente para mirar
los mismos fendémenos en una imagen, aunque aceptaron que tienen gran verosimili-
tud a nivel algebraico y en general el enfoque morfolégico da informacién de caracter
local de las imdgenes. Otros autores como Verveek (1989) han estudiado las ventajas
de las propiedades de escalamiento de las funciones estructurantes en los operadores
morfolégicos.
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Capitulo 3

Morfologia Matematica en

Variedades Riemannianas

En este capitulo consideraremos el caso en el que el espacio soporte no es Euclidiano
sino una superficie suave o de modo mas general una variedad de Riemann.

3.1. Operaciones Morfolégicas Riemannianas Generales

Para comenzar, definimos las operaciones de erosion y dilatacién para una funcién
f sobre una variedad Riemanniana, de acuerdo a una familia de operadores definida a
través de dos propiedades que (al menos) deberfa verificar una funcién estructurante.
Las funciones consideradas serdn elementos de F/(M,R), el conjunto formado por todas
aquellas funciones cuyo soporte es una variedad Riemanniana M y su imagen es un

subconjunto de los reales extendidos R.

Definicion 3.1 Sea M una variedad Riemanniana. Un operador b : M x M — R,
se dice que es una funcion estructurante Riemanniana admisible en M si para todo

x,y €M,
1. b(z,y) <0 (negatividad),

2. b(z,z) =0 (maximalidad en la diagonal).

24



Enseguida se definen las operaciones de dilatacién y erosién para cualquier imagen f

de acuerdo a la funcién estructurante Riemanniana admisible b.

Definicion 3.2 Sea b una funcion estructurante Riemanniana admisible, la erosion y
dilatacion Riemannianas porb, e, : F(M,R) — Ry &, : F(M,R) — R, respectivamente,

se definen de la siguiente manera

es(f)(x) = mf{f(y) — bz, y)} (3.1)
G (f) (@) = sup{f(y) + b(z,y)} (3.2)

En la definicién anterior se permiten los valores {—oo, +00}, asi que en los casos donde
se opere con esos valores se deben hacer las siguientes consideraciones: co + a = 00,
x—a=00, —00+a=—00y —00—a = —o0. Por la propiedad de maximalidad en la
diagonal tenemos que f(y) —b(z,y) = f(x), cuando y = x, asi infyep{f(y) —b(z,y)} <
f(x) por tanto la erosién resulta ser antiextensiva. Por la negatividad de la funcién
b, f(y) < f(y) — by, x) entonces inf f(y) < infyer{f(y) — by, )} = epf(x) asi pues
infyenr f(y) < infrenmepf(x) y puesto que e f(x) < f(x) entonces infycps e f(z) <
inf,eps f(z) por tanto infyeps f(z) = infieprepf(x), esto es, la erosién preserva el
infimo. De manera similar se puede probar que la dilatacién es extensiva y preserva el
supremo. Ademas es sencillo demostrar que el par (e, ) resulta ser una adjuncién, esto
es, 0p(f) < g < f < eg), consecuentemente, podemos definir la abertura y cerradura
Riemannianas de acuerdo a la funcion estructurante admisible b como

Ww(f)(x) = sup yig]@{f (y) = b(y, 2) + b(z, 2)}, (3.3)
op(f)(w) = inf sup{f(y) +b(y,2) = b(z,2)}. (3.4)
2eM ye M

FEn la siguiente seccién trataremos el caso particular de una funcién estructurante ad-
misible que tiene importantes propiedades de regularizacién. Otros ejemplos de este
tipo de funciones pueden encontrarse en [5, 14].

3.2. Operaciones Riemannianas candnicas

En esta seccion se presentan una familia particular de operaciones Riemannianas

< dyr(z,y)? ‘

en la que la funcién estructurante se define como b(z,y) = —% con parametro de
escala A > 0. Esta familia es una generalizacién de la familia parabdlica (o cuadratica)

definida en el espacio Euclidiano, ver seccién 2.4.
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3.2.1. Erosiones y dilataciones Riemannianas candnicas

Las definiciones de las operaciones morfolégicas basicas para variedades Rieman-
nianas se obtienen a partir de una sustitucion de la distancia Euclidiana, en la funcién
estructurante cuadratica candnica, por la distancia geodésica Riemanniana definida en

la variedad.

Definicién 3.3 Sea M una variedad Riemanniana completa, dy; : M x M — RT,
(z,y) — dyp(z,y), la distancia geodésica en M y X\ > 0. La erosion Riemanniana

candnica con pardmetro escalar A, €y : F(M,R) — F(M,R), se define como

ex(f): M =R (3.5)

ex(f)(x) = mfyen {f(y) + Delew’y

de manera similar, la dilatacion Riemanniana candnica con pardmetro escalar X\, 0y :
F(M,R) — F(M,R) , se define como

OH(f):M—=R (3.6)
SA(f)(x) = supye {f(y) — Delewl®y

El concepto de adjuncidn, introducido por Heijmans and Ronse (1990), en el marco
tedrico de reticulos completos [18], es un concepto fundamental de morfologia mateméti-
ca clésica, puesto que esta estrechamente relacionado con los conceptos de erosion y
dilatacién. El siguiente resultado muestra que si las funciones f y g son definidas en
la misma variedad Riemanniana entonces tenemos una relacién de adjuncién entre las
operaciones Riemannianas canénicas elementales. Al par (ey, dy) se llama la adjuncion
Riemanniana canonica.

Proposicién 3.1 Si f y g € F(M,R) se cumple que )(f) < g < f < ex(g).
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Demostracién:

Ve e M, ox(f)(z) < g(z) & Vre M: sup{f(y) — %/\’11)2
yeM

T 2

2
Ve € M, Yy € M, f(y) < gla) + DV

d 2
ey e M, f(y) < inf folr) + DLV

S VYyeM, f(y) <elg)(y)l

}<g(x)

sVre M, Vye M, f(y)

La propiedad siguiente es muy importante en morfologia matematica clasica. En reticu-
los completos es usada para definir las operaciones que resultan ser erosiones y dila-
taciones. Este resultado puede ser deducido de la propiedad de adjuncién, (ver [18],

proposicién 2.5).

Proposicién 3.2 Dada una familia de funciones f; € F(M,R), se tiene que la erosién
canodnica conmuta con el infimo y la dilatacién candénica conmuta con el supremo, esto

es:

On(Vierfi) = Vierdx(fi)

ex(Nierfi) = Nierex(fi)
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Demostracion,

a)fily) < (Vifi)(y) Vi

i = 5yl v)? < (VGf)) - 5rdu(ey)? Vi
@sgp{fi(y) - %dM(rc y)*} < sgp{vjfj(y) - ﬁdM(x y)*} Vi

S0 fi(e) < sl 1)) = grdu (0} i

(5Afz(ﬂf)) < a(Vjfi)(=)
(5>\fz)(x) < a(Vjfi) ()

)i = gy durle,y)? < suplfi = 5rdur(z,2))

Vi Uily) - %dw V)< VilOA ()}

< Vi{fiy)} - —dM(:v y)? < Vi{drfi} (z)

< sup{V,fi(y) — ﬁdM(JE y)2} < Vil fi}(x)
y

S0\(Vifi)(x) < Vi) fi()

Procediendo de manera similar, se puede obtener el resultado para el caso de la erosién
Riemanniana canénica. En la figura 3.1 se muestra el resultado de erosionar y dilatar la
funcién f(z) = sen(x), definida en un subconjunto de R, contaminada con ruido Gaus-
siano con diferentes valores para A. En la figura 3.2 se muestra la erosion y dilatacién
Riemannianas candnicas para una imagen en escala de gris de 300 x 369 con diferentes
valores para .

3.2.2. Aberturas y cerraduras Riemannianas candnicas

La morfologia matematica es una teoria constructiva, y la construccién se basa
en el hecho de que sus operaciones no son invertibles. De la definicién 3.2 se tiene
que, para cada variedad M se define el par de operaciones (dy,ey) cuyo dominio y
contradominio es F(M,R). Asi pues, la abertura Riemanniana candnica y la cerradura
Riemanniana candnica con pardmetro X\, yz(f) : F(M,R) — F(M,R) con v\(f) =
e v ealf) + F(M,R) — F(M,R) con pa(f) = ex(6r(f)), respectivamente,

estan bien definidas. Estas operaciones pueden ser calculadas de manera directa segin
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Figura 3.1: Erosiones y dilataciones Riemannianas canénicas, con M = (m, 1) CRy f(z) =

sen(x) contaminada con ruido Gaussiano. De izq. a der.: A =1, A = 0.5y A = 0.25.

la siguiente proposicion.

Proposicion 3.3 La abertura Riemanniana canénica y la cerradura Riemanniana canéni-

ca con parametro de escala A, se pueden escribir como

W@ = sup W {F(5) + 55z = 5rdur(z o)), (3.7
() = inf, sup{F(0) — () + gpdus(e, )] (38)

En algunas ocasiones la variedad Riemanniana en la que se trabaja depende de la fun-
cién a evaluar. Una vez aplicada la operacion de erosién 6 dilatacion, la funcion cambia
y con ello su dominio. Asi pues, si fuera necesario la aplicacién de méas operaciones
morfolégicas habria que redefinirlas de acuerdo a la nueva variedad, si asi resultara,
para que tuviera sentido aplicarlas. En la figura 3.3 se muestra el resultado de aplicar
una aberturas y cerraduras Riemannianas candnicas a la funcién f(z) = sen(x) conta-
minada con ruido Gaussiano, definida en un subconjunto de R, con diferentes valores
para A. En la figura 3.4 se muestra el resultado de aplicar aberturas y cerraduras Rie-
mannianas candnicas para una imagen en escala de gris de 300 x 369 con diferentes
valores para .

3.2.3. Propiedades generales

Dualidad. Para f € F(M,R), se define el complemento de f como f¢(z) = —f(x). La
erosién y dilatacién Riemannianas candnicas son operaciones duales con respecto a la
complementacion de funciones. Andlogamente, la abertura y cerradura son duales en
el mismo sentido.

AN =€) v mlf) =5 (f).
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Figura 3.2: Erosiones y dilataciones Riemannianas canénicas, con M = (0, 300) x (0, 369) C R2.
Por columna, de izq. a der.: ler. columna: imagen original; 2da columna y 3ra. columna, erosion

y dilatacién Riemannianas canénicas con A = 0.25 y A = 0.5, respectivamente.

Demostracién:
U = - it - fy) + DI
= it (/) - D)
= ;gﬂl;{f(y) - %A’W}
NG

La demostracién de la dualidad de vy y ¢, se obtiene aplicando la dualidad para €y y
6 como sigue: 1\(f) = dx(ex(f)) = e5((e5(f))) = eX(0r(f€)) = ¢5(f°).- W
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Figura 3.3: Aberturas y cerraduras Riemannianas candnicas, con M = (m, %77) C R: de izq. a
der: A=1, A=05y A =0.25.

Crecimiento. Sean f, g € F(M, R). Si para cada # € M se cumple que f(z) < g(z)
entonces, para cada x € M y para cada A > 0, se cumplen las siguientes relaciones de
orden,

a) 0\(f)(@) < dx(9)(z) y ex(f)(@) < exlg)(x),

b) M) < l9)(x) y ex(f)(@) < ealg)().

Demostracion:
a)
i £(y) < 9(y) =5 (0) — 5 du(e,9)? < 9(0) — gy v)
1 1
. —d , 2 < . —d , 2
isgp{f(y) - Mz, y)*} < Sl;p{g(y) - M, y)”}

v LS () — 5rda(e, )} < (o) — 5odar(e, )}

=0\(f)(x) < o\ (9)(x) y ex(f)(z) < ex(g)(z) W

La demostracién de b se deduce facilmente de a).

Extensividad y antiextensividad. Por definicion, la dilatacion y la cerradura Rie-
mannianas canonicas resultan ser extensivas, mientras que la erosién y la abertura
Riemannianas candnicas resultan ser antiextensivas, esto es,

a)Vz € My VA > 0, ex(f)(x) < f(z) < (f)(x),

b)Va € M y VA > 0, m(f)(z) < fz) < oa(f)(@).

Demostracién:

a) Note que si y = x entonces f(y) + %dz(y,:n) = fly) — %d%y,az) = f(z) asi pues,

A(N)@) = B (1) + 5x 00} < (@) < sup{ () — 57,0} = B (1)(@)

yGM yeM 2)\
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Figura 3.4: Aberturas y cerraduras Riemannianas canénicas, con M = (0, 300) x (0, 369) C R2.
Por columna, de izq. a der.: ler. columna: imagen original; 2da columna y 3ra. columna, erosion

y dilatacién Riemannianas canénicas con A = 0.25 y A = 0.5, respectivamente.

b) Por otra parte, si y = z entonces f(y) + sxdn(z,y)? — sxdar(2z,2)? = f(z). Luego

inf {£(y) + g (20 — e (2,2} < (@)

= sup inf /() + 5dur(0)° = grdu(z,a} < sup{f(@)} = f(a)

=n(f)(z) < f(z).

De manera similar se obtiene la demostracién para la extensividad de la cerradura Rie-
manniana canoénica. ll
De estos resultados podemos deducir facilmente las siguientes dos propiedades: €)(f)(x) <

W@) y ea(f)(z) < oa(f) ().

Propiedad de orden. Si 0 < A\; < A9 entonces,
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a) 0y, (f)(x) < 0, (f) (@) ¥y ex,(f)(2) < ex, (f)(2).
b) ox, (F)(@) < @x, () (@) ¥ M (F)(2) < 0, (F)(2)-

Demostracién:
a)
Si0< A <X =fy) — ov-du(z,y)” < fly) — 5-du(z,y)
2/\1 2/\2
1 2 1 2
1 1
= sup{f(y) — 5—dn(z,9)*} <sup{f(y) — 5—dn(z,y)*}

y () + 5y-dar(e,)*) < ET) + 5-dur(ew)?)

=0, (f)(2) < 00, (F)(2) ¥ ex,()(2) < ex,(f)(z) W

b) La demostracién de este resultado es una consecuencia directa de adjuncién, ver [5].
De donde se sigue que @y, (f)(x) < @x, (f)(z) de manera similar se prueba que

e (F)(@) < 5, (f) () B

Idempotencia. Las operaciones de abertura y cerradura son operaciones idempotentes,

esto es

YA =)y eaea(f) = exl(f)

Demostracién: Por la propiedad de extesividad de la cerradura se tiene que e)f <
ox(exf), entonces €y f < exdaeyrf. Por otro lado, por la propiedad de antiextensividad de
la abertura y la erosion se cumple que ex(yx(f)) < ex(f) y por tanto exdrex(f) = ex(f).
Usando esta ultima igualdad se tiene que

Af) = dxexdrea(f), (3.9)

= d(exdren)(f), (3.10)

= n(f)- (3.11)

De manera similar se comprueba que 0 exdx(f) = 0A(f) y por tanto que prxpx(f) =

ea(f). I
Invarianza bajo isometrias. Si T : M — M es una isometria, es decir, T es una

funcién biyectiva que preserva distancias, es decir, dy(T(x),T(y)) = dy(z,y) para
todo z,y € M, y si f es invariante bajo T, f(Tz) = f(z), entonces la erosién y dilata-
ci6n Riemannianas candnicas son invariantes bajo T', es decir, d)(f)(Tz) = o\ (f)(z) ¥
ex(/)(Tz) =ex(f)(z) Yz M yVA>0.

Demostracién:
Puesto que T es biyectiva entonces M = T (M), asi para cada y € M existe w € M tal
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que y = Tw. Ademas Tw € T(M) < w € M. Entonces

(T2 = sup{f(y) — —d*(Tzy)}

yeM 2
= sup  {f(Tw) — ial2(Tz,Tw)}
Twe M=T(M) 22
_ L
= TwsggFI?M){f(w) o (2 w)}
1
= jgﬁ{f(w)—ﬁd%z,w)}
= (f)(z)

la invarianza para la erosién Riemannina candnica se demuestra de manera similar. B

Preservacion de extremos. La erosién y abertura Riemannianas candnicas preservan
el supremo absoluto, mientras que la dilatacion y la cerradura Riemannianas canénicas
preserva el infimo absoluto, esto es, inf f = infe(f) = infy(f) y sup(f) = supd(f) =

sup ().
Demostracion:

1) fle) <onflz) VoeM —sup f < supdyf

) f) - ~Pay) < fy) YreM = sup{f(y) - —d(a,y)} < sup fly) VeeM

2)\ yeM 2)\ yeM
= 0\(f)(x) <supf Vee M
= supdyf <sup f

De 1) y 2) se tiene que sup f = supdyf, y ya que v f(z) < f(x) < o\(f)(z) entonces
sup f = supv,f = supdyf. De manera similar se demuestran las igualdades para el
infimo. M

También tenemos que si f es semicontinua inferiormente (superiormente) entonces cada
minimo (maximo) de ex(f) (dx(f)) es un minimo de f y viceversa.

Demostracioén:

Por la propiedad de crecimiento, es claro que si xg es un minimo de f, entonces también
es un minimo de €, (f). Supongamos que zp es un minimo de €x(f) y que existe x; € M
tal que f(z1) < f(xg). Para e = f(z9) — f(x1), por la semicontinuidad inferior existe
una vecindad U de xq tal que f(x1) = f(z0) — € < f(x) para todo x € U, entonces por
crecimiento ex(f)(x1) < ex(f)(z), para cada x € U, en particular ex(f)(x1) < ex(f)(zo),
pero ex(f)(z1) = ex(f)(zo) — € < ex(f)(x0) lo cual contradice que zp sea el minimo de

ex(f).- |
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Propiedad de localizacién. En la préctica, las imdgenes a estudiar son funciones
acotadas. En este caso el siguiente resultado da una idea acerca de la localizacién de
los operadores morfolégicos candnicos asi como de sus efectos en cualquier variedad
Riemanniana. Sea M una variedad Riemanniana, f y g dos funciones reales acotadas
sobre M, esto es, a < f(x) y g(x) <bVz € M, con a,b € R. Entonces

o dM(xa y)2
ex(f)(z) —yegf( ){f( y)+ T}’ (3.12)
2
o)) = s {oly) ~ DBy 3,13
YEBr, (z)
Donde 7, = \/2A(f(z) — a) en el caso de la erosién, y r, = \/2A\(b — g(z)) en el caso

de la dilatacion. Demostracion:

SiA™={y e M: fy) + PED < f(a)} y BT = {y € M: f(y) + 2E8 > p(a)),
entonces

x, z,y)?
nf (1) + DDy < gy < o () + D000

yc Az yeB® 2\

y ya que M = A% U B”, entonces

z,y)? )2 )2
inf (7() + PV = ming g (7) + PRy g g5(p) + DOy

T 2
= tuf {f(y)+ D)y (+)

yEA® 2\

Ast e\ f(z) = infyea={f(y) + M} Por otra parte, puesto que a < f(y) Yy € A*,
entonces
a+ dM(w,y < fly) + dM ) < f(x)
= dM(:U,y) < 2>\(f($) —a)
= A* C B, (z),

donde r, = \/2A(f(x) — a). De (*) y ya que B, (z) C M, entonces
z,y)? z,y)?
f () + 20y - e () + 20

yEA® 2\ YEBy, (z 2

Por tanto e) f () = infycp, (x) {f(y)—k%} Por otro lado, en el caso de la dilatacion
Riemanniana canénica, definase A* = {y € M : f(z) < f(y) — dM } y B* ={y €
M : f(x) > f(y) — M} Asi pues tenemos que

T 2
sup {£(3) — D80 > o) > sup () - DLy,
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y ya que M = A* U B* entonces

X 2 X 2
Srfl) = mix{sup {fy) — 2Dy (ry) - D)y

yc Az 2\ yeB® 2
= ysgﬁ{f(y) - %fm}.
Ademids A" C B, () con r, = \/2\(b — f(x)) y puesto que B, (z) C M, entonces
_ du(x.y)®

orf(x) = sup {f(y)

N
YEB,, (z) 22

En el caso de que la funcién f, en la proposicion anterior, también fuera acotada
superiormente por T, entonces f(z) —a<T —ay T — f(z) <T — a, por tanto

T 2
AW = it (7w + Dy (3.14)
~ du(z, y)?

ox(g)(z) = sup {g(y) b (3.15)

yEB, (z) 2\

Donde r = /2\(T — a).

3.3. Regularizacién de imagenes usando (¢),0,)

La regularizacion de funciones ha sido aplicada en muchas dreas del procesamiento
digital de imagenes y vision por computadora. El objetivo de los modelos de regulariza-
cién es obtener un modelo simple de la imagen de tal manera que sélo las caracteristicas
importantes se conserven. Este tipo de método ha sido aplicado en una amplia gama
de problemas de procesamiento de imédgenes como la restauracion, visualizacién de flu-
jo, la estabilizacion de los movimientos de la camara, el aprendizaje automatico, etc.
Actualmente existen diferentes modalidades de imégenes que son desplegadas sobre su-
perficies, las cuales frecuentemente no son suaves y su regularizacion puede ser necesaria
en la aplicacion. Las principales técnicas desarrolladas en este dmbito estan basadas
principalmente en ntcleo de calor (heat-kernel) y difusién parecida (diffusion-like) PDE
40, 11].

3.3.1. Regularizacion de Moreau-Yosida

En el campo del anélisis convexo y optimizacién [17], el método de regularizacién

propuesto por Moreau-Yosida [28] para funciones definidas en un espacio vectorial E,
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(Euclidiano o de Hilbert), propone la operacién de erosién donde la funcién estructu-

rante es una funcién convexa. Mas precisamente tenemos la siguiente definicién.

Definicién 3.4 Dada una funcién semicontinua inferiormente f : E — R U {—oc}, la

reqularizacion de Moreau- Yosida de f o envolvente de Moreau, se define como
) 1 2
Ia(z) = ;glg{f(y) +oy Tz =y 7} (3.16)

Teorema 3.1 Sea f : E — R U {—o0} una funcién semiconvexa y semicontinua in-
feriormente. Entonces, para cada A > 0 la aproximacion de Moreau-Yosida fy es una

funcién convexa, suave y su derivada es Lipschitz continua, esto es
| fa(@1) = fa(@2) S ka1 —a2|  V(z1,22) ER xR

En terminos morfolégicos fi(x) = €)f(z), por lo tanto esta funcién tiene todas
las propiedades de la erosién demostradas anteriormente. Note que si A — 0, entonces
fn — f. En general si f no es convexa f) no es suave y esto limita la aplicacion de estos

resultados al andlisis de imagenes puesto que las imédgenes son convexas raramente.

Ejemplo 3.1 sea f: R — R, definida como f(z) = |z|. La envolvente Moreau de f es
la funcién ey f(z) conocida como funcién Huber
S22 sifz] <A

1 L
= inf e — 21 — 2X
exf(a) = mt{fy| + 5le — "} 2= sifal > A

3.3.2. Regularizacion de Lasry-Lions

La regularizacion de Lasry-Lions es una generalizacién de la regularizacion de
Morea-Yosida para funciones definidas en espacios de Hilbert usando combinaciones
de erosiones y dilataciones con funciones cuadraticas como funciones estructurantes.

Estos resultados no asumen que las funciones a considerar son convexas.
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Funcidn Huber

N fix)
TH S
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g B 4 2 0 2 4 B E

Figura 3.5: Regularizacén de la funcién f =|z| con A=1.5, A =1y A =0.5.

Definicion 3.5 Sea f : R” — R, para 0 < p < X se definen las reqularizaciones de

Lasry-Lions como el siguiente par de funciones

(@) = sup f ((5) + g5 (2.0)* = 5-du (2., (3.17)
(P0(@) = o, sup 1(9) — 5pdan(=,9)* + (e, (3.15)

Enseguida se presenta el resultado principal de esta regularizacién.

Teorema 3.2 Si f € BUC(R") ={f:R" - R : f es acotada y uniformemente continua}
entonces las funciones (fy)* y (f*), se encuentran en C;’l(]R”) = {f € C}{RM) :
V£ es Lipschitz}, donde C}(R") = {f € CY(R") : f,Vf son acotadas}, y convergen
uniformemente a f cuando A — 0.

Ademis, Si la funcién f es convexa entonces (fy\)* y (f) , Tesultan ser suaves y conver-
gen uniformemente a f cuando A — 0. Si f es uniformemente continua en bolas abiertas
entonces las regularizaciones convergen en bolas abiertas a f, si f es semicontinua in-
feriormente y acotada por abajo, entonces para 0 < p < A, () u €S suave y converge

puntualmente a f cuando A — 0. Dualmente, si f es semicontinua superiormente y aco-
tada superiormente entonces (f*) u €s suave para 0 < g < A, y converge puntualmente
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cuando A — 0. como regla general, si f es una funcién convexa entonces disfruta de
mas regularidad o simetrfa, entonces (fy)* y (f*), también podrén disfrutar de una
mayor regularidad y la simetria se preserva, por ejemplo, si la funcién f es convexa (o
céncava) entonces (fy)* es también convexa (o (f), es céncava).

Por otra parte, en el marco de morfologia matematica las anteriores definiciones se
pueden reescribir de la siguiente manera: (fy)" = duenfy (fA)M = e,0\f. Asi pues, en
un sentido cualitativo podemos ver estas operaciones como pseudo-aberturas y pseudo-
cerraduras Euclidianas que cumplen las siguientes propiedades, similares a las propie-
dades para la abertura y la cerradura.

Crecimiento. Si f < g entonces

A< (@) vy (D < (@D (3.19)

La demostracion de esta propiedad se obtiene facilmente empleando las propiedad
de crecimiento de la erosion y dilatacién Riemannias canodnicas.

Orden. Si A\ > Ao > po > up > 0 entonces

()" < () < F < (e < (P (3.20)

Demostracién

Puesto que Ay < Ay, por la propiedad de orden de la erosiéon tenemos que fy, <
fr,- Puesto que py < po y por las propiedades de crecimiento y orden de la
dilatacién y erosion tenemos las siguientes desigualdades

() < () < (a)k2.

Por otra parte, puesto que o < Ao, por la propiedad de orden de la dilatacién y
la antiextensividad de la abertura tenemos que

(f) < (M) < f.
De manera similar se obtiene el resto de la desigualdad. Bl

FEn caso de que A\; = 1 y Ao = po obtenemos las operaciones de abertura y cerradura

Riemannianas canodnicas. Asi pues, la diferencia esencial entre estas operaciones y las

regularizaciones de Lasry-Lions es que estas tultimas no son idempotentes, ademas las
. . >\

funciones y\f y ¢af no son suaves en general, mientras que (f)\)" y (f*), son suaves

bajo hipdtesis de acotamiento y semicontinuidad.

Una de las “desventajas” de estas regularizaciones es el comportamiento asimétri-
co que presentan. Bernard (2010) propuso recientemente otro par de operaciones que

regularizan funciones acotadas localmente y que son mas simétricas.
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Figura 3.6: Aberturas y cerraduras VS Regularizacién de Lasry-Lions.

Definicion 3.6 Sea f : R™ — R. Las regularizaciones de Bernard se definen, desde un

punto de vista morfoldgico, como

R; (f)(x) = exdorerf, (3.21)
R;\_(f)(w) = (5)\52)\(5)\f. (3.22)

Teorema 3.3 Para cada funciéon f : R"™ — R acotada localmente y para cada A > 0,
las regularizaciones R (f) y Rj( f) son CHY(R™) y si f es uniformemente continua,

estas regularizaciones convergen a f cuando A — 0.

En la figura 3.7 se hace una comparacién entre las regularizaciones de Lasry-Lions y las
regularizaciones de Bernad, donde se puede observar que estas ultimas son mas simétri-
cas. En la figura 3.8 se presentan las regularizaciones de Bernard en dos dimensiones.
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Figura 3.7: Regularizacién de Lasry-Lions VS Regularizacién de Bernard.

3.3.3. Regularizacion en variedades Riemannianas de variacién aco-
tada

Los resultados de Lasry-Lions se han extendido para variedades compactas, y de
manera mas general, para variedades Riemannianas de variacion acotada. Una difi-
cultad encontrada en esta tarea de generalizacién es la extensién de la definicién de
suavidad global C! a variedades Riemannianas. Recordemos que dado H un espacio
de Hilbert o R™, si U es un subconjunto abierto de H,y f : U — R se dice que f € Ot
si f € CHU) y el gradiente Vf : U — R" es Lipschitz, esto es, existe C' > 0 tal que
|IVf(z) = Vf(y)|l < Cllx—y|| para todo z,y € U. La extensién al caso de variedades
Riemannianas no es trivial puesto que los vectores Vf(x) y Vf(y) se encuentran en
diferentes fibras de T'M. En esta tesis se trabaja bajo el marco tedrico presentado en
[8] donde se presenta una definicién de suavidad global C1'! que hace sentido en cada
variedad Riemanniana, que se reduce al caso de espacios planos, ademés permite tra-
bajar con la forma de la constante de Lipschitz y que cumple con la mayoria de las
expectativas que uno espera tener sobre una definicién razonable de este concepto. Para
presentar la definicién de una funcién de suavidad global C'%! recordemos de manera,
breve dos conceptos importantes: el radio de inyectividad y convexidad de una variedad

Riemanniana M.
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Figura 3.8: Regularizaciéon de Bernard en dos dimensiones con A = 0.5: de izq. a der.: imagen

original, R} (f)(z) y Ry (f)(z).

Definicion 3.7 Sea M una variedad Riemanniana. FEl radio de inyectividad de M en
un punto z, i(z), se define como el supremo de los radios para los cuales la funcién
exponencial exp, es un difeomorfismo de clase C* entre Br,p(0,7) y su imagen. El
radio de inyectividad de M se define como (M) = inf{i(x) : 2 € M }. Por otra parte el
radio de convexidad en un punto z € M se define como el supremo de todos los radios
r > 0 tales que la bola B(z,r) es convexa. El radio de convexidad de M se define como
(M) = inf{c(x) : x € M}.

Es bien sabido que i(z) > 0y ¢(x) > 0. Por tanto, para cada xy € M, IR > 0 tal
que la bola B(xg,2R) es convexa y exp, : Br, (0, R) — B(0, R) es un difeomorfismo
C* para cada x € B(zg, R). Si z,y € B(zo,R) y la curva n : [0,/] — M es la tnica
geodésica con 7(0) =z, n(¢) =y, L = d(z,y), h € T, M y P :[0,{] — TM es el unico
campo vectorial paralelo a lo largo de 1 con P(0) = h, entonces se define Ly, (h) = P(¢).
cuando (M) > 0y ¢(M) > 0, la funcién Ly, : T, M — T,,M nos permite comparar dos

vectores que se encuentran en diferentes fibras de T'M.

Definicion 3.8 Sea M una variedad Riemanniana y f : M — R se dice que f es
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de clase CYYH (M) si f € CY(M) y existe C > 0 tal que para cada rg € M existe
r € {0, min{xg, c(xg)}}, tal que para cada x,y € B(xg,r),

IVf (@) = Loy V()| < Cd(z,y). (3.23)

Se dice que C es la constante de Lipschitz de Vf y que V f es C-Lipschitz. Definimos
Lip(Vf) como el infimo de tales C. A continuacién se definen otros conceptos que

tienen una conexién importante con el concepto de suavidad global C'!,

Definicion 3.9 Sea M una variedad Riemanniana, se dice que una funcion f : M —
(—o00,00) es semiconvera (globalmente) si existe ¢ > 0 tal que para cada zo € M,
la funcién f + Cd(-,70)? es convexa en M. De manera similar, se dice que h : M —

2 es céncava

[—00, 00| es semicdncava (globalmente) si existe D > 0 tal que h— Dd(-, xq)
en M, para cada xg € M. Decimos que f es semiconvexa localmente (o semicéncava
localmente) si para cada x € M existe 7 tal que f| ) @ B(z,7) — (—00,00) es

semiconvexa (o semicéncava).

Note que h es semiconvexa si —h es semiconcava. Si existe C' > 0 tal que para cada
g € M, existe r > 0 tal que la funcién = € B(zo,r) — f(x) + Cd(x,y0)* es con-
vexa (o céncava) para cada yo € B(xo,r) se dice que la funcién f : M — (—o0,00)
es C-semiconvezxa localmente (o C-semicéncava localmente). Finalmente, se dice que
f: M — (—o0,00) es uniformemente semiconvezra localmente (o uniformemente se-
miconcava localmente) si existen C, R > 0 tal que para cada xg € M la funcién
r € B(zg,R) — f(x) + Cd(x,y)? es convexa (o céncava) y se dice que f es C-
semiconvexa (o semiconcava) localmente. El siguiente resultado es muy importante
puesto que relaciona los conceptos de semiconvexidad local y suavidad C1! en va-
riedades Riemannianas. La demostracion de este resultado puede encontrarse en [8].
Claramente la semiconvexidad global implica la uniformidad semicéncava localmente y

esta ultima implica semiconvexidad local.

Proposicién 3.4 Sea M una variedad Riemanniana tal que dim(M) < oo. Si una

funcion f : M — R es C-semiconvexa localmente y C-semicéncava localmente, entonces
fe b (M) y Lip(Vf) < 12C.
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El conjunto de funciones definidas en variedades Riemannianas para las cuales se han

extendidos los resultados de Lasry-Lions se definen a continuacién.

Definicién 3.10 Dadas M una variedad Riemanniana y una funcién f : M — RU{co},
se dice que f es minorizada cuadrdticamente si existe ¢ > 0, xg € M tal que para cada
re M,

f(@) 2 =51+ d(@,20)?). (3.24)

de manera similar, una funcién g : M — RU{oo}, estd mayorizada cuadrdticamente si

existe d > 0 y 9 € M tal que para cada z € M

o(r) < S0+ d(z0)?) (325)

FEnseguida se presenta el resultado que establece la convexidad local de las funciones

().

Proposicion 3.5 Sea M una variedad Riemanniana con curvatura seccional K tal
que |K| < Ko, i(M) >0y ¢(M) > 0. Sea f : M — R una funcién minorizada

cuadraticamente y h : M — R una funcién mayorizada cuadraticamente. Esto es,

f(x)2—§(1+d(a:,a:o)2) v h(x) < =(1+ d(z, 0)?) (3.26)

o

para cada x € M y para algiun ¢ > 0. Sea ¢ > 1, si f es acotada en M entonces existe
Ao (Ko, || flloe> @) > 0 tal que para cada X € (0, Ao] la funcién fy es uniformemente k-
semiconcava localmente. Similarmente, si h es acotada en M, entonces existe ug > 0

tal que h* es uniformemente i—semiconvexa localmente para cada u € (0, po].

Observacion 3.1 Si f es una funcion acotada y mayorizada cuadraticamente, entonces
fx también tiene estas propiedades puesto que inf,cps f(y) < fa(z) < f(z). Luego, si
hacemos h = f)\ en la proposicién anterior, entonces h* = (f\)* es uniformemente
q

ﬂ-semiconvexa localmente para todo p € (0, ug] con pg > 0.

En la siguiente proposicién se establece que la funcién (fy)* es uniformemente se-

miconcava localmente.
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Proposicion 3.6 Sea M una variedad Riemanniana con curvatura seccional K tal que
|K| < Ko,i(M) >0yc(M)>0y f: M — R una funcién mayorizada cuadraticamente.
Si f es acotada en M entonces existe g tal que para cada A\ € (0, \g] y para cada
w € (0, %] la funcién (fy)* es uniformemente semicéncava localmente con constante
B, = %.

Para la aplicaciéon de los resultados de la proposicién 3.5 y la proposicién 3.6 es muy
importante determinar los valores de A\g y ug. Estos valores se pueden deducir de las

demostraciones de los resultados anteriores, que se pueden consultar en [8], como sigue:
Sea%>e>0talque

1+4+¢€ < 8¢+ 1 — €2

> .
T=1=¢ 7 q_4(1—e)2—1+e2

Entonces, podemos encontrar R tal que 0 < 2R < min{i(M), c(M), %\/KO} y para
cada ¢ € (0,2R],

VKol sen(v/ Kol) cos(v/Kol)
senh?(v/Ko)
VKl

b) sen(v/Kof) < {1+,

cosh(v/Kof)
C) m S (1 + 6).

Por otra parte, usando la propiedad de localizacién podemos escribir

a) >(1—ce),

dy(z,y)?
W)= sup {n(y) — POy
yEBr(x) 1%

donde r = \/ku, k = 4T y |h| < T. Finalmente, calculamos p usando la siguiente
ecuacion 22
=1
El valor de Ag se elige bajo las mismas restricciones. Asi pues, si f es minimizada
y mayorizada cuadraticamente, y acotada, entonces existe A\g > 0 tal que para todo
A € (0,)\] y para todo p € (0, ﬁ] la funcién (fy)* es uniformemente semiconvexa
localmente y uniformemente semicéncava localmente con costante B, = %, en ambos
casos. De acuerdo a la proposicién 3.4 se tiene que, para todo A € (0, \g] y para todo

1€ (0, 3], la funcion (f)# € CLL(M) y Lip(Vf) < 12(3%).

o (3.27)
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Finalmente, la importancia de este método de regularizaciéon en el procesamiento digital
de imégenes, radica en el hecho de que las operaciones de regularizacién (fy)* son
completamente explicitas y preservan muchas caracteristicas geométricas de la imagen.
Como ejemplo de aplicacién de esta teoria en el capitulo 4 presentamos el caso de
imagenes cuyo soporte es una esfera y que pueden surgir en diversos problemas de
procesamiento de imagenes.

3.4. Erosion y dilataciéon Riemannianas isotrépicas planas

En esta seccién se definen las operaciones de erosién y dilatacién Riemannianas
usando un elemento estructural plano, definido sobre una bola geodésica en la variedad.
Estas definiciones corresponden al caso de la morfologia matematica para imagenes en
escala de grises usando como elemento estructural un disco en el espacio euclidiano.

Sea By(z) = {y : du(z,y) < r} la bola geodésica de radio r,

Definicion 3.11 La erosion y dilatacion isotrdpicas planas de tamano r estan dadas,

respectivamente, por

e, (f)(x) = f{f(y) : y € B(x)} (3.28)
6B, (f)(x) =sup{f(y) : y € B,(x)}, (3.29)

Las operaciones de cerradura y abertura isotropicas planas se definen como la compo-
sicion de las dos anteriores, es decir

¢B,(f) = €B,.(0B,.(f)) (3.30)
7B, (f) = 0B, (€8, (f)) (3.31)

Todas las propiedades formuladas para las operaciones Riemannianas candnicas se man-
tienen para los filtros isotrépicos planos, no obstante, en la practica, estos ultimos re-
sultan ser mas apropiados en problemas que tienen que ver con extracciéon de objetos o
estructuras geométricas y no con la regularizacién. En las secciénes 4.6 y 4.7, se ilustra
la aplicacién de filtros resultantes de la combinaciones de las operaciones isotrépicas
planas para imagenes con soporte en la esfera.
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Capitulo 4

Morfologia Matematica en la

Esfera

4.1. La esfera

Después del plano, la esfera es una de las superficies mas estudiadas en varias
dreas de las matemdticas debido a su simplicidad. La esfera, denotada S?, en el espacio
Euclidiano R? se define como el conjunto de todos los puntos que equidistan del origen
en R3. Esto es,

S = {x = (z1,29,23) € R® : 2% + 23 + 22 =1} (4.1)

Note que la esfera S? es una superficie bidimensional. La esfera S? también se puede
especificar en coordenadas esféricas de la siguiente manera

x1 =cosfsin¢
To =sinfsing
T3 = cos ¢

donde # varia en el intervalo [0,27] y ¢ varia en el intervalo [0,7]. En el campo de
procesamiento de imagenes existen muchas situaciones en las que la superficie, la cual
es dominio de definicién de una imagen a estudiar, se puede modelar mediante una esfera
para simplificar el problema. Asi pues, tal imagen se puede definir como una funcién f
cuyo soporte es la esfera S? y que es valuada en los reales extendidos, R U {—o0, +00}.
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4.2. Imagenes con soporte en la esfera

Las iméagenes definidas en una superficie esférica en lugar de un plano surgen en
diversas situaciones en visién artificial y graficos por ordenador. Algunos ejemplos de
este tipo de imagenes son las obtenidas mediante una deformacién de una superficie
compleja, mediante un mapeo conforme entre la superficie y la esfera, justificado con
la aplicacion de teoria de superficies de Riemann que afirma que cualquier superficie sin
hoyos, o sin intersecciones con ella misma, se puede mapear de manera conforme a una
esfera. Las principales aplicaciones de este tipo de mapeo se pueden encontrar en el drea
de medicina, ver figura 4.1, a). Por otra parte, las imdgenes omnidireccionales que
representan un gran subconjunto de la esfera de visualizacion aparecen distorcionadas
en el plano, puesto que son definidas naturalmente en la esfera, ver figura 4.1, b). Otros
ejemplos son los mapeos de entornos que se utilizan como fuentes de luz globales
en los gréficos por ordenador, figura 4.1, c¢). Puesto que este tipo de imagenes estan
definidas naturalmente sobre la esfera parece natural considerar la geometria intrinseca
de la esfera para su analisis.

En el estado del arte podemos encontrar diversos trabajos en los que se presentan

teorias y aplicaciones para imagenes definidas en la esfera. El intento m&s inmediato
para filtrar este tipo de imédgenes es mapear la imagen al plano y aplicar los filtros ya
conocidos y ampliamente usados y finalmente volver a la esfera. Este tipo de filtros es
invariante bajo traslaciones en el plano, no obstante el mapeo a la esfera puede modifi-
car su forma. En otro tipo de investigaciones han extendido los filtros lineales definidos
en el plano al caso de la esfera [11].
En el area de morfologia matematica, Roerdink extendié la morfologia matemaética de
conjuntos a la esfera, ver [33]. El proceso general de esta teoria es enviar un subconjunto
de la esfera, mediante un mapeo biyectivo, a un subconjunto de su grupo de rotaciones,
donde previamente se han definido operadores generalizados de Minkowsky, aplicar las
operaciones morfolégicas en este ultimo, y volver a la esfera. Este tipo de teoria es apli-
cable a imagenes binarias definidas en la esfera. Posteriormente Roerdink presenté un
marco tedrico mas general para imagenes definidas en superficies mas generales, ver
[34]. En este trabajo se presenta procesamiento de imagenes cuyo soporte es una esfera
que se basa en teoria de variedades Riemannianas.

4.3. Distancia en la esfera

La distancia geodésica en la esfera juega un papel importante en el resultado de las
aplicaciones de las operaciones Riemannianas canénicas. En efecto, el resultado de las
aplicaciones de tales operaciones en cada punto x dependerd de los valores de la funcién
en puntos cercanos a él (ver propiedad de localizacién, seccién 3.2.3). Esta cercania se
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c)

Figura 4.1: Imdgenes definidas en la esfera. a) Deformacién de una superficie compleja en una

esfera; b) imagen omnidireccional; ¢) vista panordmica de un entorno.
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mide mediante la distancia geodésica definida en la esfera. Consideremos dos puntos en
una esfera los cuales no son puntos antipodales, la distancia geodésica es la distancia
ma&s corta entre estos dos puntos que se mide a lo largo de una curva en la superficie
esférica. En la esfera estas curvas son los circulos més grandes cuyo centro es el mismo
que el de S%. Asf pues, los dos puntos separan a uno de estos circulos més grandes
en dos arcos y la longitud mas corta de estos dos arcos es la distancia geodésica en la
esfera. Sea §;,¢; € S?, la distancia entre estos dos puntos se pude calcular de la siguiente
manera

ds2(&i,€5) = arccos(&; - §;) (4.2)

donde - representa el producto escalar. Si el radio de la esfera no es uno, simplemente
se multiplica por el valor obtenido con la expresiéon anterior. En el paquete de Matlab,
el arccos se puede calcular mediante la funcién acos. Las imagenes en escala de grises
se encuentran regularmente en un rango de 0 a 255 y los valores de la distancias entre
puntos en la esfera S? van de 0 a 7, asi, puesto que las operaciones de erosién y dilatacién
Riemannianas candnicas involucran operaciones entre estos valores que se encuentran
en escalas diferentes, el programa en el que se implementen estos filtros puede necesitar
ciertos ajustes en su manera de operar, no obstante, puede ser mas conveniente reescalar
los valores de las distancias en la esfera (para evitar trabajar con decimales) a valores
que se encuentre en el rango de la escala de grises. Por lo tanto, puede considerarse

que el dominio de definiciéon de la imagen es una esfera centrada en el origen de radio
__ 255
r= 22,
™

4.4. FErosiones, dilataciones, aberturas y cerraduras en la

esfera

En esta seccion se ejemplifica el resultado de aplicar las operaciones de erosion,
dilatacién, abertura y cerradura de imagenes desplegadas en la esfera. También se
presentan dos pseudo-algoritmos que pueden servir como base para la implementacién
de estas operaciones.

Un codigo de computadora para la erosion Riemanniana candnica se puede basar en el
siguiente pseudo-algoritmo.

Entrada

1 Un conjunto de coordenadas S = {(z,y, 2)} que representan a la esfera S? con
sus respectivos valores de intensidad {f(z,y,2)}.

2 El valor de \.

Establezca d =0y p = 0.
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Para cada X € S

Paracada Y € §
d = arccos(X - Y);

s=[f(Y)+d;
p = min{p, s}
finalice
GAf(X) =p

finalice

Salida {e)f(X)}.

El algoritmo anterior es muy lento debido a la cantidad de operaciones que hay que
realizar. Otro algoritmo basado en operaciones con matrices puede mejorar el tiempo
de ejecucion del cédigo anterior. A continuacion se presenta un pseudo-algoritmo para
la dilatacion Riemanniana canénica usando esta tultima idea.

Entrada

1 Cuatro matrices X, Y, Z y F que contienen las coordenadas x, y, z, de los pun-
tos del conjunto S = {(x,%,2)} que representa a S? y el valor de intensidad
f(x,y, z), respectivamente.

2 El valor del parametro A.
Establezca D =0y P =0, donde D y P representan la matriz 0;
Para cada (z,y,z) € S,dondex € X, yeY yz€Z

D =arccos(z- X,y Y,z Z)

P=F—-D
exf(z,y,2) = max(P)
finalice

Salida La matriz ) F.

Aqui - representa el producto entre un escalar y una matriz. La manera mas sencilla de
implementar los algoritmos para la abertura ( 6 cerradura) Riemanniana candnica es
usar los algoritmos anteriores, y aplicarlos como una composicién de funciones. En la
figura 4.2 se ejemplifican las operaciones de erosién y dilatacion Riemannianas canénicas
de una imagen (funcién) en escala de grises definida sobre la esfera. El resultado de
aplicar la erosiéon Riemanniana candnica, es una imagen maés “obscura” que la original
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en la que sobresalen la forma de las vecindades en la esfera alrededor de los puntos
con los niveles mas bajos en la escala de grises. En el caso de la erosiéon Riemanniana
canoénica, las vecindades se forman alrededor de los puntos més altos de la escala de
grises y la imagen resultante es mas “clara” que la original. En ambos casos estas
operaciones resaltan los objetos que tienen forma “circular” (estos objetos se definen
por los niveles de gris). En la figura 4.3 se realizan las operaciones de abertura y
cerradura usando los algoritmos anteriores y diferentes valores para el pardmetro .

Figura 4.2: Erosiones y dilataciones Riemannianas candénicas en la esfera. Por columna, de izq.

a der.: ler. columna, 2da columna y 3ra. columna, erosion y dilatacién Riemannianas canénicas

con A =0.5, A =0.3 y A =0.1, respectivamente.

4.5. Regularizacion en la esfera: datos del espesor cortical

En las imagenes del cerebro los datos de la corteza cerebral, tal como los datos del
espesor cortical, curvaturas de la superficie cortical y las coordenadas de la superficie,
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Figura 4.3: Aberturas y cerraduras Riemannianas candnicas en la esfera. Por columna, de
izq. a der.: ler. columna, 2da columna y 3ra. columna, aberturas y cerraduras Riemannianas

canodnicas con A = 0.5, A = 0.3 y A = 0.3, respectivamente.

se asignan a una esfera unidad para fines de visualizacion, el registro de la superficie y
el analisis estadistico. Puesto que la esfera es una superficie simple y ampliamente es-
tudiada, los datos corticales pueden ser cuantificados con respecto a las caracteristicas
de la superficie esférica. En esta seccién se presenta un marco matemético de regula-
rizacién no lineal usando los operadores morfoldgicos canénicos definidos en la esfera.
Como ilustracion se presenta un caso de aplicacién a datos del espesor cortical.

Para la validacion de la regularizacién usando las operaciones Riemannianas candnicas
al caso particular de la esfera verifiquemos las hipdtesis de las proposiciones 3.5 y 3.6.
En el estado del arte de variedades Riemannianas es bien sabido que el radio de inyec-
tividad de una esfera unitaria es i(S?) = , el radio de convexidad es ¢(S?) = § y su
curvatura es K(S?) = 1. Sea f una imagen con soporte Dy C S? tal que a < f(z) < b
para cada x € Dy, con a, b € R. Sean ¢ = 2|a| y d = 2|b|, entonces tenemos que

S+ d(,a0)?) = —§ - fd@w0)P < —§ = <a< )y (43)
y
F() < b < b] + bld(z, 20)2 = [B|(L + d(z.20)%) = (1 + d(w,x0)?)  (44)
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Por tanto f(x) es minimizada y mayorizada cuadréaticamente. Asi, existe un Ag > 0 tal
que para cada A € (0, \), f € CV1(S?) y LipVf < 12(%). Podemos resumir lo anterior

en la siguiente proposicién.

Proposicién 4.1 Sea f :S? — R tal que a < f(z) < b con a,b € R. Entonces existe

un A\ tal que si A € (0, \o] y 1 € (0, %], entonces (fy)* € CH1(S?) y Lip(Vf) < 12(%).

De acuerdo a la propiedad de dualidad entre la erosiéon y dilatacion y puesto que
(f€)¢ = f, tenemos la siguiente secuencia de igualdades

Suexf(z) = 6,(35f°)
= 6 ((00)°)

= €,00f"

De manera similar tenemos que €,0)f(x) = dpexfe. Por lo tanto, el resultado de la
propocisicién 4.1 también se cumple para el operador (f*) u = €.0xf(x).

Debido a la naturaleza altamente complicada de la corteza cerebral humana, algin
tipo de normalizacion sobre una superficie mas simple es necesaria para la cuantifica-
cién de los datos corticales. Una de tales técnicas de normaliazacién es el aplanamiento
cortical que mapea la superficie cortical complicada a una esfera con el minimo de
distorsion geométrica. Alternativamente, se puede aplanar la corteza mediante el pro-
ceso inverso de un algoritmo de superficie deformable, que deforma la esfera para que
coincida con la corteza. Una vez que los datos corticales son mapeados a la esfera se
procede a su andlisis. Los datos corticales han sido regularizados mediante la solucién
de la ecuacién de difusién mediante un nucleo de calor iterativo o basado en armdnicos
esféricos, ver [11]. No obstante, los enfoques de suavizado mediante difusién requieren
de un esquema de elementos finitos que computacionalmente no es algo trivial. Por otra
parte, los enfoques basados en un kernel de calor iterativos son bastante lentos mientras
que los basados en armoénicos esféricos no tienen una expresion completamente explicita
y son aproximados numéricamente. En este trabajo presentamos un marco tedrico de
suavizado no lineal para datos del espesor cortical basado en operaciones morfolégicas
definidas sobre la esfera, cuya expresiones son explicitas y sencillas y el suavizado esta
validado por los resultados 3.4, 3.5 y 3.6.

El espesor cortical se puede utilizar como un indice anatémico para cuantificar las di-
ferencias corticales locales. Este es medido usando la frontera interior y exterior de la
materia gris. Los datos del espesor cortical mapeados a la esfera pueden ser modelados
mediante una funcién real acotada mediante una funcién cuyo soporte un conjunto
en la esfera S?, esto es, f : S? — R. De esta manera podemos modelar los datos del
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espesor cortical como una imagen desplegada sobre S? y aplicar los resultados 3.4, 3.5
y 3.6, para la obtencién de una version regularizada de los datos del espesor cortical.
Nuestro objetivo no es hacer un estudio profundo de este tipo de datos, asi pues, para
fines ilustrativos se utiliza una textura sintética similar la textura que generan este tipo
de datos, para ejemplificar la regularizacion de los filtros propuestos. Para tales fines
usaremos una imagen de tamano 90 x 180, desplegada sobre una seccién de una esfera
de radio r = 2575 Tal esfera es realizada como una malla de 300 x 300 puntos (ver
figura 4.4), a los puntos no cubiertos con la imagen se les asigna el valor de 255 para
obtener una imagen cuyo dominio sea toda la esfera S2.

En las figura 4.5 y 4.6 se presentan las regularizaciones de una textura usando los fil-
tros o exf v €,0xf, respectivamente, con A = 0.5, p = 0.125 y ¢ = 2, donde puede
observarse el efecto suavizante de tales filtros.

Figura 4.4: Despliegue de una textura sobre una seccién de la esfera.

4.6. Gradientes Morfolégicos

En morfologia matematica plana los gradientes morfolégicos se definen como la
diferencia entre las operaciones de dilatacién y erosion y la funcién f. El resultado es
una imagen en la que cada punto indica la intensidad de contraste en una vecindad
alrededor de ese punto. El gradiente es usado para aplicaciones como la detecciéon de

bordes y segmentacion. En seguida se definen tres gradientes morfoldgicos en la esfera

S2.
Definicién 4.1 Sea f : S?> — R, una imagen en escala de grises cuyo dominio es la
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Figura 4.5: Regularizacién de una imagen desplegada sobre una esfera usando el filtro (fy)*,
lera fila, A = 1, de izq. a der., p = 0.4 y u = 0.3. 2da fila, A = 0.5, de izq. a der., u = 0.2 y
pn=0.1.

esfera S? y r > 0,
1. el gradiente morfolégico central de f estd dado por: G(f) = 0, (f)(x)—ep,. (f)(x),
2. el gradiente morfolégico interno de f estda dado por: G;(f) = f —ep, (f)(x),

3. el gradiente morfoldgico externo de f estd dado por: G;(f) = dp, (f)(z) — f.

Las operaciones anteriores estan bien definidas debido a las propiedades de orden de las
operaciones morfolégicas isotrépicas planas. En figura 4.7 se ejemplifican los tres gra-
dientes morfolégicos aplicados a una imagen de un entorno usando una bola geodésica
de radio 0.01.



Figura 4.6: Regularizacién de una imagen desplegada sobre una esfera usando el filtro (f*),,

lera fila, A = 1, de izq. a der., p = 0.4 y u = 0.3. 2da fila, A = 0.5, de izq. a der., p = 0.2 y
pn=0.1.

4.7. Transformacién Sombrero de Copa

Otras operaciones importantes dentro de morfologia matematica plana son las ope-
raciones sombrero de copa (top-hat), que consisten en calcular la diferencia entre la
funciéon f y su abertura o cerradura. Estas transformadas buscan resaltar los ”deta-
lles”de la imagen, manteniendo en segundo plano las regiones mas uniformes de ésta.
A continuacién se da una definicion de estas operaciones para el caso de funciones

definidas en la esfera S? en las que se considera la geometria de S?.

Definicién 4.2 Sea f : S?> — R, una imagen en escala de grises cuyo dominio es la

esfera S2 y r > 0 la operacién top-hat por abertura se define como la diferencia entre la
y 1% 4 p



Figura 4.7: Gradientes: 1ra fila, imagen original y gradiente morfolégico interno; 2da fila,

gradientes morfoldgicos central y externo. Donde r=0.01.

funcién f y su abertura con una bola geodésica de radio 7, esto es,

pp, () = f(x) =B, (), (4.5)

mientras que la operacién top-hat por cerradura se define como la diferencia entre la

funcién f y su abertura con una bola geodésica de radio r, esto es,

pB.(x) = ¢, f(x) = f(z). (4.6)

La operacion top-hat por abertura es también llamada top-hat blanco debido a que
destaca los objetos claros que han sido eliminados en la abertura. Por razones simila-
res, la operacién top-hat por cerradura es llamada top-hat negro. Estas dos operaciones
tienen la propiedad de idempotencia. En la figura 4.8 se ilustran el top-hat por abertura
y cerradura usando la imagen de un entorno y una bola geodésica de radio 0.015.
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Figura 4.8: Top-hat: 1ra fila, imagen original; 2da fila, top hat por abertura y por cerradura.
Donde r=0.015.

Los efectos de las operaciones morfoldgicas isotréopicas planas son mas intuitivos
que los efectos de las operaciones morfolégicas candnicas. Es por esto que pueden ser
usadas para aplicaciones de mayor dificultad geométrica.
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Conclusiones

La morfologia matemdtica, que en sus inicios se desarrollo para resolver problemas
de procesamiento de imagenes en el espacio Euclidiano, resulta ser una herramenta til
en el procesamiento de funciones o imédgenes cuyo soporte es una superficie o de manera
mas general una variedad Riemanniana. En esta tesis se presenté la teoria basica de
la morfologia matematica generalizada a variedades Riemannianas asi como su corres-
pondiente aplicacion a funciones o imagenes definidas en una, dos y tres dimensiones,
en particular el caso de imagenes definidas en una esfera. Esta exposicion incluye el
desarrollo detallado de la mayoria de las demostraciones relativas a las propiedades
bésicas de sus operaciones elementales, asi como la exposicién de teoremas relativos a
la regularizacion de funciones definidas en variedades Riemannianas.

La morfologia matematica Riemanniana se presenta como una teoria alternativa al pro-
cesamiento lineal de imagenes definidas en una variedad Riemanniana, particularmente
en la esfera, donde los calculos se hacen directamente en la variedad donde esta defi-
nida la imagen sin cambiar al plano. Asi pues, no se tendria la dificultad de mapear
la imagen al plano y consecuentemente las deformaciones originadas por este mapeo se
evitaran.

Por otra parte, las propiedades de los operadores Riemannianos son bastante ttiles
tanto para la reduccién de costo computacional como para la obtencién de resultados
importantes como los resultados sobre regularizaciéon. Ademas la existencia de algorit-
mos rapidos junto con la propiedad de localizacion, para el computo de los operadores
morfolégicos Riemannianos, hace de esos filtros una herramienta préctica para una am-
plia gama de aplicaciones en procesamiento de imagenes.

Los operadores morfolégicos candnicos tienen como principales propiedades la regu-
larizacién de funciones, mientras que las operaciones morfoldgicas isotrépicas planas
conducen a resultados de filtrado mas fuertes.

Contribuciones de la tesis

= Se realizan las demostraciones de la mayoria de las propiedades de las operaciones
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morfolégicas que no se han realizado anteriormente.

= Se aplica teoria de regularizacion en variedades Riemannianas de curvatura no
negativa al caso particular de imégenes cuyo soporte es la esfera y se propone
este enfoque no lineal para la regularizaciéon de datos de la corteza cerebral.

= Se ilustran y explican los efectos de los operadores morfolégicos Riemannianos en
una y dos dimensiones.

= Se propone los filtros morfolégicos Riemannianos para el andlisis de imagenes
omnidireccionales considerando la curvatura de la esfera donde las imagenes se
definen.

Trabajo futuro

En este trabajo realizamos la regularizacion de los datos de la corteza cerebral con
respecto a la curvatura de la esfera, no obstante, estos datos estdn definidos sobre la
superficie mas compleja del cerebro, asi pues, plantemos trabajar los resultados de regu-
larizacién directamente sobre ésta superficie. Ademas se deberian estudiar la extensién
de otros filtros morfolégicos mas complejos, como Watershed o esqueletizaciones, defini-
dos ahora para variedades Riemannianas. Por otra parte, también se deberia considerar
la teoria de las variedades Riemannianas como una base para la generalizacién de la
morfologia matematica adaptada.
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