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Puebla por haberme apoyado económicamente para asistir y participar en la XVIII y
XIX Escuela de invierno en educación matemática realizadas en la Universidad Autóno-
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Resumen

En el aprendizaje inicial del álgebra algunos autores recomiendan utilizar el modelo
de la balanza. Este modelo también es utilizado en varios libros de texto oficiales de
educación secundaria en México. Con el objetivo de reconocer qué tipo de uso de
la balanza existe, y si hay casos en que su uso no es cognitivamente adecuado, se
revisaron 96 libros de matemáticas I, II y III a nivel secundaria (CONALITEG) en los
ciclos escolares 2015-2016 y 2016-2017. En esta revisión se encontraron 168 problemas
que utilizan la balanza, distribuidos en los libros de los tres niveles de secundaria, la
mayoŕıa en primero y segundo grado. Adicionalmente se proponen dos clasificaciones
de los problemas. En la primera se exploran las cuestiones relacionadas con la didáctica
de las matemáticas y se forman 4 grupos: 1) los problemas que aplican y que no aplican
las acciones en el modelo de la balanza, 2) los problemas que usan conocidos acertijos
matemáticos, 3) problemas clasificados por el número de ecuaciones y 4) problemas
de la balanza con expresiones algebraicas o números. En la segunda clasificación se
exploran las cuestiones relacionadas con la teoŕıa de Palm. Aqúı se forman 2 grupos, 1)
el de problemas que intentan dar la idea de que el modelo de la balanza se puede usar en
eventos reales y 2) problemas que presentan datos irreales o datos contradictorios. Para
verificar la autenticidad de los problemas nos apoyamos en la teoŕıa de Palm (2008).
Para medir el efecto de los problemas en el aprendizaje de los estudiates, se diseñó y
aplicó una hoja de trabajo con dos problemas elegidos de los 168 de manera que uno
de ellos es auténtico y el otro no. La hoja de trabajo se implementó en 113 estudiantes
de tercer año de secundaria y en 125 estudiantes de primer año de preparatoria.
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Introducción

El modelo de la balanza para la enseñanza de las ecuaciones de primer grado es
un modelo frecuentemente estudiado por diversos autores como Figueira-Sampaio, dos
Santos y Carrijo (2009), Turmudi y Haryanto(2011) entre otros. Esto se debe a que
se ha reconocido que el uso de las diferentes formas representacionales pueden contri-
buir en el aprendizaje de los estudiantes y además estimular el pensamiento relacional
(Suh y Moyer, 2007). Autores reconocidos, como Greenes y Findell (1999) y Gardner
(1993) recomiendan el uso de la balanza para representar expresiones algebraicas con el
objeto de promover el pensamiento relacional de los estudiantes. Dichos autores tam-
bién establecen que los estudiantes desarrollan el razonamiento matemático en álgebra
cuando son capaces de interpretar las ecuaciones algebraicas usando dibujos, gráficos
y representaciones simbólicas (elementos que aparecen en el modelo de la balanza). La
importancia de estas representaciones es determinada por estándares internacionales
como lo señalan Suh y Moyer (2007).

En la presente investigación se revisó el curŕıculo de la SEP, para verificar si toma
en cuenta el uso de la balanza en la enseñanza de ecuaciones de primer grado. También
se consultó el manual o libro del maestro de secundaria SEP para saber cómo aborda el
tema de ecuaciones de primer grado. Como resultado encontramos que en los programas
de estudio de secundaria SEP, se propone estudiar las ecuaciones de primer grado en
segundo año, en el bloque IV en las orientaciones didácticas y planes de clase 8.4.2.
En su plan de clase se sugiere utilizar el modelo de la balanza como un apoyo concreto
para dar sentido a las propiedades de la igualdad liga de información Secretaŕıa de
Educación Pública (2011). En el manual para el maestro (2011) se sugiere que el modelo
para entender ecuaciones de primer grado se aprende mejor si se introduce con modelos
como el de la balanza.

También se recopilaron y analizaron 168 problemas distribuidos en 96 libros de
matemáticas a nivel secundaria (ciclo escolar 2015-2016 y 2016-2017)) que se pueden
consultar en la página de la comisión nacional de libros de texto gratuitos CONALITEG
(2015-2017). Se identifican los problemas que no son auténticos desde la perspectiva
de la teoŕıa de Palm (2006,2008), analizando los siguientes 3 aspectos para visualizar
detalles más finos en la contextualización del problema: evento (que no sea absurdo),
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datos (que sean reales) y preguntas (que sean pertinentes). Asimismo se diseñó una
hoja de trabajo (con un problema auténtico y otro problema artificial) que se aplicó a
113 estudiantes de tercer año de la Secundaria Técnica N. 60 y a 125 estudiantes de
primer año de la preparatoria Benito Juárez Garćıa de la BUAP. Los objetivos de estas
actividades exploratorias son investigar qué hacen los alumnos cuando se les presenta
un problema auténtico y averiguar si los alumnos, cuando se les presenta un problema
artificial, son capaces de detectar el error o se encuentran totalmente desorientados.
Finalmente se presentan los resultados de la hoja de trabajo aplicada a los estudiantes
de secundaria y los estudiantes de nivel medio superior, con el fin de determinar el
funcionamiento y el impacto del modelo de la balanza.

Nuestro trabajo se encuentra organizado de la siguiente manera: En el primer caṕıtu-
lo presentamos los objetivos de la investigación y metodoloǵıa, en el segundo caṕıtulo el
marco teórico, en el tercero las investigaciones previas relacionadas, el cuarto caṕıtulo
contiene la investigación documental y finalmente en el quinto caṕıtulo la investigación
realizada con los estudiantes. En los anexos encontraremos las tablas con la informa-
ción de los libros en los que se encontraron los problemas, las tablas de clasificación de
los problemas relacionados con el modelo de la balanza y sus imágenes tomadas de los
libros de texto oficiales para secundaria.
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Caṕıtulo 1

Objetivos de la investigación y

Metodoloǵıa

1.1. Objetivos

La presente investigación tiene dos objetivos:

1. Revisar cómo se utiliza el modelo de la balanza dentro del curŕıculo, dentro
del libro del maestro y dentro de los libros de texto de secundaria oficiales,
y, además, categorizar los tipos de uso de la balanza en estos libros de texto.

2. Explorar experimentalmente qué impacto en el desempeño de los alumnos
tienen los problemas con el modelo de balanza con datos aceptables y con
datos contradictorios.

La realización del primer objetivo proporciona los datos sobre la posición y el tipo de
usos del modelo de la balanza en dos niveles de curriculum:

curriculum intencional (planes y programas de estudio) y

curriculum potencialmente implementado (libro del maestro y libros
de texto).

Esos dos niveles, complementado con “curriculum implementado” (lo que hacen los
maestros en las aulas) y “curriculum aprendido” (el verdadero aprendizaje logrado por
los alumnos), forman parte de la teoŕıa curricula propuesta por Valverde y coautores
(2002).

La razón detrás del segundo objetivo demostrar los efectos negativos en el aprendi-
zaje de los alumnos al resolver problemas mal planteado.
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Existen diferentes ĺıneas de investigación relacionadas con los libros de texto de ma-
temáticas (Fan, Zhu y Miao, 2013). La gran mayoŕıa se centra en un tema particular,
evaluando su elaboración en uno o en varios libros nacionales o internacionales. La eva-
luación puede ser centrada en la veracidad matemática o adecuación didáctica.

Sin embargo, últimamente se ha sugerido (Fan, 2013) que seŕıa necesario investigar
los efectos que algunos elementos de los libros de texto causan en los estudiantes. En
tal perspectiva, esta investigación pretende contribuir a los estudios de libros de texto
de matemática en dos formas.

La primera es analizar y evaluar el tratamiento de un tema part́ıcular (el modelo de
balanza). La segunda es demostrar los efectos negativos en el aprendizaje de los estu-
diantes causados por los defectos detectados en el tratamiento del modelo de balanza.

1.2. Metodoloǵıa

Para revisar los libros de matemáticas I, II y III a nivel secundaria (CONALITEG)
en los ciclos escolares 2015-2016 y 2016-2017, se usa una metodoloǵıa de investigación
documental, conocida, en el caso de libros de texto de matemáticas, como “analisis de
contenido” (Fan, Zhu y Miao, 2013; Huntley y Terrell, 2014).

En el contenido de cada libro revisado primero se identificaron los problemas que con-
teńıan gráficos del modelo de la balanza y, después, se analizaron sus diferentes aspectos
(adecuación didáctica y autenticidad). Para la evaluación de la autenticidad de los pro-
blemas se tomaron en cuenta dos aspectos de la teoŕıa de Palm, EVENTO (¿puede ser
real?) y DATOS (¿pueden ser aceptables?).

Esos dos aspectos permitieron categorizar el tipo de uso de la balanza de los pro-
blemas en dos grupos. En el primer grupo se encuentran los problemas que revelan las
cuestiones relevantes relacionadas con la didáctica de las matemáticas y en el segundo
grupo caben los problemas que violan elementos de la teoŕıa de Palm.

Para la exploración con los alumnos se usa el método de “papel y lápiz” (Rittle-Johnson,
Siegler y Alibali, 2001; Reuhkala, 2001; Booth, Newton y Twiss-Garrity, 2014).

Se diseña y aplica con los alumnos una hoja de trabajo con dos problemas, uno con da-
tos aceptables y otro con datos contradictorios. Se revisa y analiza cada hoja de trabajo
llenada y se categorizan las respuestas dadas por el estudiante en cada reactivo.
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Caṕıtulo 2

Marco teórico

Para alcanzar nuestros objetivos de investigación tomamos en cuenta el modelo de
la balanza propuesto por Filloy (1999), el cual es considerado por varios autores como
uno de los principales para los aspectos didácticos. Para el análisis de la autenticidad
de los problemas basados en el modelo de la balanza se consideran dos aspectos de la
teoŕıa de Palm: evento (real) y datos (no contradictorios). Para la no autenticidad de
un problema basta con que se incumpla un sólo aspecto de la teoŕıa de Palm. Para su
autenticidad, en un sentido riguroso tendŕıan que cumplirse 16 aspectos (incluidos los
sub-aspectos). En nuestra investigación convenimos en que un problema es auténtico
si cumple con los dos aspectos considerados y es artificial en otro caso. Este caṕıtulo
consiste de 2 secciones; en la sección 1.1, presentamos el modelo de la balanza de Filloy
y en la sección 1.2, se presentan los aspectos de la teoŕıa de Palm.

2.1. El modelo de la balanza en el aprendizaje inicial del

álgebra

En el aprendizaje inicial del álgebra Filloy (1999) recomienda utilizar el modelo de
la balanza para la enseñanza de las ecuaciones de primer grado. El punto de partida
para establecer su modelo se basa en una de las primeras operaciones sobre la incógnita
para la resolución de ecuaciones lineales “no aritméticas” y la introducción semántica
de dicha operación mediante la utilización de modelos concretos, básicamente utiliza
el modelo de la balanza para enseñar a operar la incógnita en una ecuación de primer
grado de la forma

Ax+B = Cx, (2.1)

donde A, B, y C son enteros positivos dados y C > A.
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La propuesta de Filloy puede ser explicada a través de 5 pasos fundamentales los cuales
describimos a continuación.

Paso 1. Reproducción del modelo (la traducción de ecuación al modelo)

En la figura 2.1 se muestra la balanza que utiliza Filloy para resolver ecuaciones de
primer grado de la forma (2.1). En el lado izquierdo observamos que los cuadros huecos
representan a los objetos cuyo peso no se conoce, es decir el coeficiente que acompaña
a la variable x, los cuadros rellenos representan a la constante B, del lado derecho tam-
bién observamos cuadros huecos que representan a los objetos cuyo peso no se conoce
del coeficiente C.

(A) Objetos con igual 
peso (desconocido) 

(B) Objetos con igual 
peso (conocido)

(C) Objetos con igual 
peso (desconocido)

Figura 2.1: Modelo de la balanza de Filloy.

Paso 2. Situación de equilibrio

Se realiza la manipulación de los objetos en ambos lados de los platillos reduciendo
de manera iterada los objetos de peso desconocido, manteniendo el equilibrio, hasta
eliminar todos los objetos de este tipo de uno de los platillos (ver Figura 2.2).

(A) Objetos con igual 
peso (desconocido) 

(B) Objetos con igual 
peso (conocido)

(C) Objetos con igual 
peso (desconocido)

(C-A) Objetos (B) Objetos

Figura 2.2: Esta imagen muestra el resultado de la eliminación de objetos desconocidos en la

imagen de la Figura 2.1.
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Paso 3. Elaboración de la ecuación simplificada

Después de la eliminación de los objetos desconocidos la ecuación (2.1) queda redu-
cida a una ecuación aritmética de la forma

(C −A)x = B. (2.2)

Aqúı debemos observar que si C − A = 1 el problema se resuelve de manera exitosa
con el modelo de la balanza. En el caso C − A > 1, el modelo pierde sentido ya que
la balanza es un artefacto concreto, cuyo objetivo es la comparación de las masas con
la manipulación de los objetos de tal manera que ésta nunca pierda el equilibrio. La
salida de Filloy a este problema se reduce a la solución aritmética debido a que los
objetos en la balanza no pueden ser divididos para manipularlos, de aqúı la distinción
entre una ecuación aritmética y una ecuación algebraica con las restricciones del modelo.

Paso 4. Resolución de la ecuación simplificada

En este caso como se ha mencionado anteriormente se procede a dar una solución
aritmética al problema inicialmente planteado en el caso de que C −A > 1.

Paso 5. Verificación de la respuesta

Finalmente se le da el valor correspondiente al objeto con masa desconocida y se veri-
fica si la suma de las masas de los objetos del platillo izquierdo coincide con la suma
de las masas de los objetos del platillo derecho.

2.2. Teoŕıa de Palm: marco para las tareas auténticas

Muchas situaciones del mundo real son “interpretadas” como problemas verbales,
es natural preguntarse sobre el significado de esta interpretación o concordancia. El
marco hace alusión a dicho significado, el desarrollo de actividades que nos conducen a
tal concordancia se puede considerar como la simulación de una situación real a través
de esquemas en un problema verbal.

El marco parte de la suposición de que si una medida del funcionamiento en un pro-
blema verbal es interpretada como relevante al funcionamiento de una situación real,
entonces hay condiciones representativas de los est́ımulos y las respuestas que se pro-
ducen en la vida real (Fitzpatrick y Morrison, 1971, p. 239).

Forman parte fundamental para la simulación de una situación real los siguientes con-
ceptos:
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i) Comprensión (gama de diversos aspectos de la situación que se simula).

ii) Fidelidad (grado de aproximación a una representación).

iii) Representatividad (combinación de comprensión y de fidelidad).

El marco abarca un conjunto de aspectos de las situaciones de la vida real que son
importantes en la simulación de situaciones del mundo real. En muchas situaciones
del mundo real es imposible simular todos los aspectos implicados, por lo que se hace
necesario establecer restricciones sobre la comprensión.

Dentro de la teoŕıa de Palm se proponen aspectos que puedan hacer que la fidelidad de
éstos impacte en:

a) La medida en que los estudiantes relacionan las actividades matemáticas con las
situaciones verdaderas que se simulan.

b) Las capacidades requeridas para crear un modelo matemático basado en una situa-
ción en el mundo real y, a la vez, en las competencias requeridas para interpretar
los resultados matemáticos obtenidos en relación a la situación real.

A continuación se presentan todos los aspectos importantes de la teoŕıa.

2.2.1. El marco: Aspectos de importancia

Para la simulación de situaciones de la vida real los aspectos enlistados a continua-
ción son considerados por la Teoŕıa de Palm como los más importantes.

A EVENTO

B PREGUNTA

C INFORMACIÓN/DATOS

C1 Existencia

C2 Realismo

D PRESENTACIÓN

D1 Modo

D2 Lenguaje

E ESTRATEGIAS DE SOLUCIÓN

E1 Disponibilidad
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E2 Experiencia plausible

F CIRCUNSTANCIAS

F1 Disponibilidad de herramientas externas

F2 Dirección

F3 Consulta y colaboración

F4 Oportunidades de la discusión

F5 Tiempo

F6 Consecuencias

G REQUISITOS DE LA SOLUCIÓN

H PROPÓSITO EN EL CONTEXTO FIGURADO

A. EVENTO. El aspecto evento hace referencia al evento que describe la tarea. Un
requisito fundamental para la simulación de una situación real es que el acontecimiento
ha ocurrido o tiene una ocasión justa de ocurrir extraescolarmente. Para ejemplificar,
problemas verbales comunes en probabilidad son:

a) Seleccionar canicas en una urna y observar sus colores.

b) Lazar dos dados y observar la suma de los valores de las caras.

Estos acontecimientos no suceden normalmente, por lo que se consideran eventos no
verdaderos. Como ejemplos de eventos que ocurren justificadamente podemos citar:

1. Un hombre observa el número de personas en una fila en un cajero automático.

2. Una persona escucha por la radio el pronóstico del tiempo.

3. Una costurera observa la superficie de una tela.

B. PREGUNTA. El aspecto pregunta se enfoca en la concordancia entre la asignación
dada en la tarea escolar y la situación del mundo real correspondiente. Una pregunta
pertinente es aquella que se pudo presentar realmente en una situación del mundo real.
Por ejemplo, en los eventos a y b cualquier posible pregunta probablemente no seŕıa
hecha en el acontecimiento descrito, mientras que las preguntas en los otros problemas
verbales podŕıan ser:

1. El hombre del cajero quisiera saber, cuánto tiempo le llevará realizar su retiro de
efectivo.

2. El radio-escucha quisiera saber cuál es la vestimenta adecuada para la ocasión.
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3. La costurera desea saber cuántas camisas se pueden confeccionar con la superfi-
cie de tela.

C. INFORMACIÓN/DATOS. El aspecto datos contempla la información y los
datos en la tarea: valores, modelos y las condiciones dadas en la situación correspon-
diente. Este aspecto se divide en los siguientes tres sub-aspectos:

C1. Existencia. El sub-aspecto existencia hace referencia a la adecuación entre dos
tipos de información:

• Información disponible en la tarea escolar.

• Información disponible en la situación simulada.

Por ejemplo, si en determinado evento escolar se da como información la desviación
estándar y la media, esta información no estaŕıa disponible en la situación del mun-
do real correspondiente. Por lo que puede haber una gran discrepancia entre las ma-
temáticas aplicables en la situación escolar y las matemáticas aplicables en la situación
extraescolar correspondiente.

C2. Realismo. Un aspecto importante en simulaciones de la vida real es el realis-
mo. Gran parte de las estrategias de solución de los estudiantes, se basan en juicios de
carácter razonable de sus respuestas y con referencia a la realidad (Stillman, 1998). El
realismo de los valores dados en las tareas escolares es entendido en el sentido idéntico
o aproximado a los valores en la situación que se simula.

C3. Especificidad. El sub-aspecto especificidad alude a la adecuación entre:

• la especificidad de la información disponible en la situación escolar y

• la situación simulada.

Por lo regular, esta adecuación es importante en el razonamiento de los estudiantes, en
las situaciones escolares y extraescolares la carencia de la especificidad puede producir
un contexto diferente que impacte en la elección de la estrategia y el éxito de la solución
( Baranes, Perry, y Stiegler, 1989; Taylor, 1989).

Por ejemplo, el razonamiento de los estudiantes puede ser diferente ante los eventos:

• Compartir una rebanada de pan.

• Compartir un pastel. (Taylor, 1989).
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También por ejemplo si el precio de una clase espećıfica de caramelo es la cuestión en
la situación de la vida real y en la situación escolar no se sabe que el precio se refiere
a este objeto, entonces los estudiantes no tendrán las mismas oportunidades (que en la
situación real tendŕıan) de juzgar el carácter razonable de sus respuestas.

D. PRESENTACIÓN La presentación es el aspecto que hace alusión a la forma
o manera en la que la tarea se trasmite a los estudiantes. Este aspecto se divide en dos
sub-aspectos:

D1. Modo. El sub-aspecto modo se refiere a la manera en que el problema y la
información se transmiten a los estudiantes, esto es, si la tarea se comunica oralmente
o por escrito y si la información se presenta en palabras, diagramas o tablas. En de-
pendencia de la simulación de este aspecto están las matemáticas que se requieren.

D2. Uso del Lenguaje. De acuerdo a análisis lingǘısticos existen diferencias de los
aspectos semánticos, de referencia y estiĺısticos entre:

• Textos escolares donde tratan problemas verbales.

• Textos que describen situaciones de la vida real.

Las tareas escolares requieren diversas capacidades en la interpretación de las tareas
extraescolares correspondientes, y el uso de la lengua puede impedir las posibilidades
del mismo uso de las matemáticas en las situaciones escolares y extraescolares (Nesher,
1980).

Impactan en las capacidades de interpretación:

• Los términos dif́ıciles.

• La estructura de la oración.

• La cantidad de texto.

Para las simulaciones, es importante que el lenguaje usado en la tarea escolar, no sea
tan diferente de una situación de tarea extraescolar correspondiente, ya que una dife-
rencia considerable afecta las posibilidades de que los estudiantes utilicen las mismas
matemáticas que utilizaŕıan en la situación que se simula. Como ejemplo, podemos
mencionar que el término “disección” puede impedir la comprensión en un problema
verbal escolar.

E. ESTRATEGIAS DE SOLUCIÓN. Para la simulación de una situación es im-
portante incluir el papel y el propósito de la persona que se dispone a solucionar la
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tarea. El aspecto estrategias de solución se divide en dos sub-aspectos:

E1. Disponibilidad. La disponibilidad de las estrategias de solución se refiere a la
adecuación entre las estrategias de soluciones:

• disponibles para los estudiantes que solucionan tareas y

• las disponibles para las personas descritas para la resolución de las tareas corres-
pondientes en la vida real más allá de la escuela.

Si estas estrategias no coinciden, los estudiantes no tendrán las mismas posibilidades
de usar las mismas matemáticas que usaŕıan en la situación simulada. Hay ejemplos
donde suponen a los estudiantes tomar el papel de śı mismos, mientras que en otros no
se sabe en qué papel los estudiantes solucionan la tarea.

E2. Experiencia plausible. El sub-aspecto experiencia plausible hace alusión a la
adecuación en las estrategias de experiencia como:

• plausible para la resolución de la tarea en la situación de la escuela y

• esta experiencia como plausible en la situación simulada.

Para ejemplificar, es común que en algunos libros de texto comiencen con una des-
cripción de un modelo particular para solucionar tareas, seguido por un conjunto de
tareas, esto se puede experimentar como un requerimiento para utilizar este modelo y
que otros métodos aplicables en la situación extraescolar no aplicarán para estas tareas.

F. CIRCUNSTANCIAS. Este aspecto alude a las circunstancias bajo las cuales
debe ser solucionada una tarea. Dichas circunstancias son factores del contexto social
(Clarke y Helme, 1998). Este aspecto se subdivide en los 6 sub-aspectos siguientes:

F1. Disponibilidad de herramientas externas. Este sub-aspecto hace referencia
a las herramientas concretas fuera de la mente, como por ejemplo una calculadora, un
mapa o una regla.

Para visualizar la importancia de este aspecto, pensemos por ejemplo en la diferen-
cia de las capacidades matemáticas requeridas para calcular el costo mensual de un
préstamo hipotecario mediante software especializado y las capacidades matemáticas
para hacer este cálculo mediante una calculadora.

F2. Dirección. El sub-aspecto dirección es dado en forma de sugerencias que pue-
den ser expĺıcitas o impĺıcitas. Por ejemplo, en una tarea escolar puede sugerirse que
el estudiante empiece calculando el costó máximo, si esta sugerencia no es dada en la
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situación simulada, puede causar una gran diferencia en lo que se espera que los estu-
diantes logren en ambas situaciones.

F3. Consulta y colaboración. En este sub-aspecto se señala que las situaciones
de tarea extraescolares son solucionadas con la colaboración dentro de grupos, o con la
posibilidad de ayuda. En tales circunstancias se debe considerar que en las simulaciones
la entrada de otras personas puede afectar las habilidades y competencias necesarias
para resolver una tarea (Resnick, 1987).

F4. Oportunidades de la discusión. Aqúı se hace referencia a las posibilidades
que tienen los estudiantes para preguntar o discutir sobre el significado y la compren-
sión de la tarea. La falta de concordancia entre las situaciones escolares y extraescolares
puede causar diferencias en las matemáticas usadas, se ha demostrado que esta comu-
nicación que tiene el poder de afectar al significado experimentado de la tarea y de las
estrategias de solución aplicadas (Christiansen, 1997).

F5. Tiempo. En este aspecto la presión del tiempo pude resultar un impedimento
para resolver una determinada tarea. Por lo que resulta importante para la simulación
que las restricciones de tiempo no causen diferencias significativas en las posibilidades
de resolver la tarea escolar en comparación con las situaciones que se simulan.

F6. Consecuencias de la solución de éxito de la tarea (o fracaso). Las conse-
cuencias para los solucionarios dependen de la solución de éxito o fracaso de la tarea,
por lo que un aspecto a considerar para la simulación es el de las consecuencias. Este
sub-aspecto puede contemplar los esfuerzos para promover la motivación para la so-
lución de problemas verbales (en muchos casos extraescolarmente se observa que en
la vida real las personas son motivadas en la resolución de problemas). Esta situación
puede aterrizarse en proyectos escolares con consecuencias reales que impacten en be-
neficios sociales, un ejemplo de tales proyectos es el que se describe en Tate (1995).
En este proyecto los estudiantes utilizan las matemáticas en sus esfuerzos para que las
licoreŕıas sean reubicadas lejos de la escuela de su vecindario.

G. REQUISITOS DE LA SOLUCIÓN. En este aspecto la solución a un pro-
blema es interpretada en un sentido amplio, esto es, debe ponerse atención tanto en el
modelo de solución como en la respuesta final a una tarea. Aśı que pueden constituirse
como requisitos para las soluciones a las tareas escolares los siguientes:

• Los juicios en la validez de respuestas.

• La discusión de los métodos de solución.

• Frases en el texto de la tarea.
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Estos requisitos deben ser coherentes con lo que se considera una solución adecuada
en una situación simulada correspondiente (los cálculos y respuestas deben estar vin-
culados con la realidad), y se espera que el estudiante deba tomar consciencia de esto
para evitar se vea obligado a pensar de manera diferente de lo que se corresponde en
situaciones extraescolares (Cooper, 1992).

H. PROPÓSITO EN EL CONTEXTO FIGURADO. En ocasiones en la si-
mulación, es fundamental que el estudiante tenga la claridad que el solucionador tiene
del propósito de la tarea en el contexto figurado. La conveniencia de la respuesta a una
tarea y las consideraciones necesarias de ser hecho aśı, dependen a veces del propósito
de encontrar la respuesta. En muchas tareas, el modelo entero de la solución depende
del propósito (Palm, 2002).

2.2.2. Clasificación de las contextualizaciones

Los aspectos contemplados en la teoŕıa de Palm han sido tomados como un refe-
rente para muchos investigadores en el área educativa. Una parte muy importante de
la teoŕıa es que podemos distinguir dos clases de contextualizaciones: las auténticas y
las artificiales.

Las contextualizaciones auténticas son aquellas que cumplen con el marco teórico,
elaborado por Palm (2002, 2006), en el que se define el término autenticidad y las
contextualizaciones artificiales son aquellas en que se incumple uno o varios elementos
de las contextualizaciones auténticas.

Debido a la cantidad de problemas analizados en este trabajo de investigación (caṕıtulo
4) hemos convenido hacer nuestra clasificación de las contextualizaciones de la siguiente
manera:

Un problema se clasifica como auténtico si cumple con los aspectos de EVENTO
y DATOS (existencia, realismo).

Un problema se clasifica como no auténtico o artificial si incumple alguno de los
aspectos anteriores. En un sentido estricto los problemas que se ubican en esta clase
coinciden con la clasificación que se haŕıa de estos mismos problemas tomando en cuen-
ta todos los aspectos de la teoŕıa de Palm.

En el caso de los problemas clasificados como auténticos de acuerdo a nuestra con-
vención se tendŕıan que verificar los 14 aspectos restantes para estar completamente
seguros de su autenticidad según Palm.
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Caṕıtulo 3

Investigaciones anteriores

Se tienen indicios de que las balanzas en forma de báscula de brazos iguales han
sido utilizadas desde el año 4000 A. C. La idea básica de un palo con las cacerolas en
cada extremo a través de un Pivote fue concebida durante el siglo XVI. Los egipcios
alrededor del 3500 A. C. con el desarrollo del comercio tuvieron la necesidad de pesar
y medir productos para su venta, de ah́ı el surgimiento de un instrumento para estos
fines (Figura 3.1). Desde entonces el instrumento de la balanza ha ido evolucionando
hasta llegar a las básculas electrónicas que conocemos hoy en d́ıa.

Figura 3.1: Imagen tomada de Museum of the Royal Pharmaceutical Society of Great Britain, Gary

Castro et. al. Basic Weighing and Measuring Principles, Training for the Weights and Measures Official

Division of Measurement Standards. MAX- PLANC K- INST I TUT FÜ R WI S S ENSCHAFTS G

E S C H ICHTE Max Planck Institute for the History of Science

A la par de ese desarrollo la balanza ha sido utilizada como un modelo de repre-
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sentación para resolver problemas (cuya solución nos conduce a una ecuación). Por
ejemplo, Arqúımedes (250 A. C.) descubre el principio de la palanca, a partir de es-
te momento se considera empieza el uso tecnológico y consciente de esta máquina. El
principio f́ısico de equilibrio, conocido como ley de la palanca de Arqúımedes, consiste
en considerar dos cuerpos cuyos pesos denominamos w1 y w2, colocados a una distancia
d1 y d2 respectivamente, del punto de apoyo, de tal forma que la balanza se equilibre,
veamos para ello la figura 3.2 cuya condición de equilibrio es:

d1w1 = d2w2

w

d

w

d

1

1

2

2

Punto de apoyo

Figura 3.2: Ley de la palanca de Arqúımedes.

Los problemas tipo balanza aparecen por primera vez como acertijos y años después
se usaŕıan para la educación matemática en particular para la enseñanza aprendizaje de
las ecuaciones de primer grado. Como un ejemplo del uso consciente que se le empezó a

Figura 3.3: El acertijo de las balanzas de Samuel Loyd.

dar a la balanza podemos citar a Samuel Loyd, nacido en 1841 el más grande creador
de acertijos de los Estados Unidos. Sus columnas de acertijos aparecieron en numerosos
periódicos y revistas (1904-1911) plantea el acertijo de las balanzas (Figura 3.3) que
utiliza ecuaciones para resolverse. Loyd introdujo los acertijos de balanza para dar a los
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alumnos la oportunidad de resolver estos problemas de álgebra sólo con la manipulación
de los objetos y usando razonamiento aritmético. En otras palabras, el modelo de
solución no se basa en el uso de ecuaciones formuladas con diferentes śımbolos para las
incógnitas.

A continuación presentamos los trabajos más relevantes relacionados con el uso de
la balanza para resolver ecuaciones.

Con el objetivo de mejorar el conocimiento de los maestros de matemáticas de la
Escuela Secundaria Junior en Bandung, Turmudi ( 2011) presenta un estudio cualitati-
vo, desde una perspectiva realista, donde parte, de las experiencias trasmitidas para la
introducción de las ecuaciones lineales, es el diseño de una balanza para pesar cosas. Sus
resultados indican que los estudiantes y maestros ponen más atención a estos métodos
de enseñanza y motivan el entendimiento del concepto de variable.

Por otra parte, existen diversos autores que plantean la importancia de las represen-
taciones múltiples en matemáticas para contribuir en el aprendizaje de los estudiantes
y estimular el pensamiento relacional. Por ejemplo, Jennifer Suh y Patricia S. Moyer
(2007) muestran como el uso de diversas formas representacionales pueden estimular el
pensamiento relacional. Greenes y Findell (1999), recomiendan experiencias como usar
balanzas de escalas para representar expresiones algebraicas y aśı promover el pensa-
miento relacional de los estudiantes. Ellos establecen que los estudiantes desarrollan
el razonamiento matemático en álgebra cuando son capaces de interpretar ecuaciones
algebraicas usando dibujos, gráficos y representaciones simbólicas.

Lesh, Landau & Hamilton (1983 ) destacan la manipulación de la balanza entre cin-
co tipos distintos de sistemas de representación: experiencia de la vida real, modelos
de manipulación (balanza), dibujos y diagramas, lenguaje verbal, lenguaje escrito. En
Arrieta (2006) se plantea el uso de material (objetos concretos) como punto de partida
para la construcción del conocimiento, ya que, al referirse a un soporte f́ısico, facilitan
la comprensión y la comunicación, favoreciendo la visualización, la motivación y la ac-
titud positiva hacia las matemáticas.

Figueira-Sampaio, dos Santos y Carrijo (2009) expresan que el aprendizaje es un proce-
so en el cual los individuos construyen conocimientos y que la investigación en educación
matemática busca formas de hacer la educación matemática menos seca y más atracti-
va. Argumentan que al resolver ecuaciones de primer grado, es muy común para los
profesores trabajar con la idea errónea de “cambiar el signo” al “mover el
miembro”. Para minimizar este problema plantean la idea de equilibrio (igualdad).

Se han hecho otras investigaciones donde se han propuesto diferentes modelos para
el razonamiento algebraico inicial. Por ejemplo Cáceres y Suárez (2008), establecen que
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los programas dan a los estudiantes retroalimentación inmediata sobre sus acciones en
la computadora, y frecuentemente simulan situaciones que son dif́ıciles de reproducir o
experimentar en el salón de clases. Debido a esto ellos promueven un programa al que
llaman el interactivo La balanza que reproduce una situación problemática en la que
distintas balanzas necesitan ser equilibradas usando números fraccionarios. Con esto,
se pretende que los alumnos trabajen con la equivalencia de fracciones, aśı como con la
suma y resta de las mismas. El programa tiene la ventaja de que da retroalimentación
al usuario al indicarle de manera visual y auditiva cuando los brazos de la balanza están
en equilibrio. Otra ventaja es que pueden utilizarse también números enteros negativos
y decimales (Figura 3.4).

Figura 3.4: Programa interactivo La Balanza.

Los mismos autores también consideran que el aprendizaje ocurre a través de inter-
acciones y por lo que recomiendan el trabajo colaborativo con actividades que incluyan
discuciones grupales. Otro de los aspectos que promueven el uso de materiales concre-
tos antes del contacto con ideas matemáticas abstractas. Debido a que contemplan a la
enseñanza y el aprendizaje como actividades complejas ya que consideran a cada sálon
de clases como un contexto único, las sugerencias didácticas deben servir únicamente
como gúıas y no como una manera única de utilizar los recursos. El uso de la balanza
invita a los estudiantes a actuar matemáticamente de diferentes maneras.
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Caṕıtulo 4

Investigación Documental

En este caṕıtulo se muestran resultados sobre la investigación documental; espećıfi-
camente presentamos el plan de estudios de educación secundaria, los libros oficiales
de matemáticas (CONALITEG) a nivel secundaria que se revisaron con el objetivo de
identificar los problemas que tratan el modelo de la balanza, y en las últimas secciones
del caṕıtulo se presentan dos clasificaciones de los problemas encontrados de acuerdo a
diferentes aspectos tratados en la teoria de Palm, la propuesta de Filloy y el libro del
maestro de la SEP.

4.1. Plan de estudios

Dentro de los programas de estudio de educación secundaria de la SEP (2011) se
propone introducir en primer año en el bloque III, las ecuaciones de primer grado de
las formas

x+ a = b, ax = b y ax+ b = c

En segundo año, en el bloque IV en las orientaciones didácticas y planes de clase 8.4.2.,
se contemplan las ecuaciones de primer grado de la forma

ax+ b = cx+ d

En su plan de clase se sugiere utilizar el modelo de la balanza como un apoyo
concreto para dar sentido a las propiedades de la igualdad. En tercer año se
propone la aplicación de las ecuaciones de primer grado en la resolución de problemas,
esta propuesta se encuentra en el bloque V.

El motivo por el cual se toman los planes de estudio 2011 se debe a que continua-
mente se están haciendo modificaciones de estos programas. Por ejemplo, las fechas en
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que entrarán en vigor los nuevos planes de estudio son: para el ciclo escolar 2016-2017,
entra el plan primero de secundaria, para el ciclo escolar 2017-2018 el de segundo de
secundaria y para el ciclo escolar 2018-2019 el plan tercero de secundaria. En la liga
Secretaŕıa de Educación Pública (2011) se pueden verificar de manera detallada las
fechas de los nuevos planes, incluso para la educación preescolar.

4.2. Libro del maestro de secundaria 2011

También es importante para nuestra investigación la revisión del libro para el maes-
tro de Matemáticas de Secundaria que propone la SEP. Este libro que se propone como
una gúıa para el profesor de secundaria, es considerado en nuestra investigación debido
a que se presentan sugerencias de cómo abordar el tema de la solución de ecuaciones
lineales a través del modelo de la balanza.

El Libro para el maestro de matemáticas de educación secundaria desde su primera
edición (1994) hasta la más reciente es una propuesta de la Secretaŕıa de Educación
Pública como material de apoyo dirigido a los profesores de la asignatura, de los tres
grados de la educación secundaria, con la intención de fortalecer el trabajo docente de
los profesores y con el propósito principal de enriquecer sus recursos para ayudar a sus
alumnos a estudiar matemáticas.

A partir de la segunda edición (2001) se le han incorporado nuevos materiales como
secuencias , organización de contenidos, ficheros y actividades didácticas. En su edición
más reciente del Libro para el maestro (Educación básica. Secundaria 2004) se enriquece
el caṕıtulo referido al enfoque didáctico para el estudio, la enseñanza y el aprendizaje
de las matemáticas, propuesto en el plan y programas de estudio correspondientes. En
la última edición (2004) se proponen orientaciones concretas respecto al tratamiento
de los contenidos matemáticos para cada una de las áreas:

1 Aritmética

2 Álgebra

3 Geometŕıa (en el tercer grado se agrega trigonometŕıa)

4 Presentación y tratamiento de la información

5 Nociones de probabilidad

Las orientaciones cubren sólo los temas donde consideran que el alumno presenta fre-
cuentemente dificultades. También se proponen actividades y problemas especiales con
la idea de que los alumnos puedan superar estas dificultades. El libro en su edición
2004, se encuentra estructurado en 6 caṕıtulos, todos los caṕıtulos excepto el primero
corresponden a las áreas antes mencionadas.
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El primer caṕıtulo se reserva para explicar los propósitos del estudio de las matemáticas
en la educación secundaria y algunos aspectos del enfoque didáctico. Para comprender
el tipo de orientación que se propone en el libro, presentamos a continuación algunos
de los aspectos contemplados en este caṕıtulo.

El primer caṕıtulo titulado Enfoque, se refiere al enfoque didáctico para el estudio, la
enseñanza y el aprendizaje de las matemáticas en la educación secundaria. El caṕıtulo
resalta la importancia de las matemáticas en la vida diaria. Aqúı vale la pena señalar
que los ejemplos presentados en esta motivación corresponden a actividades que surgen
en los ámbitos cient́ıficos y tecnológicos.

Los propósitos del estudio, la enseñanza y el aprendizaje de las matemáticas en la
educación secundaria están enfocados (en este libro) principalmente en la formación
de los estudiantes, esencialmente en desarrollar habilidades, promover actitudes
positivas y adquirir conocimientos matemáticos.

Las habilidades que se pretenden desarrollar son:

• Calcular (establecer relaciones entre las cifras o términos de una operación o de
una ecuación para producir o verificar resultados).

• Inferir (posibilidad de establecer relaciones entre los datos expĺıcitos e impĺıcitos
que aparecen en un texto, una figura geométrica, una tabla, gráfica o diagrama,
para resolver un problema).

• Comunicar (utilizar la simboloǵıa y los conceptos matemáticos para interpretar
y transmitir información cualitativa y cuantitativa).

• Medir (establecer relaciones entre magnitudes para calcular longitudes, superfi-
cies, volúmenes, masas, etcétera).

• Imaginar ( trabajo mental de idear trazos, formas y transformaciones geométri-
cas planas y espaciales).

• Estimar (encontrar resultados aproximados de ciertas medidas, de operaciones,
ecuaciones y problemas).

• Generalizar (descubrir regularidades, reconocer patrones y formular procedi-
mientos y resultados).

• Deducir (establecer hipótesis y encadenar razonamientos para demostrar teore-
mas sencillos.
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Dentro de la promoción de actitudes positivas se persigue fomentar actitudes como:

• Colaboración (asumir la responsabilidad de un trabajo en equipo).

• Respeto (al expresar ideas y escuchar las de los demás).

• Investigación (buscar y verificar diferentes estrategias para resolver problemas).

• Perseverancia (llevar a buen término el trabajo aun cuando los resultados no
sean los óptimos).

• La autonomı́a (al asumir la responsabilidad de la validez de los procedimientos
y resultados).

• Sana autoestima (reconocer el valor del trabajo propio, para fortalecer la segu-
ridad personal).

La adquisición de conocimientos matemáticos tiene como tarea espećıfica el estudio de
las disciplinas en las cinco áreas mencionadas. Ésta pretende consolidar el proceso de
formación básica con el objeto de obtener una cultura matemática significativa y fun-
cional. Aqúı por “cultura matemática significativa y funcional” los autores se refieren a
que los estudiantes puedan usar los conocimientos adquiridos de matemáti-
cas en las diversas actividades que realizan cotidianamente. Otro aspecto que
se busca con la adquisición de los conocimientos matemáticos es consolidar el proceso
de estudio de las matemáticas iniciado en la educación preescolar y primaria.

Otro aspecto importante del enfoque didáctico es el papel de los problemas en
el estudio de las matemáticas. Por problema los autores se refieren a

“una situación que presenta un reto, un desaf́ıo, ante el cual, el alumno que inten-
ta responderlo no dispone de un recurso expedito y, por tanto, debe buscar, ensayar,
establecer relaciones, analizar sus efectos, elaborar conjeturas, probarlas y validarlas”.

Con base en esta concepción los autores sugieren que los problemas propuestos a los
estudiantes cumplan con:

• Ser un reto interesante que fomente en el estudiante una actitud de búsqueda,
orientada a proponer conjeturas y posibles estrategias de resolución.

• El problema debe permitirle al estudiante explorar las relaciones entre nociones
conocidas y posibilitarle el avance hacia la comprensión y asimilación de nuevos
conocimientos.

• El problema debe contener los elementos que permitan validar sus propias conje-
turas, procedimientos y soluciones, o desecharlas cuando sean incorrectas.

24



Otros aspectos del enfoque que no detallaremos aqúı son: El ambiente de estudio en el
aula, el tipo de situaciones problemáticas propuesto, el juego como recurso didáctico,
materiales manipulables y las nuevas tecnoloǵıas, las tareas en casa, la confrontación,
los errores en la resolución de problemas y la validación de resultados, las secuencias
didácticas y la formalización del conocimiento, organización del trabajo en el aula, el
tiempo para resolver un problema, las tareas del profesor, selección de las actividades,
organización de la clase, organización del curso, el trabajo colegiado, la evaluación, y
los exámenes escritos individuales.

Para nuestra investigación, nos interesa conocer la orientación, propuesta por el li-
bro del maestro (edición 2004), respecto al tratamiento del tema de ecuaciones de
primer grado correspondiente al caṕıtulo de álgebra del segundo grado de secundaria.
En términos más espećıficos, nuestra atención se centra en la orientación que se le da
al uso del modelo de la balanza en este libro.

En la parte introductoria del caṕıtulo correspondiente al tema de Álgebra los auto-
res advierten que para afrontar con éxito la resolución de ecuaciones lineales, se deben
tomar en cuenta los temas de pre álgebra vistos en el primer año de secundaria (ele-
mentos introductorios del lenguaje simbólico). También aseguran que para lograr un
aprendizaje significativo del álgebra, es necesario que los śımbolos y las
operaciones algebraicas se introduzcan a partir de situaciones familiares. Al
mismo tiempo pronostican que al final del segundo año y durante el tercero, el alumno
tendrá la oportunidad de adquirir destreza y seguridad en el manejo de los procedi-
mientos algebraicos y utilizarlos para resolver problemas cada vez más complejos.

Para determinar el momento en que los autores consideran necesario introducir el mo-
delo de la balanza mostramos a continuación una descripción de los temas tratados
previamente.

El álgebra en la educación secundaria. Aqúı se da una motivación de la im-
portancia del estudio del álgebra y se hace la observación de la conveniencia de que los
alumnos utilicen expresiones con literales y se acostumbren a las primeras reglas senci-
llas de escritura algebraica. También proponen que las actividades enfaticen el uso de
situaciones concretas y su representación por medio de tablas y gráficas, con el objetivo
de que el alumno explore regularidades y patrones, aprendiendo a expresarlos simbóli-
camente, sin intentar llegar a la manipulación algebraica de los śımbolos.

Primeras reglas de escritura algebraica. Para introducir estas reglas se propo-
ne aprovechar las fórmulas geométricas para calcular el peŕımetro y el área de figuras
sencillas. También se sugiere plantear problemas y actividades donde se solicite a los
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alumnos expresar de manera breve el peŕımetro o el área de algunas figuras sencillas.

Ecuaciones de un paso. Aqúı los autores proponen problemas de ecuaciones aritméti-
cas como:

1) 237.45 + [ ] = 513.25,

2) 809.60− [ ] = 579.85,

3) 12.5× [ ] = 92.5

4) [ ]/5.5 = 13.5

A estas ecuaciones las hacen llamar ecuaciones de paso, ya que se resuelven en un sólo
paso invirtiendo las operaciones. Recomiendan involucren números decimales relativa-
mente grandes y el uso de la calculadora para agilizar la resolución de este tipo de
ecuaciones.

Ecuaciones de primer grado o lineales. En este tema, para introducir los ele-
mentos de lenguaje simbólico, los autores proponen retomar los temas de pre-álgebra
vistos en el primer grado. También plantean la necesidad de introducir los śımbolos y
las operaciones algebraicas a partir de situaciones familiares y la importancia de pla-
near actividades y problemas que contemplen las nociones de ecuación, de incógnita y
procedimiento para despejar la incógnita. Y que fomenten en los estudiantes la capaci-
dad de darse cuenta de la forma como las condiciones de un problema se traducen en
una ecuación.

4.2.1. El modelo de la balanza

Para introducir el tema los autores consideran que un paso importante hacia el
pensamiento algebraico es que los alumnos sean capaces de resolver ecua-
ciones donde la técnica de invertir operaciones ya no sea suficiente, como es
el caso de las ecuaciones lineales donde la incógnita aparece en ambos miembros de la
ecuación. Las ecuaciones a las que se refieren tienen formas como:

ax+ b = cx+ d, ax+ bx+ c = dx+ ex+ f

Es en este punto donde ellos consideran que los modelos de enseñanza para la
resolución de ecuaciones lineales juegan un papel fundamental. La importan-
cia de estos modelos la basan en la observación de que los estudiantes aprenden mejor
los métodos para la solución de ecuaciones lineales si se usan modelos como el de la
balanza en lugar de acudir a las explicaciones basadas en las propiedades estructurales
de los números.
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La base del modelo de la balanza se presenta como la analoǵıa entre la
manipulación de quitar o poner objetos en ambos platillos de una balanza
manteniendo su equilibrio y las operaciones que puedan realizarse en ambos
miembros de una ecuación.

Analoǵıas

Balanza ←→ Ecuación

Manipular ←→ Realizar operaciones

Ambos platillos de la balanza ←→ Ambos miembros de la ecuación

Mantener equilibrio ←→ La igualdad no se pierde

Para ilustrar el uso de la balanza los autores plantean el problema de resolver la
ecuación

7x+ 5 = 4x+ 20

Mediante las siguientes acciones:

Acción 1. Quitar pesos desconocidos e iguales a x como se ilustra en los gráficos
de la Figura 4.1.

x x x x

x x x

x x x

x

5
20

x x x x

x

x x

x x x

x

5
20

Figura 4.1: Balanzas en equilibrio.
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La acción 1 se realiza hasta obtener una balanza con pesos desconocidos sólo en
uno de los lados:
Acción 2. Interpretar la balanza del gráfico de la Figura 4.2 como la ecuación

x x x 5
20

Figura 4.2: Balanza resultante.

3x+ 5 = 20

Acción 3. Aplicar el procedimiento para ecuaciones de un paso para obtener que

x =
20− 5

3
=

15

3
= 5

Después de la ilustración del uso de la balanza los autores recomiendan que las ac-
ciones de la balanza sean referidas a los miembros de la ecuación con el fin
de conducir a los alumnos a los procedimientos algebraicos que sirven para
operar con ambos miembros de una ecuación para resolverla.

Cuando el estudiante ha adquirido la experiencia suficiente sugieren comenzar a tras-
mitir las ideas de pasar sumando o restando o multiplicando o dividiendo de
un lado a otro de la ecuación.

Distinguen dos clases de procedimientos sobre una ecuación:

i. Los que consisten en realizar las mismas operaciones en ambos miembros de la
ecuación.

ii. Los que consisten en aplicar las reglas para pasar de un miembro a otro.

Para establecer la siguiente correspondencia que representa una evolución del modelo
de la balanza (Figura 4.3).
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i. Operaciones en ambos
miembros de la ecuación

Modelo de la Balanza

ii. Aplicación de reglas
para pasar de un miembro
a otro

Transposición de los
términos de la ecuación

Evolución del 
Modelo

Correspondencia

Figura 4.3: Evolución del modelo

Sobre los alcances y limitaciones del modelo de la balanza observan lo siguiente:

Alcances. Existe una gran variedad de ecuaciones diferentes que pueden resolverse
a partir del modelo de la balanza.

Limitaciones. El modelo no resulta adecuado utilizarlo directamente, por ejemplo,
en ecuaciones como:

ax− b = cx, ax+ b = cx− d, ax− b = cx− d, a− bx = cx

entre otras.

Otras ecuaciones lineales que no pueden modelarse directamente sobre la
balanza son aquellas que dan lugar a soluciones negativas.

Los autores le dejan al profesor la decisión del momento conveniente pa-
ra introducir las ecuaciones con coeficientes decimales sencillos y las que
tienen soluciones negativas (ya no tratados directamente con el modelo de
la balanza).
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4.3. Resultados de la revisión de los libros

En esta sección fue necesario hacer una revisión de los libros de texto de matemáti-
cas en los tres niveles de secundaria (primero, segundo y tercer año) avalados por la SEP
en los ciclos escolares 2015-2016 y 2016-2017, con el objetivo de identificar cuántos pro-
blemas utilizan el modelo de la balanza para la enseñanza-aprendizaje de las ecuaciones
de primer grado y si son cognitivamente adecuados para los estudiantes.

En el ciclo escolar 2015 - 2016 se revisaron 72 libros de matemáticas por los tres
niveles; en la revisión de estos libros encontramos 99 problemas que utilizan el modelo
de la balanza o la balanza como artefacto. En el ciclo escolar 2016-2017 se revisaron 96
libros por los tres niveles; en esta revisión encontramos 168 problemas que utilizan el
modelo de la balanza o la balanza como artefacto; cabe aclarar que los problemas del
ciclo escolar 2015-2016 están incluidos en los problemas del ciclo escolar 2016-2017.

En las tablas 4.1, 4.2 y 4.3 del anexo A se muestran todas las referencias de los
libros revisados de los tres niveles respectivos, para facilitar la clasificación, cada pro-
blema se etiqueta con la clave asignada por la SEP del libro correspondiente. Cuando
aparecen varios problemas en un mismo libro se adiciona al final de la etiqueta una
letra minúscula del alfabeto, por ejemplo, S12005, S12005a y S12005b son 3 problemas
en el libro con clave SEP S12005. También en las 2 últimas columnas de cada tabla se
muestra el nùmero de problemas encontrados con el modelo de la balanza o el artefacto
balanza y las páginas del libro donde se encontraron dichos problemas.

En el primer nivel de educación secundaria se revisaron un total de 30 libros de
ambos ciclos escolares (Tabla 4.1 del anexo A), entre estos libros se encontraron un
total de 86 problemas relacionados con la balanza. También, se identificaron 3 libros
que sufrieron cambio de portada, sin embargo los problemas relacionados con la balanza
permanecieron sin cambio alguno, las claves SEP que corresponden a estos libros son:
S12005, S12016 y S12007.

En el segundo nivel de secundaria se revisaron un total de 31 libros correspondientes
a los ciclos 2015-2016 y 2016-2017 (Tabla 4.2 del anexo A), en estos libros se encontraron
72 problemas relacionados con la balanza.

En el tercer nivel se revisaron 35 libros de los ciclos 2015-2016 y 2016-2017 (Tabla
4.3 del anexo A). En estos libros se identificaron 10 problemas relacionados con la
balanza, esta reducción era de esperarse debido a los temas tratados en este nivel, ya
que éstos sólo contemplan algunas aplicaciones de las ecuaciones de primer grado.
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4.4. Clasificación de Problemas

Como ha sido mencionado con anterioridad, algunos autores promueven el uso de
materiales concretos antes del contacto con ideas matemáticas abstractas. En sus tra-
bajos plantean la importancia de las representaciones en matemáticas, como el modelo
de la balanza, para contribuir en el aprendizaje de los estudiantes y estimular el pensa-
miento relacional. En esta sección proponemos dos clasificaciones de los problemas que
cubren varias cuestiones relacionadas con la didáctica de las matemáticas y la teoŕıa
de Palm.

En la primera clasificación se pretende explorar las cuestiones relacionadas con
la didáctica de las matemáticas, para esto se consideran 4 grupos:

1) Problemas que aplican y que no aplican las acciones en el modelo de la balanza.

1.1. Los autores demuestran expĺıcitamente cómo las acciones que no afectan el
equilibrio llevan a la solución.

1.2. Los autores preguntan expĺıcitamente a los alumnos cuáles son las acciones
que no afectan el equilibrio.

1.3. Los autores no tratan expĺıcitamente las acciones que no afectan el equilibrio.

2) Problemas que usan conocidos acertijos matemáticos.

3) Problemas clasificados por el número de ecuaciones.

4) Problemas de la balanza con expresiones algebraicas o números

En la Segunda clasificación se exploran las cuestiones relacionadas con la teoŕıa de
Palm. Para esto, se forman dos grupos de problemas:

1) Problemas que intentan dar la idea de que el modelo de la balanza se puede usar
en eventos reales.

2) Problemas que presentan datos irreales o datos contradictorios.

Para nuestra clasificación hemos designado una sección para cada grupo; de la sección
4.4.1 a la 4.4.4 para los primeros 4 grupos de la primera clasificación y las secciones 4.4.5
y 4.4.6 para los dos grupos de la segunda clasificación. En cada sección se describen
detalladamente las caracteŕısticas de los problemas que pertenecen al grupo correspon-
diente. También se ilustran algunos ejemplos que resaltan en su grupo y se dejan los
restantes para ser consultados en los anexos de este documento.
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Primera Clasificación

En la primera clasificación se pretende explorar las cuestiones relacionadas con
la didáctica de las matemáticas. Este grupo se pude decir que es el más importante
porque contiene los problemas que son la razón de ser del modelo de la balanza, es
decir los problemas que usan de manera correcta este modelo. En estos problemas
se va quitando el mismo objeto de cada platillo de la balanza de tal manera que se
siga manteniendo el equilibrio en la balanza y aśı continua hasta llegar al valor de la
incógnita. Sobre los datos se puso especial atención en los objetos que representan el
coeficiente de la variable en la ecuación y en el resultado númerico, para asegurar que
correspondan con números enteros positivos, como lo plantean Filloy (1999) y el libro
para el maestro SEP (2011). Estos problemas en el aspecto DATOS de la teoŕıa de
Palm pueden resultar artificiales debido a que puede darse el caso de que los objetos
utilizados en el problema no sean reales.

4.4.1. Problemas que aplican y que no aplican las acciones del modelo

de la balanza

Este grupo se compone de 3 subgrupos determinados por las distintas acciones sobre
la balanza. El primer subgrupo es donde los autores demuestran de manera expĺıcita
acciones sobre los objetos de la balanza que no afectan su equilibrio y llevan a la so-
lución del problema, de este tipo de problemas se encontraron 17, lo que corresponde
al 10.11 %. El segundo subgrupo corresponde a problemas donde el autor pregunta
expĺıcitamente a los alumnos cuáles son las acciones que no afectan el equilibrio de
la balanza, de este tipo de problemas encontramos 32 que corresponden al 19.04 %.
El último subgrupo corresponde a los problemas donde el autor no trata de manera
expĺıcita las acciones que no afectan el equilibrio de la balanza, a este grupo pertenecen
el 70.83%.

4.4.1.1 Los autores demuestran expĺıcitamente cómo las acciones que no
afectan el equilibrio llevan a la solución

Como mencionamos previamente este subgrupo es uno de los más importantes, porque
los problemas que pertenecen a esta clase son los que muestran paso a paso el modelo
de la balanza. A continuación se presentan 5 ejemplos de problemas de este subgrupo.
En el anexo B se pueden consultar la totalidad de los problemas.

Ejemplo I.1

Contexto: Se observa una balanza y arriba de sus platillos se encuentran figu-
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ras geométricas. Abajo para su solución se muestra la misma balanza pero con
diferentes representaciones equivalentes.

Texto original: En el modelo de la balanza, cada platillo actúa como un miembro
de la ecuación de primer grado con una incógnita; platillo izquierdo para el primer
miembro y platillo derecho para el segundo miembro, y el pedestal como el signo
= . Cada paso que se realiza en la balanza debe mantener el equilibrio de ésta.
En este ejemplo la incógnita está representada por los rectángulos naranja y cada
unidad numérica por un circulito relleno. En este modelo se puede manejar la
incógnita en ambos platillos, y es recomendable sólo usar valores enteros.

Tareas matemáticas: Encontrar el valor de la incógnita observando las dife-
rentes representaciones de la balanza mostradas en el dibujo. Ir eliminando las
figuras de la balanza hasta llegar a una equivalencia de las figuras geométricas.

Figura 4.4: S12001a

Figura 4.5: S12001b
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Ejemplo I.2

Contexto: En este problema se observa una balanza con 5 representaciones equi-
valentes. En dichas representaciones los objetos que equilibran esas balanzas son
botes y pesas de 5 kg. Se observa que en cada representación se van quitando
elementos de ambos lados de la balanza (para mantener el equilibrio) hasta llegar
a la solución.

Tareas matemáticas: Relacione cada balanza con su respectiva ecuación y cal-
cular el peso de cada bote.

Figura 4.6: S22006c
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Ejemplo I.3

Contexto: Se observa una balanza con tres representaciones diferentes (equiva-
lentes), los objetos que se encuentran en los platillos de cada representación de
la balanza son cubos grandes y chicos, los grandes de peso desconocido y los chi-
cos que no tienen unidad de peso (sólo marca 1). También se muestran algunos
ejemplos de resolución de ecuaciones meramente algebraicas.

Tareas matemáticas: Ir quitando elementos de ambos lados de los platillos
hasta encontrar el valor de la incógnita.

Figura 4.7: S12004e
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Ejemplo I.4

Contexto: Se presentan una balanza con 4 representaciones equivalentes (cam-
bian al ir quitando objetos de ambos lados) equilibradas con bolas de peso x y
con objetos de 4, 12 y 16 unidades desconocidas.

Tareas matemáticas: En cada transformación de las representaciones (después
de aplicar propiedades de igualdad) escribir las acciones que se efectuaron y la
ecuación resultante.

Figura 4.8: S12013i
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Ejemplo I.5

Contexto: Se presentan una balanza con diferentes representaciones equivalentes,
las cuales están equilibradas con cubos verdes de peso desconocido y cubos naranja
los cuales tampoco tienen un peso espećıfico.

Tareas matemáticas: Ir quitando elementos de manera simultánea de ambos
lados de la balanza sin que ésta pierda el equilibrio, hasta encontrar el valor de
la incógnita.

Figura 4.9: S22015
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4.4.1.2 Los autores preguntan expĺıcitamente a los alumnos cuáles son
acciones que no afectan el equilibrio

En este subgrupo mostramos dos ejemplos, la totalidad de los problemas de esta cate-
goŕıa pueden consultarse en la tabla del anexo B.

Ejemplo I.6

Contexto: Se observa una balanza , los objetos que se encuentran en los platillos
y que equilibran la balanza son cajas color cafe de peso desconocido, dos pesas
una de de 1 kg, y la otra de de 7 kg.

Tareas matemáticas: Subrayar las acciones que mantienen en equilibrio la ba-
lanza.

Figura 4.10: S12013e
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Ejemplo I.7

Contexto: Se observa una balanza , los objetos que se encuentran en los platillos
y que equilibran la balanza son botes de peso desconocido, pesas de 1 kg, y 3 kg.

Tareas matemáticas: Subrayar las acciones que dejaŕıan en equilibrio la ba-
lanza. Las medidas de las pesas están dadas en kilogramos y los botes pesan lo
mismo.

Figura 4.11: S22006a
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4.4.1.3 Autores no tratan expĺıcitamente las acciones que no afectan el
equilibrio.

Este subgrupo complementa los dos subgrupos anteriores, es decir el autor no hace
expĺıcito el uso del modelo de la balanza.

Ejemplo I.8

Contexto: Se observa una balanza , los objetos que se encuentran en los platillos
y que equilibran la balanza son libros de peso desconocido y pesas de 1 kg.

Tareas matemáticas: cuánto pesa cada libro.

En este ejercicio, el autor no indica al estudiante de manera expĺıcita que debe
resolver el problema utilizando el modelo de la balanza. Además, la distribución
de libros y pesas en dos platos no corresponde a una situación de equilibrio.

Figura 4.12: S22006f

4.4.2. Problemas que usan conocidos acertijos matemáticos

Aqúı se clasifican los acertijos encontrados. Como bien se sabe, los acertijos están
presentes desde hace muchos años y publicados en el libro de Samuel Loyd (1959).
Los problemas tipo balanza aparecen por primera vez como acertijos y años después
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se usaŕıan para la educación matemática en particular para la enseñanza aprendizaje
de las ecuaciones de primer grado. Samuel Loyd introdujo los acertijos de balanza
para dar a los alumnos la oportunidad de resolver estos problemas de álgebra sólo con
la manipulación de los objetos y usando razonamiento aritmético. En otras palabras,
el método de solución no se basa en el uso de ecuaciones formuladas con diferentes
śımbolos para las incógnitas.

Los tres ejemplos que mostraremos a continuación (gatitos, balón a la mitad y
ladrillo) fueron encontrados en los libros de secundaria, y a pesar de haber sido tomados;
dos del libro de Samuel Loyd (1959) y el otro del libro de Gardner (1995) (donde éste
hizo modificaciones al problema de Loyd), no fueron referenciados.

Ejemplo I.9

Contexto: Se observa una balanza con dos representaciones diferentes, puede
notarse que los objetos que están en los platillos de la balanza son pesas se 3 kg,
5 kg, 10 kg, gatos grandes y gatos pequeños.

Texto original: Animalirretos, los gatos grandes pesan más que los pequeños,
pero todos los grandes pesan lo mismo,igual que todos los pequeños.

Tareas matemáticas: Encontrar el peso de cada gato.
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Figura 4.13: S22006g

Ejemplo I.10

Contexto: Se observa una balanza con medio balón y una pesa de 1/2 kg en el
platillo izquierdo, y en el platillo derecho un balón.

Texto original: El fiel de la balanza, un balón de fútbol pesa 1/2 kilogramo
más la mitad de su propio peso.

Tareas matemáticas: Encontrar el peso del balón y proporcionar argumentos
que validen tu respuesta.

Ejemplo I.11

Contexto: Se observa una balanza con un ladrillo en uno de sus platillos, y tres
cuartas partes de un ladrillo más una pesa de tres cuartos de libra en el otro
platillo.

Texto original: El peso de un ladrillo; observa la imagen, en el lado izquierdo
de la báscula hay un ladrillo, en el lado derecho hay tres cuartos de ladrillo y una
pesa de tres cuartos de libra. La báscula está equilibrada.

Tareas matemáticas: Encontrar el peso del ladrillo.
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Figura 4.14: S00163

4.4.3. Problemas clasificados por el número de ecuaciones

En este grupo se clasifica respecto al número de representaciones diferentes de la
balanza, en otras palabras la clasificación es respecto al número de ecuaciones lineales
que se utilizan para resolver el problema, pueden ser 0, 1 , 2, o hasta 3 ecuaciones.
Las balanzas seleccionadas con 0 ecuaciones son las que nos ejemplifican el concepto
de equilibrio y este concepto es fundamental para hacer la analoǵıa con la igualdad en
una ecuación lineal.

4.4.3.1 Los problemas sin ecuaciones

El concepto de equilibrio cuando se habla de balanzas es de suma importancia ya que
los platillos de la balanza de entrada estàn en equilibrio; para hacer la analoǵıa de las
ecuaciones lineales con la balanza es indispensable que los estudiantes entiendan este
concepto. Los siguientes ejemplos ayudan al estudiante a entender esta definición.

Ejemplo I.12

Contexto: Se presenta una balanza con 4 configuraciones diferentes y sobre los
platillos de las balanzas se observan cubos de diferentes pesos, en la primera
configuración se observa un cubo de 1.5 kg, en otra se observa otro cubo de
0.25 kg., en otra un cubo de 0.75 kg., y en la última se observa un cubo de
0.125 kg. También se observan varias pesas de diferentes tamaños debajo de cada
configuración de la balanza.

Tareas matemáticas: Subrayar la pesa que equilibre cada balanza. Sólo puedes
usar una vez cada pesa.
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Figura 4.15: S12004b

Ejemplo I.13

Contexto: Se observa una balanza con pesas de diferentes tamaños (de 0.5 kg
y 0.25 kg) en su platillo izquierdo y el platillo derecho vacio, por otro lado se
observan pesas de 1 kg, 1/2 kg, 1/4 kg y 1/5 kg.

Tareas matemáticas: Colocar en el platillo derecho las pesas que equilibran la
balanza.
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Figura 4.16: S12014

4.4.3.2 Los problemas con 1 ecuación

Como sabemos una ecuación lineal es una igualdad que puede tener una o mas varia-
bles o incógnitas cuyo exponente es igual a 1. Recordemos que las analoǵıas entre el
modelo de la balanza y las ecuaciones lineales son: manipular objetos en la balanza con
hacer operaciones en la ecuación, ambos platillos de la balanza con ambos miembros
de la ecuación y mantener el equilibrio en la balanza con mantener la igualdad en las
ecuaciones. Aqúı mostraremos algunos ejemplos de balanza que se resuelven con una
ecuación de primer grado.

Ejemplo I.14

Contexto: Se observa una balanza con un prisma color rojo y 6 cubos color
naranja en su platillo izquierdo y 8 cubos color naranja en su platillo derecho.

Tareas matemáticas: Encontrar cuántos cubos de color naranja pesarán igual
que un prisma de color rojo. Responder preguntas que nos reafirman las propie-
dades de igualdad y equilibrio en las ecuaciones y las balanzas respectivamente.
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Figura 4.17: S00137b

Ejemplo I.15

Contexto: Se observa una balanza con dos gatos y seis ladrillos en el platillo
izquierdo, y en el platillo derecho se colocaron 15 ladrillos

Tareas matemáticas: ¿Qué pesa más un gato o tres ladrillos? ¿Cuál de las
siguientes ecuaciones representan la situacón?. 6+2x = 10; 2x∗6 = 15; 2x−6 = 15.
Resuelve la ecuación y determina el peso del gato.

46



Figura 4.18: S12004c

4.4.3.2 Los problemas con 2 ecuaciones

Las ecuaciones lineales o sistemas de ecuaciones son un conjunto de igualdades algebrai-
cas en las que aparecen una o varias incógnitas elevadas a la potencia 1. Los ejemplos de
balanza que se muestran a continuación se pueden resolver con un sistema de ecuaciones
lineales. El resto de los ejemplos los pueden encontrar en el anexo B.

Ejemplo I.16

Contexto: Se observa una balanza con 3 representaciones diferentes, los objetos
que equilibran la balanza y se encuentran en los platilos son: naranjas, sand́ıas y
piñas.

Tareas matemáticas: Se pide equilibrar las balanzas con las naranjas.

Ejemplo I.17

Contexto: Se observa una balanza con 2 representaciones diferentes, los objetos
que equilibran la diferentes representaciones de la balanza y se encuentran en los
platilos son: calabazas, melones y una pesa de 1 kg.

Tareas matemáticas: Encontrar el peso de cada calabaza y cada melón.
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Figura 4.19: S00135f

Figura 4.20: S00148d

4.4.3.4 Los problemas con 3 ecuaciones

Las ecuaciones lineales o sistemas de ecuaciones son un conjunto de igualdades algebrai-
cas en las que aparecen una o varias incógnitas elevadas a la potencia 1. Los ejemplos
de balanza que se muestran a continuación se pueden resolver con un sistema de ecua-
ciones lineales de tres ecuaciones con tres incógnitas. El resto de los problemas de este
subgrupo pueden ser encontrados en el anexo B.

Ejemplo I.18

Contexto: Se observa una balanza con 3 representaciones diferentes, los objetos
que equilibran la balanza y se encuentran en los platillos son: figuras geométricas
(rombos, ćırculos y tréboles).
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Figura 4.21: S22006i

Tareas matemáticas: En la tercera balanza se observan en el platillo izquierdo
5 tréboles y en el otro platillo 5 ćırculos y una interrogación, se pide saber cuántos
rombos hay que colocar en el lugar de la interrogación.
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Figura 4.22: S00145a

4.4.4. Problemas de la balanza con expresiones algebraicas o números

Estos ejemplos violan la razón didáctica de usar el modelo de la balanza. También en
esta sección presentamos los problemas que tienen errores pincipalmente de concepto, es
decir se maneja incorrectamente el término equilibrio, o se llega a sistemas de ecuaciones
sin solución como es el caso del problema artificial presentado en la hoja de trabajo.

Ejemplo I.19

Contexto: Se presentan una balanza con expresiones algebraicas en los platillos.

Tareas matemáticas: Encontrar el valor de x que hace que la balanza esté equi-
librada. Para empezar una balanza nos sirve para comparar masas de objetos, en
esta balanza se observan expresiones algebraicas en lugar de objetos concretos,
lo cual confunde al estudiante. Es evidente que este evento no sucede en la vida
real. Respecto a los datos éstos son abstractos, no tiene sentido escribir expre-
siones algebraicas (y mucho menos con coeficientes negativos) en los platillos de
la balanza porque no existe relación alguna entre el modelo de la balanza y la
solución de este problema.
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Figura 4.23: S00148

Ejemplo I.20 Problemas con error de concepto (equilibrio)

Contexto: Se observa una balanza con dos representaciones diferentes, puede no-
tarse que los objetos que están en los platillos de la balanza son cubos y cilindros.

Tareas matemáticas: Poner y quitar objetos de ambos platillos de la represen-
tación, ya que lo que se pone o quita de un lado se tiene que hacer del otro lado
para conservar el equilibrio.

Error: No es posible mostrar una balanza que según el autor está en equilibrio y que al
ir quitando objetos del mismo peso en ambos lados de los platillos se supone que debe
seguir manteniendo el equilibrio (por las propiedades de igualdad). Pero en la segunda
representación de la balanza si quitamos un cilindro de cada lado nos quedaŕıan tres
bloques de un lado y 0 del otro, lo cual inclinaŕıa a la balanza contradiciendose aśı la
afirmación del autor donde argumenta que la primera representación de la balanza es-
taba en equilibrio.
Datos: Son contradictorios en la representación de las balanzas ya que el autor afirma
que están en equilibrio, lo cual es falso.
Pregunta: Se practican las propiedades de igualdad para las ecuaciones de primer gra-
do (reflexiva, simétrica, transitiva). El problema es que la representación de la balanza
que se usa nos lleva a una contradicción.
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Figura 4.24: S22020

Ejemplo I.21

Contexto: Se observa una balanza con tres representaciones diferentes, puede
notarse que los objetos que están en los platillos de la balanza son pesas se 3 kg,
5 kg y cilindros.

Texto original: Si en el platillo de la balanza se coloca una pesa de 5 kg y otra
de 3 kg, y en el otro platillo dos de 5 kg y una de 3 kg, no hay equilibrio. Pero si
se coloca una lata de masa desconocida en cada uno de los platillos de
lablanza, ésta casi se equilibra. Finalmente se logra el equilibrio colocando
sólo una lata en uno de los platillos.

Tareas matemáticas: Juan tiene varias latas que no indican su masa y en cierta
ocasión mostró a unos amigos las tres representaciones de la balanza tratando de
impresionarlos.
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Figura 4.25: S22020a

Error: En la segunda representación de la blanza se encuentra un error de concepto
que tiene que ver con las propiedades de equilibrio en la balanza e igualdad en las
ecuaciones lineales, es decir si en la primera representación de la balanza se coloca un
cilindro del mismo peso en ambos platillos de la balanza ésta no debe sufrir ningún
movimiento, sin embargo el autor argumenta que la balanza casi se equilibra.
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Segunda Clasificación

Aqúı se exploran las cuestiones relacionadas con la teoŕıa de Palm. Espećıficamente
en esta clacificación tratamos con los aspectos EVENTO y DATOS. Recordemos que
en el aspecto EVENTO un requisito fundamental para la simulación de una situación
real es que el acontecimiento ha ocurrido o tiene una ocasión justa de ocurrir extraes-
colarmente, y en el aspecto DATOS se contemplan varios subaspectos que se refieren a
que los datos o la información del problema esten disponibles, sean reales y espećıficos.
Para esto, se forman dos grupos de problemas:

4.4.5. Problemas que intentan dar la idea de que el modelo de la

balanza se puede usar en eventos reales

Los problemas que aparecen en este grupo son aquellos donde los autores pretenden
dar la idea al estudiante de que pueden utilizar el modelo de la balanza para resolver
directamente un problema dado, en un evento de la vida extraescolar. De acuerdo a
nuestro marco teórico esto es un error, ya que el uso del modelo de la balanza se le
sugiere al profesor en el tema de ecuaciones, para facilitar en el estudiante el aprendizaje
del concepto de variable, ecuación y de las propiedades de igualdad. Esto nos lleva a
que todos los problemas ubicados en este grupo no cumplan con el aspecto EVENTO
propuesto en la teoŕıa de Palm (2008) y por lo tanto resultarán ser problemas no
auténticos o artificiales.

Ejemplo II.1

Contexto: Se presentan una balanza equilibradas con maderas de diferentes pe-
sos, de 3 kg, de 2 kg y otras de peso desconocido.

Tareas matemáticas: Encontrar el peso de las maderas color verde (peso des-
conocido).

Evento: No es posible ya que si los niños están en campamento, se encuentran
en el bosque o en algún lugar al aire libre y en esos lugares es imposible recolectar
maderas de forma y tamaño perfecto como se muestran en la balanza.
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Figura 4.26: S22010

Ejemplo II.2

Contexto: Se observa una balanza con dos representaciones diferentes y equili-
bradas, las representaciones de esta balanza están equilibradas con gallinas, cerdos
y una pesa de 13 (sin especificar unidades de peso).

Tareas matemáticas: Encontrar la masa de cada cerdo y cada gallina.

Figura 4.27: S00148e

Evento: No es un evento que se presente en la vida extraescolar. No tiene una
razón justa de ocurrir, no existe un artefacto con las caracteŕısticas que se obser-
van, además de que los animales no se prestaŕıan al experimento.
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Ejemplo II.3

Contexto: Se observa una balanza equilibrada con sillas, en uno de los platillos
hay un bloque de 32 sillas más 3 bloques de x sillas, en el otro platillo hay un
gran bloque de 152 sillas (todo esto según el problema).

Tareas matemáticas: Encontrar el valor de la incógnita la cual representa a un
número de sillas.

Figura 4.28: S12011

Evento: El evento no es posible, esto no ocurre en la vida real, un empresario no
utilizaŕıa una balanza para saber la productividad de sus trabajadores, además es
imposible apilar 152 sillas en cada lado de la balanza. La balanza es un artefacto
concreto que se utiliza para comparar masas de objetos, en este caso no se habla
de unidad de peso, es decir no se utiliza la balanza de manera correcta. Se puede
saber cuántas sillas hizo cada trabajador, pero no por el modelo de la balanza si
no resolviendo directamente la ecuación de manera algebraica.
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Ejemplo II.4

Contexto: Se observa una balanza equilibrada con esferitas y cubos de oro, en
el platillo izquierdo hay tres cubos más ocho esferitas, en el platillo derecho hay
cuatro cubos más tres esferitas.

Texto original: En una revista que trata sobre movimientos y transacciones de
oro, un comerciante de este metal vio que nuevas presentaciones de tres cubitos
más ocho esferitas de oro es igual a cuatro cubitos y tres esferitas de oro. Como el
comerciante necesita hacer intercambios de cualquier cantidad de cubos y esferas
se pregunta, ¿Cuántas esferitas equivalen a un cubito de oro?. Ayudale con la
respuesta.

Figura 4.29: S22007a

Evento: El evento no es posible, esto no ocurre en la vida real, ningún comerciante
de este metal (oro) va a utilizar una balanza para saber este tipo de equivalencias.
La balanza es un artefacto concreto que se utiliza para comparar masas de objetos,
en este caso no se habla de unidad de peso, es decir no se utiliza la balanza de
manera correcta.
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Ejemplo II.5

Contexto: Se observa una balanza equilibrada con tornillos y pesas de 1 kg, en el
platillo izquierdo hay seis frascos de tornillos más dos pesas de 1kg, en el platillo
derecho hay tres frascos de tornillos más seis pesas de 1kg.

Texto original: Mi abuelito me contó que cuando era niño los tornillos se pesaban
en básculas en donde de un lado pońıan la mercanćıa y del otro una pesa de
calibración para que, a la hora que se equilibrara la balanza, supieran el peso
exacto de los tornillos. Las pesas teńıan valores de 200 g, 500 g, 750 g, y 1 kg.
Observa la balanza en equilibrio y responde la pregunta.

Tareas matemáticas: ¿Qué pesa menos, una bolsa de tornillos o una de las
pesas que aparecen en la imagen?.

Figura 4.30: S00145c

Evento: El evento no es posible, esto no ocurre en la vida extraescolar, un co-
merciante simplemente pesaŕıa la bolsa de clavos en una báscula. Cada bolsa de
clavos pesa 1.33̄ kg esta respuesta no corresponde a un número entero.
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4.4.6. Problemas que presentan datos irreales o datos contradictorios

La clasificación de estos problemas se hace con base a los datos proporcionados en
los problemas, es decir los que tienen datos irreales o datos contradictorios. En este
aspecto cuando tenemos datos irreales se complica obtener la solución del problema, ya
que no podemos comparar nuestros resultados con la vida real.

Ejemplo II.6

Contexto: Se presenta una balanza con tres representaciones diferentes, los ob-
jetos que se encuentran en los platillos de cada representación de la balanza son
peras, piñas y limones.

Tareas matemáticas: Las dos primeras representaciones de la balanza están en
equilibrio y pide encontrar cuántos limones se necesitan para equilibrar una piña,
en la tercera representación de la balanza.

Los datos nos llevan a una solución con fracciones. Además una pera más 2
limones no es normal que pesen igual que una piña por más pequeña que ésta
sea. Espećıficamente: una piña pesa en promedio de 1 kg a 2.5 kg, una pera pesa
en promedio de 150 g a 220 g, un limón pesa en promedio de 50 g a 200 g. Si
tomamos la piña más pequeña y la pera y los limones más grandes tendŕıamos
que: Piña=Pera+Limon+Limon, 1 kg = 220 g+200 g+200 g, 1 kg=620 g lo cual
es falso, por lo tanto la segunda representación de la balanza no es correcta.

Figura 4.31: S22006
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Ejemplo II.7

Contexto: Se observa una balanza equilibrada con 10 barras de metal, una pesa
de 1.14 kg y otra de 3.84 kg.

Tareas matemáticas: Escribir la expresión algebraica que represente a la ba-
lanza, escribir cuántas barras de metal se pueden quitar como máximo de cada
lado de la balanza y finalmente determinar la masa de cada barra de metal.

Los datos de este problema no son recomendados para aplicar el modelo de la
balanza, Filloy (1999) y el libro del maestro de secundaria (2011) recomiendan
que los coeficientes de la ecuación y el resultado sean enteros positivos. Por otro
lado no se conoce que vendan pesas con esa masa en espećıfico y por lo tanto
seŕıan objetos (datos) que no son reales lo cual contradice la teoŕıa de Palm.

Figura 4.32: S220017b
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Caṕıtulo 5

Investigación con los alumnos

Uno de nuestros objetivos es estudiar el efecto que tiene el uso del modelo de la
balanza en los estudiantes de secundaria, en especial explorar cuál es su reacción cuando
se le presentan dos tipos de problemas; los auténticos y los artificiales. Para este fin,
seleccionamos dos muestras de estudiantes, una de tercero de secundaria y la otra de
primero de preparatoria. La razón de la elección de los estudiates de preparatoria se
debe a que el tema de ecuaciones lineales se aborda nuevamente en este nivel, además
del hecho de ser egresados recientes del nivel secundaria. También nos interesa hacer
comparaciones entre ambos niveles.

En la primera sección de este caṕıtulo presentamos la hoja de trabajo diseñada
para nuestro estudio experimental y en la segunda sección mostramos el análisis de los
resultados de la aplicación de la hoja de trabajo.

5.1. Hoja de trabajo

La hoja de trabajo (Figuras 5.1 y 5.2), consiste de dos problemas distribuidos en dos
cuartillas y seleccionados de los libros de texto Baltazar y coautores (2002) e Iturralve
(2014). El primer problema, que corresponde a la primera referencia, fue elegido para
utilizar de manera correcta el modelo de la balanza y el segundo problema, de la segunda
referencia, tiene la caractéristica de no autenticidad. Para simular lo que podŕıa pasar
normalmente en las aulas se respetó textualmente la propuesta de los autores, salvo
la adición de la pregunta A ubicada al inicio del primer problema, donde se pregunta
al estudiante cuándo considera que una balanza se encuentra en equilibrio. La idea
de adicionar esta pregunta es motivada de nuestra revisión donde encontramos varios
autores que dan por hecho que los estudiantes tienen claro el concepto de equilibrio.
La hoja de trabajo se implementó en 113 estudiantes del tercer año de la Secundaria
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Técnica No. 60 y en 125 estudiantes de primer año de la preparatoria Lic. Benito Juárez
Garćıa de la BUAP.

Figura 5.1: Hoja de trabajo,problema 1.
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Figura 5.2: Hoja de trabajo, problema 2.
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5.2. Resultados

Después de analizar las distintas respuestas de la hoja de trabajo de los estudiantes,
se pudieron identificar cuatro grupos en los que se ubican todas las respuestas a la
pregunta ¿Cuándo crees que una balanza se encuentra en equilibrio? Los
grupos identificados son:

(A) Igualdad de masas (pesos) + descripción correcta
de la posición de los platos.

(B) Igualdad de masas.
(C) Descripción correcta de la posición de los platos.
(D) Respuestas confusas o sin respuestas.

Un ejemplo de las respuestas que dieron los estudiates a cada grupo es el siguiente.

(A) Cuando ambos platones que sostiene los objetos se encuentran
a la misma altura o nivel. El peso de los objetos es el mismo
de cada lado.

(B) Cuando se tiene el mismo peso en ambos lados de la balanza.
(C) Cuando se encuentran las dos bases en la misma altura.
(D) Cuando los objetos de cada lado de la balanza se encuentran iguales.

Del análisis de todas las respuestas podemos observar que los estudiantes que dieron
respuestas ubicadas en el grupo A tienen muy claro lo que significa que una balanza se
encuentre en equilibrio y se espera que tengan los mejores resultados en el resto de las
preguntas.

Los alumnos que dieron respuestas en el grupo B tienen idea de lo que significa el
equilibrio en la balanza, y se espera que estos alumnos puedan contestar bien el resto
de las preguntas.

Los alumnos que escribieron respuestas tipo C no manejan los conceptos de la masa
o del peso. Se espera que sus resultados posteriores no sean del todo correctos. Los
estudiantes que dieron respuestas tipo D no tienen idea de lo que significa que una
balanza se encuentre en equilibrio, por lo tanto se espera que el resto de las respuestas
no sean correctas.

La tabla 5.1 nos muestra los resultados de los estudiantes con respecto a la primera
pregunta que tiene que ver con el concepto de balanza en equilibrio.

64



Respuesta Secundaria Preparatoria

A: Igualdad de masas + descripción
correcta de la posición de los platos 2 6

B: Igualdad de masas 66 88

C: Descripción correcta de la posición de 12 18
los platos

D: Respuestas confusas o sin respuestas 33 13

TOTAL 113 125

Tabla 5.1. Comparativa secundaria-preparatoria (pregunta 1).

En los resultados de secundaria obtuvimos sólo 2 alumnos (1.76 %) que tienen claro
lo que significa que una balanza se encuentre en equilibrio; 66 alumnos (58.40%) tienen
idea de lo que significa el equilibrio en la balanza; 12 alumnos (10.61%) no manejan
los conceptos de masa o peso; 33 alumnos (29.20%) no tienen idea del significado del
equilibrio de la balanza.

En el caso de preparatoria tenemos 6 alumnos (4.8%) que tienen claro el significado
del equilibrio en la balanza; 88 alumnos (70.4%) tienen sólo una idea de lo que significa;
18 alumnos (14.4%) no manejan los conceptos de masa o peso y 13 alumnos (10.4 %) no
tienen idea de lo que significa el equilibrio de la balanza. De estos resultados concluimos
que los estudiantes de preparatoria tienen mayor claridad del concepto de equilibrio en
la balanza lo que se ve reflejado en los resultados finales.

Tabla 5.2. Comparativas secundaria-preparatoria
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La tabla 5.2 nos muestra el resto de los resultados de los estudiantes sobre la hoja
de trabajo. Como podemos observar en la tabla, el problema auténtico lo resolvieron
de manera correcta 11 estudiantes de secundaria y 56 de preparatoria, y de manera
incorrecta 102 de secundaria y 69 de preparatoria. En el caso del problema artificial 1
alumno de secundaria y 15 de preparatoria se dieron cuenta del sistema sin solución o
se confundieron, por otro lado 102 de secundaria, y 110 de preparatoria no se dieron
cuenta de la no autenticidad del problema. A continuación vamos a mostrar algunos de
los resultados sobre el problema artificial.

Por ejemplo, el alumno de secundaria que identificó el error del problema artificial,
al pasar del modelo de la balanza a las ecuaciones, primero escribe las expresiones al-
gebraicas sin hacer reducciones de términos semejantes y posteriormente va eliminando
una a una las variables o términos iguales de ambos lados de la ecuación de tal manera
que se mantenga la igualdad. Esta forma de escribir las ecuaciones y de ir operando, es
idéntica a la forma de representar los objetos en la balanza y de ir quitando objetos en
ambos platillos. A continuación se describe la respuesta de este estudiante.

Expresa las dos ecuaciones de manera algebraica como sigue.

L+ L+ C + C = L+ L+ L+ L+ 125,

L+ L+ C + C + C + 50 = C + C + C + C + C,

Ecuaciones simplificadas:

C + C = L+ L+ 125,

L+ L+ 50 = C + C

Texto original del estudiante: El resultado no se logra obtener porque se contra-
dice, si L+L+50 = C+C, dice que es equivalente C+C a L+L+50 pero en el primero
es C+C = L+L+125 dice que L+L+125 equivale a C+C se contradicen los términos.

Los resultados en preparatoria nos muestran que el 44.8% de los estudiantes pu-
dieron resolver bien el problema auténtico, sin embargo el 88% de estos alumnos no
pudieron resolver el problema artificial y en el 12% se encuentran los estudiantes que
pudieron identificar la no autenticidad del problema y los que se mostraron confundi-
dos. Los siguientes son algunos ejemplos de las reacciones de los estudiantes.

En preparatoria un estudiante responde al problema artificial expresando las dos
ecuaciones lineales de manera algebraica como sigue.

2L+ 2C = 4L+ 125g

2L+ 3C + 50g = 5C
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Para simplificar las ecuaciones en este paso el estudiante resta a cada miembro de la
primera ecuación el término 2L y de esta manera mantiene la igualdad en la ecuación.
Por otro lado, resta el término 3C de cada miembro de la segunda ecuación.

2L+ 2C − 2L = 4L+ 125g − 2L

2L+ 3C + 50g − 3C = 5C − 3C

Ecuaciones simplificadas:

2C = 2L+ 125g

2L+ 50g = 2C

Texto original del alumno: Es imposible responder un problema que nos da datos
contradictorios como éste, lo único que es seguro es que un cuaderno pesa más que un
libro pero no se puede calcular ningún peso preciso.

Los siguientes alumnos contestaron bien el primer problema y plantearon el sistema
de ecuaciones del segundo problema de manera correcta. Sin embargo, sus conclusiones
para el segundo problema fueron las siguientes:

a) El problema me confundió un poco, sobre todo en la ecuación, creo que no la
planteé de manera correcta y al resolverlo me confundió.

b) En este problema se me dificultó un poco la resolución del sistema de ecuaciones
ya que en mis resultados me da por ejemplo: 0 = 75.

c) No se puede resolver porque en la primera balanza 2 libretas equivalen a 2 libros
y 125g y en la segunda 2 libretas equivalen a 2 libros y 50g. No se llega a una
igualdad y por ello no tiene solución.

Comparando los resultados de la primera y la segunada tabla, los estudiantes que
dieron respuestas ubicadas en el grupo A tienen muy claro lo que significa que una
balanza se encuentre en equilibrio y el 50% (1) de los alumnos de secundaria contesto
bien los dos problemas y el 100% de los de preparatoria también respondieron de
manera correcta toda la hoja de trabajo.

Los alumnos que dieron respuestas en el grupo B tienen idea de lo que significa
que una balanza se encuentre en equilibrio, y respecto al primer problema solamente el
16.66% de los alumnos de secundaria lo contestaron adecuadamente y en preparatoria
el 63.63% también respondió correctamente la pregunta.
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Conclusiones

En la parte de investigación documental se ha encontrado que la mayoŕıa de los
problemas de balanza no son auténticos de acuerdo a la teoŕıa de Palm. De esta ma-
nera, se reconfirman los resultados de las investigaciones previas (Santanero Alatoma,
2011; Garćıa Garćıa, 2011).

Los elementos de la teoŕıa de Palm que se violan con mayor frecuencia son “even-
to” y “datos”. En otras palabras, se presentan eventos que no pueden ocurrir en el
mundo real y se suponen datos poco viables, imposibles e, incluso, contradictorios.

Desde el punto de vista de varios expertos, el modelo de la balanza es un recurso
didáctico concreto para la enseñanza de las ecuaciones de primer grado. El objetivo de
su uso es facilitar el entendimiento de los conceptos de igualdad, incógnita y manipu-
laciones algoŕıtmicas.

Aunque existe un caso particular en que se puede usar una configuración de la ba-
lanza de dos platos para encontrar la masa desconocidada (sand́ıa + 1 kg = 10 kg),
las masas de objetos en el mundo real se determinan mediante mediciones directas. En
consecuencia, no se debe promover la falsa idea de que el modelo de la balanza es el
procedimiento que se usa en el mundo real.

En la parte de la investigación realizada con los estudiantes, se ha explorado el desem-
peño en la resolución de dos problemas con las balanzas, uno con datos aceptables (no
contradictorios) y uno con datos contradictorios. Cuando se les presentó un problema
con datos aceptables, una cantidad considerable de los estudianes pudo resolverlo ade-
cuadamente. Sin embargo, cuando a los mismos estudiantes se les presentó un problema
con datos contradictorios, pocos de ellos fueron capaces de detectar el error y otros se
mostraron totalmente desorientados (ocasionándose aśı conflictos y mal efecto en la
auto-estima).

Estos resultados demuestran dos cosas importantes:
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1 Los errores en los libros de texto tienen efectos negativos en el aprendizaje ma-
temático de los estudiantes.

2 Aunque el número de los estudiantes que fueron capaces de detectar el error
no es muy grande, su mera existencia cuestiona fuertemente la capacidad del
pensamiento cŕıtico y la ética profesional de los autores, revisores técnicos en
las editoriales y los revisores expertos de la SEP, quienes han escrito, revisado y
autorizado los libros de texto analizados.

Los maestros de matemáticas completan la cadena profesional que debe procurar que
los estudiantes no resuelven los problemas matemáticos con errores. Si fallan los auto-
res, revisores técnicos en las editoriales y revisores expertos de la SEP, los maestros son
responsable de detectar los errores que aparecen en los libros de texto que usan con sus
estudiantes.

¿Tienen los maestros de matemáticas la capacidad y ética necesaŕıas para ejercer tal
resposabilidad importante?

Según las evidencias indirectas e directas, la respuesta inicial es probablemente ne-
gativa.

Una evidencia indirecta es el hecho de que los errores de la primera edición no se
corrigen en la segunda edición. Eso implica que los maestros que han usado la primera
edición no han detectado los errores o si los han detectado no han avisado a la editorial
para que los corrija. En el primer caso, los maestros tienen fallas en su pensamiento
cŕıtico. En el segundo caso, detectar los errores y no avisar a la editorial, muestra una
falta de ética profesional por no considerar importante proteger a los estudiantes y
mantenerlos ajenos de los errores detectados.

La capacidad de detectar errores en los problemas matemáticos que aparecen en los
libros de texto es la base posible para enriquecer la enseñanza de las matemáticas con
nuevos tipos de tareas:

¿Es posible que el evento descrito en el problema ocurre en el mundo real?

En este problema los datos son contradictorios. ¿Puedes demostrarlo?

El primer beneficio de estas tareas es que las respuestas no se pueden dar usando algún
algoritmo. El segundo es erradicar la creencia de muchos estudiantes de que los libros
de texto de matemática no contienen errores. El tercer beneficio es promover el pensa-
miento cŕıtico y creativo de los estudiantes.
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Los resultados de investigación demuestran que la capacidad de detectar y corregir
errores propios (Ahmad Maulana y Idrus, 2013) o errores insertados intencionalmente
en las tareas (Van Haneghan, 1990; Zhao y Acosta-Tello, 2016) llevan a una mejora en
el aprendizaje matemático.

En las futuras investigaciones se van a explorar experimentalmente los efectos de las
tareas mencionadas, usando en sus diseños los problemas erroneos encontrados en esta
tesis.
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no publicada, Facultad de Ciencias F́ısico Matemáticas, Benemérita Universidad
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ANEXOS

Las tablas del anexo A contienen la información de todos los libros que fueron
revisados. En las tablas 4.1, 4.2 y 4.3 del anexo A se muestran todas las referencias de
los libros revisados de los tres niveles respectivos, para facilitar la clasificación, cada
problema se etiqueta con la clave asignada por la SEP del libro correspondiente. Cuando
aparecen varios problemas en un mismo libro se adiciona al final de la etiqueta una letra
minúscula del alfabeto, por ejemplo, S12005a, S12005b y S12005c son 3 problemas en
el libro con clave SEP S12005. También en las 2 últimas columnas de cada tabla se
muestra el número de problemas encontrados con el modelo de la balanza o el artefacto
balanza y las páginas del libro donde se encontraron dichos problemas.

En el anexo B se encuentran las tablas de clasificación de todos los problemas que
tienen que ver con la balanza, los cuales fueron divididos en dos categorizaciones y
éstos a su vez en grupos y subgrupos. La primera clasificación de los problemas corres-
ponde a las columnas 4.4.1, 4.4.2, 4.4.3 y 4.4.4. La columna 4.4.1 está divida en tres
subgrupos que corresponden a las columnas I11, I12 e I13. La columna I2 corresponde
al grupo 4.4.2. La columna 4.4.3 se subdivide en cuatro subgrupos correspondientes a
las columnas I30, I31, I32, I33. La columna I4 corresponde al grupo 4.4.4. La segunda
clasificación consta de dos grupos el 4.4.5 y 4.4.6, asociados a las columnas II1 y II2.
El número romano al inicio de la clave indica el número de clasificación, el número
posterior indica el grupo al que pertenecen y para los que tienen un segundo número,
esté indica el subgrupo. Por ejemplo, el problema con clave S12004c pertenece a la co-
lumna I12, esto quiere decir que pertenece al subgrupo 2 del grupo 1 de la clasificación
I, esto significa que en este problema se exploran cuestiones didácticas (I), pueden apli-
carse o no las acciones del modelo de la balanza (1) y el autor pregunta expĺıcitamente
a los alumnos cuáles son las acciones que no afectan el equilibrio de la balanza (2).

Y finalmente en el anexo C se encuentran las imágenes de todos los problemas
relacionados con la balanza con su clave, tomadas de los textos originales de secundaria
(SEP).
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ANEXO A: Libros Revisados

Clave Referencia #P. Páginas

S00136 Explora. C. Baltazar, E. Ruiz, 18,23,120,
L. F. Ojeda. Edit. Catillo, (2013) 8 124,132,

133,134

S12010 Construyo y aprendo matemáticas. 139,
M. Pérez, S. A. Pérez. Edit. EDE,(2012,2017) 4 137, 138,

S12014 Conect@estrategias. David Block Sevilla. 18,19,20,
Edit. SM, (2013,2016) 8 154,263,

S12013 Comunidad matemática. A. Castrejón,
A. Vicuña, M. Reyes,O. Castrejón. 11 150-155,
Edit. SM, (2013)

S00139 Matemáticas 1. M. Hernández, G. Magallanes.,
Edit. EDITORES (2014, 2015, 2016, 2017) 3 143, 210

S12009 Matemáticas 1. R. M. Farfán, R. Cantoral,
M. G. Cabañas, M. Ferrari. 3 131, 132
Edit. Mc Graw Hill (2016)

S00185 Desaf́ıos Matemáticos. M. Ramı́rez, R. Castillo, 123,74
D. Vergara, M. E. Flore, J. Azpeitia. 1
Edit. Fernández editores. (2015, 2017)

S12011 Construcción del pensamiento. F. Sánchez.
Edit. FERNANDEZ Educación (2016,2017) 2 134, 139

S12001 Matemáticas 1. S. Valiente, S. I. Valiente.
Edit. NORIEGA. (2017) 2 148

S12004 Contexto Matemático. A. Olea, E. Basurto, 5 15, 121,
M. A. Rivera. Edit. Norma. (2016) 135,139

12007 Matemáticas 1. Emilio Covián Rué.
Edit. Nuevo México. (2016)

S00135 Trabajo en proceso. R. Arteaga , A. Sánchez. 7 30, 137,
Edit. Oxford. (2013, 2017) 138,139

143

S12021 Matemáticas 1. C. A. Cuevas et al., 0
Edit. Rı́osdetinta. (20115, 2017)

S12003 Matemáticas 1. F. Escareño, O. L. López.
Edit. Mc Graw Hill (2012, 2016) 2 137, 139

Tabla 4.1. Nivel primero, ciclos 2015-2016, 2016-2017.
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Clave. Referencia #P. Páginas

S12017 Matemáticas por competencias. Arriaga, Beńıtez. 1 132
Edit. PEARSON (2016)

S12016 Matemáticas 1. Garćıa M. V., R. Villaseñor , 14, 25,
M. D. Montes H., Edit. Mc Graw Hill (2016) 4 30,34

S12002 Matemáticas 1. G. Almaguer et al., 2 26,140
Edit. Limusa Noriega (2017)

S12006 Todos juntos. De Icaza Peña, A. 0
Edit. Santillana (2016)

S12012 Retos matemáticos 1. C. Apolo y R. I. González 0
Edit. SM (2014, 2016)

S12022 Jaque Mate 1. Xique Anaya J. C. 11 85,90,
Edit. Larousse (2012) 142,143,

144, 145

S12018 Matemáticas 1. Iturralve Ramı́rez, F.
Edit. Terracota-Cengage (2014)

S12005 Serie Fundamental. S. P.Romero, J. C. Aguilar. 4 33,141,
Edit. Castillo (2016) 142,143

S12000 Series Saberes. E. Mancera M. y E. Basurto H. 0
Edit. Pearson Educación (2016)

S12020 Matemáticas 1. Reyes Garćıa Lidia 0
Edit. Terracota-Cengage (2012, 2016)

S12019 Matemáticas 1. L. Jiménez M. et al.,
Edit. Grupo Editorial Patria (2012,2016) 2 20, 127

S00138 Secuencia Matemática 1. Hernández Moreno G. 0
Edit. Oxford (2013, 2017)

S00137 Matemáticas 1 Integral. G. Carrasco Licea 4 18, 95,
P. Mart́ınez T. Edit. Santillana (2014,2016) 152

S12015 Matemáticas 1. E. Sánchez,M. Sáiz, V. Hoyos, 0
J. Guzmán. Edit. Oxford (2006-2008,2011,2012)

S12008 Matemáticas 1 Horizontes. M. Trigueros et al., 0
Edit. Santillana (2016)

S00251 Matemáticas 1. López Calderón J. Carlos 2 118, 120
Edit. Cervante (2016)

Tabla 4.1. Nivel primero, ciclos 2015-2016, 2016-2017.
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Clave. Referencia #P. Páginas

S00174 Habilidades y competencias. J. Ángeles et al., 1 166

Edit. Ángeles editores (2015)

S22017 Secundaria Fundamental. C. Baltazar, E. Ruiz, 4 184, 185,
L. F. Ojeda. Edit. Castillo.(2012) 186,263

S22003 Jaque Mate 2. J Carlos Xique Anaya. 7 181-184,
Edit. LAROUSSE (2012) 187,188,

214

S22005 Matemáticas 2. David Block Sevilla. 1 207
Edit. LAROUSSE (2012)

S22006 Comunidad matemática. A. Castrejón, 11 180,181,
A. Vicuña, M. Reyes, O. Castrejón. 185,192,
Edit. SM (2012) 222,226,

227, 230

S22015 Construcción del pensamiento. F. Sánchez S. 109,
Edit. Fernández editores. (2013) 4 180, 181

S22002 Convive con las matemáticas. M. del C. Quijano,
A. González, J. Castillo. Edit. MC editores. (2012) 1 182, 183

S22021 Contexto Matemático. A. Olea, E. Basurto,
M. A. Rivera. Edit. Norma. (2012) 2 182, 185

S00141 Trabajo en proceso 2. R. Arteaga G.,
A. Sánchez M. A. Sánchez M. Edit. Oxford. (2013) 2 187,211

S00142 Matemáticas 2. Carlos A. cuevas, O. González, 5 187, 188,
Carolina R., A. Rodŕıguez. 189,190,
Edit. Norma. (2012) 191

S00196 Matemáticas 2 Integral. G. Carrasco,
L. Contreras, p. Mart́ınez. Edit. Santillana (2015) 1 148

S22013 Matemáticas 2 Por competencias. A. Arriaga,
M. Beńıtez. Edit. Pearson Educación (2013) 1 181, 182

S22020 Matemáticas 2 Serie Saberes. E. Mancera, 4 175, 178,
E. Basurto. Edit. Pearson Educación (2013) 179,181

S22007 Matemáticas 2. A. Sánchez, M. Sanz, 4 186, 187,
V. Hoyos. Edit. Grupo Editorial Patria (2013) 188,192

Tabla 4.2. Nivel segundo, ciclos 2015-2016, 2016-2017.
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Clave. Referencia #P. Páginas

S22012 Matemáticas 2. E Filloy, O. Figueras, M. Ojeda, 0
T. Rojano, G. Zubieta. Edit. Esfinge (2013)

S00175 Matemáticas 2. G. Balderas, A. Palmas. 2 188,
Edit. Correo del Maestro (2015) 222,224

S22018 Matemáticas 2. Alejandro del caza 0
Edit. Santillana (2012)

S22016 Matemáticas 2 Horizontes. M. Trigueros et al., 1 181
Edit. Santillana (2012)

S22014 Matemáticas 2. M. Farfán et al. 0
Edit. EPSA / McGraw-Hill (2013)

S22000 Matemáticas 2. F. Escareño, L. López. 3 193,
Edit. Trillas (2016) 196, 226

S00144 Matemáticas 2. Desaf́ıos matemáticos. 0
M. Ramı́rez, R. Castillo, D. Vergara, E. Flores,
G. Azpeitia. Edit. EPSA / McGraw-Hill (2013)

S22008 Matemáticas 2. Lidia Reyes
Edit. Terracota-Cengage (2014) 4 174, 175

S22019 Matemáticas 2. Emilio Covián. 0
Edit. Nuevo México (2012)

S22011 Matemáticas 2 Serie Terra. V. Garćıa, 0
R. Villaseñor, D. Montes. Edit. Esfinge (2013)

S00143 Matemáticas 2 Construyo y aprendo. C. Manrique. 0
Edit. Ediciones de Excelencia (2013)

S22009 Matemáticas 2 Estrategias del pensamiento. 0
M. Hernández, H. Solano, L. Jiménez
Edit. Grupo Editorial Patria (2013)

S00140 MatemáticaMente 2. Desarrollo y fortalecimiento 2 156, 157
de competencias. Serie Alternativas.
A. Arriaga et al. Edit. Pearson Educación (2014)

S22001 Secuencia Matemáticas 2. G. Hernández Moreno. 1 210
J. Gutiérrez. Edit. Oxford University Press (2012)

S00145 Matemáticas 2. L. Raull, M. Fernández. 5 78, 182,
Edit. Esfinge (2014) 183,186,

212

S22010 Matemáticas 2. Fernando Iturralve 5 186, 187,
Edit. Terracota-Cencage (2014) 188,220,

221

Tabla 4.2. Nivel segundo, ciclos 2015-2016, 2016-2017.
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Clave. Referencia #P. Páginas

S00195 Matemáticas 3. C. A. Cuevas et al., 1 256, 257
Edit. Rı́os de Tinta, (2014, 2017).

S00186 Matemáticas 3. F. Sánchez. 0
Edit. Fernández editores (2017).

S00186 Matemáticas 3. F. Sánchez. 0
Edit. Fernández editores (2017).

S00167 Matemáticas 3. S. Romero et al., 0
Edit. Fernández editores (SA).

S00193. Matemáticas 3. Emilio Covián. 0
Edit. Nuevo México. (SA).

S00161 Retos Matemáticos 3. J. Moreno Barrera. 0
Edit. SM (SA).

S00166 Matemáticas 3. L. Reyes Garćıa. 0
Edit. Terracota-Cengage. (SA).

S00151 Matemáticas 3. M. Farfán et al., 0
Edit. Fernández editores (2014).

S00171 Jaque Mate 3. L. Barriendos, L. Sánchez. 0
Edit. Larousse. (2014,2017).

S00150. Conect@ Estrategias. Matemáticas 3. 0
S. Garćıa, T. Mendoza, J. Cruz, David Block.
Edit. SM (2014,2016).

S00164 Matemáticas 3. A. Palmas, G. Balderas 0
Edit. Correo del Maestro (2014).

S00169 Matemáticas 3. A. Sánchez, V. Hoyos. 0
Edit. Grupo Editorial Patria (SA).

S00158 Matemáticas 3. Estrategias del pensamiento. 0
L. Jiménez, M. Hernández.
Edit. Grupo Editorial Patria (2014).

S00146 Matemáticas 3 Habilidades y Competencias 0

J. Ángeles, R. Guerrero

Edit. Ángeles Editores (20113).

Tabla 4.3. Nivel tercero, ciclos 2015-2016, 2016-2017.
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Clave. Referencia #P. Páginas

S00165 Matemáticas 3. Desaf́ıos matemáticos 0
M. Ramı́rez, R. Castillo.
Edit. Fernández Educación (2013).

S00182 Matemáticas 3. L. Raull, A. González 0
Edit. Esfinge (2015).

S00149 Matemáticas 3 Explora. C. Baltazar, E. Ruiz. 1 247
Edit. Ediciones Castillo (2013).

S00160 Fortalezco mis competencias matemáticas 3. 0
D. Mata, F. Nebbia. Edit. SM (2013).

S00155 Convive con las Matemáticas 3. H.Flores, 0
Edit. A. Gómez, Méndez Cortés Editores (2014).

S00170 Matemáticas 3 Horizontes. M. Trigueros, 0
Edit. D. Lozano, Santillana (2013).

S00194 MatemáticaMente 3 Consolidación de competencias. 0
Serie Alternativas. A. Arriaga, S. Sesma
Edit. Pearson Educación (2015).

S00152 Matemáticas 3. Todos juntos. A. de Icaza 0
Edit. Santillana (2013).

S00162 Matemáticas 3. E. Núñez, D. Garćıa 0
Edit. Terracota-Cengage (2014).

S00189 Matemáticas 3. G. Almaguer, F. Cantú 0
Edit. Limusa Noriega Editores (2015).

S00154 Matemáticas 3. E. Filloy, O. Figueras
Edit. Esfinge (2014).

S00180 Comunidad matemática 3 A. Castrejón, A. Vicuña. 0
Edit. SM (2015).

S00153 Matemáticas 3. F. Escareño, O. Leticia 1 207
Edit. Trillas (2015).

S00159 Matemáticas 3. Serie Saberes. E. Mancera, 0
E. Basurto. Edit. Pearson Educación (2014).

S00148 Trabajo en proceso 3. Matemáticas. 5 223, 226,
R. Arteaga,A. Sánchez A. Sánchez. 230
Edit. Oxford University Press (2013).

S00190 Matemáticas 3. O. Vigueras, R. Bañuelos 0
Edit. Macmillan Publishers (2015).

S00163 Contexto Matemático 3. A. Olea, E. Basurto 1 73
Edit. Norma Ediciones (2014).

Tabla 4.3. Nivel tercero, ciclos 2015-2016, 2016-2017.
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Clave. Referencia #P. Páginas

S00168 Matemáticas 3 Enlaces. Olga Saiz. 0
Edit. Ediciones Castillo (2015).

S00157 Matemáticas 3. E. Garćıa, S. Villegas 1 105
Edit. Norma Ediciones (2014).

S00177 Matemáticas 3 Construyo y aprendo Matemáticas. 0
M. Pérez, S. Pérez.
Edit. Ediciones de Excelencia (2015).

S00156 Matemáticas 3. V. Garćıa, R. Villaseñor 0
Edit. Esfinge (2013).

S00147 Matemáticas 3. Por competencias. A. Arriaga, 0
M. Beńıtez. Edit. Pearson Educación (2014).

Tabla 4.3. Nivel tercero, ciclos 2015-2016, 2016-2017.
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Anexo B: Clasificación

Tabla B1. Clasificación de los problemas
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Tabla B2. Clasificación de los problemas
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Tabla B3. Clasificación de los problemas
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Tabla B4. Clasificación de los problemas
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Anexo C: Imágenes
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