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𝐻̂ = 𝑇̂ + 𝑉̂ + 𝑉̂ee = − ∑
∇i

2

2

N

i=1

+ ∑ v(ri)

N

i=1

+
1

2
∑ ∑

1

|ri + rj|i=1,j=i

N

i=1

𝑇̂, 𝑉̂ y 𝑉̂ee

 

 

E0  =  Ev0
 [n0] < 𝐸𝑣0

[𝑛]

 

𝐸𝑣0
[𝑛] = F[𝑛] + ∫ 𝑑3𝑟𝑣0(𝑟)𝑛(𝑟)



δ𝐸𝑣[𝑛]

δ𝑛(𝑟)
=

δ𝐹[𝑛]

δ𝑛(𝑟)
+ 𝑣(𝑟) = 0

F[n] = T[𝑛] + 𝑉𝑒𝑒[𝑛] = ⟨Ψ[n]|𝑇̂|Ψ[𝑛]⟩ + ⟨Ψ[n]|𝑉̂𝑒𝑒|Ψ[𝑛]⟩

Ψ[𝑛]

𝑇̂ + 𝑉𝑒𝑒̂

[−
∇2

2
+ 𝑣𝑠(𝑟)] φ𝑖(𝑟) = ε𝑖φ𝑖(𝑟)

𝑛(𝑟) = ∑|φ𝑖(𝑟)|2

𝑜𝑐𝑐

𝑖



𝐹[𝑛] = 𝑇𝑠[𝑛] + 𝑈[𝑛] + 𝐸𝑋𝐶[𝑛]

𝑇𝑠[𝑛]

𝑈[𝑛] =
1

2
∫ 𝑑3𝑟 ∫ 𝑑3 𝑟′

𝑛(𝑟)𝑛(𝑟′)

|𝑟 − 𝑟′|

𝐸𝑋𝐶[𝑛] = 𝑇[𝑛] + 𝑉𝑒𝑒[𝑛] − 𝑈[𝑛] − 𝑇𝑠[𝑛]

𝑣𝑠[𝑛](𝑟) = 𝑣(𝑟) + ∫ 𝑑3𝑟′
𝑛(𝑟′)

|𝑟 − 𝑟′|
+ 𝑣𝑋𝐶[𝑛](𝑟)

𝑣𝑋𝐶[𝑛](𝑟) =
δ𝐸𝑋𝐶[𝑛]

δ𝑛(𝑟)

 



𝒓 = (𝒓𝟏, … , 𝒓𝑵)

𝑖
∂

∂𝑡
ψ(𝑟, 𝑡) = 𝐻̂(𝑟, 𝑡)ψ(𝑟, 𝑡)

|ψ(𝑟, 𝑡)|2

𝑇̂(𝑟) + 𝑊̂(𝑟) + 𝑉̂𝑒𝑥𝑡(𝑟, 𝑡)

𝑇̂(𝑟) = −
1

2
∑ ∇𝑖

2

𝑁

𝑖=1

𝑊̂

𝑊̂(𝑟) =
1

2
∑

1

|𝑟𝑖 − 𝑟𝑗|
𝑖,𝑗=1;𝑖=𝑗

𝑉̂𝑒𝑥𝑡(𝑟, 𝑡)

𝑉̂𝑇𝐷 =



𝑈̂𝑒𝑛 + 𝑉̂𝑙𝑎𝑠𝑒𝑟 𝑈̂𝑒𝑛

𝑈̂𝑒𝑛(𝑟, 𝑡) = − ∑ ∑
𝑍ν

|𝑟𝑖 − 𝑅ν(𝑡)|

𝑁

𝑖=1

𝑁𝑛

ν=1

𝑍𝑣 𝑅𝑣 𝑣 𝑁𝑛

𝑅𝑣

𝑉̂𝑙𝑎𝑠𝑒𝑟

𝑉̂𝑙𝑎𝑠𝑒𝑟(𝑟, 𝑡) = Ef(𝑡)sin(ω𝑡) ∑ 𝑟𝑖
𝑁
𝑖=1 ⋅  α

α ω

𝑓(𝑡)

 

 

 λ = 2 π𝑐/ω

 

𝑣 𝑣𝑇 ≪  λ → 𝑣 λ/𝑇 =

𝑐 𝑇



 

 

𝐸[Φ] = ⟨Φ|𝐻̂|Φ⟩

𝐴[Φ]  =    ∫ 𝑑𝑡
𝑡1

𝑡0

 ⟨Φ(𝑡) | 𝑖  
𝜕

𝜕𝑡
−   𝐻̂   | ϕ(𝑡) ⟩

Φ(𝑡)

 Φ∗(𝑡)

𝐴[Φ] ψ(𝑡)



 𝐴[ψ] = 0

𝑣(𝑟, 𝑡) 𝑣′(𝑟, 𝑡)

𝑐(𝑡)2

𝑛(𝑟, 𝑡)

𝑣(𝑟, 𝑡) ≠ 𝑣′(𝑟, 𝑡) + 𝑐(𝑡) → ρ(𝑟, 𝑡) ≠ ρ′(𝑟, 𝑡)

𝑣 𝑣′

𝑡0

𝑣(𝑟, 𝑡) = ∑ 𝑐𝑘(𝑟)(𝑡 − 𝑡0)𝑘

∞

𝑘=0

𝑐𝑘(𝑟) =
1

𝑘!

𝑑𝑘

𝑑𝑡𝑘
𝑣(𝑟, 𝑡)|𝑡=𝑡0



𝑢𝑘(𝑟) =
∂𝑘

∂𝑡𝑘
[𝑣(𝑟, 𝑡) − 𝑣′(𝑟, 𝑡)]|𝑡=𝑡𝑜

𝑡0

∃𝑘≥0: 𝑢𝑘(𝑟) ≠ 𝑐𝑡𝑒

𝑣 ≠ 𝑣′ + 𝑐(𝑡)

𝑗 𝑗′ 𝑣 𝑣′

𝑗

𝑗(𝑟, 𝑡) =  ⟨ψ(𝑡) |  𝑗̂  (𝑟) | ψ(𝑡) ⟩

𝑗̂

𝑗̂(𝑟) = −
1

2𝑖
([∇ψ̂†(𝑟)]ψ̂(𝑟) − ψ†(𝑟)[∇ψ̂(𝑟)])

𝑂̂(𝑡)

𝑖 
𝑑

𝑑𝑡
 ⟨ψ(𝑡) | 𝑂̂ | ψ(𝑡) ⟩ =  ⟨ψ(𝑡) | 𝑖 

∂

∂𝑡
𝑂̂(𝑡) + [𝑂̂(𝑡), 𝐻̂(𝑡)] | ψ(𝑡) ⟩

𝑖  
𝑑

𝑑𝑡
 𝑗(𝑟, 𝑡)  =  ⟨ψ(𝑡) | [𝑗̂ (𝑟), 𝐻̂  (𝑡)] | ψ(𝑡) ⟩

𝑖  
𝑑

𝑑𝑡
 𝑗′(𝑟, 𝑡)  =  ⟨ψ′(𝑡) | [𝑗̂ (𝑟), 𝐻̂′  (𝑡)] | ψ′(𝑡) ⟩

𝑡0

| ψ(  𝑡0 ) ⟩ =  | ψ′ (  𝑡0 ) ⟩  ≡  |ψ0 ⟩

𝑛(𝑟, 𝑡0) = 𝑛′(𝑟, 𝑡0) ≡ 𝑛0(𝑟)



𝑗(𝑟, 𝑡0) = 𝑗′(𝑟, 𝑡0) ≡ 𝑗0(𝑟)

𝑡 = 𝑡0

𝑖
𝑑

𝑑𝑡
[𝑗(𝑟, 𝑡) − 𝑗′(𝑟, 𝑡)]𝑡=𝑡0

= ⟨ψ0|[𝑗̂(𝑟), 𝐻̂(𝑡0) − 𝐻̂′(𝑡0)]|ψ0⟩

= ⟨ ψ0|[𝑗̂(𝑟), 𝑣(𝑟, 𝑡0) − 𝑣′(𝑟, 𝑡0)] |ψ0⟩

= 𝑖𝑛0(𝑟)∇[𝑣(𝑟, 𝑡0) − 𝑣′(𝑟, 𝑡0)]

𝑘 = 0

𝑣 𝑣′ 𝑡0

𝑗 𝑗′ 𝑡 > 𝑡0 𝑘

𝑘 + 1

𝑑𝑘+1

𝑑𝑡𝑘+1
  [𝑗(𝑟, 𝑡) − 𝑗′(𝑟, 𝑡)]𝑡=𝑡0

= 𝑛0(𝑟)∇𝑢𝑘(𝑟) 

𝑗(𝑟, 𝑡) ≠ 𝑗′(𝑟, 𝑡) 𝑡 > 𝑡0

𝑗 ≠ 𝑗′ 𝑛 ≠ 𝑛′

∂

∂𝑡
𝑛(𝑟, 𝑡) = −∇ ⋅ 𝑗(𝑟, 𝑡)

∂

∂𝑡
[𝑛(𝑟, 𝑡) − 𝑛′(𝑟, 𝑡)] = −∇ ⋅ [𝑗(𝑟, 𝑡) − 𝑗′(𝑟, 𝑡)]

(𝑘 + 1)

𝑡 = 𝑡0



∂𝑘+2

∂𝑡𝑘+2
[𝑛(𝑟, 𝑡) − 𝑛′(𝑟, 𝑡)]𝑡=𝑡0

= − ∇ ⋅  
∂𝑘+1

∂𝑡𝑘+1
 [𝑗(𝑟, 𝑡) − 𝑗′(𝑟, 𝑡)]𝑡=𝑡0

= −∇ ⋅ [𝑛0(𝑟)∇𝑢𝑘(𝑟)]  

𝑢𝑘 ≠ 𝑐𝑡𝑒

∇ ⋅ [𝑛0(𝑟)∇𝑢𝑘(𝑟)] ≠ 0

𝑛 ≠ 𝑛′

∇ ⋅ [𝑛0(𝑟)∇𝑢𝑘(𝑟)] = 0 𝑢𝑘 ≠

𝑐𝑡𝑒

∫ 𝑑3𝑟 𝑛0(𝑟)[∇𝑢𝑘(𝑟)]2

= − ∫ 𝑑3𝑟 𝑢𝑘(𝑟)∇ ⋅ [𝑛0(𝑟)∇𝑢𝑘(𝑟)]  + ∫𝑛0(𝑟)𝑢𝑘(𝑟)∇𝑢𝑘(𝑟)
𝑆

⋅ 𝑑𝑆

𝑢𝑘(𝑟) 𝑟 → ∞

𝑛0(𝑟)[∇𝑢𝑘(𝑟)]2

𝑛0 ∇𝑢𝑘(𝑟)

𝑢𝑘(𝑟)

 

𝑣𝐾𝑆



𝑖
∂

∂𝑡
φ𝑖(𝑟, 𝑡) = [−

∇2

2
+ 𝑣𝐾𝑆(𝑟, 𝑡)] φ𝑖(𝑟, 𝑡)

𝑛(𝑟, 𝑡) = ∑|φ𝑖(𝑟, 𝑡)|2

𝑂𝐶𝐶

𝑖

𝑣𝐾𝑆

𝑣𝐾𝑆(𝑟, 𝑡) = 𝑣𝑒𝑥𝑡(𝑟, 𝑡) + 𝑣𝐻𝑎𝑟𝑡𝑟𝑒𝑒(𝑟, 𝑡) + 𝑣𝑋𝐶(𝑟, 𝑡)

𝑣𝐻𝑎𝑟𝑡𝑟𝑒𝑒(𝑟, 𝑡) = ∫ 𝑑3𝑟′
𝑛(𝑟, 𝑡)

|𝑟 − 𝑟′|

𝑣𝑋𝐶

𝐴̃

𝐴̃



𝑣𝑋𝐶(𝑟, 𝑡) =
δ𝐴̃

δ𝑛(𝑟, τ)
|𝑛(𝑟,𝑡)

τ

𝑣𝑋𝐶

 

𝑣𝑋𝐶̃[𝑛]

𝑣𝑋𝐶
𝑎𝑑𝑖𝑎(𝑟, 𝑡) = 𝑣̃𝑋𝐶[𝑛](𝑟)|𝑛=𝑛(𝑡)

𝑛(𝑟, 𝑡)

𝑣𝑋𝐶̃[𝑛]

𝑣𝑋𝐶
𝐴𝐿𝐷𝐴(𝑟, 𝑡) = 𝑣𝑋𝐶

𝐻𝐸𝐺(𝑛)|𝑛=𝑛(𝑟,𝑡)

𝑟 𝑡

𝑛(𝑟, 𝑡)



−1/𝑟

𝑣𝑋𝐶

𝐴𝑋𝐶 𝑒2

𝐴𝑥
𝐸𝑋𝑋 = −

1

2
∑ ∫ 𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

∫ 𝑑3𝑟 ∫ 𝑑3𝑟′
φ𝑗

∗(𝑟′, 𝑡)φ𝑘(𝑟′, 𝑡)φ𝑗(𝑟, 𝑡)φ𝑘
∗ (𝑟, 𝑡)

|𝑟 − 𝑟′|

𝑂𝐶𝐶

𝑗,𝑘

0 = ∑ ∫ 𝑑𝑡′ ∫ 𝑑3𝑟′[𝑣𝑥(𝑟′, 𝑡′) − 𝑢𝑥𝑗(𝑟′, 𝑡′)]
𝑡1

−∞

𝑂𝐶𝐶

𝑗

× φ𝑗(𝑟, 𝑡)φ𝑗
∗(𝑟′, 𝑡′)𝐺𝑅(𝑟𝑡, 𝑟′𝑡′)

+ 𝑐. 𝑐.

𝐺𝑅

𝑖𝐺𝑅(𝑟𝑡, 𝑟′𝑡′) = ∑ φ𝑘
∗ (𝑟, 𝑡)φ𝑘(𝑟′, 𝑡′)θ(𝑡 − 𝑡′)

∞

𝑘=1

𝑢𝑥



𝑢𝑥𝑗(𝑟, 𝑡) =
1

φ𝑗
∗(𝑟, 𝑡)

δ𝐴𝑋𝐶[φ𝑗]

δφ𝑗(𝑟, 𝑡)

−1/𝑟

𝑣𝑋𝐶

𝑥(𝑡)

𝑥(𝑡)

𝑛′(𝑟, 𝑡) = 𝑛(𝑟 − 𝑥(𝑡), 𝑡)

𝑣𝑋𝐶[𝑛′](𝑟, 𝑡) = 𝑣𝑋𝐶[𝑛](𝑟 − 𝑥(𝑡), 𝑡)



𝑑2

𝑑𝑡2
 ⟨𝑟 ⟩ =  − ⟨𝑣𝑒𝑥𝑡 (𝑟) ⟩

𝑑2

𝑑𝑡2
∫ 𝑑3𝑟 𝑟𝑛(𝑟, 𝑡) = − ∫ 𝑑3𝑟 𝑛(𝑟, 𝑡)∇𝑣𝑒𝑥𝑡(𝑟)

𝑑2

𝑑𝑡2
∫ 𝑑3𝑟 𝑟𝑛(𝑟, 𝑡) = − ∫ 𝑑3𝑟 𝑛(𝑟, 𝑡)∇𝑣𝐾𝑆(𝑟)

∫ 𝑑3𝑟 𝑛(𝑟, 𝑡)∇𝑣𝑒𝑥𝑡(𝑟)  = ∫ 𝑑3𝑟 𝑛(𝑟, 𝑡)∇𝑣𝐾𝑆(𝑟)

∫ 𝑑3𝑟 𝑛(𝑟, 𝑡)∇𝑣ℎ𝑎𝑟𝑡𝑟𝑒𝑒(𝑟) = 0

∫ 𝑑3 𝑟 𝑛(𝑟, 𝑡) ∇𝑣𝑋𝐶(𝑟, 𝑡) = ∫ 𝑑3 𝑟 𝑛(𝑟, 𝑡)𝐹𝑋𝐶(𝑟, 𝑡) = 0

𝐹𝑋𝐶(𝑟, 𝑡) =
1

𝑛(𝑟, 𝑡)
∇ ∫ 𝑑𝑡′Π𝑋𝐶(𝑛(𝑟, 𝑡′), 𝑡 − 𝑡′)

Π𝑋𝐶

Π𝑋𝐶



𝑟

𝑟 𝑡

𝑡′ 𝑅(𝑡′|𝑟, 𝑡)

𝑟

𝜕

𝜕𝑡′
𝑅(𝑡′|𝑟, 𝑡) =

𝑗(𝑅, 𝑡′)

𝑛(𝑅, 𝑡)

𝑅(𝑡, |𝑟, 𝑡) = 𝑟

𝑛 𝑅

𝐹𝑋𝐶(𝑟, 𝑡) =
1

𝑛(𝑟, 𝑡)
∇ ∫ 𝑑𝑡′Π𝑋𝐶(𝑛(𝑅, 𝑡′), 𝑡 − 𝑡′)

 

𝑡 = 𝑡0

𝜑𝑖(𝑟, 𝑡0)

𝜑𝑖(𝑟, 𝑡0)

𝜑(𝑟, 𝑡𝑓) = 𝑈(𝑡𝑓, 𝑡0)𝜑(𝑟, 𝑡0)

𝑈̂

𝑈(𝑡′, 𝑡)  = 𝑇̂𝑒
−𝑖 ∫ 𝑑τ𝐻̂

𝑡′

𝑡 𝐾𝑆
(τ)



𝐻𝐾𝑆̂

𝑇̂ 𝑈̂

𝑡0 𝑡𝑓

Δ𝑡 𝑡0 →

𝑡0 + Δ𝑡 𝑡0 + Δ𝑡 → 𝑡0 + 2Δ𝑡

Δ𝑡

𝑈̂(𝑡 + Δ𝑡, 𝑡) ≈ ∑
[−𝑖𝐻̂(𝑡 + Δ𝑡/2)Δ𝑡]

𝑙

𝑙!
 

𝑘

𝑙=0

+  𝑂(Δ𝑡𝑘+1)

 



 

𝐺𝑠𝑜𝑙 = 𝐺𝑒𝑠 + 𝐺𝑑𝑟 + 𝐺𝑐𝑎𝑣





• 

• 

 



 

ρσ 𝑥σ

τσ

𝑥σ =
|∇ρσ |

ρσ
4/3

     σ = α, 𝛽

τσ =
1

2
∑ |∇Ψ𝑖σ|2

𝑜𝑐𝑢𝑝

𝑖

𝑧σ

γ ℎ ℎ = 0

σ



 

 𝐺𝑛𝑙𝑚(𝑟, 𝜃, 𝜓) = 𝑁𝑛𝑟𝑛−1 𝑒−𝛼𝑟2
 𝑌𝑙

𝑚(𝜃, 𝜓)

𝑁

n =  1,2, …, 𝑟

ψ

𝑟𝑛−1 𝑒−𝛼𝑟2
𝑌𝑙

𝑚(𝜃, 𝜓)





 



 

 

 





 

 

• 

• 

• 

• 

• 



• 

• 

• 

•  

 



 



 

 

C2 − C1’

θ (𝐶3 − 𝐶2 − 𝐶1′ − 𝐶2′)
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Δ

Δ λ

 



λ





λ



λ



Δ λem*



μ

μ μ

 

μ

 



 

 

 










