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Resumen

En este trabajo se estudiara el sistema circulatorio humano desde la perspectiva de la mecanica
de biofluidos. Para ello es necesario crear un modelo suficientemente acertado que tome en cuenta
las propiedades fisicas de la sangre y de los vasos sanguineos a fin de establecer las ecuaciones que
describan el flujo y buscar sus soluciones analiticas y numéricas,.

Aqui se presenta un acercamiento a este problema mediante la escritura y solucién de las
ecuaciones bdsicas, a saber: la ecuacién de continuidad y las ecuaciones de Navier-Stokes en
coordenadas cilindricas y para fluidos con restricciones tanto en el sistema como en el tubo. Se
presenta en especial el calculo de la velocidad para un fluido viscoso en un tubo cilindrico con
estenosis leve.

Palabras clave: Navier-Stokes, Sistema circulatorio, Fluidos, Biofisica, Gasto, Flujo
pulsado, Estenosis.
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Introduccion

Las enfermedades cardiovasculares (ECV), son aquellas que afectan al corazén y a los vasos
sanguineos y muchas veces derivan en los llamados accidentes vasculares cerebrales AVC o en
ataques al corazon; y estos, a su vez, pueden resultar mortales.

Segtin la Organizaciéon Mundial de la Salud, tan solo en 2015, hubo al rededor de 150,000
muertes debidas a las ECV, en México; convirtiendo a éstas en la primera causa de muerte en
nuestro paisE| Con el aumento del sedentarismo y la alimentacion procesada, con exceso de grasas
y azucares, ambos factores de riesgo para las ECV, esta cifra ha aumentado drasticamente en los
dltimos anos.

Es por ello que se vuelve imperativo para la ciencia crear métodos de detecciéon y prevencion
para estos padecimientos desde distintas areas, pues el tema atafie no solo a la medicina, sino a la
biologia, a la quimica y a la fisica por igual; y asi obtener una visién multidisciplinaria de nuestro
sistema circulatorio y su funcionamiento.

Con esto en mente es que el presente trabajo toma forma. Si, desde la fisica, logramos tener un
mejor entendimiento, interpretacién y predicciéon del funcionamiento del corazén y del comporta-
miento de un fluido viscoso, como lo es la sangre, dentro del sistema circulatorio, del movimiento
normal del corazén, del recorrido de la sangre por nuestro cuerpo y de las posibles alteraciones a
nuestro sistema, podemos contribuir a la pronta deteccién de enfermedades y a su tratamiento.

Asi, en el presente trabajo de tesis, y partiendo de la mecdnica de fluidos, nos propusimos
plantear y reunir algunos modelos fisicos del sistema circulatorio humano. Es decir, con base en la
hidrodindmica, y partiendo de sus ecuaciones basicas, planteamos modelos del sistema circulatorio
anadiendo algunas de sus caracteristicas fisicas y sus consecuencias a nuestro modelo bésico.

En el primer capitulo, se hace una breve relacién del sistema circulatorio humano, se da el
término médico de algunas de sus partes y se describe a grandes rasgos su funcionamiento; todo
esto para poner en contacto al lector con el léxico y el contexto necesario de los siguientes capitulos.

En el capitulo[2]se da un repaso de la mecanica de fluidos y sus ecuaciones basicas. En el tercer
capitulo se plantean modificaciones a los modelos planteados en el capitulo anterior, anadiendo a
ellos algunas caracteristicas fisicas del sistema circulatorio para lograr una descripciéon mas precisa
del flujo de sangre en el cuerpo humano. En el cuarto y ultimo capitulo se modela una afectacién
leve a una arteria: una compresién pequena y simétrica (llamada estenosis leve) y se estudia el
flujo de sangre en ella.

Finalmente, se agregaron dos apéndices en los que se proponen un métodos de resolucion de
ecuaciones diferenciales que puede ser aplicado para resolver algunas de las ecuaciones que se
deducen en este trabajo de tesis y se transcribe el cédigo fuente en lenguaje de programacién
Fortran utilizado en la resoluciéon de una de ellas.

HMnformacién obtenida de la pagina web de la OMS: http://www.who.int/mediacentre/factsheets/fs317/es/
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Capitulo 1

El sistema circulatorio

Para ser capaces de construir un modelo del sistema circulatorio como modelo fisico, es necesario
familiarizarnos con el léxico particular con el que la medicina lo describe. De esa forma, podremos
conocer las partes que lo conforman y sus caracteristicas més importantes, sobre todo aquellas que
pudieran influir més directamente en la mecanica de los vasos sanguineos y de la sangre, es decir,

en lo que en medicina es conocido como reologia de la sangre.

1.1. Las partes del sistema circulatorio

El sistema circulatorio estd compuesto por la sangre, los vasos sanguineos y el corazén. Su
funcién es proveer a cada una de las células de nuestro cuerpo de los nutrientes y el oxigeno que
necesitan para realizar sus funciones biolégicas y recoger los desechos, derivados de éstas, para
transportarlos a los érganos que se encargan de expulsarlos fuera del organismo, como el higado,
los rinones, los intestinos, entre otros. De ello se entiende que una falla en el sistema circulatorio
de una persona, facilmente, puede derivar en un padecimiento o incluso en su muerte.

El recorrido que hace la sangre a través de todo el cuerpo es a lo que llamamos circulacion. Esta
se forma en la 4* semana de gestacién y no termina de cambiar hasta la edad adulta. El cambio
mas radical es el que sufre justo después del nacimiento, pues se separa de la circulacion de la
madre y comienza a funcionar la respiracion. Sin embargo, el cuerpo no deja de cambiar durante la
nifiez y, en especial, durante la adolescencia; por lo que, hasta terminada esa etapa, la circulacién
se encuentra en constante cambio.

La circulacién estd dividida en dos etapas: La circulacion pulmonar o pequeria circulacion, es
en la que el corazén manda sangre a los pulmones para su oxigenacién y que regresa al corazon, ya

oxigenada. La circulacion sistémica o gran circulacion, por su parte, es en la que la sangre viaja

desde el corazén a todo el organismo y de regreso a aquél. Ver figura [I.1]
Esta divisién es necesaria pues las caracteristicas fisicas de una y de otra son diferentes. De
ellas hablaremos mas adelante.

1.1.1. El corazén

Es bien sabido que el corazén es uno de los 6rganos mas importantes del cuerpo humano. Esto
justamente porque su papel consiste en poner en movimiento la sangre que transporta todos los
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Figura 1.1: Esquema simplificado de corazoén y la circulacién.

nutrientes sin los cuales ninguna de nuestras células podria vivir. Este 6rgano es un miisculo hueco
del tamano de un puno colocado dentro de la caja tordcica y, aunque solemos pensar que estéd del
lado izquierdo de nuestro cuerpo, no es asi, sino que se encuentra centrado. Estad dividido en cuatro
cavidades, dos inferiores y dos superiores, dos del lado izquierdo y dos del lado derecho. A las
cavidades superiores del corazon se les llama auriculas y a las inferiores ventriculos. Las primeras
tienen la funcién de recibir la sangre de los vasos sanguineos y mandarla a los segundos, los cuales
mandan la sangre fuera del corazén. Para ello, el corazén hace dos tipos de movimientos, uno de
contraccién llamado sistole y uno de distension llamado didstole. Entre cada cavidad hay véalvulas
que, gracias a la presion hidrostatica, se abren o cierran para evitar que la sangre regrese a la
cavidad anterior.

Como se puede apreciar en la Figura[L.1] el ventriculo izquierdo, al contraerse, inicia la circula-
cioén sistémica lanzando, al cuerpo, aproximadamente cinco litros de sangre por minutﬂ Después
de recorrer todo el organismo, la sangre regresa al corazén por la auricula derecha, quien la manda
al ventriculo derecho que, a su vez, la manda a la circulacion pulmonar para su oxigenaciéon. Por
altimo, la sangre regresa de los pulmones a la auricula izquierda que la pasa al ventriculo izquierdo
para iniciar nuevamente el cicloE]

1.1.2. Los vasos sanguineos

Los vasos sanguineos son la “tuberia” por la que circula la sangre. Por sus caracteristicas y por
sus funciones se divide en tres tipos: las arterias, las venas y los capilares.
Las arterias son las encargadas de llevar la sangre del corazén a las distintas partes del cuerpo,

LA este valor, que describe el volumen de sangre que expulsa el corazén, por unidad de tiempo, se le conoce como
salida cardiaca o CO(cardiac output).

2Para una descripcién més amplia pero sintetizada de esta seccién y la siguiente ver Faller and Schiinke [5]; o
Latarjet and Ruiz [9] para un tratamiento més detallado.
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Figura 1.2: Esquema de la transicion arteria-arteriola-capilar.

tanto en la circulacién sistémica como en la pulmonar. Son los vasos sanguineos mas elasticos y, en
general, los de lumenE] més grande y los més gruesos y musculosos. Los capilares son en los que se
da el intercambio de sustancias, estan en el otro extremo de la circulacién, son los menos elasticos,
los mas abundantes y los de lumen mas pequeno. Estos conectan los segmentos arteriales con los
venosos. Las venas son las que se encargan de regresar la sangre de los capilares al corazén, son
plegables y distensibles y los de paredes més delgadas.

Ademaés de esta clasificacién se hace una mas detallada, siendo las arterias més gruesas y
elasticas las més cercanas al corazén. La primera, por la que sale la sangre a la circulacién sistémica,
se llama aorta, mientras que la primera arteria de la circulacién pulmonar es la arteria pulmonar.
A las arterias més pequenas se les conoce por arteriolas y éstas, a su vez, se dividen en eldsticas
y musculares. Las venas mas pequenas se llaman vénulas, mientras que la mas grande se llama
vena cava y es la que recibe la sangre de la circulacion sistémica. La vena pulmonar, por su parte
es la mas grande de la circulacién pulmonar. A las uniones entre arteriolas y capilares se le llama
uniones arterioloprecapillaris y las que hay entre los capilares y las vénulas se llaman uniones
venulopostcapillaris. La transicién entre un tipo de vaso y el siguiente bien puede ser abrupto o
progresivo, fig[T.2}

Cada tipo de vaso sanguineo (a excepcién de los capilares) tiene distintas capas que lo confor-
man, es decir, no son un “tubo” liso sino que sus paredes estdn conformadas por varias partes. Las
maés representativas son la tiunica adventicia, la externa, la tiunica media y la tinica intima. Ade-
mas, la pared mas interior de ellos, formada de una sola capa de células, se llama pared endoterial
o endotelio.

Dependiendo del grosor o las caracteristicas de estas partes un vaso sanguineo es mas o me-
nos elastico o musculoso. En la tabla se muestran las diferencias de tamafio entre los vasos
sanguineos de la circulacion sistémica.

Por todo esto, "serfa un error considerar [a los vasos sanguineos| como tubos més o menos
largos y anchos y estudiar [solo] su trayecto, sus relaciones y distribucién. [...] Es necesario, también
conocer su aspecto viviente, por lo tanto cambiante, sus leyes fisiologicas, su evolucién durante la
vida'fl

1.1.3. La sangre

Nuestra sangre es un fluido bastante complejo. En primer lugar no es un fluido homogéneo sino
que estd formada de una suspensién de particulas en una solucién acuosa. A esta solucién liquida

3lumen: 4rea transversal que encierra un vaso sanguineo.
4Latarjet and Ruiz [9].
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Tabla 1.1: Relacién de los vasos sanguineos de la circulacion sistémica y sus caracteristicas fisicas.
Tamano del Grosor de Presion  Velocidad

Vaso" Didmetro lumen la pared media media
(cm) (em?) (em)  (kPa)  (cm/s)
Aorta 3 7 2x 1071 | 125 12
Arterias 107t 8 x 1073 101 12 45
Arteriola | 5x 1073 2x107° 2x1073 |7 5
Capilares | 8 x 107% 5x 1077 10~4 3 0.1
Vénulas 10~2 79x107° | 2x107* | 1.5 2
Venas 1.8 x 107t | 107! 5x 1072 |1 10
Vena cava | 3 6 0.15 0.5 14

* . v ’ . .’
Ver Fasano and Sequeira [6]para méas informacién.

se le llama plasma y estd formado principalmente por electrolitos y proteinas de las cuales la mitad
son albiminas, el 45% globulinas y lo restante son fibrindgeno, betalipoproteinas, lipalbiminas,
entre otras.

Por otro lado, las particulas suspendidas en el plasma se dividen en tres tipos: Los glébulos
blancos o leucocitos que combaten enfermedades, los glébulos rojos o eritrocitos que transportan
el oxigeno y las plaquetas o trombocitos encargados de la coagulacion.

De estas partes, los glébulos rojos son muy importantes pues conforman del 42 al 45 % del
volumen de la sangre. A esta concentracion de células rojas en la sangre se la llama hematdcrito.

Los eritrocitos se componen de una fina membrana semi-permeable hecha de proteinas, lipi-
dos y esteroides con forma bicéncava, que encierra una solucién concentrada de una proteina: la
hemoglobina. Esta tltima es la encargada de transportar el oxigeno y entregarlo a los tejidos.

1.2. Defectos del sistema circulatorio y sus consecuencias

La mayoria de las enfermedades relacionadas con el sistema circulatorio son debidas a un mal
funcionamiento o a una deformidad de los vasos sanguineos que modifica el tamano del lumen y,
por lo tanto disminuyen o detienen el flujo de la sangre. Estos problemas bien pueden darse por
caracteristicas congénitas o como resultado de algtin otro padecimiento.

En general estos padecimientos se pueden clasificar, por las causas fisicas que los provocan,

como sigue:

» Formacion de trombos.

Un trombo es un codgulo de sangre que se forma en venas o arterias. Estos provocan do-
lor agudo, entumecimiento, cosquilleo, debilidad, descenso de temperatura o palidéz. Las
enfermedades en donde hay trombos son:

e Tromboangitis Obliterante o enfermedad de Buerger.
Se da, sobre todo, en los vasos sanguineos pequenos de manos y pies. Principalmente
en los hombres fumadores de ente 25 y 40 anos de edad. Afecta mas a las arterias que

a las venas.
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e Trombosis Venosa Profunda o TVP.
Es la formacién de un trombo en una vena profunda, principalmente de piernas o muslos;
aunque también puede darse en brazos y pelvis. Si el trombo se desprende puede causar
una embolia. Puede provocar una inflamacién de la vena; que no hay que confundir con
una vena varicosa.

= Embolia.

Esta se da cuando una masa extrana es transportada por los vasos sanguineos y bloquea
vasos mas pequenos de algin organo como el cerebro, corazén, rindén o bazo. Estas masas
pueden ser trombos, grasa, aire o tumores. Algunos padecimientos que pueden derivar en una

embolia son:

e Fibrilacion auricular. Es un tipo de arritmia, es decir, un tipo de latido anormal, en
general rapido e irregular. Puede darse por hipertension, hipertiroidismo, insuficiencia

cardiaca, entre otros.
e Dano en una pared arterial.

e Coagulacién de la sangre anormal (por ejemplo por conteo de plaquetas alto).

= Compresién.
Una compresién es cuando el tamano del lumen se ve reducido debido a una fuerza externa.
Por ejemplo, por torniquetes, tumores, yesos o vendajes.
= Vasoespasmos.
Un vasoespasmo es una contracciéon de un vaso sanguineo, por ejemplo, por reflejos neuronales
o locales o por exposicion a temperaturas bajas. Pueden provocar:
e [squemia
e Lesiones en tejidos

e Sindrome de Raynaud. Este se da cuando, debido a temperaturas bajas o a emociones
fuertes, el flujo sanguineo a manos, pies, orejas y nariz se ve reducido por vasoespasmos.
El fenémeno de Raynaud primario afecta mas a mujeres menores de 30 afios, mientras
que el secundario se debe a otras afecciones y afecta mas a personas mayores de 30 anos
= Cambios estructurales.
Por ejemplo rigidez, estrechamiento o engrosamiento de los vasos sanguineos como en la
arterioesclerosis o en la esclerosis de Monckberg. Provocan:
e Infarto al corazén. Un infarto se da cuando alguna arteria coronaria queda boqueada
por un trombo por lo que el flujo de sangre al corazén se ve afectado.

e Anecurismas. Un aneurisma es una dilatacién anormal de una vena o una arteria.

e Derrame cerebral. Sucede cuando el flujo de sangre se ve interrumpido en alguna area
del cerebro por lo que las neuronas de esa parte no se oxigenan y comienzan a morir.

e Venas varicosas. Son venas dilatadas o torcidas, sobre todo en las piernas.
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1.3. EL SISTEMA CIRCULATORIO COMO SISTEMA FISICO

Tabla 1.2: Relacién de las diferentes presiones dentro de cada una de las cavidades del sistema
circulatorio (mmHg) con V.I., A.L, V.D. y A.D. los ventriculos y auriculas izquierdos y derechos.

V.I. Aorta Arterias Arteriolas Capilares Vénulas Venas Vena Cava
100 100 90 75 45 25 10 5

Al Venas Capilares Arteriolas Arterias  Arteria Pulmonar V.D. AD.
100 5 10 15 20 25 25 25

(SISTEMA DE REGOLEGCION)
VENAS VENAGULAS

CORAZON CAPILARES

(SISTEMA DIFUSOR
(BOMBA) Y DE INTERGAMBIO)

ARTERIAS ARTERIOLAS
(SISTEMA DE DISTRIBUGIGN)

Figura 1.3: Esquema de las partes del sistema circulatorio y su papel.

Ademaés, el medir ciertas caracteristicas fisicas de la sangre, el corazén o los vasos sanguineos puede
darnos informacién sobre alguna posible enfermedad. Por ejemplo, se ha observado que, pacientes
con Diabetes Melitus o con Ansiedad Crénica, presentan una viscosidad inusual de la sangre (u
grande).

Es por todo esto que una buena comprensién de las caracteristicas de nuestro sistema circula-
torio y una modelacion de sus funciones es de gran interés para la comunidad cientiﬁcaE]

1.3. El sistema circulatorio como sistema fisico

Como vimos, la circulacién estd dividida en dos partes, la circulacién sistémica es un sistema de
altas presiones, necesarias para que la sangre llegue a todo el cuerpo; mientras que la circulacién
pulmonar es un sistema de bajas presiones, pues el corazén y los pulmones se encuentran a la
misma altura. En la Tabla se pueden apreciar las diferentes presiones de ambas en las diferentes
cavidades que las conforman.

Dentro del corazoén, los ventriculos actian como bombas que arrojan la sangre fuera de él,
mientras que las auriculas tienen el papel de cAmaras de recoleccién y como bombas auxiliares de
los ventriculos. Como ya se mencioné anteriormente, en cada entrada y salida de cada una de las
partes del corazén hay valvulas que evitan que la sangre regrese a la cavidad anterior. Estas se
cierran y se abren gracias a la diferencia de presiones entre cavidades llamada presidn intravascular.

5Para més informacién sobre esta seccién ver Orland and Saltman [T3].
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Figura 1.4: La aorta distendiendose y relajandose.

En general, el corazén es eso, una bomba; las arterias son el sistema de distribucién, tanto de
materia como de energia; las venas, el de recoleccién y los capilares son el sistema difusor y de
intercambio (Fig. . Justo para poder realizar esta ultima funcién, es necesario que la sangre
viaje en un flujo suave dentro de los capilares, lo cual es en si un reto, pues la presiéon que puede
llegar a ejercer un corazén adulto sano, durante la sistole es de hasta 120 mmHg en la circulacién
sistémica y hasta 80 mmHg en la pulmonar (Mazumdar [10]).

Una caracteristica muy importante de los vasos sanguineos es su elasticidad. Gracias a ésta las
arterias pueden soportar las presiones que ejerce la sangre sobre ellas debida a la sistole. Ademas,
al distenderse, actiian como reservorio de energia la cual se libera dando un segundo impulso a la
sangre y convirtiendo el flujo pulsatil, provocado por el corazén, en un flujo suave, necesario en los
capilares para el intercambio de sustancias. Asi, solo parte del trabajo efectuado durante la sistole,
se gasta en mover la sangre y lo demds sirve para dilatar las paredes de la aorta (Fig. .

A la sangre, por su parte, hay que estudiarla con detenimiento pues ésta funciona como medio
de transporte y sistema de distribucién. Como se mencioné anteriormente la sangre no es un fluido
simple, es més, no es un fluido newtoniano. Aunque el plasma, a bajas velocidades de cizalla, puede
tener comportamiento newtoniano y tiene 1.2 veces la viscosidad del agua, pues es en un 91 % agua,
se ha observado, experimentalmente, que no sucede lo mismo con la sangre. Debido a que tratamos
con una mezcla de particulas suspendidas en un liquido, es necesario tener en cuenta los fenémenos

de coagulacion y de sedimentacion de la sangre.

Recordemos que la mayor concentraciéon volumétrica de la sangre se debe a los globulos rojos.
Asi, las propiedades fisicas de estos influyen fuertemente en la mecénica de la sangre. Como se dijo
anteriormente, estas células consisten en una membrana flexible rellena de hemoglobina, gracias
a esta flexibilidad, ellas pueden introducirse en los vasos sanguineos mas pequefios y traspasar la
pared endoterial, y debido a su forma bicéncava, el drea disponible para el intercambio de sustancias
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se maximiza. La hemoglobina, por su parte, es cinco veces mas viscosa que el agua y su gravedad
especifica es 1.03 veces la del plasma, gracias a lo cual se da la sedimentacion.

De hecho, aunque el hematocrito H representa la concentracién volumétrica de eritrocitos en la
sangre, ¢ > H representa la concentracion real pues, atrapado entre las células, hay plasma. Asi,
vara valores de ¢ de hasta 0.05 la tasa de deformacion por esfuerzo cortante se mantiene constante,
como en un fluido Newtoniano. Sin embargo, para ¢ > 0.05 las interacciones entre particulas (como
la sedimentacién, la coagulacién y la elasticidad de las células) modifican la viscosidad de la sangre.

Otro elemento que hay que tomar en cuenta es el tipo de flujo que se desarrolla en los vasos
sanguineos. Como ya dijimos, dentro de los capilares y para que sea posible el intercambio de
sustancias, debemos tener un flujo suave, es decir un flujo laminar. En un sistema hidraulico,
un flujo laminar se consigue con un Numero de Reynolds Re menor a 2300; mientas que para
Re > 4000 se observa un flujo turbulento. Sin embargo, para el caso de la sangre y, en general, de
otros biofluidos se pueden tener flujos laminares con un niimero de Reynolds del orden de 5000 a
10000

Esta caracteristica de los fluidos y otros fenémenos relacionados los abordaremos en el siguiente
capitulo.

6Mazumdar [I0].




Capitulo 2

La mecanica de fluidos

2.1. Ecuaciones basicas

En la mecanica de fluidos que se estudia en la licenciatura las ecuaciones necesarias para
describir el comportamiento de un fluido son: las ecuaciones de Navier-Stokes, que describen su
movimiento, y la ecuaciéon de continuidad, que introduce el principio de conservacién de la masa.
Asi, para describir las propiedades mecéanicas de un fluido es necesario conocer las tres variables

que lo describen:
» La presion p = p(z,y, 2, 1)
» La densidad p = p(z,y, z,t)
» La velocidad ¢ = ¢(z,y, 2,t) = (u,v,w)

Para el caso de un fluido no compresible, es decir con p = cte., las ecuaciones de Navier-Stokes y

de continuidad, estan dadas por:

—

Dq

Por =F —p+ uv?q (2.1)
D
Ff +pdivi=0 (2.2)

respectivamente; con D/Dt = 9/0t + ¢ - V, la derivada material, p la viscosidad del fluido, p su
viscosidad y F la fuerza externa, por unidad de volumen, actuando sobre el ﬂuido
En coordenadas cartesianas, la ecuacién (2.1)) estd dada por:

ou ou ou ou\ Op 2
P(m*“az“ay”az)—pﬂ 3z MV 23)
v v v o\ dp 2
p <8t +u—8x + v—ay +w8x> = pF, By + pVu (2.4)

et et et et T 2
ot "oz Ty TV 5, MV (2:5)

Para el caso que nos interesa (la sangre dentro de un vaso sanguineo), podemos considerar que el
fluido viaja a lo largo de un tubo cilindrico. Es necesario, entonces, hacer la conversion a coorde-

(aw ow ow 3w) —F, Op

nadas cilindricas. Llamaremos a las tres componentes de la velocidad como sigue:

!Para una explicacién mds detallada de la deduccién de estas ecuaciones ver Chandran et al. [4] y Mazumdar
[xa).
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Figura 2.1: Perfil parabdlico de velocidades.

= v, - la velocidad a lo largo del radio del tubo
= v, - la velocidad a lo largo del eje del tubo

= vy - la velocidad perpendicular ary a z

Podemos ademas considerar que no actua ninguna fuerza externa y que hay simetria respecto al
eje del tubo, es decir vg = 0, y que v, v, y p no dependen de 6 por lo que las ecuaciones (2.2) y
(2.1)), se convertirdn en:

1/0 ov,
- (arrvr> + 9 0 (2.6)

% % . Ov.\ _@ 02v, . 181},« U 9%v, 2.7)
P\t " T2 ) T Tar TP\ e Trar T 2T 922 ’

Ov, Ov, dv.\ _ Op 0%v, 10v, 0%v,
p(é)t+Ur8r+vz(“)z>__8z+u<8r2+r8r+8z2> (28)

(ver Cengel and Cimbala [I8]).
Notemos que, tanto para un fluido no viscoso u = 0, como para Py

3
Ox?

¢ = 0, es decir, cuando las
fuerzas viscosas son despreciables, la ecuacion (2.1)) se convierte en

—

4q ]
Lo pF-v 2.9
Ppe =P 77 29)

Por componentes, esta tltima expresion, son las llamadas ecuaciones de Euler que describen el
movimiento de un fluido no viscoso.

Esto es importante ya que, para muchos fluidos, se han observado dos tipos de movimiento: el
que se da cerca de una frontera solida y el que se da lejos de ésta. En el primer caso son necesarias
las ecuaciones de Navier-Stokes, puesto que tendremos un fluido con u # 0, los efectos debidos
a la viscosidad son importantes ya que la “lamina” de fluido pegada a la pared tendrd la misma
velocidad que ésta, v = 0, pero, conforme la distancia de la capa de fluido a la pared crece, la
velocidad también ira creciendo hasta una capa limite a partir de la cual los efectos viscosos seran
despreciables, por lo que la ecuacién serd una buena aproximacion.

De este modo, para el caso de un flujo dentro de un tubo obtendremos un perfil parabdlico de
velocidades como se demostrara en la seccién 2.2y como se muestra en la figura

2.2. Flujo de Poiseuille

En el siglo XIX Jean Léonard Marie Poiseuille, intentando estudiar precisamente la sangre,
midio el gasto @ de un flujo laminar, a través de un tubo cilindrico, de un fluido no compresible y

10
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ror 1

Figura 2.2: Flujo en en un vaso tubular.

de viscosidad p = cte. y encontré que @ es proporcional a Prt/L, con P la presién con la que el
fluido ingresa al tubo, r el radio del tubo y L su longitud(ver Fig. .

Aunque Poiseuille no pudo trabajar con la sangre debido a que ésta coagula, gracias a sus
estudios Hagenbach y Wiedemann calcularon, de forma independiente, una expresién para el gasto
partiendo de igualar las fuerzas actuantes sobre el fluido: la debida a la diferencia de presiones por
unidad de area, Fj,, y la debida a la viscosidad del fluido F},, dada por el producto del area del
tubo, la viscosidad u y el gradiente de velocidad %. Asi

7Tr2(p1 _pQ) = Fp = —Fl, = (QWTL)/,L (Z:f) (210)

donde u es la velocidad del fluido, p; la presién de entrada, ps la presién de salida y L la longitud
del tubo.
Resolviendo para u(r):

u(r) = p14;'52 (R*—1r?) (2.11)

de donde se ve que la ecuacién (2.11)) describe una pardbola, por lo que el perfil de velocidades es
un paraboloide de revolucién, como se habia dicho anteriormente (ver figura [2.1]).
Para obtener el gasto sustituimos en

R
Q= / u(2rmdr) (2.12)
0
la expresion de (2.11) y resolvemos. Con lo que obtenemos:
TAPrt
= 2.13
Q Sl (2.13)

que es llamada la ecuacién de Hagen-Poiseuille.
Sin embargo, para que esta expresién se cumpla, tienen que darse varias condiciones, entre ellas:

= Que el tubo por donde el fluido se mueve sea rigido (r = cte. con respecto a la diferencia de
presiones pg — p).

11
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[ s

Figura 2.3: Fuerzas sobre una particula de un fluido.

= Que el flujo sea continuo (Q no depende del tiempo).
= Que el fluido en cuestién sea homogéneo (p constante para todas las velocidades de corte).

condiciones que el sistema circulatorio no cumple pues, como ya se menciond, las arterias deben
de ser elasticas, no rigidas, el corazén bombea la sangre en pulsaciones, no de forma continua y la
sangre no es un fluido homogéneo ni newtoniano.

2.3. Principio de Bernoulli

La presién de un flujo dentro de un conducto cilindrico puede variar con la velocidad del fluido
y con el radio del tubo que lo contiene. Para encontrar esa dependencia partiremos de la ecuacién
de continuidad para un fluido no compresible en su forma maés simple

Al'Ul = AQ’UQ (214)

con A el drea transversal del tubo en el punto 1, Ay el drea transversal del tubo en el punto 2 y
v1 y vy la velocidad del fluido en esos mismos puntos. Ver figura [2.3]

En un intervalo pequeno de tiempo dt, la porcién de fluido que se encontraba en punto 1, se
mueve una distancia dsi, y el que se encontraba en el punto 2 se desplazard en un dss por lo que

vl = %1 y vy = %. Puesto que nuestro fluido es incompresible tendremos que:

A1d81 =dV = AQdSQ (215)

es decir que el volumen de fluido que pasa por cualquier seccién transversal del tubo en un intervalo
de tiempo dt es dV'.

12
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Calcularemos, ahora, el trabajo efectuado sobre este elemento de fluido dV. Puesto que consi-
deramos que el fluido no es viscoso, la tnica fuerza actuante sobre él sera la debida a la presién
del fluido circundante. En el punto 1, sobre A, la presién sera p; y sobre A, en el punto 2’ serd
p2. es decir que las fuerzas correspondientes estaran dadas por py Ay y paAs. Con lo que el trabajo
queda descrito como sigue:

W = p1Aidsy — paAsdss (2.16)

y por la ecuacién ([2.15)):
W = (pl — pg)dv (2.17)

Por otro lado, el trabajo debe de ser igual al cambio de la energia mecédnica total, es decir al cambio
de la suma de la energia cinética y la energia potencial gravitacional del elemento de fluido dV'.
En el punto 1, la energia cinética estd dada por %pdVUf y en el punto 2, por %pdVv% por lo que
la diferencia en la energia cinética estard dada por:

dK = %pdV(v% ) (2.18)

A su vez, en el punto 1, la energia potencial gravitacional es p(dV)gy: y en el punto 2, p(dV)gya.
Por lo que el cambio en la energia potencial sera:

dU = pdVg(y2 — y1) (2.19)

Por lo que igualando dW de la ecuacién (2.17)) con la suma de dK + dU, tendremos:

dW =dK + dU
1, ) (2.20)
= (p1 —p2) = 50(”2 —v1) + pg(y2 — 1)
Esta es la ecuacién de Bernoull Y podemos reescribirla como:
L 5 L s
P15 V1 + pgyL = P2+ 5 pvy + pgY: (2.21)
y puesto que los puntos 1 y 2 son arbitrarios, podemos concluir que
1
p 4 =pv?® + pgy = cte. (2.22)

2
Esto quiere decir, que para un sistema sin perdidas por friccién, la energia total por unidad de
volumen permanece constante. Por lo tanto, la ecuacién de Bernoulli no puede aplicarse en los
casos en los que los efectos viscosos son significativos ni para casos en los que hay perdidas de
energia por fluidos turbulentos.

2.4. Flujo en desarrollo

Definimos el nimero de Reynolds como:

d
Re = — (2.23)
w/p
Con v la velocidad media del fluido a través de una seccién transversal del tubo de didmetro

d, p la viscosidad del fluido y p su densidad. Este niimero representa la razén entre las fuerzas

2ver Chandran et al. 4] y Young and Freedman [I7].
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inerciales (vd) y las fuerzas viscosas(u/p) del fluido y nos da informacién respecto al tipo de flujo
que podemos esperar de un fluido dentro de un tubo.

Se ha observado que, para Re < 2100 el tipo de flujo dentro de un tubo es laminar, mientras
que para Re > 4000 tendremos flujos turbulentos. Para 2100 < Re < 4000 hay una fase que se
llama de transicion.

Sin embargo, estos perfiles de velocidad (laminar y turbulento), solo son vélidos para lo que
llamamos Flujo Completamente Desarrollado (FCD de aqui en adelante). Dentro de un tubo de
paredes lisas, podremos tener un FCD solo a una distancia suficientemente grande de cualquier
disturbio en el flujo como para que los efectos de éste se hayan disipado. Las causas de este
disturbio pueden ser debidas a cambios o discontinuidades geométricas del tubo como una fuente
o un sumidero. En el caso de un vaso sanguineo estas discontinuidades pueden darse por alguna
alteracién como un trombo o alguna malformacién, pero también pueden darse de forma “natural”
debido a una bifurcacién, o a la transicién de un tipo de vaso al siguiente.

Los efectos de estas perturbaciones, si son suficientemente pequenas, solo son perceptibles cerca
de ellas y en direccién de la corriente. En esta region es que se da el flujo en desarrollo, es decir
es donde se estabiliza el flujo. Mientras que la regién posterior, donde las consecuencias de las
alteraciones ya no son perceptibles, se da el FCD.

2.5. Aplicaciones de la Mecanica de Fluidos al Sistema Cir-

culatorio

Con la ecuacién de Hagen-Poiseuille (2.13) se puede calcular, experimentalmente, la viscosidad
de la sangre up dando como resultado que:

B mPr*
HUB = 8LO

= Bt (2.24)

con i, la viscosidad del agua y para r suficientemente grande. Note, pues, que up depende de r
por lo que up # cte. La sangre no es un fluido newtoniano.

La ecuacién de Bernoulli, por otro lado, puede aplicarse para medir cambios en la presién en
ciertas zonas del sistema circulatorio. Partiendo de la ecuacion y considerando los puntos 1 y
2 con presiones, alturas y velocidades p1, pa, 21, 22, V1, V2, respectivamente, pero haciendo z; = 2z,

obtenemos
o= Lo — o2 2.25
p1—p2= 20(02 1) (2.25)
de donde, si consideramos vy > v1 y despreciamos el aporte de pv?, la ecuacién (2.25)) se convierte
en 1
L= P2 = 5pv3 (2.26)

Esta expresién se utiliza para medir caidas de presién debido a estenosi&E] o a bloqueos, asumiendo
que la densidad de la sangre es ps = 1.06g/cm? y haciendo uso de instrumentos como el ultrasonido
Doppler o resonancias magnéticas (Chandran et al. [4]).

Sin embargo, como ya se dijo, estos modelos no consideran muchas de las caracteristicas del
sistema circulatorio. Asi, para crear un modelo fiel a éste, tendremos que tomar en cuenta sus

caracteristicas fisicas.

Sestenosis: estrechamiento de un orificio o conducto.

14



Capitulo 3

Modelo del sistema circulatorio

Este capitulo y el siguiente contienen el aporte principal de este trabajo, donde se muestra un
conjunto de modelos a fin de estudiar de forma analitica el flujo de un fluido en un sistema de
tubos cilindricos que eventualmente son representativos de un sistema circulatorio humano.

Partiremos, entonces, de la expresién para el gasto de Hagen-Poiseuille , para construir
una ecuacién que describa de forma mas precisa al sistema circulatorio. Para ello introduciremos
dos de las caracteristicas fisicas de nuestro sistema y calcularemos el flujo para cada uno de los
casos modificados.

Las modificaciones que haremos seran:
1. Tubo eléstico en vez de rigido

2. Flujo pulsatil

3.1. Flujo de Poiseuille en un tubo elastico

En esta seccién anadiremos la caracteristica de la elasticidad de las arterias al modelo basico
del flujo para, de esta manera, encontrar una expresién que lo describa dentro de un tubo eléstico.

Comenzaremos este andlisis imaginando un tubo con un fluido en reposo dentro de él (figura
. El radio del tubo es r, el grosor h < 7, la presién sobre él debido a un fluido externo sera pg
y la presiéon dentro del tubo p. Consideremos que el tubo es una membrana elastica y que, en su
centro, el sistema esta en equilibrio.

La fuerza neta hacia abajo sobre la mitad del cilindro, debida a la fuerza elastica, por unidad
de longitud, ejercida por el tubo, seréd

F.=—2Th (3.1)

con T la tensién por unidad de longitud por unidad de grosor del tubo, mientras que la fuerza
ascendente por unidad de longitud, debida a la diferencia de presiones, estard dada por:

F, :/ (p — po)rsen Odo
0

=2(p —po)r (3.2)

15
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Debido a que estan en equilibrio, estas fuerzas deben ser iguales y opuestas, por lo que:

F,=—F,
= Th=r(p—po) (3.3)

Ademés, por la Ley de Hook, la tension T, esté dada por:

T:ET—TQ

- (3.4)

con F la constante de elasticidad del tubo, rg un radio de referencia y r el radio bajo la tensién T.
Sustituyendo T' de la ecuacién (3.4) en la (3.3]), asumiendo que p = p(x) y reordenando, obte-

nemos:

p(x) —po = % (1 - %O) (3.5)

d — o] . .7
Pero, tomando 22 ~ 2220 podemos escribir la ecuacién (2.13)) como:

__mdp 4
Q= 8ud:rr (3.6)

Por lo que podemos integrar (3.6 observando que por la ecuacién (3.5),  es funcién de (p — po),

es decir, r = r(p — po). Asi:
L P2
/ Qdx = —1/ rdp
0 8:“’ P1

T P1—Po 4
& QL= 3. r°d(p — po) (3.7)
H p2—Po

Despejando @) de esta tdltima expresién podemos ver que Q es inversamente proporcional a L,
también que @ depende de p; — pg y de p2 — po. De la ecuacién (3.5) podemos despejar r lo que

nos dara:
To
r = 17””7, (38)
~ Eh
con p’ = p — po. Sustituimos la ecuacién (3.8)) en la (3.7) e integramos para p':
P1—Po 4
m To
Q=g — | A
H P2—po 1- Eh
3 _ _
mryEh [ o } 3 [ ro } 3
- 1— 1% — | 3.9
24Ln [ 7, (1= Po) 7, (P2 = o) (3.9)

Notemos que si expandemos en Serie de Taylor la dltima expresiéon y nos quedamos a primer orden

tendremos:

4
o

Q:m

(p1 — p2) (3.10)

que es justamente la ecuacién ([2.13]).

3.2. Gasto para un flujo pulsatil

El flujo de sangre en las arterias no es continuo, los movimientos del corazén imprimen una
excitaciéon al fluido que se propaga en forma de ondas elésticatﬂ Para incluir la caracteristica

Ipara més informacién al respecto ver Fung [8].
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del flujo pulsatil, comenzaremos por asumir un fluido viajando dentro de un tubo cilindrico cuya
velocidad solo tiene componente en la direccion del eje del tubo, a esta velocidad le llamaremos u.
Suponiendo que hay simetria axial tendremos que u y p no dependen de ¢, es decir, u = u(z,r,t)
y p =p(z,7,t) con z la direccién a lo largo del eje, 7 la direccién radial, y ¢ el tiempo.

Tomando esto en cuenta, la ecuacién de continuidad , se ve reducida a

ou
— = A1
9~V (3.11)
y las ecuaciones de Navier-Stokes (2.7) y (2.8) se convierten en:
dp
= = 12
or 0 (3.12)
ou dp ud [ Ou 0%u ou
_— = —_—— —_—— —_— _— P .]_
P ot or ror (r 67") + Fozz = Moz (3:.13)

asi, tomando en cuenta las ecuaciones (3.11)) vy (3.12)), la expresion (3.13)) se convierte en

0 0 0 0
p—u S T P (3.14)
ot Oor rdr \ Or
vemos, entonces que u no depende de z ni p depende de r, por lo que u = wu(r,t) y p = p(x,t).
Para resolver la ecuacion ((3.14]) la reescribimos de la siguiente forma:
0 0 0 0
b _ B9 (70 p—u (3.15)
Oor rdr \  Or ot
notamos que el lado izquierdo de esta tultima expresion solo podria depender de x y de t, mientras
que el lado derecho dependeria de r y de t. Puesto que estan igualadas, concluimos que ambas solo
dependen de t.

Proponemos, entonces

ap _ wt
u(r,t) = U(r)e™* (3.17)

con P = cte., U(r) una funcién que describe el perfil de velocidades del flujo y w la frecuencia del
flujo pulsatil.
De esta manera, la ecuacion (3.15)) la podemos escribir como

) 0 0 ) 0 .
P@ZWt = %5 (Taruewﬁ/) - p&ueu‘n (318)

Podemos ver que, en el caso de que w = 0, nos referiremos a el caso estacionario y la ecuacién
(3.18) se reduce, de nuevo, a la (2.13).
Reordenando la ecuacién (3.18]) obtenemos

U 1dd  iwp P

I Py = 3.19
dr? N rdr I I (3.19)
Por otro lado, sabemos (por Bell [3] y Arfken [2]) que una ecuacién diferencial homogénea de la
forma P2 p
1
YL 2% _p2y—o (3.20)

dz? ' xdx
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tiene solucion
y = AJo(ikx) + BYy(ikx) (3.21)

donde Jy y Yp son las funciones de Bessel con argumento complejo. Por lo que podemos concluir
que la solucién para (3.19) seréd:

= 1 iw—pr ) iw—pr ﬂ
o= s 2) e (22) - 2 o

Para simplificar esta expresién recordemos que Yp(z) diverge en x = 0 (ver Arfken [2]); asi que
como en el centro del tubo necesitamos una U finita, B debe de ser cero. Por lo quela ecuacién

(3-22) se convierte en:
) P
U(r) = A <z Wr) + (3.23)
I iwp
Ademés, recordemos que la capa de fluido “pegada” a la pared tiene la misma velocidad que ésta.
Es decir que, si a es la medida del radio del tubo, U(a) = 0 por la condicién de no deslizamiento.
Esto es:

A <z Wa) + 2 (3.24)
p iwp

de donde, despejando A, obtenemos

A-- 1 (3.25)

A

Introducimos la viscosidad cinética v = % y el parametro de Womersley o = a\/% . Por lo que:

P 1

A= 00 T @)

(3.26)

Sustituimos esta tltima expresién en (3.27)) introduciendo, también ahi, a «:

? [, et

U Ep— — a7
(T) wpl Jo (i3/4a)

(3.27)

De esta forma, sustituyendo (3.27) en la ecuacién (3.17) tenemos que:

iP [ . Jo(i3/42a)] ot

u(r,t) = — [1— To@a) (3.28)

wp

Calcularemos, ahora, la razén de flujo volumétrico Q.

/ u2mrdr

0
2 . . a 1 a

= —77”7)6“” [/ rdr — ———— / rJo(i3/42a)dr}
wr < Lo To@7a) Jy

TP it o 2 ¢ 3 /4
—Tpe a |:1 - CHWW/() TJO(Z EO{)d'f’ (329)
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CAPITULO 3. MODELO DEL SISTEMA CIRCULATORIO
3.2. GASTO PARA UN FLUJO PULSATIL

Para resolver la tltima integral introduciremos los parametros 8 = i*/*a y 0 = % Y nos enfoca-
remos en la dltima parte de la ecuacién (3.29)), a la que llamaremos I:

— 2 “ 3/4 1
1= a2<]0(7/3/40[)/0 TJO(Z Ea)d'f’. (330)
Que, en términos de Sy 0, queda:
2 /  6.0(6)d6 )
- Jo(0)d6, 3.31
Jo(B)B* Jo ol (
pero
B
BJ1(B) = / 0Jo(0)d6. (3.32)
0
(ver Arfken [2]). Por lo que
2J1(B)
= 3.33
BJo(B) (3:33)
Asi, sustituyendo esta tltima expresién en (3.29) y llamando x(8) al término 1— [231;;%,66’)) obtenemos
_ _@ iwt 2
Q=TT sty (3.3)
Notemos que, en general x(8) € C, por lo que
. 1 x\ nt2j
_ _1)J hd .
(@) =3 (1Y ey (3) (3.35)

Jj=0

(ver Bell [3] y Arfken [2]), es decir que

T\ 2 1 rz\4 1 rz\6
h@) = 1-(3) +—2(5) —ﬁ<§) 4. (3.36)
T 5 1 /x\7
n@ =~ (5) -1 () +am (5) ~am (5) + (3:37)
Asi
- i 67 T e e
)~ 1 ( g Lz ) (3.38)
T ...
para 8 < 1 expandemos en serie el término (1 — % % —...)7! y obtenemos que
pg*  p
X(ﬁ) ~ 1—(1—+192_ )<+4——
52
= -5+ oY) (3.39)

Puesto que 8  a, podemos reescribir a x(5) en términos de «:

ZOé2

x(a) = e + 0(a*) (3.40)

Por tltimo, sustituyendo x(83) en la ecuacién (3.34) y en términos de o nos queda la siguiente

expresion para el gasto

+ O(a4)] et (3.41)




CAPITULO 3. MODELO DEL SISTEMA CIRCULATORIO
3.3. ONDA PULSATIL

En esta expresién podemos ver que, cuando @ — 0, es decir, si w — 0, la ecuacién (3.41)) se reduce

a
wPa* | .
= Lt 3.42
Qo m e (3.42)

rPat
8

de donde vemos que |Qo| = es la razén de flujo volumétrico para un gradiente constante de

presién y es la misma que la de un flujo estacionario de Poseuille.
Si separamos las partes reales y las imaginarias de la expresion para x(8) y de la ecuacién

(3-42) tenemos que
nPa?
wp

Con x(B) = x1(a) + ix2(a).
De la ecuacion (3.43)), la parte real da el flujo cuando la presién es P coswt y la parte imaginaria

Q= [x2(a) coswt + x1(a) senwt — i(x1(a) coswt — x2(a) senwt) | (3.43)

da el flujo cuando la presion es P sen wt.
Con esto, podemos calcular la razén entre la magnitud del flujo |Q| y la magnitud del flujo de
Poseuille |Qol:
8 2 2
|Q| _ Xl(a)2+ XQ(a) (344)
Qo o

Que en el caso del sistema circulatorio, con una frecuencia cardiaca de 72 latidos por minuto y una

densidad de la sangre p, = 1.05g/cm? una viscosidad p = 0.04gr/s - cm y en un vaso sanguineo de
radio a = 0.5¢m (es decir con a ~ 7 y w = 8rad/s).

Q)

7~

1
- 3.45
|Qol 8 (3.45)

3.3. Onda Pulsatil

Otro aspecto interesante que se puede analizar sobre el flujo de la sangre en los vasos sanguineos
es la velocidad de la onda de presién producida por los latidos del corazon sobre las arterias y gracias
a la cual se puede medir la frecuencia cardiaca en la muneca de una persona.

Para ello, consideremos un tubo eldstico a través del cual fluye un fluido no viscoso e incom-
presible. Dentro del tubo, a una distancia z y en un momento ¢ el fluido cruza el area transversal,
A(x,t), con velocidad paralela al eje del tubo u(z,t) y p la densidad del fluido (Fig.

La fuerza en direccién axial, sobre el elemento de volumen de ancho Az, a la distancia x serd
PA, mientras que a una distancia x + Ax es:

PA+ A(PA) =pA+ %(pA)Ax (3.46)

y la fuerza debida a la presion externa P, estarid dada por Po%AJ}. Sumando las expresiones
anteriores tenemos que la fuerza neta actuante sobre el elemento de volumen, estd dada por:

- % (P — Py) AAw (3.47)

Esta ultima expresién debe ser igual a la masa del elemento de volumen, pAAz, por su aceleracion,
( % + u%), para que se cumpla la 2* Ley de Newton, es decir que tendremos:

ou ou 0
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CAPITULO 3. MODELO DEL SISTEMA CIRCULATORIO
3.3. ONDA PULSATIL

Figura 3.1: Fluido no viscoso y no compresible dentro de un tubo elastico.

Por otro lado, con Ay = nrg y A = 7rr, la ecuacion de continuidad para un fluido incompresible es:

o4 + Q(Au) =0 (3.49)

ot Ox
L
! (O>
A

Asumiendo u, P — Py y A — Ay pequeiios, las ecuaciones (3.48)), (3.49) y (3.50)), se pueden escribir

y la ecuacién (3.5) se convertird en

Eh
P-—Py=—"
To

(3.50)

como sigue

ou oP

0A Ju
a-l- 05, = 0 (3.52)
Eh
P=Py = 54 A) (3.53)

Si derivamos parcialmente la ecuacién (3.51) respecto a z, la (3.52)) respecto a ¢ y la (3.53) dos

veces respecto a t obtendremos

0%u 0%P
= —— 3.54
P oz 022 (3:54)
%A 0%u
— — =0 3.55
oz O btox (3:35)
0%A 2rg Ay 62
gL - fodh (3.56)
ot? Eh  0t?
respectivamente. De las dos primeras, igualamos g;gt y nos quedara la expresion siguiente
8214 Ao 02p
— = 3.57
ot? p 0z2 (3:57)
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3.4. APLICACION AL SISTEMA CIRCULATORIO

por tltimo, igualamos %1‘24 de las ecuaciones (3.56)) y (3.57) y tendremos que

9%p 1 0%
2 - 2o (3.58)

con 02 = 2Eh .
Top

Andlogamente, se puede obtener una expresién similar para la velocidad u(z,t), tal que

0%u 1 0%u
— = =—— (3.59)

ox?2 2 Ot2
Notemos que, estas ultimas ecuaciones, tienen la forma de una ecuacién de onda clasica con
velocidad de propagacién de onda c. En este caso, las expresiones (3.58)) y (3.59) describen la

onda de presién y la onda de velocidad de flujo, respectivamente, cuyas velocidades son, ambas,

¢ = /B 3rop,
Por otra parte, la Fcuacion de Moens-Korteweg nos da una expresion para la velocidad de onda
de presién ¢, para un fluido no viscoso dentro de un tubo cilindrico elésticoﬂ
Partiendo de las ecuaciones basicas de la mecénica de fluidos , y , introduciendo
la velocidad de flujo axial promedio

(1) = % /0 " (s )2 (3.60)
con a la medida del radio del tubo relajado, y tomando en cuenta las siguientes suposiciones:
» La viscosidad del fluido es despreciable (u — 0).
» La velocidad del flujo en direccién axial es pequena en comparacion con la de la onda pulsatil.
= El didmetro del tubo es un grado de magnitud méas pequeno que la longitud de onda.

= Los términos de aceleracién conectiva % y de velocidad radial v son pequenos en comparacion

con los de velocidad axial u y de aceleraciéon local %

Eh 1/2

donde E es el modulo de elasticidad del tubd]

se puede demostrar que

3.4. Aplicaciéon al sistema circulatorio

Esta ultima expresion resulta muy importante, pues gracias a ella se puede hacer un diagnostico
sobre diferentes padecimientos de algunas partes del sistema circulatorio. Por medio de estudios
médicos no invasivoaﬂ se puede determinar la velocidad promedio de la onda de velocidad del flujo
sanguineo y, con ello, calcular el médulo de elasticidad (o de Young) de algunos vasos y la forma
de la onda de presién.

El procedimiento con lo que esto se logra se explicard a continuacion.

2En Tijsseling and Anderson [I6] se puede encontrar una descripcién del trabajo de Isebree Moens y Diederik

Korteweg para deducir esta ecuacién y en Rusak et al. [I4] un ejemplo de su aplicacién en diagndsticos médicos.

3ver Mazumdar [10].

4como un Ecocardiograma Doppler y una toma de presién con un Esfigmomandémetro.
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3.5. PROPAGACION DE ONDAS CON VISCOSIDAD DIFERENTE DE CERO

Tomando en cuenta las suposiciones anteriores, la ecuacién (2.8)) se convierte en

p(“)ﬂ(x, t) _ Op(z,t)

ot ox

(3.62)

Ademads, podemos expresar a @(z,t) en la forma de D‘Alembert; es decir, como una superposi-
cién de ondas viajeras: una en direccién positiva (f) y otra en direccién negativa del eje del tubo

(9)
u(z,t) = fx —ct) + g(x + ct) (3.63)

asi, despreciando g, partiendo de la ecuacién (3.62]) y asumiendo que p tiene la misma forma que
@ (es decir p(x,t) = f/'(z — ct)), vemos que:

u(z,t) = f(x—ct) , plx,t) = pcf(x— ct) (3.64)

Podemos expresar, ahora, a 4 y a p en serie de Fourier:

u(z,t) = Z Uy, () P2/ T (3.65)
p(z,t) = Z P ()2t T (3.66)

con T el periodo de los latidos del corazén, también llamado ciclo cardiaco.
De esta forma, al medir la forma de onda por medio de un flujometro Doppler, podemos calcular
los coeficientes u,, por la forma integral de Euler

I :

un(7) = = / i, £)e= 2t/ T gy (3.67)
T Jo

y, debido a que p = pcu (por la ecuacién (3.64))) podemos construir la forma de la onda de presién

dada por la ecuacién (3.66]), con:

I :
pn(x) = T/o p(z, t)e 2t/ T gy (3.68)

Gracias a esto es posible asignar parametros de forma de onda a diferentes enfermedades del sistema
circulatorio.

3.5. Propagaciéon de ondas con viscosidad diferente de cero

Los modelos comentados hasta ahora nos han permitido hacer una descripciéon méas apegada
a las caracteristicas fisicas del sistema circulatorio humano y entender mejor su funcionamiento.
Estos modelos también nos dan herramientas para detectar algunos posibles problemas de salud
en algunas zonas del organismo donde son validas nuestras hipotesis.

Sin embargo, la elasticidad de las arterias y el flujo pulsatil de la sangre no son las tnicas
caracteristicas a tomar en cuenta. Hasta ahora, hemos trabajado con un fluido no viscoso, u = 0,
pero, como se mencioné en el capitulo[I] la sangre tiene una viscosidad diferente de cero y, es mas,
no es un fluido newtoniano.

En esta seccion, las condiciones mencionadas en la seccién siguen siendo validas, excepto
que p sera diferente de cero, por lo que la tomaremos en cuenta.
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Asi, las ecuaciones bésicas (2.6), (2.8)) y (2.7)), se convertirdan en

Ou 10(rv)
et = 0 (3.69)
8u o 0%u  10u
"ot Yor = <8r2 + 7"87“) (8.70)
op
=2 =0 (3.71)

respectivamente, con u = u(z,r,t) y v = v(z,r,t) las velocidades de flujo; la primera con direccién
axial y la segunda con direccién radial. Ademads, las ecuaciones de movimiento de un tubo elastico

son:
0n Eh n  voE
pwhait2 - Urr - 1 _ U2 (012 + a ax> 9 UTT’ - p (372)
325 Eh 0%¢  vonm ou
pulgE = 7 T T8 (ax ax> Lom Ty, (3.78)

(ver Fung [7]) con p,, la densidad de la pared del tubo, E su médulo de elasticidad, h su grosor,
v la razoén de Poissorﬁ v € v n los desplazamientos de la pared axial y radial respectivamente.
Anadiremos, ahora, las condiciones de frontera:

on

T (3.74)

ot

r=a r=a

Asi, tendremos un sistema de ecuaciones que describirdn la forma de onda para la velocidad de
flujo, axial y radial, para la presién y para las velocidades axial y radial de la pared dadas por:

u(z,r,

= (T)ei(k:cfwt)

t)
(l’, T, t) - UO(T)ei(kmiwt)
plx,t) = petkr—wt) (3.75)
f(.’lﬁ, If) — foei(k’.’c—wt)
T](JU, t) — noei(kxfwt)

con w = 27 /T la frecuencia, A = 27 /k la longitud de onda y w/k = ¢ la velocidad de onda.

Aunque en realidad, la funcién de onda del flujo sanguineo debiera ser una composiciéon de com-
ponentes armoénicos, con diferentes frecuencias; vamos a tomar, en este andlisis, una sola frecuencia
w para obtener una relacion entre las amplitudes de las ondas de velocidad de flujo promedio y
presion.

Sustituimos las expresiones para u y v de la ecuacién (3.75) en la (3.69)) y obtenemos

d(ruvg)
dr

= —ik(rug) (3.76)

Sustituimos, ahora, las expresiones para u y p de la ecuacién (3.75) en la (3.70) y obtenemos lo
siguiente
Puo 1dug wp ikpo

— — Uy = —— 3.77
dr?2  r dr + i “o 1 (3.77)

5 Anteriormente habiamos denotado por v a la viscosidad cinética sin embargo, en esta seccién, no lo serd.
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que es, nuevamente, una ecuacién Bessel no-homogenea (ver Bell [3]) para ug, y su solucién estd
dada por

k w
uo(r) = w—ppo + AJy(Br) — BYy(Br) ; 8= (3.78)

= |
)

nuevamente B debe de ser cero, pues Y, diverge en r = 0 (Arfken [2],Bell [3]). Por lo que

uo(r) = wﬁppo + AJo(Br) (3.79)

Esta ultima expresion la sustituimos en la ecuacién (3.76)) y tendremos

d

%(rvo) = —ikr (jppo + AJo(ﬁr)) (3.80)

~—o; ademds, una relacién de recurrencia de las

funciones Bessel dice que [ rJo(r)dr = rJ; (Bell [3]) por lo que integrando la ecuacién anterior

Debido a que hay simetria axial, tenemos que vy|

tendremos )
ik kA
vo(r) = _72wpp07“ - 75 J1(Br) (3.81)

De la ecuacién (3.75)), tomamos las expresiones para &, n y p y las introducimos en (3.72)). Simpli-
ficando y reacomodando obtenemos:

Eh iEhky
Po= g payge + i u2)a€0 — pwhw?no (3.82)

Hacemos lo mismo para la ecuacién (3.73)), sustituyendo de (3.75]) las expresiones para &, ny u
con lo que tendremos:

s A '
o+ (1= )Py = (1) BAT () — 4 (389)

El dltimo término del lado derecho de la ecuacién (3.82)) y el ultimo del lado izquierdo de la (3.83))
son pequefios en comparaciéon con los demads, asi que ambas expresiones se veran reducidas a:

= 3.84
Po =2yl + i VQ)afo (3.84)
wApB w
= (1-v?)J — 3.85
&o (1-v )Ehk2 1(Ba) + 110 (3.85)
Aplicando las condiciones de frontera dadas por la ecuacién (3.74]), tendremos que
0
¢ =u = —iwéy = up(a) (3.86)
ot|,_,
0 .
8—;7 . =0 = —iwng = vo(a)
donde ug y vp estdn dadas por la ecuacién (3.79) y la (3.81]).Por lo que:
. k
—iwéy = ;ppo + AJy (ﬂa) (387)
. ik? ikA
—iwny = fmpoa — 7J1 (Ba) (3.88)
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Despejando &y y 19 tendremos:

k

o = Pl —éJo(ﬁa) (3.89)
2 kA

mo= o fpo+ 3 J1(Ba) (3.90)

Sustituyendo estas expresiones en la ecuacion (3.84)) e introduciendo E* = Eh/(1—v?)a tendremos
la siguente expresién para py y para A

E*k? (1 kE* [J1(Ba)
Z — = 91
Po [ w?p <2 V) } A { Ba VJO(BQ)] : (3:91)
Por otro lado, igualando las ecuaciones (3.89) y (3.85)) y obtenemos:
k 73] v Jo(Ba)
2 — = .92
Do [2iw2p( y)] +A[J1(Ba) <aE*k2 +aﬂw> + = 0 (3.92)

de esta forma, para una amplitud de onda diferente de cero, obtenemos un sistema de ecuaciones
para pg y A igualadas a cero, por lo que se pueden expresar de forma matricial, como sigue:

*12 « a
b;;; (% - V) -1 k% {']71/(3(‘2 ) _ VJo(ﬂa)} (po) —0
2i52p (2 - V) J1 (ﬁa) (ag’,‘gkz + aﬁw) + Joi(u[ja) A

por lo que el determinante de la matriz debe de ser cero, esto es:

S () o oo (G v ) + 207

kE* [ Ji(Ba)
—— | —VJ, 2—-v)=0 3.93
= |2 v g 2w (3.93)
Si definimos X = E(:i?z S= ‘;‘“Egzg la expresion (3.93)) se convertird en:

(X(1 —2v) —2p) (“ﬁ +X (ﬁa — S)) +X%3(2 - v) (1 — VS) =0 (3.94)

y por definicién de 5 y de «

(X(1 - 2v) — 2p) ( +X <Ba - S)) + X322 —v) </81a - ys) =0 (3.95)

de esta manera, obtenemos una ecuacion cuadratica para X que puede ser resuelta para obtener a
X en términos de S,a,v y .

Asi, se puede calcular la velocidad de onda ¢ = w/k al monitorear el tiempo de transito como
el intervalo de tiempo entre los picos o centroides de la forma de onda, medida por ultrasonido,
del didmetro arterial de dos sitios separados por una distancia conocida.

Con esta informaciéon E* puede ser calculado y, con ¢ conocido, se calcula el valor de A en
términos de pg:

(E* i (1= 20) — 1) po

A== (28— ua(pa)

(3.96)
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y sustituyendo ésta en la ecuacion (3.79) obtenemos:

uo(r) = (:O - 9J0(5T)> Po (3.97)

(B 527 (1-20)-1)
EE (2505

ug, correspondiente a la frecuencia de pulso w

L /a uo(r)27mrdr (3.98)

7Ta2 0

con f =

que permite relacionar la amplitud de la velocidad promedio de lumen,

o (r) =

con la amplitud de presién correspondiente, py, en términos de cantidades conocidas como p,
monitoreables como a y calculables como S y . De esta manera, podemos construir la forma de
onda para la presién arterial siguiendo los siguientes pasos:

= Monitorear la forma de onda de velocidad de flujo promedio del lumen por medio de un
flujémetro Doppler

uxo, t) = Y Upe™! (3.99)

n=—oo

= Determinar las u,, llamadas las componentes espectrales, con
I ;
Up = — / u(t)e”"tdt (3.100)
T Jo

s Determinar la p, asociada a cada componente arménica u,, con frecuencia w, = nw con la

ecuacion (3.97) y la (3.98)

2

Ta Uy,
Pn = @ &

fo (m — GJO(ﬁr)) 2mrdr
= — a;" (3.101)

(wan - gjl(ﬁa))

= Con esto ultimo, calcular la forma de onda de presién a cierto x = xg:
oo

plao,t) = > ppe ™ (3.102)

n=—oo

» Por tltimo, se calibra p(xg,t) haciendo el valor maximo del ciclo igual a presién sistélica
arterial dada por un esfigmomandémetro; lo cual, equivale a desplazar la forma de onda de
presion p(xg,t) en su valor medio.

Con todo lo anterior, podemos ahora calcular la salida cardiaca (CO), en términos de pg, k y
w, por medio de la razén de flujo adértico

T
co = / Qdt (3.103)
0

tomando en cuenta las ecuaciénes (3.99), (3.60), (3.97) y (3.68) y con Q(t) = ma?u(wo, t).
Con todos estos modelos, somos ahora capaces de describir al sistema arteria-flujo sanguineo con

mayor precision, puesto que hemos tomado en cuenta sus caracteristicas fisicas mas significativas.
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Capitulo 4

Estenosis

Hasta ahora los modelos que hemos analizado han tomado en cuenta, como conducto por el que
transita el fluido, un tubo cilindrico y elastico pero liso. Sabemos, sin embargo, que las arterias ain
sanas, no son asi, pues pueden presentar estrechamientos debidos, por ejemplo, a la acumulacién
de placa intravascular. Es mds, como se dijo en el capitulo[I} la mayor parte de las enfermedades
relacionadas con el sistema circulatorio vienen acompanadas de una modificaciéon del lumen, y por
lo tanto del flujo posterior a la estenosis, causando numerosos problemas de salud. Es por esto que
en esta seccién se analizard el flujo de un fluido no compresible y con viscosidad constante dentro
de un conducto cilindrico rigido con estenosis leve.

Asi, gracias a este modelo seremos capaces de determinar el grado de estenosis en un punto
determinado del sistema circulatorio por medio de la medicién de algunos pardmetros como el
cambio de presion, de velocidad o la CO.

4.1. Las ecuaciones basicas

Comenzamos, entonces, teniendo en cuenta la presion media, pg = % fOT pdt y el flujo medio
qo = % fOT qdt, promediados sobre el periodo del ciclo cardiaco, de un fluido dentro de un tubo
cilindrico rigido de radio a, cuya relacién estd dada, por la ecuacion (3.6]), como sigue

wa* dpo

_ _ma” dpo 4.1
9 S dr (4.1)

‘o . . . oy .y dpo __ p1—p
ademds, el perfil de velocidad asociado estd dado por la ecuacién (2.11) con 720 = P32

u(r) = P22 (02 02 (4.2)
4Lp
Sin embargo, este perfil (junto con otras caracteristicas del flujo como la presién) se verd
modificado para el caso que trataremos en esta seccién. En la figura [{.1] se representa este caso: un
vaso sanguineo relativamente recto de radio Ry con un segmento convergente-divergente, donde v
y u seran las velocidades en direccién r y z, respectivamenteﬂ
Para trabajar las ecuaciones que rigen este problema, es decir las de Navier-Stokes y la de
continuidad ocuparemos las siguientes variables reducidas:

Ver Schultz and D.H. [15].
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longitud de

estenosis

Ro [/j
--------------------------- = > e
alturade T T =
estenosis
Figura 4.1: Representacién de un vaso sanguineo recto con estenosis leve.
7 E R
r=— z=— R=—
Ry Ry Ry
U 0 P
U= = v=— p=— (4.3)
U() UO 4 g
U
U=—
Uo

con U la velocidad en el eje del tubo, Uy la velocidad promedio sobre el lumen en la regién sin
estenosis, p la presion y p la densidad del fluido. De esta forma, las ecuaciones basicas de la mecanica

de fluidos, para el caso cilindrico con simetria axial, se convertiran en:

ou Ov v

5 ta =0 (4.4)
ov ov Op 2 (0% 1ov v O
“az”w*ar—Re(arz vor 2 a) (45)
ou ou Op 2 (0%u 10u 0O%u
“aﬁ”arwz—ae(aﬂ*raﬁw) (4.6)

(ver Schultz and D.H. [15]) con Re el niimero de Reynolds y u la viscosidad del fluido. Las ecuaciones
anteriores no son lineales y las soluciones exactas, en general, no se obtienen ficilmente. Asi, para

obtener soluciones aproximadas, habra que hacer algunas suposiciones.

Comenzamos multiplicando la ecuacién (4.6) por ru:

Ou o Ou  Op 2 ( 0w  Ou O
T T e T, TRe a2 T Yoy T 922
10, 3 ou dp 2 0%u Ju 0%u
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para después integrarla de 0 a R:

1 R R R
72/ ruddr = —/ Tuv@dr —/ ru@dr
3 5'2 0 0 37“ 0 82’
2 R 92y L R 92y
+ e </0 ruwdr—i—/o uadr +/0 ru@dr

De ésta ultima expresién, vemos que, por la condicién de no deslizamiento de la pared, el primer

(4.8)

término del lado derecho es fOR ruv%dr = fOR ruvdy = 0.

P p R ¢ R 2
Ademas, si llamamos I al término fo u%dr + fo U gré‘ dr y puesto que

Pu _10%u  (Ou ’ Ou _ 10u? (4.9)
u6T2 T2 9r2 or y “ar T2 0r '

tendremos que:

B ou? B 116202 ou\?
f—/o 556“/0 "o _(a> dr
1 (77 022 ou? R ou\ >

8%u? u? _ 9 du? . Sd A
pero r 5> + 5 = 3, |75~ ), Por lo que I se convertird en:

1 (%o [ o B rou)?
I—§A m(?‘ar>d7"—/0 7"((%) dr
B rou\?

y la ecuacién (4.8) en:

2 B rou\? B 92y (4.12)
— — ] d —d
+Re /0 r(@r) 7‘—|—/O ruazz r
Anélogamente, multiplicamos la misma ecuacién (4.6) por r, obtenemos:
1o [, R ap 2 Ou " 92y
- dr = — —dr+ — | R— —d 4.13
282/0 rear 0 "0z T+Re 87"R+ 0 "2 (4.13)

7 . . 7’ . . 2 .
De estas tltimas expresiones, (4.12 4.13)). los términos que contienen 2 % son despreciables
b b aZ
y las tltimas dos ecuaciones quedan como sigue:

10 (B 3 R op 2 [ /ou\?

-9 dr = — Py 2 S W 4.14
30z J, rear /0 "oz TJrRe 0 T<8r> " ( )
10 (B 9 R op 2 _Ou

-9 - [ +Lgy 2 g 4.1
282/0 rudr ; razdr—FRe R(“)T . (4.15)
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[ L R .
Ademas el término fo r%dr puede ser aprox1mad a

R R
op . o dp
/0 razdr ~R /0 ru—azdr (4.16)

asumiendo que, en este caso, el perfil de velocidades es casi plano y que el gradiente de presion es
aproximadamente constante. Por lo que los primeros términos del lado derecho de las ecuaciones
anteriores son aproximadamente iguales.

De esta manera, al restar la ecuacion de la obtendremos la siguiente ecuacién
integro-diferencial:

1,0 (% o 1o (B o, 2 % rou\?
gRa/O rudr—iEA rudr——% R/o "3, dr

(4.17)

4.2. El perfil de velocidades

Para resolver esta ecuacién debemos conocer el perfil de velocidad axial como una funcién de
r, es decir, u = u(r). Para lo cual, impondremos las hipdtesis siguientes que se deben satisfacer:

1) Para Re grande el perfil debe producir una regién delgada de alta velocidad de corte cerca de
la pared en la secciéon convergente con un perfil plano al centro del tubo

11) El perfil puede asumir las caracteristicas de un haz central con baja velocidad de corte con
reflujo cerca de la pared en la seccion divergente

1) La condicién de no deslizamiento, es decir

u=20 en r=R

1v) En el eje del tubo la velocidad es U:

u=U en r=20

v) La condicién de suavidad, asociada al salto de tensién cero, en el origen:

5]
u—O en r=20

ar
vI) Al eliminar el término de presién de las ecuaciones (4.5)) y (4.6) y considerando la ecuacién
resultante en el limite cuando r — 0, tendremos que:

or3

=0 en r=20

vi) El flujo neto a través de una seccién transversal es una constante, por lo que podemos hacer

" 1
/ rudr = = (4.18)
O 2

2Para més informacién de cémo se hace estd aproximaciéon ver Morgan and Young [I1].

que:

32



CAPITULO 4. ESTENOSIS
4.2. EL PERFIL DE VELOCIDADES

Asi, para que se satisfagan estas condiciones, la ecuacién que describa el perfil de velocidades del
fluido dentro del tubo estd dada por dos partes:

a)
u=v|avn(g)re(p) +0 () +5(3)] (4.19)

cuyos coeficientes se obtienen de aplicar las condiciones de la[iil] a la de la siguiente manera:

Por [t

uir=R)=UA+B+C+D+E)=0

=A+B+C+D+E=0 (4.20)
Por vt
u(r=0)=U(A)=U
S A= (4.21)
Por [Vt
du B r r? r3
| = U(§+204 +3Df +4B5z)| _ =0
=UZ =0 =B=0 (4.22)
Por Vit
&u — U (8D 4 24E _
s (7 + %), =0
r=
= U =0 =D=0 (4.23)

Sustituyendo los valores obtenidos en las ecuaciénes (4.21), (4.22)) y (4.23]) en la (4.20]) obtenemos
que

C+E=-1 (4.24)

y la ecuacién (4.19)) se ve reducida a:

w=U {1+C(;)2+E(;>4] (4.25)

Por altimo, de |vil|y utilizando la forma para u dada en la ecuacién (4.25)):

/ORrU [1+C(£)2+E<;)1 dr=U<];2+C}f+E}ZQ>

=— 1 (4.26)
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De esta manera, con las ecuaciones (4.24) y (4.26) obtenemos un sistema de ecuaciones para

E 'y C, que resulta en que C' = %3 (3 — 2UR?) y E = 753 (UR* — 2). Con lo que la ecuacién

(4.25) queda como:

o[ e () e ()]
_ % [R2U+2(3—2UR2) (%)2+3(UR2 —9) (;)1 |
para R2U > 1.5.
La segunda parte del perfil de velocidades estd dada por
b)
U ara 0 < 5 < A
“:{a+b<g>2+c<;>4 A< 5 <1 2

Con A un parametro a determinar.

Esta tltima expresién cumple con la condicién de no deslizamiento, u(r = R) = 0, ademds de
queen 5 =\ u=Uy 2—7: = 0. Con estas condiciones se encuentran los coeficientes a, b y c,

de tal forma que

U

a = m(l—Q/\Q)
oW,
b= G (4.29)
B U
S

y al sustituirlas en la ecuacién (4.28]) tendremos:

{ U para 0
u = 4

<L <A
e [1—2)\2+2)\2 (5)* (%) } para A < 1

r
n (4.30)
R

<
<
para R2U < 1.5

Para determinar el pardmetro A hacemos uso de la ecuacion (4.27)) y, por continuidad, hacemos
% = A. Resolvemos para A y obtenemosﬂ

2(3 — 2R2U)

2 _
A= 3(2 — R2U)

(4.31)

Si sustituimos este valor de lambda en la ecuacién ([4.30) y multiplicamos a ésta y a (4.27) por R?,
tendremos una expresién para uR? que podremos graficar, en funcién de % bara distintos valores
de UR?, como se muestra en la figura

2 4
uR? = R +2(3—2URY) (%) ~3(2— UR?) (%) (4.32)
UR? S
uR? = UR? 4(3-2R%U) r\2 4] . r 4.33
(1_2(3—2R2U))2 [1 " 3(2—R20) (1 B (ﬁ) ) - (E) } PAS "= 1 ( )
3(2—R2U)
3en Mazumdar [10] se utiliza una aproximacién de A, tal que A2 = RSU — 2.
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uR

r/R

Figura 4.2: uR? vs. F Dbara distintos valores de U R2.

La primera para R?U > 1.5 y la segunda si R?U < 1.5
Por otro lado, las expresiones completas para u, su segunda y tercera potencia, y sus derivadas

parciales respecto a 7, las podemos sustituir en la ecuacién (4.17) y, al resolver las integrales

y derivar los términos del lado izquierdo, obtendremos una expresién en términos de % y %.

Despejamos % y obtenemos

dU [~ 2598 (0.028(R?U)® - 0.133(R2U)? + 0.257R?U — 0.34) + 24T

_ Re 4.34
dz [0.0429(R2U)2 — 0.004R2U — 0.029)] (4:34)
con
r— 2 — R2U para R2U>1.5 (4.35)
B % para R?U < 1.5 ’

Sustituyendo R por una geometria de estenosis como la dada en la siguiente ecuaciénﬁ y represen-
tada en la figura[4.3]

é Tz
R(z) = 1-35 (1 + cos 70) para |z| < Zy (4.36)
1 para |z| > Z

con ¢ la altura de estenosis sobre Ry y Zj la longitud de estenosis sobre 2Ry; podemos resolver la
ecuacion numéricamente para la velocidad centilinea U utilizando el método Runge-Kutta
con lo que se obtuvo la figura En ella, se puede apreciar como varia la velocidad de flujo en
el centro del tubo para distintos valores de Re.

Cuando el nimero de Reynolds es pequefio, Re = 4,16, es decir, cuando los efectos viscosos
dominan sobre los inerciales, la sangre inicia con U = 3.2. Al entrar a la region de estenosis, en

z = —0.5 la velocidad comienza a crecer hasta llegar a un maximo poco despues de z = 0, es decir,

4Esta expresién para R se propone por primera vez en Morgan and Young [11].
5El cédigo fuente en Fortran empleado estd en el apéndice
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0.5 - i

R i

Figura 4.3: Geometria de estendsis para un 6 = 0.3 y un Zy =05y Ry = 1.

cuando el estrechamiento del conducto es maximo; a continuacién la velocidad disminuye hasta
salir de la regién de estenosis, en z = 0.5, en donde la velocidad se estabiliza cerca de U = 3.2.

Por otro lado, para nimeros de Reynolds mas grandes Re = 185, es decir cuando la viscosidad
es pequena en comparacién con la velocidad del flujo, U comienza constante y al entrar a la zona
de estenosis, disminuye pues genera zonas de turbulencia que no favorecen el flujo y lo entorpecen,
alcanzando un minimo en z = 0 y al pasar por esa regién de maximo estrechamiento la velocidad
aumenta nuevamente hasta el final de la zona de estenosis en z = 0.5. Hay que notar que este
modelo sigue siendo uno muy simplificado.

Estos resultados resultan congruentes pues, por un lado, después de una estenosis se espera que
haya un cambio de presién, y por lo tanto, podemos esperar un cambio en la velocidad de flujo (en
este caso de U = 3.2 antes de la estenosis a U € (3.2,3.4) después de ésta) y por otro, se espera
que, para un flujo laminar (Re pequeiio) la velocidad crezca conforme el conducto se haga maés
estrecho, y disminuya conforme aumente el radio del tubo. Ademads, como se dijo en la seccién [2.4]
a una distancia suficientemente grande de cualquier disturbio en el sistema se logra, nuevamente,
un flujo completamente desarrollado.

4.3. Caida de presion debida a una estenosis

De esta forma al obtener una expresion para U, podemos calcular la caida de presiéon adimen-
sional, Ap, como funcién de 9§, Zy y Ry. Para ello, usamos el promedio del cambio de presién dado

por:
Op fORr%dr
9, = TR _,
(92’ prom. fO rdr (4'37)
R
= i r%dr
R2 0 82
Pero, por la ecuacién (4.13):
R R 92 R
Op 2 ou 0°u 10 9
—dr=— R — —dr | — =— d 4.38
/0 "ar " Re( or R+ 0 "022 7") 262/0 rear (4.38)
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uz)

Figura 4.4: Grafica del perfil de velocidad U(z) con § = 0.3, Zy = 0.5 y Uy = 3.2 para distintos
valores de Re.

donde u estard dada, por las expresiones (4.27)) y (4.30), en términos de U; misma que se calculard
a partir de resolver la ecuacién (4.34]).

De este modo, sustituimos en (4.37) y obtendremos una expresién para % que sustituiremos
en s
° 9
Ap = Py, (4.39)
—Zy 82’

obteniendo, asi, la caida de presién adimensional, en funcién de z, para una arteria con estenosis
leve para valores conocidos de Zy, § y Rp.
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Discusion de resultados y

conclusiones

El sistema circulatorio humano, es un sistema extremadamente complejo. Como todo sistema
vivo es un sistema abierto, es decir que estd en constante interacciéon con sus alrededores, y esta
relacién influye de manera significativa en su funcionamiento. Por ello, el intentar crear un modelo
que lo reproduzca fielmente resulta muy complicado.

Sin embargo, si que pueden hacerse modelos suficientemente aproximados para que resulten
utiles. Los modelos teéricos aqui presentados pueden ser tratados de forma analitica solo en casos
particulares que, en general, no contienen todas las caracteristicas fisicas del sistema circulatorio,
ya que como se ha mencionado de forma reiterada, por ejemplo, la sangre es un fluido viscoso y no
es un fluido newtoniano.

Por el momento podemos decir que los modelos aqui representados son casos particulares a los
que seguramente un modelo mas completo se debe reducir, por lo tanto son modelos ttiles que
pueden considerarse casos limites pero que tienen aplicaciones practicas.

Nuestra hipdtesis de partida fue que era posible usar el formalismo de la teoria de mecénica de
medios continuos para estudiar el gasto de un fluido como la sangre. Y en este trabajos hemos hecho
un acercamiento hacia esa direccion, haciendo uso de esa herramienta para describir fisicamente
a una arteria y al flujo de sangre dentro de ella. Podemos concluir, entonces, que a partir de la
ecuacion de continuidad y de las ecuaciones de Navier-Stokes, podemos calcular el flujo de fluido
en diferentes circunstancias; incluso en algunas muy complejas como en el sistema circulatorio
humano.
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Apéndice A

Metodo de Euler implementado en
FORTRAN

Para resolver ecuaciones diferenciales de forma numérica podemos hacer uso de varios métodos
matematicos. El método de Euler (transcrito a continuacion) es el més sencillo en su planteamiento

y su programacion .

!programa para resolver las ecuaciones diferenciales que describen
a un oscilador armédénico con Euler
program Ec_dif_Euler

implicit none

integer , parameter::p=110000 *!tamafio madximo de arreglo

real ,dimension(P)::T,x,v !tiempo, posiciones(theta) y
velocidades (omega)

real:: xin,vin,tfi !'condiciones iniciales

integer::Nt,ilcontadores, numero total de puntos y iteraciones

el usuario da las condiciones iniciales x0,v0 y el tiempo
final tf y Nt

print*, ’Dame las condiciones iniciales, el tiempo final y el
numero de iteraciones’

printx*x, ’x0=,v0=,tf=,Nt="’

read (5,*) xin,vin,tfi, Nt

Ipodemos checar que no se rebase la memoria disponible

if (Nt.gt.P)then
print*, ’Nt no puede ser mds grande que’,P
stop

endif

call euler(xin,vin,tfi,nt,t,x,v)!llamamos a la subrutina euler

open(unit=20,file=’euler.dat’)

do i=1,Nt
write (20,%*) T(i),x(i),v(i)
end do
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close (20)

end program Ec_dif_Euler

!definimos la funcidén a resolver

real function accel(x)

implicit none

real x

accel=-10.0*sin(x) !'la aceleracién es la de la gravedad por el seno
del angulo x

end function accel

!subrutina euler

subroutine euler (xin,vin,tfi,nt,t,x,v)
implicit none
integer::Nt

real, dimension(Nt):: T,x,v
real:: xin,vin,tfi
integer:: i

real:: h,accel !h=dt

lcondiciones iniciales

t(1)=0.0

x(1)=xin

v(1l)=vin

'h es la discretizacion del tiempo

h=Tfi/(Nt-1)

do i=2,Nt
t(i)=t(i-1)+h
x(i)=x(i-1)+v(i-1)*h
v(i)=v(i-1)+accel(x(i-1))*h
end do

end subroutine euler

Sin embargo, esta sencillez es a costa de un error significativo en sus célculos. Aun utilizando
mejoras a este método, como lo son los métodos de Euler-Cromer y Euler-Verlet, el error sigue
siendo significativo.
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Apéndice B

Método Runge-Kutta
implementado en FORTRAN

El método Runge-Kutta de orden 4, arroja resultados maés acertados en comparaciéon con el
método de Euler por lo que puede ser una buena herramienta para resolver las ecuaciones diferen-
ciales que se plantean en este trabajo. A continuacién transcribimos este método en el lenguaje de
programacion FortranE]

!programa para resolver la ecuacidén diferencial para U con Runge-
Kutta 4 con delta=0.3, numero de Reynolds Re=4 y Z0=0.5
program rk4_U !main program
integer , parameter:: P=10000000
real, dimension(P):: z,U !real,dimension declara vectores

reales de dimensién(p)

real:: zi,zf,UO
integer:: Nt,i
lentrada

Imétodo RK4 para la integracidén de U
print*x, ’Meter numero total de iteraciones, z inicial, z final,
U inicial’
print*x, °Nt=, zi=, zf=, UO=’
read*, nt,zi,zf,UO
if (Nt.gt.P)then
print*, ’Nt muy grande’
stop
end if
el calculo
call RK(z,U,zi,zf,U0,Nt)
Isalida
open(unit=11,file="rk4U4.dat’)

1M4s detalles sobre el método y su programacién en Fortran se pueden encontrar en Anagnostopoulos [I] y en
Nakamura [12].
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do i=1,Nt
write (11,*)z(1i),U(i)
end do
close (11)
end program rk4_U
Imetemos la funcidén que vamos a necesitar
real function f(z,U)
implicit none
real:: z,U
real:: R,R2,R3,G,dR
real, parameter:: pi=3.141592
if (abs(z).le.0.5) then
R=1.0-(0.3/2.0) *(1.0+cos(pi*z/0.5)) !R(z) dado
dR=sin(pi*z/0.5) *(0.3*xpi)/(2.0%0.5) !derivada de R
else
R=1.0
dR=0
end if
R2=R*x2 IR"2
R3=R2*R !R"3
if (R2*xU.ge.1.5) then !Gamma para distintos valores de R™2U
G=2.0-R2%*U
else
G=(3.0%R2%U-1) /(9%R2*U-9)
end if
f=(-1/R3*dR*(0.028* (R2*U) **3-0.133*%(R2*U) **2+0.257*R2*xU-0.34)
+(4.0D0*U*G) /4.0D0) /(0.0429* (R2*U) **2-0.004*R2*U-0.029) !1a
expresion para dU/dz
end function f
!La subrutina RK
subroutine RK(z,U,zi,zf,U0,Nt)
implicit none
integer:: nt
real, dimension(NT):: z,U!vectores de dimension maxima nt
real:: zi,zf,UO
real:: dz
real:: zs,Us
integer:: i
!iniciamos variables
dz=(zf-zi)/(nt-1)
z(1)=2zi
U(1)=U0
zs=zi
Us=U0

'hacemos los pasos de RK, usando argumentos de RKSTEPx*, e
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iteramos

do i=2,Nt
call RKSTEP(zs,Us,dz)
z(i)=zs
U(i)=Us

end do

end subroutine RK

!metemos la subrutina con el algoritmo de solucién

subroutine RKSTEP(z,U,dz)
implicit none
real:: z,U,dz
real:: f
real:: k1,k2,k3,k4
real:: h,h2,h6
h=dz
h2=0.5D0*h !h/2
h6=h/6.0D0
k1=f(z,U)
k2=f (z+h2,U+h2%*k1)
k3=f (z*h2 ,U+h2%*k2)
k4=f (z+h,U+h*k3)
z=z+h
U=U+h6*(k1+2.0d0* (k2+k3)+k4)

end subroutine
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