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Introducción

La enfermedad de Chikungunya es una enfermedad viral producida por el virus homónimo que se

transmite por mosquitos del género Aedes a los humanos. Se identificó por primera vez a mediados del

siglo XX en el continente Africano. Posteriormente se han producido brotes alrededor del mundo, inclusive

en el 2010 se consideró como una potencial epidemia [13]. En el 2014 se reportó el primer caso en México

y poco tiempo después los casos autóctonos comenzaron a aumentar rápidamente [7], principalmente en

estados ubicados en las costas puesto que el ciclo de vida de los mosquitos está directamente influenciado

por las condiciones climáticas [18].

El síntoma característico de esta enfermedad es el dolor articular, adicionalmente puede presentarse

fiebre, fatiga, náuseas, entre otros [13]. Si bien la enfermedad por el virus del Chikungunya no es letal en la

mayoría de los casos, la sintomatología afecta la calidad de vida de los individuos, en algunos por tiempo

indefinido [6].

Diversos modelos matemáticos han sido propuestos para estudiar la dinámica hospedero-vector que da

lugar a la transmisión del virus del Chikungunya incorporando diferentes características de la enfermedad

o de las poblaciones. Por mencionar algunos, Moulay y colaboradores en [23] proponen dos modelos, uno

para el ciclo de vida de los mosquitos (huevo, larva y adulto) y otro para la dinámica de la transmisión

hospedero-vector. La población humana no se asume constante y se divide en tres compartimentos, sus-

ceptibles, infectados e inmunes; por su parte los mosquitos se separan en susceptibles e infectados y no se

consideran los periodos de incubación, resultando un sistema de 9 ecuaciones diferenciales ordinarias.

Por otro lado, Dumont, Chiroleu y Domerg en [11] suponen una mezcla homogénea ente mosquitos

y humanos. Se divide a los huéspedes en cuatro compartimentos: susceptibles, expuestos, infectados e

inmunes y se asume una población total constante; los vectores se clasifican en cuatro compartimentos:

larvas, susceptibles, expuestos e infectados. La inclusión de la fase de exposición en ambas poblaciones

permite incorporar los periodos de incubación intrínseca y extrínseca. Bajo estas suposiciones, la dinámica

se describió mediante un sistema de 8 ecuaciones diferenciales ordinarias.

Este par de ejemplos son una muy pequeña muestra de la diversidad de investigaciones que puede

encontrarse en la literatura que abordan la proliferación del virus del Chikungunya bajo distintas hipótesis,

dando lugar a modelos diferentes.
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Recientes estudios han reportado el fenómeno de recaídas en la enfermedad de Chikungunya. En el

2015, [8] realizó un sondeo sobre 5870 habitantes de la zona urbana de Acapulco, Guerrero para estimar

la ocurrencia de la recaída e identificar factores asociados, definiendo la recaída como la reaparición de

los síntomas con igual o mayor intensidad que en la primera infección después de un mes sin síntomas.

Los resultados arrojaron que 60% de los entrevistados afirmaron haberse infectado, de los cuales el 31%

presentaron una o más recaídas. Los factores asociados que se identificaron fueron un primer caso severo,

antecedentes de artralgia, edad mayor a 29 años y personas de sexo femenino. Una alta tasa de recaída,

además de afectar el bienestar físico del individuo, repercute en el contexto familiar y laboral, pues ocurrió

con mayor frecuencia en personas en edad productiva. Sin embargo, no se han realizado análisis desde un

enfoque matemático que incorporen la recurrencia de la enfermedad, y derivado de las conclusiones de

dicho estudio, no es una situación anecdótica ni casual, sino que representa un problema para la salud con

consecuencias en la calidad de vida de las personas.

Por lo tanto, en el presente trabajo se modela la dinámica hospedero-vector de la propagación del virus

de Chikungunya incluyendo el factor de la recaída. Primero se propone un sistema de 6 ecuaciones diferen-

ciales ordinarias, pues se divide a los humanos en cuatro compartimentos según la etapa epidemiológica:

susceptibles, infectados, asintomáticos y recuperados; por su parte, los mosquitos se clasifican en suscep-

tibles e infectados. Suponiendo que ambas poblaciones se mantienen constantes, el modelo se reduce a

únicamente 4 ecuaciones. Se calcula el número reproductivo básico, se obtienen explícitamente los puntos

de equilibrio libre de la enfermedad y endémico y se realiza el análisis de estabilidad global. Utilizando

los datos obtenidos por [8] sobre la cantidad mensual de infectados, se ajusta la curva para estimar los

parámetros del modelo mediante inferencia Bayesiana y Métodos de Markov Monte Carlo. Con esto, se

estima también el número reproductivo básico y se realiza un análisis de sensibilidad local del R0 y de las

coordenadas correspondientes a los compartimentos infectados del punto de equilibrio endémico.

Adicionalmente se presenta un modelo en ecuaciones diferenciales parciales que incorpora la edad

cronológica de los humanos susceptibles y la edad de la recaída, para el que se demuestra la existencia de

los estados de equilibrio y se analiza su estabilidad global mediante el método de Lyapunov.



Capítulo 1

Enfermedad de Chikungunya

El virus de Chikungunya se identificó por primera vez en Tanzania, país situado en la costa este de

África Central, en 1952 [36]. Se transmite a los humanos a través de los mosquitos Aedes albopictus y

Aedes aegypti, endémicos de regiones tropicales de África y Asia.

Posterior a dicho brote, la enfermedad se mantuvo confinada con algunos casos esporádicos y brotes lo-

calizados, hasta 2004 que reapareció inicialmente en Kenia y en dos años se diseminó por países alrededor

del Océano Índico, por ejemplo, el archipiélago de las Comoras, Madagascar, la isla Mauricio y las Maldi-

vas. Se estima que en ese par de años ocurrieron aproximadamente 500 mil casos. Después se extendió a

la India provocando una epidemia que alcanzó a más de 1.39 millones de personas antes de que terminara

el 2006 y aumentando hasta el 2010 en áreas no afectadas en los primeros brotes. Luego llegó a Sri Lanka,

Singapur, Malasia e Indonesia mediante viajeros infectados. En 2007 se identificaron casos autóctonos en

el norte de Italia y un año después se reportó el primer caso importado en Canadá. En 2010 se presentaron

casos en Francia, Australia, Estados Unidos, China y España. Tuvo presencia en el continente americano

hasta 2013 en Saint Martin [29], una isla en el Caribe, importado de Francia. Para 2014 los casos circulaban

en Antigua y Barbuda, Haití y República Dominicana [25]. Desde entonces ha causado entre 795 mil y 1.1

millones de casos [12]. En México el primer caso ocurrió en el 2014 traído de la isla Antigua y Barbuda.

Las personas infectadas por este virus presentan fiebre superior a los 38.5oC [36], artralgia (dolor articu-

lar) frecuentemente incapacitante y en menor medida, mialgia (dolor muscular), dolor de cabeza, erupciones

en la piel, náuseas y fatiga. Aunque la enfermedad por Chikungunya no es fatal, no existe un tratamiento

antiviral específico o vacuna, por lo que el manejo de los pacientes se limita al control de los síntomas.

Los síntomas comienzan tras un periodo de incubación intrínseco que dura de 3 a 7 días tras la picadura

de un mosquito infectado. Posteriormente, el curso de la enfermedad se divide en tres etapas [29]: la fase

aguda ocurre en los primeros 3 a 10 días, en la que los síntomas se presentan de forma abrupta; en la

fase subaguda, de 2 a 3 meses tras la infección, el dolor articular permanece en articulaciones con lesiones

previas y en la fase crónica, después de 3 meses, la artralgia puede perdurar desde 18 meses hasta 3 años,

1



2 Enfermedad de Chikungunya

Figura 1.0.1: Mecanismo de transmisión del virus del Chikungunya. (Tomada de [18]).

aunque la viremia solo dura aproximadamente 7 días [30]. Una persona que se ha infectado con el virus,

tendrá inmunidad permanente.

Por otro lado, los mosquitos se infectan al picar a una persona durante el periodo virémico de la enfer-

medad y cursarán un periodo de incubación extrínseco de mínimo 2 días en el que el virus se disemina por

sus glándulas salivales [30]. Una vez que un mosquito se ha infectado, lo estará por el resto de su vida.

En periodos de brotes o epidemias el virus se aloja principalmente en los humanos. Fuera de estos

periodos algunos animales sirven de reservorio como pequeños mamíferos, roedores y primates [25]. A

este último se le conoce como ciclo selvático [18].

Figura 1.0.2: Ciclos de transmisión del virus del Chikungunya. A la izquierda el ciclo selvático y a la
derecha el ciclo urbano. (Tomada de [18]).

Una característica destacable es que los síntomas los presentan la mayoría de los infectados, en una

población susceptible se infectan del 10 al 70 por ciento de los habitantes [12], de los cuales entre el 72%

y el 97% desarrollan los síntomas [25]. El daño articular se presenta en el 70% a 100% de los pacientes,

que puede consistir en dolor severo, artritis crónica, derrames articulares y rigidez, en general el dolor se
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presenta de manera simétrica [25].

La enfermedad tiene efectos más severos en bebés de hasta cuatro semanas de vida y en ancianos. En

pacientes pediátricos se asocia con complicaciones neurológicas [25]. Además, si bien los casos fatales son

pocos, en brotes ocurridos entre el 2004 y el 2008 se observó una tasa de mortalidad 5 veces más alta en

personas mayores de 65 años que en adultos menores de 45 años [12].

El virus es capaz de causar grandes brotes en humanos, principalmente en áreas que no tienen inmunidad

previa y ocurren en las temporadas lluviosas, cuando la cantidad de mosquitos es mayor. En México hay

gran presencia del mosquito Aedes, por lo que un caso representa un riesgo para que los mosquitos se

infecten y transmitan el virus a los humanos, además que la ausencia previa de esta enfermedad, convierte

a los mexicanos en una población susceptible. Aunque el primer caso importado se identificó en junio de

2014, en septiembre del mismo año se detectó el primer caso autóctono en Chiapas y para finales de ese

año se acumulaban 222 casos [7]. En la semana 40 epidemiológica de 2015, Guerrero era el estado con

más casos confirmados con el 18.38% del total, seguido de Michoacán con el 16.54% y Veracruz con el

13.14% [13]. Al final de la epidemia se confirmaron 11468 casos en México de los cuales, 1673 ocurrieron

en Guerrero, ocupando el segundo lugar en infectados después de Veracruz [8]. Personas del sexo femenino

representaron el 64% de los infectados, el grupo de edad con más casos hasta ese momento fue de 25 a 29

años, pero también las personas mayores de 60 años representaron una cantidad significativa de los casos.

En el trabajo titulado Impaired quality of life after Chikungunya virus infection: a 2-year follow-up

study [6], se realizó un estudio para determinar la frecuencia y los factores de riesgo de aparición de los

síntomas reumáticos después de una infección y sus consecuencias en la calidad de vida de los pacientes.

Para esto, se definió la recaída como la reaparición de artralgia después de una notable disminución en la

intensidad del dolor o después de al menos una semana sin síntomas. Se analizó un grupo de 509 personas

en Francia que se confirmó mediante pruebas PCR que estuvieron infectadas entre marzo de 2005 y 2007.

Se les envió un cuestionario para determinar el estado de salud según la calidad de vida, la salud mental y

comorbilidades. Como parte de los hallazgos de dicha investigación se encontró que el 72% de los pacientes

reportaron recaídas. Se dio seguimiento a 88 pacientes, que tuvieron en promedio 4 recaídas y una mediana

de 2, cada una con una separación de 8 semanas en promedio y una mediana de 4. La intensidad del dolor

disminuyó en el 43% de los casos, varió en el 41%, se mantuvo en el 18% de los pacientes y aumentó en

el 8%. En las recaídas, la artralgia se presentó en la misma parte del cuerpo en el 97% de los casos. Otros

síntomas que se manifestaron fueron rigidez matutina, inflamación y fiebre. Estas recaídas se presentaron

en su mayoría en pacientes con alguna comorbilidad.

Por otro lado, a finales del 2015 se realizó el estudio titulado Factors associated with Chikungunya

relapse in Acapulco, Mexico: a cross-sectional study [8], sobre 5870 habitantes de Acapulco, Guerrero,

pertenecientes a 1305 hogares de ocho conglomerados urbanos para estimar las recaídas de Chikungunya

y determinar factores asociados mediante la aplicación de una encuesta. El 60% de individuos reportaron
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haberse infectado de Chikungunya y el 31% presentaron al menos una recaída, que en este caso se definió

como la reaparición de los síntomas con la misma o mayor intensidad que en la infección inicial tras un mes

sin síntomas debido a la permanencia del virus en el tejido musculo-esquelético. La edad promedio de los

entrevistados fue de 36 años, el 87% afirmaron haberse infectado de Chikungunya, de los cuales el 57.6%

fueron mujeres y el 14.2% lo padeció de forma severa. El 31.1% sufrieron al menos una recaída, de los

cuales, el 65.8% fueron mujeres y la edad promedio fue de 40.69 años.

La facilidad de la propagación del virus en climas tropicales y la adaptación de los vectores a las medidas

de prevención como la fumigación hacen que la enfermedad por Chikungunya se considere una potencial

epidemia. Además, la severidad de los síntomas afectan la calidad de vida de personas en etapas productivas

teniendo consecuencias en los ámbitos personales y laborales además de, evidentemente, en la salud.



Capítulo 2

Marco Teórico

2.1. Sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

Una ecuación diferencial es una expresión algebraica que involucra un vector de variables dependientes

x o funciones desconocidas y sus derivadas respecto a una o más variables independientes. A las ecuaciones

diferenciales que incluyen una variable independiente t, una función x(t) y una o varias de sus derivadas de

cualquier orden con respecto a la variable independiente

F
(

t,x,
dx
dt

, . . . ,
dkx
dtk

)
= 0,

se denominan ecuaciones diferenciales ordinarias. Si x(t) es un vector n−dimensional se tiene un sistema

de n ecuaciones diferenciales ordinarias.

Un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden es de la forma

dx1
dt = f1(t,x1, . . . ,xn),

...

dxn
dt = fn(t,x1, . . . ,xn),

o de un manera más compacta

ẋ = f(t,x).

El caso particular en que f no depende explícitamente de t se denomina sistema de ecuaciones diferen-

ciales autónomo y puede escribirse simplente como ẋ = f(x).

Generalmente, no es posible calcular soluciones explícitas para este tipo de sistemas, pero es posible

realizar un análisis cualitativo sobre el comportamiento de alguna solución.
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6 Marco Teórico

2.1.1. Conceptos preliminares

Definición 2.1.1. [28] Función diferenciable. Sea la función f : A→ Rn con A⊆ Rn un conjunto abierto y

x0 ∈ A. f es diferenciable en x0 si existe una transformación lineal Df(x0) que satisface:

lı́m
x→x0

∥ f (x)− f (x0)−Df(x−x0)∥
∥x−x0∥

= 0.

A la transformación lineal Df(x0) se le denomina la derivada de f en x0.

Teorema 2.1.1. [28]. Si f : A→ Rn, con A⊆ Rn un conjunto abierto, es diferenciable en x0 ∈ A, entonces

las derivadas parciales
∂ fi

∂x j
en x0 existen para toda i, j = 1, . . . ,n. Y la derivada Df está dada por la matriz

Jacobiana de tamaño n×n:

Df =
[

∂ fi

∂x j

]
.

Definición 2.1.2. [28] Funciones clase C1. Suponga que f : A→ Rn es diferenciable en A. Si la derivada

Df es continua en A se dice que f ∈C1(A).

Teorema 2.1.2. [28]. Sea f : A→ Rn con A ⊆ Rn un conjunto abierto. Entonces f ∈C1(A) si y solo si las

derivadas parciales
∂ fi

∂x j
, i, j = 1, . . . ,n existen y son continuas en A .

Definición 2.1.3. [20]. Espacio fase. Se denomina espacio fase M al conjunto de valores o estados que

puede tomar x en un sistema de EDOs ẋ = f(x).

Definición 2.1.4. [20] Campo vectorial. Una función f : M→ Rn que define un vector f(x) para cada x en

el espacio fase se denomina campo vectorial.

Definición 2.1.5. [20] Flujo. Sea ϕt(y) la solución al problema de valor inicial

ẋ = f(x), x(0) = y. (2.1.1)

El flujo completo ϕt(x) es una función diferenciable ϕ : R×M→M tal que:

ϕ0(x) = x,

Para toda t y s ∈ R, ϕt ◦ϕs(x)≡ ϕt(ϕs(x)) = ϕt+s(x)

Obsérvese que x(t) = ϕt(y) es la solución al problema de valor inicial y corresponde a la posición del

sistema al tiempo t cuando este inicia en x(0) = y o bien, que para un y fijo, ϕt(y) define una curva en el

espacio fase cuando t varía en R. Además, directamente de la definición resulta que ϕt ◦ϕ−t(x) = ϕ0(x) =

Id(x) donde Id es la función identidad, por tanto ϕt es una función invertible con (ϕt)
−1 = ϕ−t , entonces

ϕt es una biyección en el espacio fase M, de donde dos trayectorias distintas no pueden intersectarse [20].
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La derivada de una función x(t) puede interpretarse como la razón de cambio de la variable x con res-

pecto de t. Es por ello que las ecuaciones diferenciales son frecuentemente utilizadas en la descripción de

fenómenos dinámicos del mundo real. Esta traducción al lenguaje matemático se denomina modelación

matemática. Los modelos que representan sistemas que cambian con el tiempo se llaman sistemas dinámi-

cos [20].

Al describir una situación del mundo real, es imposible incluir todas las variables que intervienen,

entonces el objetivo del modelador es representarla con un número limitado de variables x ∈M, y con un

conjunto de constantes que constituyen los parámetros del modelo.

2.1.2. Linealización

Definición 2.1.6. Punto de equilibrio. Un punto x0 tal que f(x0) = 0 es llamado punto de equilibrio.

El sistema lineal ẋ = Ax con matriz A = Df(x0) se denomina la linealización de ẋ = f(x) en x0.

Por el teorema de Taylor, si x0 = 0 es un punto de equilibrio de ẋ = f(x), es decir, f(0) = 0, entonces:

f(x) = Df(0)x+
1
2

D2f(0)(x,x)+ · · · .

Esta es una aproximación de la función no lineal alrededor de x0 = 0, es decir, tiene un comportamiento

similar [28].

2.1.3. Estabilidad

Definición 2.1.7. Estabilidad de Lyapunov [28]. Sea ϕt el flujo de la ecuación diferencial ẋ = f(x) definido

para toda t ∈ R. Un punto de equilibrio x0 es estable si para t ≥ 0:

∀ε > 0∃δ > 0 : x ∈ Nδ (x0)⇒ ϕt(x) ∈ Nε(x0).

Un punto de equilibrio x0 es inestable si no es estable. Y x0 es asintóticamente estable si es estable y si

además existe un δ > 0 tal que para todo x ∈ Nδ (x0) se tiene que

lı́m
t→∞

ϕt(x) = x0.

Teorema 2.1.3. Sea A⊆Rn un conjunto abierto tal que x0 ∈ A. Supongamos que f∈C1(A) y que f(x0) = 0.

Además supongamos que existe una función V : Rn→R, V ∈C1(A) que satisface V (x0) = 0 y V (x)> 0 si

x ̸= x0. Entonces

(a) Si V̇ (x)≤ 0 para toda x ∈ A, x0 es estable.



8 Marco Teórico

(b) Si V̇ (x)< 0 para toda x ∈ A/{x0}, x0 es asintóticamente estable.

(c) Si V̇ (x)> 0 para toda x ∈ A/{x0}, x0 es inestable.

Una función V que satisface las hipótesis del teorema (2.1.3) es llamada función de Lyapunov.

Definición 2.1.8. Positivamente invariante [16]. Se dice que un conjunto D es positivamente invariante con

respecto al sistema ẋ = f(x) si para x(0) = y ∈ D la trayectoria ϕt(y) es tal que {ϕt(y) : t > 0} ⊆ D.

Teorema 2.1.4. Principio de invariancia de LaSalle [16]. Considérese el sistema ẋ = f(x) y un conjunto D

compacto y positivamente invariante con respecto a este. Si existe una función V : D→R tal que V̇ (x)≤ 0 a

lo largo de las trayectorias del sistema. Defínase R = {x∈D : V̇ (x) = 0} y sea M ⊆R el máximo conjunto

invariante. Entonces, si x(0) ∈ D, la trayectoria ϕt(y)→M cuando t→ ∞.

Obsérvese que si existe una función V que satisface la condición (b) del teorema (2.1.3) y V̇ (x) = 0

únicamente en x = x0, el sistema es global asintóticamente estable por el principio de invarianza de LaSalle.

2.2. Número reproductivo básico

El número reproductivo básico, denotado por R0, se define como el número de casos secundarios pro-

ducidos por un individuo infectado en una población susceptible [32]. Si R0 < 1, un individuo infectado

produce, en promedio, menos de una nueva infección durante su periodo infeccioso, entonces, la infección

no puede crecer. Por el contrario, cuando R0 > 1 un individuo infectado produce en promedio más de una

nueva infección y la enfermedad puede invadir a la población.

Cuando el modelo tiene un único compartimento infectado, es sencillo aplicar esta definición para en-

contrar R0 pues queda determinado por el producto de la tasa de infección y la duración media de la infec-

ción. Sin embargo, cuando se tienen varios compartimentos infectados es más sencillo utilizar una defini-

ción más general en la que el número reproductivo básico R0 está dado por el número de nuevas infecciones

producidas por un individuo infectado en una población en el punto de equilibrio libre de la infección [32].

Decimos que una enfermedad es endémica si persiste en una zona geográfica por tiempo indefinido.

De donde el punto fijo de un sistema que modela la dinámica de alguna enfermedad cuya coordenada de

la población infectada es positiva, se denomina punto de equilibrio endémico mientras que el punto fijo

en el cual la población infectada es cero se llama punto de equilibrio libre de la enfermedad. Con estas

definiciones, puede definirse formalmente al número reproductivo básico:

Definición 2.2.1. [4] Número reproductivo básico. El número reproductivo básico denotado por R0 es una

función de los parámetros del modelo tal que si R0 < 1 entonces el punto de equilibrio libre de la enfermedad

es asintóticamente estable y si R0 > 1, el punto de equilibrio libre de la enfermedad es inestable.



Marco Teórico 9

2.2.1. Método de la matriz de la siguiente generación

El número reproductivo básico no puede determinarse directamente del modelo sin hacer la distinción de

compartimentos infectados y no infectados. Un compartimento es llamado compartimento de enfermedad

o simplemente compartimento infectado si los individuos que pertenecen a él están infectados. Conside-

remos una población heterogénea cuyos elementos pueden agruparse en n compartimentos homogéneos.

Sea x = (x1,x2, . . . ,xn)
t el número de individuos en cada compartimento y supongamos que los primeros m

compartimentos corresponden a los grupos infectados.

Sea P0 = x tal que xi = 0 para i = 1, . . . ,m el punto de equilibrio libre de la enfermedad, obsérvese que

estamos asumiendo sin perdida de generalidad que los primeros m compartimentos son infectados.

Para calcular el R0 deben distinguirse los cambios en la población producidos por nuevas infecciones

de los demás cambios. Sea Fi(x) la tasa de aparición de nuevas infecciones en el i−ésimo compartimento,

V +
i (x) la tasa de ingresos de individuos al compartimento i por otros medios y V −i (x) la tasa de transfe-

rencia de individuos fuera del i−ésimo compartimento. Entonces el sistema de ecuaciones en el modelo de

transmisión de la enfermedad se escribe como

ẋi = fi(x) = Fi(x)−Vi(x), i = 1, . . . ,n, (2.2.1)

con Vi = V −i −V +
i . Como estas funciones Fi, V +

i y V −i describen el movimiento de individuos en los

compartimentos, deben satisfacer que:

C1. Son no negativas, es decir, si x≥ 0, entonces Fi,V
+

i ,V −i ≥ 0 para i = 1, . . . ,n.

C2. Si un compartimento está vacío, no puede haber salida de individuos por infección ni por otros medios,

esto es, si xi = 0 entonces V −i = 0.

C3. Es trivial que la incidencia de infección para los no infectados es 0, de donde Fi(x) = 0 para i > m.

C4. Asumimos que si la población está libre de la enfermedad, entonces permanecerá libre de la enferme-

dad, es decir, no hay movimiento de individuos infectados. esto queda expresado como Fi(P0) = 0 y

V +
i (P0) = 0 para i = 1, . . . ,m.

C5. Definimos a P0 como punto de equilibrio localmente estable del modelo libre de la infección, entonces

si F (x) = 0, todos los valores propios de Df(P0) tiene parte real negativa.

Bajo estas hipótesis podemos particionar la matriz Df(P0) según el siguiente teorema.

Teorema 2.2.1. Si P0 es un punto de equilibrio libre de la infección para el sistema 2.2.1 y fi(x) satisface
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las condiciones C1-C5, entonces las matrices Jacobianas DF (P0) y V (P0) pueden ser particionadas como:

DF (P0) =

F 0

0 0

 , DV (P0) =

V 0

J3 J4


Donde F y V son matrices m×m dadas por

F =

[
∂Fi

∂x j
(P0)

]
y V =

[
∂Vi

∂x j
(P0)

]
para 1≤ i, j ≤ m.

Más aún, F es no negativa y V es no singular.

Ver la demostración en [32].

Observemos que la descomposición del modelo en F y V y la designación de los compartimentos

infectados o no infectados depende de la interpretación epidemiológica del modelo.

Para analizar el efecto de introducir un individuo infectado en la población susceptible consideremos la

dinámica de los compartimentos libres de la infección del sistema linealizado de (2.2.1), esto es,

ẋ =−DV (P0)(x−P0) (2.2.2)

Por C5 tenemos que el punto de equilibrio libre de la infección P0 es localmente asintóticamente estable,

por tanto podemos utilizar (2.2.2) para analizar la dinámica de una pequeña cantidad de individuos infecta-

dos insertados en una población libre de la infección. Denotemos por ψi(0) el número inicial de individuos

infectados en el i-ésimo compartimento y sea ψ(t) = (ψ1(t), . . . ,ψm(t))t el número de individuos infectados

inicialmente que aún permanecen en el compartimento i al tiempo t. Nótese que ψ es igual a las primeras

m coordenadas de x y por la partición de DV (P0) en el teorema (2.2.1) se implica que ψ̇(t) = −V ψ(t),

esta ecuación tiene como solución única ψ(t) = e−Vtψ(0) = e−VtP0, donde la exponencial de una matriz se

define por la serie de Taylor

eA = I +A+
A2

2
+

A3

3
+ · · ·+ Ak

k!
+ · · · ;

que es convergente para toda t. Entonces
∫

∞

0 ψ(t)dt = V−1P0, donde la entrada (i, j) de V−1 puede

interpretarse como el tiempo promedio en que un individuo inicialmente introducido en el compartimento

de enfermedad j pasa al compartimento infectado i. Nuevamente del teorema (2.2.1), V es no singular y F

y V−1 son no negativas, por lo que FV−1 también es no negativa y por lo tanto tiene valores propios con

parte real no negativa.

La matriz K = FV−1 es la matriz de la siguiente generación y se define

R0 = ρ(FV−1), (2.2.3)
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donde ρ(A) denota el radio espectral de la matriz A, es decir, el módulo máximo de los valores propios de

K.

2.3. Estadística Bayesiana

A diferencia del enfoque clásico, donde los parámetros desconocidos se consideran valores fijos, en la

estadística Bayesiana se suponen como variables aleatorias. Esto nos permite cuantificar la incertidumbre

mediante su distribución de probabilidad.

Como su nombre lo indica, la estadística Bayesiana se sustenta en el teorema de Bayes:

Teorema 2.3.1. Teorema de Bayes. Sean B1,B2, . . . ,Bk una partición del espacio muestral. Para cualquier

evento A tal que P(A) ̸= 0 se cumple la igualdad:

P(Bi|A) =
P(Bi∩A)

P(A)
=

P(A|Bi)P(Bi)

∑
k
i=1 P(A|Bi)P(Bi)

. (2.3.1)

Esta identidad permite incorporar información previamente disponible para la resolución de un pro-

blema. Dicha información puede provenir de diversas fuentes, por ejemplo, estudios previos, información

subjetiva de expertos o una mezcla de ambos.

Informalmente, hacer inferencia sobre un parámetro θ es basarse en los datos X para explorar cuales

valores de θ son probables y determinar el grado de incertidumbre.

Con el objetivo de tener un modelo π(θ |x) es necesario fijar una función de verosimilitud y una distri-

bución para θ , que se denomina distribución a priori, que represente la información disponible acerca del

parámetro θ antes de incorporar los datos al modelo, o bien, una distribución que represente escasa o nula

información. Entonces, aplicando la igualdad del teorema de Bayes (2.3.1), la probabilidad condicional de

θ dado X = x resulta

π(θ |x) = π(θ)π(x|θ)∫
Θ

π(θ ′)π(x|θ ′)dθ ′
. (2.3.2)

Obsérvese que el numerador es la densidad conjunta de X y θ y el denominador es la densidad marginal

de X, el cual es una constante de normalización que no siempre necesita ser calculada, entonces puede

escribirse:

π(θ |x)∝ π(θ)π(x|θ).

La densidad condicional π(θ |x) se denomina distribución a posteriori y cuantifica la incertidumbre de θ

una vez que se han incorporado los datos x, nótese que depende de los datos solo a través de la verosimilitud.

Definición 2.3.1. Decimos que una distribución a priori es no informativa cuando refleja una ignorancia

total o un conocimiento muy limitado sobre el parámetro de interés.
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También se refieren a las distribuciones no informativas como distribuciones vagas, difusas, planas o

de referencia. Con ellas lo que se busca es que los datos tengan un mayor impacto sobre la distribución a

posteriori. Estas distribuciones pueden clasificarse en dos grupos: distribuciones propias e impropias, las

primeras son aquellas que al integrarse sobre todo el espacio muestral resulta una constante finita y las

segundas integran infinito. Cuando el espacio paramétrico es finito, se puede usar una distribución a priori

uniforme para reflejar la falta total de información.

No siempre es posible obtener la distribución a posteriori de manera explícita, entonces con mayor

frecuencia simplemente se reportan algunas medidas descriptivas.

2.3.1. Estimación puntual

Dada la distribución de un parámetro θ , requerimos seleccionar un estimador para el verdadero valor

del parámetro θ0, desconocido, y medir el error que se comete al elegir cierto valor como estimación.

Un problema estadístico se compone de (S,Ω,D,L), donde S es el espacio muestral que tiene asociada

una variable aleatoria X con distribución parametrizada por un elemento de Ω, el espacio paramétrico; D es

un espacio de decisiones y L es una función de pérdida.

Una vez especificado el problema estadístico, un problema de inferencia consiste en seleccionar una

función de decisión que determine la forma de tomar una decisión una vez que un resultado muestral ha

sido obtenido.

Definición 2.3.2. Función de decisión. Una función de decisión es una función o estadístico d que mapea

de S a D.

Definición 2.3.3. Función de pérdida. Una función no negativa que mapea D×Ω a R es llamada función

de pérdida.

Definición 2.3.4. Función de riesgo. La función de riesgo se define como el valor esperado de la función

de pérdida L(d,θ).

Ejemplos de funciones de pérdida son:

Función de pérdida cuadrática:

L(d,θ) = (d−θ)2.

El estimador Bayesiano, que minimiza la función de riesgo, bajo esta función de pérdida es la media

de la distribución a posteriori [22].

Función de pérdida error absoluto:

L(d,θ) = |d−θ |.
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En este caso la mediana es el estimador Bayesiano [22].

El estimador máximo a posteriori (MAP) es aquel que maximiza la distribución a posterior y mini-

miza el riesgo, éste estimador es invariante y puede utilizarse cuando la función de pérdida no se define

explícitamente.

Cuando se elige la media como estimador, también se recomienda reportar la varianza o la desviación

estándar de θ . Si se decide trabajar con la mediana, se sugiere reportar también el primer y tercer cuartil

para tener una idea de la de la variabilidad a posteriori de θ [14].

2.3.2. Estimación por intervalo

Definición 2.3.5. Para 0 < α < 1, un conjunto creíble del 100(1−α)% es un subconjunto C del espacio

paramétrico Θ tal que

P{C|X = x}= 1−α.

Usualmente C es un intervalo. Si θ es una variable aleatoria continua y θ (1), θ (2) son los cuantiles

de orden 100α1 %, 100(1−α2)% respectivamente, con α1 +α2 = α , entonces C = [θ (1),θ (2)] satisface

P{C|X = x}= 1−α . Para intervalos de colas iguales α1 = α2 = α/2.

Como en el enfoque Bayesiano θ es una variable aleatoria cuya distribución es la distribución a

posteriori, el conjunto de credibilidad C cubre el verdadero valor de θ con una probabilidad 1−α .

2.4. Análisis de sensibilidad local

El análisis de sensibilidad es una herramienta para medir la dependencia de una variable sobre un

parámetro. Para ello se emplea el índice de sensibilidad que aproxima el cambio fraccionario en una variable

X producido por un cambio fraccionario en un parámetro α manteniendo los demás parámetros constantes

[19] y está dado por

Eα =
α

X
∂X
∂α

. (2.4.1)

Si Eα < 0 la relación entre el parámetro α y X es inversamente proporcional. Si por el contrario, Eα es

positivo la relación es directamente proporcional.
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2.5. Métodos Monte Carlo por cadenas de Markov

2.5.1. Métodos Monte Carlo

El método Monte Carlo es un método numérico para la simulación de variables aleatorias, surgió en

1949 pero encontró su aplicación años después debido al avance tecnológico.

El algoritmo tiene una estructura muy sencilla, se realiza una prueba aleatoria n veces de manera que

cada experimento sea independiente de los restantes y se toma la media de los resultados de todos los expe-

rimentos sustentado en el teorema central del límite. Supongamos que deseamos calcular una cantidad m,

sea X con E(x) = m y varianza finita Var(x) = b2. Consideremos n variables aleatorias, X1,X2, . . . ,Xn inde-

pendientes e idénticamente distribuidas como X , para n suficientemente grande la distribución de la suma

Y = X1 +X2 + · · ·+Xn será aproximadamente normal con media µ = nm y varianza σ2 = nb2, entonces:

P(nm−3b
√

n < Y < nm+3b
√

n)≈ 0.997⇔ P
{

m− 3b√
n
<

Y
n
< m+

3b√
n

}
≈ 0.997

⇔ P

{∣∣∣∣∣1n n

∑
i=1

Xi−m

∣∣∣∣∣< 3b√
n

}
≈ 0.997

Esta relación tiene dos puntos fuertes para el método Monte Carlo, primero, ofrece un método para

estimar m y al mismo tiempo permite acotar el error por
3b√

n
. Evidentemente, el error tiende a 0 cuando n

tiende a infinito.

El método permite simular cualquier proceso que dependa de factores aleatorios y también problemas

que no tienen relación directa con cuestiones aleatorias. Por lo que puede decirse que el método Monte

Carlo es un método universal para la resolución de problemas [31].

Uno de estos problemas es el cálculo de integrales definidas. Consideremos una función g(x) definida

en el intervalo (a,b), si se desea calcular

I =
∫ b

a
g(x)dx,

sea π(x) una función de distribución arbitraria definida en el intervalo (a,b) y η(x) = g(x)/π(x) tal que

E(η) =
∫ b

a
(g(x)/π(x))π(x)dx,

o bien, E(η) = I.

De manera que, tomando n variables aleatorias η1,η2, . . . ,ηn independientes e idénticamente distribui-

das con media I y varianza σ2, entonces:

P

{∣∣∣∣∣1n n

∑
i=1

ηi− I

∣∣∣∣∣< 3

√
σ2

n

}
≈ 0.997.
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Para n suficientemente grande, se toman n valores x1,x2, . . . ,xn de manera que

1
n

n

∑
i=1

g(xi)

π(xi)
≈ I.

Si bien, en teoría, la igualdad E(η) = I se satisface para cualquier variable aleatoria, el error 3
√

σ2

n

depende de su varianza y su función de distribución tampoco debe ser muy compleja.

Este método no se emplea para integrales simples, pues existen métodos numéricos más exactos, sin

embargo, éstos pierden precisión en integrales múltiples, donde el método Monte Carlo tiene su aplicación.

2.5.2. Cadenas de Markov

Una cadena de Markov {Xt}t∈N es un proceso estocástico que cumple la propiedad:

P(Xt ∈ A|X0 = x0,X1 = x1, . . . ,Xt−1 = xt−1) = P(Xt ∈ A|Xt−1 = xt−1), (2.5.1)

es decir, el estado actual de la cadena depende únicamente del estado inmediato anterior.

En los procesos estocásticos, al conjunto de valores que puede tomar una variable aleatoria se le conoce

como espacio de estados, este puede ser discreto o continuo.

Cuando la cardinalidad del espacio de estados es finita o al menos numerable, se tiene una cadena

discreta; si el espacio de estados es infinito, la cadena es continua. Obsérvese que en ambos casos t ∈ N, el

tiempo es discreto.

Cadenas discretas

Cuando un proceso estocástico satisface la propiedad (2.5.1) con espacio de estados finito se tiene una

cadena de Markov discreta. Se define el kernel K de transición mediante la probabilidad condicional como

K(xt |xt−1) = P(Xt = xt |Xt−1 = xt−1).

Con esto, puede definirse la matriz de transición P donde la entrada (i, j) es la probabilidad de ir de

estado i al j, es decir, K( j|i). Cada fila de la matriz de transición suma 1 pues K satisface que
∞

∑
i=1

K(xt =

i|xt−1) = 1.

Dado un vector de probabilidades p0 para el estado inicial se puede calcular el vector de probabilidades

para cualquier tiempo t mediante la expresión pt = poPt . Si lı́m
t→∞

pt = pe existe para todo x en el espacio

de estados se dice que pe es la distribución de equilibrio, esta distribución es única y estacionaria o inva-

riante. La cadena converge a una distribución invariante si la matriz de transición es ergódica, es decir, P es

irreducible y aperiódica.
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Decimos que una cadena es irreducible si la matriz de transición no se puede descomponer en matrices

de menor dimensión o si el grafo de transiciones es conexo, equivalentemente, para cualquier estado inicial

x y para todo subconjunto A del espacio de estados tal que si pe(x)> 0,x∈A entonces P(Xt ∈ S|X0 = x)> 0;

en otras palabras, para cualquier estado inicial la cadena puede visitar cualquier estado con probabilidad de

transición positiva. Mientras que una cadena es aperiódica si no tiene ciclos en los que los estados se repitan

de una forma observada con anterioridad [27]. Una cadena se denomina homogénea si el kernel K(xt |xt−1)

permanece invariante para todo t.

Cadenas continuas

Cuando el espacio de estados es no numerable, se dice que la cadena {Xt}t∈N es continua. En este caso,

la probabilidad de transición se define como

P(Xt ∈ A|Xt−1 = xt−1) =
∫

A
K(x|xt−1)dx.

De manera análoga al caso de las cadenas discretas, se define la distribución de equilibrio como:

lı́m
t→∞

P(Xt ∈ A|X0 = x) = pe.

Es necesario que la cadena sea irreducible y aperiódica para que converja a una distribución estacionaria.

Una densidad invariante se define como aquella que satisface la identidad:

pe(xt) =
∫

S
K(xt |xt−1)pe(xt−1)dxt−1,

donde pe(x) es la densidad estacionaria, K(xt |xt−1) es la probabilidad de transición o kernel y S es el

conjunto de estados.

Una condición necesaria para que una distribución sea invariante para una cadena, es la condición de

reversibilidad:

pe(xt−1)K(xt |xt−1) = pe(xt)K(xt−1|Xt).

Los métodos MCMC consisten en encontrar un kernel tal que la distribución de interés sea la distribu-

ción estacionaria de la cadena de Markov, esto es, que el kernel, por practicidad, satisfaga la condición de

reversibilidad. Como estos métodos suelen iniciar en un estado arbitrario, es necesario poder asegurar la

convergencia de la cadena a la distribución estacionaria para cualquier estado inicial.
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2.5.3. Algoritmo Metrópolis-Hastings

Cuando se tiene una transición de Markov que apunta a la distribución objetivo, la cadena de Markov

Monte Carlo permite cuantificar el conjunto típico pero construir tal distribución no es sencillo, para ello se

tienen varios algoritmos que construyen las transiciones apropiadas para una distribución objetivo conocida,

uno de ellos es el algoritmo de Metrópolis Hastings.

Este algoritmo se compone de dos etapas, una de propuesta y otra de corrección. En la primera fase

se realiza una perturbación estocástica al valor inicial de acuerdo con la densidad de probabilidad Q(q′|q)

que define las propuestas. En la segunda fase, se rechazan las propuestas lejanas de la distribución objetivo

según la probabilidad de aceptación

α(q,q′) = mı́n
(

1,
Q(q|q′)π(q′)
Q(q′|q)π(q)

)
.

La distribución de propuestas original y que se sigue usando comúnmente es una distribución Gaussiana:

Q(q′|q) = N (q′|q,Σ),

que por ser simétrica se cumple que Q(q′|q) = Q(q|q′), entonces la probabilidad de aceptación se simplifica

α(q,q′) = mı́n
(

1,
π(q′)
π(q)

)
.

Este caso particular se denomina caminata aleatoria Metrópolis.

La principal ventaja de éste método es su simplicidad pero esta misma es la causa de que al aumentar las

dimensiones reduzca su desempeño, por lo que se necesitan mejores estrategias para explorar el conjunto

típico.

2.5.4. Introducción al método Monte Carlo Hamiltoniano

Una manera de optimizar la exploración del conjunto típico es aprovechar la geometría del mismo. El

algoritmo que se vale de las características del conjunto típico es el Método Monte Carlo Hamiltoniano,

si bien esto se logra utilizando herramientas de geometría diferencial, que supera el alcance de esta tesis,

puede entenderse de una manera más simple con menor rigurosidad matemática haciendo una analogía a un

sistema físico. Supongamos que el parámetro θ es una partícula en el espacio n-dimensional que colocamos

en una posición aleatoria de una superficie en la misma dimensión sobre la que se desliza sin fricción

trazando una trayectoria. Si se toman muestras de la posición de la partícula a lo largo de su recorrido,

podríamos tener un bosquejo de la forma de la superficie. Con este planteamiento también podemos inferir

que la mayor cantidad de propuestas se obtienen de regiones de alta probabilidad.
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En el método Hamiltoniano el espacio paramétrico no se recorre de manera aleatoria, sino que se utiliza

el gradiente del conjunto típico a manera de guía. Para ello, se incorpora al sistema probabilístico el pará-

metro de momento, que siguiendo la analogía física, debe garantizar una dinámica conservativa. Sea pn el

parámetro de momento que complementa cada dimensión del espacio parametral objetivo

θn→ (θn, pn),

habiendo expandido el espacio paramétrico, cuyas dimensiones se duplicaron, se tiene una nueva distribu-

ción objetivo. La distribución conjunta de los parámetros y de los momentos π(θ ,p) es llamada función

o densidad canónica. Entonces la trayectoria del espacio fase se proyectará sobre el espacio paramétrico

marginalizando la distribución canónica, resultando en trayectorias que exploran el conjunto típico de la

distribución inicial.

Utilizando la función Hamiltoniana H(θ ,p) = − lnπ(θ ,p) [2], tenemos π(θ ,p) = e−H(θ ,p). Además,

π(θ ,p) = π(p|θ)π(θ), por lo que H(θ ,p) =− lnπ(p|θ)− lnπ(θ)≡K(p,θ)+V (θ). En un sistema físico,

K(p,θ) denota a la energía cinética y V (θ) a la energía potencial. Luego, el campo vectorial se genera

resolviendo las ecuaciones de Hamilton:

dθ

dt
=

∂H
∂ p

=
∂K
∂ p

,

d p
dt

=−∂H
∂θ

=−∂K
∂θ
− ∂V

∂θ
.

Entonces el método Hamiltoniano se compone de un factor determinista y uno aleatorio, el primero es el

cálculo de las trayectorias φt(θ ,p) y el segundo es la exploración de las diferentes trayectorias. Las trayec-

torias se obtienen al resolver las ecuaciones de Hamilton mediante algún método numérico de integración,

usualmente el de leapfrog o salto de rana pues evita la propagación de los errores a lo largo del tiempo;

para un tiempo T discretizado con una longitud de paso ε en L = ⌊T/ε⌋ pasos el algoritmo consiste en [2]:

θ0← θ , p0← p

for 0≤ n < L do

pn+ 1
2
← pn−

ε

2
∂V
∂θ

(θn)

θn+1← θn + ε pn+ 1
2

pn+1← pn+ 1
2
− ε

2
∂V
∂θ

(θn+1)

end for

En la implementación del método Hamiltoniano, usualmente las variables de momento se generan de
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manera independiende de una distribución normal estándar, entonces para obtener M muestras de la distri-

bución objetivo mediante el método Monte Carlo Hamiltoniano para un valor inicial dado θ0, una longitud

de paso ε y una cantidad de pagos L, se aplica el algoritmo [17]:

for m = 1 to M do

p0 ∼N (0, I)

θ
m← θ

m−1, θ̃ ← θ
m−1, p̃← p0

θ̃ , r̃← leapfrog(θ̃ , r̃,ε,L)

Con probabilidad α = mı́n

{
1,

exp
{

π(θ̃)− 1
2 p̃ · p̃

}
exp
{

π(θ m−1)− 1
2 p̃ · p̃

}},θ m← θ̃ , pm←−p̃.

end for

Cuando la partícula se desliza, eventualmente regresará al punto de partida, por lo que si tomamos

trayectorias muy largas las nuevas muestras pueden ser muy similares a la anteriores, mientras que si el

camino es muy corto, además de que también se tendrán muestras muy cercanas prácticamente reexplo-

rando regiones ya recorridas, la trayectoria sería bastante similar a una caminata aleatoria. Es decir, queda

por determinar la longitud óptima del camino de la partícula antes de iniciar una nueva trayectoria, en otras

palabras, la cantidad y la longitud de los pasos, o equivalentemente, el tiempo de integración de las ecua-

ciones de Hamilton y la longitud ε en la que se particionará. Esto se resuelve si logramos identificar el

instante en que la partícula retornará al punto de partida, es decir, cuando da una vuelta en U. Si bien es

posible que el algoritmo aún funcione, no sería eficiente. Determinar estos parámetros no es sencillo y más

complicado aún si la superficie asociada a la distribución objetivo es compleja o de dimensiones imposibles

de visualizar, además, no hay un tiempo t único que funcione óptimamente para toda la región.

El muestreador sin giro en U o en inglés, Not U-Turn Sampler (NUTS) optimiza el algoritmo Hamil-

toniano encontrando de manera adaptativa el número de pasos necesario en cada iteración antes de que la

trayectoria de el giro en U, cuando esto ocurre, se detiene la simulación, se toma la muestra de la trayectoria

y se coloca la partícula en una nueva posición inicial para empezar una nueva simulación.

2.6. Diagnósticos de convergencia

2.6.1. Método gráfico

Es el primer acercamiento para monitorear el comportamiento de una cadena de una forma un tanto

empírica. Se grafica la secuencia de valores en forma de serie temporal, si se tienen varias cadenas para un

mismo parámetro, se grafican simultáneamente.
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Si los estados de la cadena recorren lentamente a los posibles valores, la cadena no converge a una

distribución. Por el contrario, si la cadena oscila abarcando todo el rango de valores, y si son varias cadenas,

éstas se entrecruzan, entonces puede decirse que las cadenas convergen a una distribución estacionaria.

2.6.2. Diagnóstico de Gelman Rubin

Esta prueba verifica la convergencia para dos o más cadenas inicializadas en diferentes puntos del espa-

cio de parámetros, se basa en la comparación de varianzas de cada cadenas y entre las cadenas. Gelman y

Rubin construyen dos estimadores de la varianza y comparan la raíz cuadrada de su cociente con 1.

Supongamos que se tienen m ≥ 2 cadenas con n estados cada una. Sea X̄i la media muestral para la

i-ésima cadena y sea µ̂ la media general, es decir:

X̄i =
1
n

n

∑
k=1

Xik y µ̂ =
1
m

m

∑
i=1

X̄i.

Denotemos por s2
i la varianza muestral de la i-ésima cadena y por s2 al promedio de las m varianzas

muestrales, esto es:

s2
i =

1
n−1

n

∑
k=1

(Xik− X̄i)
2 y s2 =

1
m

m

∑
i=1

s2
i .

Como E(s2
i ) =

n
n−1

(σ2−Var(X̄i)), s2 es un estimador sesgado para σ2. Cuando las muestras son inde-

pendientes e idénticamente distribuidas, Var(X̄i) =
σ2

n
y s2

i es un estimador insesgado de σ2. De cualquier

forma, para las muestras obtenidas por MCMC, Var(X̄i) es mucho mayor que
σ2

n
debido a la correlación

en la cadena de Markov, entonces s2
i subestima la varianza objetivo. Si se estima Var(X̄i) mediante

B =
n

m−1

m

∑
i=1

(X̄i− µ̂)2,

resulta el siguiente estimador para σ2:

σ̂
2 =

n−1
n

s2 +
B
n
.

Entonces se calcula el cociente,

R̂ =

√
σ̂2

s2 ,

denominado factor de reducción de escala potencial de Gelman Rubin univariado, PSRF por sus siglas

en inglés (Potential Scale Reduction Factor).

Si ambos estimadores, σ̂2 y s2 son consistentes, lo que significa que el sesgo del estimador tiende a 0

cuando el tamaño de la muestra tiende a infinito, R̂ se acerca a 1 cuando n aumenta.

Los autores recomiendan utilizar un umbral para R̂ de 1.1, sin embargo en la practica con frecuencia se
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han utilizado cotas de 1.01, 1.02, 1.03, entre otros valores [35].

2.7. Métodos de Runge-Kutta

El método de Runge-Kutta es un conjunto de métodos numéricos para la resolución de ecuaciones

diferenciales ordinarias
dy
dx

= f (x,y).

Generalizan la ecuación del método de Euler para aproximar la trayectoria de la solución del problema

del valor inicial con la ecuación

yi+1 = yi +φ(xi,yi,h)h. (2.7.1)

Se realiza una extrapolación lineal de tamaño de paso h para predecir un nuevo valor utilizando una

función de incremento φ(xi,yi,h). La función de incremento es un promedio ponderado

φ = a1k1 +a2k2 + · · ·+ankn,

donde las a j con j = 1, . . . ,n con constantes y las k j con j = 1, . . . ,n están dadas recursivamente como

k1 = f (xi,yi),

kn = f (xi + pn−1h,yi +qn−1);
(2.7.2)

donde p j y q j,k para j = 1, . . . ,n−1 y k = 1, . . . ,n−1 son constantes.

Obsérvese que para cada valor de n se tiene un método distinto. Una vez que se ha elegido n, se evalúan

las a, p y q igualando (2.7.1) a los términos de la serie de Taylor de orden n para yi+1 en términos de yi.

El método más utilizado es el de orden 4 de la siguiente forma [5]:

yi+1 = yi +
1
6
(k1+2k2 +2k3 + k4)h,

donde
k1 = f (xi,yi),

k2 = f
(

xi +
1
2

h,yi +
1
2

k1h
)
,

k3 = f
(

xi +
1
2

h,yi +
1
2

k2h
)
,

k4 = f (xi +h,yi + k3h).

El método puede extenderse a la resolución de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias simple-
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mente aplicándolo a cada ecuación en cada paso.

2.8. Ecuaciones diferenciales parciales

Tal como se definió en la primera sección, se pueden tener ecuaciones diferenciales cuyas incógnitas

son funciones que dependan de más de una variable independiente, estas se denominan Ecuaciones Dife-

renciales Parciales.

Supongamos que la ecuación involucra solo una función f de incógnita de n variables x1,x2, . . . ,xn. Una

ecuación diferencial parcial de N-ésimo orden es la que contiene una derivada de órden N como máximo,

de la forma:

F
(

x1, . . . ,xn, f ,
∂ f
∂x1

, . . . ,
∂ f
∂xn

,
∂ 2 f
∂x2

1
,

∂ 2 f
∂x1∂x2

, . . . ,
∂ N f
∂xN

n

)
= 0. (2.8.1)

Si F es una función lineal de las variables f , ∂ f
∂x1

, . . . , ∂ N f
∂xN

n
, la ecuación en (2.8.1) es llamada lineal.

El conjunto de soluciones de una ecuación diferencial parcial es una familia de superficies en un espacio

de n+ 1 dimensiones. El problema de encontrar una superficie que pase por una curva dada, se denomina

problema de Cauchy o problema de valor inicial. Para dar una solución específica deben establecerse con-

diciones de frontera que son valores específicos que debe tomar la solución f en la frontera del dominio y

adicionalmente pueden proporcionarse algunas funciones iniciales f0(x). Entonces una solución que inicia

en t0 con condición inicial f0(x) puede escribirse en la forma f(t,x; f0(x), t0).

Las soluciones cuya estabilidad es de interés analizar, son las soluciones de equilibrio.

Definición 2.8.1. Solución de equilibrio. [3] fe(x) es una solución de equilibrio o estado de equilibrio de

un sistema de ecuaciones diferenciales parciales si
∂ fe(t,x)

∂ t
= 0 para toda t y x en el dominio. Por tanto,

f(t,x; fe(x), t0) = fe(x).

En ecuaciones diferenciales parciales también puede utilizarse la estabilidad en el sentido de Lyapunov.

Definición 2.8.2. Estabilidad de Lyapunov. [3] Una solución de equilibrio fe(x) de un sistema de ecuaciones

diferenciales parciales es estable en el sentido de Lyapunov si para toda t ≥ t0 se cumple que

∀ε > 0∃δ > 0 : ||f0(x)− fe(x)||< 0→ ||f(t,x; f0(x), t0)− fe(x)||.

Si además ||f(t,x; f0(x), t0)− fe(x|| → 0 cuando t→ ∞, se dice que fe(x) es asintóticamente estable.

Las propiedades de estabilidad se siguen de la evaluación de las soluciones en la derivada con respecto

al tiempo de un funcional de Lyapunov [3] de acuerdo a los teoremas de estabilidad enunciados en [26]

y [24].
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Teorema 2.8.1. [26] Estabilidad. Si existe un funcional de Lyapunov positivo tal que, utilizando las ecua-

ciones diferenciales parciales y sus condiciones de frontera,
dV
dt

< 0, entonces el sistema es asintóticamente

estable.

La demostración puede verse en [24].

El principio de invarianza de LaSalle (2.1.4) también puede extenderse a ecuaciones diferenciales par-

ciales para demostrar estabilidad global bajo ciertas formalidades expuestas en [21] que escapan al nivel de

esta tesis.



Capítulo 3

Modelo en Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias

En este capítulo se presenta el modelo matemático poblacional que describe la interacción entre mosqui-

tos y humanos que da lugar a la propagación del virus del Chikungunya mediante un sistema de ecuaciones

diferenciales ordinarias. Posteriormente, se realiza el análisis del modelo, primero se encuentra el número

reproductivo básico, después se calculan los puntos de equilibrio y se determina la estabilidad global de

éstos.

3.1. Descripción del modelo

Sean Nh y Nv el número total de hospederos (humanos) y vectores (mosquitos), respectivamente. Ambas

poblaciones se dividen en compartimentos mutuamente excluyentes de acuerdo a las etapas de la enferme-

dad.

Los humanos se dividen en cuatro etapas epidemiológicas:

1. Humanos susceptibles (Sh): Suponemos que todos los humanos nacen susceptibles a contraer el virus,

entonces la población en este grupo aumenta según la tasa de nacimiento µh y disminuye por muerte

natural en la misma proporción. La cantidad total de hospederos susceptibles tendrá un decremento

cuando un individuo adquiera el virus por la picadura de un mosquito infectado, entonces la cantidad

de contagios depende de la cantidad de picaduras de mosquitos infectados que recibe una persona

susceptible y de la probabilidad de que el contacto sea efectivo para la transmisión del virus, entonces

la tasa de infección en los humanos es proporcional a la cantidad de picaduras b y a la probabilidad

de transmisión vector-hospedero βh. Si cada humano tiene una probabilidad
1

Nh
de ser picado por un

mosquito, entonces un individuo susceptible recibe
b

Nh
picaduras de mosquitos infectados por unidad

de tiempo, por lo tanto, la tasa de infección está dada por
βhb
Nh

. En consecuencia, la dinámica del

24
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compartimento de humanos susceptibles se traduce en la ecuación:

S′h = µhNh−
βhb
Nh

ShIv−µhSh.

2. Humanos infectados (Ih): La población de infectados aumenta cuando la picadura del mosquito a un

individuo susceptible resulta contagiosa y disminuirá cuando la persona deje de presentar los síntomas

o muera por causa natural. Si los síntomas dejan de experimentarse en 1/γ unidades de tiempo y si

los síntomas tardan 1/δh unidades de tiempo en manifestarse. La población humana infectada está

determinada por la ecuación:

I′h =
βhb
Nh

ShIv− (µh + γ)Ih +δhAh.

3. Humanos asintomáticos (Ah): De los humanos infectados una fracción p tendrá una recaída tras un

lapso de tiempo sin síntomas de la enfermedad, dado que los síntomas desaparecen a una tasa γ , los

asintomáticos aumentan con una tasa pγ . La población en este grupo disminuye debido a la muerte

natural o al experimentar algún síntoma de la enfermedad. Por lo tanto, la dinámica de los hospederos

asintomáticos se describe con la ecuación:

A′h = pγIh− (µh +δh)Ah.

4. Humanos recuperados (Rh): Dado que una proporción p de infectados recae, únicamente una fracción

1− p se recupera de acuerdo a la tasa en la que dejan de manifestarse los síntomas, γ . Además, como

la infección representa una inmunidad permanente del hospedero, el número total de recuperados

únicamente disminuirá por muerte natural. Esto se traduce en la ecuación:

R′h = (1− p)γIh−µhRh.

Por su parte, la población de mosquitos se clasifica en dos grupos:

1. Vectores susceptibles (Sv): Debido a que no hay transmisión vertical, suponemos que todos los mos-

quitos nacen libres del virus. Además, se asume que la tasa de nacimiento y muerte es la misma, la

cual se denota por µv. Como un mosquito susceptible puede infectarse únicamente por el contacto

con un humano portador del virus, se supone que se contagiará al picar a un humano infectado o

a un humano asintomático dado que los individuos en el segundo grupo poseen cierta carga viral

en los tejidos musculoesqueléticos, por lo que de manera análoga al contagio de hospederos, la tasa

de infección de vectores depende de la cantidad de picaduras b y de la probabilidad de transmisión
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hospedero-vector dada por βv, suponiendo que el potencial de contagio de los asintomáticos es di-

ferente al de los humanos infectados, se introduce el parámetro σ para moderar la probabilidad de

transmisión de hospederos asintomáticos a vectores. Estas hipótesis dan origen a la ecuación:

S′v = µvNv−
βvb
Nh

SvIh−
σβvb

Nh
SvAh−µvSv.

2. Vectores infectados (Iv): La población total de individuos infectados aumenta de acuerdo al mecanis-

mo de infección anteriormente descrito y disminuye con la muerte del mosquito infectado, pues un

mosquito nunca se recuperará. Por lo tanto, la población de mosquitos infectados queda sujeta a la

ecuación:

I′v =
βvb
Nh

SvIh +
σβvb

Nh
SvAh−µvIv.

En resumen, la dinámica entre hospederos y vectores que determina la propagación del Chikungunya

se traduce en el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (3.1.1) y se representa gráficamente en el

diagrama compartimental (3.1.1):

S′h = µhNh− βhb
Nh

ShIv−µhSh,

I′h = βhb
Nh

ShIv− (µh + γ)Ih +δhAh,

A′h = pγIh− (µh +δh)Ah,

R′h = (1− p)γIh−µhRh,

S′v = µvNv− βvb
Nh

SvIh− σβvb
Nh

SvAh−µvSv,

I′v = βvb
Nh

SvIh +
σβvb

Nh
SvAh−µvIv.

(3.1.1)

Se consideran ambas poblaciones totales constantes, es decir, Nh = Sh + Ih +Ah +Rh y Nv = Sv + Iv. En

consecuencia, el sistema en (3.1.1) puede escribirse como:
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S′h = µhNh− βhb
Nh

ShIv−µhSh,

I′h = βhb
Nh

ShIv− (µh + γ)Ih +δhAh,

A′h = pγIh− (µh +δh)Ah,

I′v = βvb
Nh

(Nv− Iv)(Ih +σAh)−µvIv.

(3.1.2)
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Figura 3.1.1: Diagrama compartimental de la transmisión del virus del Chikungunya con recaída de los
hospederos.

3.2. Cálculo del número reproductivo básico

Utilizando el método de la matriz de la siguiente generación se separan las clases del modelo en dos

vectores, uno de las clases infectadas y otro con las clases libres de la infección. Denotamos por Y al

vector infectado, para este modelo, Y = (Ih,Ah, Iv)
T y por X al compartimento libre de la infección X = S′h.

Entonces, se procede a encontrar el punto de equilibrio libre de la infección, es decir, cuando Y = (0,0,0)T ,
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entonces, el punto libre de la infección está dado por P0 = (Sh, Ih,Ah, Iv) = (Nh,0,0,0).

Se separan las ecuaciones asociadas al compartimento Y en dos vectores F y V tales que Ẏ = F −V ,

donde F representa las tasas de flujo del compartimento libre de la infección al infectado, es decir, lo que

provoca un aumento en el tamaño de la población del compartimento, mientras que V contiene las tasas de

la progresión de la enfermedad, muerte y recuperación, lo que disminuye la población en el compartimento.

Tomando:

F (X ,Y ) = F (Sh, Ih,Ah, Iv) =


βhb
Nh

ShIv

0
βvb
Nh

(Nv− Iv)(Ih +σAh),


y

V (X ,Y ) = V (Sh, Ih,Ah, Iv) =


(µh + γ)Ih−δhAh

−pγIh +(µh +δh)Ah

µvIv

 ,

se cumple que Ẏ = F (X ,Y )−V (X ,Y ).

Se calculan las matrices Jacobianas asociadas a F y V con respecto a las variables en Y :

JF (Sh, Ih,Ah, Iv) =


0 0 βhb

Nh
Sh

0 0 0
βvb
Nh

(Nv− Iv)
σβvb

Nh
(Nv− Iv) −βvb

Nh
(Ih +σAh)

 ,

JV (Sh, Ih,Ah, Iv) =


µh + γ −δh 0

−pγ µh +δh 0

0 0 µv

 .

Evaluando estas matrices en el punto de equilibrio libre de la enfermedad se obtienen las matrices

F = JF (P0) y V = JV (P0), esto es:

F =


0 0 βhb

0 0 0
βvbNv

Nh

σβvbNv
Nh

0

 y V =


µh + γ −δh 0

−pγ µh +δh 0

0 0 µv

 .

Por definición, la matriz de la próxima generación está dada por K = FV−1, donde:
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V−1 =



µh+δh
(µh+γ)(µh+δh)−δh pγ

δh
(µh+γ)(µh+δh)−δh pγ

0

pγ

(µh+γ)(µh+δh)−δh pγ

µh+γ

(µh+γ)(µh+δh)−δh pγ
0

0 0 1
µv


.

Por lo tanto,

K =


0 0 βhb

µv

0 0 0

k1 k2 0

 ,

donde:

k1 =
βvbNvN−1

h (µh +δh)+σβvbNvN−1
h pγ

(µh + γ)(µh +δh)−δh pγ
= βvbNvN−1

h
µh +δh +σ pγ

(µh + γ)(µh +δh)−δh pγ
,

k2 =
βvbNvN−1

h δh +σβvbNvN−1
h (µh + γ)

(µh + γ)(µh +δh)−δh pγ
= βvbNvN−1

h
δh +σ(µh + γ)

(µh + γ)(µh +δh)−δh pγ
.

Para determinar el radio espectral de K, ρ(K), se calculan los valores propios de K:

det(K−λ I3×3) =


−λ 0 βhb

µv

0 −λ 0

k1 k2 −λ

=−λ

[
λ

2− k1
βhb
µv

]
,

por lo que la ecuación característica tiene soluciones:

λ1 = 0 y λ2 =±

√
βhbk1

µv
.

Por consiguiente:

ρ(K) =

√
βhβvb2NvN−1

h (σ pγ +µh +δh)

µv[(µh + γ)(µh +δh)−δh pγ]
.

De manera equivalente utilizamos:

R0 =
βhβvb2Nv(σ pγ +µh +δh)

Nhµv[(µh + γ)(µh +δh)−δh pγ]
. (3.2.1)

Realizando un análisis a la expresión encontrada para el número reproductivo básico (3.2.1) notamos

que es el producto de la proporción de mosquitos por hospedero
(

Nv

Nh

)
, por la cantidad de picaduras que

resultan efectivas para la transmisión del virus de vector a hospedero (βhb) y de hospedero a vector (βvb),
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por el tiempo de vida de los mosquitos
(

1
µv

)
multiplicado por el cociente de la tasa en que los humanos

ingresan al compartimento de asintomáticos por la probabilidad de transmisión de hospedero asintomático

a vector (σ pγ) más la tasa en la que los individuos salen del compartimento asintomático (µh +δh) ya sea

por muerte natural (µh) o porque los síntomas han vuelto a manifestarse (δh), sobre el producto de la tasa

en que los humanos salen del compartimento infectado (µh + γ) por muerte (µh) o porque los síntomas han

desaparecido (γ) por la tasa en la que los individuos salen del compartimento asintomático (µh+δh) menos

el producto de las tasas que intervienen en la dinámica de los recaídos en la que se mantienen oscilando

entre los compartimentos infectado y asintomático (δh pγ).

3.3. Cálculo del punto de equilibrio endémico

Para encontrar el punto de equilibrio de endémico, aquel donde las poblaciones se mantienen constantes,

igualamos la derivada de cada variable a 0, resultando un sistema de ecuaciones algebraicas. En este caso

se resolverá por el método de sustitución.

Del sistema reducido (3.1.2), el punto de equilibrio endémico E = (S∗h, I
∗
h ,A

∗
h, I
∗
v ) es la solución alge-

braica del sistema de ecuaciones:

[1] µhNh−
βhb
Nh

S∗hI∗v −µhS∗h = 0,

[2]
βhb
Nh

S∗hI∗v − (µh + γ)I∗h +δhA∗h = 0,

[3] pγI∗h − (µh +δh)A∗h = 0,

[4]
βvb
Nh

(Nv− I∗v )(I
∗
h +σA∗h)−µvI∗v = 0.

(3.3.1)

Al despejar las ecuaciones [1] y [3] se obtiene:

S∗h =
µhN2

h
µhNh +βhbI∗v

y A∗h =
pγ

µh +δh
I∗h , (3.3.2)

expresiones que al sustituirse en [2] y [4] resulta:

[ii]
βhb
Nh

(
µhN2

h
µhNh +βhbI∗v

)
I∗v − (µh + γ)I∗h +

δh pγ

µh +δh
I∗h = 0,

[iv]
βvb
Nh

(Nv− I∗v )(I
∗
h +

σ pγ

µh +δh
I∗h )−µvI∗v = 0;
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tras simplificar estas expresiones se tiene:

[ii]
βhbµhNh

µhNh +βhbIv
I∗v −

(
(µh + γ)(µh +δh)−δh pγ

µh +δh

)
I∗h = 0,

[iv]
βvb(µh +δh +σ pγ)

Nh(µh +δh)
(Nv− I∗v )I

∗
h −µvI∗v = 0.

De [ii]:

I∗h =
βhbNhµh(µh +δh)

(µh + γ)(µh +δh)−δh pγ

(
I∗v

µhNh +βhbI∗v

)
,

que al reemplazar en [iv]:

βvb(µh +δh +σ pγ)

Nh(µh +δh)
(Nv− I∗v )

[
βhbNhµh(µh +δh)

(µh + γ)(µh +δh)−δh pγ

(
I∗v

µhNh +βhbI∗v

)]
−µvI∗v = 0

⇔ βhβvb2(µh +δh +σ pγ)µh

(µh + γ)(µh +δh)−δh pγ
(Nv− I∗v )

(
I∗v

µhNh +βhbI∗v

)
−µvI∗v = 0

⇔ Nhµhµv

Nv
R0(Nv− I∗v )

(
I∗v

µhNh +βhbI∗v

)
−µvI∗v = 0

⇔ Nhµhµv

µhNh +βhbI∗v
R0I∗v −

NhN−1
v µhµv

µhNh +βhbI∗v
R0I∗v

2−µvI∗v = 0

⇔ NhµhµvR0I∗v −NhN−1
v µhµvR0I∗v

2− (µhNh +βhbI∗v )µvI∗v = 0

⇔ −NhµhµvR0I∗v +NhN−1
v µhµvR0I∗v

2 +µhµvNhI∗v +βhbµvI∗v
2 = 0

⇔ (NhN−1
v µhµvR0 +βhbµv)I∗v

2 +(µhµvNh−NhµhµvR0)I∗v = 0

⇔ I∗v = 0 ó I∗v =
µhNh

NhN−1
v µhR0 +βhb

.

Si I∗v = 0 entonces E = P0. Mientras que en el segundo caso resulta:

S∗h =
Nh(NhN−1

v µhR0 +βhb)
R0(NhN−1

v µh +βhb)
,

I∗h =

(
µhNh(µh +δh)βhb

(µh + γ)(µh +δh)−δh pγ

)(
R0−1

R0(NhN−1
v µh +βhb)

)
,

A∗h =
(

µhNhβhbpγ

(µh + γ)(µh +δh)−δh pγ

)(
R0−1

R0(NhN−1
v µh +βhb)

)
,

I∗v =
µhNh

NhN−1
v µhR0 +βhb

.

(3.3.3)

Por tanto, se han hallado las coordenadas del punto de equilibrio endémico de manera explícita en

términos del número reproductivo básico R0. Cuidando del sentido biológico del problema, cada coordenada

debe ser positiva, de donde se concluye que el punto de equilibrio endémico existe siempre que R0 > 1.
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3.4. Estabilidad global de los puntos de equilibrio

Para la construcción de las funciones de Lyapunov, se requiere la utilización de la función tipo Volterra:

f (x) = x−1− lnx, (3.4.1)

definida sobre los reales positivos.

Para mostrar que (3.4.1) es una función positiva se aplica el criterio de la segunda derivada, para ello,

se calcula la primera derivada:

f ′(x) = 1− 1
x
,

y se encuentran los puntos críticos de f resolviendo:

f ′(x) = 0 ⇔ 1− 1
x
= 0 ⇔ x = 1.

es decir, x = 1 es el único punto crítico. Ahora se calcula la segunda derivada:

f ′′(x) =
1
x2 ,

la cual es tal que f ′′(1) = 1. Por lo tanto, x = 1 es un mínimo de la función f , además f (1) = 0 lo que

implica que para todo real positivo f (x)≥ 0.

3.4.1. Punto de equilibrio libre de la enfermedad

Considérese el sistema reducido en (3.1.2) con P0 = (Nh,0,0,0) el punto de equilibrio libre de la enfer-

medad y sea

V (Sh, Ih,Ah, Iv) = c1Nh f
(

Sh

Nh

)
+ c2Ih + c3Ah + c4Iv,

tal que V (P0) = 0, entonces,

d
dt

V (Sh, Ih,Ah, Iv) = c1

(
1− Nh

Sh

)
dSh

dt
+ c2

dIh

dt
+ c3

dAh

dt
+ c4

dIv

dt

= c1

(
Sh−Nh

Sh

)(
µhNh−

βhb
Nh

ShIv−µhSh

)
+ c2

(
βhb
Nh

ShIv− (µh + γ)Ih +δhAh

)
+ c3 (pγIh− (µh +δh)Ah)+ c4

(
βvb
Nh

(Nv− Iv)(Ih +σAh)−µvIv

)
= c1

Sh−Nh

Sh
µh(Nh−Sh)− c1

βhb
Nh

ShIv + c1
Nh

Sh

βhb
Nh

ShIv + c2
βhb
Nh

ShIv− c2(µh + γ)Ih

+ c2δhAh + c3 pγIh− c3(µh +δh)Ah + c4
βvb
Nh

(NvIh +σNvAh− IvIh−σ IvAh)− c4µvIv



Modelo en Ecuaciones Diferenciales Ordinarias 33

=−c1µh
(Sh−Nh)

2

Sh
+ c1βhbIv +(c2− c1)

βhb
Nh

ShIv− c2(µh + γ)Ih + c2δhAh + c3 pγIh

− c3(µh +δh)Ah + c4
βvb
Nh

(NvIh +σNvAh− IvIh−σ IvAh)− c4µvIv,

Si c1 y c2 se eligen tal que c2 = c1, entonces:

d
dt

V (Sh, Ih,Ah, Iv) =−c1µh
(Sh−Nh)

2

Sh
+(c1βhb− c4µv)Iv− c1(µh + γ)Ih + c1δhAh + c3 pγIh

− c3(µh +δh)Ah + c4
βvb
Nh

NvIh + c4
βvb
Nh

σNvAh− c4
βvb
Nh

(IvIh +σ IvAh),

Si además se satisface que c1βhb = c4µv, es decir, si c4 = c1
βhb
µv

, se obtiene:

d
dt

V (Sh, Ih,Ah, Iv) =−c1µh
(Sh−Nh)

2

Sh
+

(
c3 pγ + c1

βhβvb2

Nhµv
Nv− c1(µh + γ)

)
Ih

+

(
c1δh + c1

βhβvb2

Nhµv
σNv− c3(µh +δh)

)
Ah− c1

βhβvb2

Nhµv
(IvIh +σ IvAh).

Y si se garantiza que c1δh +c1
βhβvb2

Nhµv
σNv = c3(µh +δh), o bien que c3 =

c1

µh +δh

[
δh +

βhβvb2

Nhµv
σNv

]
,

se tiene que:

d
dt

V (Sh, Ih,Ah, Iv) =−c1µh
(Sh−Nh)

2

Sh
+

(
c3 pγ + c1

βhβvb2

Nhµv
Nv− c1(µh + γ)

)
Ih− c1

βhβvb2

Nhµv
(IvIh +σ IvAh)

=−c1µh
(Sh−Nh)

2

Sh
+ c1

(
δh pγ

µh +δh
+

βhβvb2Nv

Nhµv

σ pγ

µh +δh
+

βhβvb2Nv

Nhµv
− (µh + γ)

)
Ih

− c1
βhβvb2

Nhµv
(IvIh +σ IvAh)

=−c1µh
(Sh−Nh)

2

Sh
+ c1

[
(µh + γ)(µh +δh)−δh pγ

µh +δh

][
βhβvb2Nv(σ pγ +µh +δh)

Nhµv[(µh + γ)(µh +δh)−δh pγ]
−1
]

Ih

− c1
βhβvb2

Nhµv
(IvIh +σ IvAh)

=−c1µh
(Sh−Nh)

2

Sh
− c1

[
(µh + γ)(µh +δh)−δh pγ

µh +δh

]
(1−R0) Ih− c1

βhβvb2

Nhµv
(IvIh +σ IvAh)

De manera que para cualquier P = (Sh, Ih,Ah, Iv) ̸= P0 tal que Sh ≥ 0, Ih ≥ 0,Ah ≥ 0, Iv ≥ 0,
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V (Sh, Ih,Ah, Iv)> 0 y

d
dt

V (Sh, Ih,Ah, Iv)=−c1µh
(Sh−Nh)

2

Sh
−c1

[
(µh + γ)(µh +δh)−δh pγ

µh +δh

]
(1−R0) Ih−c1

βhβvb2

Nhµv
(IvIh+σ IvAh)< 0,

con c1 > 0, c2 = c1, c3 =
c1

µh +δh

[
δh +

βhβvb2

Nhµv
σNv

]
y c4 = c1

βhb
µv

.

Por lo tanto, P0 = (Nh,0,0,0) es un punto de equilibrio asintóticamente estable siempre que R0 < 1. Mas

aún, el máximo conjunto invariante que satisface
dV
dt

= 0 es el singular {P0} por lo tanto, por el principio

de invarianza de LaSalle, P0 es un punto de equilibrio globalmente asintóticamente estable siempre que

R0 < 1.

Para fines únicamente ilustrativos, se tomaron valores de los parámetros tales que R0 = 0.8993: b =

3.0661, Nh = 5870, Nv = 7000, p = 0.5, βh = 0.8392, βv = 0.8497, γ = 4.5297, δh = 0.7640, µh = 0.05,

µv = 5 y σ = 0.1367. Resolviendo el sistema se obtienen las curvas mostradas en la gráfica (3.4.1), donde

se observa que la curva correspondiente a los hospederos infectados es decreciente. Tomando un valor de

t lo suficientemente grande, se observa en la figura (3.4.2) la estabilidad asintótica ya demostrada, pues la

solución converge al punto de equilibrio libre de la enfermedad P0 = (Nh,0,0,0) = (5870,0,0,0).
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Figura 3.4.1: Simulación para R0 = 0.8993.
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Figura 3.4.2: Estabilidad asistótica del sistema cuando R0 = 0.8993.

3.4.2. Punto de equilibrio endémico

Para el punto de equilibrio endémico dado en (3.3.3), E = (S∗h, I
∗
h ,A

∗
h, I
∗
v ), consideremos la función de

Lyapunov:

L(Sh, Ih,Ah, Iv) = c1S∗h f
(

Sh

S∗h

)
+ c2I∗h f

(
Ih

I∗h

)
+ c3A∗h f

(
Ah

A∗h

)
+ c4I∗v f

(
Iv

I∗v

)
,

entonces:

dL
dt

= c1

(
1−

S∗h
Sh

)
dSh

dt
+ c2

(
1−

I∗h
Ih

)
dIh

dt
+ c3

(
1−

A∗h
Ah

)
dAh

dt
+ c4

(
1− I∗v

Iv

)
dIv

dt

= c1

(
1−

S∗h
Sh

)[
µhNh−

βhb
Nh

ShIv−µhSh

]
+ c2

(
1−

I∗h
Ih

)[
βhb
Nh

ShIv− (µh + γ)Ih +δhAh

]
+ c3

(
1−

A∗h
Ah

)
[pγIh− (µh +δh)Ah]+ c4

(
1− I∗v

Iv

)[
βvb
Nh

(
Nv− I∗v + I∗v − I∗v

Iv

I∗v

)
(Ih +σAh)−µvIv

]
= c1

(
1−

S∗h
Sh

)[
µhNh−

βhb
Nh

ShIv−µhSh

]
+ c2

(
1−

I∗h
Ih

)[
βhb
Nh

ShIv− (µh + γ)Ih +δhAh

]
+ c3

(
1−

A∗h
Ah

)
[pγIh− (µh +δh)Ah]− c4

(
1− I∗v

Iv

)
µvIv + c4

(
1− I∗v

Iv

)
βvb
Nh

(Nv− I∗v )(Ih +σAh)

+ c4
βvb
Nh

I∗v

(
1− I∗v

Iv

)(
1− Iv

I∗v

)
(Ih +σAh)
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= c1

(
1−

S∗h
Sh

)[
µhNh−

βhb
Nh

ShIv−µhSh

]
+ c2

(
1−

I∗h
Ih

)[
βhb
Nh

ShIv− (µh + γ)Ih +δhAh

]
+ c3

(
1−

A∗h
Ah

)
[pγIh− (µh +δh)Ah]+ c4

βvb
Nh

I∗v

(
2− I∗v

Iv
− Iv

I∗v

)
(Ih +σAh)

+ c4

(
1− I∗v

Iv

)(
βvb
Nh

(Nv− I∗v )I
∗
h

Ih

I∗h
+σ

βvb
Nh

(Nv− I∗v )A
∗
h

Ah

A∗h
−µvI∗v

Iv

I∗v

)
.

Para simplificar la derivada se utilizan las ecuaciones del punto de equilibrio endémico en (3.3.1), por la

cuales sabemos que:

µhNh =
βhb
Nh

S∗hI∗v +µhS∗h,

µh + γ =
βhb
Nh

S∗h
I∗v
I∗h

+δh
A∗h
I∗h

,

µh +δh = pγ
I∗h
A∗h

,

µvI∗v =
βvb
Nh

(Nv− I∗v )(I
∗
h +σA∗h).

Si se sustituyen estas identidades en la derivada calculada, resulta que:

dL
dt

= c1

(
1−

S∗h
Sh

)[
βhb
Nh

S∗hI∗v +µhS∗h−
βhb
Nh

ShIv−µhSh

]
+ c2

(
1−

I∗h
Ih

)[
βhb
Nh

ShIv−
(

βhb
Nh

S∗h
I∗v
I∗h

+δh
A∗h
I∗h

)
Ih +δhAh

]
+ c3

(
1−

A∗h
Ah

)[
pγIh− pγ

I∗h
A∗h

Ah

]
+ c4

βvb
Nh

I∗v

(
2− I∗v

Iv
− Iv

I∗v

)
(Ih +σAh)

+ c4

(
1− I∗v

Iv

)(
βvb
Nh

(Nv− I∗v )I
∗
h

Ih

I∗h
+σ

βvb
Nh

(Nv− I∗v )A
∗
h

Ah

A∗h
− βvb

Nh
(Nv− I∗v )(I

∗
h +σA∗h)

Iv

I∗v

)
= c1

βhb
Nh

S∗hI∗v

(
1−

S∗h
Sh

)(
1− ShIv

S∗hI∗v

)
+ c1µhS∗h

(
1−

S∗h
Sh

)(
1− Sh

S∗h

)
+ c2

βhb
Nh

S∗hI∗v

(
1−

I∗h
Ih

)(
ShIv

S∗hI∗v
− Ih

I∗h

)
+ c2δhA∗h

(
1−

I∗h
Ih

)(
Ah

A∗h
− Ih

I∗h

)
+ c3 pγI∗h

(
1−

A∗h
Ah

)(
Ih

I∗h
− Ah

A∗h

)
+ c4

βvb
Nh

I∗v

(
2− I∗v

Iv
− Iv

I∗v

)
(Ih +σAh)

+ c4
βvb
Nh

(Nv− I∗v )I
∗
h

(
1− I∗v

Iv

)(
Ih

I∗h
− Iv

I∗v

)
+ c4σ

βvb
Nh

(Nv− I∗v )A
∗
h

(
1− I∗v

Iv

)(
Ah

A∗h
− Iv

I∗v

)
= c1

βhb
Nh

S∗hI∗v

(
1−

S∗h
Sh
− ShIv

S∗hI∗v
+

Iv

I∗v

)
+ c1µhS∗h

(
2−

S∗h
Sh
− Sh

S∗h

)
+ c2

βhb
Nh

S∗hI∗v

(
1+

ShIv

S∗hI∗v
− Ih

I∗h
−

I∗h
Ih

ShIv

S∗hI∗v

)
+ c2δhA∗h

(
1+

Ah

A∗h
− Ih

I∗h
− Ah

A∗h

I∗h
Ih

)
+ c3 pγI∗h

(
1+

Ih

I∗h
− Ah

A∗h
−

A∗h
Ah

Ih

I∗h

)
+ c4

βvb
Nh

I∗v

(
2− I∗v

Iv
− Iv

I∗v

)
(Ih +σAh)
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+ c4
βvb
Nh

(Nv− I∗v )I
∗
h

(
1− I∗v Ih

IvI∗h
+

Ih

I∗h
− Iv

I∗v

)
+ c4σ

βvb
Nh

(Nv− I∗v )A
∗
h

(
1− I∗v Ah

IvA∗h
+

Ah

A∗h
− Iv

I∗v

)
.

Si se cumpliese que c1 = c2, resulta que:

dL
dt

= c1µhS∗h

(
2−

S∗h
Sh
− Sh

S∗h

)
+ c4

βvb
Nh

I∗v

(
2− I∗v

Iv
− Iv

I∗v

)
(Ih +σAh)

+ c1
βhb
Nh

S∗hI∗v

(
2−

S∗h
Sh
− Ih

I∗h
−

I∗h ShIv

IhS∗hI∗v
+

Iv

I∗v

)
+ c1δhA∗h

(
1+

Ah

A∗h
− Ih

I∗h
− Ah

A∗h

I∗h
Ih

)
+ c3 pγI∗h

(
1+

Ih

I∗h
− Ah

A∗h
−

A∗h
Ah

Ih

I∗h

)
+ c4

βvb
Nh

(Nv− I∗v )I
∗
h

(
1− I∗v Ih

IvI∗h
+

Ih

I∗h
− Iv

I∗v

)
+ c4σ

βvb
Nh

(Nv− I∗v )A
∗
h

(
1− I∗v Ah

IvA∗h
+

Ah

A∗h
− Iv

I∗v

)
.

Ahora bien, como c1 y c3 son constantes podemos suponer que c1 = c11 + c12 y c3 = c31 + c32 donde

c11,c12,c31 y c32 son también constantes positivas, con lo que se obtiene la siguiente expresión para la

derivada de L:

dL
dt

= c1µhS∗h

(
2−

S∗h
Sh
− Sh

S∗h

)
+ c4

βvb
Nh

I∗v

(
2− I∗v

Iv
− Iv

I∗v

)
(Ih +σAh)

+ c11
βhb
Nh

S∗hI∗v

(
2−

S∗h
Sh
− Ih

I∗h
−

I∗h ShIv

IhS∗hI∗v
+

Iv

I∗v

)
+ c4

βvb
Nh

(Nv− I∗v )I
∗
h

(
1− I∗v Ih

IvI∗h
+

Ih

I∗h
− Iv

I∗v

)
+ c1δhA∗h

(
1+

Ah

A∗h
− Ih

I∗h
− Ah

A∗h

I∗h
Ih

)
+ c31 pγI∗h

(
1+

Ih

I∗h
− Ah

A∗h
−

A∗h
Ah

Ih

I∗h

)
+ c12

βhb
Nh

S∗hI∗v

(
2−

S∗h
Sh
− Ih

I∗h
−

I∗h ShIv

IhS∗hI∗v
+

Iv

I∗v

)
+ c32 pγI∗h

(
1+

Ih

I∗h
− Ah

A∗h
−

A∗h
Ah

Ih

I∗h

)
+ c4σ

βvb
Nh

(Nv− I∗v )A
∗
h

(
1− I∗v Ah

IvA∗h
+

Ah

A∗h
− Iv

I∗v

)

Si se satisficiesen las siguientes igualdades: c11
βhb
Nh

S∗hI∗v = c4
βvb
Nh

(Nv− I∗v )I
∗
h , c1δhA∗h = c31 pγI∗h y

c12
βhb
Nh

S∗hI∗v = c32 pγI∗h = c4σ
βvb
Nh

(Nv− I∗v )A
∗
h, por un lado resulta que:

c1
βhb
Nh

S∗hI∗v = c11
βhb
Nh

S∗hI∗v + c12
βhb
Nh

S∗hI∗v = c4
βvb
Nh

(Nv− I∗v )I
∗
h + c4σ

βvb
Nh

(Nv− I∗v )A
∗
h = c4

βvb
Nh

(Nv− I∗v )(I
∗
h +σA∗h),

es decir, se cumple que c4 = c1
βhS∗hI∗v

βv(Nv− I∗v )(I∗h +σA∗h)
.
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Por otra parte,

c3 pγI∗h = c31 pγI∗h + c32 pγI∗h = c1δhA∗h + c4σ
βvb
Nh

(Nv− I∗v )A
∗
h

= c1δhA∗h + c1
βhS∗hI∗v

βv(Nv− I∗v )(I∗h +σA∗h)
σβvb

Nh
(Nv− I∗v )A

∗
h = c1

(
δhA∗h +

σβhb
Nh

S∗hI∗v A∗h
I∗h +σA∗h

)
,

equivalentemente, c3 =
c1

pγI∗h

(
δhA∗h +

σβhb
Nh

S∗hI∗v A∗h
I∗h +σA∗h

)
.

Por lo tanto,

dL
dt

= c1µhS∗h

(
2−

S∗h
Sh
− Sh

S∗h

)
+ c4

βvb
Nh

I∗v

(
2− I∗v

Iv
− Iv

I∗v

)
(Ih +σAh)

+ c4
βvb
Nh

(Nv− I∗v )I
∗
h

(
3−

S∗h
Sh
− I∗v Ih

IvI∗h
−

I∗h ShIv

IhS∗hI∗v

)
+ c1δhA∗h

(
2−

A∗hIh

AhI∗h
−

AhI∗h
A∗hIh

)
+ c4σ

βvb
Nh

(Nv− I∗v )A
∗
h

(
4−

S∗h
Sh
− I∗v Ah

IvA∗h
−

A∗hIh

AhI∗h
−

I∗h ShIv

IhS∗hI∗v

)
.

Nótese que:

2−
S∗h
Sh
− Sh

S∗h
=−

(
S∗h
Sh
−1− ln

S∗h
Sh

)
−
(

Sh

S∗h
−1− ln

Sh

S∗h

)
=− f

(
S∗h
Sh

)
− f

(
Sh

S∗h

)
,

2− I∗v
Iv
− Iv

I∗v
=−

(
I∗v
Iv
−1− ln

I∗v
Iv

)
−
(

Iv

I∗v
−1− ln

Iv

I∗v

)
=− f

(
I∗v
Iv

)
− f

(
Iv

I∗v

)
,

2−
A∗hIh

AhI∗h
−

AhI∗h
A∗hIh

=−
(

A∗hIh

AhI∗h
−1− ln

A∗hIh

AhI∗h

)
−
(

AhI∗h
A∗hIh

−1− ln
AhI∗h
A∗hIh

)
=− f

(
A∗hIh

AhI∗h

)
− f

(
AhI∗h
A∗hIh

)
,

3−
S∗h
Sh
− I∗v Ih

IvI∗h
−

I∗h ShIv

IhS∗hI∗v
=−

(
S∗h
Sh
−1− ln

S∗h
Sh

)
−
(

I∗v Ih

IvI∗h
−1− ln

I∗v Ih

IvI∗h

)
−
(

I∗h ShIv

IhS∗hI∗v
−1− ln

I∗h ShIv

IhS∗hI∗v

)
=− f

(
S∗h
Sh

)
− f

(
I∗v Ih

IvI∗h

)
− f

(
I∗h ShIv

IhS∗hI∗v

)
,

4−
S∗h
Sh
− I∗v Ah

IvA∗h
−

A∗hIh

AhI∗h
−

I∗h ShIv

IhS∗hI∗v
=−

(
S∗h
Sh
−1− ln

S∗h
Sh

)
−
(

I∗v Ah

IvA∗h
−1− ln

I∗v Ah

IvA∗h

)
−
(

A∗hIh

AhI∗h
−1− ln

A∗hIh

AhI∗h

)
−
(

I∗h ShIv

IhS∗hI∗v
−1− ln

I∗h ShIv

IhS∗hI∗v

)
=− f

(
S∗h
Sh

)
− f

(
I∗v Ah

IvA∗h

)
− f

(
A∗hIh

AhI∗h

)
− f

(
I∗h ShIv

IhS∗hI∗v

)
.

De manera que, tomando c1 > 0, c2 = c1, c3 =
c1

pγI∗h

(
δhA∗h +

σβhb
Nh

S∗hI∗v A∗h
I∗h +σA∗h

)
y c4 =

c1
βhS∗hI∗v

βv(Nv− I∗v )(I∗h +σA∗h)
; L(Sh, Ih,Ah, Iv) > 0 y

d
dt

L(Sh, Ih,Ah, Iv) < 0 para todo P = (Sh, Ih,Ah, Iv) ̸=

(S∗h, I
∗
h ,A

∗
h, I
∗
v ). Esto implica que el punto de equilibrio endémico E = (S∗h, I

∗
h ,A

∗
h, I
∗
v ) es asintóticamente

estable si R0 > 1 por el teorema de Liapunov. Y obsérvese que
dL
dt

= 0 si y solo si Sh = S∗h, Ih = I∗h , Ah = A∗h

e I∗v = I∗v por lo tanto, por el principio de invarianza de LaSalle, el punto de equilibrio endémico es global-

mente asintóticamente estable cuando R0 > 1.
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Para visualizar el resultado probado, se asignaron valores a los parámetros de manera que R0 = 5.9:

b = 3.0661, Nh = 5870, Nv = 18000, p = 0.6550, βh = 0.8392, βv = 0.8497, γ = 4.5297, δh = 0.7640,

µh = 0.0011, µv = 3.3995 y σ = 0.1367. Con ellos se realiza la simulación del comportamiento del sis-

tema exhibida en (3.4.3), donde se observa que la curva correspondiente primero crece y luego decrece.

Por lo ya demostrado, sabemos que deberá converger al punto de equilibrio endémico pues este es asin-

tóticamente estable, que por los valores elegidos para los parámetros está dado por E = (S∗h, I
∗
h ,A

∗
h, I
∗
v ) =

(995.56,3.41,13.25,2.5) lo cual se observa en la gráfica 3.4.4.
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Figura 3.4.3: Simulación para R0 = 5.9.
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Figura 3.4.4: Estabilidad asintótica del sistema cuando R0 = 5.9 y E = (995.56,3.41,13.25,2.5).
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3.5. Inferencia paramétrica Bayesiana

3.5.1. Datos

Los datos se extrajeron de De La Cruz-Castro y colaboradores [8], los cuales se obtuvieron mediante

entrevistas a 5870 habitantes de la zona urbana de Acapulco, Guerrero, en diciembre de 2015, posterior al

brote ocurrido ese mismo año. Recordemos que Guerrero finalizó como segundo estado de la República

Mexicana con mayor número de infectados. El número de casos auto-reportados por mes se presenta en la

tabla (3.5.1):

Tabla 3.5.1: Cantidad de casos mensuales auto-reportados de Chikungunya en Acapulco [8].
Mes Casos Mes Casos

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Mes

100

200

300

400

500

Nú
m

er
o 

de
 c

as
os

Enero 36 Julio 495
Febrero 106 Agosto 495
Marzo 283 Septiembre 283
Abril 495 Octubre 211
Mayo 564 Noviembre 69
Junio 459 Diciembre 35

3.5.2. Modelo estadístico

Para estimar los parámetros del modelo (3.1.2) se utiliza el modelo estadístico

yi = xθ (ti)+ ε(ti), i = 1, . . .12,

donde θ = (βh,βv,b,µv,γ, p,δh,σ ,Nv) es el vector de parámetros desconocidos, yi es el número de infecta-

dos en el i-ésimo mes, xθ (ti) es la solución de la segunda ecuación del sistema 3.1.2 correspondiente a los

humanos infectados y ε(ti) el error aleatorio.

Función de verosimilitud

Suponiendo que el error ε(ti) = yi−xθ (ti) sigue una distribución Gaussiana con media 0 y varianza ν2,

entonces yi se distribuye normal con media xθ (ti) y varianza ν2. Por tanto, la función de verosimilitud de

los datos bajo el modelo (3.1.2) está dada por:

L(yi|θ) =
n

∏
i=1

1√
2πν2

exp
(
− 1

2ν2 (yi− xθ (ti))2
)
.
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Distribuciones a priori

Para determinar la distribución a priori de cada parámetro, se revisó en la literatura qué valores han sido

reportados y se realizó la conversión a las unidades de tiempo en la que se tienen los datos, es decir, meses.

Los valores encontrados utilizados de referencia para elegir las distribuciones a priori se muestran en la

tabla (3.5.2).

Tabla 3.5.2: Valores de los parámetros reportados en la literatura y distribuciones a priori.

Parámetro Descripción Ref. Valor medio o
rango de valores

Distribución a
priori

βh
Probabilidad de

transmisión de Ih

[1] 0.9999 [0,6,1]

Beta(5,2)[10] 0.375
[11] [0.5, 0.8]
[30] 0.67 [0.26, 1]

βv
Probabilidad de
transmisión de Iv

[1] 0.6 [0,6,1]
Beta(5,2)[10] 0.375

[11] 0.37

b
Cantidad de

picaduras por cada
mosquito infectado

[1] 2.4676 [1,3]
U(0,4)[10] 1

[11] 0.5 or 1

µv

Tasa de nacimiento y
muerte de los

mosquitos [m−1]

[10] 2.72
U(2,4.5)[11] 4.28

[15] 2.143

γ
Tasa de desaparición
de los síntomas [m−1]

[1] [3.7,4.5]
U(2.5,7.5)[15] [2,6]

p
Fracción de

infectados que recae
[6] 0.72

U(0,1)[8] 0.311

δh
Tasa de recurrencia

de los síntomas [m−1]

[6] 0.5
U(0,1)[8] 0.66

σ

Probabilidad de
transmisión de los

recaídos
Beta(2,5)

Nv Total de mosquitos U(11740,26415)

µh

Tasa de nacimiento y
muerte de los

humanos [m−1]
[9] 1

75×12 ≈ 0.0011 Valor fijo

Nh Total de humanos [8] 5870 Valor fijo

El rango de las distribuciones uniformes se eligieron de manera que contenga los valores encontrados en

la literatura o bien, que refleje los valores que sabemos que puede tomar un parámetro. Las distribuciones

Beta se eligieron puesto que los respectivos parámetros pueden tomar valores entre 0 y 1 y sus hiper-

parámetros se fijaron de manera que haya una mayor densidad sobre los valores que han sido reportados en

otras investigaciones. Para la varianza del error aleatorio ν2 se eligió una distribución Gamma Inversa con
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parámetro de forma α = 2 y parámetro de escala β = 3.

Distribuciones a posteriori

Suponiendo que los parámetros son independientes entre sí, la distribución conjunta π(θ ,ν) es el pro-

ducto de las distribuciones marginales en este caso las distribuciones a priori, en consecuencia, la distribu-

ción a posteriori es de la forma:

π(θ |y)∝ π(θ ,ν)L(y|θ).

Como no es posible marginalizar la distribución a posteriori para obtener la distribución marginal de

cada parámetro, se aproximarán mediante Métodos de Markov Monte Caro. La simulación se ejecutó con

el software Julia, corriendo 3 cadenas con 20 mil iteraciones cada una, la técnica de muestreo empleada fue

NUTS y el sistema se resolvió cada vez con el método Runge-Kutta de orden 4 y posteriormente se evaluó

la convergencia de las cadenas con el método de Gelman-Rubin.

3.5.3. Estimaciones

El comportamiento de las cadenas de Markov y la forma de las densidades posteriores de cada parámetro

se exhiben en la tabla (3.5.4), en donde se aprecia que las cadenas se mezclaron satisfactoriamente, indicio

de que fueron convergentes.

Los resultados obtenidos para el ajuste de la curva de hospederos infectados Ih a los datos (3.5.1) se

muestran en la tabla (3.5.3), se exhiben los valores de la media y la mediana como estimaciones puntuales y

el intervalo de credibilidad del 95% así como los resultados de la prueba de convergencia de Gelman-Rubin.

Tabla 3.5.3: Resumen de las distribución a posteriori de cada parámetro.
Parámetro Media Mediana Intervalo de Credibilidad del 95% Diagnóstico Gelman-Rubin

βh 0.7379 0.7531 (0.4377, 0.9574) 1.0001
βv 0.7570 0.7737 (0.4633, 0.9638) 1.0002
b 3.2158 3.2528 (2.2392, 3.9579) 1.0002
µv 3.3510 3.3914 (2.0874, 4.4459) 1.0000
γ 4.5821 4.4888 (2.6747, 7.0150) 1.0002
p 0.6536 0.6710 (0.3916, 0.8324) 1.0001
δh 0.7506 0.7910 (0.2914, 0.9906) 1.0000
σ 0.2558 0.2321 (0.0385 , 0.6030) 1.0001
Nv 19440.1813 19580.1146 (12254.6677, 26040.5418) 1.0001
R0 8.8789 7.0375 (3.3121, 20.3070) *

Utilizando la media como estimador puntual, se resolvió numéricamente el sistema de ecuaciones dife-

renciales, dando como resultado el ajuste mostrado en las figuras (3.5.1) y (3.5.2).
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Figura 3.5.1: Ajuste de la curva Ih a los datos observados usando la media como estimador puntual.
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Figura 3.5.2: Pronóstico del modelo para las cuatro poblaciones usando la media como estimador.



44 Modelo en Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Tabla 3.5.4: Comportamiento de las cadenas y densidad a posteri de cada

parámetro.

Parámetro Cadenas Densidad

βh

βv

b

µv

Continúa en la página siguiente
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Parámetro Cadenas Densidad

γ

p

δh

σ

Continúa en la página siguiente
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Parámetro Cadenas Densidad

Nv

ν2

3.6. Análisis de Sensibilidad

3.6.1. Índices de sensibilidad del número reproductivo básico.

Usando la expresión del R0 en (2.2.3), calculamos el índice de sensibilidad de cada parámetro.

Eµh =
−µh[(µh +δh)

2 +σ pγ(2µh +δh + γ)+δh pγ]

(σ pγ +µh +δh)[(µh + γ)(µh +δh)−δh pγ]
.

Ep =
pγ(µh +δh)[(µh + γ)σ +δh]

(σ pγ +µh +δh)[(µh + γ)(µh +δh)−δh pγ]
.

Eγ =
γ(µh +δh)[µh(pσ −1)+δh(p−1)]

(σ pγ +µh +δh)[(µh + γ)(µh +δh)−δh pγ]
.

Eδh
=

δh pγ[−σ(µh + γ(1− p))+µh]

(σ pγ +µh +δh)[(µh + γ)(µh +δh)−δh pγ]
.

Eσ =
σ pγ

σ pγ +µh +δh
.

Eb = 2.

ENv = Eβh
= Eβv = 1.
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ENh = Eµv =−1.

Utilizando la media a posteriori como estimación puntual de cada parámetro se obtienen los resultados

mostrados en la gráfica (3.6.1).
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Figura 3.6.1: Histograma de sensibilidad para el R0.

3.6.2. Índices de sensibilidad para el número endémico de hospederos infectados

Ahora se realiza el cálculo de los índices de sensibilidad para la coordenada I∗h del punto de equilibrio

endémico en (3.3.3) y resulta:

Eµh =
−Nhµhµv[(µh +δh)

2 +σ pγ(2µh +δh + γ)+δh pγ]

βhβvb2(σ pγ +µh +δh)2(1−R−1
0 )

+
2µh +δh

µh +δh

− µh[Nhµh(3µh +2γ +2δh)+Nhγδh(1− p)+Nvβhb(2µh + γ +δh)]

(Nhµh +βhbNv)[(µh +δh)(µh + γ)−δh pγ]

Eγ =
γNhµv(µh +δh)[µh(σ p−1)+δh(p−1)]

Nvβhβvb2(σ pγ +µh +δh)2(1−R−1
0 )

+
γ[δh(1+ p)−µh]

(µh +δh)(µh + γ)−δh pγ

Ep =
pNhµvγ(µh +δh)[(µh + γ)σ +δh]

Nvβhβvb2(σ pγ +µh +δh)2(1−R−1
0 )

+
pδhγ

(µh +δh)(µh + γ)−δh pγ

Eδh
=

δhNhµv pγ[µh(1−σ)−σγ(1− p)]
Nvβhβvb2(σ pγ +µh +δh)2(1−R−1

0 )
+

δh[(µh +δh)(µh + γ)+µh pγ]

(µh +δh)[(µh +δh)(µh + γ)−δh pγ]

ENh =
1

R0−1
+

Nvβhb
Nhµh +βhbNv

.
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Figura 3.6.2: Histograma de sensibilidad para I∗h .

Eβh
= ENv =

1
R0−1

+
Nhµh

Nhµh +βhbNv
.

Eb =
2

R0−1
+

Nhµh

Nhµh +βhbNv
.

Eσ =
σ pγ

(R0−1)(σ pγ +µh +δh)

Eβv =
1

R0−1
.

Eµv =−
1

R0−1
.

El resultado de evaluar las media a posteriori de cada parámetro en los índices de sensibilidad se muestra

gráficamente en la figura (3.6.2).

3.6.3. Índices de sensibilidad para el número endémico de vectores infectados

Realizando el cálculo de los índices de sensibilidad de cada parámetro para la coordenada I∗v del punto

de equilibrio endémico (3.3.3) se obtiene:

Eβh
=−1

ENv = 0

ENh = 1
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Eβv =−
NhµhR0

NhµhR0 +βhbNv

Eµv =
NhµhR0

NhµhR0 +βhbNv

Eb =−
2NhR0 +βhbNv

NhµhR0 +βhbNv

Eσ =
−Nvβhβvb2µhσ pγ

µv[(µh + γ)(µh +δh)−δh pγ](NhµhR0 +βhbNv)

Ep =
−Nvβhβvb2γµh p(µh +δh)[(µh + γ)σ +δh)]

µv[(µh + γ)(µh +δh)−δh pγ]2(NhµhR0 +βhbNv)

Eδh
=

−Nvβhβvb2γµh pδh[µh(1−σ)−σγ(1− p)]
µv[(µh + γ)(µh +δh)−δh pγ]2(NhµhR0 +βhbNv)

Eγ =
−Nvβhβvb2γµh(µh +δh)[µh(σ p−1)+δh(p−1)]
µv[(µh + γ)(µh +δh)−δh pγ]2(NhµhR0 +βhbNv)

Eµh =

(
Nhβhβvb2[(µh +δh)

2 +σ pγ(2µh +δh + γ)+δh pγ]

µv[(µh + γ)(µh +δh)−δh pγ]2
+

Nhβhb
µ2

h

)(
Nvµh

NhµhR0 +βhbNv

)
Los resultados de evaluar la media de la densidad a posteriori de cada parámetro en cada índice de

sensibilidad se muestran en la gráfica (3.6.3).
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Figura 3.6.3: Histograma de sensibilidad para I∗v .



Capítulo 4

Modelo dependiente de la edad de los
hospederos susceptibles y de la edad de
la recaída

Mediante el uso de ecuaciones diferenciales parciales pueden construirse modelos dependientes de la

edad. Como se mencionó en el capítulo 1, la enfermedad por Chikungunya afecta en diferente medida a

los humanos según su rango de edad, siendo los neonatos y adultos mayores los más afectados pues bebés

menores a 1 mes de nacidos pueden presentarse complicaciones neurológicas [25] y en personas mayores

de 65 años se ha observado que la tasa de mortalidad es hasta 5 veces más alta que en los menores de 45

años [12], además también se observó que los individuos mayores a 29 concentraron la mayor parte de

recaídas [8], además es un rasgo característico de las enfermedades propagadas por mosquitos, la diferencia

de la exposición de los humanos a los vectores.

Por otra parte, en las investigaciones relacionadas con la recaída se ha reportado una amplia variabilidad

en el tiempo que separa cada recaída, pues se ha definido desde una semana [6] hasta un mes [8] y se ha

encontrado que puede ser de 8 semanas en promedio con mediana de 4 [6].

Se presenta un modelo en ecuaciones integro-diferenciales con dos dependencias de edad, la edad física

de los individuos susceptibles y la edad de la recaída entendida como la duración del periodo asintomático

antes de la reaparición de los síntomas. Ambas edades están dadas por funciones integrables genéricas de

manera que podemos estudiar ambas variables de manera continua.

Basado en el modelo (3.1.2), se propone una tasa de reclutamiento de los hospederos Λ y en este caso

µh denota únicamente a la tasa de muerte por causa natural.

Se denota por τ a la edad cronológica, de manera que Sh(t,τ) es la cantidad de hospederos susceptibles

de edad τ al tiempo t, por consiguiente
∫ τ2

τ1
Sh(t,τ)dτ es la cantidad de humanos susceptibles con edad entre

τ1 y τ2 y la cantidad total de huéspedes susceptibles está dada por sh(t) =
∫ ∞

0
Sh(t,τ)dτ . Supondremos que

la probabilidad de transmisión hospedero-vector varía según la edad de los hospederos βh(τ). Además se

50
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incluye el parámetro dependiente de la edad κh(τ) = µh + ε(τ) que adicional a la tasa de muerte, incluye

un parámetro función de la edad de los individuos susceptible que puede representar alguna estrategia de

prevención de la infección aplicada únicamente a algunos sectores etarios de la población. Al ingresar los

individuos al compartimento susceptible, lo hacen con edad 0 por ser el momento del nacimiento, de donde

resulta la condición de frontera Sh(t,0) = Λ.

De la misma forma, si ω representa la edad de la recaída,
∫ ∞

0
A(t,ω)dω es el número total de individuos

asintomáticos al tiempo t y
∫ ω2

ω1
A(t,ω)dω es la cantidad de asintomáticos que tienen un tiempo entre ω1

y ω2 sin síntomas. También se supone que la tasa de la reaparición de los síntomas depende de la edad de la

recaída δh(ω). Los individuos entran al compartimento de asintomáticos de manera proporcional a la tasa en

la que los síntomas desaparecen γ y a la fracción de recaídos p desde el compartimento infectado, iniciando

el conteo del tiempo libre de síntomas, es decir, se tiene la condición de frontera Ah(t,0) = pγIh(t).

∂Sh(t,τ)
∂ t + ∂Sh(t,τ)

∂τ
= −βh(τ)

b
Nh

Sh(t,τ)Iv(t)−κh(τ)Sh(t,τ),

Sh(t,0) = Λ,

dIh(t)
dt =

∫
∞

0 βh(τ)
b

Nh
Sh(t,τ)Iv(t)dτ− (µh + γ)Ih(t)+

∫
∞

0 δh(ω)Ah(t,ω)dω,

∂Ah(t,ω)
∂ t + ∂Ah(t,ω)

∂ω
= −(µh +δh(ω))Ah(t,ω),

Ah(t,0) = pγIh(t),

dIv(t)
dt = βvb

Nh
(Nv− Iv(t))(Ih(t)+σ

∫
∞

0 Ah(t,ω)dω)−µvIv(t).

(4.0.1)

Las condiciones iniciales de este modelo Sh(0,τ) = ζS(τ), Ih(0) = ih0, Ah(0,ω) = ζA(ω), Iv(0) =

iv0 deben ser positivas y no iguales a 0 simultáneamente.

4.1. Existencia de los estados de equilibrio

El sistema (4.0.1) tiene dos estados de equilibrio, a continuación se encuentra el estado de equilibrio

libre de la enfermedad y se demuestra la existencia del estado de equilibrio endémico ante la imposibilidad

de hallarlo explícitamente.
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4.1.1. Estado de equilibrio libre de la enfermedad

El estado de equilibrio libre de la enfermedad, denotado por E0, es tal que Ih(t) = 0, Ah(t,ω) = 0 e

Iv(t) = 0, entonces
dSh(τ)

dτ
=−κh(τ)Sh(τ). Resolviendo esta ecuación diferencial separable:

dSh(τ)

dτ
=−κh(τ)Sh(τ) ⇒

∫
τ

0

1
Sh(φ)

dSh(φ) =−
∫

τ

0
κh(φ)dφ

⇒ lnSh(τ) =−
∫

τ

0
κh(φ)dφ + lnSh(0)

⇒ Sh(τ) = Sh(0)exp
(
−
∫

τ

0
κh(φ)dφ

)
= Λexp

(
−
∫

τ

0
κh(φ)dφ

)
.

Por lo tanto, E0 = (s0
h(τ),0,0,0) donde

s0
h(τ) = Λexp

(
−
∫

τ

0
κh(φ)dφ

)
. (4.1.1)

4.1.2. Estado de equilibrio endémico

El estado de equilibrio endémico E∗ = (s∗h(τ), I
∗
h ,A

∗
h(ω), I∗v ) debe satisfacer las siguientes igualdades:

ds∗h(τ)
dτ

=−βh(τ)
b

Nh
s∗h(τ)I

∗
v −κh(τ)s∗h(τ), (4.1.2)

s∗h(0) = Λ, (4.1.3)

0 =
∫

∞

0
βh(τ)

b
Nh

s∗h(τ)I
∗
v dτ− (µh + γ)I∗h +

∫
∞

0
δh(ω)A∗h(ω)dω, (4.1.4)

dA∗h(ω)

dω
=−α(ω)A∗h(ω), con α(ω) = µh +δh(ω), (4.1.5)

A∗h(0) = pγI∗h , (4.1.6)

0 =
βvb
Nh

(Nv− I∗v )
(

I∗h +σ

∫
∞

0
A∗h(ω)dω

)
−µvI∗v . (4.1.7)

De (4.1.5) tenemos que:

dA∗h(ω)

dω
=−α(ω)A∗h(ω) ⇒

∫
ω

0

1
A∗h(φ)

dA∗h(φ) =−
∫

ω

0
α(ω)dφ

⇒ A∗h(ω) = A∗h(0)exp
(
−
∫

ω

0
α(φ)dφ

)
.

Y por (4.1.6) resulta:

A∗h(ω) = pγI∗h exp
(
−
∫

ω

0
α(φ)dφ

)
. (4.1.8)
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Sustituyendo en (4.1.7),

0 =
βvb
Nh

I∗h (Nv− I∗v )
[

1+σ pγ

∫
∞

0
exp
(
−
∫

ω

0
α(φ)dφ

)
dω

]
−µvI∗v ,

entonces

I∗h =
µvNhI∗v

βvb(Nv− I∗v )
[
1+σ pγ

∫
∞

0 exp
(
−
∫

ω

0 α(φ)dφ
)
dω
] , (4.1.9)

que al reemplazar en (4.1.8) se obtiene:

A∗h(ω) =
pγ exp

(
−
∫

ω

0 α(φ)dφ
)

µvNhI∗v
βvb(Nv− I∗v )

[
1+σ pγ

∫
∞

0 exp
(
−
∫

ω

0 α(φ)dφ
)
dω
] . (4.1.10)

De (4.1.2) resulta:

ds∗h(τ)
dτ

=−s∗h(τ)
[

b
Nh

I∗v βh(τ)−κh(τ)

]
⇒ s∗h(τ) = s∗h(0)exp

(
− b

Nh
I∗v

∫
τ

0
β (φ)dφ

)
exp
(
−
∫

τ

0
κh(φ)dφ

)
,

empleando (4.1.3) y (4.1.1) se sigue que:

s∗h(τ) = s0
h(τ)exp

(
− b

Nh
I∗v

∫
τ

0
β (φ)dφ

)
. (4.1.11)

Sustituyendo (4.1.9), (4.1.10) y (4.1.11) en (4.1.4) obtenemos:

0 =
∫

∞

0
βh(τ)

b
Nh

s0
h(τ)exp

(
− b

Nh
I∗v

∫
τ

0
β (φ)dφ

)
I∗v dτ− (µh + γ)µvNhI∗v

βvb(Nv− I∗v )
[
1+σ pγ

∫
∞

0 exp
(
−
∫

ω

0 α(φ)dφ
)
dω
]

+
∫

∞

0
δh(ω)

pγ exp
(
−
∫

ω

0 α(φ)dφ
)

µvNhI∗v
βvb(Nv− I∗v )

[
1+σ pγ

∫
∞

0 exp
(
−
∫

ω

0 α(φ)dφ
)
dω
]dω

=
b

Nh
I∗v

∫
∞

0
βh(τ)s0

h(τ)exp
(
− b

Nh
I∗v

∫
τ

0
β (φ)dφ

)
dτ− I∗v

(
(µh + γ)µvNh− pγµvNh

∫
∞

0 δh(ω)exp
(
−
∫

ω

0 α(φ)dφ
)
dω

βvb(Nv− I∗v )
[
1+σ pγ

∫
∞

0 exp
(
−
∫

ω

0 α(φ)dφ
)
dω
] )

=I∗v

(
(µh + γ)µvNh− pγµvNh

∫
∞

0 δh(ω)exp
(
−
∫

ω

0 α(φ)dφ
)
dω

βvb(Nv− I∗v )
[
1+σ pγ

∫
∞

0 exp
(
−
∫

ω

0 α(φ)dφ
)
dω
] )

·(
βvb2(Nv− I∗v )

[
1+σ pγ

∫
∞

0 exp
(
−
∫

ω

0 α(φ)dφ
)
dω
]

Nh
[
(µh + γ)µvNh− pγµvNh

∫
∞

0 δh(ω)exp
(
−
∫

ω

0 α(φ)dφ
)
dω
] ∫ ∞

0
βh(τ)s0

h(τ)exp
(
−
∫

τ

0

b
Nh

I∗v β (φ)dφ

)
dτ−1

)

De donde resulta la igualdad:

βvb2(Nv− I∗v )
[
1+σ pγ

∫
∞

0 exp
(
−
∫

ω

0 α(φ)dφ
)
dω
]

Nh
[
(µh + γ)µvNh− pγµvNh

∫
∞

0 δh(ω)exp
(
−
∫

ω

0 α(φ)dφ
)
dω
] ∫ ∞

0
βh(τ)s0

h(τ)exp
(
−
∫

τ

0

b
Nh

I∗v β (φ)dφ

)
dτ = 1.

Defínase la función f dada por

f (I∗v )=
βvb2

[
1+σ pγ

∫
∞

0 exp
(
−
∫

ω

0 α(φ)dφ
)
dω
]
(Nv− I∗v )

Nh
[
(µh + γ)µvNh− pγµvNh

∫
∞

0 δh(ω)exp
(
−
∫

ω

0 α(φ)dφ
)
dω
] ∫ ∞

0
βh(τ)s0

h(τ)exp
(
−
∫

τ

0

b
Nh

I∗v β (φ)dφ

)
dτ,
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la cual satisface que f (Nv) = 0 y

f (0) =
βvb2Nv

[
1+σ pγ

∫
∞

0 exp
(
−
∫

ω

0 α(φ)dφ
)
dω
]∫

∞

0 βh(τ)s0
h(τ)dτ

Nh
[
(µh + γ)µvNh− pγµvNh

∫
∞

0 δh(ω)exp
(
−
∫

ω

0 α(φ)dφ
)
dω
]

=
βvb2Nv

∫
∞

0 βh(τ)s0
h(τ)dτ +βvb2Nvσ pγ

∫
∞

0 βh(τ)s0
h(τ)dτ

∫
∞

0 exp
(
−
∫

ω

0 α(φ)dφ
)
dω

(µh + γ)µvN2
h − pγµvN2

h
∫

∞

0 δh(ω)exp
(
−
∫

ω

0 α(φ)dφ
)
dω

=
R0N2

h µv(µh + γ)− pγ
∫

∞

0 N2
h µvδh(v)exp(−

∫ v
0 α(φ)dφ)

N2
h µv(µh + γ)− pγ

∫
∞

0 N2
h µvδh(v)exp(−

∫ v
0 α(φ)dφ)

.

De manera que si R0 > 1, entonces

R0N2
h µv(µh+γ)− pγ

∫
∞

0
N2

h µvδh(v)exp
(
−
∫ v

0
α(φ)dφ

)
>N2

h µv(µh+γ)− pγ

∫
∞

0
N2

h µvδh(v)exp
(
−
∫ v

0
α(φ)dφ

)
,

implicando que f (0)> 1.

Para analizar el comportamiento de la función f en el intervalo (0,Nv) se aplica el criterio de la primera

derivada:

f ′(I∗v ) =
−βvb2

[
1+σ pγ

∫
∞

0 exp
(
−
∫

ω

0 α(φ)dφ
)
dω
]

I
N2

h µv
[
µh + γ

(
1− p

∫
∞

0 δh(ω)exp
(
−
∫

ω

0 α(φ)dφ
)
dω
)] , (4.1.12)

con

I =
∫

∞

0
βh(τ)s0

h(τ)

(
1+

b
Nh

(Nv− I∗v )
∫

τ

0
β (φ)dφ

)
exp
(
− b

Nh
I∗v

∫
τ

0
β (φ)dφ

)
dτ.

Obsérvese que el denominador de (4.1.12) es positivo pues

∫
∞

0
δh(ω)exp

(
−
∫

ω

0
α(φ)dφ

)
dω =

∫
∞

0
δh(ω)exp

(
−
∫

ω

0
(µh +δh(φ))dφ

)
dω

=
∫

∞

0
δh(ω)exp

(
−µhω−

∫
ω

0
δh(φ)dφ

)
dω

≤
∫

∞

0
δh(ω)exp

(
−
∫

ω

0
δh(φ)dφ

)
dω = 1− exp

(
−
∫

∞

0
δh(φ)dφ

)
< 1,

lo que implica que 1− p
∫

∞

0
δh(ω)exp

(
−
∫

ω

0
α(φ)dφ

)
dω > 0, de manera que f ′(I∗v ) < 0 , de ahí

que f (I∗v ) es una función monótona decreciente que satisface que para R0 > 1, f (0) > 1 y f (Nv) = 0 de

manera que existe I∗v ∈ (0,Nv) tal que f (I∗v ) = 1 quedando únicamente determinados sh(τ), I∗h y A∗h por

las ecuaciones (4.1.11), (4.1.9) y (4.1.10) respectivamente, en otras palabras, el estado de equilibrio existe

siempre que R0 > 1 aun cuando no se tengan sus coordenadas explícitas.
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4.2. Estabilidad global de los estados de equilibrio

A continuación se realiza el análisis de estabilidad para cada estado de equilibrio mediante el método

de Lyapunov y se deriva el número reproductivo básico según la definición 2.2.1.

Análogo a lo propuesto en [33, 34], sea g(ω) una función positiva dada por

g(ω) =
∫

∞

ω

[δh(v)+ k]exp
(
−
∫ v

ω

α(φ)dφ

)
dv. (4.2.1)

4.2.1. Estado de equilibrio libre de la infección

Consideremos la función de Lyapunov

W (t) =
∫

∞

0
A(τ) f

(
Sh(t,τ)
s0

h(τ)

)
dτ +BIh(t)+C

∫
∞

0
g(ω)A(t,ω)dω +DIv(t),

donde f es como en (3.4.1) y g como en (4.2.1).

Utilizando las ecuaciones del modelo (4.0.1), W (t) satisface que,

dW
dt

=
∫

∞

0

A(τ)
s0

h(τ)

(
1−

s0
h(τ)

Sh(t,τ)

)
∂Sh(t,τ)

∂ t
dτ +B

dIh(t)
dt

+C
∫

∞

0
g(ω)

∂A(t,ω)

∂ t
dω +D

dIv(t)
dt

=−
∫

∞

0

A(τ)
s0

h(τ)

(
1−

s0
h(τ)

Sh(t,τ)

)(
∂Sh(t,τ)

∂τ
+βh(τ)

b
Nh

Sh(t,τ)Iv(t)+κh(τ)Sh(t,τ)
)

dτ

+B
∫

∞

0
βh(τ)

b
Nh

Sh(t,τ)Iv(t)dτ−B(µ + γ)Ih(t)+B
∫

∞

0
δh(ω)Ah(t,ω)dω

−C
∫

∞

0
g(ω)

[
∂Ah(t,ω)

∂ω
+α(ω)Ah(t,ω)

]
dω +D

βvb
Nh

(Nv− Iv(t))
(

Ih(t)+σ

∫
∞

0
Ah(t,ω)dω

)
−DµvIv(t).

Ahora, se simplifica el primer término de esta última expresión utilizando la primera ecuación del sis-

tema (4.0.1),

−
∫

∞

0

A(τ)
s0

h(τ)

(
1−

s0
h(τ)

Sh(t,τ)

)(
∂Sh(t,τ)

∂τ
+βh(τ)

b
Nh

Sh(t,τ)Iv(t)+κh(τ)Sh(t,τ)
)

dτ

=−
∫

∞

0

A(τ)
s0

h(τ)

(
Sh(t,τ)− s0

h(τ)
)( ∂Sh(t,τ)

∂τ

Sh(t,τ)
+βh(τ)

b
Nh

Iv(t)+κh(τ)

)
dτ

=−
∫

∞

0

A(τ)
s0

h(τ)

(
Sh(t,τ)− s0

h(τ)
)( ∂Sh(t,τ)

∂τ

Sh(t,τ)
+κh(τ)

)
dτ−

∫
∞

0

A(τ)
s0

h(τ)

(
Sh(t,τ)− s0

h(τ)
)

βh(τ)
b

Nh
Iv(t)dτ

=−
∫

∞

0
A(τ)

(
Sh(t,τ)
s0

h(τ)
−1
)( ∂Sh(t,τ)

∂τ

Sh(t,τ)
+κh(τ)

)
dτ−

∫
∞

0

A(τ)
s0

h(τ)

(
Sh(t,τ)− s0

h(τ)
)

βh(τ)
b

Nh
Iv(t)dτ,
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que al reemplazarse en la derivada del funcional de Lyapunov W ,

dW
dt

=−
∫

∞

0
A(τ)

(
Sh(t,τ)
s0

h(τ)
−1
)( ∂Sh(t,τ)

∂τ

Sh(t,τ)
+κh(τ)

)
dτ−

∫
∞

0

A(τ)
s0

h(τ)

(
Sh(t,τ)− s0

h(τ)
)

βh(τ)
b

Nh
Iv(t)dτ

+B
∫

∞

0
βh(τ)

b
Nh

Sh(t,τ)Iv(t)dτ−B(µ + γ)Ih(t)+B
∫

∞

0
δh(ω)Ah(t,ω)dω

−C
∫

∞

0
g(ω)

[
∂Ah(t,ω)

∂ω
+α(ω)Ah(t,ω)

]
dω +D

βvb
Nh

NvIh(t)+D
βvb
Nh

Nvσ

∫
∞

0
Ah(t,ω)dω−DµvIv(t)

−D
βvb
Nh

Iv(t)Ih(t)−D
βvb
Nh

σ Iv(t)
∫

∞

0
Ah(t,ω)dω.

Considerando A(τ) = s0
h(τ) y B =C = 1, resulta:

dW
dt

=−
∫

∞

0
s0

h(τ)

(
Sh(t,τ)
s0

h(τ)
−1
)( ∂Sh(t,τ)

∂τ

Sh(t,τ)
+κh(τ)

)
dτ +

∫
∞

0
s0

h(τ)βh(τ)
b

Nh
Iv(t)dτ− (µh + γ)Ih(t)

+
∫

∞

0
δh(ω)Ah(t,ω)dω−

∫
∞

0
g(ω)

∂Ah(t,ω)

∂ω
dω−

∫
∞

0
g(ω)α(ω)Ah(t,ω)dω−DµvIv(t)

+D
βvb
Nh

NvIh(t)+D
βvb
Nh

Nvσ

∫
∞

0
Ah(t,ω)dω−D

βvb
Nh

Iv(t)Ih(t)−D
βvb
Nh

σ Iv(t)
∫

∞

0
Ah(t,ω)dω

=−
∫

∞

0
s0

h(τ)

(
Sh(t,τ)
s0

h(τ)
−1
)( ∂Sh(t,τ)

∂τ

Sh(t,τ)
+κh(τ)

)
dτ +

∫
∞

0
s0

h(τ)βh(τ)
b

Nh
Iv(t)dτ− (µh + γ)Ih(t)

−
∫

∞

0

[
g(ω)α(ω)−δh(ω)−D

βvb
Nh

Nvσ

]
Ah(t,ω)dω−

∫
∞

0
g(ω)

∂Ah(t,ω)

∂ω
dω−DµvIv(t)

+D
βvb
Nh

NvIh(t)−D
βvb
Nh

Iv(t)Ih(t)−D
βvb
Nh

σ Iv(t)
∫

∞

0
Ah(t,ω)dω.

También nótese que,

ds0
h(τ)

dτ
=−κh(τ)Λexp

(
−
∫

τ

0
κh(φ)dφ

)
=−κh(τ)s0

h(τ), (4.2.2)

e implica que:

∂

∂τ
f
(

Sh(t,τ)
s0

h(τ)

)
=

(
1−

s0
h(τ)

Sh(t,τ)

)(
s0

h(τ)
∂Sh(t,τ)

∂τ
+Sh(t,τ)κh(τ)s0

h(τ)

(s0
h(τ))

2

)

=

(
1−

s0
h(τ)

Sh(t,τ)

)( ∂Sh(t,τ)
∂τ

s0
h(τ)

+
Sh(t,τ)
s0

h(τ)
κh(τ)

)

=

(
1−

s0
h(τ)

Sh(t,τ)

)(
Sh(t,τ)
s0

h(τ)

)( ∂Sh(t,τ)
∂τ

Sh(t,τ)
+κh(τ)

)

=

(
Sh(t,τ)
s0

h(τ)
−1
)( ∂Sh(t,τ)

∂τ

Sh(t,τ)
+κh(τ)

)
.

(4.2.3)
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Sustituyendo (4.2.3) en dW
dt se tiene que:

dW
dt

=−
∫

∞

0
s0

h(τ)
∂

∂τ
f
(

Sh(t,τ)
s0

h(τ)

)
dτ +

∫
∞

0
s0

h(τ)βh(τ)
b

Nh
Iv(t)dτ− (µh + γ)Ih(t)

−
∫

∞

0

[
g(ω)α(ω)−δh(ω)−D

βvb
Nh

Nvσ

]
Ah(t,ω)dω−

∫
∞

0
g(ω)

∂Ah(t,ω)

∂ω
dω−DµvIv(t)

+D
βvb
Nh

NvIh(t)−D
βvb
Nh

Iv(t)Ih(t)−D
βvb
Nh

σ Iv(t)
∫

∞

0
Ah(t,ω)dω.

Ahora, obsérvese que f
(

Sh(t,0)
s0
h(0)

)
= f

(
Λ

Λ

)
= 0 y usando nuevamente (4.2.2) se obtiene:

∫
∞

0
s0

h(τ)
∂

∂τ
f
(

Sh(t,τ)
s0

h(τ)

)
dτ =

[
s0

h(τ) f
(

Sh(t,τ)
s0

h(τ)

)]
∞

+
∫

∞

0
κh(τ)s0

h(τ) f
(

Sh(t,τ)
s0

h(τ)

)
dτ. (4.2.4)

Por otra parte, sea η = g(0) =
∫

∞

0
[δh(v)+ k]exp

(
−
∫ v

0
α(φ)dφ

)
dv y por la condición de frontera

Ah(t,0) = pγIh(t), se sigue que:

∫
∞

0
g(ω)

∂Ah(t,ω)

∂ω
dω = [g(ω)Ah(t,ω)]∞−η pγIh(t)−

∫
∞

0
[g(ω)α(ω)−δh(ω)− k]Ah(t,ω)dω. (4.2.5)

Usando (4.2.4) y (4.2.5) en la derivada de W resulta:

dW
dt

=−
[

s0
h(τ) f

(
Sh(t,τ)
s0

h(τ)

)]
∞

−
∫

∞

0
κh(τ)s0

h(τ) f
(

Sh(t,τ)
s0

h(τ)

)
dτ +

∫
∞

0
s0

h(τ)βh(τ)
b

Nh
Iv(t)dτ− (µh + γ)Ih(t)

− [g(ω)Ah(t,ω)]∞ +η pγIh(t)−DµvIv(t)+D
βvb
Nh

NvIh(t)−D
βvb
Nh

Iv(t)Ih(t)−D
βvb
Nh

σ Iv(t)
∫

∞

0
Ah(t,ω)dω.

Tomando D =
b

µvNh

∫
∞

0
s0

h(τ)βh(τ)dτ , la derivada dW
dt se reduce a:

dW
dt

=−
[

s0
h(τ) f

(
Sh(t,τ)
s0

h(τ)

)
+g(ω)Ah(t,ω)

]
∞

−
∫

∞

0
κh(τ)s0

h(τ) f
(

Sh(t,τ)
s0

h(τ)

)
dτ

−D
βvb
Nh

Iv(t)Ih(t)−D
βvb
Nh

σ Iv(t)
∫

∞

0
Ah(t,ω)dω− Ih(t)(µh + γ) [1−R0] ,

donde

R0 =
η pγNh +DβvbNv

Nh(µh + γ)
,

con

η =
∫

∞

0
[δh(v)+ k]exp

(
−
∫ v

0
α(φ)dφ

)
dv y k =

D
B

Nv

Nh
βvbσ =

βvb2Nvσ

N2
h µv

∫
∞

0
s0

h(τ)βh(τ)dτ,
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explícitamente:

R0 =
pγ
∫

∞

0
[
N2

h µvδh(v)+βvb2Nvσ
∫

∞

0 s0
h(τ)βh(τ)dτ

]
exp(−

∫ v
0 α(φ)dφ)dv+βvb2Nv

∫
∞

0 s0
h(τ)βh(τ)dτ

N2
h µv(µh + γ)

.

(4.2.6)

De manera que si A(τ) = s0
h(τ), B = C = 1 y D =

b
µvNh

∫
∞

0
s0

h(τ)βh(τ)dτ entonces dW
dt < 0 siempre

que R0 < 1, por lo tanto, el estado de equilibrio libre de la enfermedad es asintóticamente estable. Nótese

que
dW
dt

= 0 si Sh(t,τ) = s0
h(τ), Ih(t) = 0 y Ah(t,ω) = 0 o Iv(t) = 0, sin embargo, el máximo conjunto

invariante tal que
dW
dt

= 0 es el singular {E0}, por consiguiente, éste es un punto de equilibrio globalmente

asintóticamente estable.

4.2.2. Estado de equilibrio endémico

Para analizar la estabilidad global del estado de equilibrio endémico cuando R0 > 1 considérese el

funcional de Lyapunov :

L(t) =
∫

∞

0
A(τ) f

(
Sh(t,τ)
s∗h(τ)

)
dτ +B f

(
Ih(t)

I∗h

)
+C

∫
∞

0
A∗h(ω)g(ω) f

(
Ah(t,ω)

A∗h(ω)

)
dω +D f

(
Iv(t)
I∗v

)

tal que, tras calcular la derivada con respecto al tiempo y usando las ecuaciones del modelo (4.0.1), resulta:

dL
dt

=
∫

∞

0

A(τ)
s∗h

(
1−

s∗h(τ)
Sh(t,τ)

)
∂Sh(t,τ)

∂ t
+

B
I∗h

(
1−

I∗h
Ih(t)

)
dIh(t)

dt

+C
∫

∞

0
g(ω)

A∗h(ω)

A∗h(ω)

(
1−

A∗h(ω)

Ah(t,(ω))

)
∂Ah(t,ω)

∂ t
dω +

D
I∗v

(
1− I∗v

Iv(t)

)
dIv(t)

dt

=−
∫

∞

0

A(τ)
s∗h(τ)

(
1−

s∗h(τ)
Sh(t,τ)

)(
∂Sh(t,τ)

∂τ
+βh(τ)

b
Nh

Sh(t,τ)Iv(t)+κh(τ)Sh(t,τ)
)

dτ

+
B
I∗h

(
1−

I∗h
Ih(t)

)(
b

Nh
Iv(t)

∫
∞

0
βh(τ)Sh(t,τ)dτ− (µh + γ)Ih(t)+

∫
∞

0
δh(ω)Ah(t,ω)dω

)
−C

∫
∞

0
g(ω)

(
1−

A∗h(ω)

Ah(t,ω)

)(
∂Ah(t,ω)

∂ω
+α(ω)Ah(t,ω)

)
dω

+
D
I∗v

(
1− I∗v

Iv(t)

)(
βvb
Nh

(Nv− Iv(t))
(

Ih(t)+σ

∫
∞

0
Ah(t,ω)dω

)
−µvIv(t)

)

Ahora, se desarrollará y se simplificará por separado cada término de la última expresión.

Para el primer término, nótese que utilizando la ecuación (4.1.2):

−
∫

∞

0

A(τ)
s∗h(τ)

(
1−

s∗h(τ)
Sh(t,τ)

)(
∂Sh(t,τ)

∂τ
+βh(τ)

b
Nh

Sh(t,τ)Iv(t)+κh(τ)Sh(t,τ)
)

dτ

=−
∫

∞

0
A(τ)

Sh(t,τ)
s∗h(τ)

(
1−

s∗h(τ)
Sh(t,τ)

)( ∂Sh(t,τ)
∂τ

Sh(t,τ)
+βh(τ)

b
Nh

Iv(t)+κh(τ)

)
dτ
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=−
∫

∞

0
A(τ)

(
Sh(t,τ)
s∗h(τ)

−1
)( ∂Sh(t,τ)

∂τ

Sh(t,τ)
+

b
Nh

I∗v βh(τ)+κh(τ)−
(

b
Nh

I∗v βh(τ)−βh(τ)
b

Nh
Iv(t)

))
dτ

=−
∫

∞

0
A(τ)

(
Sh(t,τ)
s∗h(τ)

−1
)( ∂Sh(t,τ)

∂τ

Sh(t,τ)
+

b
Nh

I∗v βh(τ)+κh(τ)

)
dτ

+
∫

∞

0
A(τ)

b
Nh

I∗v βh(τ)

(
Sh(t,τ)
s∗h(τ)

−1
)(

1− Iv(t)
I∗v

)
dτ

=−
∫

∞

0
A(τ)

(
Sh(t,τ)
s∗h(τ)

−1
)( ∂Sh(t,τ)

∂τ

Sh(t,τ)
+

b
Nh

I∗v βh(τ)+κh(τ)

)
dτ

+
∫

∞

0
A(τ)

b
Nh

I∗v βh(τ)

(
Sh(t,τ)
s∗h(τ)

− Sh(t,τ)Iv(t)
s∗h(τ)I

∗
v

+
Iv(t)
I∗v
−1
)

dτ.

Por otra parte, para el segundo término, se despeja la igualdad (4.1.4) de forma que

µh + γ =
b

Nh

I∗v
I∗h

∫
∞

0
βh(τ)s∗h(τ)dτ +

1
I∗h

∫
∞

0
δh(ω)A∗h(ω)dω , que al reemplazarse se obtiene:

B
I∗h

(
1−

I∗h
Ih(t)

)(
b

Nh
Iv(t)

∫
∞

0
βh(τ)Sh(t,τ)dτ− (µh + γ)Ih(t)+

∫
∞

0
δh(ω)Ah(t,ω)dω

)
=

B
I∗h

(
1−

I∗h
Ih(t)

)(
b

Nh
Iv(t)

∫
∞

0
βh(τ)Sh(t,τ)dτ− b

Nh
I∗v

Ih(t)
I∗h

∫
∞

0
βh(τ)s∗h(τ)dτ

)
+

B
I∗h

(
1−

I∗h
Ih(t)

)(∫
∞

0
δh(ω)Ah(t,ω)dω− Ih(t)

I∗h

∫
∞

0
δh(ω)A∗h(ω)dω

)
=

B
I∗h

(
1−

I∗h
Ih(t)

)(
b

Nh

∫
∞

0
βh(τ)s∗h(τ)I

∗
v

(
Sh(t,τ)Iv(t)

s∗h(τ)I
∗
v
− Ih(t)

I∗h

)
dτ +

∫
∞

0
δh(ω)A∗h(ω)

(
Ah(t,ω)

A∗h(ω)
− Ih(t)

I∗h

)
dω

)
=B

b
Nh

I∗v
I∗h

∫
∞

0
βh(τ)s∗h(τ)

(
Sh(t,τ)Iv(t)

s∗h(τ)I
∗
v
− Ih(t)

I∗h
−

Sh(t,τ)I∗h Iv(t)
s∗h(τ)Ih(t)I∗v

+1
)

dτ

+
B
I∗h

∫
∞

0
δh(ω)A∗h(ω)

(
Ah(t,ω)

A∗h(ω)
− Ih(t)

I∗h
−

I∗h Ah(t,ω)

Ih(t)A∗h(ω)
+1
)

dω.

Mientras que, para el tercer término se usa la ecuación (4.1.5) para establecer la siguiente igualdad:

∂

∂ω
f
(

Ah(t,ω)

A∗h(ω)

)
=

1
(A∗h(ω))2

(
1−

A∗h(ω)

Ah(t,ω)

)(
A∗h(ω)

∂Ah(t,ω)

∂ω
−Ah(t,ω)

∂A∗h(ω)

∂ω

)
=

1
A∗h(ω)

(
1−

A∗h(ω)

Ah(t,ω)

)(
∂Ah(t,ω)

∂ω
+α(ω)Ah(t,ω)

)
,

por lo que,

C
∫

∞

0
g(ω)

(
1−

A∗h(ω)

Ah(t,ω)

)(
∂Ah(t,ω)

∂ω
+α(ω)Ah(t,ω)

)
dω =C

∫
∞

0
g(ω)A∗h(ω)

∂

∂ω
f
(

Ah(t,ω)

A∗h(ω)

)
dω.

Utilizando integración por partes de manera que u = g(ω)A∗h(ω) y
dv
dω

=
∂

∂ω
f
(

Ah(t,ω)

A∗h(ω)

)
, v =
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f
(

Ah(t,ω)

A∗h(ω)

)
y

du
dω

= A∗h(ω)
dg(ω)

dω
+ g(ω)

dA∗h(ω)

dω
= −A∗h(ω)(δh(ω) + k), pues g(ω) está dada por

(4.2.1), resulta que

C
∫

∞

0
g(ω)A∗h(ω)

∂

∂ω
f
(

Ah(t,ω)

A∗h(ω)

)
dω =

[
Cg(ω)A∗h(ω) f

(
Ah(t,ω)

A∗h(ω)

)]∞

0

+C
∫

∞

0
(δh(ω)+ k)A∗h(ω) f

(
Ah(t,ω)

A∗h(ω)

)
dω.

Dado que Ah(t,0) = pγIh(t) y A∗h(0) = pγI∗h por (4.1.6) se sigue que:

C
∫

∞

0
g(ω)A∗h(ω)

∂

∂ω
f
(

Ah(t,ω)

A∗h(ω)

)
dω =

[
Cg(ω)A∗h(ω) f

(
Ah(t,ω)

A∗h(ω)

)]
ω=∞

−C
[∫

∞

0
(δh(ω)+ k)exp

(
−
∫

ω

0
α(φ)dφ

)
dω

]
pγI∗h f

(
Ih(t)

I∗h

)
+C

∫
∞

0
(δh(ω)+ k)A∗h(ω) f

(
Ah(t,ω)

A∗h(ω)

)
dω,

y empleando la expresión hallada para A∗h(ω) en (4.1.8), se tiene que:

C
∫

∞

0
g(ω)A∗h(ω)

∂

∂ω
f
(

Ah(t,ω)

A∗h(ω)

)
dω =

[
Cg(ω)A∗h(ω) f

(
Ah(t,ω)

A∗h(ω)

)]
ω=∞

−C
∫

∞

0
(δh(ω)+ k)A∗h(ω) f

(
Ih(t)

I∗h

)
dω

+C
∫

∞

0
(δh(ω)+ k)A∗h(ω) f

(
Ah(t,ω)

A∗h(ω)

)
dω

=

[
Cg(ω)A∗h(ω) f

(
Ah(t,ω)

A∗h(ω)

)]
ω=∞

+C
∫

∞

0
δh(ω)A∗h(ω)

(
f
(

Ah(t,ω)

A∗h(ω)

)
− f

(
Ih(t)

I∗h

))
dω

+Ck
∫

∞

0
A∗h(ω)

(
f
(

Ah(t,ω)

A∗h(ω)

)
− f

(
Ih(t)

I∗h

))
dω.

Finalmente, para el último término de la derivada de L, se despeja la igualdad (4.1.7) de manera que

µvI∗v =
βvb
Nh

(Nv− I∗v )
(

I∗h +σ

∫
∞

0
A∗h(ω)dω

)
, de donde:

D
I∗v

(
1− I∗v

Iv(t)

)(
βvb
Nh

(Nv− Iv(t))
(

Ih(t)+σ

∫
∞

0
Ah(t,ω)dω

)
−µvIv(t)

)
=

D
I∗v

(
1− I∗v

Iv(t)

)(
βvb
Nh

(Nv− I∗v + I∗v − Iv(t))
(

Ih(t)+σ

∫
∞

0
Ah(t,ω)dω

)
−µvIv(t)

)
=

D
I∗v

(
1− I∗v

Iv(t)

)
βvb
Nh

(Nv− I∗v )
(

Ih(t)+σ

∫
∞

0
Ah(t,ω)dω

)
+

D
I∗v

(
1− I∗v

Iv(t)

)(
βvb
Nh

I∗v

(
1− Iv(t)

I∗v

)(
Ih(t)+σ

∫
∞

0
Ah(t,ω)dω

)
−µvIv(t)

)
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=
D
I∗v

(
1− I∗v

Iv(t)

)(
βvb
Nh

(Nv− I∗v )
(

Ih(t)+σ

∫
∞

0
Ah(t,ω)dω

)
−µvI∗v

Iv(t)
I∗v

)
+D

βvb
Nh

(
1− I∗v

Iv(t)

)(
1− Iv(t)

I∗v

)(
Ih(t)+σ

∫
∞

0
Ah(t,ω)dω

)
=

D
I∗v

(
1− I∗v

Iv(t)

)(
βvb
Nh

(Nv− I∗v )
(

Ih(t)+σ

∫
∞

0
Ah(t,ω)dω

)
− βvb

Nh

Iv(t)
I∗v

(Nv− I∗v )
(

I∗h +σ

∫
∞

0
A∗h(ω)dω

))
+D

βvb
Nh

(
1− I∗v

Iv(t)

)(
1− Iv(t)

I∗v

)(
Ih(t)+σ

∫
∞

0
Ah(t,ω)dω

)
=

D
I∗v

(
1− I∗v

Iv(t)

)(
βvb
Nh

(Nv− I∗v )σ
∫

∞

0
A∗h(ω)

(
Ah(t,ω)

A∗h(ω)
− Iv(t)

I∗v

)
dω +

βvb
Nh

(Nv− I∗v )I
∗
h

(
Ih(t)

I∗h
− Iv(t)

I∗v

))
+D

βvb
Nh

(
2− I∗v

Iv(t)
− Iv(t)

I∗v

)(
Ih(t)+σ

∫
∞

0
Ah(t,ω)dω

)
=

D
I∗v

βvb
Nh

(Nv− I∗v )σ
∫

∞

0
A∗h(ω)

(
Ah(t,ω)

A∗h(ω)
− Iv(t)

I∗v
− Ah(t,ω)I∗v

A∗h(ω)Iv(t)
+1
)

dω

+D
βvb
Nh

(Nv− I∗v )
I∗h
I∗v

(
Ih(t)

I∗h
− Iv(t)

I∗v
− Ih(t)I∗v

I∗h I(vt)
+1

)

+D
βvb
Nh

(
2− I∗v

Iv(t)
− Iv(t)

I∗v

)(
Ih(t)+σ

∫
∞

0
Ah(t,ω)dω

)

En suma, la derivada del funcional de Lyapunov L puede escribirse de la siguiente forma:

dL
dt

=−
∫

∞

0
A(τ)

(
Sh(t,τ)
s∗h(τ)

−1
)( ∂Sh(t,τ)

∂τ

Sh(t,τ)
+

b
Nh

I∗v βh(τ)+κh(τ)

)
dτ

+
b

Nh
I∗v

∫
∞

0
A(τ)βh(τ)

(
Sh(t,τ)
s∗h(τ)

− Sh(t,τ)Iv(t)
s∗h(τ)I

∗
v

+
Iv(t)
I∗v
−1
)

dτ

+B
b

Nh

I∗v
I∗h

∫
∞

0
βh(τ)s∗h(τ)

(
Sh(t,τ)Iv(t)

s∗h(τ)I
∗
v
− Ih(t)

I∗h
−

Sh(t,τ)I∗h Iv(t)
s∗h(τ)Ih(t)I∗v

+1
)

dτ

+
B
I∗h

∫
∞

0
δh(ω)A∗h(ω)

(
Ah(t,ω)

A∗h(ω)
− Ih(t)

I∗h
−

I∗h Ah(t,ω)

Ih(t)A∗h(ω)
+1
)

dω−
[
Cg(ω)A∗h(ω) f

(
Ah(t,ω)

A∗h(ω)

)]
ω=∞

+C
∫

∞

0
δh(ω)A∗h(ω)

(
f
(

Ih(t)
I∗h

)
− f

(
Ah(t,ω)

A∗h(ω)

))
dω

+Ck
∫

∞

0
A∗h(ω)

(
f
(

Ih(t)
I∗h

)
− f

(
Ah(t,ω)

A∗h(ω)

))
dω

+
D
I∗v

βvb
Nh

(Nv− I∗v )σ
∫

∞

0
A∗h(ω)

(
Ah(t,ω)

A∗h(ω)
− Iv(t)

I∗v
− Ah(t,ω)I∗v

A∗h(ω)Iv(t)
+1
)

dω

+D
βvb
Nh

(Nv− I∗v )
I∗h
I∗v

(
Ih(t)

I∗h
− Iv(t)

I∗v
− Ih(t)I∗v

I∗h I(vt)
+1

)

+D
βvb
Nh

(
2− I∗v

Iv(t)
− Iv(t)

I∗v

)(
Ih(t)+σ

∫
∞

0
Ah(t,ω)dω

)
.

Tomando A(τ) = B
s∗h(τ)

I∗h
,
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dL
dt

=− B
I∗h

∫
∞

0
s∗h(τ)

(
Sh(t,τ)
s∗h(τ)

−1
)( ∂Sh(t,τ)

∂τ

Sh(t,τ)
+

b
Nh

I∗v βh(τ)+κh(τ)

)
dτ

+B
b

Nh

I∗v
I∗h

∫
∞

0
βh(τ)s∗h(τ)

(
Sh(t,τ)
s∗h(τ)

+
Iv(t)
I∗v
− Ih(t)

I∗h
−

Sh(t,τ)I∗h Iv(t)
s∗h(τ)Ih(t)I∗v

)
dτ

+
B
I∗h

∫
∞

0
δh(ω)A∗h(ω)

(
Ah(t,ω)

A∗h(ω)
− Ih(t)

I∗h
−

I∗h Ah(t,ω)

Ih(t)A∗h(ω)
+1
)

dω−
[
Cg(ω)A∗h(ω) f

(
Ah(t,ω)

A∗h(ω)

)]
ω=∞

+C
∫

∞

0
δh(ω)A∗h(ω)

(
f
(

Ih(t)
I∗h

)
− f

(
Ah(t,ω)

A∗h(ω)

))
dω

+Ck
∫

∞

0
A∗h(ω)

(
f
(

Ih(t)
I∗h

)
− f

(
Ah(t,ω)

A∗h(ω)

))
dω

+
D
I∗v

βvb
Nh

(Nv− I∗v )σ
∫

∞

0
A∗h(ω)

(
Ah(t,ω)

A∗h(ω)
− Iv(t)

I∗v
− Ah(t,ω)I∗v

A∗h(ω)Iv(t)
+1
)

dω

+D
βvb
Nh

(Nv− I∗v )
I∗h
I∗v

(
Ih(t)

I∗h
− Iv(t)

I∗v
− Ih(t)I∗v

I∗h I(vt)
+1

)

+D
βvb
Nh

(
2− I∗v

Iv(t)
− Iv(t)

I∗v

)(
Ih(t)+σ

∫
∞

0
Ah(t,ω)dω

)
.

Ahora, obsérvese que utilizando la igualdad (4.1.2),

∂

∂τ
f
(

Sh(t,τ)
s∗h(τ)

)
=

(
1−

s∗h(τ)
Sh(t,τ)

)(
s∗h(τ)

∂Sh(t,τ)
∂τ
−Sh(t,τ)

∂ s∗h(τ)
∂τ

(s∗h(τ))
2

)

=

(
1−

s∗h(τ)
Sh(t,τ)

)( ∂Sh(t,τ)
∂τ

s∗h(τ)
+

Sh(t,τ)
s∗h(τ)

(
b

Nh
I∗v βh(τ)+κh(τ)

))

=
Sh(t,τ)
s∗h(τ)

(
1−

s∗h(τ)
Sh(t,τ)

)( ∂Sh(t,τ)
∂τ

Sh(t,τ)
+

b
Nh

I∗v βh(τ)+κh(τ)

)

=

(
Sh(t,τ)
s∗h(τ)

−1
)( ∂Sh(t,τ)

∂τ

Sh(t,τ)
+

b
Nh

I∗v βh(τ)+κh(τ)

)
,

esta igualdad nos permite simplificar la integral en el primer término de la derivada de L como sigue:

∫
∞

0
s∗h(τ)

(
Sh(t,τ)
s∗h(τ)

−1
)( ∂Sh(t,τ)

∂τ

Sh(t,τ)
+

b
Nh

I∗v βh(τ)+κh(τ)

)
dτ =

∫
∞

0
s∗h(τ)

∂

∂τ
f
(

Sh(t,τ)
s∗h(τ)

)
dτ,

y aplicando integración por partes

∫
∞

0
s∗h(τ)

∂

∂τ
f
(

Sh(t,τ)
s∗h(τ)

)
dτ =

[
s∗h(τ) f

(
Sh(t,τ)
s∗h(τ)

)]∞

0
−
∫

∞

0

∂ s∗h(τ)
∂τ

f
(

Sh(t,τ)
s∗h(τ)

)
dτ,

pero por (4.1.3)
[

f
(

Sh(t,τ)
s∗h(τ)

)]
τ=0

= f
(

Sh(t,0)
s∗h(0)

)
= f

(
Λ

Λ

)
= f (1) = 0 y empleando nuevamente la ecuación
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(4.1.2) se tiene:

∫
∞

0
s∗h(τ)

∂

∂τ
f
(

Sh(t,τ)
s∗h(τ)

)
dτ =

[
s∗h(τ) f

(
Sh(t,τ)
s∗h(τ)

)]
τ=∞

+
∫

∞

0

(
βh(τ)

b
Nh

s∗h(τ)I
∗
v +κh(τ)s∗h(τ)

)
f
(

Sh(t,τ)
s∗h(τ)

)
dτ

=

[
s∗h(τ) f

(
Sh(t,τ)
s∗h(τ)

)]
τ=∞

+
∫

∞

0
κh(τ)s∗h(τ) f

(
Sh(t,τ)
s∗h(τ)

)
dτ

+
b

Nh
I∗v

∫
∞

0
βh(τ)s∗h(τ)

(
Sh(t,τ)
s∗h(τ)

−1− ln
(

Sh(t,τ)
s∗h(τ)

))
dτ.

Entonces,

dL
dt

=−
[

B
I∗h

s∗h(τ) f
(

Sh(t,τ)
s∗h(τ)

)]
τ=∞

− B
I∗h

∫
∞

0
κh(τ)s∗h(τ) f

(
Sh(t,τ)
s∗h(τ)

)
dτ

+D
βvb
Nh

(
2− I∗v

Iv(t)
− Iv(t)

I∗v

)(
Ih(t)+σ

∫
∞

0
Ah(t,ω)dω

)
+B

b
Nh

I∗v
I∗h

∫
∞

0
βh(τ)s∗h(τ)

(
ln
(

Sh(t,τ)
s∗h(τ)

)
+

Iv(t)
I∗v
− Ih(t)

I∗h
−

Sh(t,τ)I∗h Iv(t)
s∗h(τ)Ih(t)I∗v

+1
)

dτ

+
B
I∗h

∫
∞

0
δh(ω)A∗h(ω)

(
Ah(t,ω)

A∗h(ω)
− Ih(t)

I∗h
−

I∗h Ah(t,ω)

Ih(t)A∗h(ω)
+1
)

dω−
[
Cg(ω)A∗h(ω) f

(
Ah(t,ω)

A∗h(ω)

)]
ω=∞

+C
∫

∞

0
δh(ω)A∗h(ω)

(
f
(

Ih(t)
I∗h

)
− f

(
Ah(t,ω)

A∗h(ω)

))
dω

+Ck
∫

∞

0
A∗h(ω)

(
f
(

Ih(t)
I∗h

)
− f

(
Ah(t,ω)

A∗h(ω)

))
dω

+
D
I∗v

βvb
Nh

(Nv− I∗v )σ
∫

∞

0
A∗h(ω)

(
Ah(t,ω)

A∗h(ω)
− Iv(t)

I∗v
− Ah(t,ω)I∗v

A∗h(ω)Iv(t)
+1
)

dω

+D
βvb
Nh

(Nv− I∗v )
I∗h
I∗v

(
Ih(t)

I∗h
− Iv(t)

I∗v
− Ih(t)I∗v

I∗h I(vt)
+1

)
.

Ahora, tomando D =
∫

∞

0
βh(τ)s∗h(τ)dτ y B = B1 +B2, con B1 y B2 constantes positivas:

dL
dt

=−
[

B
I∗h

s∗h(τ) f
(

Sh(t,τ)
s∗h(τ)

)]
τ=∞

− B
I∗h

∫
∞

0
κh(τ)s∗h(τ) f

(
Sh(t,τ)
s∗h(τ)

)
dτ

+D
βvb
Nh

(
2− I∗v

Iv(t)
− Iv(t)

I∗v

)(
Ih(t)+σ

∫
∞

0
Ah(t,ω)dω

)
+B1

b
Nh

I∗v
I∗h

∫
∞

0
βh(τ)s∗h(τ)

(
ln
(

Sh(t,τ)
s∗h(τ)

)
+

Iv(t)
I∗v
− Ih(t)

I∗h
−

Sh(t,τ)I∗h Iv(t)
s∗h(τ)Ih(t)I∗v

+1
)

dτ

+
βvb
NhI∗v

(Nv− I∗v )σ
∫

∞

0

∫
∞

0
A∗h(ω)βh(τ)s∗h(τ)

(
Ah(t,ω)

A∗h(ω)
− Iv(t)

I∗v
− Ah(t,ω)I∗v

A∗h(ω)Iv(t)
+1
)

dτdω

+B2
b

Nh

I∗v
I∗h

∫
∞

0
βh(τ)s∗h(τ)

(
ln
(

Sh(t,τ)
s∗h(τ)

)
+

Iv(t)
I∗v
− Ih(t)

I∗h
−

Sh(t,τ)I∗h Iv(t)
s∗h(τ)Ih(t)I∗v

+1
)

dτ
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+
βvb
Nh

(Nv− I∗v )
I∗h
I∗v

∫
∞

0
βh(τ)s∗h(τ)

(
Ih(t)

I∗h
− Iv(t)

I∗v
− Ih(t)I∗v

I∗h I(vt)
+1

)
dτ

+
B
I∗h

∫
∞

0
δh(ω)A∗h(ω)

(
Ah(t,ω)

A∗h(ω)
− Ih(t)

I∗h
−

I∗h Ah(t,ω)

Ih(t)A∗h(ω)
+1
)

dω−
[
Cg(ω)A∗h(ω) f

(
Ah(t,ω)

A∗h(ω)

)]
ω=∞

+C
∫

∞

0
δh(ω)A∗h(ω)

(
f
(

Ih(t)
I∗h

)
− f

(
Ah(t,ω)

A∗h(ω)

))
dω

+Ck
∫

∞

0
A∗h(ω)

(
f
(

Ih(t)
I∗h

)
− f

(
Ah(t,ω)

A∗h(ω)

))
dω.

Si las constantes B1 y B2 satisfacen B1 =
I∗h

(I∗v )2 βvσ(Nv− I∗v )
∫

∞

0
A∗h(ω)dω y B2 =

(
I∗h
I∗v

)2

βv(Nv− I∗v ),

dL
dt

=−
[

B
I∗h

s∗h(τ) f
(

Sh(t,τ)
s∗h(τ)

)]
τ=∞

− B
I∗h

∫
∞

0
κh(τ)s∗h(τ) f

(
Sh(t,τ)
s∗h(τ)

)
dτ

+D
βvb
Nh

(
2− I∗v

Iv(t)
− Iv(t)

I∗v

)(
Ih(t)+σ

∫
∞

0
Ah(t,ω)dω

)
+

βvb
NhI∗v

(Nv− I∗v )σ
∫

∞

0

∫
∞

0
A∗h(ω)βh(τ)s∗h(τ)

(
ln
(

Sh(t,τ)
s∗h(τ)

)
+

Ah(t,ω)

A∗h(ω)
− Ih(t)

I∗h
−

Sh(t,τ)I∗h Iv(t)
s∗h(τ)Ih(t)I∗v

− Ah(t,ω)I∗v
A∗h(ω)Iv(t)

+2
)

dτdω

+
B
I∗h

∫
∞

0
δh(ω)A∗h(ω)

(
Ah(t,ω)

A∗h(ω)
− Ih(t)

I∗h
−

I∗h Ah(t,ω)

Ih(t)A∗h(ω)
+1
)

dω−
[
Cg(ω)A∗h(ω) f

(
Ah(t,ω)

A∗h(ω)

)]
ω=∞

+C
∫

∞

0
δh(ω)A∗h(ω)

(
f
(

Ih(t)
I∗h

)
− f

(
Ah(t,ω)

A∗h(ω)

))
dω

+Ck
∫

∞

0
A∗h(ω)

(
f
(

Ih(t)
I∗h

)
− f

(
Ah(t,ω)

A∗h(ω)

))
dω

+
βvb
Nh

(Nv− I∗v )
I∗h
I∗v

∫
∞

0
βh(τ)s∗h(τ)

(
ln
(

Sh(t,τ)
s∗h(τ)

)
− Ih(t)I∗v

I∗h I(vt)
−

Sh(t,τ)I∗h Iv(t)
s∗h(τ)Ih(t)I∗v

+2

)
dτ

Y si se cumple que C =
B
I∗h

=
µvNh

I∗v b
y k =

(
b

Nh

)2
βv

µv
(Nv− I∗v )σ

∫
∞

0
βh(τ)s∗h(τ)dτ , entonces:

dL
dt

=−
[

B
I∗h

s∗h(τ) f
(

Sh(t,τ)
s∗h(τ)

)]
τ=∞

− B
I∗h

∫
∞

0
κh(τ)s∗h(τ) f

(
Sh(t,τ)
s∗h(τ)

)
dτ

+D
βvb
Nh

(
2− I∗v

Iv(t)
− Iv(t)

I∗v

)(
Ih(t)+σ

∫
∞

0
Ah(t,ω)dω

)
−
[
Cg(ω)A∗h(ω) f

(
Ah(t,ω)

A∗h(ω)

)]
ω=∞

+
βvb
Nh

(Nv− I∗v )
I∗h
I∗v

∫
∞

0
βh(τ)s∗h(τ)

(
ln
(

Sh(t,τ)I∗h Iv(t)
s∗h(τ)Ih(t)I∗v

)
+1−

Sh(t,τ)I∗h Iv(t)
s∗h(τ)Ih(t)I∗v

+ ln
(

Ih(t)I∗v
I∗h Iv(t)

)
+1− Ih(t)I∗v

I∗h I(vt)

)
dτ

+
βvb
NhI∗v

(Nv− I∗v )σ
∫

∞

0

∫
∞

0
A∗h(ω)βh(τ)s∗h(τ)

(
ln
(

Sh(t,τ)
s∗h(τ)

)
−

Sh(t,τ)I∗h Iv(t)
s∗h(τ)Ih(t)I∗v

− Ah(t,ω)I∗v
A∗h(ω)Iv(t)

− ln
(

Ih(t)
I∗h

)
+ ln

(
Ah(t,ω)

A∗h(ω)

)
+2
)

dτdω

+
B
I∗h

∫
∞

0
δh(ω)A∗h(ω)

(
−

I∗h Ah(t,ω)

Ih(t)A∗h(ω)
+1− ln

(
Ih(t)

I∗h

)
+ ln

(
Ah(t,ω)

A∗h(ω)

))
dω

=−
[

µvNh

I∗v b
s∗h(τ) f

(
Sh(t,τ)
s∗h(τ)

)]
τ=∞

− µvNh

I∗v b

∫
∞

0
κh(τ)s∗h(τ) f

(
Sh(t,τ)
s∗h(τ)

)
dτ−

[
Cg(ω)A∗h(ω) f

(
Ah(t,ω)

A∗h(ω)

)]
ω=∞

− βvb
Nh

∫
∞

o
βh(τ)s∗h(τ)dτ

(
Ih(t)+σ

∫
∞

0
Ah(t,ω)dω

)(
f
(

I∗v
Iv(t)

)
+ f

(
Iv(t)
I∗v

))
− βvb

Nh
(Nv− I∗v )

I∗h
I∗v

∫
∞

0
βh(τ)s∗h(τ)

(
f
(

Sh(t,τ)I∗h Iv(t)
s∗h(τ)Ih(t)I∗v

)
+ f

(
Ih(t)I∗v
I∗h Iv(t)

))
dτ
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− βvb
NhI∗v

(Nv− I∗v )σ
∫

∞

0

∫
∞

0
A∗h(ω)βh(τ)s∗h(τ)

(
f
(

Sh(t,τ)I∗h Iv(t)
s∗h(τ)Ih(t)I∗v

)
+ f

(
Ah(t,ω)I∗v
A∗h(ω)Iv(t)

))
dτdω

− µvNh

I∗v b

∫
∞

0
δh(ω)A∗h(ω)

(
f
(

I∗h Ah(t,ω)

Ih(t)A∗h(ω)

))
dω

Por lo tanto, si A(τ) = s∗h(τ)
µvNh

I∗v b
, B = B1 +B2 =

I∗h µvNh

I∗v b
con B1 =

I∗h
(I∗v )2 βvσ(Nv− I∗v )

∫
∞

0
A∗h(ω)dω

y B2 =

(
I∗h
I∗v

)2

βv(Nv − I∗v ), C =
B
I∗h

=
µvNh

I∗v b
, k =

(
βv

µv

)2
βv

µv
(Nv − I∗v )σ

∫
∞

0
βh(τ)s∗h(τ)dτ y D =∫

∞

0
βh(τ)s∗h(τ)dτ entonces dL

dt < 0, es decir, siempre que R0 > 1 el estado de equilibrio endémico es asin-

tóticamente estable. Mas aun, dL
dt = 0 si y solo si Sh(t,τ) = s∗h(τ), Ih(t) = I∗h , Ah(t,ω) = A∗h(ω) e Iv(t) = I∗v

por lo tanto el punto de equilibrio endémico es global asintóticamente estable si R0 > 1.



Capítulo 5

Conclusiones

Se propusieron dos modelos de la dinámica de Chikungunya considerando la recaída, uno en ecuaciones

diferenciales ordinarias y otro en ecuaciones diferenciales parciales.

Para el primero se hallaron los puntos de equilibrio libre de la enfermedad y endémico de manera explí-

cita. Utilizando el método de la matriz de la siguiente generación se obtuvo una expresión para el número

reproductivo básico, con éste se determinó que el punto de equilibrio libre de la enfermedad es asintótica-

mente estable siempre que R0 < 1 y que el punto de equilibrio endémico existe y es asintóticamente estable

si y solo si R0 > 1.

Incorporando resultados de otras investigaciones a los datos mediante el paradigma Bayesiano, se uti-

lizó un Método de Markov Monte Carlo para aproximar las distribuciones posteriores de los parámetros.

Las cadenas simuladas recorrieron el espacio paramétrico de su distribución y se mezclaron correctamente

indicando convergencia, confirmándose con valores del test de Gelman-Rubin menores a 1.001 en todos

los casos. Entonces se obtuvieron las medidas estadísticas descriptivas de cada distribución, tales como la

media y la mediana como estimadores puntuales y percentiles de orden 2.5% y 97.5% para la construcción

del intervalo de credibilidad del 95%.

Se realizó la estimación de los parámetros objetivo de esta investigación ajustando el modelo que consi-

dera la dinámica entre las poblaciones de hospederos infectados y asintomáticos que dan lugar al fenómeno

de recaída. Se estimó la ocurrencia de al menos una recaída entre el 30% y el 80% de los infectados con

una probabilidad del 95%, además que estas recaídas se presentarán en promedio cada 1.33 meses o 40

días aproximadamente, también se obtuvo que la probabilidad de transmisión del virus a los mosquitos

en individuos recaídos es menor que en la primera infección en promedio de un 25% hasta en un 60%

con una probabilidad del 95%. Si bien las estimaciones puntuales del número reproductivo básico R0 son

consistentes con lo reportado en la literatura, las estimaciones por intervalo lo superan superiormente, sin

embargo estamos considerando el factor de la recaída no analizado anteriormente. También es interesante

notar que el intervalo de credibilidad de p incluye a los porcentajes de recaídos que se han reportado en las
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investigaciones realizadas [8] y [6].

Del análisis de sensibilidad se obtuvo que p, la fracción de los infectados que recae al menos una vez,

es el parámetro con mayor impacto en R0 seguido por la cantidad de picaduras diarias b. Resultado que

puede ser utilizado para proponer estrategias de control de la enfermedad considerando la reinfección de

los pacientes pues se encontró que estos también son capaces de transmitir el virus a los mosquitos. Por otra

parte, el parámetro de mayor impacto en la cantidad endémica de humanos infectados I∗h y en el número

endémico de vectores infectados I∗v es más sensible a la tasa de nacimiento y muerte de los humanos, sin

embargo, esto no arroja información útil aplicable a estrategias de control.

Para el segundo modelo en el que se incorporó la edad de los hospederos y la edad de la recaída, se

calculó el punto de equilibrio libre de la enfermedad y se demostró la existencia del punto de equilibrio

endémico, se calculó el número reproductivo básico directo de la definición y del análisis de estabilidad

global se concluyó que el estado de equilibrio libre de la enfermedad es asintóticamente estable cuando

R0 < 1. Con lo que hemos demostrado su consistencia y al ser un modelo más general, puede ser utilizado

para investigaciones posteriores y obtenerse resultados más precisos que puedan aplicarse para mejorar o

proponer nuevas estrategias de control dirigidas a sectores específicos de la población.
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