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Introduccion

La enfermedad de Chikungunya es una enfermedad viral producida por el virus homénimo que se
transmite por mosquitos del género Aedes a los humanos. Se identific por primera vez a mediados del
siglo XX en el continente Africano. Posteriormente se han producido brotes alrededor del mundo, inclusive
en el 2010 se consideré como una potencial epidemia [13]]. En el 2014 se report6 el primer caso en México
y poco tiempo después los casos autdctonos comenzaron a aumentar rapidamente [[7]], principalmente en
estados ubicados en las costas puesto que el ciclo de vida de los mosquitos estd directamente influenciado
por las condiciones climdticas [18].

El sintoma caracteristico de esta enfermedad es el dolor articular, adicionalmente puede presentarse
fiebre, fatiga, nduseas, entre otros [|13]]. Si bien la enfermedad por el virus del Chikungunya no es letal en la
mayoria de los casos, la sintomatologia afecta la calidad de vida de los individuos, en algunos por tiempo
indefinido [6]).

Diversos modelos matemadticos han sido propuestos para estudiar la dindmica hospedero-vector que da
lugar a la transmisién del virus del Chikungunya incorporando diferentes caracteristicas de la enfermedad
o de las poblaciones. Por mencionar algunos, Moulay y colaboradores en [23]] proponen dos modelos, uno
para el ciclo de vida de los mosquitos (huevo, larva y adulto) y otro para la dindmica de la transmisién
hospedero-vector. La poblacién humana no se asume constante y se divide en tres compartimentos, sus-
ceptibles, infectados e inmunes; por su parte los mosquitos se separan en susceptibles e infectados y no se
consideran los periodos de incubacidn, resultando un sistema de 9 ecuaciones diferenciales ordinarias.

Por otro lado, Dumont, Chiroleu y Domerg en [[11]] suponen una mezcla homogénea ente mosquitos
y humanos. Se divide a los huéspedes en cuatro compartimentos: susceptibles, expuestos, infectados e
inmunes y se asume una poblacién total constante; los vectores se clasifican en cuatro compartimentos:
larvas, susceptibles, expuestos e infectados. La inclusién de la fase de exposicién en ambas poblaciones
permite incorporar los periodos de incubacion intrinseca y extrinseca. Bajo estas suposiciones, la dindmica
se describi6é mediante un sistema de 8 ecuaciones diferenciales ordinarias.

Este par de ejemplos son una muy pequefia muestra de la diversidad de investigaciones que puede
encontrarse en la literatura que abordan la proliferacion del virus del Chikungunya bajo distintas hipdtesis,

dando lugar a modelos diferentes.
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Recientes estudios han reportado el fenémeno de recaidas en la enfermedad de Chikungunya. En el
2015, [8]] realiz6 un sondeo sobre 5870 habitantes de la zona urbana de Acapulco, Guerrero para estimar
la ocurrencia de la recaida e identificar factores asociados, definiendo la recaida como la reapariciéon de
los sintomas con igual o mayor intensidad que en la primera infeccién después de un mes sin sintomas.
Los resultados arrojaron que 60 % de los entrevistados afirmaron haberse infectado, de los cuales el 31 %
presentaron una o mas recaidas. Los factores asociados que se identificaron fueron un primer caso severo,
antecedentes de artralgia, edad mayor a 29 afios y personas de sexo femenino. Una alta tasa de recaida,
ademads de afectar el bienestar fisico del individuo, repercute en el contexto familiar y laboral, pues ocurrié
con mayor frecuencia en personas en edad productiva. Sin embargo, no se han realizado andlisis desde un
enfoque matemdtico que incorporen la recurrencia de la enfermedad, y derivado de las conclusiones de
dicho estudio, no es una situacién anecddtica ni casual, sino que representa un problema para la salud con
consecuencias en la calidad de vida de las personas.

Por lo tanto, en el presente trabajo se modela la dindmica hospedero-vector de la propagacién del virus
de Chikungunya incluyendo el factor de la recaida. Primero se propone un sistema de 6 ecuaciones diferen-
ciales ordinarias, pues se divide a los humanos en cuatro compartimentos segtin la etapa epidemiolégica:
susceptibles, infectados, asintomadticos y recuperados; por su parte, los mosquitos se clasifican en suscep-
tibles e infectados. Suponiendo que ambas poblaciones se mantienen constantes, el modelo se reduce a
unicamente 4 ecuaciones. Se calcula el nimero reproductivo bésico, se obtienen explicitamente los puntos
de equilibrio libre de la enfermedad y endémico y se realiza el andlisis de estabilidad global. Utilizando
los datos obtenidos por [8] sobre la cantidad mensual de infectados, se ajusta la curva para estimar los
pardmetros del modelo mediante inferencia Bayesiana y Métodos de Markov Monte Carlo. Con esto, se
estima también el nimero reproductivo basico y se realiza un andlisis de sensibilidad local del Ry y de las
coordenadas correspondientes a los compartimentos infectados del punto de equilibrio endémico.

Adicionalmente se presenta un modelo en ecuaciones diferenciales parciales que incorpora la edad
cronoldgica de los humanos susceptibles y la edad de la recaida, para el que se demuestra la existencia de

los estados de equilibrio y se analiza su estabilidad global mediante el método de Lyapunov.



Capitulo 1

Enfermedad de Chikungunya

El virus de Chikungunya se identificé por primera vez en Tanzania, pais situado en la costa este de
Africa Central, en 1952 [36]. Se transmite a los humanos a través de los mosquitos Aedes albopictus 'y

Aedes aegypti, endémicos de regiones tropicales de Africa y Asia.

Posterior a dicho brote, la enfermedad se mantuvo confinada con algunos casos esporddicos y brotes lo-
calizados, hasta 2004 que reaparecid inicialmente en Kenia y en dos afios se diseminé por paises alrededor
del Océano Indico, por ejemplo, el archipiélago de las Comoras, Madagascar, la isla Mauricio y las Maldi-
vas. Se estima que en ese par de afios ocurrieron aproximadamente 500 mil casos. Después se extendio a
la India provocando una epidemia que alcanzé a més de 1.39 millones de personas antes de que terminara
el 2006 y aumentando hasta el 2010 en areas no afectadas en los primeros brotes. Luego llegé a Sri Lanka,
Singapur, Malasia e Indonesia mediante viajeros infectados. En 2007 se identificaron casos autéctonos en
el norte de Italia y un afio después se report6 el primer caso importado en Canadé. En 2010 se presentaron
casos en Francia, Australia, Estados Unidos, China y Espafia. Tuvo presencia en el continente americano
hasta 2013 en Saint Martin [29]], una isla en el Caribe, importado de Francia. Para 2014 los casos circulaban
en Antigua y Barbuda, Haiti y Republica Dominicana [25]. Desde entonces ha causado entre 795 mil y 1.1

millones de casos [[12]. En México el primer caso ocurrié en el 2014 traido de la isla Antigua y Barbuda.

Las personas infectadas por este virus presentan fiebre superior a los 38.5°C [36], artralgia (dolor articu-
lar) frecuentemente incapacitante y en menor medida, mialgia (dolor muscular), dolor de cabeza, erupciones
en la piel, nduseas y fatiga. Aunque la enfermedad por Chikungunya no es fatal, no existe un tratamiento

antiviral especifico o vacuna, por lo que el manejo de los pacientes se limita al control de los sintomas.

Los sintomas comienzan tras un periodo de incubacién intrinseco que dura de 3 a 7 dias tras la picadura
de un mosquito infectado. Posteriormente, el curso de la enfermedad se divide en tres etapas [29]: la fase
aguda ocurre en los primeros 3 a 10 dias, en la que los sintomas se presentan de forma abrupta; en la
fase subaguda, de 2 a 3 meses tras la infeccion, el dolor articular permanece en articulaciones con lesiones

previas y en la fase crénica, después de 3 meses, la artralgia puede perdurar desde 18 meses hasta 3 afios,
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Figura 1.0.1: Mecanismo de transmisi6n del virus del Chikungunya. (Tomada de [18])).

aunque la viremia solo dura aproximadamente 7 dias [30]. Una persona que se ha infectado con el virus,
tendrd inmunidad permanente.

Por otro lado, los mosquitos se infectan al picar a una persona durante el periodo virémico de la enfer-
medad y cursardn un periodo de incubacién extrinseco de minimo 2 dias en el que el virus se disemina por
sus gldndulas salivales [30]]. Una vez que un mosquito se ha infectado, lo estard por el resto de su vida.

En periodos de brotes o epidemias el virus se aloja principalmente en los humanos. Fuera de estos
periodos algunos animales sirven de reservorio como pequefios mamiferos, roedores y primates [25]]. A

este dltimo se le conoce como ciclo selvatico [18]).

Figura 1.0.2: Ciclos de transmision del virus del Chikungunya. A la izquierda el ciclo selvdtico y a la
derecha el ciclo urbano. (Tomada de [18])).

Una caracteristica destacable es que los sintomas los presentan la mayoria de los infectados, en una
poblacién susceptible se infectan del 10 al 70 por ciento de los habitantes [12]], de los cuales entre el 72 %
y el 97 % desarrollan los sintomas [25]]. El dafio articular se presenta en el 70% a 100% de los pacientes,

que puede consistir en dolor severo, artritis crénica, derrames articulares y rigidez, en general el dolor se
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presenta de manera simétrica [25]].

La enfermedad tiene efectos mas severos en bebés de hasta cuatro semanas de vida y en ancianos. En
pacientes pedidtricos se asocia con complicaciones neurolégicas [25]]. Ademads, si bien los casos fatales son
pocos, en brotes ocurridos entre el 2004 y el 2008 se observo una tasa de mortalidad 5 veces més alta en
personas mayores de 65 afios que en adultos menores de 45 afios [[12].

El virus es capaz de causar grandes brotes en humanos, principalmente en dreas que no tienen inmunidad
previa y ocurren en las temporadas lluviosas, cuando la cantidad de mosquitos es mayor. En México hay
gran presencia del mosquito Aedes, por lo que un caso representa un riesgo para que los mosquitos se
infecten y transmitan el virus a los humanos, ademas que la ausencia previa de esta enfermedad, convierte
a los mexicanos en una poblacién susceptible. Aunque el primer caso importado se identificé en junio de
2014, en septiembre del mismo afo se detectd el primer caso autdctono en Chiapas y para finales de ese
afio se acumulaban 222 casos [7]. En la semana 40 epidemiolégica de 2015, Guerrero era el estado con
mads casos confirmados con el 18.38 % del total, seguido de Michoacédn con el 16.54 % y Veracruz con el
13.14 % [13]]. Al final de la epidemia se confirmaron 11468 casos en México de los cuales, 1673 ocurrieron
en Guerrero, ocupando el segundo lugar en infectados después de Veracruz [§]. Personas del sexo femenino
representaron el 64 % de los infectados, el grupo de edad con més casos hasta ese momento fue de 25 a 29
afios, pero también las personas mayores de 60 afios representaron una cantidad significativa de los casos.

En el trabajo titulado Impaired quality of life after Chikungunya virus infection: a 2-year follow-up
study [6]], se realiz6 un estudio para determinar la frecuencia y los factores de riesgo de aparicion de los
sintomas reumaticos después de una infeccién y sus consecuencias en la calidad de vida de los pacientes.
Para esto, se defini6 la recaida como la reaparicién de artralgia después de una notable disminucién en la
intensidad del dolor o después de al menos una semana sin sintomas. Se analiz6 un grupo de 509 personas
en Francia que se confirmé mediante pruebas PCR que estuvieron infectadas entre marzo de 2005 y 2007.
Se les envi6 un cuestionario para determinar el estado de salud segtn la calidad de vida, la salud mental y
comorbilidades. Como parte de los hallazgos de dicha investigacién se encontré que el 72 % de los pacientes
reportaron recaidas. Se dio seguimiento a 88 pacientes, que tuvieron en promedio 4 recaidas y una mediana
de 2, cada una con una separacién de 8 semanas en promedio y una mediana de 4. La intensidad del dolor
disminuyé en el 43 % de los casos, varid en el 41 %, se mantuvo en el 18 % de los pacientes y aumenté en
el 8 %. En las recaidas, la artralgia se presentd en la misma parte del cuerpo en el 97 % de los casos. Otros
sintomas que se manifestaron fueron rigidez matutina, inflamacién y fiebre. Estas recaidas se presentaron
en su mayoria en pacientes con alguna comorbilidad.

Por otro lado, a finales del 2015 se realizé el estudio titulado Factors associated with Chikungunya
relapse in Acapulco, Mexico: a cross-sectional study [8|], sobre 5870 habitantes de Acapulco, Guerrero,
pertenecientes a 1305 hogares de ocho conglomerados urbanos para estimar las recaidas de Chikungunya

y determinar factores asociados mediante la aplicacién de una encuesta. El 60 % de individuos reportaron
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haberse infectado de Chikungunya y el 31 % presentaron al menos una recaida, que en este caso se definié
como la reaparicion de los sintomas con la misma o mayor intensidad que en la infeccidn inicial tras un mes
sin sintomas debido a la permanencia del virus en el tejido musculo-esquelético. La edad promedio de los
entrevistados fue de 36 afios, el 87 % afirmaron haberse infectado de Chikungunya, de los cuales el 57.6 %
fueron mujeres y el 14.2% lo padecié de forma severa. El 31.1 % sufrieron al menos una recaida, de los
cuales, el 65.8 % fueron mujeres y la edad promedio fue de 40.69 afios.

La facilidad de la propagacion del virus en climas tropicales y la adaptacién de los vectores a las medidas
de prevencién como la fumigacién hacen que la enfermedad por Chikungunya se considere una potencial
epidemia. Ademds, la severidad de los sintomas afectan la calidad de vida de personas en etapas productivas

teniendo consecuencias en los dmbitos personales y laborales ademds de, evidentemente, en la salud.



Capitulo 2

Marco Teorico

2.1. Sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

Una ecuacién diferencial es una expresion algebraica que involucra un vector de variables dependientes
x o funciones desconocidas y sus derivadas respecto a una o mds variables independientes. A las ecuaciones
diferenciales que incluyen una variable independiente ¢, una funcién x(¢) y una o varias de sus derivadas de
cualquier orden con respecto a la variable independiente

dx d*x
Fltx,—,...,— | =0
(7X7 dt? 7dtk) b)

se denominan ecuaciones diferenciales ordinarias. Si x(7) es un vector n —dimensional se tiene un sistema
de n ecuaciones diferenciales ordinarias.

Un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden es de la forma

d.
% = f[(t,x],...,)c,l)7
% = f,,(t,xl,...,xn),

o de un manera mas compacta

x =f(z,x).

El caso particular en que f no depende explicitamente de 7 se denomina sistema de ecuaciones diferen-
ciales auténomo y puede escribirse simplente como x = f(x).
Generalmente, no es posible calcular soluciones explicitas para este tipo de sistemas, pero es posible

realizar un anélisis cualitativo sobre el comportamiento de alguna solucién.
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2.1.1. Conceptos preliminares

Definicion 2.1.1. [28]] Funcion diferenciable. Sea la funcién f: A — R” con A C R” un conjunto abierto y
x¢ € A. f es diferenciable en x si existe una transformacion lineal Df(x¢) que satisface:

o 170 = F(x0) = DACx—x0) |

=0.
=% [1x = o]

A la transformacion lineal Df(xg) se le denomina la derivada de f en x.

Teorema 2.1.1. [28]. Sif: A — R”, con A C R” un conjunto abierto, es diferenciable en xy € A, entonces
i
ax]'

Jacobiana de tamafio n X n:

en Xg existen paratoda i, j = 1,...,n. Y la derivada Df estd dada por la matriz

_[9fi
pr= [3%‘]'

las derivadas parciales

Definicion 2.1.2. [28]] Funciones clase C'. Suponga que f: A — R" es diferenciable en A. Si la derivada

Df es continua en A se dice que f € C!(A).

Teorema 2.1.2. [28]. Seaf: A — R” con A C R” un conjunto abierto. Entonces f € C!(A) si y solo si las

‘ o dfi . .
derivadas parciales ——, i, j = 1,...,n existen y son continuas en A .

ox j ’
Definicion 2.1.3. [20]. Espacio fase. Se denomina espacio fase M al conjunto de valores o estados que

puede tomar X en un sistema de EDOs x = f(x).

Definicion 2.1.4. [20] Campo vectorial. Una funcién f : M — R” que define un vector f(x) para cada x en

el espacio fase se denomina campo vectorial.

Definicion 2.1.5. [20] Flujo. Sea ¢;(y) la solucién al problema de valor inicial
x=f(x), x(0)=y. (2.1.1)

El flujo completo ¢;(x) es una funcién diferenciable ¢ : R x M — M tal que:
= Po(x) =x,
- Paratodary s € R, 9,00,(%) = @ (0()) = 14:(x)

Obsérvese que x(¢) = ¢;(y) es la solucién al problema de valor inicial y corresponde a la posicién del
sistema al tiempo ¢ cuando este inicia en x(0) =y o bien, que para un y fijo, ¢;(y) define una curva en el
espacio fase cuando ¢ varfa en R. Ademds, directamente de la definicion resulta que ¢ 0 @_,(Xx) = @p(x) =

1

Id(x) donde Id es la funcién identidad, por tanto ¢, es una funcién invertible con (¢,)~" = ¢_,, entonces

¢ es una biyeccidn en el espacio fase M, de donde dos trayectorias distintas no pueden intersectarse [20].
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La derivada de una funcién x(¢) puede interpretarse como la razén de cambio de la variable x con res-
pecto de ¢. Es por ello que las ecuaciones diferenciales son frecuentemente utilizadas en la descripcién de
fendmenos dindmicos del mundo real. Esta traduccién al lenguaje matemadtico se denomina modelacion
matemdtica. Los modelos que representan sistemas que cambian con el tiempo se llaman sistemas dindmi-
cos [20].

Al describir una situaciéon del mundo real, es imposible incluir todas las variables que intervienen,
entonces el objetivo del modelador es representarla con un nimero limitado de variables x € M, y con un

conjunto de constantes que constituyen los pardmetros del modelo.

2.1.2. Linealizacion

Definicion 2.1.6. Punto de equilibrio. Un punto X tal que f(x¢) = 0 es llamado punto de equilibrio.

El sistema lineal X = Ax con matriz A = Df(xg) se denomina la linealizacién de x = f(x) en xy.

Por el teorema de Taylor, si xg = 0 es un punto de equilibrio de x = f(x), es decir, f(0) = 0, entonces:
1
f(x) = Df(0)x + EDZf(O) (X,X) 4+

Esta es una aproximacién de la funcién no lineal alrededor de x¢y = 0, es decir, tiene un comportamiento

similar [28]].

2.1.3. Estabilidad

Definicion 2.1.7. Estabilidad de Lyapunov [28]). Sea ¢; el flujo de la ecuacién diferencial x = f(x) definido

para toda ¢ € R. Un punto de equilibrio x¢ es estable si parat > O:
Ve > 036 > 0:x € Ns(Xo) = @(x) € Ne(xp).

Un punto de equilibrio xq es inestable si no es estable. Y Xy es asintéticamente estable si es estable y si

ademds existe un 8 > 0 tal que para todo x € Ng(xXg) se tiene que

tlirg 0 (x) =xp.

Teorema 2.1.3. Sea A C R” un conjunto abierto tal que xo € A. Supongamos que f € C!(A) y que f(xq) = 0.
Ademds supongamos que existe una funcién V : R* — R, V € C!(A) que satisface V(xg) =0y V(x) > 0 si

X # X¢. Entonces

(a) SiV(x) <0 paratodax € A, xg es estable.



8 Marco Teédrico

(b) SiV(x) < 0 paratodax € A/{xp}, Xo es asintoticamente estable.
(c) SiV(x) >0 paratodax € A/{xg}, Xg es inestable.
Una funcién V que satisface las hipétesis del teorema (2.1.3)) es llamada funcion de Lyapunov.

Definicion 2.1.8. Positivamente invariante [16]. Se dice que un conjunto D es positivamente invariante con

respecto al sistema x = f(x) si para x(0) =y € D la trayectoria ¢;(y) es tal que {¢;(y) :7 >0} C D.

Teorema 2.1.4. Principio de invariancia de LaSalle [16]. Considérese el sistema x = f(x) y un conjunto D
compacto y positivamente invariante con respecto a este. Si existe una funcién V : D — R tal que V(x) <0 a
lo largo de las trayectorias del sistema. Definase Z = {x € D: V(x) =0} y sea .# C % el méximo conjunto

invariante. Entonces, si x(0) € D, la trayectoria ¢;(y) — .# cuando t — eo.

Obsérvese que si existe una funcién V que satisface la condicién (b) del teorema (2.1.3) y V(x) = 0

tinicamente en X = X, el sistema es global asintéticamente estable por el principio de invarianza de LaSalle.

2.2. Nuamero reproductivo basico

El nimero reproductivo basico, denotado por Ry, se define como el niimero de casos secundarios pro-
ducidos por un individuo infectado en una poblacién susceptible [32]]. Si Ry < 1, un individuo infectado
produce, en promedio, menos de una nueva infeccién durante su periodo infeccioso, entonces, la infeccién
no puede crecer. Por el contrario, cuando Ry > 1 un individuo infectado produce en promedio mds de una
nueva infeccion y la enfermedad puede invadir a la poblacién.

Cuando el modelo tiene un tnico compartimento infectado, es sencillo aplicar esta definicién para en-
contrar Ry pues queda determinado por el producto de la tasa de infeccion y la duracién media de la infec-
cion. Sin embargo, cuando se tienen varios compartimentos infectados es mas sencillo utilizar una defini-
cién mas general en la que el nimero reproductivo basico Ry estd dado por el nimero de nuevas infecciones
producidas por un individuo infectado en una poblacién en el punto de equilibrio libre de la infeccion [32]].

Decimos que una enfermedad es endémica si persiste en una zona geografica por tiempo indefinido.
De donde el punto fijo de un sistema que modela la dindmica de alguna enfermedad cuya coordenada de
la poblacién infectada es positiva, se denomina punto de equilibrio endémico mientras que el punto fijo
en el cual la poblacién infectada es cero se llama punto de equilibrio libre de la enfermedad. Con estas

definiciones, puede definirse formalmente al nimero reproductivo bésico:

Definicion 2.2.1. [4]] Niimero reproductivo bdsico. El nimero reproductivo basico denotado por Ry es una
funcién de los parametros del modelo tal que si Ry < 1 entonces el punto de equilibrio libre de la enfermedad

es asintdticamente estable y si Rgp > 1, el punto de equilibrio libre de la enfermedad es inestable.
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2.2.1. Método de la matriz de la siguiente generacién

El nimero reproductivo basico no puede determinarse directamente del modelo sin hacer la distincién de
compartimentos infectados y no infectados. Un compartimento es llamado compartimento de enfermedad
o simplemente compartimento infectado si los individuos que pertenecen a él estdn infectados. Conside-
remos una poblacién heterogénea cuyos elementos pueden agruparse en n compartimentos homogéneos.
Sea x = (x1,x2,...,%,)" el nimero de individuos en cada compartimento y supongamos que los primeros m
compartimentos corresponden a los grupos infectados.

Sea Py = x tal que x; =0 parai = 1,...,m el punto de equilibrio libre de la enfermedad, obsérvese que
estamos asumiendo sin perdida de generalidad que los primeros m compartimentos son infectados.

Para calcular el Ry deben distinguirse los cambios en la poblacién producidos por nuevas infecciones
de los demds cambios. Sea .%;(x) la tasa de aparicién de nuevas infecciones en el i—ésimo compartimento,
% (x) la tasa de ingresos de individuos al compartimento i por otros medios y %, (x) la tasa de transfe-
rencia de individuos fuera del i—ésimo compartimento. Entonces el sistema de ecuaciones en el modelo de

transmision de la enfermedad se escribe como
xl:fl<X):<%(X)qu/l(X), lil,,}’l, (221)

con % =7, — ”I/I-Jr. Como estas funciones .%;, ”//ﬁ y ¥, describen el movimiento de individuos en los

compartimentos, deben satisfacer que:
C1. Son no negativas, es decir, si x > 0, entonces .%;, v, V" >0parai=1,...,n.

1

C2. Siun compartimento esta vacio, no puede haber salida de individuos por infeccién ni por otros medios,

esto es, si x; = 0 entonces ¥, = 0.
C3. Es trivial que la incidencia de infeccién para los no infectados es 0, de donde .%;(x) = 0 para i > m.

C4. Asumimos que si la poblacién estd libre de la enfermedad, entonces permanecerd libre de la enferme-
dad, es decir, no hay movimiento de individuos infectados. esto queda expresado como .%;(Py) =0y

Y (P)=0parai=1,...,m.

CS. Definimos a Fy como punto de equilibrio localmente estable del modelo libre de la infeccién, entonces

si .#(x) = 0, todos los valores propios de Df(Fy) tiene parte real negativa.
Bajo estas hip6tesis podemos particionar la matriz Df(Fy) segtin el siguiente teorema.

Teorema 2.2.1. Si Py es un punto de equilibrio libre de la infeccion para el sistema y fi(x) satisface
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las condiciones entonces las matrices Jacobianas D.%# (Fy) y ¥ (Py) pueden ser particionadas como:

F 0 V 0
DF(Py) = . DY (R) =
0 0 VA

Donde F y V son matrices m x m dadas por

3.7, 0% -
F= |:axj(P0):| y V= |:axJ(P0):| paralgl,jgm.

Mais aun, F es no negativa 'y V es no singular.

Ver la demostracion en [32]].

Observemos que la descomposicién del modelo en .% y ¥ y la designacién de los compartimentos
infectados o no infectados depende de la interpretacion epidemioldgica del modelo.

Para analizar el efecto de introducir un individuo infectado en la poblacién susceptible consideremos la

dindmica de los compartimentos libres de la infeccién del sistema linealizado de (2.2.1)), esto es,
X = —Dﬁf/(Po)(X—P()) 22.2)

Por (5]tenemos que el punto de equilibrio libre de la infeccién Py es localmente asint6ticamente estable,
por tanto podemos utilizar para analizar la dindmica de una pequefa cantidad de individuos infecta-
dos insertados en una poblacién libre de la infeccién. Denotemos por y;(0) el nimero inicial de individuos
infectados en el i-ésimo compartimento y sea W(t) = (¥ (¢),..., W (¢))" el nimero de individuos infectados
inicialmente que ain permanecen en el compartimento 7 al tiempo ¢. Nétese que Y es igual a las primeras
m coordenadas de x y por la particién de DY (Py) en el teorema se implica que y(¢) = —Vy(t),
esta ecuacion tiene como solucién tnica y(¢) = e~V y(0) = e~ Py, donde la exponencial de una matriz se
define por la serie de Taylor

A3 Ak

AZ
A—T+A+ 4+
A ST

que es convergente para toda . Entonces [ w(t)dt = V™' Py, donde la entrada (i,j) de V~! puede
interpretarse como el tiempo promedio en que un individuo inicialmente introducido en el compartimento
de enfermedad j pasa al compartimento infectado i. Nuevamente del teorema (2.2.1)), V es no singular y F
y V! son no negativas, por lo que FV~! también es no negativa y por lo tanto tiene valores propios con
parte real no negativa.

La matriz K = FV~! es la matriz de la siguiente generacién y se define

Roy=p(FV1), (2.2.3)
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donde p(A) denota el radio espectral de la matriz A, es decir, el médulo maximo de los valores propios de

K.

2.3. Estadistica Bayesiana

A diferencia del enfoque cldsico, donde los pardmetros desconocidos se consideran valores fijos, en la
estadistica Bayesiana se suponen como variables aleatorias. Esto nos permite cuantificar la incertidumbre
mediante su distribucién de probabilidad.

Como su nombre lo indica, la estadistica Bayesiana se sustenta en el teorema de Bayes:

Teorema 2.3.1. Teorema de Bayes. Sean B, B>, ..., B una particién del espacio muestral. Para cualquier
evento A tal que P(A) # 0 se cumple la igualdad:
P(BiNA) P(A|B;)P(B;)

P(Bi|A) = P(A) = leP(A|B,~)P(B,~)- (2.3.1)

Esta identidad permite incorporar informacién previamente disponible para la resolucién de un pro-
blema. Dicha informacién puede provenir de diversas fuentes, por ejemplo, estudios previos, informacién
subjetiva de expertos o una mezcla de ambos.

Informalmente, hacer inferencia sobre un parametro 0 es basarse en los datos X para explorar cuales
valores de 0 son probables y determinar el grado de incertidumbre.

Con el objetivo de tener un modelo 7(6|x) es necesario fijar una funcién de verosimilitud y una distri-
bucion para 6, que se denomina distribucion a priori, que represente la informacién disponible acerca del
pardmetro 6 antes de incorporar los datos al modelo, o bien, una distribucién que represente escasa o nula
informaci6n. Entonces, aplicando la igualdad del teorema de Bayes (2.3.1)), la probabilidad condicional de
0 dado X = x resulta

n(6)7(x|6)

m(O1X) = T G2 (x]6) 0 (23.2)

Obsérvese que el numerador es la densidad conjunta de X'y 0 y el denominador es la densidad marginal
de X, el cual es una constante de normalizacién que no siempre necesita ser calculada, entonces puede
escribirse:

7(0]x) o w(0)7(x|0).

La densidad condicional 7(6|x) se denomina distribucion a posteriori y cuantifica la incertidumbre de 6

una vez que se han incorporado los datos x, nétese que depende de los datos solo a través de la verosimilitud.

Definicion 2.3.1. Decimos que una distribucidn a priori es no informativa cuando refleja una ignorancia

total o un conocimiento muy limitado sobre el pardmetro de interés.
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También se refieren a las distribuciones no informativas como distribuciones vagas, difusas, planas o
de referencia. Con ellas lo que se busca es que los datos tengan un mayor impacto sobre la distribucion a
posteriori. Estas distribuciones pueden clasificarse en dos grupos: distribuciones propias e impropias, las
primeras son aquellas que al integrarse sobre todo el espacio muestral resulta una constante finita y las
segundas integran infinito. Cuando el espacio paramétrico es finito, se puede usar una distribucién a priori
uniforme para reflejar la falta total de informacidn.

No siempre es posible obtener la distribucién a posteriori de manera explicita, entonces con mayor

frecuencia simplemente se reportan algunas medidas descriptivas.

2.3.1. Estimacion puntual

Dada la distribucién de un pardmetro 6, requerimos seleccionar un estimador para el verdadero valor
del parametro 6y, desconocido, y medir el error que se comete al elegir cierto valor como estimacion.

Un problema estadistico se compone de (S,Q,D,L), donde S es el espacio muestral que tiene asociada
una variable aleatoria X con distribucién parametrizada por un elemento de €, el espacio paramétrico; D es
un espacio de decisiones y L es una funcién de pérdida.

Una vez especificado el problema estadistico, un problema de inferencia consiste en seleccionar una
funcién de decisién que determine la forma de tomar una decisién una vez que un resultado muestral ha

sido obtenido.

Definicion 2.3.2. Funcion de decision. Una funcién de decision es una funcién o estadistico d que mapea

deSaD.

Definicion 2.3.3. Funcién de pérdida. Una funcién no negativa que mapea D x Q a R es llamada funcién

de pérdida.

Definicién 2.3.4. Funcion de riesgo. La funcién de riesgo se define como el valor esperado de la funcién

de pérdida L(d, 0).
Ejemplos de funciones de pérdida son:

= Funcion de pérdida cuadratica:

L(d,0) = (d—0)>.

El estimador Bayesiano, que minimiza la funcién de riesgo, bajo esta funcion de pérdida es la media

de la distribucién a posteriori [22].

= Funcién de pérdida error absoluto:

L(d,0)=1|d—6|.
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En este caso la mediana es el estimador Bayesiano [22].

El estimador mdximo a posteriori (MAP) es aquel que maximiza la distribucién a posterior y mini-
miza el riesgo, éste estimador es invariante y puede utilizarse cuando la funcién de pérdida no se define

explicitamente.

Cuando se elige la media como estimador, también se recomienda reportar la varianza o la desviacién
estandar de 0. Si se decide trabajar con la mediana, se sugiere reportar también el primer y tercer cuartil

para tener una idea de la de la variabilidad a posteriori de 6 [14].

2.3.2. Estimacion por intervalo

Definicion 2.3.5. Para 0 < o < 1, un conjunto creible del 100(1 — &) % es un subconjunto C del espacio
paramétrico O tal que

P{CIX=x}=1-a.

Usualmente C es un intervalo. Si 6 es una variable aleatoria continua y 0(1), 0?2 son los cuantiles
de orden 1000, %, 100(1 — &) % respectivamente, con o + o = «, entonces C = [0(1) 8(2)] satisface

P{C|X =x} = 1 — «. Para intervalos de colas iguales o} = 0p = ¢¢/2.

Como en el enfoque Bayesiano 6 es una variable aleatoria cuya distribucién es la distribucién a

posteriori, el conjunto de credibilidad C cubre el verdadero valor de 6 con una probabilidad 1 — .

2.4. Analisis de sensibilidad local

El andlisis de sensibilidad es una herramienta para medir la dependencia de una variable sobre un
parametro. Para ello se emplea el indice de sensibilidad que aproxima el cambio fraccionario en una variable
X producido por un cambio fraccionario en un pardmetro & manteniendo los demds pardmetros constantes

[19] y estd dado por
o dX

a= % 5g 2.4.1)

Si Eq < 0 la relacion entre el pardmetro & y X es inversamente proporcional. Si por el contrario, Eq es

positivo la relacién es directamente proporcional.
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2.5. Métodos Monte Carlo por cadenas de Markov

2.5.1. Métodos Monte Carlo

El método Monte Carlo es un método numérico para la simulacién de variables aleatorias, surgi6 en
1949 pero encontr6 su aplicacion afios después debido al avance tecnolégico.

El algoritmo tiene una estructura muy sencilla, se realiza una prueba aleatoria n veces de manera que
cada experimento sea independiente de los restantes y se toma la media de los resultados de todos los expe-
rimentos sustentado en el teorema central del limite. Supongamos que deseamos calcular una cantidad m,
sea X con E(x) = my varianza finita Var(x) = b%. Consideremos n variables aleatorias, X1, X>,.. ., X, inde-
pendientes e idénticamente distribuidas como X, para n suficientemente grande la distribucién de la suma

Y = X; + X, + - -- + X, serd aproximadamente normal con media y = nm y varianza 6> = nb>, entonces:

3 Y 3b
P(nm3b\/ﬁ<Y<nm+3b\/ﬁ)z0.997¢>P{m\/ﬁ <= <m+\/ﬁ} ~0.997
@p{

1 & 3b
=Y Xi—m| < == 4 ~0.997
iz Vn
Esta relacion tiene dos puntos fuertes para el método Monte Carlo, primero, ofrece un método para

. . . . 3b . .
estimar m y al mismo tiempo permite acotar el error por 7 Evidentemente, el error tiende a 0 cuando n
n

tiende a infinito.

El método permite simular cualquier proceso que dependa de factores aleatorios y también problemas
que no tienen relacidn directa con cuestiones aleatorias. Por lo que puede decirse que el método Monte

Carlo es un método universal para la resolucién de problemas [31].

Uno de estos problemas es el célculo de integrales definidas. Consideremos una funcién g(x) definida

en el intervalo (a,b), si se desea calcular

1= [ gax

sea 7w(x) una funcién de distribucidn arbitraria definida en el intervalo (a,b) y 1(x) = g(x)/m(x) tal que

b
E() = [ (s(0)/n(x)a(x)dx,

obien, E(n) =1.

De manera que, tomando n variables aleatorias 11,13, . .., 7, independientes e idénticamente distribui-

2
<3\/6} ~0.997.
n

das con media / y varianza o2, entonces:

g

1 n
;l;m—l
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Para n suficientemente grande, se toman n valores x1,x»,...,x, de manera que

~1.

S| =

Z g(x;)

i=1 n-(xi)

C L. . . . . . . 2

Si bien, en teorfa, la igualdad E(n) = I se satisface para cualquier variable aleatoria, el error 34/ -
depende de su varianza y su funcién de distribucién tampoco debe ser muy compleja.

Este método no se emplea para integrales simples, pues existen métodos numéricos mds exactos, sin

embargo, éstos pierden precisién en integrales multiples, donde el método Monte Carlo tiene su aplicacion.

2.5.2. Cadenas de Markov

Una cadena de Markov {X; };cn es un proceso estocdstico que cumple la propiedad:

P(X; € AlXo =x0, X1 = x1,.... X1 =X_1) =P(X; €A[X; 1 = x;—1), (2.5.1)

es decir, el estado actual de la cadena depende tinicamente del estado inmediato anterior.

En los procesos estocdsticos, al conjunto de valores que puede tomar una variable aleatoria se le conoce
como espacio de estados, este puede ser discreto o continuo.

Cuando la cardinalidad del espacio de estados es finita o al menos numerable, se tiene una cadena
discreta; si el espacio de estados es infinito, la cadena es continua. Obsérvese que en ambos casos t € N, el

tiempo es discreto.

Cadenas discretas

Cuando un proceso estocdstico satisface la propiedad (2.5.1]) con espacio de estados finito se tiene una

cadena de Markov discreta. Se define el kernel K de transicién mediante la probabilidad condicional como

K(-xt|xt—1) :P(Xt :Xt|Xr—1 :Xt—1)~

Con esto, puede definirse la matriz de transicién P donde la entrada (i, j) es la probabilidad de ir de
estado i al j, es decir, K(j|i). Cada fila de la matriz de transicién suma 1 pues K satisface que ZK (x =
ilx_) =1 -

Dado un vector de probabilidades p( para el estado inicial se puede calcular el vector de probabilidades
para cualquier tiempo ¢ mediante la expresion p, = p,P'. Si }Lrgo P+ = Pp. €xiste para todo x en el espacio
de estados se dice que p, es la distribucion de equilibrio, esta distribucion es tnica y estacionaria o inva-

riante. La cadena converge a una distribucidn invariante si la matriz de transicion es ergddica, es decir, P es

irreducible y aperiddica.
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Decimos que una cadena es irreducible si la matriz de transicién no se puede descomponer en matrices
de menor dimension o si el grafo de transiciones es conexo, equivalentemente, para cualquier estado inicial
x y para todo subconjunto A del espacio de estados tal que si p.(x) > 0,x € A entonces P(X; € S|Xy =x) > 0;
en otras palabras, para cualquier estado inicial la cadena puede visitar cualquier estado con probabilidad de
transicion positiva. Mientras que una cadena es aperiddica si no tiene ciclos en los que los estados se repitan
de una forma observada con anterioridad [27]. Una cadena se denomina homogénea si el kernel K (x;|x;—1)

permanece invariante para todo 7.

Cadenas continuas

Cuando el espacio de estados es no numerable, se dice que la cadena {X; },cy es continua. En este caso,

la probabilidad de transicién se define como

P(Xt €A|Xt_1 :xt_l) = /AK(.X‘.Xt_l)dx

De manera andloga al caso de las cadenas discretas, se define la distribucién de equilibrio como:

lim P(X; € A|Xp = x) = pe.
f—o0

Es necesario que la cadena sea irreducible y aperiddica para que converja a una distribucion estacionaria.

Una densidad invariante se define como aquella que satisface la identidad:

pels) = [ Klsubo)peli-)d,

donde p,(x) es la densidad estacionaria, K(x;|x;—1) es la probabilidad de transicién o kernel y S es el

conjunto de estados.

Una condicién necesaria para que una distribucién sea invariante para una cadena, es la condicion de

reversibilidad:

Pe(Xt—1)K(x¢x:-1) = pe () K (xr—1|X7).

Los métodos MCMC consisten en encontrar un kernel tal que la distribucién de interés sea la distribu-
cion estacionaria de la cadena de Markov, esto es, que el kernel, por practicidad, satisfaga la condicién de
reversibilidad. Como estos métodos suelen iniciar en un estado arbitrario, es necesario poder asegurar la

convergencia de la cadena a la distribucién estacionaria para cualquier estado inicial.
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2.5.3. Algoritmo Metropolis-Hastings

Cuando se tiene una transicion de Markov que apunta a la distribucién objetivo, la cadena de Markov
Monte Carlo permite cuantificar el conjunto tipico pero construir tal distribucién no es sencillo, para ello se
tienen varios algoritmos que construyen las transiciones apropiadas para una distribucién objetivo conocida,
uno de ellos es el algoritmo de Metrépolis Hastings.

Este algoritmo se compone de dos etapas, una de propuesta y otra de correccién. En la primera fase
se realiza una perturbacion estocéstica al valor inicial de acuerdo con la densidad de probabilidad Q(¢'|q)
que define las propuestas. En la segunda fase, se rechazan las propuestas lejanas de la distribucion objetivo

seglin la probabilidad de aceptacion

0(qlq")m(q') >

®(4.4) = min <1’ Q(q'lq)m(q)

La distribucién de propuestas original y que se sigue usando comtinmente es una distribucién Gaussiana:

0(d'lq) = - (d'g,%),

que por ser simétrica se cumple que Q(¢'|q) = Q(q|q’), entonces la probabilidad de aceptacién se simplifica

() =min (1.20)),

Este caso particular se denomina caminata aleatoria Metrépolis.
La principal ventaja de éste método es su simplicidad pero esta misma es la causa de que al aumentar las
dimensiones reduzca su desempefio, por lo que se necesitan mejores estrategias para explorar el conjunto

tipico.

2.5.4. Introduccion al método Monte Carlo Hamiltoniano

Una manera de optimizar la exploracion del conjunto tipico es aprovechar la geometria del mismo. El
algoritmo que se vale de las caracteristicas del conjunto tipico es el Método Monte Carlo Hamiltoniano,
si bien esto se logra utilizando herramientas de geometria diferencial, que supera el alcance de esta tesis,
puede entenderse de una manera mds simple con menor rigurosidad matemaética haciendo una analogia a un
sistema fisico. Supongamos que el pardmetro 6 es una particula en el espacio n-dimensional que colocamos
en una posiciéon aleatoria de una superficie en la misma dimensién sobre la que se desliza sin friccién
trazando una trayectoria. Si se toman muestras de la posicién de la particula a lo largo de su recorrido,
podriamos tener un bosquejo de la forma de la superficie. Con este planteamiento también podemos inferir

que la mayor cantidad de propuestas se obtienen de regiones de alta probabilidad.
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En el método Hamiltoniano el espacio paramétrico no se recorre de manera aleatoria, sino que se utiliza
el gradiente del conjunto tipico a manera de guia. Para ello, se incorpora al sistema probabilistico el para-
metro de momento, que siguiendo la analogia fisica, debe garantizar una dindmica conservativa. Sea p,, el

pardmetro de momento que complementa cada dimensién del espacio parametral objetivo

6, — (Gmpn)a

habiendo expandido el espacio paramétrico, cuyas dimensiones se duplicaron, se tiene una nueva distribu-
cién objetivo. La distribucién conjunta de los pardmetros y de los momentos 7(6,p) es llamada funcion
o densidad canonica. Entonces la trayectoria del espacio fase se proyectard sobre el espacio paramétrico
marginalizando la distribucién canénica, resultando en trayectorias que exploran el conjunto tipico de la
distribucion inicial.

Utilizando la funcién Hamiltoniana H(6,p) = —Inx(6,p) [2], tenemos 7(0,p) = e 7(®P) Ademis,
7(6,p) =n(p|6)n(0), porloque H(O,p) =—Inn(p|6) —Inz(6) =K(p,0)+V(6). En un sistema fisico,
K(p,0) denota a la energia cinética y V(0) a la energia potencial. Luego, el campo vectorial se genera

resolviendo las ecuaciones de Hamilton:

d6 JH JK
dt dp dp’
dp  JdH  JK JV
dt 00 96 096’
Entonces el método Hamiltoniano se compone de un factor determinista y uno aleatorio, el primero es el
célculo de las trayectorias ¢(6,p) y el segundo es la exploracién de las diferentes trayectorias. Las trayec-
torias se obtienen al resolver las ecuaciones de Hamilton mediante algiin método numérico de integracion,

usualmente el de leapfrog o salto de rana pues evita la propagacién de los errores a lo largo del tiempo;

para un tiempo T discretizado con una longitud de paso € en L = |T /€] pasos el algoritmo consiste en [2]:

6y 0,po <+ p

for 0<n<L do
-XA%
Ppyl < Pn— 5%(9")

041 9n+€pn+%

eV
Pnt1 5= Pyy ] — Eﬁ(enﬂ)

end for

En la implementacién del método Hamiltoniano, usualmente las variables de momento se generan de
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manera independiende de una distribucién normal estdndar, entonces para obtener M muestras de la distri-
bucion objetivo mediante el método Monte Carlo Hamiltoniano para un valor inicial dado 6y, una longitud

de paso € y una cantidad de pagos L, se aplica el algoritmo [[17]]:

for m=1 to M do
PO~ A (0,1)
0" — 0" g0 jpd
6,7 < leapfrog(0,7,¢e,L)

exp{m(6)—3p-p}
“exp{m(6m 1) —1p-p}

Con probabilidad o =min<{ 1 0" — 0, p" — —p.

end for

Cuando la particula se desliza, eventualmente regresard al punto de partida, por lo que si tomamos
trayectorias muy largas las nuevas muestras pueden ser muy similares a la anteriores, mientras que si el
camino es muy corto, ademds de que también se tendrdn muestras muy cercanas practicamente reexplo-
rando regiones ya recorridas, la trayectoria seria bastante similar a una caminata aleatoria. Es decir, queda
por determinar la longitud 6ptima del camino de la particula antes de iniciar una nueva trayectoria, en otras
palabras, la cantidad y la longitud de los pasos, o equivalentemente, el tiempo de integracién de las ecua-
ciones de Hamilton y la longitud € en la que se particionard. Esto se resuelve si logramos identificar el
instante en que la particula retornard al punto de partida, es decir, cuando da una vuelta en U. Si bien es
posible que el algoritmo atin funcione, no seria eficiente. Determinar estos pardmetros no es sencillo y mas
complicado atin si la superficie asociada a la distribucién objetivo es compleja o de dimensiones imposibles
de visualizar, ademds, no hay un tiempo ¢ Gnico que funcione Optimamente para toda la region.

El muestreador sin giro en U o en inglés, Not U-Turn Sampler (NUTS) optimiza el algoritmo Hamil-
toniano encontrando de manera adaptativa el nimero de pasos necesario en cada iteracién antes de que la
trayectoria de el giro en U, cuando esto ocurre, se detiene la simulacién, se toma la muestra de la trayectoria

y se coloca la particula en una nueva posicion inicial para empezar una nueva simulacién.

2.6. Diagnésticos de convergencia

2.6.1. Método grafico

Es el primer acercamiento para monitorear el comportamiento de una cadena de una forma un tanto
empirica. Se grafica la secuencia de valores en forma de serie temporal, si se tienen varias cadenas para un

mismo pardmetro, se grafican simultdneamente.
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Si los estados de la cadena recorren lentamente a los posibles valores, la cadena no converge a una
distribucién. Por el contrario, si la cadena oscila abarcando todo el rango de valores, y si son varias cadenas,

éstas se entrecruzan, entonces puede decirse que las cadenas convergen a una distribucién estacionaria.

2.6.2. Diagnostico de Gelman Rubin

Esta prueba verifica la convergencia para dos o mas cadenas inicializadas en diferentes puntos del espa-
cio de pardmetros, se basa en la comparacion de varianzas de cada cadenas y entre las cadenas. Gelman y
Rubin construyen dos estimadores de la varianza y comparan la raiz cuadrada de su cociente con 1.

Supongamos que se tienen m > 2 cadenas con n estados cada una. Sea X; la media muestral para la

i-ésima cadena y sea [I la media general, es decir:

n

Y X oy

k=1

X =

=
Il
3|~
1M

1
n

Denotemos por s? la varianza muestral de la i-ésima cadena y por s al promedio de las m varianzas

muestrales, esto es:

1 & _ 1
2 2 2 2
s; = Xix — Xi sS=—) s;.
i n—1 ];1( ik 1) y m Z i
= i=1
n S . .
Como E(s?) = — (6% —Var(X;)), s> es un estimador sesgado para 62. Cuando las muestras son inde-
n—
_. o’
pendientes e idénticamente distribuidas, Var(X;) = — y s7 es un estimador insesgado de 6. De cualquier
n

2
_ o
forma, para las muestras obtenidas por MCMC, Var(X;) es mucho mayor que — debido a la correlacion
n

en la cadena de Markov, entonces s? subestima la varianza objetivo. Si se estima Var(X;) mediante

resulta el siguiente estimador para 62

Entonces se calcula el cociente,

denominado factor de reduccion de escala potencial de Gelman Rubin univariado, PSRF por sus siglas
en inglés (Potential Scale Reduction Factor).

Si ambos estimadores, 62 y s son consistentes, lo que significa que el sesgo del estimador tiende a 0
cuando el tamafio de la muestra tiende a infinito, R se acerca a 1 cuando n aumenta.

Los autores recomiendan utilizar un umbral para R de 1.1, sin embargo en la practica con frecuencia se
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han utilizado cotas de 1.01, 1.02, 1.03, entre otros valores [35].

2.7. Métodos de Runge-Kutta

El método de Runge-Kutta es un conjunto de métodos numéricos para la resolucién de ecuaciones

diferenciales ordinarias
dy

a :f(xvy)

Generalizan la ecuacién del método de Euler para aproximar la trayectoria de la solucién del problema

del valor inicial con la ecuacion

Yirt =Yi+ 0 (xi,yi, h)h. (2.7.1)

Se realiza una extrapolacion lineal de tamafio de paso 4 para predecir un nuevo valor utilizando una

funcién de incremento ¢ (x;,y;, ). La funcién de incremento es un promedio ponderado
¢ = a1k +acky + -+ +anky,
donde las aj con j=1,...,n con constantes y las k; con j = 1,...,n estdn dadas recursivamente como

ky = f(xi,y1),

kn = f(xi+ pn1h,yi+qn-1);

(2.7.2)

donde pjygjrparaj=1,...,n—1yk=1,...,n—1 son constantes.
Obsérvese que para cada valor de n se tiene un método distinto. Una vez que se ha elegido n, se evalian
las a, p y g igualando (2.7.1) a los términos de la serie de Taylor de orden n para y;, en términos de y;.

El método mas utilizado es el de orden 4 de la siguiente forma [3]:

1
Yir1 =Yi+ g(kl + 2k 4 2k3 + k4 ),
donde
kl = f(-xiayi)>

1 1
ky=f (xi + Eha)’i + Zklh) ,

1 1
ks =f(xi4+=hyi+=koh),
3 f<x+2 y+22)
ks = f(x; +h,yi +ksh).

El método puede extenderse a la resolucién de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias simple-
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mente aplicdndolo a cada ecuacién en cada paso.

2.8. Ecuaciones diferenciales parciales

Tal como se definié en la primera seccidn, se pueden tener ecuaciones diferenciales cuyas incognitas
son funciones que dependan de mas de una variable independiente, estas se denominan Ecuaciones Dife-
renciales Parciales.

Supongamos que la ecuacion involucra solo una funcién f de incégnita de n variables xy,xz,...,x,. Una

ecuacién diferencial parcial de N-ésimo orden es la que contiene una derivada de 6érden N como maximo,

de la forma:
0 of 9?2 02 oN
F xl,...,xn,f,—f,...,—f,—{,if,...,—f =0. (2.8.1)
X1 dx,  dx3’ dx10xy axN
Si F es una funcion lineal de las variables f, %, e, %, la ecuacion en (2.8.1) es llamada lineal.

El conjunto de soluciones de una ecuacién diferencial parcial es una familia de superficies en un espacio
de n+ 1 dimensiones. El problema de encontrar una superficie que pase por una curva dada, se denomina
problema de Cauchy o problema de valor inicial. Para dar una solucién especifica deben establecerse con-
diciones de frontera que son valores especificos que debe tomar la solucién f en la frontera del dominio y
adicionalmente pueden proporcionarse algunas funciones iniciales fy(x). Entonces una solucién que inicia
en fy con condicién inicial fy(x) puede escribirse en la forma f(z, x;fy(x), 7).

Las soluciones cuya estabilidad es de interés analizar, son las soluciones de equilibrio.

Definicion 2.8.1. Solucion de equilibrio. [3] f,(x) es una solucién de equilibrio o estado de equilibrio de
of,(1,x)
ot

un sistema de ecuaciones diferenciales parciales si

f(¢,x;f.(x),10) = f.(x).

= (0 para toda ¢ y x en el dominio. Por tanto,

En ecuaciones diferenciales parciales también puede utilizarse la estabilidad en el sentido de Lyapunov.

Definicion 2.8.2. Estabilidad de Lyapunov. [3]] Una solucién de equilibrio £, (x) de un sistema de ecuaciones

diferenciales parciales es estable en el sentido de Lyapunov si para toda ¢ > fo se cumple que

Ve > 038 > 0 |[fo(x) — £.(x)]| < 0 — [[£(t,x:F0(x), o) — . (X)]|.

Si ademds ||f(z,x;fo(x),29) —f.(x|| = 0 cuando t — o, se dice que f,(x) es asintdticamente estable.

Las propiedades de estabilidad se siguen de la evaluacion de las soluciones en la derivada con respecto
al tiempo de un funcional de Lyapunov [3]] de acuerdo a los teoremas de estabilidad enunciados en [26]

y [24].
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Teorema 2.8.1. [20] Estabilidad. Si existe un funcional de Lyapunov positivo tal que, utilizando las ecua-
. . . . .. av . e
ciones diferenciales parciales y sus condiciones de frontera, ar < 0, entonces el sistema es asintoticamente

estable.

La demostracién puede verse en [24].
El principio de invarianza de LaSalle (2.1.4) también puede extenderse a ecuaciones diferenciales par-
ciales para demostrar estabilidad global bajo ciertas formalidades expuestas en [21]] que escapan al nivel de

esta tesis.



Capitulo 3

Modelo en Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias

En este capitulo se presenta el modelo matematico poblacional que describe la interaccién entre mosqui-
tos y humanos que da lugar a la propagacion del virus del Chikungunya mediante un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias. Posteriormente, se realiza el andlisis del modelo, primero se encuentra el nimero
reproductivo basico, después se calculan los puntos de equilibrio y se determina la estabilidad global de

éstos.

3.1. Descripcion del modelo

Sean Nj, y N, el ndmero total de hospederos (humanos) y vectores (mosquitos), respectivamente. Ambas
poblaciones se dividen en compartimentos mutuamente excluyentes de acuerdo a las etapas de la enferme-
dad.

Los humanos se dividen en cuatro etapas epidemioldgicas:

1. Humanos susceptibles (Sy,): Suponemos que todos los humanos nacen susceptibles a contraer el virus,
entonces la poblacion en este grupo aumenta segtin la tasa de nacimiento L, y disminuye por muerte
natural en la misma proporcién. La cantidad total de hospederos susceptibles tendrd un decremento
cuando un individuo adquiera el virus por la picadura de un mosquito infectado, entonces la cantidad
de contagios depende de la cantidad de picaduras de mosquitos infectados que recibe una persona
susceptible y de la probabilidad de que el contacto sea efectivo para la transmision del virus, entonces
la tasa de infeccién en los humanos es proporcional a la cantidad de picaduras b y a la probabilidad

de transmisioén vector-hospedero 3. Si cada humano tiene una probabilidad A de ser picado por un
h

mosquito, entonces un individuo susceptible recibe N picaduras de mosquitos infectados por unidad
h

. . . b . . .
de tiempo, por lo tanto, la tasa de infeccién estd dada por ﬁNL En consecuencia, la dindmica del
h

24
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compartimento de humanos susceptibles se traduce en la ecuacién:

b
Sh = Ny — %Shlv — UnSp-

2. Humanos infectados (I): La poblacién de infectados aumenta cuando la picadura del mosquito a un
individuo susceptible resulta contagiosa y disminuird cuando la persona deje de presentar los sintomas
o muera por causa natural. Si los sintomas dejan de experimentarse en 1/¥ unidades de tiempo y si
los sintomas tardan 1/J, unidades de tiempo en manifestarse. La poblacién humana infectada estd

determinada por la ecuacién:

Bib

I ="
h Nh

Suly = (tn + V) In + 8pAp.

3. Humanos asintomdticos (Ay): De los humanos infectados una fraccién p tendrd una recaida tras un
lapso de tiempo sin sintomas de la enfermedad, dado que los sintomas desaparecen a una tasa ¥, los
asintomdticos aumentan con una tasa py. La poblacién en este grupo disminuye debido a la muerte
natural o al experimentar algtin sintoma de la enfermedad. Por lo tanto, la dindmica de los hospederos

asintomaticos se describe con la ecuacion:
A} = pYIh— (M + 8)Ap.

4. Humanos recuperados (Ry,): Dado que una proporcion p de infectados recae, tinicamente una fraccién
1 — p se recupera de acuerdo a la tasa en la que dejan de manifestarse los sintomas, y. Ademds, como
la infeccién representa una inmunidad permanente del hospedero, el niimero total de recuperados

unicamente disminuird por muerte natural. Esto se traduce en la ecuacién:

/

Ry, = (1= p)yIh — WnRp.

Por su parte, la poblacion de mosquitos se clasifica en dos grupos:

1. Vectores susceptibles (S,): Debido a que no hay transmisién vertical, suponemos que todos los mos-
quitos nacen libres del virus. Ademads, se asume que la tasa de nacimiento y muerte es la misma, la
cual se denota por u,. Como un mosquito susceptible puede infectarse tinicamente por el contacto
con un humano portador del virus, se supone que se contagiard al picar a un humano infectado o
a un humano asintomatico dado que los individuos en el segundo grupo poseen cierta carga viral
en los tejidos musculoesqueléticos, por lo que de manera andloga al contagio de hospederos, la tasa

de infeccion de vectores depende de la cantidad de picaduras b y de la probabilidad de transmision
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hospedero-vector dada por B,, suponiendo que el potencial de contagio de los asintomaticos es di-
ferente al de los humanos infectados, se introduce el pardmetro ¢ para moderar la probabilidad de

transmision de hospederos asintométicos a vectores. Estas hipdtesis dan origen a la ecuacioén:

oBb

ﬁvk
Syl — ——
vih Nh

Sy = WN, — Fh

SvAh - .quv-

2. Vectores infectados (I,): La poblacién total de individuos infectados aumenta de acuerdo al mecanis-
mo de infeccidn anteriormente descrito y disminuye con la muerte del mosquito infectado, pues un
mosquito nunca se recuperard. Por lo tanto, la poblacién de mosquitos infectados queda sujeta a la
ecuacion:

oB,b

b
= ?\;h Sth + ThSVAh - ‘Ll,vlv.

L

En resumen, la dindmica entre hospederos y vectores que determina la propagacion del Chikungunya
se traduce en el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (3.1.1) y se representa graficamente en el

diagrama compartimental (3.1.1)):

S;l = unNy — ﬁNthShlv = WS,
I = %’Shlv — (lp+ V) + 8An,
Al = PV — (Un + 8p)An,
3.1.1)
R, = (1= p)vl, — upRy,
Sy = Ny = RIS — TS Ay — S,
o= RS+ TREs.AL— .

Se consideran ambas poblaciones totales constantes, es decir, N, = S, + 1, + A, + R, y Ny, =S, +1,. En

consecuencia, el sistema en (3.1.1)) puede escribirse como:
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S, = WilNy — BNLfSth — S,
L= RS — (i 7)h+ A,
(3.1.2)
A, = Yl — (U + 8)Ap,
! _ ﬁvb
I = BN~ 1)+ 0Ay) — ..
/* UVN,,
UnNy, z)6/ . 1597)
» % “,
> 811

y

Un

Figura 3.1.1: Diagrama compartimental de la transmisién del virus del Chikungunya con recaida de los
hospederos.

3.2. Calculo del namero reproductivo basico

Utilizando el método de la matriz de la siguiente generacién se separan las clases del modelo en dos
vectores, uno de las clases infectadas y otro con las clases libres de la infeccién. Denotamos por Y al
vector infectado, para este modelo, Y = (I;,,A,1,)T y por X al compartimento libre de la infeccién X = S,

Entonces, se procede a encontrar el punto de equilibrio libre de la infeccién, es decir, cuando Y = (0,0, O)T,
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entonces, el punto libre de la infeccién estd dado por Py = (Sy, I, Ap,I,) = (N, 0,0,0).

Se separan las ecuaciones asociadas al compartimento Y en dos vectores .% y ¥ tales que Y =.% — ¥,
donde .# representa las tasas de flujo del compartimento libre de la infeccién al infectado, es decir, lo que
provoca un aumento en el tamaiio de la poblacion del compartimento, mientras que ¥ contiene las tasas de

la progresién de la enfermedad, muerte y recuperacion, lo que disminuye la poblacién en el compartimento.

Tomando:
B 1,
F(X,Y) =F(Sp,dn,Ap,1,) = 0
ﬁNL: (Ny —1,) (I + 0Ay),
y

(1 + V) — BpAn
%(XvY) = W(Shalthhvlv) = —pth+(Hh+6h)Ah s
Moty
se cumple que ¥ = .7 (X,Y) — ¥ (X,Y).

Se calculan las matrices Jacobianas asociadas a .% y ¥ con respecto a las variables en Y:

0 0 ﬁNL:Sh
Jﬁ(Sh,Ih,Ah,IV) = 0 0 0 ,
%(Nv_lv> G[E;b(Nv_[v) _%(Ih+GAh)
Pty =& 0
IV (SnInAnly) = | —py  wn+6 O

0 0w

Evaluando estas matrices en el punto de equilibrio libre de la enfermedad se obtienen las matrices

F=J%(P)yV=JY(R),esto es:

0 0 B Wty —8& 0

F=1] 0 0 0 y V=1 —py w+6é 0
BvbN\f ﬁvva

BON, - oB. 0 0

Por definicién, la matriz de la préxima generacién estd dada por K = FV !, donde:
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Wy +6 S 0
(r+7) (Ba+01)=6py (i +y) (Bn+6,)—S,pY

vl = pY buty 0
(U +7) (Ua+0n)=6ppY (M +y) (Hn+6)—S,pY

1
0 0 I
Por lo tanto,
0o o b
K=]10 0 o0,
ki k O
donde:
ky = BvvaNIZI (Up+ ) + GﬁvvaN/ZIPV — B,bN, N1 Wy + 6, +opy
(1 +7) (W, + S) — Supy " (un+7) (U + 8) — SupY’
ky = ﬁvvaN;18h+GﬁvvaN}:l(“h+ ) o ,B HN.N-! I +0'(uh+}/)
- = PvOINyIVy,

(up+7)(up + 6,) — Owpy (U +7) (Mn+ 6) — Supy

Para determinar el radio espectral de K, p(K), se calculan los valores propios de K:

A 0 b
Uy Bub
det(K—ALy3)=| 0 —-A2 0 |=-A [Az—kl h }
ki ka  —A

por lo que la ecuacién caracteristica tiene soluciones:

)420 y )QZ:E ﬁ]fkl.

Por consiguiente:

p(K) = \/ﬂhﬁvszth] (OpY+ tn+ 61)
ol (B +7) (n + 81) — Sup¥]

De manera equivalente utilizamos:

o= PP N(opY i+ 8) (3.2.1)
Nt [(pn +7) (1 + 63) — 807

Realizando un andlisis a la expresion encontrada para el nimero reproductivo bésico (3.2.1)) notamos
. . N, . .
que es el producto de la proporcién de mosquitos por hospedero <NV> , por la cantidad de picaduras que
h

resultan efectivas para la transmisién del virus de vector a hospedero (f3,0) y de hospedero a vector (f3,b),
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1
por el tiempo de vida de los mosquitos ( ) multiplicado por el cociente de la tasa en que los humanos

ingresan al compartimento de asintométicosv por la probabilidad de transmisién de hospedero asintomadtico
a vector (0 py) mds la tasa en la que los individuos salen del compartimento asintomadtico (U, + 6;) ya sea
por muerte natural ({;,) o porque los sintomas han vuelto a manifestarse (&), sobre el producto de la tasa
en que los humanos salen del compartimento infectado (i, + ¥) por muerte (i) o porque los sintomas han
desaparecido () por la tasa en la que los individuos salen del compartimento asintomético (L, + 8, ) menos

el producto de las tasas que intervienen en la dindmica de los recaidos en la que se mantienen oscilando

entre los compartimentos infectado y asintomatico (5,p7).

3.3. Calculo del punto de equilibrio endémico

Para encontrar el punto de equilibrio de endémico, aquel donde las poblaciones se mantienen constantes,
igualamos la derivada de cada variable a 0, resultando un sistema de ecuaciones algebraicas. En este caso

se resolverd por el método de sustitucion.

Del sistema reducido (3.1.2), el punto de equilibrio endémico E = (S;,1;,A;,I;) es la solucién alge-

braica del sistema de ecuaciones:

b
1 w225 - s =,
N,
b * 7k * *
2 PP g s =0
A (3.3.1)
Bl pyl— (n+6)A, =0,
Vb * * * *
W BR—) 0+ on) -t =0,

Al despejar las ecuaciones [1] y [3] se obtiene:

k /‘th]% * py *
=10 A = I, (3.3.2)
" Ny + Brbl; Y LTI
expresiones que al sustituirse en [2] y [4] resulta:

. Bnb < 1N, > . . oY .

ii — | ——— ' —(up+y); + ——=1I; =0,

i Nu \ N+ BubI; ) (1) Ly + 8 "
ﬁvb opY

v N, — I (I + Iy) — Iy =0;
[iv] Nh( )T, “h+5hh) u



Modelo en Ecuaciones Diferenciales Ordinarias 31

tras simplificar estas expresiones se tiene:

i BubupN, ((Hh +7) (up + Op) — 5/1177’) =0,

Ny + Bubl, My, + O
: Bb(uy + 04+ opY) - .
iv N, -, —wI; =0.
[ } Nh(“h+5h) ( ) h u

De [ii]:

I BrbNp s (L, + 61) ( Iy )
" () (U + 8) — 8upy \ iNu+ BubI; )

que al reemplazar en [iv]:

ﬁvb(uh+5h+GPY) (N _I*) |: ﬁthlzNh(ﬂh+5h) ( I\T >:| —u =0
Ny (U, + 0) L (ua+ Y) (n + Bn) — Supy \ MnNy + BrbI; Y
ﬁhﬁvbz (:uh + 511 + GPV)Hh * < Ij ) *
Ny—I) | — ) =, I =0
(tn +7) (U + O) — Sy ( ) WiNpy + BibI; H

Nk . I .
& —Ry(N,-I)) | ————— | -, =0
Ny o =1) Ny + Brbl Holy
Np iy * Nth_ll.Lh[JV <2 N
& MY g i PRV popl =0
UnNp+BrbLy " unNy + BrblI; ol

NittnbtyRol; = NNy 'ttty Rol; — (1 Ny + BrbI} oI = 0
— Natp ity RoL + NN, iy RoIE? + pyptyNp I + Brbpa, 12 = 0

(NaN; ™ tbtoRo + Brbpa) I + (i tyNy — Nyt Ro )T = 0
_ WilNpy
NuNy ' R0 + Brb

T ¢ ¢ ¢

r=o0 6 I

v

SiI; = 0 entonces E = Fy. Mientras que en el segundo caso resulta:

g _ N (NN, unRo + Bib)
Ro(NuNy 'y + Bib)
. Ny (U, + Op) Bub Ro—1
I, = — ,
(1 +7) (i + ) — SupY ) \ Ro(NuNy  py, + Bub)

(3.3.3)

*

_ EnNpBrbpy Ry—1
Ah = —1 ’
(U +7) (U + 6) — 8upY ) \ Ro(NuNy i + Brb)
1* _ .uhNh
" NuNy R + Brb

Por tanto, se han hallado las coordenadas del punto de equilibrio endémico de manera explicita en
términos del nimero reproductivo bdsico Ry. Cuidando del sentido bioldgico del problema, cada coordenada

debe ser positiva, de donde se concluye que el punto de equilibrio endémico existe siempre que Ry > 1.
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3.4. Estabilidad global de los puntos de equilibrio

Para la construccién de las funciones de Lyapunov, se requiere la utilizacion de la funcion tipo Volterra:

f(x)=x—1—Inx, (3.4.1)

definida sobre los reales positivos.

Para mostrar que (3.4.1)) es una funcién positiva se aplica el criterio de la segunda derivada, para ello,

se calcula la primera derivada:

1
! — 1 _
f=1--,
y se encuentran los puntos criticos de f resolviendo:
, 1
fx=0 & 1--=0 & x=1

X

es decir, x = 1 es el tinico punto critico. Ahora se calcula la segunda derivada:
1
/!
f (x) = ;7

la cual es tal que f”(1) = 1. Por lo tanto, x = 1 es un minimo de la funcién f, ademds f(1) = 0 lo que

implica que para todo real positivo f(x) > 0.

3.4.1. Punto de equilibrio libre de la enfermedad

Considérese el sistema reducido en (3.1.2) con Py = (N,,0,0,0) el punto de equilibrio libre de la enfer-

medad y sea

S
V (Sh,In,Ap, 1) = cINLf <Nh> + ol + c3Ay + ¢4l
h

tal que V (Py) = 0, entonces,
Ny

d
—V(Sy, I, Ap,I,) = 1——
dl ( hylhyOh, V) C1 ( Sh>

dSh dlh + dAh + dIv
Cy)— C3——— Cq4——
dt 2 dt 3 dt 4 dt

Sy — N, nb b
=cj (’Sh) (#hNh - L]g\’, Sply — .uhSh) +c (%Shlv — (Un+ 7+ 6hAh>
h h h

B.b
Ny

+c3 (pYIh — (1n + On)An) +c4 ( (Ny = L,) (I, + 6Ap) — .uv]v)

Sh—Np Bib Ny, Brb Bub
=c1——Uy(N,—8,) —c1——S1, — Sl —S,1, — I
s Wi (Ny — Sp) — ¢ N, b +c1 S, N, " v+ N, il o (pp+ 7)1

b
+ c284An + c3pYly — c3(Up + Op)An + 04% (NI, + ON, Ay — LI, — 6L, A,) — capb 1,
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(Sp — Np)?

b
5, +c1Bpbly + (c2 —c1) ﬁLSth —ca(un+ V)In + c260An + c3pYIy

= —Ci1ly N,

b
—c3(Up + ) A+ 64%(1\7‘,1;, +oN, A, — LI, — ol Ay) — cap 1,

Sicy y ¢ se eligen tal que ¢y = ¢, entonces:

d (Sh—Ny)?

EV(Sth,Ath) = —c1ly s, + (c1Bub — capiy) I, — c1 (g, + V)1 + c1 OpAR + c3pYI,

b
pib [j\; (LI, + oLAp),

h

—03(,U-h+6h)Ah+C4€V NIh+C4 GNAh

. ) . . nb .
Si ademds se satisface que ¢ B, = cqly, es decir, si ¢4 = ¢ ﬁ—, se obtiene:
v

d Sy — Np)? ,b?
EV(SthaAhaIv) = _Cluh% + <63P7+C1 ﬁ]]:]ﬁuv N, —Cl(HthY)) Iy
v b2
+(Cl3h+61 ﬁ;\l,ﬁu oN, _c3(ﬂh+5h))Ah_Clﬁ]/i/f“v (LI, +olLAy).
. . ﬁhﬁv . C1 ﬁhﬁvbz
Y t vy = ) b - V>
si se garantiza que ¢ 6y, + ¢y Nty ON, = c3(ly, + &), o bien que c3 T o+ Nufhy oN,
se tiene que:
d Sp—Np)? b2 2 Bob?
EV(SthAth) = _Clﬂh% + (C3P7+ 1 Bli\lffuv N, —Cl(ﬂh+}’)> I —c1 b Buv (LI, +olL,Ap)
(Sp—Np)? ( &py | BuBb*N, opy ﬁhﬁv y )
_ I
c1h Sh Ta Uy, + O * Nty Nh+5h Nty ~ () )
ﬁth
LI, + LA
Nh“v ( h+6 h)
_ (S —Ny)? (U +7) (U + O) — SnpY BuByb* N, (G pY+ Ln + 64)
=—Ccip————+c1 1|1
Sh Wy, + O Nutty [(t, +7) (U7, + 1) — ppY]
ﬁhﬁv
- LI, + LA
Nhuv (I, +oLAp)
(Sp—Np)? (up+7)(up + 6,) — Owpy BB b*
— 2 1—Ro) I — 11, + GlA
i ¢l 1o, (1=Ro) I —c Notly (LI, +oLAy)

De manera que para cualquier P = (Sp,I,An,l,) # Py tal que S, > 0,1, > 0,A, > 0,1, > 0,
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V(ShalhaAhvlv) >0 y

d (Sp—Nn)? (Un +7) (U + O) — Sy BB b?
(Sl Ap L) = — _ 1—Ro) I — L+ 61,A,) <0,
7 (Sn,In,An, 1) = —cr S, c1 1T 5, ( 0)In—ci o (Ll +olAp)
c BiBib? Bib
0,c0=cy,c3= d) N, = .
concy >0,¢0=c1,C3 Hh+5h [ n + Natts ON,| yc4 =cy 5

Por lo tanto, Py = (N}, 0,0,0) es un punto de equilibrio asint6ticamente estable siempre que Ry < 1. Mas

. o . . . . dv . o
aln, el mdximo conjunto invariante que satisface o 0 es el singular {Py} por lo tanto, por el principio
de invarianza de LaSalle, Py es un punto de equilibrio globalmente asintéticamente estable siempre que

Ry < 1.

Para fines unicamente ilustrativos, se tomaron valores de los pardmetros tales que Ry = 0.8993: b =
3.0661, N, = 5870, N, = 7000, p = 0.5, B, = 0.8392, B, = 0.8497, v = 4.5297, &, = 0.7640, u, = 0.05,
My =35y o = 0.1367. Resolviendo el sistema se obtienen las curvas mostradas en la gréfica (3.4.1), donde
se observa que la curva correspondiente a los hospederos infectados es decreciente. Tomando un valor de
t lo suficientemente grande, se observa en la figura (3.4.2) la estabilidad asintdtica ya demostrada, pues la

solucién converge al punto de equilibrio libre de la enfermedad Py = (N;,,0,0,0) = (5870,0,0,0).

4000 4

3500 4

3000 4

2500 4

2000 4

1500 4

1000 4

500 4

0 2 a 6 8 10 12 1
t
Figura 3.4.1: Simulacién para Ry = 0.8993.



Modelo en Ecuaciones Diferenciales Ordinarias 35

6000

5000

4000

3000 +

2000

1000 +

6 Zb 4‘0 6‘0 8‘0 160 12‘0 1210
t
Figura 3.4.2: Estabilidad asistética del sistema cuando Ry = 0.8993.

3.4.2. Punto de equilibrio endémico

Para el punto de equilibrio endémico dado en ( . E = (S;,1;,A;,I), consideremos la funcién de

Lyapunov:

L(Sth»Aha[)—ClShf(S*) 21hf< >+C3Ahf( >+C4I§f (;;),
h A5 v

entonces:

dL Si) dsh dI, AN dA, dl,
N R ) e |- ) e 1_7
dr C‘< Sh> dr < 1h> dr +C3< Ah> ar dr

SN[ b T I
=c (1= ) |y — ﬁLSth — S|+ ([ 1-2 Bh Shl —(Un+ 7+ 6hAh
Sn) | Ny ] In) |
A7 I* b , * Ay
+c3 (1 —AZ> [p')/lh_(,uh+6h>Ah]+C4 (] —}) |:ﬁvh <N ] +I _Iv [:‘> (]h-‘rGAh)—[JVIV

N,
S* b T *
=Cl< —Sh> NhNh—%Shlv—HhSh +c (1—h> Bib —Sul, —(Nh+7)1h+5hAh
h

+C3<

B.b I I,
1-X 1—-— ) (I,+0cA
+C4N1 A ];‘ (th h)

A I* v *
A, > [PVl — (tn + 6n)An] — ca (1 - Iv> pol, + ca (1 - > IIB\, (Ny = 17) (I + 0A)
v h
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S* nb
=cy (1 SI) [uhNh BI] Sply _.uhSh:| +c2 (1 Ih> [ﬁh Sply — (U + 7)1y +5hAh]
1

+c3 (1 AZ) [PVl — (U + On)An] +c4 Aib, (2— 5_ [) (In+ oAp)

A N, I, I

I; ﬁv Bv Ah Iv
| 1— 2 N, — 1)1 N, —INA;— —u, I — ).
+L4< I)(Nh( )hl*+GNh( v V) hAZ lJ"vI;k

Para simplificar la derivada se utilizan las ecuaciones del punto de equilibrio endémico en (3.3.1)), por la

cuales sabemos que:

ﬁh Shl* +uhSh7

Bhb
N h I*

*

A’

WilNp =

Hn+Y = +5

I*’
#h+5h—m’

B.b
N h

I = ——(Ny = I7)(I; + 0A}).

Si se sustituyen estas identidades en la derivada calculada, resulta que:

dL h
— (151> {Bh ShI*JrLLhSh ﬁ] Shv ,LLhSh:|

b b *
+cp (1 ) [ﬁh Spl, — <Bh h]* —s—&, >1h+6hAh:|
h
A; h ﬁ‘ I* IV
+es (1= 20 ) | PYh = pygcAn| +eaomli | 2= 55 = 5 ) (It 0A))
h

A LI

Iy ﬁ *\ 7% h ﬁ * Ah ﬁb * * * I,
rei(1-7 ) (Rpov—mn g o R2 - mwi G = B2 - oni)

— ﬁ NS ( ‘;Z) (1—§gﬁ>+c1uhs;;(1—§i) (1-?)
oo ) (22 () (52)
+e3pyl; (1 —AZ> (Z —ﬁ’;) +C4[;\jflj (2— % - ;) (I + cAp)
el (1-F) (j”—f) +C4oﬁNLf<Nv—1:>A; (1-%) (ﬁz-f)

Bhb - S, Sl S, Su
.Bh

ShIV I 1;; Sul, LA b A
—sits (1 — Tk SiAp (1422 _Chih
i < Ton T nsn) e\t a T A,

I, A Al L
+c3pyl;; <1+h—h—hh>+c4ﬁv <2——) (In+0cAy)

N, I, I
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I’y I, I, B,b I*A, A, I,
L 1O (N, — DAL (1 -2 Ch v
W + I te N (Ny = 1)A) LA +A;; I

b
el <Nv—1:‘>1;:(1—

h

Si se cumpliese que c; = ¢, resulta que:

dL S /3 I,
= =S 2771177 u szff I,+0A

ﬁh Shl* 757;71171;Sh1v+17v
S I LS I

Ah Ih Ah I;; Ih Ah A;k Ih
SA (1420 T _Chih (142 _Ch Tk
+ o h( +A;; I A, tePYh\ Mt T T AT

b ey 1 I Bub LA, Ay I
N, —INI; L — = — o N, —L)A;( 1— ——— .
o=t (1= 4 = ) o o= (1 S

Ahora bien, como ¢ y ¢3 son constantes podemos suponer que ¢; = c1; +c12 ¥ ¢3 = ¢31 + ¢32 donde

€11,€12,€31 Y €32 son también constantes positivas, con lo que se obtiene la siguiente expresion para la

derivada de L:

dL St S, Bvb I
St (2=2n 2 2_7_7 I, +GA
ﬁh S;K I I;;Shlv I, Bvb L, I I,
—S 2_2h _h_ i N—I (1= o
tenTy oty Sy I LS T )TN, (Ny = L)1 LI + I

Ay, I, AL I, A, Al
SAp (1428 h _Lhoh (14 L L
o ”( T A;;1h>+c3”’”< T T A T AT

Bub . Sy Iy LiSul, I, Ih Ay AL
s (25 - - (14 _2n_Zulh
e N\ P S, TE s ) TP T T T AT

ﬁv S\ ]yAh Ah Iv
o N,—L)A; | 1— — = —
Feoy WA (1=t 4~ 1

Si se satisficiesen las siguientes igualdades: ¢y BLShI* = []3\; (N, =), 184 =caipyly, Y
h

Brb

b
clz—ShI* =cppyl, = C4G%(NV —I))A}, por un lado resulta que:
h

b b b
e Bsit; = enBsin v ol = e Lo -y e R o - = e BE -+ o),
Ny, Ny Ny,
BrSily

es decir, se cumple que ¢4 = ¢ " -
ped B.(N, = ;) (I} + oA}
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Por otra parte,

* * * * b 1\ A%
C3177[h = C31pth + C32p’y]h =0 6hAh +C4G[j\‘; (NV _Iv )Ah
h
BrSily ofb

= 5},AZ +c1

b SIIFAY
(N, —I)AS = ¢ ((ShA,’;+ P ’“’1> ,

B.(N, —I¥)(I; + GA}) Ny, Ny I} +0A;

. ofb SII*A:
equivalentemente, c3 = c—l* (Sh ht B *hv”*)
pYlL; N, I; +0A;

Por lo tanto,

dL Sy S, ﬁvb LI
T s rl2—2_2Y1,+0a
ar ’1( S, S,’;)+C4 N, L I (s +0A)

B.b S: IL, IS, AL, AL
Ny—I I (3= 20 2o SyAr (2= Znh _
ety =L S Ll LS ) TN\ CT A T,
B.b

o
+c4 Nh

o—1ar (a— Sy LAy Anlh LiSul,
v Th Sn LA, A LSiIE)

Notese que:

_l_&:_ Zh _1_InZt) — &—l—ln& =—f(2)—f Sh ,
Sy S, Sh Sh Sy Sy Sh Sy
rr I I I I, I, I I,
Yt e (A (et A T et U I (el A (P Pl =—f(X)-f v )
I, I I, I, If If I, I

Ail,  Aplf A7l Al Apl; Apl; Al Apl;
() (8-80) - (52) ()

ALy Al \Aplf Apl; Asl, Azl Apl; Al
_Sj_’ﬁf:_ I;Sfli _ (s,;;_l_ ns;;) B (1:111 —1—1nljljj> B (1;51,1: _l_lnI;l‘SfI:>
Sw LI} LS Sh Sh LI LI L,SKI; L,SiI;
S Il 'Syl
=—f{2Z)-rlLr)-FlLEr ),
Sy LI L,SiI;
Sy LA AL LiSuh (S 7ln57;; (LA . 7ln1jAh (A : 7lnA;;1,1
Sp LA, A LS Sy Sh LA; LA; Apl; Apl;
B (1;Sh1v i Igshlv)
LSHIx L,SHI

_ s; ; I'A, iy AL ; ISyl
S LA Anl; S;I: )"

c ofb SiI*A;
De manera que, tomando ¢; > 0, ¢; = ¢, ¢3 = ! (hA}H— Bib SilvAs T

pvl;
c ﬁhS}ilj 5 L(Sp,In,Ap, 1) > 0 iL(SIA1)<O ara todo P = (Sy,In,Ap,1,) #
"B(N, — L) ([T +oAy)” e YoggHem Aty p 0o I Ans Iy

(S;, I, A;, IT). Esto implica que el punto de equilibrio endémico E = (S;,1;,A;,I;) es asintGticamente

N, I+ oAj

dL
estable si Ry > 1 por el teorema de Liapunov. Y obsérvese que T =0siysolosiS, =S}, I, =1I;,A, = A,
e I; = I’} por lo tanto, por el principio de invarianza de LaSalle, el punto de equilibrio endémico es global-

mente asintoticamente estable cuando Ry > 1.
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Para visualizar el resultado probado, se asignaron valores a los pardmetros de manera que Ry = 5.9:
b =3.0661, N, = 5870, N, = 18000, p = 0.6550, B, = 0.8392, B, = 0.8497, y = 4.5297, J;, = 0.7640,
Uy =0.0011, w, =3.3995 y 0 = 0.1367. Con ellos se realiza la simulacién del comportamiento del sis-
tema exhibida en (3.4.3), donde se observa que la curva correspondiente primero crece y luego decrece.
Por lo ya demostrado, sabemos que debera converger al punto de equilibrio endémico pues este es asin-
téticamente estable, que por los valores elegidos para los pardmetros estd dado por E = (S}, I}, A} IT) =

(995.56,3.41,13.25,2.5) lo cual se observa en la grifica
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0 2 4 6 8 10 12 14 16
t

Figura 3.4.3: Simulacién para Ry = 5.9.
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Figura 3.4.4: Estabilidad asintética del sistema cuando Ry =5.9 y E = (995.56,3.41,13.25,2.5).
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3.5. Inferencia paramétrica Bayesiana
3.5.1. Datos

Los datos se extrajeron de De La Cruz-Castro y colaboradores [8]], los cuales se obtuvieron mediante
entrevistas a 5870 habitantes de la zona urbana de Acapulco, Guerrero, en diciembre de 2015, posterior al
brote ocurrido ese mismo afio. Recordemos que Guerrero finaliz6 como segundo estado de la Reptiblica

Mexicana con mayor nimero de infectados. El nimero de casos auto-reportados por mes se presenta en la

tabla (3.5.1):

Tabla 3.5.1: Cantidad de casos mensuales auto-reportados de Chikungunya en Acapulco [8§]].

Mes Casos Mes Casos

Enero 36 Julio 495 00
Febrero | 106 Agosto 495 .

Marzo | 283 || Septiembre | 283

Abril 495 Octubre 211 S . .
Mayo 564 Noviembre 69 % .

Junio 459 Diciembre 35 =

Mes

3.5.2. Modelo estadistico

Para estimar los pardmetros del modelo (3.1.2)) se utiliza el modelo estadistico

yi:XQ(li)+8(li), i=1,...12,

donde 6 = (B, By, b, Wy, 7, P, O, 0,N,) es el vector de pardmetros desconocidos, y; es el nimero de infecta-
dos en el i-ésimo mes, xg(7;) es la solucién de la segunda ecuacién del sistema correspondiente a los

humanos infectados y €(#;) el error aleatorio.

Funcion de verosimilitud

Suponiendo que el error £(t;) = y; — xg(t;) sigue una distribucién Gaussiana con media 0 y varianza v?,

entonces y; se distribuye normal con media xg(#;) y varianza v2. Por tanto, la funcién de verosimilitud de
los datos bajo el modelo (3.1.2)) estd dada por:

L(y:|0 (vi —xg (ti))z)-

n 1 1
) E V2mv? P ( 2v?2
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Distribuciones a priori

Para determinar la distribucién a priori de cada pardmetro, se revisé en la literatura qué valores han sido
reportados y se realiz6 la conversion a las unidades de tiempo en la que se tienen los datos, es decir, meses.

Los valores encontrados utilizados de referencia para elegir las distribuciones a priori se muestran en la

tabla (3.3.2).

Tabla 3.5.2: Valores de los pardmetros reportados en la literatura y distribuciones a priori.

) . Valor medio o Distribucién a
Pardmetro Descripcion Ref. .
rango de valores priori
1 0.9999 [0,6,1]
Probabilidad de [10] 0.375
B transmision de [, | [11] [0.5,0.8] Beta(5,2)
[130] 0.67 [0.26, 1]
. (1] 0.6 [0,6,1]
B, tf;g:;'?ggfi:; 110] 0.375 Beta(5,2)
it Yo ] 0.37
Cantidad de (1] 2.4676 [1,3]
b picaduras por cada | [10] 1 U(0,4)
mosquito infectado [11] 05o0rl
Tasa de nacimientoy | [10] 2.72
Wy muerte de los L[] 428 U(2,4.5)
mosquitos [m ] [15] 2.143
Tasa de desaparicién 1] [3.7,4.5]
—- U(2.5,7.5
4 de los sintomas [m~'] | [15] [2,6] ( )
Fraccion de [l6]] 0.72
P infectados que recae [181] 0.311 u(o.1)
Tasa de recurrencia (6] 0.5
0 — U(o,1
" de los sintomas [m~'] | [38] 0.66 0.
Probabilidad de
c transmision de los Bera(2,5)
recaidos
’ N, | Total de mosquitos | \ | U(11740,26415)|
Tasa de nacimiento y
Un muerte de los 91 75i 5 ~0.0011 Valor fijo
humanos [m~]
] N, | Total de humanos | [8] | 5870 Valor fijo

El rango de las distribuciones uniformes se eligieron de manera que contenga los valores encontrados en
la literatura o bien, que refleje los valores que sabemos que puede tomar un pardmetro. Las distribuciones
Beta se eligieron puesto que los respectivos pardmetros pueden tomar valores entre O y 1 y sus hiper-
parametros se fijaron de manera que haya una mayor densidad sobre los valores que han sido reportados en

otras investigaciones. Para la varianza del error aleatorio v se eligié una distribucién Gamma Inversa con



42 Modelo en Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

pardmetro de forma o = 2 y pardmetro de escala § = 3.

Distribuciones a posteriori

Suponiendo que los pardmetros son independientes entre si, la distribucién conjunta 7(6, V) es el pro-
ducto de las distribuciones marginales en este caso las distribuciones a priori, en consecuencia, la distribu-
cién a posteriori es de la forma:

n(6ly) o 7(6,Vv)L(y[6).

Como no es posible marginalizar la distribucidn a posteriori para obtener la distribucién marginal de
cada parametro, se aproximaran mediante Métodos de Markov Monte Caro. La simulacién se ejecut6 con
el software Julia, corriendo 3 cadenas con 20 mil iteraciones cada una, la técnica de muestreo empleada fue
NUTS y el sistema se resolvié cada vez con el método Runge-Kutta de orden 4 y posteriormente se evalud

la convergencia de las cadenas con el método de Gelman-Rubin.

3.5.3. Estimaciones

El comportamiento de las cadenas de Markov y la forma de las densidades posteriores de cada pardmetro
se exhiben en la tabla (3.5.4), en donde se aprecia que las cadenas se mezclaron satisfactoriamente, indicio
de que fueron convergentes.

Los resultados obtenidos para el ajuste de la curva de hospederos infectados I, a los datos (3.5.1) se
muestran en la tabla (3.5.3)), se exhiben los valores de la media y la mediana como estimaciones puntuales y

el intervalo de credibilidad del 95 % asi como los resultados de la prueba de convergencia de Gelman-Rubin.

Tabla 3.5.3: Resumen de las distribucién a posteriori de cada parametro.

’ Pardmetro \ Media Mediana Intervalo de Credibilidad del 95% | Diagndstico Gelman-Rubin
B 0.7379 0.7531 (0.4377,0.9574) 1.0001
By 0.7570 0.7737 (0.4633, 0.9638) 1.0002
b 3.2158 3.2528 (2.2392, 3.9579) 1.0002
Wy 3.3510 3.3914 (2.0874, 4.4459) 1.0000
Y 4.5821 4.4888 (2.6747,7.0150) 1.0002
p 0.6536 0.6710 (0.3916, 0.8324) 1.0001
On 0.7506 0.7910 (0.2914, 0.9906) 1.0000
o] 0.2558 0.2321 (0.0385 , 0.6030) 1.0001
N, 19440.1813 | 19580.1146 (12254.6677, 26040.5418) 1.0001
Ry 8.8789 7.0375 (3.3121, 20.3070) *

Utilizando la media como estimador puntual, se resolvié numéricamente el sistema de ecuaciones dife-

renciales, dando como resultado el ajuste mostrado en las figuras (3.5.1) y (3.5.2).



Modelo en Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

600 -

500 4

400 A

In

300 A

200 A

100 A

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Mes
Figura 3.5.1: Ajuste de la curva I a los datos observados usando la media como estimador puntual.

6000

5000 - Iy

4000

3000 -

2000

1000 A

Mes
Figura 3.5.2: Pronéstico del modelo para las cuatro poblaciones usando la media como estimador.
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Tabla 3.5.4: Comportamiento de las cadenas y densidad a posteri de cada

parametro.

Parametro

Cadenas

Densidad

B

10}

0.8

0.6

04

02t

o 5.00x10° 1.00x10" 1.50x10" 2.00x10°

0.2

0.4 0.6 0.8 1.0

By

10|

0.8

0.4

0 5.00x10° 1.00x10" 1.50x10" 2.00x10"

4.0
35
3.0

25

2.0

o 5.00x10° 1.00x10" 1.50x10" 2.00x10

iy

a5

2.0

35

3.0

25

2.0

0 5.00x10° 1.00x10" 1.50x10" 2.00x10"

Continda en la pagina siguiente
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Parametro

Cadenas

Densidad

1.00x10°

1.50x10°

2.00x10°

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

5.00x10°

1.00x10*

1.50x10"

2.00x10"

1.
0o 25
075 zor
15
6 0.50
h 1.0 [
025
05 |
0.00 ; ; ; I 00 |
5.00x10° 1.00x10° 1.50x10° 2.00x10"
0.8 25
20
06
15
o 0.4
1.0 [
02
0s |
00 00t

5.00x10°

1.00x10*

1.50x10"

2.00x10*

Continda en la pagina siguiente




46 Modelo en Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Parametro Cadenas Densidad

2.40x10°
6.0x107°

2.10x10°

4.0x107°

N, v 1.80x10°

“ 2.0x107°
1.50x10

1.20x10°

0 5.00x10° 1.00x10" 1.50x10" 2.00x10°

0.020

0.015 -

0.010 -

0.005 -

0.000 |

0 5.00x10° 1.00x10* 1.50x10" 2.00x10"

3.6. Analisis de Sensibilidad

3.6.1. Indices de sensibilidad del nimero reproductivo basico.
Usando la expresion del Ry en (2.2.3), calculamos el indice de sensibilidad de cada pardmetro.

_ —Hal(a+8)* + o py(2 + 8 +7) + 8upY]
B (opy+ i+ ) [(n +7) (1 + 84) — SppY]

_ PY(Hn+ ) [(1h + )0 + 8]
P (opy+tn+ 8 [(n +7) (Un + ) — SupY]

_ Y(tn =+ 6) [ (po — 1)+ & (p — 1)]
" (opy+mn+ 80 [(n + ) (i + 81) — Supy]

Ee — Swpy[=0 (b +v(1 = p)) + k]
%= (opy+ i+ o) (W +7) (a + &) — Y]

Eg - —Gp’y .
opY+ n+ &

Ep=2.

En, =Ep, =Eg, =1.
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En, = Ey, = —1.

Utilizando la media a posteriori como estimacion puntual de cada pardmetro se obtienen los resultados

mostrados en la gréfica (3.6.1).

2.2358

2.0 2.0

15

1.0 1.0 1.0

0.0 I

-0.5

indice de sensibilidad

-0.003!

1.0
0.3464 I

-0.3432
-0.6528

-1.0 10 -1.0

Bn Bv b Hy Y 1% [T o Ny Hp Ny
Parametro

Figura 3.6.1: Histograma de sensibilidad para el Ry.

3.6.2. Indices de sensibilidad para el niimero endémico de hospederos infectados

Ahora se realiza el cdlculo de los indices de sensibilidad para la coordenada /; del punto de equilibrio

endémico en (3.3.3) y resulta:

E — Nttt [+ 84)* + o pYRun+ 8 +¥) + 8py] | 215+ 8
. BBk (GpY+ iy +8)>(1— Ry ") L+ 5,
M [Nndiy (3dn + 27 4-28,) 4+ Ny S, (1 — p) + NoBub 2y + 7+ )]

(Nppiy, + BrbNy) (1 + ) (U +7) — SppY)

_ YNty (n + &) [n(op —1) + u(p—1)] Y18 (1+ p) — ta)
T NBWBA (O py+ a+ ) (1 - Ry ) (Wn + 6) (L +7) — SupY
_ PNutyY(tn + On) (1 + ¥) 0 + 81 oY
" NBuBb2 (o py+ 1+ 8)2(1 =Ry ) (Ma+ ) (e +7Y) — Sapy
. - SuNuktypY[n (1 — o) — oy(1—p)] S [(1n + 8) (4 + 7) + apY]
" NBBLA(opy+ i+ 8)2(1—Ry") (it 6n) (i + On) (Ha + ) — upY]
Ex 1 N, Brb

" Ro—1" Nutip+BibN,
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5.0 4.6439

2.8218
2.54 2.3201 l
1.1925
0.3854
0.01 0.1928 0.1927 miSas . 0.0667 0.1928 -
. -0.1927

—2.51

—5.01

indice de sensibilidad

—7.51

—10.01

—12.51

-13.2515

Bn By b Hv Y p 6p [ Ny Hn Np
Pardmetro

Figura 3.6.2: Histograma de sensibilidad para I;.

1 Ny
Eﬁh =EN, = — .
Ro—1 = Nupy + BubN,
E, - 2 N
Ro—1  Nyuy+BpbN,”
£ apy
(Ro—1)(opy+ pn + 61)
1
Eg = .
B Ry—1
£ — 1
My — RO _ 1 .

El resultado de evaluar las media a posteriori de cada pardmetro en los indices de sensibilidad se muestra

graficamente en la figura (3.6.2)).

3.6.3. Indices de sensibilidad para el nimero endémico de vectores infectados

Realizando el célculo de los indices de sensibilidad de cada pardmetro para la coordenada I} del punto
de equilibrio endémico (3.3.3) se obtiene:
Eg =—1

h

En,=0

v

Ey, =1
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. — —_ NutiRo
B NuttnRo + BybN,

Eo— NppRo
H NaltyRo + BubN,
2N,Ry + BrbN,

" NutnRo + BrbN,

—N,BuBb*pno py
o [(ur, +7) (1 + 6) — 6P| (NaptnRo + BrbN,)

_ —N, BBt Yt p (s + &) (s + V) 0 + &)
P ol (s + ) (1 + 8,) — 8upY> (NutnRo + BrbN, )

- B Bub* Vit pSu [t (1 — 0) — oy(1 — p)]
o [(tn +¥) (1 4 On) — OnpY|* (NnianRo + BrbN,)

£ VBB v+ 1) k(0P — 1) + 8y (p — 1)]
T [+ 7) (1 + ) — Sup Y (NuttnRo + BrbN,)

E — (Nhﬁhﬁvbz[(ﬂh +8)° + opy(2y + 8 +7) + 8pY] Nhﬁhb> ( Nkt >
K o[ (ki +7) (g, 4 O) — 8 p7Y)? u? NuttnRo + BrbN,

Los resultados de evaluar la media de la densidad a posteriori de cada pardmetro en cada indice de

Eo =

O

sensibilidad se muestran en la grafica (3.6.3).

794

20001

Jury
w
o
o

1000+

indice de sensibilidad

04 -1.0  -0.0008-2.49350.0008 0.0005 -0.00180.0003 -0.00030.0 1.0

B B b Yy p 6 o N, pn Np
Pardmetro

Figura 3.6.3: Histograma de sensibilidad para I;.



Capitulo 4

Modelo dependiente de la edad de los
hospederos susceptibles y de la edad de
la recaida

Mediante el uso de ecuaciones diferenciales parciales pueden construirse modelos dependientes de la
edad. Como se mencioné en el capitulo 1, la enfermedad por Chikungunya afecta en diferente medida a
los humanos segtin su rango de edad, siendo los neonatos y adultos mayores los mds afectados pues bebés
menores a 1 mes de nacidos pueden presentarse complicaciones neurolégicas [25] y en personas mayores
de 65 afios se ha observado que la tasa de mortalidad es hasta 5 veces mas alta que en los menores de 45
afios [12], ademds también se observé que los individuos mayores a 29 concentraron la mayor parte de
recaidas [8]], ademads es un rasgo caracteristico de las enfermedades propagadas por mosquitos, la diferencia
de la exposicién de los humanos a los vectores.

Por otra parte, en las investigaciones relacionadas con la recaida se ha reportado una amplia variabilidad
en el tiempo que separa cada recaida, pues se ha definido desde una semana [6] hasta un mes [8]] y se ha
encontrado que puede ser de 8 semanas en promedio con mediana de 4 [6].

Se presenta un modelo en ecuaciones integro-diferenciales con dos dependencias de edad, la edad fisica
de los individuos susceptibles y la edad de la recaida entendida como la duracién del periodo asintomético
antes de la reaparicion de los sintomas. Ambas edades estdn dadas por funciones integrables genéricas de
manera que podemos estudiar ambas variables de manera continua.

Basado en el modelo (3.1.2), se propone una tasa de reclutamiento de los hospederos A y en este caso
Uy, denota dnicamente a la tasa de muerte por causa natural.

Se denota por 7 a la edad cronoldgica, de manera que Sy (¢, 7) es la cantidad de hospederos susceptibles

(%
de edad 7 al tiempo ¢, por consiguiente / Su(t,7)d7T es la cantidad de humanos susceptibles con edad entre
T

7] y T y la cantidad total de huéspedes susceptibles estd dada por s;,(1) = /0 Su(t,7)dt. Supondremos que

la probabilidad de transmisién hospedero-vector varia segiin la edad de los hospederos f3;(7). Ademads se

50
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incluye el pardmetro dependiente de la edad k(%) = u, + €(7) que adicional a la tasa de muerte, incluye
un pardmetro funcién de la edad de los individuos susceptible que puede representar alguna estrategia de
prevencion de la infeccién aplicada Unicamente a algunos sectores etarios de la poblacién. Al ingresar los
individuos al compartimento susceptible, lo hacen con edad 0 por ser el momento del nacimiento, de donde

resulta la condicién de frontera Sy (7,0) = A.
De la misma forma, si @ representa la edad de la recaida, /0 A(t,w)d o es el nimero total de individuos

asintomadticos al tiempo ¢ y /waA(t, ®)d o es la cantidad de asintométicos que tienen un tiempo entre ®;
y @, sin sintomas. También se slupone que la tasa de la reaparicién de los sintomas depende de la edad de la
recaida &, (). Los individuos entran al compartimento de asintomadticos de manera proporcional a la tasa en
la que los sintomas desaparecen Yy a la fraccion de recaidos p desde el compartimento infectado, iniciando

el conteo del tiempo libre de sintomas, es decir, se tiene la condicién de frontera A,(7,0) = pyl(2).

IeD) L IULD By (2) £y (1, D) (1) — 1 (T)Si (1, D),
Sh(tvo) = A7
W = [ Bu(0) LS, ()T — (+ V) (0) + f57 S(@)An(r, 0)d,
4.0.1)
IM0) 4 IMED) (1§ (@))An(t, @),
Ap(t,0) = pyl(t),
W = BEN, —1,(0) (1a(1) + 0 fi7 An(t, 0)d @) — ol (1).

Las condiciones iniciales de este modelo S;,(0,7) = Cs(7), 11(0) =inp, An(0,0)=C8(®), I,(0)=

i,o0 deben ser positivas y no iguales a 0 simultdneamente.

4.1. Existencia de los estados de equilibrio

El sistema (4.0.1)) tiene dos estados de equilibrio, a continuacién se encuentra el estado de equilibrio
libre de la enfermedad y se demuestra la existencia del estado de equilibrio endémico ante la imposibilidad

de hallarlo explicitamente.
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4.1.1. Estado de equilibrio libre de la enfermedad

El estado de equilibrio libre de la enfermedad, denotado por E, es tal que I,(t) = 0, Ay(t,@) =0 e

I,(t) = 0, entonces dSSET) = —x;,(7)Sy(7). Resolviendo esta ecuacion diferencial separable:
dsy(t T ] T
W —wosn = [T osasio) = [ oo
. h

= S0 =— | Kku(0)dé +1nS,(0)

= 510 =510 (- [ k(010 ) = rexp (- [“rl0)ao ).
Por lo tanto, E% = (s9(7),0,0,0) donde

9(t) = Aexp (—/OT Kh(¢)d¢>. @.1.1)

4.1.2. Estado de equilibrio endémico

El estado de equilibrio endémico E* = (s;(7),I;, A} (), 1) debe satisfacer las siguientes igualdades:

dsffir) =k, Sh< ) = ¥u(T)s5;(7), (4.12)
i0) =4, (4.13)
o b - *
Oz/0 ﬁh(r)ﬁ]sh(r)lvdr—(uwry)]h+/0 5y(0)A; (0)do, @.1.4)
%{i@) = —a(0)A, (o), cona(w) =, + & (w), (4.1.5)
A5(0) = pvIy, 4.16)
o=Pbu, 1) (1,: +o | °°A;j(a>)dw) — . @17
Ny Jo
De (@1.3) tenemos que:
dA; () B o
do —a(0)A / A(9) /o a(w
= Aj(mw)=A;(0)exp < /ow o )
Y por resulta:

AL(®) = pyI; exp (/O a(¢)d¢>. (4.1.8)
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Sustituyendo en (4.1.7)),

0o B A {ngy/ exp( /Owa(mdq))dw}—uvm

entonces
* quhIJ
1, = 5 , (4.1.9)
" BN~ 1) [1-+ opy 5 exp (— I a(0)d9)do]
que al reemplazar en {.1.8) se obtiene:
N pyexp (= Jo" a(9)d®) pNyIy
A (@) = . (4.1.10)
MO B 1) [+ oy Ty e (i (@)d9)do)
De (@#.1.2)) resulta:

B — 0| b -] = i =i (ki ["Blo1a0 )exp (-~ [“wtolae).

empleando (@.1.3) y @.1.1) se sigue que:

55 () = s)(t)exp <_NI / B(o d¢> 4.1.11)
h
Sustituyendo @.1.9), @.1.70) y @.1.11) en (#.1.4) obtenemos:

<o -2 * (Mn + 7)o Ni
0= / ﬁh e p( I; / ﬁ d(b)I dt — ﬁvb(Nv*I\f) [1+prf5°exp(*f0wa(¢)d¢)d(x)]

pvexp(— Jo’ (9)d9) wNuI;
—‘r/ 511 Bv _I*) [l—‘,—cp'}/jgcexp (_fow ( ) )d(l)} 4@

2 = s xp [ — —T* o (M + V) toNp — PYHvNszSO5h(w)eXP(_fowa(¢)d¢)dw
l/ Bu()sh( )ep< I/ﬁ d‘P)d ’( Bb(N,—I;) [1+0py J3 exp (= J§ a()d¢) da] )

e (Bt Ny — pyis Ny S (@) exp (- S5 ex(9 >d¢)dw>.
"\ BN —E) [+ opy [T exp (= [ @(9)dg)do]

BN, — ) [1+ 0py [ exp (— J a(9)do)d)] ol@e (— [ 2 -
<Nh[(uh+7/)quh PN 5 Sn(@) exp (= J” (9 d¢ )do)] / Pu(t)si(T)e p( A Nlﬁ("’)dq))dr 1)

De donde resulta la igualdad:

ﬁ\bz( 71*) [1+GPYf(;°eXp( fO ( ) ) S X T£ * _
Ny [(tn +Y) Ny — pYIN f5° S(@) exp (— f5” o(9) da) / Al )ep( 0 Nlﬁ(¢)d¢)d7_

Definase la funcién f dada por

N Bub* [1+opy [5 exp (— [ (¢ )dq))da) I* )59(7) ex b,
f(IV)_Nh [(ttn+ 7)o Ny — pYINy [ 8 (@) exp (— f; ¢)do] / Ar@)silz ep( / LB )
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la cual satisface que f(N,) =0y

_ B.b>N, [1+0py [y exp (— fo’ a(¢)d9)dw] [y Br(7)s)(T)dT
Nu [(n + 1) Ny — pYING fo° 8n(@) exp (— [y a(@)d¢)d o]
BN, Ji (D)D)t + BB, pY Jy Bal(D)SH(D)dT 7 exp (— J§ o(9)d)doo
(1n + V) INE — pYNE 57 Su(@)exp (— [’ e(¢)d¢)d o
_ RoNato (b +7) = pY Jo” Ni S (v) exp (= Jy a(¢)d )
C NA(un+y) — pY Jo NESy(v)exp (— Jo a(@)dg)

f(0)

De manera que si Ry > 1, entonces

RN s 1)~y [ i esp (— [ (@) ) >Nt +1) o [ Miwdirenn (- [ atoao ),

implicando que f(0) > 1.

Para analizar el comportamiento de la funcién f en el intervalo (0, N,) se aplica el criterio de la primera

derivada:

_ —B,b? [1 +opy [y exp (* fow a(q))d(p)dw] I
Niwo [+ 7 (1=p J5 Su(w)exp (=’ a(9)do)dw)]’

() (4.1.12)

con

IZ/Owﬁh(T)Sg(T) <1+1$Z(Nv—1:§)/(:[3(¢)d¢> exp (—15111;/01[5((;;)514))617,

Obsérvese que el denominador de {#.1.12) es positivo pues

I 6h<w>e><p(— / ”a<¢>d¢)dw= I 6h<w>exp(— / “’(uh+5h<¢>>d¢)dw
- w5h<w)exp(—uhw—./o' w6h<¢>d¢)dw

< [[a@exn (- [“a01a0 )ao=1-exp (- o010 ) <1.

o w
lo que implica que 1 — p/ op(w)exp <—/ Oc(q))dq)) dw > 0, de manera que f'(I}) < 0, de ahi
0 0
que f(IF) es una funcién monétona decreciente que satisface que para Ry > 1, f(0) > 1y f(N,) =0 de
manera que existe /; € (0,N,) tal que f(/;) = 1 quedando tinicamente determinados s,(7), I} y Aj, por

las ecuaciones @.1.11)), (£.1.9) y (.1.10) respectivamente, en otras palabras, el estado de equilibrio existe

siempre que Ry > 1 aun cuando no se tengan sus coordenadas explicitas.
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4.2. Estabilidad global de los estados de equilibrio

A continuacidn se realiza el andlisis de estabilidad para cada estado de equilibrio mediante el método

de Lyapunov y se deriva el nimero reproductivo basico segtin la definicion[2.2.1]

Anélogo a lo propuesto en [33}[34], sea g(®) una funcién positiva dada por
hed v
g(®) =/w [6,(v) + k] exp (—/w a(¢)d¢> dv. “4.2.1)

4.2.1. Estado de equilibrio libre de la infeccion

Consideremos la funcién de Lyapunov

W(t) = /O TA()f (S:£ET§)> dT+BIy(1) +C /0 " e(0)A(1, ®)do+ DI, (1),

donde f es como en (3.4.1) y g como en (.2.1).

Utilizando las ecuaciones del modelo (4.0.1), W () satisface que,

AW (1) O(T) \ aSi(1,7) Iy () = 9A(t,®) dL(1)
Tl w( s,f(t,»c)) T e A

)
_ A(1) s9(1) ISu(t, 7) b
__/) sh(T) ( B Shh(tvq:)) ( o1 +ﬁh( )N Sh(t T) ()+Kh( )Sh(f,’f)> dr

+B /O ) ﬁh(r)Nﬁhsh(t, OL()d — B(u + PI(t) + B / 5,(@)An(t, ©)dw

—c [ s P*‘h(;“’) e w)] a0+ PP (v, 1,0 (1,1(0 o [ A w)dw)

h

Ahora, se simplifica el primer término de esta dltima expresion utilizando la primera ecuacién del sis-

tema (4.0.1)),

~ A7) (1) [ 9S(t,7)
[ a3 (-5 %) (B pegsieono + wesie) ) ar

§ T) Sh(tv )
o0 38,,(t,7)
:_/O ?)((?) (Sh(r,r)—s2(f))< ('9 ERLL )blv(t)ﬂch(f)) dt
h
oo IS (t,7) .
=), Az(<?> (81,9 = 5() (shftf@*’fh(”) ac— | /}((?) (516, ~ () Bu(5) 0

o 3511(”') oo
= [Caw (B ) (S (e )) av— [ (00,0~ s(0) Bu(e) b0},
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que al reemplazarse en la derivada del funcional de Lyapunov W,

o a8y (1,7) o
o A(r)(sh(“”—Q (Shzfr)wch(f))df— A (5100.5) 0 Bue) o)

2( 7) 53 (7)

+B/ Ba(t Sht'c) (AT — B+ 1) —&—B/w@,(a))Ah(t,a))dw

o[ s {aAh , w)+a(a))Ah(t,w)] dw+D[;\; Ny(e) + DB "Nyo [ Au(t.@)do D (1)
Dm0 -0hlor [ A elio.

Considerando A(7) = s9(7) y B=C = 1, resulta:

() S(t,7)

+[aomi 0o [ o010 b0 - [ g(@)a(@a,0)do - DuL)

- a8y, (1,7) o0
%/ :_/0 00 (Sh(t,f) _1> (af +Kh(f)> dr+/() sg(r)ﬁh(f)Nﬂhlv(t)dr—(uh—&-y)lh(t)

+D€\V7h NI (¢ )+Dﬁv N. 6/ Ay(t,0)do — Dﬁ‘ L()I,(r) — lj\;fclv(t)/omAh(;7w)dw
o ISu(1,7) -
:_/0 s (7) (552(2;;) _1> (S;jtrf) +Kh(T)> dr+/0 sg(r)ﬁh(r)]\%lv(r)dr—(uh+y)1h(t)

[;\V, NG:| Ap(t,0)dw — /Owg(w)aAg(;w)dw—Duvlv(t)

- [ et@ato)- o) -

+Dﬁleh() ﬁv L(OI(t) — ?;h oh(r)./:Ah(t,w)dw-
También nétese que,
9 T
B omess (- [ 010 ) = —m(esi(o) (422)
e implica que:
O (SO [, (D) [0 ZED 1 s, () (0)sh ()
o’ (s2<r> )=(: (0

(4.2.3)
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Sustituyendo 1| en dd—vtv se tiene que:

W/Omsgm)jrf(%( )d + [ HOB ) L0~ (e D0

dt
B.b

8A;,ta)

—/O'w {g(w)oc(w)—&l( )—D IANE®) iy Duyl(e)

B.b pPb
Np

NG}Ahtwda) /
bt

h

Nlh()

L()I(t) —

ol (1) /0 An(t, 0)do.

0

Ahora, obsérvese que f (Ss’lo((’()))) =f (%) = 0 y usando nuevamente (4.2.2) se obtiene:
h

/0 ) sg(r)% 7 <Sg§f25)> dt = {sg(r) ¥ (ng(ié? ) ] R /0 " (0)0(2) ( S;l?l(z;;)) dt.  (42.4)

n

oo v
Por otra parte, sea N = g(0) = / [61(v) + k] exp (—/ Oc((j))d(/)) dv y por la condicién de frontera
0 0
Ap(1,0) = pyly(t), se sigue que:

/ oog(a))wmo — [¢(@)A(t, @)oo — 1 pYIN(1) — / " g(@)a(®@) — (@) — K An(t, 0)do. (42.5)
0 (0] 0

Usando @#.2.4) y #.2.5) en la derivada de W resulta:

Cg)f:_[sg(r)f<sho(t’f))] —/Owich(r)sg(r)f<5;'( )d +/ s9(7)Bu(t ) L(t)dt — (1 + 7))

5p(7T) - il

~ [6(@)A44(1. )+ 1 (1)~ Dl 1) + DB Nt )~ DB )10 - ‘f;cz 0 [ asts. 000

Tomando D = N, /0 wsg(’c)ﬁh( 7)d7, la derlvada W se reduce a:

aw . Sh(tﬂ') o Sh(tﬂ')

e (B )+g<w>Ah<z,w>L— [ oo () ae

—D?\;flv(t)lh(t) —D[j\;f ol,(t) ./:Ah(t, o)do —1,(#) (U, +7v) [1 = Ro),
donde
Ro— npyN, + DB,bN,
0 Nip(pn +7)

con

oo . 2 oo
n= [0 cke (< [atoao)ar v k=g pbo = BEAE [Tmp 0

BN, N?u,
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explicitamente:

pYJs [Nitn(v) + Bub?Nuo [ ) (T)Bu(T)dT] exp (— Jy a(9)d@) dv + Bb>N, [5” s,(7) Bu()d

Ry =
Ny (s +7)

(4.2.6)

De manera que si A(T) =s9(1), B=C=1yD= / s0(t)Bu(t)dt entonces W < 0 siempre

WyNy,
que Ro < 1, por lo tanto, el estado de equilibrio libre de la enfermedad es asint6ticamente estable. Notese
dw
que — - = 0 si S;(t,7) = s\(7), I(t) = 0y Ay(t,®) = 0 o I,() = 0, sin embargo, el méximo conjunto
dw
invariante tal que = 0 es el singular {E 0}, por consiguiente, éste es un punto de equilibrio globalmente

asintéticamente estable.

4.2.2. Estado de equilibrio endémico

Para analizar la estabilidad global del estado de equilibrio endémico cuando Ry > 1 considérese el
funcional de Lyapunov :

e [ (45 (3 i (5 oo ()

tal que, tras calcular la derivada con respecto al tiempo y usando las ecuaciones del modelo (#.0.1)), resulta:

LB )Y
e R
A ) (5 o s i e
+,B;(1 IZ,)( /Bh )Su(t,7)dT — (i + )t +/ S (w)dw)
e s (1585 (H5e ™ ratomew ) ao

+% (1 - 1&;)) (?\jh (N, —I,(t)) (Ih(l‘)—i-d/owAh(fvw)dw) _.uvlv(t)>

Ahora, se desarrollard y se simplificard por separado cada término de la dltima expresion.

Para el primer término, nétese que utilizando la ecuacién @.1.2):

= A(1) si(7) \ [ aSu(t, ) b
_/0 e (1_3,,](;,7)) ( o +ﬁh(r)Msh(z,r)1v(z)+Kh(r)sh(t,r)) dt

SR N ORY e b
_'/0 A(7) 0 (1_Shh(t,r)> (Sh(at,f)+ﬁh(r)]\l;,lv(t)+’<h(f) dt
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as;, (z 7)

— [Tam (202 ) ( o )+ (0)~ (BB —ﬁh<r>1@11v<r>)> dx

Sh

= [ A (Shz(m) )<;5<( >+%Vﬁ’1< ARt >> a7
RIS (S?(” 1)( )
[ (sha,r)_sh<t,r>1v(t>+1v<r>_1> .

Sh(t,T)
5@ sOL L

Por otra parte, para el segundo término, se despeja la igualdad {@.1.4) de forma que

“"H_ﬁﬁ/ Br(7)s;,(T )d‘L’—i—I*/ Op(w)A; (w)dw, que al reemplazarse se obtiene:
7 (1= 7 ) (00 [ oISt s+ )+ [ B(@iaste. oo
:IB;:(l f)(bh Bh Shtrdr—ﬁhlj I / Bu(t)sp(t >
+I§(1—I%) (/0 S0(@)An(t, 0)dw— 1 1* / S (@)AL(0 )da))

h
_IB; <1I,,I§t)> h/O Bi(T)sy (D) (Sh(t(f))ll;t) - Ihli’; >dr+/0 S (w)A; (o) <AZ§’(§;) Ihj?)dw)

LIt GOLG) It Su(t, D)L
:Bﬁ;ﬁ/o B”(T)S’”(T)< : s I st Ih}(lt)ls“ +1) a
B [ * ( (D) Ih (t) I*Ah (ta 0))
) somito) (% A I ‘nf(r)A;(w)“)d‘*"

Mientras que, para el tercer término se usa la ecuacién ({@.1.5) para establecer la siguiente igualdad:

J  (Mro)) 1 A@) \ [ .. At ) IA* ()
75 (i)~ (1 anis-on) (40567 e 7502 )

_ Aj() ) (A4, 0)
“A(0) (1‘A,f£t,w>) ( pr +a<w>Ah<r7w>),

por lo que,

C/Omg(a)) (1 - Ai%jﬁ)) <8Ag(; ), o (w)A(t, a))) do = C/Omg(w)AZ(w)%f <AX§’(§;)> do.

d d Ap(t,®
Utilizando integracién por partes de manera que u = g(®)A;(®) y ﬁ =35 f ( Xf (’w))>, V=
h
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f<Ah(t,a))> du A;j(w)dg(w) +g(w)dA;;(a))

A (o) - 4o Jo — —Ai(©)(8,(@) + k), pues g(w) estd dada por

do

(@.2.1), resulta que

¢ [ st@mio)s (A/j;g?w 2o = [cotomio)s (Ajl*fz;j;) )|

0
+C/0°°(3h(w) +k)A;(0)f (A:;*EE;)Q;)) do.

Dado que A;,(7,0) = pyI,(t) y A} (0) = pyI; por (4.1.6) se sigue que:

C./Omg(w)AZ(w)%f (AX;EE;(;;)) do = {Cg(co)AZ(w)f (AX;@G;))] .

_c ['/0“(5,1((0) +k)exp (—/Ow a(¢)d¢) dm} pYIf (Ih,(t))

h
« * Ah(t»w)
+c/0 (ah(w)+k)Ah(w)f<A2(w) )dw,

y empleando la expresién hallada para A; () en (4.1.8), se tiene que:

[ stomifo) g r (S ) do - |cat@miorr (G

- [cetomi(orr (22))
A

wc [“aomio) (s h
(s (352 (4o

Finalmente, para el dltimo término de la derivada de L, se despeja la igualdad (4.1.7) de manera que

Wit = %(NV e (1,: ‘o /0 mA,’;(w)da)), de donde:
2 (1= ) (B =100 (00 + o [ astro)do) - i)
Z% (1 - I'(t)) (?Vh(zv I L) (Ih(t)m/:Ah(t,w)dw) —[,Lvlv(t)>
2 (1= 75 ) B 1) (4 [ aatr0do)
+% (1 - /U)) <€\;ij (1 - 1;”) <1h(;) +G/OmAh(t,w)dw> [.Lvlv(t))
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Bl )Gl ) )

+D§;h (1— L )( )(1,1 ‘o Ahta))dw)

:12* (“A()) (ﬁ N, )<1h(z y+o [ Ahta))dw> l;\;flvl(;)(Nv—Ij)(1,;“+6/()00A}‘l(a))da)>>

0 () oo

B o oS o (10)
Lt

Ajo) L Ny L K

+D [13\;;; ( — (1) —|—G/ Ay t,w)dco)
DBb W(0) L) A o)l
=5 N, Mho /0 i@ >< Ao) & ‘Ar?(w)w)“)"“’

t
(@
Pl ki [ () RO

o, '”*(m F&)+Q

Nh ¥

+Dl;\;h (2 Ivlgt) - ]VI(;)) (Ih(t)JrG/OmAh(t,w)da)>

En suma, la derivada del funcional de Lyapunov L puede escribirse de la siguiente forma:

dL e (Si(01) 2 b
A () (Shg S B R ) ar

Ly [ aone <shm> SO0 B0 )

G son
35 LOLE L) Sin DL
+ Nhl*/ An(z ( s I V(1)1 “)‘”

si(®
o [ oo (A:fz 5 e ) |cwonmior ()]
o wionicon (s () 1 (%557) )

o it ((“) r(ar ) )

D ﬁv N, —1IY) G/ A Ah (t, ) Iv(l‘) 7 Apt, o) 1) do
0 p@) L Aj(e)h(r)
N, — Ih(*t I, *t Ih )] L
By 1)
ﬁvb I;k Iv( ) /m
D 2— — I A .
+ N, Lo I W(t)+o A w(t,0)do

*
T
Tomando A(7) = Bshl(* ) ,
h
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- il (Si}fé;? 1) (g e
o [t (5404024 0)
w/o 5h<w>A2<w>(4£ 5 5 e )40 [esonior ()]
e [ ot (42) s (2452
e (r(57) 7 (giar ) oo
2[3” 1) o/o Ao <Ah ta()‘;) IVI(;) :5((;;’3@ + 1) do
s (404 )
B (o 5 2) (v ).

Ahora, obsérvese que utilizando la igualdad @.1.2)),

-

9
ot

(Sh*(t,

)

s;(T)

h<t77>
JaT

)(ﬁm“

(5,(7))?

Sn(

— S, r)‘?’g“))

It

*
Sh

38)(t.7)

#(7)

(s

Bl

BSh(t 7)

Sh(f T)

Sh(l‘,T>

a?<£meﬂ+mWO>

+£ﬁmw+mwo

+bvmu+mug7

esta igualdad nos permite simplificar la integral en el primer término de la derivada de L como sigue:

[n(

)‘Q<

BSh (I,T)

a7

Sh(t,‘L')

y aplicando integracion por partes

pero por

| s

4.1.3

s (

9
ot

Sh(t.T

*
Sh

(7)

/"

)

Sh(t,’L'
sy(7)

)

Jaz=|sicorr

b . _ bl " 0 Sh(t7T)
+NhIVﬁh(T)+Kh(T)> dT—/O Sh(T)a,L_f( 5(7) )dn

o)
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(@.1.2) se tiene:

/fsz<f>if<sﬁ,§€;?)df=Fﬁﬂf(sﬁ,ééic?)L

)
/BZ(

Entonces,

€ [w (Sh )] ) (@i () ) ae
b ( - 1* - t><1h +c,/ Ahta))dw)
. NE JIL / Bz ( <s§*(€£)>+zvl(j)_lhlg) Sf?;(é ))hzg;? +1> Jr

i (e~ i) [esomior (7))

<Pt ()15
+Ck/A,’; (( ) (A““’))dw

D[S‘ Ahtw L) At @)
"/o Ail ( @ I ‘A,t(wﬂv(r)“)"“’

I t l
- 1* _b 1 v i)
Nh I ri)
Ahora, tomando D = / Br(7)s;,(t)dt y B= B] + By, con B; y B; constantes positivas:
0

L [Baicor (2 )] sie)s () ae
t

+D [\;h<_lj ><Ih +G/Ahtwdw)

s o $7)- -2 S

Nh,* No—17) / / AL(0)By(t (Ah(z a;)—lvl(;)—ﬁ{((g;)v)g)—i—l)drdm
(2 ?) LGOS Y

_|_
zﬁf*/ Pu(z)si( * I s (L0
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x W(t)  L(t) (D)L
N~ 1) / Bilt ( i ;;;Iéz) +1>dr

Ap(t,0)  I(t) LFA(t, o) . Ay(t, o)
/ on(@)A; (e ( (@) I ‘bf’(z)A;(w)“)‘l“"[Cg("’“h("’)f (A;;(w) )]m

e[t (H) (52
e o () ()

Si las constantes By y B satisfacen B = 0 )zﬁv (N, — 1)) / Ay(w)doy By = ([h) By(N, — L),

G e (Ca)] -2 L s (A0 ) ar
Rty D=L

f o Lommits (547)-443 4043004 oo
+c/0 5h<w>A;<w><f(’h ) - (A"’"’)>

+Ck/wAZ(w)<f<Ih s (G e

o W60\ WO S0
/ B ()i ( ( <52(7) > I,’,‘IL(J) sp(T)M ()L +2> dt

B N, b\? -
Y si se cumple que C = = i yk= () &(NV—I;‘)G/ Bn(7)s;(7)dt, entonces:
0

h I;b Nn/) My
‘(% L* s < >] (T)f<Sh((r))>dT
+D [3‘ ( B I* B (1)

><fh e o) fsmsior(2)]

B ot (S S () )

B o [ [ aitomerio (i S00) - SO Aol (b)) 1 (800 ) 1o
e ("?;’<’°’+1—1< )~(2)

:mhz (882)] " o (32 - oo (B2

/ sl o) ()12

o (480 (B

|
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e [ (1 (i) o+ G ) o

2 el (3322)

N [N,
Por lo tanto, si A(7) = ()“Iv*bh B=B;+B;= hgvbh con B ( )2ﬁv -I) / Aj(@
L\’ B N, B\’ B
B, = (L N, —-I), C=— =2 = (2 —VN—I*/ “(t)dt y D =
v b= () B o= 7 = B (B) - me [ pesicae

/ Br(7)sy(7)dT entonces d—’“ < 0, es decir, siempre que Ry > 1 el estado de equilibrio endémico es asin-
0
toticamente estable. Mas aun, 4 = 0 si y solo si Sy (,7) = s}(7), I,(t) = I, Ay(t,0) = Aj(w) e I,(t) = I}

por lo tanto el punto de equilibrio endémico es global asintéticamente estable si Ry > 1.



Capitulo 5

Conclusiones

Se propusieron dos modelos de la dindmica de Chikungunya considerando la recaida, uno en ecuaciones

diferenciales ordinarias y otro en ecuaciones diferenciales parciales.

Para el primero se hallaron los puntos de equilibrio libre de la enfermedad y endémico de manera expli-
cita. Utilizando el método de la matriz de la siguiente generacién se obtuvo una expresién para el nimero
reproductivo basico, con éste se determiné que el punto de equilibrio libre de la enfermedad es asintética-
mente estable siempre que Ry < 1 y que el punto de equilibrio endémico existe y es asintdticamente estable
siysolosi Ry > 1.

Incorporando resultados de otras investigaciones a los datos mediante el paradigma Bayesiano, se uti-
liz6 un Método de Markov Monte Carlo para aproximar las distribuciones posteriores de los pardmetros.
Las cadenas simuladas recorrieron el espacio paramétrico de su distribucidn y se mezclaron correctamente
indicando convergencia, confirmdndose con valores del test de Gelman-Rubin menores a 1.001 en todos
los casos. Entonces se obtuvieron las medidas estadisticas descriptivas de cada distribucion, tales como la
media y la mediana como estimadores puntuales y percentiles de orden 2.5 % y 97.5 % para la construccién

del intervalo de credibilidad del 95 %.

Se realiz6 la estimacion de los pardmetros objetivo de esta investigacion ajustando el modelo que consi-
dera la dindmica entre las poblaciones de hospederos infectados y asintomadticos que dan lugar al fenémeno
de recaida. Se estim¢ la ocurrencia de al menos una recaida entre el 30% y el 80 % de los infectados con
una probabilidad del 95 %, ademds que estas recaidas se presentardn en promedio cada 1.33 meses o 40
dias aproximadamente, también se obtuvo que la probabilidad de transmisién del virus a los mosquitos
en individuos recaidos es menor que en la primera infeccién en promedio de un 25 % hasta en un 60 %
con una probabilidad del 95 %. Si bien las estimaciones puntuales del nimero reproductivo basico Ry son
consistentes con lo reportado en la literatura, las estimaciones por intervalo lo superan superiormente, sin
embargo estamos considerando el factor de la recaida no analizado anteriormente. También es interesante

notar que el intervalo de credibilidad de p incluye a los porcentajes de recaidos que se han reportado en las
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investigaciones realizadas [8] y [6]].

Del andlisis de sensibilidad se obtuvo que p, la fraccién de los infectados que recae al menos una vez,
es el pardmetro con mayor impacto en R seguido por la cantidad de picaduras diarias b. Resultado que
puede ser utilizado para proponer estrategias de control de la enfermedad considerando la reinfeccién de
los pacientes pues se encontrd que estos también son capaces de transmitir el virus a los mosquitos. Por otra
parte, el pardmetro de mayor impacto en la cantidad endémica de humanos infectados /;/ y en el niimero
endémico de vectores infectados I es mds sensible a la tasa de nacimiento y muerte de los humanos, sin
embargo, esto no arroja informacion ttil aplicable a estrategias de control.

Para el segundo modelo en el que se incorporé la edad de los hospederos y la edad de la recaida, se
calcul6 el punto de equilibrio libre de la enfermedad y se demostrd la existencia del punto de equilibrio
endémico, se calculd el nimero reproductivo bésico directo de la definicidn y del andlisis de estabilidad
global se concluy6 que el estado de equilibrio libre de la enfermedad es asintéticamente estable cuando
Rp < 1. Con lo que hemos demostrado su consistencia y al ser un modelo mas general, puede ser utilizado
para investigaciones posteriores y obtenerse resultados mds precisos que puedan aplicarse para mejorar o

proponer nuevas estrategias de control dirigidas a sectores especificos de la poblacién.
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