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Resumen

La presente tesis aborda la creación de una plataforma computacional basada en
Python para realizar la simulación de evasión de obstáculos. En la cual se cuenta con
2 robots tipo brazo articulado, el primero del tipo revoluta-revoluta (RR) con un movi-
miento horizontal, que toma el papel de nuestro obstáculo dinámico, mientras que el
otro robot, un cobot de 6 grados de libertad, basado en el Robot UR5 de Universal Ro-
bot, donde solo se controla la posición del robot convirtiéndolo en un robot de 3 grados.
Dotado de un algoritmo de Control Predictivo Basado en Modelos (MPC) con la finali-
dad de evitar las posibles colisiones con el robot RR. Con la finalidad de simular una
interacción real entre ambos robots, se les asigna una tarea de pick-and-place (tomar y
colocar), se realizó una planificación de trayectorias para ambos robots con la finalidad
de que se intercepten en un punto y momento especifico, donde solo el control MPC del
UR5 tiene la capacidad de anticiparlo con el tiempo suficiente para evitar la colisión.
Mientras el Robot RR,cuenta con un control PID para seguir la trayectoria establecida.
El MPC dota al cobot de la capacidad de evadir al Robot RR moviéndose a diferentes
velocidades, esta capacidad permite incorporar distintos objetos como el obstáculo que
se desea evitar. .
Además de la evasión de obstáculos para el robot UR5, se implementó un controlador
predictivo (MPC) para el seguimiento de trayectorias del robot RR. Como paso para va-
lidar el algoritmo antes de una implementación en un robot fı́sico, el modelo y el con-
trolador se integraron en un sistema embebido: una tarjeta Raspberry Pi 4B. Esta etapa
intermedia permitió desarrollar y probar el control en un entorno de hardware dedi-
cado, cerrando la brecha entre la simulación pura y el control de un sistema robótico
real.
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1.1.2. Métodos de detección de obstáculos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.1.3. Control predictivo basado en modelos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.1.4. Virtualización . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.2. Definición del problema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.2.1. Desafı́os en el Modelado del Robot y el Entorno . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.2.2. Selección de la Función de Costos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.2.3. Selección del Optimizador . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.3. Objetivos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.3.1. Objetivo general . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.3.2. Objetivos especı́ficos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.3.3. Aportación de la Tesis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.4. Justificación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.4.1. Uso de Control Predictivo Basado en Modelos . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.4.2. Uso de Python . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.4.3. Trabajar con cobots . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
1.4.4. Modelo virtual en Adams View . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
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8.5.2. Cinemática inversa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
8.5.3. Modelo dinámico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

8.6. Planificación de trayectorias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
8.7. Control PID para seguimiento de trayectorias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
8.8. Control MPC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
8.9. Software y Hardware . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
8.10. Implementación de ACADOS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

9. Conclusiones 93
9.1. Contribuciones Originales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
9.2. Trabajo a futuro . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

A. Inicio de Co-Simulación 95
A.1. Estándar FMI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
A.2. Unidad de Maqueta Funcional (FMU) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
A.3. Creación del FMU . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

Bibliografı́a 101



Capı́tulo 1

Introducción

Los cobots, también conocidos como robots colaborativos, son una de las tecnologı́as
que están adquiriendo una gran atención desde la introducción de Industria 4.0 debido
a las ventajas que éstos aportan con respecto a los robots tradicionales. Los cobots per-
miten la colaboración con los humanos, además de ser más fáciles de usar, tener una
mayor flexibilidad y adaptabilidad y tener un mayor número de aplicaciones. Los co-
bots están diseñados para aumentar las capacidades humanas, no para reemplazarlas.
Los cobots en comparación con los robots industriales no necesitan contar con sistemas
de protección (en muchos casos jaulas), que los separen del resto de áreas de trabajo.
Como se muestra en la Figura 1.1.

Figura 1.1: Comparación de robots industriales y cobots obtenido de
”https://gibas.nl/en/gibas-automation/production-automation/robot-and-cobot/”

Una de las principales caracterı́sticas de los cobots, es procurar la seguridad de las
personas, esto va de la mano con evitar que el cobot colisione con las personas con las
que trabaja.
La evasión de obstáculos es la capacidad de un robot para evitar colisionar con un obje-
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to estático o en movimiento. En los últimos años este tema ha tomado gran relevancia,
ya que cada vez se busca dotar de mayor autonomı́a a los robots, salvaguardar la se-
guridad de las personas y procurar la integridad del robot, asi como la de los objetos
manipulados. Para poder llevar a cabo el proceso de evasión, el robot debe de contar
con algún sistema que le permita obtener la información de su entorno, por lo que se
debe dotar al mismo de sensores, como cámaras estereoscópicas o sensores infrarrojos.
Estos le permiten crear un mapa de su entorno para determinar su posición y la posi-
ción de los objetos que lo rodean.
Una vez se tiene el mapeo del entorno, se realiza una planificación de trayectoria, la
cual consiste en utilizar algoritmos para calcular la mejor trayectoria a su objetivo, con
restricciones de tiempo, evitando colisiones. Para poder evadir los obstáculos el robot
puede decidir si modifica su velocidad, su trayectoria o incluso si se detiene.
Dos caracterı́sticas importantes que se deben considerar en el desempeño de un siste-
ma de control de evasión de obstáculos son que la evasión debe ser precisa y rápida
para garantizar la seguridad de las personas y del robot, ası́ como ser robusto para dis-
tintos tipos de obstáculos y entornos. Estas caracterı́sticas dependen de la capacidad de
los sensores para poder detectar adecuadamente su entorno, el método de detección
empleado y de la capacidad computacional para poder procesar la información de los
sensores en tiempo real.

Unos de los métodos que se utilizan para realizar la detección de obstáculos son el méto-
do de Campos Potenciales Artificiales, Mapa de Colisiones Avanzado y Redes Neuronales
Artificiales. Tradicionalmente, se emplean métodos reactivos como el control PID o la
asignación de polos, los cuales modifican la trayectoria al conocer el error del estado
actual del sistema.
Sin embargo, el Control Predictivo Basado en Modelos (MPC), por sus siglas en ingles, re-
presenta un enfoque predictivo fundamentalmente diferente. A diferencia de los méto-
dos reactivos que requieren un estı́mulo inmediato para alterar la trayectoria, el MPC
utiliza un modelo interno del sistema para predecir continuamente estados futuros y
posibles colisiones.
El MPC, es un método de control basado en el uso de un modelo matemático del sis-
tema, se utiliza para predecir su comportamiento futuro y poder evaluar diferentes
secuencias de control, eligiendo aquella que permita minimizar una función de costo
que cumpla con las restricciones y objetivos del sistema. Este método de control opera
en un horizonte de tiempo de dos pasos: predicción y control. En el paso de control se
recalcula el plan de control basado en las mediciones y la predicción a corto plazo.
La función de costo, considera el objetivo que se busca optimizar, como minimizar el
error, maximizar la velocidad de la tarea o mantener en un rango determinado los
parámetros, además de permitir establecer restricciones en las variables del estado y
las entradas.
Para poder realizar parte de la simulación y análisis es necesario recurrir a un prototi-
pado virtual, una técnica en donde se crea y evalúa un prototipo digital de un producto,
máquina o sistema. Este prototipo es capaz de reproducir la dinámica de movimiento
del sistema real con un grado de exactitud aceptable, utilizando herramientas de diseño
asistido por computadora (CAD) y simulaciones de ingenierı́a (CAE), para diseñar, anali-
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zar y validar productos o sistemas antes de construir un prototipo fı́sico. En esta tesis se
planea emplear el prototipado virtual para realizar un análisis dinámico y cinemático,
sin emplear el modelo analı́tico.
Para abordar el problema de evasión de obstáculos, es conveniente separar el modelo
virtual del control y trabajarlos por separado, esto con la finalidad de aligerar los reque-
rimientos de contar con el modelo matemático del sistema estudiado, se opta por utili-
zar la cosimulación. La cosimulación, la cual consiste en emplear herramientas compu-
tacionales de simulación independientes, ejecutadas simultáneamente, cada una mo-
delando una parte diferente de un sistema complejo y compartiendo datos en tiempo
real.
Se ha empleado principalmente en la simulación y diseño de sistemas de control, en el
análisis de rendimiento de software, en el modelado y simulación de fenómenos climáti-
cos, sistemas ecológicos y procesos biológicos por mencionar algunos.
En este trabajo de tesis se realiza una plataforma virtual a través de la integración de el
entorno de software, Adams View, donde se modelarán los robots con el objetivo prin-
cipal de obtener su modelo dinámico y cinemático, y Spyder, un entorno de desarrollo
integrado (IDE) para Python dentro de la distribución Anaconda con las herramientas
para escribir, depurar y ejecutar el lenguaje Python. en un entorno de co-simulación. El
objetivo de esta plataforma será la simulación de un cobot de 6 gdl y un robot RR, que
deberán realizar una tarea de pick and place, para ambos robots. Al cobot se le dotará
de un algoritmo de control MPC para poder llevar a cabo la tarea de evasión de obstácu-
los, el robot RR realizara el papel de obstáculo dinámico, para simular la presencia de
una persona que ingresa al espacio de trabajo del cobot.

1.1. Antecedentes

El problema de evasión de obstáculos en el control de robots manipuladores se ha
abordado extensamente con diferentes estrategias, como Redes Neuronales Artificia-
les [1], Mapas de Colisión, Campos de Potencial Artificial, por citar algunas. Particular-
mente, el uso del control óptimo en el esquema MPC se ha reportado en varios foros,
destacando el enfoque de dos robots en una tarea cooperativa [2]. En esa misma lı́nea,
el proyecto de investigación propuesto considera condiciones de cooperación entre dos
robots manipuladores, con la diferencia de que cada robot cuenta con una estrategia
de control diferente, MPC y PID, respectivamente.

1.1.1. Interacción cobots - humano

Los cobots fueron creados en 1996 por los profesores Edward Colgate y Michael
Peshkin como una iniciativa de General Motors. Su patente definió sus cobots como
un aparato y método para la interacción fı́sica entre una persona y un manipulador de
propósito general controlado por una computadora (Figura 1.2). En un principio fueron
llamados máquinas de restricción programable resaltando la pasividad y seguridad que
éstos garantizaban a los humanos.
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La ISO/TC 299 define al cobot como un robot diseñado para interactuar directamente
con los humanos en un espacio de trabajo colaborativo.
Basándose en [3] los cobots o robots colaborativos son una categorı́a de los sistemas
robóticos diseñados para trabajar junto a humanos en un espacio compartido. Los co-
bots están diseñados para colaborar con trabajadores humanos mejorando la eficiencia
y la seguridad en el lugar de trabajo.
También se puede definir a los cobots basándose en las regulaciones que dictan y de-
finen su comportamiento, para garantizar un entorno seguro para el ser humano. Las
normas ISO 10218-1:2011 e ISO 10218-2:2011 especifican los requisitos y directrices para
el diseño seguro, medidas de protección e información para el uso de robots industria-
les. También describen los peligros asociados con los robots y brindan los requisitos
para eliminar o reducir estos peligros [4].
Los principios de seguridad que proponen las normas ISO 10218-1:2011 e ISO 10218-
2:2011 se pueden tomar como fundamentos para establecer condiciones seguras en
robots no industriales. De esta norma se pueden distinguir 4 tipos de colaboración
humano-robot:

1. Parada supervisada por seguridad. En este caso, si el operador entra dentro de un
área designada para el robot, el robot se detendrá hasta que el operador salga del
área. Tanto el operador como la máquina pueden trabajar en el mismo espacio,
pero no al mismo tiempo.

2. Supervisión de velocidad y separación, se emplean escáneres o sistemas de visión
para inspeccionar las diferentes zonas en las que se divide el área de trabajo. Se
asigna un área en donde el robot se detiene si el operador ingresa, se asigna un
área más alejada donde el robot opera con velocidad reducida, si detecta la presen-
cia de un operador, si ambas áreas están libres, el robot trabaja con su parámetros
al máximo.

3. Limitación de potencia y fuerza. Este tipo de colaboración se limita a cobots con
codificadores con alta resolución, que permitan controlar la velocidad y posición
del robot con alta precisión. Se miden y evalúan las fuerzas y los pares con sen-
sores sensibles de par, se mide la energı́a consumida para identificar colisiones y
reaccionar.

4. Guı́a manual, es cuando el operador desplaza una carga con ayuda de la maquina,
el operador puede estar en contacto directo con la máquina, pero el el robot no
inicia el movimiento por su cuenta. Este tipo de colaboración, no es exclusivo de
los cobots, pero el robot debe contar con algún sensor que detecte cargas externas,
además de reducir la velocidad y brindarle una función se seguridad.

Es indispensable que el cobot cuente con sensores, sistemas de control y equipos pe-
riféricos para poder cumplir con las condiciones de seguridad.
Por otro lado, la norma ISO/TS 15066:2016 especifica los requisitos de seguridad para sis-
temas de robots industriales colaborativos y el entorno de trabajo, ası́ como conceptos
de colaboración y los requisitos necesarios para lograrlo. Incluso abarca los resultados
de un estudio de investigación acerca del umbral de dolor comparado con la velocidad
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Figura 1.2: Cobot de Edward Colgate y Michael Peshkin obtenido de ”https :
//peshkin.mech.northwestern.edu/publications/1999P eshkinCobots.pdf”

del robot, la presión y el impacto en las partes especificas del cuerpo, complementando
ası́ los requerimientos planteados en la norma ISO 10218-1 e ISO 10218-2.
Algunas ventajas que ofrece el uso de cobots con respecto a los robots convencionales

son:

Son más fáciles de programar.

Cuentan con interfaces interactivas.

No requieren personal especializado.

Fácil de re-programar.

Mayor flexibilidad de las tareas que puede realizar.

Son más pequeños, lo que evita una inversión mayor para adecuar el espacio de
trabajo para el cobot.

Mas fáciles de transportar y manipular.

Tomando en cuenta las ventajas que nos brindan los cobots en la que nos centraremos
es la seguridad que le brinda al aperador.

De acuerdo con [5], algunas de las aplicaciones actuales de los cobots son:
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Aplicaciones industriales, como los robots colaborativos de Universal Robots en la
linea de producción de BMW.

Colaboración humano-robot en la linea de ensamblaje de Audi, basado en el uso
del robot ”PART4you”, que cuenta con una cámara y una ventosa de succión para
hacer más ergonómico el proceso de montaje.

El uso de cobots en la fábrica de ŠKODA para la inserción del pistón del actuador
de cambio de marchas, en colaboracion con otros robots.

El uso de brazos robóticos de Universal Robots en las fábricas de Volkswagen para
la manipulación de componentes delicados, donde el operador puede terminar el
proceso de ensamble con ayuda del robot.

Con el paso del tiempo, cada vez más empresas están desarrollando nuevos modelos
de cobots que se adaptan a las necesidades de las industrias, para reducir las áreas de
trabajo que emplean los robots tradicionales y mejorar su producción.
Actualmente los robots industriales son capaces de realizar tareas de alta precisión,
ayudar a mejorar y aumentar la productividad, ası́ como reducir la carga de trabajo de
los operadores, pero están limitados por su programación. Por su parte la integración
de los cobots a la industria y su flexibilidad para realizar distintas aplicaciones, han
aumentado las áreas en donde se emplean los robots. Por ello, una de las áreas de de-
sarrollo en las que se esta trabajando es la de crear cobots ”inteligentes”, capaces de
analizar y planificar las tareas a desempeñar para poder realizar su trabajo de la ma-
nera más eficiente.

1.1.2. Métodos de detección de obstáculos

Existen diferentes formas para poder detectar los objetos que se encuentran en el
espacio de trabajo del robot y clasificarlos como obstáculos, entre las más importantes
se encuentran:

Método de campos potenciales artificiales (APFM, por sus siglas en ingles), el cual
consiste en llenar un campo potencial artificial en el espacio de trabajo del robot.
El punto objetivo genera un campo atractivo, y los obstáculos un campo repulsivo,
debido a los efectos atractivo y repulsivo que los campos generan sobre el efector
final del robot, este puede llegar a su objetivo, evitando los obstáculos [6]. Al no ser
un método tan preciso, ya existen estrategias hı́bridas para mejorar su desempeño.

Se genera un mapa 2D que identifica las posibles colisiones entre los efectores fi-
nales de dos robots. Cada robot ejecuta trayectorias lineales PTP (point-to-point)
entre puntos definidos, con movimientos de velocidad constante y caracterı́sticas
invariantes en el tiempo. Mediante la discretización temporal en intervalos, se
calcula la posición de cada efector en cada instante. La detección de colisiones
ocurre cuando la distancia entre efectores es inferior a un umbral predefinido,
transformándose estos instantes de colisión a coordenadas espaciales utilizando

6



la longitud total de la trayectoria. Finalmente, se genera un gráfico 2D que super-
pone la trayectoria del robot en movimiento con los puntos de colisión proyectados
sobre esta [7] y [8].

Uso de sensores de proximidad. La integración de sensores de proximidad capaci-
tivos constituye una solución reactiva para la detección de obstáculos. Estos sen-
sores permiten detectar un obstáculos en el entorno cercano, generando una res-
puestas correctivas cuando el obstáculo está dentro del rango de detección. Este
enfoque permite frenar y ajustar la trayectoria como reacción a la presencia de-
tectada, mejorando los tiempos de respuesta [9].

Método de aprendizaje por reforzamiento, el cual requiere establecer un algorit-
mo de control, un modelo para llevar al objetivo deseado y se realiza una simula-
ción a través de casos especı́ficos. Se genera una función de recompensa, la cual
brinda una retroalimentación positiva o negativa al robot para modificar su com-
portamiento [10].

Sistema de visión. Se integran sensores, como cámaras, sensores ultrasónicos o
sensores láser, que le brindan al robot información sobre su entorno. Los sensores
ultrasónico y láser le brindan información al robot por medio de un proceso de
reflexión, mientras la cámara obtiene dos imágenes que se comparan por medio de
método de procesamiento de imágenes digitales para obtener la distancia a la que
se encuentra el objetivo y los obstáculos, dependiendo de la calidad de los datos
obtenidos y la proximidad al objeto, el robot puede reducir el riesgo de colisión
[11].

Para poder determinar cuál es el método que nos resulta más útil para nuestra situa-
ción, se debe tener en cuenta las restricciones con las que contamos, como espacio, cos-
to computacional, parámetros que nos brinda el sistema, etc. Para esta tesis se propuso
implementar una método similar a los sensores de proximidad, al conocer la posición
del obstáculo, se mide la distancia del obstáculo relativa al robot para determinar la
dirección y velocidad con la que se desplaza el obstáculo hacia el robot.

1.1.3. Control predictivo basado en modelos

De acuerdo con Lee y Marcus 1967, MPC es una técnica que se utiliza para la sı́ntesis
de un control de lazo cerrado a partir del conocimiento de los controladores de lazo
abierto, para medir el estado actual del proceso y calcular una función de control para
este lazo abierto. El primer valor obtenido de esta función es usada brevemente, des-
pués se vuelve a realizar la medición del proceso y se calcula una nueva función de
control. [12]
Una interpretación más actual es que el MPC es un esquema de control en el que se uti-
liza un modelo para predecir el comportamiento futuro del sistema en una ventana de
tiempo finito u horizonte. Con base en estas predicciones y el estado actual del sistema
medido o estimado, se calculan las entradas óptimas de control para un objetivo de con-
trol definido y sujetas a la restricción del sistema. El proceso de medición, estimación y
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cálculo se repite cada determinado intervalo de tiempo u horizonte desplazado.
De acuerdo con el artı́culo [12], el MPC surge de la idea de emplear un modelo de la
planta a controlar para predecir el comportamiento futuro de la salida. Esta capacidad
de predicción permite resolver problemas de control óptimos en lı́nea, donde el error
de seguimiento, es decir, la diferencia entre la salida predicha y la referencia deseada,
se minimiza en un horizonte futuro, posiblemente sujeto a restricciones en las entradas,
salidas y estados manipulados. Si el modelo es lineal, el limite de desempeño se expresa
a través de la norma L1, si es no lineal se expresa a través de las normas L1|L∞ [13].
El resultado de la optimización es aplicado en tiempo t solo a la primera entrada de la
secuencia óptima de comando a la planta. Las entradas óptimas restantes se descartan
y se resuelve un nuevo problema de control para t + 1. Para cada tiempo t se obtienen
nuevas medidas de la planta usando el mecanismo de horizonte en retroceso, se pro-
porciona al controlador las caracterı́sticas de retroalimentación deseadas. [14]
MPC ha tenido éxito ya que puede manejar restricciones para las variables controladas
y manipuladas sistemáticamente, maneja problemas de control multivariable, es un
método fácil de ajustar y es una metodologı́a abierta basada en principios básicos [15].
De acuerdo con [16], un metodo para lograr estabilidad en con un horizonte finito con-
siste en añadir una restricción terminal que establezca que el estado sea cero al final
del horizonte.

Componentes

Todos los algoritmos MPC poseen elementos comunes y elementos opcionales que
se pueden seleccionar para variar el algoritmo. Los elementos comunes son:

1. Modelo predictivo (modelo de proceso y modelo de perturbación).

2. Función objetivo.

3. Ley de control.

La estructura básica de un MPC se muestra en la Figura 1.3. El modelo es lo más im-
portante del MPC y puede ser modelo de perturbación o de procesos. Los modelos de
procesos pueden ser:

1. Respuesta al impulso.

2. Respuesta escalonada.

3. Función de transferencia.

4. Espacio de Estados.

Mientras que el modelo de perturbación comúnmente utilizado es el Autorregresivo
Controlado y la Media Móvil Integrada (CARIMA)
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Figura 1.3: Estructura básica del MPC

Caracterı́sticas del MPC

1. Emplea modelo explı́cito: Utiliza un modelo matemático del sistema para predecir
la evolución futura de los estados de la planta sobre un horizonte de predicción,
permitiendo acciones de control anticipadas.

2. Utiliza optimización basada en función de costo: Formula el problema en el domi-
nio del tiempo mediante una función de costo que penaliza las desviaciones del
estado deseado y el esfuerzo de control.

3. Implementa control de horizonte móvil: Actualiza la función de costo en cada ins-
tante de muestreo, recalculando la trayectoria óptima basándose en el estado ac-
tual del sistema minimizando los errores predichos.

4. Incorpora restricciones explı́citas: Integra en la formulación del problema limita-
ciones operativas como restricciones de estado y de control.

Como en la mayorı́a de los sistemas, el MPC se divide en 2 clases que se detallan a con-
tinuación:
MPC lineal:

Modelo lineal : ẋ = Ax + Bu.

Función de costos cuadrática: F = xtQx + utRu.

Restricciones lineales : Hx + Gu ¡0.

Programa cuadrático : mı́nv 0.5 vT H̃v + cTv sujeta a la restricción: Lv ≤ b

MPC no lineal:

Modelo no lineal: ẋ = f(x,t).

Función de costos que puede ser no cuadrática: F = (x,u).
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Restricciones no lineales: h(x,u) < 0

Programa no lineal.

El MPC se puede subcategorizar en 4 modelos de control.

1. MPC robusto, garantiza la viabilidad y estabilidad del control.

2. MPC de retroalimentación, mitiga el encogimiento de la región factible.

3. MPC pre-computarizado, solución lineal por pasos, almacenado en una base de
datos o solucionado fuera de lineal utilizando parámetros.

4. MPC descentralizado.

El MPC se basa en 3 ideas:

Uso de un modelo para predecir el resultado del proceso a lo largo de un horizonte
de tiempo futuro.

Cálculo de una secuencia de control para optimizar un ı́ndice de rendimiento.

Una estrategia de horizonte en retroceso, lo que implica la aplicación de la primera
señal de control de la secuencia calculada en cada paso.

La metodologı́a de todos los controladores de la familia de los MPC se caracteriza por
la estrategia de control presentada en la Figura 1.4 consistente de 3 pasos:
Paso 1: Las salidas predictivas yb(t + k—t), k= 1,2,...,N , para el horizonte de predicción
son calculados para cada instante t, utilizando el modelo del proceso. Estos dependen
de los valores conocidos hasta el momento t (entradas y salidas pasada), incluyendo las
salidas actuales (condiciones iniciales) y(t) y las señales de control futuras para ser cal-
culadas.

Paso 2: Las secuencias de las futuras señales de control son calculadas para optimizar
el rendimiento.

Paso 3: Se transmite la señal de control actual u(t—t) al proceso. Se mide y(t+1) en el
siguiente muestreo y se repite el paso 1. U(t+1∥t+1) se calcula utilizando el concepto de
horizonte en retroceso.

1.1.4. Virtualización

Basándose en [17], cuando el sistema que se desea modelar resulta muy complejo
para representarlo en un único entorno, se opta por la virtualización integral del siste-
ma. Este enfoque permite crear una réplica digital mediante la integración de diversos
componentes modelados con diferentes herramientas, técnicas, algoritmos o progra-
mas especializados, cada uno dedicado a aspectos especı́ficos del sistema.
La virtualización surge como una solución a estos problemas, ya que permite crear un
prototipo digital unificado que replica el comportamiento del sistema real. A diferencia
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Figura 1.4: Estrategia de Control de Modelos Predictivos, tomado de [12]

de enfoques fragmentados, la virtualización integra coherentemente todos los subsis-
temas en un entorno único, facilitando la simulación conjunta y el análisis de interac-
ciones.

De acuerdo con la tesis [18], la Ingenierı́a Asistida por Computadora (CAE) se relacio-
na con la virtualización al permite crear prototipos virtuales. En esta tesis se plantea
el uso de ADAMS View un software que trabaja con prototipos virtuales de sistemas
mecánicos, lo que permite validar su funcionalidad y comportamiento sin la necesidad
de construir prototipos fı́sicos. Además, cuenta con ADAMS/Control que facilita la in-
tegración entre la simulación de movimiento y el diseño de sistemas de control en un
entorno virtual unificado.

Para implementar la virtualización se recomienda que las herramientas utilizadas
admitan estándares abiertos, permitiendo a fabricantes y equipos de desarrollo inter-
cambiar e integrar modelos dentro de un ecosistema virtual coherente.

1.2. Definición del problema

La implementación del Control Predictivo basado en Modelo (MPC) para un siste-
ma robótico, requiere superar varios desafı́os fundamentales. Estos desafı́os se pueden
categorizar en tres aspectos crı́ticos e interrelacionados:

1. Modelado preciso y eficiente del sistema y su entorno.

2. Selección y diseño de una función de costos que refleje el comportamiento
deseado.
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3. Selección de un optimizador adecuado para resolver el problema de optimi-
zación en lı́nea.

A continuación, se detallan las dificultades especı́ficas y las consideraciones dentro de
cada aspecto.

1.2.1. Desafı́os en el Modelado del Robot y el Entorno

El modelado es la base del MPC, ya que la capacidad predictiva del controlador de-
pende directamente de la precisión del modelo. Para el caso de un robot UR5 y su en-
torno, esto presenta varias dificultades:

Complejidad Cinemática y Dinámica: Un robot como el UR5, posee una cadena ci-
nemática compleja. Su modelado dinámico, que considera masas, inercias y fuer-
zas de fricción, resulta en ecuaciones no lineales y acopladas. La linealización de
este modelo para su uso en MPC puede introducir errores.

Modelado virtual: La creación de un modelo virtual en un entorno de simulación
(Adams View) presenta los siguientes retos:

• Es difı́cil crear un modelo al no estar diseñado para ese propósito.
• Al importar el modelo desde un software especializado en modelado, es ne-

cesario verificar que se respeten las restricciones del modelo y que no causen
problemas en el entorno de simulación.

• Verificar que las condiciones de simulación sean las mismas que las plantea-
das en las pruebas teóricas.

Detección y Modelado de Obstáculos: La capacidad de evitar colisiones es funda-
mental. La selección del método de detección de obstáculos es un compromiso
entre la precisión y la carga computacional.

Sincronización de Múltiples Robots: Un objetivo de este trabajo es la sincroniza-
ción de dos modelos de robot distintos: un robot RR (planar de 2 GDL) y el UR5 (de
3 GDL). Esto añade una capa de complejidad al modelado, ya que es necesario:

• Desarrollar un modelo cinemático y dinámico acoplado del sistema multi-
robot.

• Establecer un esquema de comunicación y sincronización temporal entre los
controladores de ambos robots, ya sea mediante un controlador centralizado
o uno distribuido con comunicación de estados.

1.2.2. Selección de la Función de Costos

La función de costos es el criterio que el MPC busca minimizar para lograr el com-
portamiento deseado. Su selección es importante y debe equilibrar múltiples objetivos,
a menudo conflictivos:
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Seguimiento de Trayectoria: Penalizar la desviación del robot de la trayectoria de
referencia deseada.

Suavidad del Movimiento: Incluir términos que penalicen cambios bruscos en las
velocidades o aceleraciones de las articulaciones, para reducir los torques reque-
ridos.

Restricciones: Llevar a cabo la evitación de obstáculos

La elección de los pesos relativos de cada término en la función de costos es un proceso
no trivial y determina en gran medida el rendimiento final del sistema.

1.2.3. Selección del Optimizador

El problema de optimización se puede considerar que consiste en encontrar una U
por medio de una función de costos. Siendo U un vector que contiene las entradas de
control optimizadas para un horizonte de predicción N de la forma:

U = [u(t), u(t+ 1), u(t+ 2), . . . , u(t+N − 1)] (1.1)

Cada u(t+k) es la acción de control en el instante t+k que queremos optimizar para lograr
el mejor seguimiento de la trayectoria deseada o minimizar el error. Mientras que la
función de costo de forma generar se puede considerar como:

J =
N−1∑
k=0

∥x(t+ k + 1)− xd(t+ k + 1)∥2Q + ∥u(t+ k)∥2 (1.2)

Donde x(t+k+1), es el estado del sistema predicho en el futuro.
xd (t+k+1) es el estado deseado en el futuro.
∥ · ∥2Q es la penalización al error de estado (Q es una matriz positiva definida).
∥ · ∥2R Penalización al esfuerzo de control (R también es positiva definida).

Dada la naturaleza no lineal de los robots y la posible no convexidad introducida por
las restricciones de colisión, la selección del optimizador es crı́tica para la viabilidad
del MPC en tiempo real. Dado que el modelo no se linealizará, es necesario emplear
métodos de Programación No Lineal (NLP).

Para este trabajo, se utilizará la biblioteca minimize de SciPy en Python, lo que plan-
tea el desafı́o de seleccionar y configurar el algoritmo más adecuado entre los disponi-
bles:

CG (Conjured Gradient): Método iterativo eficaz para resolver problemas de opti-
mización no restringida.

Dogleg: Método para resolver problemas de cuadrados mı́nimos no lineales.

L-BFGS-B (Limited-memory Broyden–Fletcher–Goldfarb–Shanno with Bounds): Es-
te método es muy eficiente para problemas de optimización a gran escala con res-
tricciones de caja (lı́mites simples en las variables).
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COBYQA (Constrained Optimization By Quadratic Approximations): Optimización
basada en modelos cuadráticos para problemas con restricciones no lineales, re-
quiere pocas evaluaciones.

Newton-CG: Método newtoniano que usa gradiente conjugado para resolver el sis-
tema lineal, requiere hessiana definida positiva

BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno): Método iterativo para resolver proble-
mas de optimización no lineal sin restricciones.

SLSQP (Sequential Least Squares Programming): Este algoritmo es una opción ro-
busta para problemas con restricciones generales de igualdad o desigualdad.

En conclusión el problema principal de esta tesis consiste, por tanto, en integrar y
resolver satisfactoriamente estos tres aspectos interconectados. Esto implica: desarro-
llar un modelo analı́tico y virtual preciso y no lineal del UR5 y el sistema multi-robot;
seleccionar un método eficiente para la detección y modelado de obstáculos; diseñar
una función de costos que capture todos los objetivos de control; y elegir, configurar
y validar el rendimiento de los optimizadores no lineales SLSQP y L-BFGS-B de la bi-
blioteca SciPy para la implementación de un esquema de MPC eficaz para el control y
sincronización de robots con capacidades de evitación de colisiones.

1.3. Objetivos.

1.3.1. Objetivo general

Desarrollar un modelo virtual de una estación de trabajo de ensamble robotizado
que integra un cobot articulado de 6 GDL y un robot RR de movimiento planar, cada uno
con su respectivo algoritmo de control codificado en Python, un controlador predictivo
(MPC) para el cobot, diseñado para garantizar la evasión de colisiones con el robot RR,
y un controlador PID para el robot RR.

1.3.2. Objetivos especı́ficos.

1. Revisión del estado del arte en MPC

a) Estudiar el estado del arte en Control Predictivo Basado en Modelos MPC.
b) implementar en Python el control PID de un sistema dinámico simple.

2. Desarrollo del modelo virtual de la plataforma de ensamble robotizada

a) Estudiar la cinemática directa e inversa de robots manipuladores.
b) Estudiar la dinámica de robots manipuladores.
c) Obtener modelos CAD del cobot y del robot RR
d) Implementar el modelo virtual en Adams View.
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3. Implementación de la simulación sin obstáculos

a) Programar en Python el algoritmo de control PID para el robot RR
b) Programar en Python el algoritmo de control PID para el cobot.
c) Implementar la simulación sin obstáculos para los diferentes robots

4. Implementación de la simulación con obstáculos

a) Planificar las trayectorias para la tarea de pick-and-place a realizar por el
cobot.

b) Planificar la trayectoria que deba seguir el robot RR a fin de intersectar repe-
tidas veces la trayectoria del cobot.

c) Diseñar el MPC para el cobot, a fin de que evada las inminentes colisiones y
complete la tarea de pick-and-place.

5. Estudio de diferentes estrategias de control de movimiento de cobots sujetas a con-
diciones de colisión.

a) Estudiar el desempeño del control PID del cobot sujeto a colisiones
b) Estudiar el desempeño del control MPC del cobot sujeto a colisiones
c) Realizar un análisis comparativo del desempeño del cobot con MPC con el del

cobot con PID.
d) Implementar en una tarjeta Raspberry Pi el control MPC en tiempo real.
e) Publicar los resultados.

1.3.3. Aportación de la Tesis

La realización del proyecto de tesis propuesto derivará en algunos beneficios para
la comunidad académica e industrial, entre los que destacan:

Disponer de una plataforma tecnológica que facilita el estudio de:

• Desempeño del MPC en el control de movimiento de cobots.
• Control de movimiento de cobots con requerimientos de evasión de obstácu-

los.
• Comparación del desempeño de algoritmos de control de movimiento de co-

bots.

La documentación de los resultados constituirá una base de conocimiento para
estudiantes e investigadores que aborden el estudio de la dinámica y control de
robots manipuladores bajo un esquema de control óptimo MPC.
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1.4. Justificación

1.4.1. Uso de Control Predictivo Basado en Modelos

El control PID permite verificar que el robot siga una trayectoria deseada, su desem-
peño depende crı́ticamente de una sintonización precisa de las ganancias y de la den-
sidad de puntos de interpolación. Esta dependencia se debe a su naturaleza reactiva,
donde las acciones de control solo se actualizan en el instante posterior a la detección
del error, lo que resulta en una respuesta tardı́a ante perturbaciones o cambios dinámi-
cos.
Frente a estas limitaciones, el control predictivo basado en modelos se presenta como
una alternativa debido a las siguientes caracterı́sticas:

Es apropiado para tratar con la evasión de obstáculos al aplicar acciones de control
que se anticipan a eventos perturbadores.

Es bien conocido en el ámbito industrial en control de procesos.

Puede usarse para optimizar el consumo de energı́a de un robot manipulador.

Es bien aceptado en la industria, debido a que es capaz de:

• Manejar problemas de control multivariable.
• Tomar en cuenta las limitaciones del actuador.
• Aumentar las ganancias, al permitir una operación más cercana a las restric-

ciones del sistema.
• Manejar cambios estructurales.
• Hacer cálculos en linea con antelación.
• Permitir la sincronización del control con relativa facilidad.

Estas ventajas posicionan al MPC como una herramienta idónea para mejorar la
precisión, eficiencia y adaptabilidad del control en robots.

1.4.2. Uso de Python

Python, lenguaje de programación de alto nivel de propósito general, representa
una opción profesional para el análisis dinámico de la plataforma robotizada sujeta a
algoritmos de control. Es de fuente abierta, gratuito y multiplataforma. Cuenta con un
conjunto vasto de bibliotecas que facilitan la implementación de algoritmos de control
de sistemas dinámicos con modelos matemáticos descritos por ecuaciones diferenciales
ordinarias. Tiene funciones y herramientas para la exposición gráfica de resultados y
cuenta con un sinnúmero de recursos de apoyo impreso y digital, como foros de discu-
sión, blogs y vı́deos [19].
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1.4.3. Trabajar con cobots

Se eligió trabajar con un cobot en lugar de un robot manipulador clásico porque los
cobots son parte de las tecnologı́as más recientes en la llamada manufactura inteligen-
te propia del paradigma de I4.0 [2], y porque los cobots son por definición robots que
interactúan o colaboran con los humanos, por lo que tiene mayor relevancia hablar de
una posible colisión entre ambos.

1.4.4. Modelo virtual en Adams View

Al ser Adams View una opción ideal para el estudio de la dinámica de sistemas
mecánicos representados por modelos virtuales [20], se cuentan algunas de las ventajas
con respecto a otros modelos no virtuales:

El desarrollo de un modelo virtual de los robot manipulador facilitará la visuali-
zación de su desempeño en la realización de movimientos.

No requiere del modelo analı́tico del robot para el análisis de su dinámica, aspec-
to que permite modificar la geometrı́a del robot, los materiales constituyentes, e
integrar modelos de objetos fı́sicos para el estudio de interacciones entre ellos.

Es posible realizar un modelo virtual funcional del robot en relativamente corto
tiempo dependiendo de la complejidad del modelo.

Permite, mediante un procedimiento iterativo, el ajuste de parámetros de diseño
y luego evaluar el desempeño dinámico con notable facilidad.

Existen licencias gratuitas para estudiantes disponibles en el sitio Web de MSC
software (HEXAGON) [21].

1.4.5. Técnica de Virtualización

El recurso de la virtualización del sistema presenta algunas ventajas:

Permite trabajar con la dinámica robótica y los algoritmos de control dentro de
un entorno unificado, aprovechando las capacidades especializadas de cada he-
rramienta de software.

Facilita la simulación de dinámica del robot manipulador junto con los algoritmos
de control en un esquema de lazo cerrado dentro del entorno virtual.

Gracias a la integración de los componentes, los resultados de la virtualización se
aproximan a los obtenidos con un cobot real controlado por computadora.

Aprovechando, entonces, los beneficios de Adams View y de Python la virtualización se
consolida como un enfoque eficiente para implementar un prototipo virtual confiable
y en un tiempo razonable.
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Capı́tulo 2

Estado del arte

En el trabajo [22] se hizo uso del control predictivo basado en modelos para generar
un espacio de trabajo en donde interactúan dos brazos robóticos para llevar a cabo una
tarea de pick-and-place evitando la colisión. Para llevar a cabo esta tarea se planteó un
algoritmo de control hı́brido de dos capas, la capa superior se ocupa del problema de
planificación, mientras la capa inferior tiene un algoritmo MPC que se ejecuta sobre
una ley de control de par calculado. El objetivo de control es la asignación de los robots
a los objetos, la secuencia para recoger el objeto y calcular las correspondientes trayec-
torias libres de colisión para los robots, buscando minimizar el tiempo requerido para
realizar la acción. Se pudo establecer que el uso de la estructura jerárquica permite la
interacción de un algoritmo de programación con un algoritmo MPC de tiempo óptimo.

El articulo [23] propone un esquema de control de arquitectura compartida basado en
MPC para la prevención de colisiones en entornos de conducción colaborativa. Este es-
quema se estructura en dos capas: una superior que evalúa los riesgos de forma no
lineal y una inferior que implementa un control lineal computacionalmente eficiente.
La propuesta demuestra la eliminación de colisiones en escenarios complejos, como
cambios de carril a alta velocidad, logrando un equilibrio entre la asistencia en la eva-
sión, el control del conductor y la estabilidad del vehı́culo.

En el artı́culo [24] se emplea el MPC en un robot móvil, para evadir obstáculos estáticos,
mientras este sigue un objetivo en movimiento. El problema de control se planteó como
un problema de programación cuadrática con restricciones para encontrar el vector de
acción de control incremental, utilizado para calcular la entrada de control óptima, al
cual se le sumó un algoritmo de conmutación y se aplicaron algunos cambios en la de-
finición de la orientación deseada para incluir la evasión de obstáculos. Al utilizar la
trayectoria tangente a un circulo en cada iteración para la evasión de obstáculos, se pu-
do demostrar por medio de simulaciones que el control satisface ambos objetivos.

Para conocer un poco más sobre la utilidad del MPC, se revisó el artı́culo [25] en donde
se comparan 3 metodos de control basados en el MPC para un robot de 6 grados de li-
bertad en un ensamble colaborativo. Se utilizan los parámetros de Denavit-Hartenberg
para mapear el espacio articular en el espacio cartesiano, y se utiliza el jacobiano pa-
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ra relacionar la velocidad del efector final y la velocidad de las articulaciones. El MPC
lineal emplea el modelo de una planta lineal o linealizado al rededor de unn punto. El
MPC no lineal utiliza el modelo no lineal de la planta descrito por sus ecuaciones de
estados y salidas. Para el MPC adaptivo se linealiza y discretiza el modelo de la planta,
que se actualiza para cada tiempo de muestreo.
Como resultado el MPC lineal es el controlador más rápido pero con peor precisión, el
MPC no lineal es el más preciso, pero requiere muchos recurso. Por su parte el MPC
adaptivo tiene alta precisión y requiere pocos recursos.

El control predictivo basado en modelos no es solo útil para el control de robots. Co-
mo se ve en los artı́culos [26] y [27] el MPC se utilizó para el control de la tracción un
vehı́culo eléctrico y brindar un control robusto para un respirador. En ambos casos se
busca maximizar la seguridad de las personas; en el primero al controlar el torque apli-
cado a las llantas a la hora de frenar para evitar que el coche derrape, y en el segundo
al delimitar adecuadamente el volumen de oxigeno suministrado por minuto.

En este documento se ha mencionado que existen diferentes formas en la que los
cobots pueden trabajar o colaborar con las personas, pero en cualquiera de los casos el
robot debe detener su operación o limitar sus parámetros para seguir realizando su tra-
bajo con el operador. En el artı́culo [1] se aborda la reducción del rendimiento debido a
que el robot trabaja con parámetros limitados y esto se puede mitigar con una adecua-
da estrategia de evasión de obstáculos. Se utilizó un sistema de captura de movimien-
to basado en una red neuronal de convolución, que permite generar un algoritmo de
aprendizaje para reconocer a las personas en un encuadre y estimar su posición entre
diferentes cuadros. Se realiza una superposición de los puntos para poder reconstruir
al operador en un espacio 3D.
En este trabajo se abordaron diferentes escenarios de colaboración, desde la coexis-
tencia del operador en el área de trabajo hasta diferentes grados de colaboración. El
artı́culo demuestra que es posible generar un ambiente con las medidas adecuadas pa-
ra una colaboración humano-robot, sin embargo, resalta la importancia del monitoreo
en tiempo real del operador.

Con base en los artı́culos revisados se tienen las siguientes consideraciones:

A pesar de que en la tesis se planea emplear 2 robots como en el articulo [22], solo
se dotará de control NMPC a uno de ellos, a diferencia de los 2 robots presentes
en el articulo, el enfoque que se tiene es que el proceso de evasión de obstáculos
dependa enteramente del robot UR5.

El problema de evasión de obstáculos presenta un obstáculo dinámico, debido a
que la posición del robot RR (obstáculo), varia en función del tiempo.

En comparación con el articulo [23] donde el MPC se emplea como asistencia para
la toma de decisiones, en este trabajo el MPC es el encargado de llevar a cabo las
acciones de evasión, sin la intervención de una persona.
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Al igual que en los artı́culos [26] y [27], en esta tesis se priorizar la seguridad de
las personas. Se trabaja a nivel simulación y se plantea como trabajo futuro la
implementación en un cobot real.

El objetivo en la evasión de obstáculos de esta tesis es evitar que el cobot se deten-
ga, para realizar ello se plantea variar la velocidad del cobot.

Al trabajar en un entorno de simulación no se requiere la integración de siste-
mas de visión o sensores para identificar la posición del obstáculo; sin embargo se
obtiene un resultado similar al predecir la posición y velocidad relativa al cobot.

2.1. Alcance y limitaciones

Con base en lo planteado anteriormente, se puede establecer que los alcances de la
tesis son:

1. Implementación de Control Predictivo Basado en Modelos no lineal (NMPC):

Diseño e implementación de un controlador NMPC exclusivamente para el
cobot UR5, con el objetivo de evadir obstáculos dinámicos (el robot RR) sin
detener su operación.
El MPC se diseñará para funcionar en un entorno de simulación, utilizando
un modelo dinámico del robot y del obstáculo.

2. Comparativa de estrategias de control:

Evaluación del desempeño del sistema bajo dos esquemas de control para el
cobot: un controlador PID y el controlador NMPC .

3. Implementación en tiempo real:

Portar el algoritmo de control NMPC a una Raspberry Pi para demostrar su
funcionamiento en un sistema embebido y evaluar su viabilidad para operar
en tiempo real en un entorno futuro con un robot fı́sico.

4. Obstáculo Dinámico:

La evasión de obstáculos se probará frente a un obstáculo dinámico (robot
RR) cuya trayectoria es conocida o puede ser predicha con precisión, simu-
lando un control en tiempo real.

5. Seguimiento de trayectoria:

Por el lado del robot UR5, el control NMPC además de realizar la evasión de
obstáculos contará con la capacidad de seguir la trayectoria establecida para
cumplir con la tarea de tomar y colocar.
El robot RR contará con un control PID, para asegurar el seguimiento de su
propia trayectoria establecida.
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Por otro lado, esta misma investigación estará sujeta a las limitaciones:

Solo el cobot UR5 estará dotado de capacidad de evasión activa (NMPC). El robot
RR seguirá una trayectoria preestablecida con control PID, sin capacidad de reac-
cionar al cobot. No existirá comunicación bidireccional entre los robots. Toda la
responsabilidad de evitar la colisión recae en el cobot.

Se trabajará exclusivamente en un entorno de simulación, por lo que perturbacio-
nes como ruido en sensores, imperfecciones mecánicas o retardos de comunica-
ción no serán considerados.

El escenario de evasión se limitará a un obstáculo dinámico (el robot RR) en un
entorno espacial definido.

La complejidad computacional del algoritmo NMPC y las caracterı́sticas del hard-
ware utilizado limita la frecuencia de control y la longitud del horizonte de pre-
dicción.

Los resultados y conclusiones sobre el desempeño del NMPC serán especı́ficos para
el modelo de simulación y las condiciones establecidas. Su extrapolación a otros
tipos de robots o entornos operativos requerirı́a estudios adicionales.

2.2. Relevancia

Esta tesis busca brindar una plataforma computacional donde se pueda simular la
evasión de un obstáculo dinámico (robot RR), al dotar de un control NMPC a un cobot
(robot UR5), sobre el cual recae toda la responsabilidad de evitar el obstáculo. Ası́ como
la integración del control NMPC en un sistema embebido para la implementación del
control en tiempo real.
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Capı́tulo 3

Metodologı́a

El planteamiento general para llevar a cabo el desarrollo de la tesis fue partir de un
punto especifico a lo general.
En primera instancia se realizó el modelado de los robots, comenzando por obtener la
cinemática directa de un péndulo, ası́ como su dinámica y un control PID.
Con los conocimientos adquiridos, se obtuvieron los modelos de cinemática directa e
inversa del robot RR y se implementó un control de posición empleando un controla-
dor PID. Después se realizó la planeación de trayectorias para el robot RR y se generó
un código para llevar a cabo el control de seguimiento de trayectorias con un control
PID.
Al conocer el comportamiento del robot RR bajo un esquema de control, se realizó un
código para implementar el control NMPC. En este punto, se ponderó la importancia
de obtener un modelo preciso para la eficacia de este control. En esta fase se realizó el
modelo solo tomando en cuenta las matrices de Inercia y Coriols, y el vector de pares
gravitacionales. Después se agregó un termino de fricción viscosa siguiendo el princi-
pio de pasividad, el cual establece que los sistemas tienden a disipar la energı́a si exis-
te algún fenómeno que frene el movimiento del mismo, y se observó que la precisión
del control NMPC mejoró moderadamente. Siguiendo este procedimiento, se realizó el
control predictivo para el robot UR5, tomando en consideración el aprendizaje logrado
hasta ese momento.
Con la intención de entender cómo integrar la evasión de obstáculos al control NMPC
se modeló un obstáculo simple, el cual consiste de un objeto que se mueve en una linea
recta y pasa por la trayectoria establecida para el robot RR. Considerando que el efector
final se modeló como un punto que se desplaza en el espacio de trabajo con respecto
al tiempo, fue necesario modelar al robot como una serie de prismas unidos y no solo
como un punto, permitiendo si se generan colisiones con los eslabones del robot y no
solo con el efector final.
Para incluir simultáneamente ambos robots y simularlos en un mismo espacio, se ge-
neraron Clases en Python para cada uno de los robots. Esto se debe a que se generaron
2 diferentes instancias de control, un control PID para el seguimiento de trayectorias
corriendo antes y después del periodo de tiempo que el robot se encuentra en riesgo de
colisión, y un control NMPC para la evasión de obstáculos durante el periodo que existe
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riesgo de colisión.
De cada uno de las simulaciones se obtuvieron gráficas en donde se observa la precisión
con la que cada uno de los controles lleva a cabo la tarea de seguimiento de trayectorias.
De igual manera, en los códigos de control NMPC se registraron los tiempos de optimiza-
ción para cada instante de tiempo, ası́ como los tiempos de simulación para los códigos
de los robots.
Debido a la complejidad del problema principal, se tomó la decisión de seguir esta meto-
dologı́a con modelos simples para identificar los factores a tomar en cuenta en las fases
posteriores. Al realizar esta metodologı́a se puede descomponer el problema principal
en pasos de forma SMART, (Especı́fico, Medible, Alcanzable, Relevante y con plazo defi-
nido).

3.1. Ruta crı́tica

Figura 3.1: Actividades indispensables a realizar para cada semestre

Como se ilustra en el diagrama, la ruta crı́tica comprende el conjunto de actividades
esenciales para la ejecución de este trabajo.
Los elementos en azul corresponden al marco teórico, el cual se estructura en tres com-
ponentes principales:

Antecedentes: Fundamentos teóricos necesarios para el desarrollo de la investiga-
ción.

Estado del arte: Revisión bibliográfica de trabajos afines que permiten establecer
los alcances y limitaciones de la tesis.
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Justificación: Razones que motivaron la elección de los temas y herramientas uti-
lizadas.

Por su parte, los recuadros en verde representan la fase práctica, organizada en tres
ejes:

1. Desarrollo teórico: Obtención de la cinemática y dinámica de ambos robots, y pla-
nificación de trayectorias.

2. Implementación de control: diseño de la ley de control, configuración del lazo ce-
rrado y desarrollo de los esquemas PID y MPC.

3. Modelado virtual: generación de modelos CAD, verificación en Adams y creación
de la plataforma virtual para simulación.

Finalmente, se seleccionó Python como lenguaje de programación debido a su sinta-
xis accesible, naturaleza de código abierto y amplio ecosistema de bibliotecas, lo que
facilita la integración de funciones de otros lenguajes y expande las capacidades para
cumplir con los objetivos del proyecto.
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Capı́tulo 4

Cinemática

De acuerdo con [28], la cinemática de robots manipuladores se refiere al estudio
analı́tico del movimiento del robot con respecto a un sistema de referencia cartesiano
fijo (x, y, z ) relacionando la dependencia de que existe entre las coordenadas articula-
res o generalizadas q ∈ Rn , sus parámetros geométricos y las coordenadas cartesianas
[x, y, z]T ∈ R3 y de orientación [θ , ϕ, ψ]T ∈ R3 del efector final . La cinemática de mani-
puladores se puede dividir en 2 clases.

4.1. Cinemática directa

La resolución del problema cinemático directo permite conocer cuál es la posición y
orientación que adopta el extremo del robot cuando cada una de las variables que fijan
la posición u orientación de sus articulaciones toma valores determinados. Es decir, si
conocemos la posición de las articulaciones y su relación con los eslabones que confor-
man el robot, podemos determinar la orientación y posición del efector final.
Para obtener el modelo cinemático directo se pueden emplear 2 enfoques denominados
métodos gráficos y métodos basados en cambio de referencia del sistema.
Los primeros son adecuados para casos simples, pero al no ser sistemáticos, su uso está
limitado a robots de pocos grados de libertad. Por otro lado, los métodos basados en
cambio de sistema de referencia permiten de una manera sistemática abordar la ob-
tención del modelo cinemático directo del robot para robots de n grados de libertad.
El método gráfico busca obtener la relación entre las coordenadas articulares y la po-
sicion y orientación del extremo del robot por simples consideraciones geométricas,
como se muestra en la figura 4.1 .
Dado que un robot se puede considerar como una cadena cinemática abierta forma-

da por objetos rı́gidos o eslabones unidos entre sı́ mediante articulaciones, se puede
establecer un sistema de referencia fijo situado en la base del robot y describir la lo-
calización de cada uno de los eslabones con respecto a dicho sistema de referencia. De
esta forma, el problema cinemático directo se reduce a encontrar una matriz de trans-
formación homogénea T que relacione la posición y orientación del extremo del robot
respecto del sistema de referencia fijo situado en la base del mismo.
Esta matriz se puede considerar una matriz aumentada de la siguiente forma y se le
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Figura 4.1: Robot de 2 grados de libertad

denomina matriz de transformación homogénea (T).

T =

[
R3x3 P3x1

0 1

]
=

[
Rotación Traslación

0 1

] (4.1)

Donde R3x3 es una matriz ortogonal de 3x3, P es un vector de 3x1, 0 es un vector de
ceros de 1x3, también conocido como vector de perspectiva y el número 1 represen-
tando el escalamiento, estos últimos 2 se emplean para propósito de acoplamiento de
dimensiones.

Con base en lo expuesto en [29], un robot de n grados de libertad está conformado
por n eslabones unidos a n articulaciones, de forma que cada par articulación-eslabón
constituye un grado de libertad. Para poder encontrar la relación del efector final con la
base, se le asigna a cada eslabón un sistema de referencia solidario a éste y se emplean
matrices de transformación homogénea para representar las rotaciones y traslaciones
relativas entre los sistemas asociados a dos eslabones consecutivos y normalmente se
suele denominar matriz i–1Ai. De esta forma, se pude expresar la relación de la base
con el primer eslabón como 0A1, 1A2 la relación del primer eslabón con el segundo y ası́
consecutivamente hasta el n-simo eslabón del robot, donde la matriz de transformación
homogénea para este caso se expresa como 0An.
Por ejemplo para un robot de 4 grados de libertad al representar la cinemática par-
cial hasta el segundo eslabón se obtiene una ecuación como (4.2), mientras si se desea
representar de forma completa, la ecuación resultante es como (4.3).

0A2 =
0 A1

1A2 (4.2)
0A4 =

0 A1
1A2

2A3
3A4 (4.3)
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Cuando se consideran todos los grados de libertad, a la matriz 0An se le suele denominar
T, ası́ pues la orientación y dirección del efector final de un robot de 6 grados de libertad
esta dada por la matriz T.

T =0 A6 =
0A1

1A2
2A3

3A4
4A5

5A6 (4.4)

Cada una de estas matrices nos permite pasar del sistema asociado al eslabón i-1 al
asociado a i; además éstas dependen de constantes geométricas propias del eslabón y
del valor de qi, reescribiendo la ecuación 4.4 se obtiene:

T (q1, ...qn) =
0A1(q1) · 1A2(q2) ...

n−1An(qn) (4.5)

Para solucionar el problema cinemático directo es necesario hacer coincidir la matriz
T obtenida con la matriz de transformación homogénea [noap] correspondiente a la
localización en la que se desea posicionar al robot. Siendo [noap] un nemotecnia pa-
ra referirse a los vectores columna que corresponden a la matriz de transformación.
Siendo el vector n orientación normal, representa la dirección del eje X del sistema de
coordenadas adjunto al efector final del robot, el vector o de orientación, representa
la dirección del eje Y del sistema de coordenadas del efector final, el vector a de acer-
camiento, representa la dirección del eje Z del sistema de coordenadas del efector final
y el vector p de posición, representa las coordenadas del origen del sistema de coorde-
nadas del efector final con respecto al sistema de coordenadas de referencia (base del
robot).
Debido a que es posible describir la relación existente entre 2 eslabones consecutivos
de diversas maneras al emplear cualquier sistema de referencia asociado a cada es-
labón, no es posible obtener resultados iguales aunque su equivalentes al momento de
realizar el análisis de la cadena cinemática. Para evitar que existan discrepancias en
la interpretación de la geometrı́a de los eslabones y cómo se relacionan, metodologı́a
Denavit-Hartenberg.

4.2. Metodologia Denavit-Hartenberg

La metodologı́a que se propuso es conocida como metodologı́a de Denavit-Hartenberg,
la cual establece la localización que debe tomar cada sistema de coordenadas Si ligado
a cada eslabón i de una cadena articulada para poder sistematizar la obtención de las
ecuaciones cinemáticas de la cadena completa. Gracias a esta metodologı́a es posible
pasar de un sistema de coordenadas al siguiente mediante 4 transformaciones básicas
que dependen exclusivamente de las caracterı́sticas geométricas del eslabón.
Estas 4 transformaciones básicas consisten en una sucesión de rotaciones y traslacio-
nes que permiten relacionar el sistema de referencia del eslabón i–1 con el sistema del
eslabón i. Las transformaciones en cuestión son las siguientes:

1. Ángulo θi dado por una rotación a rededor de zi−1. Que corresponde a la matriz
de rotación Rotzi−1 (θi)
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2. Traslación a lo largo de zi−1 una distancia di. Representado mediante el vector de
traslación di = (0,0,di), que corresponde a una matriz de traslación Transzi−1 (di).

3. Traslación a lo largo de xi una distancia ai. Representado mediante el vector de
traslación ai = (ai,0,0), que corresponde a una matriz de traslación Transxi (ai).

4. Ángulo αi dado por una rotación a rededor de xi. Que corresponde a la matriz de
rotación Rotxi (αi)

Donde cada una de estas transformaciones se representa mediante una submatriz de
transformación. La multiplicación sucesiva de estas matrices es necesaria porque cada
transformación modifica el sistema de referencia respecto al cual se aplica la siguiente
transformación.
Cada submatriz de transformación representa un cambio de sistema de coordenadas,
y la multiplicación matricial es el mecanismo matemático para componer estas trans-
formaciones secuenciales. El producto resultante encapsula en una sola matriz el efecto
acumulado de los cuatro movimientos básicos, proporcionando la transformación com-
pleta entre dos sistemas consecutivos de la cadena cinemática.
Dado que el producto de matrices no es conmutativo, las transformaciones se han de
realizar en el orden indicado. De este modo se tiene que:

i−1Ai = Rotz(θi)T(0, 0, di)T(ai, 0, 0)Rotx(αi) (4.6)

Que representa el orden especifico en el que se multiplica cada una de las submatrices
de transformación (de derecha a izquierda) para relacionar el sistema de referencia del
eslabón actual con el del eslabón siguiente. En su forma matricial es:

i−1Ai =


Cθi −Sθi 0 0
Sθi Cθi 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 di
0 0 0 1



1 0 0 ai
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



1 0 0 0
0 Cαi −Sαi 0
0 Sαi Cαi 0
0 0 0 1



=


Cθi −CαiSθi SαiSθi aiCθi
Sθi CαiCθi −SαiCθi aiSθi
0 Sαi Cαi di
0 0 0 1


(4.7)

Como se ha indicado, para que la matriz i–1Ai, definida en 4.7 relacione los sistemas Si–1

y Si, es necesario que los sistemas se hayan escogido de acuerdo a unas determinadas
reglas. Éstas, junto con la definición de los 4 parámetros θi, di, ai y αi conocidos como
parámetros de Denavit-Hartenberg, conforman el algoritmo para la resolución del pro-
blema cinemático directo, de acuerdo con [30], este algoritmo puede ser de la siguiente
forma:

Algoritmo D-H para la convención clásica

Paso 1 Identificar y enumerar los enlaces que comienzan con la base (0) y terminan con
el efector final (n).
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Paso 2 Seleccionar la ubicación del marco con respecto a una base es arbitraria, se elige
el eje x0 perpendicular a z0 y y0 siendo y0 = x0 × z0.

Paso 3 Ubicar el origen oi en la normal común a zi y zi−1.

Paso 4 Establecer xi a lo largo de la normal común entre zi y zi−1 hasta oi.

Si los ejes z de 2 uniones se intersectan, no existe plano normal entre ellos (o
su longitud es 0), se asigna el eje x a lo largo de la lı́nea perpendicular al plano
formado por los ejes z.
Si 2 ejes z son paralelos, se elige la normal común que esté alineada con la
normal previa.
Si los ejes zi y zi−1 coinciden, el origen se coloca en el eje común. Si la unión
es de revolución el eje xi coincide con xi−1, si la unión es prismática xi se elige
paralelo a xi−1 y el origen se ubica al final de la unión i.

paso 5 El eje yi es seleccionado de acuerdo a la regla de la mano derecha, yi = zi × xi.

Paso 6 Se establece el sistema de referencias del efector final, ubicando el eje z co-lineal
al eje de aproximación del efector, el eje x se establece perpendicular al plano del
efector final y el eje y se determina por el producto vectorial ŷ = ẑ× x̂, asegurando
un sistema de coordenadas ortogonal derecho.. El origen se coloca preferentemen-
te en el centro del efector.

Paso 7 Se crea una tabla de parámetros para 2 eslabones, como la tabla 4.1, para obtener
los parámetros de Denavit-Hartenberg (θi, di, ai y αi).

Link, i ai αi di θi
1 a1 α1 d1 θ1
2 a2 α2 d2 θ2

Tabla 4.1: Parámetros de eslabones

Paso 8 Se forma la matriz de transformación homogénea iTi−1 sustituyendo los valores
en la ecuación (4.7).

Paso 9 De 0Tn =0 T1
1T2

2T3...
n−1Tn. Esto proporciona la posición y orientación del mar-

co efector final expresadas en las coordenadas base.

El algoritmo anterior contempla la convención clásica de Denavit-Hartenberg, sin em-
bargo esta no es el único algoritmo, también se cuenta con una convención modificada
para este algoritmo.
Las principales caracterı́sticas de la convención modificada se presentan a continua-
ción:
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Convención modificada

Ubicación sistemática de sistemas de coordenadas: Cada sistema Si se sitúa en la
articulación i + 1 en lugar de en la articulación i, con el eje zi alineado con el eje
de la articulación i+ 1.

Parámetros simplificados: Utiliza solo cuatro parámetros por eslabón (θi, di, ai, αi),
pero con interpretaciones geométricas diferentes a la convención clásica.

Reglas estandarizadas para ejes paralelos: Establece criterios precisos para la co-
locación de sistemas de coordenadas cuando ejes consecutivos son paralelos, eli-
minando ambigüedades.

Orientación consistente del eje xi: Define xi perpendicular a ambos ejes zi−1 y zi,
siguiendo la regla xi = ±(zi−1 × zi)/∥zi−1 × zi∥ cuando los ejes no son paralelos.

Matriz de transformación homogénea unificada: Mantiene la misma estructura
matricial que la convención clásica, pero con diferentes interpretaciones de los
parámetros en la cadena cinemática.

Esta convención modificada ofrece ventajas en implementaciones computacionales
y proporciona una metodologı́a más sistemática para robots con configuraciones ci-
nemáticas complejas o múltiples ejes paralelos. sin embargo no se profundizará más
debido a que no será empleada en esta tesis.
Con los conocimientos obtenidos se realiza una aplicación practica de la obtención de
la cinemática directa por medio de la metodologı́a de Denavit-Hartenberg clásica, para
el robot de 2 grados de libertad que se emplea en esta tesis.

4.2.1. Cinemática inversa

El objetivo del problema cinemático inverso consiste en encontrar los valores que
deben adoptar las coordenadas articulares del robot q = [q1, q2, ..., qn]T para que su ex-
tremo se posicione y oriente según una determinada localización espacial (p, [n, o, a]).
A diferencia del proceso para resolver el problema cinemático directo, el cual es sis-
temático a partir de la utilización de matrices de transformación homogénea y esté no
depende de la configuración del robot. Para la solución del problema cinemático inver-
so, al igual que con el directo, la configuración del robot es fuertemente importante. El
problema cinemático inverso se puede resumir en encontrar una razón matemática de
la forma:

qk = fk(x, y, z, ϕ, θ, ψ)

k = 1...n (GDL)
(4.8)

Al contrario de lo que ocurrı́a en el problema cinemático directo, la solución del pro-
blema cinemático inverso no es única, existiendo diferentes n-tuplas [q1, ..., qn]T que
posicionan y orientan el extremo del robot del mismo modo. La mayorı́a de los robots
poseen cinemáticas relativamente simples que facilitan en cierta medida la resolución
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de su problema cinemático inverso. Algunas de las geometrı́as que facilitan este análisis
son:

Estructura planar del robot (eslabones comprendidos en un plano).

Últimos 3 grados dedicados a orientar el extremo del robot, corresponden a giros
sobre ejes que se cortan en un punto.

Los métodos geométricos permiten obtener los valores de las primeras variables arti-
culares, que son las que consiguen posicionar el robot (prescindiendo de la orientación
de su extremo). Para ello, utilizan relaciones trigonométricas y geométricas sobre los
eslabones del robot. Se suele recurrir a la resolución de triángulos formados por los
eslabones y articulaciones del robot.
También se puede resolver el problema por medio de la relación:[

n o a p
0 0 0 1

]
= [tij ] (4.9)

donde los eslabones tij son función de las coordenadas articulares [q1, ..., qn]T , es posi-
ble pensar que mediante ciertas combinaciones de las 12 ecuaciones escalares (corres-
pondientes a los elementos no nulos de las matrices homogéneas), las cuales relacio-
nan los parámetros de orientación (n, o, a) y posición (p) con las variables articulares
qi. La estrategia de solución consiste en seleccionar combinaciones especı́ficas de estas
ecuaciones que permitan despejar iterativamente cada variable articular, comenzando
tı́picamente por aquellas que afectan principalmente la posición del efector.
Este procedimiento sistemático permite desacoplar los grados de libertad y resolverlos
sucesivamente, simplificando la solución completa del problema de cinemática inversa.

Cinemática inversa por métodos geométricos

El procedimiento se basa en encontrar suficiente número de relaciones geométricas
en las que intervienen las coordenadas del extremo del robot, sus coordenadas articu-
lares y las dimensiones fı́sicas de sus eslabones. Por esto, mientras mayor sea el numero
de las variables articulares que se desean conocer más complicado será su análisis. Para
la ejemplificación de este método se realizará la solución del problema de cinemática
inversa en la sección de aplicación práctica.

Cinemática inversa a partir de la matriz de transformación homogénea

Se busca obtener el modelo cinemático inverso de un robot a partir del conocimien-
to de su modelo directo. Es decir, conociendo las relaciones que expresan el valor de la
posición y orientación del extremo del robot en función de sus coordenadas articulares,
se busca obtener las relaciones inversas.
En la práctica esto no resulta una tarea fácil, y en muchas ocasiones es tan complejo que
se descarta esta tarea, optando por restringir el robot a movimientos preprogramados
o enseñados punto a punto o emplear algoritmos iterativos. En muchas ocasiones el
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número de ecuaciones obtenidas por el método de transformación homogénea supera
el número de incógnitas que se desea conocer, generando ası́ cierta dependencia entre
la ecuaciones obtenida (debido a la ortonormalidad de n o a ) brindando mucha impor-
tancia a la ecuación (4.9). En la sección de aplicación práctica se generará un ejemplo
de este método.

4.3. Planificación de trayectorias

De acuerdo con [31], una trayectoria para un manipulador es un historial en el tiem-
po de la posición, velocidad y aceleración de cada grado de libertad. Para poder facili-
tar la descripción del movimiento de un manipulador de un sistema de robot, lo que
se debe hacer es proporcionar la capacidad de especificar trayectorias con simples des-
cripciones del movimiento deseado y dejar que el sistema desarrolle los detalles. Siendo
posible solo especificar la posición y orientación de destino deseadas del efector final y
dejar que el sistema decida la forma exacta de la ruta.
De acuerdo con [29] se puede establecer cuáles son las trayectorias que debe seguir cada
articulación del robot a lo largo del tiempo para lograr los objetivos fijados por medio
del control cinemático.
De manera general, el control cinemático deberá realizar las siguientes funciones:

CC-1 Interpretar la especificación del movimiento, dada en el programa escrito por el
usuario (punto de destino, precisión, tipo de trayectoria deseada, velocidad o tiem-
po in- vertido, etc.), mediante una trayectoria analı́tica en el espacio cartesiano.

CC-2 Muestrear la trayectoria cartesiana obteniendo un número finito de puntos de di-
cha trayectoria. Cada uno de estos puntos vendrá dado por una 6-tupla, tı́picamen-
te (x,y,z,ϕ,θ,Ψ)

CC-3 Utilizando la transformación homogénea inversa, convertir cada uno de estos pun-
tos en sus correspondientes coordenadas articulares (q1,q2,q3,q4,q5,q6). Debe tener-
se en cuenta aquı́ la posible solución múltiple de la transformación homogénea
inversa, ası́ como la posibilidad de ausencia de solución y puntos singulares, de
modo que se asegure la continuidad de la trayectoria.

CC-4 Interpolación de los puntos articulares obtenidos, generando para cada variable
articular una expresión qi(t) que pase o se aproxime a ellos de modo que, siendo
una trayectoria realizable por los actuadores, se transforme en una trayectoria
cartesiana lo más próxima a la especificada.

CC-5 Muestreo de la trayectoria articular para generar referencias al control dinámico.

En casos particulares se pueden omitir algunas de las funciones previamente lista-
das. Si se tiene una secuencia adecuada de la configuraciones de los ángulos para cada
articulación, se pueden omitir las funciones CC-1, CC-2 y CC-3.
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Existen 2 principales formas de plantear la planificación de trayectorias:

1. Trayectorias punto a punto: Esta estrategia consiste en desplazar cada articula-
ción desde su configuración inicial hasta la final de forma independiente. El ro-
bot puede ejecutar estos movimientos de dos formas: actuando sobre cada eje por
separado o moviendo todos los ejes de forma concurrente. Cuando se emplea el
movimiento simultáneo, el sistema realiza un precálculo de las trayectorias arti-
culares para mejorar la eficiencia del proceso.

2. Trayectorias continuas: Donde cada articulación sigue un movimiento aparente-
mente errático con posibles cambios de dirección y velocidad y sin coordinación
con el resto de las articulaciones. Sin embargo, el resultado conjunto será que el
extremo del robot describirá la trayectoria deseada

En general, no es posible convertir directamente una trayectoria cartesiana descrita de
forma continua en una trayectoria articular continua. Esto se debe a que solo podemos
calcular una configuración articular especı́fica para una posición cartesiana particu-
lar utilizando el modelo cinemático del robot. Por eso, es necesario seleccionar ciertos
puntos clave de la trayectoria cartesiana (puntos vı́a) y convertir esos puntos en con-
figuraciones articulares correspondientes. La selección de la cantidad de puntos vı́a es
importante para asegurar una respuesta en tiempo real del sistema de control del robot
y poder disminuir el error entre la trayectoria resultante y la deseada.
Una vez dispuesta esta sucesión de puntos, se requiere generar una función cuyos paráme-
tros o coeficientes se ajusten al imponer las condiciones de contorno: posiciones, velo-
cidades y aceleraciones. Ası́ pues, si se desea pasar por n puntos, se puede considerar
un polinomio de grado n + 2 para satisfacer sus condiciones (n puntos de paso y 2 velo-
cidades). Sin embargo, el uso de un polinomio de grado elevado, puede ser computacio-
nalmente exigente y la presencia de potencias elevadas (tn+1), donde t representa el
parámetro temporal de la trayectoria, puede generar errores numéricos significativos
en los cálculos debido a la amplificación de imprecisiones. Por estos motivos, en lugar
de usar una sola función interpoladora que una todos los puntos de la trayectoria, se
utilizan conjuntos de funciones más simples, que unen solo unos pocos puntos conse-
cutivos de un intervalo. Las funciones más utilizadas para esta tarea son:

Interpolación lineal: Une 2 puntos consecutivos, manteniendo una velocidad cons-
tante entre dichos puntos, descrita por la ecuación:

θ(t) = (θf − θi)
t− ti
tf − ti

+ θi

donde:

• θ(t): Posición angular en el instante t
• θi, θf : Posiciones angular inicial y final del segmento
• ti, tf : Tiempos inicial y final del segmento
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• t: Tiempo actual

Interpolación cúbica: Esta función busca mantener la velocidad continua no solo
entre 2 puntos si no entre todos los puntos vı́a. Al tener cuatro parámetros dispo-
nibles, se podrán imponer cuatro condiciones de contorno, dos de posición y dos
de velocidad, con la forma:

θ(t) = a0 + a1t+ a2t
2 + a3t

3

θ̇ = a1 + 2a2t+ 3a3t
2

θ̈ = 2a2 + 6a3t

y los coeficientes se obtienen mediante:

a0 = θ0

a1 = θ̇0

a2 =
3

t2f
(θf − θi)−

2

tf
θ̇0 −

θ̇f
tf

a3 = − 2

t3f
(θf − θi) +

1

t2f
(θ̇f − θ̇i)

Interpolación de quinto grado: Para este tipo de funciones no solo se busca mante-
ner estable la velocidad, si no que también se busca una continuidad en las acele-
raciones, contando ası́ con 6 condiciones, 2 para cada variable, posición, velocidad
y aceleración. Descrito por el polinomio:

θ(t) = a0 + a1t+ a2t
2 + a3t

3 + a4t
4 + a5t

5

θ̇ = a1 + 2a2t+ 3a3t
2 + 4a4t

3 + a5t
4

θ̈ = 2a2 + 6a3t

obteniendo los coeficientes mediante:

a0 = θ0

a1 = θ̇0

a2 =
θ̈0
2

a3 =
20θf − 20θ0 − (8θ̇f + 12θ̇0)tf − (3θ̈0 − θ̈f )t

2
f

2t3f

a4 =
30θf − 30θ0 + (14θ̇f + 14θ̇0)tf + (3θ̈0 − 2θ̈f )t

2
f

2t4f

a5 =
12θf − 12θ0 − (6θ̇f + 6θ̇0)tf + (θ̈0 − θ̈f )t

2
f

2t5f
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Interpolación trapezoidal: Es una mezcla de 2 diferentes funciones de control, en
la sección de en medio se emplea una interpolación lineal, mientras que en los
extremos se emplea un polinomio de 2do grado. Obtenidas de la ecuaciones:

θ̇jk =
θk − θj
tdjk

θ̈k = signo(θ̇kl − θ̇jk)|θ̈k|

tk =
θ̇kl − θ̇jk

θ̈k

tjk = tdjk −
1

2
tj −

1

2
tk

Las trayectorias que se calculan en espacio de articulación pueden asegurar que se lle-
gue a los puntos vı́a y los puntos destino, incluso cuando estos puntos de ruta se hayan
especificado mediante tramas cartesianas.

4.4. Seguimiento de Trayectorias

De acuerdo con [32], aunque los controles PID independientes son adecuados para
la mayorı́a de los problemas de regulación de puntos de referencia, hay tareas que re-
quieren un seguimiento efectivo de trayectorias, como la soldadura por plasma, el corte
con láser o las operaciones de alta velocidad en presencia de obstáculos.
En estos casos, el uso de esquemas locales obliga a moverse lentamente entre varios
puntos intermedios, lo que retrasa la finalización de la tarea. Para mejorar el rendi-
miento en el seguimiento de trayectorias, los controladores deben considerar el modelo
dinámico del manipulador. El problema de control de seguimiento en el espacio articu-
lar o de tarea consiste en seguir una trayectoria deseada que varı́a con el tiempo, qd(t) y
sus derivadas sucesivas q̇d y q̈d que describen las velocidades y aceleraciones deseadas.
Para lograr un rendimiento exitoso, se han desarrollado estrategias de control basadas
en modelos, para esta tesis se contempla el uso de control de dinámica inversa.

El control de dinámica inversa se enfocada en cancelar términos no lineales y des-
acoplar las dinámicas de cada enlace. En el espacio articular, el control de dinámica in-
versa toma la forma de un sistema lineal desacoplado para cada articulación, donde v
(v = q̈) es una entrada de control auxiliar que debe ser diseñada. Opciones tı́picas pa-
ra v incluyen esquemas con términos proporcionales y derivativos, o también con un
componente integral, lo que lleva a diferentes ecuaciones de dinámica del error. Estas
ecuaciones son exponencialmente estables con una elección adecuada de las matrices
de ganancia con la forma:

τ = q̈d +Kv(q̇d − q̇) +Kp(qd − q) +Ki

∫
(qd − q)dt (4.10)
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4.5. Modelado de colisiones

Para simplificar el análisis de colisiones en el espacio de trabajo del robot, se sigue la
metodologı́a propuesta en [6], donde los obstáculos se modelan como cilindros o esferas
con su centro de masa como origen. El volumen de estos objetos define su rango de
influencia dentro del campo de acción del robot, mientras que los eslabones del robot
se representan como enlaces cilı́ndricos.
Consideremos un obstáculo esférico con centro O (xo, yo, zo) y su radio ro junto con un
enlace cilı́ndrico del brazo robótico de radio rl. La proyección perpendicular rob, que va
desde el centro de la esfera hasta el eje del enlace define el punto F(xf , yf , zf ), el cual
representa la posición del punto más cercano del robot a un objeto. Esta distancia se
puede expresar como:

dof =
√

(xo − xf )2 + (yo − yf )2 + (zo − zf )2 (4.11)

Una representación simplificada de la evasión de obstáculos se muestra en 4.2.
Para garantizar la seguridad del brazo robótico se establece una distancia de segu-

ridad δ. El proceso para la evasión de obstáculos se puede dividir en 3 casos:

dof - r > δ significa que el brazo esta lejos del objeto y a salvo.

0 < dof - r ≤ δ, el brazo se encuentra cerca del objeto y debe tomar acciones de
evasión.

dof - r = 0, el brazo ya está en contacto con el objeto y debe reaccionar inmediata-
mente para librarse del objeto.

Figura 4.2: Representación simplificada de la evasión de obstáculos.

Fuente: [6]

Con la información obtenida se puede planificar una nueva trayectoria al modificar, las
posiciones y/o velocidades articulares, teniendo en consideración las restricciones del
sistema.
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Capı́tulo 5

Dinámica

La dinámica se ocupa de la relación entre las fuerzas que actúan sobre un cuerpo
y el movimiento que en él se origina. Por tanto, el modelo dinámico de un robot tiene
por objetivo conocer la relación entre el movimiento del robot y las fuerzas implicadas
en el mismo. Esta relación se obtiene mediante el denominado modelo dinámico, que
establece la relación matemática entre:

1. La localización del robot definida por sus variables articulares o por las coorde-
nadas de localización de su extremo, y sus derivadas: velocidad y aceleración.

2. Las fuerzas y pares aplicados en las articulaciones (o en el extremo del robot).

3. Los parámetros dimensionales del robot, como longitudes, masas e inercias de sus
eslabones.

Dependiendo de la cantidad de grados de libertad con los que cuente un robot es como
aumenta la complejidad del mismo y muchas veces se debe recurrir a métodos iterati-
vos mediante la utilización de un procedimiento numérico. Si bien puede resultar com-
plicado obtener el modelo dinámico de un robot, este es imprescindible para acciones
como:

1. Simulación del movimiento del robot.

2. Diseño y evaluación de la estructura mecánica del robot.

3. Dimensionamiento de los actuadores.

4. Diseño y evaluación del control dinámico del robot

La obtención del modelo dinámico de un mecanismo, y en particular de un robot, se
basa fundamentalmente en el planteamiento del equilibrio de fuerzas establecido en la
segunda ley de Newton, o su equivalente para movimientos de rotación, la denominada
ley de Euler: ∑

F =
d

dt
(mv)∑

F =
d

dt
(Iω) = Iω̇ + ω × (Iω)

(5.1)
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Siendo ası́ para el caso de un péndulo simple como el que se muestra en 8.1 se obtiene
la siguiente expresión.

τ −MgLcos(q) =I
d2q

dt2
→

τ =ML2q̈ +MgLcos(q)

(5.2)

De la ecuación (5.2), si se conoce el par motor τ se puede obtener q(t) y sus derivadas q̇(t)
y q̈(t) con lo que serı́a posible conocer la evolución de la coordenada articular del robot,
su velocidad y aceleración. De forma inversa, si se pretende que q (t) evolucione según
una determinada función del tiempo, sustituyendo en (5.2) podrı́a obtenerse el par τ (t)
que serı́a necesario aplicar. Si el robot tuviese que ejercer alguna fuerza en su extremo,
ya sea al manipular una carga o realizar un proceso sobre alguna pieza, bastarı́a con
incluir esta condición en la Ecuación (5.2) y proceder del mismo modo.
Al igual que en el caso de la cinemáticas, para la dinámica también cuenta con 2 mode-
los, modelos dinámicos directo e inverso:

Modelo dinámico directo: expresa la evolución temporal de las coordenadas ar-
ticulares del robot en función de las fuerzas y pares que intervienen q(t) = f(τ(t))

Modelo dinámico inverso: determina las fuerzas y pares necesarios para conse-
guir una evolución de las coordenadas articulares determinada τ (t) = g(q(t))

Debe tenerse en cuenta que junto con las fuerzas de inercia y gravedad, aparecen fuer-
zas centrı́petas debido a la rotación y fuerzas de Coriolis, ocasionadas por el movimien-
to relativo existente entre los diversos eslabones, que dependen de la configuración
instantánea del manipulador. Las ecuaciones de Euler-Lagrange representan la mejor
alternativa de modelado para un robot, debido a las propiedades matemáticas que se
deducen de la aplicación de este método. La formulación Lagrangiana se establece en
las siguientes ecuaciones:

L =Ec(q, q̇)− Ep(q)

τ =
d

dt

[
∂L(q, q̇)
∂q̇

]
− ∂L(q, q̇)

∂q

(5.3)

donde L es el Lagrangiano que expresa la diferencia entre la energı́a cinética (Ec(q, q̇)) y
la energı́a potencial (Ep(q)) del robot. d

dt es la derivada temporal de la derivada parcial
del Lagrangiano con respecto a la velocidad (∂L(q,q̇)∂q̇ ) y ∂L(q,q̇)

∂q la derivada parcial del
Lagrangiano con respecto a la posición. Por su parte q=[q1, q2, ... , qn]T es el vector de
posiciones articulares, q̇=[q̇1, q̇2, ... , q̇n]T es el vector de velocidades articulares y τ=[τ1,
τ2, ... , τn]T es el vector de pares aplicados, donde la i-ésimo par τi esta relacionado
con la i-ésima coordenada generalizada qi. Teniendo en cuenta que el vector de pares
aplicados está construido de la siguiente manera:

τ = τmotor − τperturbacion − τrozamiento viscoso − τrozamientoseco (5.4)
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La energı́a cinética tienen una estructura cuadrática bien definida en función de la ve-
locidad articular de la siguiente forma:

Ec(q, q̇) =
1

2
q̇TM(q)q̇ (5.5)

Donde M(q) ∈ Rnxn es la matriz de inercia del robot y es definida positiva (simétrica),
mientras que la energı́a potencial, no tiene una forma definida pero depende exclusi-
vamente del vector de posición q.
Al sustituir estos valores, las ecuaciones de Euler-Lagrange quedan de la siguiente for-
ma:

∂L(q, q̇)
∂q̇

=
∂

∂q̇

[
1
2 q̇

TM(q)q̇
]
− ∂Ep(q)

∂q̇
=M(q)q̇ (5.6)

d

dt

[
∂L(q, q̇)
∂q̇

]
=M(q)q̈ + Ṁ(q)q̇ (5.7)

∂L(q, q̇)
∂q

=
∂

∂q

[
1
2 q̇

TM(q)q̇
]
− ∂Ep(q)

∂q
(5.8)

Por lo tanto las ecuaciones de movimiento (5.3) para un robot de n grados de libertad,
tienen la siguiente forma:

τ = M(q)q̈ + Ṁ(q)q̇ − ∂

∂q

[
1

2
q̇TM(q)q̇

]
+
∂Ep(q)

∂q
(5.9)

Algunos datos que se deben considerar son:
C(q, q̇) es la matriz de fuerza centrı́peta y de Coriolis de la forma:

C(q, q̇)q̇ = Ṁ(q)q̇ − ∂

∂q

[
1

2
q̇TM(q)q̇

]
(5.10)

el vector de fuerzas o pares gravitacionales g(q) se obtiene del gradiente de la energı́a
potencial, es decir

g(q) =
∂Ep(q)

∂q
(5.11)

y q es el vector de posiciones articulares, q̇ es el vector de velocidades articulares y q̈ es
el vector de aceleraciones articulares.
Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores se puede expresar la ecuación (5.9)
como:

τ = M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + g(q) (5.12)

Se considera que la ecuación (5.12) solo se aplica a robots que operan en su rango de
operación nominal y los eslabones que los componen son rı́gidos.
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5.1. Modelo del péndulo

De las ecuaciones de Euler-Lagrange, el modelo dinámico de un brazo robótico esta
dado por:

[ml2]q̈ + bq̇ +mlgsen(q) = τ

Siendo la energı́a cinética K de la siguiente forma:

K(q, q̇) =
1

2
vtv +

1

2
Iq̇2

=
1

2
[ml2 + I]q̇2

Mientras tanto la energia potencial U adquiere la forma de:

U(q) = mglh = mgl[1− cos(q)], siendo h una diferencia de posiciones de l − cos(q) .

Por lo tanto, el lagrangiano para este caso, esta dado por:

L(q, q̇) = K(q, q̇)− U(q)

=
1

2
[ml2 + I]q̇2 −mgl[1− cos(q)]

La ecuación de movimiento de Euler-Lagrange para este caso del péndulo, adquiere la
siguiente forma (5.3).
Para la sintonización PID de los robots manipuladores, se busca que el control garantice
el cumplimiento del objetivo de posición en forma local. Es decir, que para una posición
deseada constante qd, la sintonización asegure que ĺımt→∞ el error de posición q̃(t) = 0,
siempre y cuando el error de posición inicial q̃(0) y la velocidad q̇(0) sean suficientemen-
te ”pequeños”.

5.2. Método Recursivo de Newton-Euler

Como se demostró con el péndulo la metodologı́a de Euler-Lagrange presenta una
adecuada opción para obtener el modelo dinámico de robots manipuladores, sin em-
bargo de acuerdo con [29] el costo computacional de este algoritmo es de orden O(n4)
, haciendo que este algoritmo demasiado demandante para poder obtener el modelo
del UR5 (robot de 6 grados de libertad). Por eso se optó por emplear una metodologı́a
que nos permita obtener el modelo de una manera mas eficiente. Es el caso de la for-
mulación de Newton-Euler, la cual utiliza un proceso recursivo de propagación de ve-
locidades/aceleraciones hacia adelante y de fuerzas/pares hacia atrás, lo que evita la
manipulación de matrices grandes y se implementa como un algoritmo numérico rápi-
do (O(n)), haciendo que este método resulte uno adecuado para el control en tiempo
real y la simulación de robots manipuladores. La formulación de Newton-Euler parte

42



del equilibrio de fuerzas y pares para cada elemento como se muestra en la ecuación:∑
Fi =

d

dt
(mivi) = miv̇i∑

Ti =
d

dt
(Iiωi) = Iiω̇i + ωi × (Iiωi)

(5.13)

Donde:

Fi son las fuerzas ejercidas sobre el eslabón i.

Ti son los pares ejercidos sobre el eslabón i en torno a su centro de masas.

mi es la masa del eslabón i.

Ii es el tensor de inercia del eslabón i en torno a su centro de masas, expresado en
el sistema de referencia {Si}.

vi , v̇i son la velocidad y aceleración lineal del centro de masas de la articulación i.

ωi, ω̇i son la velocidad y aceleración angular de la articulación i.

Un adecuado desarrollo de estas ecuaciones conduce a una formulación recursiva en la
que se obtienen la posición, velocidad y aceleración del eslabón i referidos a la base del
robot a partir de las variables cinemáticas del eslabón i−1 y del movimiento relativo de
la articulación i. De este modo, partiendo del eslabón 1 se llega al eslabón n. Con estos
datos se procede a obtener las fuerzas y pares actuantes sobre el eslabón i referidos a
la base del robot a partir de los correspondientes al eslabón i− 1, recorriéndose de esta
forma todos los eslabones desde el eslabón n al eslabón 1.
El algoritmo se basa en operaciones vectoriales (con productos escalares y vectoriales
entre magnitudes vectoriales, y productos de matrices con vectores) siendo más eficien-
te en comparación con las operaciones matriciales asociadas a la formulación Lagran-
giana.
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Capı́tulo 6

Control

De acuerdo con [28], el problema general de control en coordenadas articulares de
robots manipuladores es el control de trayectorias o control de movimiento, el cual
consiste en determinar los pares aplicados a los servomotores que forman las articula-
ciones, de tal forma que las posiciones asociadas a las coordenadas articulares del robot
q(t) sigan con exactitud la posición deseada qd(t) variante en el tiempo. Mientras el con-
trol de posición o regulación es un caso particular de control de robots manipuladores
en donde no hay una referencia variable en el tiempo; mas bien, es un punto constante
denominado punto deseado o set point.

6.1. Control PID

Anteriormente se mencionó el control PID para un sistema lineal.
Para el caso de un control PID para robots manipuladores tiene la siguiente manera de
acuerdo con [18]:

τ = Kpq̃ +Kv
˙̃q +Ki

∫ t

0
q̃(σ)dσ (6.1)

donde las matrices Kp, Kv, Ki ∈ Rnxn, son las respectivas ganancias, estas son matrices
simétricas y definidas positivas. La mayorı́a de los robots manipuladores actualmente
son controlados por este tipo de control.

La acción integral del controlador PID (6.1) introduce una variable de estado adicio-
nal denotada por ξ y cuya derivada temporal es ξ = q̃.
La ley de control se pude expresar en las siguientes 2 ecuaciones:

τ = Kpq̃ +Kv
˙̃q +Kiξ

ξ = q̃
(6.2)

La ecuación de lazo cerrado se obtiene sustituyendo τ de (6.3) en (5.12) quedando:

M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + g(q) = Kpq̃ +Kv
˙̃q +Kiξ

ξ = q̃
(6.3)
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esta se puede expresar en el vector de estados [ξtq̃T ˙̃qT ]T como:

d

dt

ξq̃
˙̃q

 =

 q̃
˙̃q

q̈d −M(q)−1
[
Kpq̇ +Kv

˙̃q +Kiξ − C(q, q̇)q̇ − g(q)
]
 (6.4)

6.2. Control predictivo basado en modelos

De acuerdo con [33] la mayorı́a de los sistemas no lineales derivados de principios
fı́sicos se describen mediante modelos en tiempo continuo en forma de ecuaciones di-
ferenciales no lineales:

dx

dt
= f(x, u) (6.5)

Para esta clase de sistemas, la ley de control con las mejores propiedades en lazo cerrado
se obtiene resolviendo el siguiente problema de control óptimo en horizonte infinito
con restricciones. El costo asociado se define como:

v∞(x, u(·)) =
∫ ∞

0
l(x(t)), u(t))dt (6.6)

donde x(t) y u(t) deben satisfacer ẋ = f(x, u). El problema de control optimo P∞(x) esta
definido por:

mı́nV∞(x, u(·))
sujeto a:

ẋ = f(x, u) x(0) = x0 (6.7)
(x(t), u(t)) ∈ 𭟋 para todo t ∈ R ≥ 0 (6.8)

Dado que el MPC puede inferir la secuencia de control para todos los estados, se puede
emplear esta formulación para calcular dichos estados en el horizonte infinito. Sin em-
bargo, no se recomienda este enfoque, siendo más práctico el utilizar Control Predictivo
Basado en Modelos (MPC) para calcular en lı́nea solo la secuencia de control óptima pa-
ra el estado actual (x).
Inicialmente, se considera el problema de regulación, donde el estado objetivo es el
origen. Si x es el estado actual e i es el instante actual, el problema de control óptimo
consiste en minimizar un costo definido en el intervalo de tiempo desde i hasta N + i
El problema de control óptimo PN (x, i), evaluado en el evento (x, i), se define como mi-
nimizar el costo total:

i+N−1∑
k=i

L(x(k), u(k)) + Vf (x(N + i)) (6.9)

Si se asume que L es una función continua y L (0,0) = 0 el control optimo y la secuen-
cia de estados se obtienen de resolver PN (x, i), debido a que las funciones L y Vf son
invariantes en el tiempo, se puede expresar el problema de control óptimo como una
minimización de:

N−1∑
k=0

L(x(k), u(k)) + Vf (x(N)) (6.10)
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Delimitando el caso para un sistema no lineal, el sistema a ser controlado está dado por
la ecuación:

x+ = f(x, u) (6.11)

Donde se asume que f es dos veces continuamente diferenciable y el sistema esta sujeto
a estados y limites de control:

x ∈ x, u ∈ u

donde x esta acotada y la entrada de controlu está fı́sicamente delimitada (troque máxi-
mo, voltaje máximo), cada conjunto contiene al origen. La función de costos esta defi-
nida por:

VN (x, u) =
N−1∑
i=0

l(x(i), u(i)) + Vf (x(N)) (6.12)

El problema PN (x) busca encontrar la secuencia de control u que minimice el costo total
VN (x, u)mientras cumple las restricciones dinámicas, de estado, de control y terminales.
Este enfoque asegura que el sistema evolucione de manera eficiente desde el estado
inicial x hacia la región terminal Xf , garantizando un comportamiento estable y óptimo
en un horizonte finito. En esta formulación, para cada instante i, el estado x(i) se define
como:

x(i) = ϕ(i;x, u)

donde ϕ (i;x,u) es la solución a la ecuación x+= f(x, u) en el instante i, si el estado inicial
es x en el tiempo cero y la secuencia de control aplicada es u.
De acuerdo con [34], dado un sistema descrito por la ecuación (6.11) donde f : X × U →
X representa un mapeo no lineal conocido que determina la evolución del estado x+ a
partir del estado actual x y la acción de control u, es posible construir trayectorias de
estado mediante iteración sucesiva del modelo. Partiendo del estado actual x(n), para
cualquier secuencia de control u(0), ..., u(N − 1) con un horizonte de predicción N ≥ 2,
se puede iterar el sistema para construir la trayectoria xu definida por:

xu(0) = x(n), xu(k + 1) = f(xu(k), u(k)), k = 0, ..., N − 1 (6.13)

De esta manera, obtenemos predicciones xu(k) para los estados del sistema x(n+ k) en
el tiempo tn+k en el futuro.
Se usa el control optimo para determinar u(0), ..., u(N − 1) tal que xu sea tan cercano
posible a x∗=0. Para ello, medimos la distancia entre xu(k) y x∗ = 0mediante una función
l(xu(k),u(k)). Aquı́ no solo permitimos penalizar la desviación del estado con respecto a
la referencia, sino también, si se desea, la distancia de los valores de control u(k) a un
control de referencia u∗, que se selecciona como u∗ = 0. Una opción común y popular
para este propósito es la función cuadrática:

l(xu(k), u(k)) = ||xu(k)||2 + λ||u(k)||2,

donde || · || denota la norma Euclidiana y λ ≥ 0 es un parámetro de ponderación para
el control, que también podrı́a elegirse como 0 si no se desea ninguna penalización del
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control. El problema de control óptimo ahora se lee

minimizar J(x(n), u(·)) :=
N−1∑
k−0

l(xu(k), u(k))

con respecto a todas las secuencias de control admisibles u(0), ..., u(N − 1) con xu gene-
radas por (6.13).
Suponiendo que el problema de control óptimo tiene una solución dada por la secuen-
cia de control minimizadora u⋆(0), ..., u⋆(N − 1), para obtener el valor de retroalimen-
tación deseado µ(x(n))ahora establecemos µ(x(n)) := u(0), es decir, aplicamos el primer
elemento de la secuencia de control óptima.
En los siguientes instantes de tiempo tn+1, tn+2, ... repetimos el procedimiento con las
nuevas mediciones x(n + 1), x(n + 2), ... para obtener los valores de retroalimentación
µ(x(n+1)), µ(x(n+2)), ... En otras palabras, obtenemos la ley de retroalimentación µme-
diante una optimización iterativa en lı́nea sobre las predicciones generadas por nuestro
modelo. Por lo tanto, el horizonte de predicción es móvil, y este horizonte móvil es la
segunda caracterı́stica clave del control predictivo del modelo.

En cualquier caso, requerimos que si estamos en el equilibrio x∗ y usamos el va-
lor de control u∗ para permanecer en el equilibrio, entonces el costo deberı́a ser 0. Sin
embargo, fuera del equilibrio, el costo deberı́a ser positivo.

l(x∗, u∗) = 0 y l(x, u) > 0 para todo x ∈ X,u ∈ U con x ̸= x∗ (6.14)

Si el sistema esta definido en el espacio Euclidiano X = Rd y U = Rm, entonces se puede
asumir sin perdida de generalidad x∗= 0 y u∗ = 0, de no ser el caso se puede reemplazar
f (x, u) por f (x+ x∗, u+ u∗) - x∗, lo cual corresponde a una simple transformación lineal
de coordenadas en X y U. En este caso, una opción popular para cumplir la condición
(6.14) es la función cuadrática.

l(x, u) = ||x||2 + λ||u||2

donde || · || denota la norma euclidiana habitual, y λ≥ 0 es un parámetro que pondera el
costo asociado al control u. Para extender este concepto a espacios métricos generales,
donde los conjuntos de estados X y de control U cuentan con métricas dx y du respecti-
vamente, la función de costo análoga se define como:

l(x, u) = dx(x, x∗)
2 + λdu(u, u∗)

2 (6.15)

Dada la función de costo l(x, u) y un horizonte de predicción N ≤ 2, podemos formu-
lar el esquema básico de un control predictivo basado en modelo no lineal (NMPC). El
problema de control óptimo (OCPN) implica minimizar la función de costo total sobre
un conjunto de secuencias de control admisible UN . Se define UN (x0) ⊆ U N como el
conjunto de secuencias de control de longitud N que dependen del estado inicial x0.
Por el momento, simplemente establecemos UN (x0): UN para todo x0 ∈ X,es decir, que
no se imponen restricciones adicionales a las del estado inicial.
Con base en esto se establece un algoritmo NMPC con referencia variable en el tiempo
xref para cada instante de muestreo tn, n = 0, 1, 2... :
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1. Medir el estado del sistema x(n) ∈ X

2. Establecer x0 como x(n), resolver el problema de control optimo:

minimizar JN (n, x0, u(·)) :=
K−1∑
k=0

l(n+ k, xu(k, x0), u(k))

con respecto a u(·) ∈ UN (x0), sujeto a
xu(0, x0) = x0, xu(k + 1, x0) = f(xu(k, x0), u(k))

y denotamos la secuencia de control óptima obtenida por u⋆ (·) ∈ UN (x0).

3. Definir el valor de retroalimentación NMPC µN (n, x(n)):= u⋆ (0) ∈ U y utilizar este
valor de control en el próximo perı́odo de muestreo.

Una de las principales razones del éxito del MPC es su habilidad para tomar en cuen-
ta restricciones explicitas, aceptando tanto restricciones de control, como de estados.
Para ello, se introduce un conjunto de restricciones de estado no vacı́o X ⊆ X y para
cada x ∈ X se introduce un conjunto de restricciones de control no vacı́o U(x) ⊆ U. Por
supuesto, U también puede elegirse independientemente de x. La idea tras la introduc-
ción de estos conjuntos es que queremos que las trayectorias se encuentren en X y los
valores de control correspondientes en U(x).
Considerando el sistema (6.11) y los conjuntos de restricciones de estado y control X ⊆
X y U(x) ⊆ U.

1. El estado x ∈ X se denominan estados admisibles y los valores de control u ∈ U(x)
se denominan valores de control admisibles para x.

2. Para N ∈ N y un valor inicial x0 ∈ X se llama secuencia de control u ∈ UN y la
trayectoria correspondiente xu (k, x0) admisible para x0 hasta el tiempo N, si

u(k) ∈ U(xu(k, x0)) y xu(k + 1, x0) ∈ X

Se cumple para todo k = 0, ..., N−1. Se denota el conjunto de secuencias de control
admisibles para x0 hasta el tiempo N como UN (x0).

3. Una secuencia de control u ∈ U∞ y la correspondiente trayectoria xu(k, x0) se de-
nominan admisibles para x0 si son admisibles para x0 en cada instante N ∈ N. Se
denota el conjunto de secuencias de control admisibles para x0 como U∞(x0).

4. Una ley de retroalimentación (posiblemente variable en el tiempo) µ : N0 × X → U
se considera admisible si µ(n, x) ∈ N1(x) se cumple para todo x ∈ X y todo n ∈ N0 .

La función de costo que se utilizará en nuestra optimización debe penalizar la distancia
de un estado arbitrario x ∈ X a x∗. Además, a menudo se desea penalizar el control u
∈ U. Esto puede ser útil por razones computacionales, ya que los problemas de control
óptimo pueden ser más fáciles de resolver si la variable de control está penalizada. Por
otro lado, penalizar u también puede ser deseable para fines de modelado, por ejemplo,
porque queremos evitar el uso de valores de control u ∈ U correspondientes a energı́as
altas y costosas.
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6.3. Teorema de Steiner o teorema de ejes paralelos

Debido al alto costo computacional y los beneficios limitados de controlar la orienta-
ción del efector final, se propuso una simplificación del robot UR5 mediante la fijación
de las articulaciones correspondientes a los eslabones 4, 5 y 6. Estos eslabones se con-
sideran rı́gidamente unidos entre sı́ y con el eslabón 3, formando un nuevo eslabón
compuesto. Como resultado, la masa y el centro de masa de este eslabón compuesto se
calculan como la combinación de las propiedades fı́sicas de los eslabones 3, 4, 5 y 6,
lo que implica que el centro de masa individual de cada eslabón se reemplaza por un
centro de masa conjunto. Esta aproximación reduce la complejidad del modelo dinámi-
co y facilita el control del robot al disminuir el número de grados de libertad. De igual
manera que [35] se planteo emplear el teorema de Steiner para hacer el traslado de los
momentos de Inercia al nuevo centro de masa compuesto.
El Teorema de los Ejes Paralelos o Teorema de Steiner establece que el momento de
inercia I de un cuerpo rı́gido de masa m respecto a cualquier eje paralelo a un eje que
pasa por su centro de masa (CM) está dado por:

I = Icm +md2 (6.16)

donde:

Icm es el momento de inercia del cuerpo respecto a un eje paralelo que pasa por
su centro de masa.

m es la masa total del cuerpo.

d es la distancia perpendicular entre el eje que pasa por el CM y el eje paralelo de
interés.

El momento de inercia depende del eje de rotación. Al cambiar la configuración de nues-
tro sistema (eslabones independientes a eslabones fijos), tanto los ejes de rotación como
el centro de masa varı́an. Dado que los momentos de inercia de cada eslabón están re-
feridos a sus propios centros de masa, no se pueden sumar directamente para obtener
la inercia del conjunto. Steiner permite homogenizar la referencia al mismo centro de
masa compuesto.
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Capı́tulo 7

Control en Tiempo real

El presente trabajo propone un esquema de control predictivo basado en modelo
(MPC) para un robot de tres grados de libertad (3 GDL), con el objetivo de evadir un
obstáculos dinámicos , el robot RR, que comparte el mismo plano de trabajo durante
una tarea de pick and place.

La implementación inicial del controlador se llevó a cabo en un entorno de simu-
lación, donde se evaluó su capacidad de predicción y su eficacia en la evasión de co-
lisiones bajo diferentes condiciones. Sin embargo, las simulaciones no consideran de
manera directa las limitaciones temporales, retardos de comunicación, discretización
del muestreo y otros efectos que aparecen al ejecutar el control sobre un sistema fı́sico.
Por esta razón, se plantea como siguiente etapa la implementación en tiempo real del
controlador predictivo, la cual constituye un paso intermedio esencial antes de su apli-
cación sobre un sistema robótico real.

El control en tiempo real es aquel en el que el controlador recibe, procesa y responde
a la información del sistema dentro de lı́mites de tiempo muy estrictos, garantizando
que las acciones de control ocurran con la rapidez necesaria para mantener el com-
portamiento deseado del sistema fı́sico. De acuerdo con [36], el tiempo de muestreo y la
duración del ciclo de control deben diseñarse conjuntamente en función de la dinámica
del sistema, ya que ambos parámetros determinan la capacidad del controlador para
responder adecuadamente en tiempo real.

7.1. Software para Optimización Dinámica (ACADOS)

Frente a los problemas de optimización que se presentan al intentar controlar un
sistema con varios estados, existe una herramienta que ayuda a realizar este proceso
conocida como ACADOS. De acuerdo con [37] ACADOS es un paquete de software modu-
lar y eficiente para la resolución de programas no lineales (PLN) con una estructura de
problema de control óptimo (PCO). Estos problemas deben resolverse repetidamente en
un MPC y estimación de horizonte móvil (MHE). Su eficiencia computacional y modula-
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ridad hacen de ACADOS la opción ideal para aplicaciones en tiempo real. Está diseñado
para aplicaciones de alto rendimiento y computación embebida, y se ha utilizado con
éxito en una amplia gama de aplicaciones.
ACADOS está escrito en C, pero los problemas de control se pueden formular fácilmente
utilizando el marco simbólico CasADi a través de las interfaces de alto nivel de ACADOS
con los lenguajes de programación Python, MATLAB y Octave.
ACADOS se basa en un flujo de trabajo coordinado, comienza con la formulación del
problema mediante CasADi a través de Python. Internamente, emplea el método de dis-
paro múltiple para discretización temporal y utiliza solucionadores SQP (Square Cua-
dratic Problem) especializados que aprovechan la estructura de los problemas de con-
trol óptimo. Para garantizar eficiencia, integra métodos numéricos avanzados para re-
solver ODE/DAE con cálculo de sensibilidades, mientras que su arquitectura modular y
implementación en C permiten optimizar el rendimiento para aplicaciones en tiempo
real y sistemas embebidos, haciendo posible su uso en aplicaciones de control de alta
frecuencia.

ACADOS se utiliza en una amplia gama de aplicaciones. Algunos ejemplos incluyen;
Robótica: NMPC en tiempo real para cuadricópteros, locomoción con patas y platafor-
mas robóticas ágiles. Vehı́culos autónomos: Se utiliza en proyectos para sistemas de
asistencia a la conducción. Sistemas energéticos: Control basado en optimización para
micro-redes y aerogeneradores. Biomecánica: Control óptimo en biomecánica median-
te bibliotecas como bioptim. Aeroespacial: Aplicaciones en optimización y control de
trayectorias para drones y aeronaves de alas móviles.
Algunas de las limitaciones con las que cuenta ACADOS son:

1. No permite definir restricciones no lineales diferentes para cada etapa directa-
mente, se requiere usar parámetros que varı́an por etapa y realizarlo en la inter-
faz de C.

2. Puede llegar a presentar problemas de convergencia: Si el problema es difı́cil de
resolver, el solver puede alcanzar el número máximo de iteraciones.

3. Técnicas paras mejorar la convergencia solo están disponibles en las ultimas ver-
siones de ACADOS.

Debido a esto a pesar de que ACADOS es una herramienta útil para el control MPC o
MHE se requiere de ciertas consideraciones para poder emplearlo adecuadamente.

7.2. CasADI

Debido a que ACADOS requiere del lenguaje CasADI para formular los problema de
control, se presentaran las caracterı́sticas de este lenguaje.
Con base en [38] CasADi es una herramienta de código abierto para optimización no
lineal y diferenciación automática. Su principal función es facilitar la formulación y re-
solución de problemas de optimización, especialmente aquellos con estructura de con-
trol óptimo. CasADi utiliza un enfoque basado en expresiones simbólicas para construir
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modelos matemáticos y calcular derivadas de manera exacta y eficiente mediante AD.
Sus caracterı́sticas principales son:

Diferenciación automática : Calcula derivadas exactas (hasta precisión de máqui-
na) mediante la descomposición de funciones en operaciones elementales y la apli-
cación de la regla de la cadena.

Representación simbólica flexible: Permite definir variables y funciones simbóli-
cas (escalares, vectoriales o matriciales) utilizando tipos de datos como SX (para
expresiones escalares) o MX (para operaciones matriciales más generales).

Integración con solvers numéricos: CasADi no es un solver en sı́ mismo, sino un
”lenguaje de modelado”que genera las derivadas y estructuras necesarias para
conectarse con solvers numérico.

Multiplataforma y multi-lenguaje: Está disponible para Python, MATLAB/Octave y
C++, lo que facilita su uso en entornos diversos.

A pesar de estas caracterı́sticas CasADI tiene algunos inconvenientes, CasADi no es una
herramienta de diferenciación automática convencional que pueda usarse con código
existente sin modificaciones, es decir, si se cuenta con un modelo escrito en C++, Python
o MATLAB/Octave, se debe reestructurarlo completamente usando la sintaxis simbólica
de CasADi, esto implica:

Aprender un nuevo lenguaje de modelado simbólico (tipo SX y MX).

Familiarizarse con conceptos de grafos de expresiones y manipulación simbólica.

No es un sistema de álgebra computacional (CAS) completo, por lo que sus capa-
cidades simbólicas son limitadas en comparación con herramientas como Mathe-
matica o Maple.

Por estas razones tanto CasADi como ACADOS son consideradas herramientas po-
tentes para el control óptimo y la optimización no lineal. Sin embargo, su uso viene
acompañado de una curva de aprendizaje significativa y ciertas limitaciones en flexi-
bilidad, desempeño numérico y facilidad de despliegue.

Para ilustrar la integración de ACADOS y CasADi en la implementación del control
MPC, se desarrolló un diagrama de flujo que describe el proceso de generación de con-
trol predictivo en tiempo real empleando estas herramientas.
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Figura 7.1: Diagrama de flujo de ACADOS y CasADI
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Capı́tulo 8

Resultados

8.1. Especificaciones del Hardware

Para realizar las simulaciones de esta tesis se cuenta con un equipo de computo con
las siguientes caracterı́sticas:

Un procesador Intel(R) Core(TM) i7 de 13va generación.

Un disco duro de estado solido de un Tera.

Una tarjeta grafica NVIDIA GeForce RTX 4070 de 8 GB.

2 tarjetas RAM de 16 GB, es decir 32 GB de RAM.

Sistema operativo Windows 11 con base de 64 byts.

El hardware seleccionado para este proyecto constituye una plataforma computacional
robusta y adecuada para ejecutar simulaciones complejas como evasión de obstáculos
debido al alto volumen de memoria RAM que permite manejar múltiples operaciones
simultáneamente.

8.2. Especificaciones de software

Para levar a cabo esta tesis se empleó el software siguiente:

Sistema operativo: Windows 11 (64 bits)

Entorno de programación: Python 3.12

Bibliotecas principales:

• NumPy y SciPy para los cálculos de los sistemas.
• Matplotlib para la visualización de los resultados.
• Time para medir los tiempos de ejecución.
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Figura 8.1: Representación de un péndulo simple

Entorno de modelado: SolidWorks

Documentación: LATEX para la redacción de la tesis

La combinación del hardware de alto rendimiento (i7-13va, RTX 4070, 32GB RAM) con
un stack de software especializado ( Python, SolidWorks y Adams View) constituye una
plataforma integral para la investigación en robótica. Este ecosistema permitió ejecutar
simulaciones complejas de evasión de colisiones en tiempo real.

8.3. Control PID de un péndulo

En este apartado se implementará el control PID a un péndulo como un acercamien-
to a la programación requerida para programar el Control PID del robot RR y la ob-
tención del modelo dinámico del robot RR. Como parte de la metodologı́a que se esta
siguiendo basa en ir de lo simple a lo complejo, es decir de un caso aislado a uno más ge-
neral. A continuación se presentan las gráficas obtenidas de la aplicación de un control
PID a un péndulo simple. Como el que se muestra en la Figura 8.1:

Con las ganancias Proporcional (Kp), Integral (Ki) y Derivativa (Kv) :
kp = 30, kv = 16 y ki = 5 . En las siguientes figuras las posición se representa en la gráfica
de color azul, la velocidad en la gráfica de color verde y el error de posición en la gráfica
de color negro.

8.4. Prototipado Virtual

En esta sección se abordara la creación de la plataforma virtual en el programa de
Adams View.
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(a) Péndulo sin control (b) Péndulo con control PID

Figura 8.2: Comparación de un péndulo sin control contra uno con control PID

8.4.1. Familiarización con Adams View

Se realizo un péndulo básico como se muestra en la figura 8.3, el cual solo se so-
metió a los efectos de la gravedad sin fricción y se midió el ángulo de desplazamiento
del péndulo con respecto a su punto de equilibrio. Como se observa en la gráfica, el
movimiento describe una función sinodal. Para esta primera experiencia se conoció
cómo generar cuerpos y situarlos dentro del espacio de trabajo, como medir ciertas
caracterı́sticas del modelo y los efectos que tienen estos cuerpos ante fuerzas como la
gravedad.
Para seguir con esta lı́nea, se construyó un brazo robótico simple de 3 grados de libertad
con un gripper para simular la tarea de pick and place , como se muestra en la figura 8.4.
En esta ocasión, se trabajó con elementos más complejos, ası́ como el empleo de fuerzas
de contacto entre los objetos y las mesas o el gripper para poder simular realistamente
la tarea antes mencionada y un control de posición básico al aplicar restricciones con
respecto al tiempo para la posición de las diferentes articulaciones actuadas del robot.
Una vez realizado este modelo se hizo evidente que este programa no es apropiado

para realizar el modelado de estructuras complejas. Sin embargo, ofrece una gran can-
tidad de información, ası́ como la capacidad de aplicar funciones para el control de los
eslabones, incluso cuenta con una pestaña especializada en preparar el ambiente para
poder realizar una virtualización.
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Figura 8.3: Péndulo en Adams View

8.4.2. Modelado 3D

Debido a que realizar el modelado de un robot en el entorno que ofrece Adams View
resulta una tarea que consume mayor tiempo que realizarlo en un software especiali-
zado para este tipo de tareas, el modelado 3D de tanto el robot de 2 grados de libertad
como el cobot se llevaron a cabo en el programa SolidWorks. Puesto que los cobots de
Universal Robot cuentan con una gran cantidad de información accesible, se optó por
emplear un robot UR5, se requirió diseñar cada uno de los componentes del cobot ası́
como realizar el ensamble de los mismo para poder tener un modelo 3D funcional, en
lugar de usar el CAD disponible en la página de Universal Robots, el cual corresponde
a un sólido rı́gido sin articulaciones.
Una vez obtenido el modelo del robot, se buscó un gripper y se seleccionó un RG6 de On
Robot; se descargaron los componentes y se realizó el ensamble del mismo. Después,
se generó una pieza para acoplar el gripper al ensamble del robot. Para el robot RR se
propuso un robot genérico. Se integraron dos bandas transportadoras para completar
este proceso y se generó el ensamble de todos los componentes.
Una vez realizado el ensamble se identificó que existı́a un problema debido a que las

dimensiones del cobot son relativamente pequeñas en comparación con las dimensio-
nes de un robot industrial tradicional, por lo que se tuvo que agregar una mesa sobre la
cual se posicionó el cobot. Se seleccionó una mesa de uso comercial (Universal Robots
Station for UR5, with Workspace), sobre la cual se colocó el cobot.
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Figura 8.4: Brazo robotico en Adams View

8.4.3. Prototipado Virtual en Adams View

Una vez se contó con el ensamble completo, se empleó el complemento de Solid-
Works motion para realizar un estudio de movimiento, el cual determina la ubicación
espacial de los componentes y permite generar archivos .adm, desde los cuales se ge-
nera una plataforma digital en el entorno del programa. Al igual que para el ensamble
final, se generaron modelos de los robots UR5 y RR en el ambiente de Adams View, los
mismos que servirán para realizar la virtualización de los robots sin obstáculos, como
se muestra en la figura 8.6.
Debido a que Adams no acepta más que las relaciones básicas de posición, como pue-

den ser coincidencia, distancia o concentricidad, se tiene que revisar que los modelos
exportados a esta plataforma trabajen de la misma manera como lo hacen en Solid-
Works y de no ser ası́ realizar cambios en el modelo de Solid Work, volver a realizar un
análisis de movimiento y exportar el ensamble corregido a Adams View. Una vez que se
repitió este proceso la cantidad de veces necesarias para lograr que el ensamble final
funcione correctamente se obtuvo el resultado mostrado en la figura 8.7.
Cabe destacar que a pesar de que se contaba previamente con los modelos virtuales (en
Adams View) de los componentes que forman el ensamble final, no se puede generar
un ensamble final en Adams View como en SolidWorks, se requiere convertir el mode-
lo, que se dese integrar al ensamble, en un archivo .cmd y fusionarlo con el ensamble
actual, en un nuevo modelo. Es necesario verificar que las cotas que asocian el robot
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(a) Robot RR (b) UR5

(c) Ensamble final

Figura 8.5: Modelos 3D

con su espacio de trabajo permanezcan activas y consistentes después de la integración,
asegurando la validez de las simulaciones en el modelo de ensamble generado. A pesar
de los inconvenientes previamente mencionados, se logró integrar una plataforma que
permite simular un trabajo cooperativo de 2 robots.
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(a) Robot RR (b) UR5

Figura 8.6: Modelos en Adams View

Figura 8.7: Ensamble final en Adams View

8.5. Aplicación práctica

8.5.1. Cinemática directa

En esta sección se revisarán los datos obtenidos de forma analı́tica para la obtención
del modelo cinemático directo e inverso, ası́ como la obtención del modelo dinámico pa-
ra el robot de 2 grados de libertad.
Lo primero que se debe hacer es asignar los sistemas de referencia tanto a la base
del robot como a las articulaciones siguiendo las especificaciones de la convención de
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Denavit-Hartenberg, como se muestra en la figura 8.8.
Una vez ubicados los sistemas de referencia, se puede realizar la tabla de parámetros.
De la tabla de D-H se obtienen las siguientes relaciones de matrices para la cinemática

Figura 8.8: Sistemas de referencia

Link, i θi di ai αi

1 50 57.7 46.33 0
2 32 0 46.31 0

Tabla 8.1: Tabla D-H

directa.
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0A1 =


cos(θ1) −sen(θ1) 0 0
sen(θ1) cos(θ1) 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 d1
0 0 0 1



1 0 0 a1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



1 0 0 a1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


0A1 =


cos(θ1) −sen(θ1) 0 a1 ∗ C1

sen(θ1) cos(θ1) 0 a1 ∗ S1
0 0 1 d1
0 0 0 1


1A2 =


cos(θ1) −sen(θ1) 0 0
sen(θ1) cos(θ1) 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1



1 0 0 a2
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


1A2 =


cos(θ1) −sen(θ1) 0 a2 ∗ C2

sen(θ1) cos(θ1) 0 a2 ∗ S2
0 0 1 0
0 0 0 1


0A2 = 0A1 × 1A2 =


C12 −S12 0 a1 ∗ C1 + a2 ∗ C12

S12 C12 0 a1 ∗ S1 + a2 ∗ S12
0 0 1 d1
0 0 0 1



(8.1)

Teniendo en cuenta que C1 es coseno de θ1, S1 es seno de θ1, C2 es coseno de θ2, S2 es seno
de θ2, C12 es coseno de θ1 + θ2 y S12 es seno de θ1 + θ2.
También se realizó un programa en Python para resolver este problema de forma numéri-
ca. Obteniendo como resultados:
La matriz de transformación homogénea:


0.1391731 −0.99026807 0 34.83372525
0.99026807 0.1391731 0 71.44747263

0 0 1 57.7
0 0 0 1


La posición del efector final:

x = 34.83

y = 71.44

z = 57.7

y su orientación:

yaw = 82.0

pitch = 82.0
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Figura 8.9: Fragmento de programa en Phyton para cinemática de robot RR

roll = 0.0

siendo ’yaw’ el componente de x, ’pitch’ el componente de y, ’roll’ el componente de z
del efector final con respecto al sistema de la base.

8.5.2. Cinemática inversa

Para la resolución del problema cinemático inverso se empleó la ley de cosenos para
realizar el análisis geométrico de los ángulos a los que se encuentran las articulaciones
del robot, como se muestra en la figura 8.10. Esto se puede realizar debido a que el
movimiento de las 2 articulaciones se puede describir en un solo plano (xy) y las re-
laciones de éstas se pueden hallar por medio de la descomposición del problema en
varios triángulos.
Para la resolución de este problema se llevaron a cabo los siguientes pasos:
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Figura 8.10: Aplicación de ley de coseno

1. Aplicar la ley de cosenos; para este problema solo se busca obtener α y β que serán
los valores que se despejen de las siguientes ecuaciones.
a2 = b2 + c2 - 2bc ∗ cos(α) y b2 = a2 + c2 - 2ac ∗ cos(β)

2. Se asignan los valores conocidos a las incógnitas de la ecuación para poder despe-
jar la variable deseada, quedando: c = l1 a = l2 y b =

√
P 2
x + P 2

y

3. Se despejan las incógnitas deseadas α y β, quedando de la siguiente forma:
α = cos−1

(
b2+C2−a2

2bc

)
β =cos−1

(
a2+C2−b2

2ac

)
4. Se establecen las ecuaciones para identificar el valor de los ángulos que faltan por

conocer para la resolución del problema.
θ = tan−1

(
Py

Px

)
, q2 = 180 - β y q1 = θ - α

5. Se sustituyen los valores conocidos de l1, l2, Px y Py y se resuelve el problema.

De este método se obtienen los valores q1 = 50 y q2 = 32.
En el programa que se muestra en la figura 8.9, cuenta con el algoritmo para la solución
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de la cinemática directa por medio de Denavit-Hartenberg, ası́ como la solución de la
cinemática inversa por método geométrico.

Cinemática inversa por matriz de transformación homogénea

De acuerdo con la ecuación 4.9 es posible encontrar los valores de las articulaciones
por medio de las relaciones geométricas que se generan. Para poder realizar este pro-
cedimiento se debe conocer que la matrices de transformación homogénea son un tipo
especial debido a la ortonormalidad de la matriz de rotación, facilitando el proceso de
hallar la matriz inversa, la cual se puede obtener de la siguiente forma:

T =

[
R −RTP
0 1

]
(8.2)

Tomando en cuenta lo anterior se procede a resolver el problema, primero se buscan
las matrices i−1Ai para todas las articulaciones y la matriz de trasformación homogénea
T de estas siendo:

0A1 =


c1 −s1 0 a1c1
s1 c1 0 a1s1
0 0 1 d1
0 0 0 1

 1A2 =


c2 −s2 0 a2c2
s2 c2 0 a2s2
0 0 1 0
0 0 0 1


0A2 =


c12 −s12 0 a1c1 + a2C12
s12 c12 0 a1s1 + a2s12
0 0 1 d1
0 0 0 1


(8.3)

Una vez obtenidas las matrices anteriores se deben obtener las matrices inversas de
cada articulación (i−1Ai) obteniendo:

0A−1
1 =


c1 s1 0 −a1
−s1 c1 0 0
0 0 1 −d1
0 0 0 1

 1A−1
2 =


c2 s2 0 −a2
−s2 c2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (8.4)
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Con los datos anteriores se puede construir las ecuaciones para poder encontrar los
ángulos de las articulaciones, como se muestra a continuación:

T =0 A1
1A2

0A−1
1 T =1 A2

=


c2 s2 0 −a2
−s2 c2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



nx ox ax px
ny ox ay py
nz ox az pz
0 0 0 1

 =


c2 −s2 0 a2c2
s2 c2 0 a2s2
0 0 1 0
0 0 0 1



=


c1nx + s1ny c1ox + s1oy c1ax + s1ay c1px + s1py − a1
−s1nx + c1ny −s1ox + c10y −s1ax + c1ay −s1py + c1py

nz ox az pz − d1
0 0 0 1

 =


c2 −s2 0 a2c2
s2 c2 0 a2s2
0 0 1 0
0 0 0 1



De estas igualdades se obtuvieron las siguientes ecuaciones:

a2s2 =c1py − s1px ⇒ a2(−oxc1 − oys1) = c1py − s1pxs1(px − a2oy)

=c1(py + a2ox) ⇒ tan(q1) =
py + a2ox
px − a2oy

q1 =tan−1

(
py + a2ox
px − a2oy

)
= 50◦

Una vez obtenido un ángulo, este se emplea en la búsqueda del segundo grado siendo:

c2 =nxc1 + nys1

q2 =c
−1 (nxc(50) + nys(50)) = 32◦

Cabe recalcar que los valores de la matriz T son conocidos y provienen de la relación
de T = 0T2. De esta forma se pueden conocer los ángulos de las articulaciones por medio
de matrices de transformación homogénea.

8.5.3. Modelo dinámico

En este apartado se abordará la obtención del modelo dinámico del robot RR por me-
dio de la formulación de Lagrange. Considerando el modelo del robot como se muestra
en la figura 8.11 se obtienen las siguientes ecuaciones:
Coordenadas y velocidades de los centros de masa:
Masa del eslabón 1:{

x1 = d1C1

y1 = d1S1
⇒

{
ẋ1 = −d1S1q̇1
ẏ1 = d1C2q̇1

⇒ v21 = ẋ1
2 + ẏ1

2 = d21q̇1
2
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Figura 8.11: Robot de 2 grados de libertad

Masa del eslabón 2:

{
x2 = l1C1 + d2C12
y2 = l1S1 + d2S12

⇒
{
ẋ2 = −(l1S1 + d2S12)q̇1 − d2S12q̇2
ẏ2 = (l1C1 + d2C12)q̇1 + d2C12q̇2

⇒

v22 = ẋ2
2 + ẏ2

2 = (l21 + d22 + 2l1d2C2)q̇1
2 + d22q̇2

2 + 2d2(l1C2 + d2)q̇1q̇2

Energı́a Cinética:

EC =
1

2
(m1v

2
1 +m2v

2
2) =

1

2
[m1d

2
1 +m2(l

2
1 +m2(l

2
1 + d22 + 2l1d2C2))]q̇1

2

+
1

2
(m2d

2
2)ḋ2

2
+

1

2
[m22d2(l1C2 + d2)]q̇1q̇2

Energı́a Potencial:

Ep = g(m1h1 +m2h2) = g(m1y1 +m2y2) = g(m1d1S1 +m2d2S12)
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Lagrangiano:

L = Ec − Ep =
1

2
[m1d

2
1 +m2(l

2
1 +m2(l

2
1 + d22 + 2l1d2C2))]q̇1

2

+
1

2
(m2d

2
2)ḋ2

2
+

1

2
[m22d2(l1C2 + d2)]q̇1q̇2 − g(m1d1S1 +m2d2S12)

Derivadas con respecto de q̇i y con respecto al tiempo:
∂L
∂q̇1

= [m1d
2
1 +m2(l

2
1 + d22 + 2l1d2C2)]q̇1 + [m2d2(l1C2 + d2)]q̇2

d

dt

∂L
∂q̇1

= [m1d
2
1 +m2(l

2
1 + d22 + 2l1d2C2)]q̈1 + [−m2(2l1d2S2q̇2)]q̇1 + [m2d2(l1C2 + d2)]q̈2

+ [−m2d2(l1S2q̇2)]q̇2

= [m1d
2
1 +m2(l

2
1 + d22 + 2l1d2C2)]q̈1 + [m2d2(l1C2 + d2)]q̈2 − (2m2l1d2S2)q̇1q̇2 − (m2d2l1S2)q̇2

2

∂L
∂q̇2

= (m2d
2
2)q̇2 + [m2d2(l1C2 + d2)]q̇1

d

dt

∂L
∂q̇2

= (m2d
2
2)q̈2 + [m2d2(l1C2 + d2)]q̈1 + [−m2d2(l1S2q̇2)]q̇1

= (m2d
2
2)q̈2 + [m2d2(l1C2 + d2)]q̈1 − (m2d2l1S2)q̇1q̇2

Derivadas respecto a qi:
∂L
∂q1

= −g[(m1d1 +m2l1)C1 +m2d2C12]

∂L
∂q2

= −(m2l1d2S2)q̇1
2 − [m2d2l1S2]q̇1q̇2 − gm2d2C12

Sustituyendo valores en la ecuación (5.3):

τi =
d

dt

∂L
∂q̇i

− ∂L
∂q1

⇒
τ1 = [m1d

2
1 +m2(l

2
1 + d22 + 2l1d2C2)]q̈1 + [m2d2(l1C2 + d2)]q̈2 − (2m2l1d2S2)q̇1q̇2

−(m2d2l1S2)q̇2
2 + g[(m1d1 +m2l1)C1 +m2d2C12]

τ2 = [m2d2(l1C2 + d2)]q̈1 + (m2d
2
2)q̈2 − (m2d2l1S2)q̇1q̇2 + (m2l1d2S2)q̇1

2

+(m2d2l1S2)q̇1q̇2 + gm2d2C12

Éstas expresiones pueden escribirse en forma matricial como:[
τ1
τ2

]
=

[
m1d

2
1 +m2(l

2
1 + d22 + 2l1d2C2) m2d2(l1C2 + d2)

m2d2(l1C2 + d2) m2d
2
2

] [
q̈1
q̈2

]
+

[
−2m2l1d2S2q̇2 −m2d2l1S2q̇2
m2d2l1S2q̇1 0

] [
q̇1
q̇2

]
+

[
g[(m1d1 +m2l1)C1 +m2d2C12]

gm2d2C12

] (8.5)

De esta manera se puede obtener el modelo dinámico del robot RR con la configuración
que se muestra en la Figura 8.11.
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8.6. Planificación de trayectorias

La planificación de trayectorias describe el camino o ruta que el robot debe seguir
para poder realizar la tarea encomendada. En esta tesis se tiene planeado que el robot
de 2 grados de libertad interrumpa la trayectoria planeada del cobot con el fin de que
este último tenga que evitar colisionar con el robot RR se planteó una serie de puntos
como se muestra en la figura 8.12 en donde los puntos rojos describen los puntos vı́a del
robot RR y los puntos azules son los puntos vı́a del cobot, siendo que los robots tienen
la posibilidad de colisionar al rededor del punto (80,31,0) como se muestra en la figura
8.13.

Figura 8.12: Puntos via de ambos robots

Para asegurarse que los puntos vı́a que se seleccionaron estén dentro del rango de
operación para cada uno de ellos, se planeó el movimiento en la plataforma digital di-
señada en SolidWorks, donde se comprobó que no existe ninguna singularidad en los
puntos seleccionados, siendo este uno de los principales problemas que se presentan al
momento de definir una trayectoria en el espacio cartesiano.

Una vez que se establecieron los puntos vı́a, se requiere emplear la cinemática in-
versa de cada robot para obtener las posiciones angulares de cada articulación en estos
puntos. Además se realizó una interpolación cúbica para generar una trayectoria suave
entre los puntos, garantizando continuidad en la posición y la velocidad, lo que resulta
en un movimiento más natural y menos exigente para la mecánica del robot. Obtenien-
do resultados como los que se presentan en las figuras 8.14 y 8.15.

Como se puede ver en la figura 8.15, la gráfica obtenida de las posiciones cartesianas
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Figura 8.13: Punto de colisión

con respecto de x, y dibuja una trayectoria similar a un medio cı́rculo, movimiento que
muchas veces se emplea para este tipo de robots, debido al amplio conocimiento de las
funciones que describen este tipo de movimiento.

Para realizar la interpolación cúbica de las posiciones angulares, es necesario com-
plementarlas con las velocidades articulares en cada punto vı́a. Las velocidades articu-
lares se obtienen a partir de la relación que tienen las velocidades cartesianas deseadas
con la inversa del Jacobiano, como se expresa en la ecuación 8.6. En esta tesis, aunque
el robot RR y el cobot UR5 poseen Jacobianos cuadrados y, por lo tanto, un Jacobiano
inverso definido, en la implementación se optó por el uso de la pseudo-inversa. Esta de-
cisión garantiza estabilidad numérica ante configuraciones cercanas a singularidades.
Para un cobot de 6 grados como el UR5, se obtiene un Jacobiano y su inversa como se
muestra a continuación:

Jacobiano =



−7.619× 10−3 3.534× 10−17 −2.120× 10−19 −9.003× 10−18 −8.230× 10−2 −2.082× 10−17

1.092× 10−1 5.847× 10−1 2.167× 10−1 −1.230× 10−1 2.758× 10−18 −3.442× 10−18

0 7.619× 10−3 2.201× 10−1 2.399× 10−2 −5.378× 10−19 5.962× 10−18

0 1.000 1.000 1.000 −2.241× 10−17 8.364× 10−17

0 −6.123× 10−17 −6.123× 10−17 −6.123× 10−17 −5.000× 10−1 8.660× 10−1

1.000 6.123× 10−17 6.123× 10−17 6.123× 10−17 8.660× 10−1 5.000× 10−1



Jacobiano inverso =



1.571× 101 −4.243× 10−15 2.289× 10−15 1.928× 10−15 −6.465× 10−1 1.120× 100

−2.329× 100 1.358× 100 −2.353× 100 2.236× 10−1 9.585× 10−2 −1.660× 10−1

−1.945× 10−1 1.134× 10−1 4.902× 100 −1.037× 10−1 8.003× 10−3 −1.386× 10−2

2.524× 100 −1.472× 100 −2.549× 100 8.801× 10−1 −1.039× 10−1 1.799× 10−1

−1.360× 101 3.829× 10−15 −2.280× 10−15 −1.679× 10−15 5.985× 10−2 −1.037× 10−1

−7.855× 100 1.759× 10−15 1.279× 10−15 −1.043× 10−15 1.189× 100 −5.985× 10−2



Comprobación =



1.000 1.280× 10−16 1.618× 10−15 2.472× 10−15 −9.992× 10−16 −1.110× 10−16

−2.044× 10−15 1.000 −3.886× 10−15 3.955× 10−16 1.638× 10−15 5.690× 10−16

2.166× 10−16 2.033× 10−15 1.000 2.193× 10−15 −4.007× 10−16 1.396× 10−16

2.262× 10−15 −2.717× 10−15 2.109× 10−15 1.000 −1.610× 10−15 −8.049× 10−16

−3.400× 10−15 5.183× 10−17 −1.358× 10−15 −2.092× 10−15 1.000 −1.886× 10−16

−1.860× 10−15 −3.589× 10−16 −4.552× 10−16 −1.235× 10−15 1.110× 10−16 1.000


Se presentó el Jacobiano y su inversa de forma numérica con fines ilustrativos.
Para obtener las velocidades angulares se requiere satisfacer la siguiente ecuación:

q̇ = J−1v (8.6)
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Figura 8.14: Trayectoria del Robot RR

Donde J−1 es la matriz inversa que se obtuvo anteriormente por las velocidades desea-
das que se pueden obtener de la interpolación cúbica que se realizó para las trayectorias
cartesianas.
Una vez obtenidos todos los datos antes mencionados se puede realizar un algoritmo
que nos permita controlar el movimiento del robot.
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(a) Vista X-Y de trayectoria (b) Vista X-Z de trayectoria

(c) Vista Y-Z de trayectoria

Figura 8.15: Trayectoria robot UR5

8.7. Control PID para seguimiento de trayectorias

Para realizar un control de seguimiento de trayectorias para el robot RR, se partió
de un control de posición PID, el cual consiste en llevar cada uno de los eslabones que
componen la cadena cinemática del robot de un valor o posición inicial a una posición
deseada, procurando minimizar los errores de posición y velocidad y evitando el so-
bretiro, como se muestra en la figura 8.16 en donde ambos eslabones parten del reposo
(0,pi/4) y se busca llevar el primer eslabón a pi/2 y el segundo a pi radianes.
Una vez obtenidos los resultados deseados para el control de posición, se cambió el con-
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trol de posición por uno de seguimiento de trayectorias. Considerando la trayectoria que
se generó para el robot en la sección anterior, se aplica una interpolación cúbica. Los re-
sultados obtenidos de esta implementación se muestran en la figura 8.17. A este control
se le aplicó una métrica de desempeño conocida como Integral del Error Absoluto (IAE)
por su siglas en inglés, con valores de 49.7846◦ para la primera articulación y 58.6638◦

para la segunda.

Figura 8.16: Resultados control posición

Figura 8.17: Control de Trayectorias

Para establecer el modelo dinámico del robot UR5, se partió de la tabla de paráme-
tros de Denavit-Hartenberg, como se muestra en la figura 8.18, la cinemática directa e
inversa, y el Jacobiano geométrico. La matriz de inercia se determinó por medio de un
método iterativo basado en [15] :
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Figura 8.18: Tabla de parámetros de Denavit-Hartenberg para el cobot UR5

M(q) =
n∑

i=1

(miJ
T
viJvi + JT

ωi
RiIiR

T
i Jωi) (8.7)

Se verificó que esta cumple con la propiedad de simetrı́a y es definida positiva. De igual
forma se emplea la fórmula propuesta en [32] para la obtención de la matriz de Coriolis:

[C(q, q̇)]ij =
∑

Γijk(q)q̇k (8.8)

donde Γijk(q) =
1

2
(
∂Mij

∂qk
+
∂Mij

∂qj
− ∂Mij

∂qi
)q̇k (8.9)

De esta forma se ha obtenido la matriz de inercia y la matriz de Coriolis como se mues-
tra en la figura 8.19 la cual no se puede visualizar de otra manera en esta tesis debido a
la extensión de cada uno de los términos.

Figura 8.19: Matriz de inercia de UR5

También se obtuvo la matriz de pares gravitacionales. Obteniendo asi el modelo dinámi-
co en forma simbólica del robot UR5 mediante programación en Python.

75



8.8. Control MPC

El control PID permite un seguimiento de trayectorias adecuado en ambos robots
en condiciones normales. Sin embargo, en el escenario propuesto donde el robot RR
debe interrumpir la trayectoria del UR5, se evidencia una limitación del control PID:
su naturaleza reactiva que le impide responder ante obstáculos no considerados en la
planificación inicial. La naturaleza reactiva del control PID, el cual actúa únicamente
sobre el error presente limitando su capacidad de evasión. Para superar esta limitación,
se propone la implementación de Control Predictivo Basado en Modelos (MPC) en el
UR5, permitiendo la evasión proactiva de obstáculos mediante la optimización en lı́nea
de trayectorias futuras, manteniendo al mismo tiempo el desempeño en el seguimiento
de la trayectoria deseada.

Para comprender mejor el funcionamiento del MPC se implementó el MPC para el
control de seguimiento de trayectorias en un sistema masa-resorte-amortiguador con
modelo:

ẋ1 = x2 (8.10)
ẋ2 = (u− cx2 − kx1)/m (8.11)

Se busca minimizar la función de costos, la cual para este caso tiene la forma:

J =
N−1∑
i=0

[(xi,1 − xref,i)
2 + λu2i ] (8.12)

siendo xi,1 la posición predicha del sistema en el paso i , xref,i la posición deseada en el
paso i y λ u2i penalización de control, como referencia deseada para este modelo se le
ingreso una función senoidal.
Para la minimización de la función de costos se empleó la biblioteca scipy.optimize
de Python que nos permite emplear la función minimize, la cual cuenta con distintos
algoritmos de minimización. Se eligió el método L-BFGS-B (Limited-memory Broyden-
Fletcher-Goldfarb-Shannon with Box constraints), el cual es un algoritmo de optimiza-
ción numérica (que pertenece a la familia de métodos cuasi-Newtonianos), diseñado pa-
ra suma de errores cuadráticos, como los que se presentan en el MPC. Una vez aplicado
este control obtenemos una gráfica como la de la figura 8.20, como referencia deseada
para este modelo se le ingreso una función senoidal.

Siguiendo este mismo principio se trabaja un control NMPC para el robot RR, para poder
demostrar la ventaja que ofrece este método de control con respecto del PID. Mientras
que para el control del UR5 se tiene planeado proporcionar una información de la posi-
ción del robot RR antes de generar el control dinámico en el esquema de planificación
de trayectorias, quedando un diagrama como el de la figura 8.21
Se tiene contemplado que el robot UR5 conozca a priori la posición del robot RR, per-

mitiendo ası́ poder evitar su presencia en la trayectoria previamente establecida para
el UR5.
Debido a la no linealidad de los robots manipuladores y la función de costo, ası́ como
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Figura 8.20: control de trayectoria por MPC

Figura 8.21: Esquema para evasión de Obstáculos

el optimizador están planteados para trabajar con sistemas no lineales, el control em-
pleado es un control predictivo basado en modelos no lineales (NMPC).
Siguiendo la lı́nea de acción que se planteó al inicio de esta tesis de ir escalando la com-
plejidad del sistema hasta llegar al objetivo deseado de controlar el robot UR5 por medio
de un control NMPC para la evasión de obstáculos, se generó un control NMPC para el
seguimiento de trayectoria del robot RR.
Con base en la ecuación 8.5 se obtiene el modelo del robot en su representación en es-
pacio de estados de la siguiente forma:

q̇ = q̇

q̈ = (M(q))−1[τ − (C(q, q̇) + b)q̇ −G(q)]
(8.13)

Siendo q̇ y q̈ las velocidades y aceleraciones del sistema, respectivamente, τ son los tor-
ques, M(q) es la matriz de inercia, C(q,q̇) es la matriz de Coriolis, G(q) es el vector de
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gravedad y b la fricción viscosa.
Una vez obtenido el modelo matemático se requiere muestrearlo para poder predecir
a intervalos de tiempo futuro a partir del estado actual del sistema. Para esto se utiliza
el método de Runge-Kutta de orden 4 como en [39], debido a su precisión y facilidad de
implementación numérica, y porque nos permite aproximar la solución de ecuaciones
diferenciales ordinarias (EDOs) en un intervalo de tiempo ∆t para realizar la discretiza-
ción del sistema sin que éste pierda su carácter no lineal. Se establecen el horizonte de
predicción y el horizonte de control. El primero consiste en la cantidad de pasos hacia
el futuro en donde se revisa el error de posición, y el segundo es el número de pasos
en que se optimizará la entrada de control. Tomando en cuenta que el horizonte de
control siempre debe de ser de igual o menor tamaño que nuestro horizonte predicti-
vo, este paso es sumamente importante, ya que dependiendo de qué tan grande sea el
horizonte de predicción será la precisión del control. Si el horizonte de predicción es
muy pequeño, la precisión del control disminuye, pero si el horizonte es muy grande,
el costo computacional se eleva.
Se establecen restricciones del desempeño del sistema a la vez que se mantiene el ob-
jetivo de control deseado. Con este propósito se limitó el torque máximo y mı́nimo que
se emplea a lo largo del proceso de optimización. Para llevar a cabo dicho proceso se
empleó el método Sequential Least Squares Programming SLSQP, el cual nos permite
integrar restricciones no lineales. Se busca una función de costo adecuada que permita
minimizar el error futuro y obtener una respuesta que se empleará como entrada de
retroalimentación para el modelo matemático previamente seleccionado. De [40] se se-
leccionó la siguiente ecuación 8.14 como base para generar una función de costo que
nos permita realizar el proceso de optimización.

JN =
N−1∑
i=0

||xk+i − xref ||2Q +
M−1∑
i=0

||Uk+i||2R + ||xk+N − xref ||2P (8.14)

Siendo el primer término el error de posición futuro, el segundo termino refiriéndose
al control futuro y el tercer termino el costo terminal, JN la función de costo, xk+i es
la posición futura, xref es la posición deseada, N es el horizonte de predicción, M es el
horizonte de control, Uk+i es el paso de control futuro y Q, R y P son las matrices de
ponderación. Para obtener los valores de las matrices Q y R, se aplica la regla de Bryson
8.15, P se obtiene resolviendo la ecuación de Riccati 8.16. Como punto de partida se
empleó la función de costo sin el ultimo término, pero debido a que el desempeño no
era el esperado, se tuvo que agregar este término.

Q = diag(
1

∆x2i
) y R = diag(

1

∆u2j
) (8.15)

P = ATPA−ATPB(R+BTPB)−1BTPA+Q con A =
∂f

∂x

∣∣∣∣
(x∗,u∗)

, B =
∂f

∂u

∣∣∣∣
(x∗,u∗)

(8.16)

Para mejorar la eficiencia del proceso de optimización, se implementó la función de
pérdida de Huber. Esta función penaliza los errores grandes de manera lineal, evitando
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ası́ penalizaciones excesivas, mientras que los errores pequeños se penalizan de forma
cuadrática. La expresión matemática de la función es la siguiente:

ρ(epre) =


1

2
e2pre, para |epre| ≤ k,

k|epre| −
1

2
k2, para |epre| > k.

(8.17)

Al integrar la función de perdida de Huber, la función de costo queda de la forma:

JN =
N−1∑
i=0

ρQ(xk+i − xref ) +
M−1∑
i=0

||Uk+i||2R + ||xk+N − xref ||2P (8.18)

donde ρQ(e) =
n∑

j=1

ρQjj , k(ej) ρQjj , k(ej) =


1

2
Qjje

2
j , para |ej | ≤ k

Qjj

(
k|ej | −

1

2
k2
)
, para |ej | > k

(8.19)

Habiendo definido los eslabones principales que conforman el NMPC, se establecen las
condiciones iniciales de la posición y la velocidad de cada sistema como 0, sin pérdida
de generalidad; es decir, se supone a los sistemas partiendo del reposo. Se integran todos
los componentes, modelo, método de discretización, horizonte de predicción, función
de costo y los valores iniciales en código de programación para generar el componente
predictivo y obtener una secuencia de control óptima.
Se aplica la primera entrada de la secuencia de control obtenida por el proceso de op-
timización como entrada de alimentación para el modelo y se repite el proceso de me-
dición del estado actual del sistema, integración y optimización para cada instante de
tiempo (horizonte desplazado).
Una vez aplicada la metodologı́a de control, es necesario sintonizar las ganancias de las
matrices Q, R y P de forma heurı́stica para mejorar el desempeño del sistema de control,
obteniendo los resultados siguientes.
Se observa cómo el seguimiento de trayectoria de cada uno de los eslabones es casi

idéntico, obteniendo un indice IAE para la articulación uno de 1.5409◦ y de 0.4392◦ pa-
ra la segunda articulación. Teniendo un desempeño mejor con respecto al control PID
de 32 veces para la articulación 1 y más de 100 veces para la articulación 2.
De igual manera, se presentan los errores de posición y torques aplicados a cada una
de las articulaciones a lo largo del tiempo, en donde se puede observar que los errores
de posición se mantienen en casi en 0 para la segunda articulación y valores pequeños
con variaciones más considerables en los instantes de tiempo al momento de hacer un
cambio de referencia. Mientras que los torques se mantienen controlados en un mar-
gen menor a los 5 Nm.
Una vez obtenido un adecuado control para el seguimiento de trayectorias del robot RR,
se procedió a trabajar con la evasión de obstáculos para el mismo. Para poder incluir
el obstáculo dentro del control predictivo es necesario modelar el obstáculo para poder
predecir su comportamiento. Para ello se definió una trayectoria con velocidad cons-
tante y puntos de inicio y final, con repeticiones cı́clicas de ida y vuelta.
Se incorpora una distancia de seguridad para que nos permita tomar acciones respecto
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Figura 8.22: Control de seguimiento del robot RR

a la proximidad del robot con respecto al obstáculo. Con base en [41] se modifica la fun-
ción de costo para penalizar la cercanı́a del efector final con el obstáculo y se ejecuta
el programa para comprobar su desempeño. Con los datos obtenidos del programa se
decide si es necesario modificar las ganancias P, Q o R, las condiciones de activación o
las ganancias de penalización, para obtener el control deseado.
Al aplicar una penalización basada en la distancia y la posición del obstáculo con res-
pecto al robot, se obtuvo un resultado como el siguiente:
Se puede apreciar que el robot busca esquivar el obstáculo sin detenerse, pero al mo-

mento de realizar esto, se pierde precisión del seguimiento de la trayectoria planificada,
ya que este programa busca modificar la trayectoria para evitar que el robot colisione
con el obstáculo.
En la figura 8.25 se muestran las posiciones y velocidades articulares en cada instan-

te de tiempo. En la gráficas de posición se puede ver una diferencia entre la posición
deseada y la real al instante que el robot se acerca al obstáculo; sin embargo, las velo-
cidades no son las mismas que las esperadas, ya que al estar activas las ganancias de
penalización para evasión éstas intentan modificar la posición pero al mismo tiempo
la ganancia P que controla el error de posición y velocidad entra en acción y prioriza
el seguimiento de posición. Debido a que el enfoque que buscamos es tanto el seguir
la trayectoria que se planificó como la evasión del obstáculo, se plantea una función
de costo que altere las velocidades articulares (acelerar o frenar al robot), lo cual nos
permite llevar a cabo la evasión sin modificar el seguimiento de posición de la tarea en
cuestión.
Como se muestra en la figura 8.26 se realiza adecuadamente el control de seguimiento
de trayectorias del robot RR teniendo un ı́ndice de Integral del Valor Absoluto del Error
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Figura 8.23: Errores de posiciones y torques del robot RR

de 0.0003 rad para el primer eslabón y 0.0001 rad para el segundo; de igual manera,
la evasión de obstáculos se realizó adecuadamente al tener una distancia mı́nima de
14.9 cm. En la gráfica 8.27 se presentan las posiciones y velocidades angulares obteni-
das. En ella se observa que, mientras las posiciones coinciden prácticamente con las
deseadas, las velocidades reales varı́an respecto a las estimadas en la planificación de
la trayectoria. Esto demuestra que, al penalizar las velocidades en el control, es posible
modificarlas para realizar la evasión sin alterar la trayectoria seguida.
Una vez lograda la evasión de obstáculos para el robot RR, se planteó realizar el con-

trol NMPC para la evasión de obstáculos en el robot UR5. En comparación con el modelo
matemático del robot RR, para este robot no se uso la formulación de Euler-Lagrange, si
no por el método de Newton-Euler, siendo su representación en espacios de estados de
la forma general como la ecuación 8.14. Siguiendo la metodologı́a anteriormente des-
crita, se establece el método de integración, se seleccionan los horizontes de predicción
y de control, las restricciones, la función de costo y las ganancias Q y R. La ganancia P
se estableció como 2 veces Q, para disminuir la carga computacional.
Al contar con un código para realizar el control NMPC de seguimiento de trayectorias
se realizaron pruebas para sintonizar las ganancias Q, R pero debido a la complejidad
del problema de optimización el tiempo requerido para poder realizar la simulación
resultaba alto, ya que el tiempo de optimización para cada paso es de entre 80 y 150 se-
gundos, con un horizonte de predicción N = 3 y un paso de tiempo de 0.04, ocasionando
que se generen 300 instancias de tiempo a ejecutar, obteniendo un tiempo aproximado
de simulación de 9 horas y 35 minutos como mı́nimo.
Se realizó una simulación de 2 segundos para poder identificar el comportamiento del
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Figura 8.24: Evasión de obstáculos por penalización de posición

(a) Posiciones articulares (b) Velocidades articulares

Figura 8.25: Posición y velocidad con penalización de posición

control. De dicha simulación se identifico que solo las articulaciones 5 y 6 tenı́an un
error aceptable de al rededor de 1 grado, mientras que las articulaciones 2 y 3 presen-
taban un error de posición muy grande, de hasta 52 grados.
Considerando este comportamiento y buscando mejorar los tiempos requeridos para la
simulación, se propuso controlar solo la posición del robot, dejando fijos los eslabones
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Figura 8.26: Evasión de obstáculos por penalización de velocidad

(a) Posiciones articulares (b) Velocidades articulares

Figura 8.27: Posición y velocidad con penalización de velocidad

4, 5 y 6 correspondientes a la orientación del robot, ya que estos no aportan una mejora
significativa en la tarea de tomar y poner que se tiene planeada. Para esto se aplicó el
teorema de Steiner, el cual nos permite conocer la masa, centro de masa y momento
de inercia del eslabón compuesto por los 4 eslabones, del eslabón 3 al 6, de la siguiente
manera: Se calcula el centro de masa del conjunto compuesto (cmc) por medio de la
ecuación:

cmc =

∑6
i=3miri∑6
i=3mi
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donde mi es la masa del eslabón i y ri es la posición de su CM respecto al sistema de refe-
rencia. Se calcula el momento de inercia total con respecto al centro de masa compuesto
por la ecuación:

Icom =
6∑

i=3

(Ii,cm +mid
2
i )

donde Ii,cm es el momento de inercia del eslabón i respecto a su propio CM y di es la
distancia perpendicular entre el CM del eslabón i y el CM compuesto.
Al realizar este cambio se redujo el tiempo de optimización a 12 segundos promedio,
lo cual nos permite reducir el paso de tiempo de 0.04 a 0.01 generando 1200 instancias
de tiempo, con un promedio de simulación de 4 horas, pero con mejor precisión para
el control de seguimiento de trayectorias. Se busca generar la evasión de obstáculos del
robot UR5 en donde el robot RR se considerará el obstáculo en cuestión.
Al tener en cuenta el tiempo de simulación que se estimó para un robot de 6 grados de
libertad y considerando que para generar el NMPC es necesario modelar y optimizar
tanto el robot UR5 con 3 grados de libertad y el robot RR, se propuso una técnica de con-
trol hı́brida PID-NMPC. En este esquema de control, el seguimiento de trayectorias se
llevará a cabo por un controlador PID, y una vez que la distancia al obstáculo sea igual o
menor a la distancia de seguridad establecida, se cambiará al esquema de control NMPC
para llevar a cabo la evasión de obstáculos hasta que el cobot UR5 se encuentre a una
distancia mayor o igual a 1.2 veces la distancia segura volver, entonces, al control PID.
De este control se obtienen los siguientes gráficos de seguimiento de trayectorias 8.28.
El error máximo mostrado en 8.29 es de 0.025 rad; es decir, un error máximo de 4.5

grados. De igual manera se aplico la métrica de desempeño anteriormente establecida,
obteniendo un IAE en grados de 2.4944 para la primer articulación, 3.4147 para la se-
gunda y 0.8180 para la tercera.
Por otra parte, el diagrama de torques 8.30 muestra que mientras el control PID se en-
cuentra activo, los torques obtenidos son los que requiere el sistema para poder llegar
a la posición deseada; sin embargo, en cuanto entra el control NMPC trata de disminuir
los torques hasta que se encuentren dentro de los limites establecidos y entra en acción
una función de transición, la cual permite hacer un cambio más suave entre el torque
demandado por el control PID y los torques con los que trabaja el MPC, esto con la fina-
lidad de disminuir el error de posición al realizar un cambio brusco de los torques.
A continuación se muestra la representación grafica de ambos robots en un espacio de
trabajo 8.31, donde el riesgo de colisión se presenta cerca de las coordenadas (0.85,0.3).
De igual forma se grafico la distancia del efector final del robot al obstáculo 8.32, para

comprobar que no existe colisión en ningún instante de tiempo.
Para poder comprobar que la función de costo afecta principalmente a las velocidades,
se generaron las siguientes gráficas 8.33, en donde se puede apreciar que la velocidad
de la primera articulación es la más afectada debido a que es la que más influye sobre
el desplazamiento en el plano x-y del robot debido a que el robot RR solo tiene efecto en
este plano. Con las gráficas obtenidas podemos visualizar que se lleva a cabo adecua-
damente la evasión del obstáculo sin dejar de realizar el seguimiento de trayectorias.
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Figura 8.28: Posiciones articulares del robot UR5

Figura 8.29: Errores de posición del robot UR5

85



Figura 8.30: Diagrama de Torques con NMPC entre el segundo 0.3 y 2.1

Como parte del enfoque de virtualización, se utilizaron los datos de evasión de obstácu-
los generados por el control NMPC para calcular las posiciones articulares de cada robot
mediante cinemática inversa. Estas trayectorias resultantes se integraron en los mode-
los virtuales, permitiendo una visualización más clara del comportamiento del sistema.
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Figura 8.31: Representación del espacio de trabajo de ambos robots

Figura 8.32: Distancia mı́nima al obstáculo
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Figura 8.33: Velocidades articulares

Figura 8.34: Simulación de evasión en Adams view

8.9. Software y Hardware

Para la implementación fı́sica y pruebas en tiempo real, se utilizó una Raspberry Pi 4
Model B como unidad de control principal, con las siguientes especificaciones técnicas:88



Arquitectura: Computadora de placa única (Single-Board Computer)

Procesador: ARM Cortex-A72 de 64 bits

Frecuencia de operación: 1.5 GHz (configurable hasta 1.8 GHz)

Memoria RAM: 8 GB LPDDR4

Almacenamiento: Tarjeta microSD de 64 GB con velocidad de escritura de 10 MB/s

Nota de rendimiento: La capacidad de procesamiento limita la velocidad de cálcu-
lo en comparación con sistemas de gama media/alta, pero resulta suficiente para
aplicaciones de control básico en robótica.

Esta tarjeta cuenta con un sistema operativo Raspberry Pi OS, la versión de bullseye con
un sistema de 32 bits.

8.10. Implementación de ACADOS

Buscando realizar un control en tiempo real y conociendo que la parte del progra-
ma donde se consume la mayor cantidad de recursos y tiempo es la optimización, se
propuso incorporar una metodologı́a conocida como ACADOS, la cual es un paquete de
software modular y eficiente para la resolución de programas no lineales (PNL) con una
estructura de problema de control óptimo.

Al investigar sobre este software se identificó que fue planeado para sistemas opera-
tivos basados en Linux, como Ubuntu o Raspbian (sistema de la Raspberry Pi). Por ello,
se integró ACADOS en la tarjeta Raspberry Pi. Dado que el lenguaje CasADi, empleado
por ACADOS, no era familiar con anterioridad, se realizó una fase de familiarización
utilizando la biblioteca acados template, compatible con Python. Como parte de es-
te proceso, se ejecutaron ejemplos precargados, entre los que se incluye el control de
un péndulo con referencia sinusoidal, cuyo resultado se muestra en la figura 8.35. De
igual manera, se revisó el programa de control de posición de un péndulo invertido
por medio de un control de mı́nimos cuadrados, partiendo de la posición invertida. Co-
nociendo estos ejemplos e identificando algunas de las caracterı́sticas necesarias para
describir el modelo de los robots que se deseaba controlar, se logró generar un control
NMPC para el robot RR, el cual cuenta con un horizonte de predicción N = 20 e ı́ndices
IAE de 2.03◦ para la primera articulación y 4.06◦ para la segunda. De este código se ob-
tuvieron las graficas donde se compara la posición angular deseada contra la obtenida,
los errores de posición, ası́ como los torques obtenidos. Como se muestra en 8.37, el con-
trol fue realizado en la Raspberry Pi, lo que implicarı́a tiempos de cálculo más lentos en
comparación con una computadora de gama media/alta. A pesar de esta limitación, el
tiempo total de ejecución fue de 7.2203 segundos, resultando notablemente inferior a
los 62.5148 segundos que consume una computadora de gama alta con un horizonte de
predicción 10 veces menor, manteniendo una precisión casi idéntica. Además, los tiem-
pos de optimización por instante se mantuvieron entre 3 ms y 5 ms, lo que refuerza la
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Figura 8.35: Control de péndulo con ACADOS

viabilidad de la implementación en este sistema embebido.

Para contextualizar estos resultados en el ámbito de sistemas embebidos para con-
trol robótico, resulta adecuado comparar el desempeño de la Raspberry Pi con platafor-
mas tı́picamente empleadas en robótica. De acuerdo con [42] a Raspberry Pi presenta
un rendimiento intermedio entre un microcontrolador de gama baja como el Atmel
ARM Cortex-M3 ,incapaz de ejecutar problemas con 6 o más estados por limitaciones
de memoria, y plataformas más especializadas como el PYNQ FPGA, que ofrece meno-
res tiempos de ejecución y uso de memoria, tomando como condición el uso de ACA-
DOS para la resolución de problemas. Tomando como ejemplo la implementación de
NMPC para un modelo de hovercraft con 9 estados, la Raspberry Pi registró un tiempo
de ejecución por iteración de 3.33 ms con qpOASES, mientras que el PYNQ FPGA logró
2.77 ms en las mismas condiciones. Aunque la Raspberry Pi no iguala el rendimiento
del PYNQ, su capacidad para resolver problemas de alta complejida y su balance entre
costo, accesibilidad y potencia la convierten en una opción viable y competitiva para
implementaciones de control robótico en tiempo real.

Si bien las caracterı́sticas limitadas de la Raspberry Pi y la necesidad de emplear
CasADI para integrar ACADOS a los programas realizados en lenguaje Python, son con-
diciones que limitan la capacidad de aplicar adecuadamente ACADOS a sistemas com-
plejos, este acercamiento a ACADOS nos permite identificar las fortalezas del software
y los requerimientos del mismo para poder aplicarlos a trabajos futuros.
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(a) Posiciones articulares obtenidas en ACADOS

(b) Errores de posición y torques

Figura 8.36: Gráficas de ACADOS
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Figura 8.37: Velocidades articulares

92



Capı́tulo 9

Conclusiones

La presente tesis logró el diseño e implementación de una plataforma de simulación
virtual en Python que integra un cobot de 6 GDL y un robot RR, demostrando la efecti-
vidad de un esquema de control predictivo no lineal (NMPC) para evitar colisiones con
obstáculos dinámicos mientras se completa una tarea de pick-and-place.
El sistema implementado empleó un método de detección de obstáculos basado en la
emulación de sensores de proximidad, capaz de determinar la distancia al obstáculo,
su velocidad relativa y dirección de aproximación. Esta información permitió desarro-
llar una estrategia de control que incorpora penalizaciones en la función de costo para
modificar selectivamente las velocidades del robot, logrando la evasión de obstáculos
mientras se mantiene la trayectoria de referencia. La función de costo seleccionada con-
sidera los errores de posición y velocidad, mientras que el proceso de optimización se
lleva a cabo mediante el optimizador SLSQP de la biblioteca minimize, elegido por su
capacidad para manejar restricciones de desigualdad de forma eficiente.
Entre las ventajas demostradas del MPC frente al control PID convencional se encuen-
tra su capacidad para limitar explı́citamente los torques de actuación, ası́ como su ha-
bilidad para evadir obstáculos no considerados en la planificación inicial, gracias a su
naturaleza predictiva y la incorporación de restricciones de estado. La formulación me-
diante modelos de Euler-Lagrange y Newton-Euler resultó fundamental para capturar
la dinámica no lineal inherente a los robots manipuladores, justificando el uso de un
esquema NMPC que evita las pérdidas de precisión asociadas a la linealización.
Para abordar la complejidad computacional del NMPC, se implementó un esquema de
control hı́brido que combina estrategias de PID y MPC, reduciendo significativamente
la carga computacional sin comprometer la precisión del control.
La arquitectura modular del software desarrollado permite adaptar el sistema a dife-
rentes configuraciones de obstáculos con modificaciones mı́nimas, facilitando su exten-
sión futura hacia implementaciones en plataformas fı́sicas. Finalmente, la implementa-
ción exitosa del control en tiempo real en una Raspberry Pi demuestra la viabilidad de
ejecutar control predictivo en sistemas embebidos de bajo costo, con tiempos de opti-
mización consistentemente inferiores a 5 ms, cumpliendo con los requisitos de control
en tiempo real que tı́picamente requieren latencias menores a 10 ms para aplicaciones
robóticas de precisión.
La selección de Python como entorno de desarrollo resultó estratégica debido a su prac-
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ticidad, versatilidad funcional, amplio ecosistema de bibliotecas y robusto soporte co-
munitario, caracterı́sticas que en conjunto permitieron implementar una solución compu-
tacionalmente eficiente y metodológicamente sólida.

9.1. Contribuciones Originales

Las contribuciones originales de esta tesis incluyen:

El diseño e implementación de un entorno virtual de simulación computacional en
Python para la prueba y validación de algoritmos de control (MPC) en escenarios
de robótica colaborativa multi-robot.

El desarrollo y análisis comparativo de un controlador MPC frente a un controla-
dor PID para la tarea de evasión de colisiones, demostrando las ventajas del es-
quema predictivo en un entorno dinámico simulado.

El desarrollo de una estrategia de control hı́brido que reduce la carga computacio-
nal del MPC no lineal, manteniendo su nivel de precisión.

La implementación en tiempo real del algoritmo MPC en una Raspberry Pi, demos-
trando su potencial para ser desplegado en sistemas embebidos de bajo costo.

9.2. Trabajo a futuro

El trabajo a futuro de este proyecto contempla las siguientes lı́neas:

Incorporar incertidumbre en los modelos, para verificar un comportamiento más
realista.

Implementar una co-simulacion con un sistema CAE para validar las respuestas
obtenidas antes de llevarlas al entorno fı́sico.

Implementar sensores LIDAR para la detección de obstáculos, caracterizando ex-
perimentalmente los tiempos de adquisición y procesamiento de datos.

Implementar el sistema de control en una plataforma robótica fı́sica para validar
los resultados de la simulación.

Usar esquemas de aprendizaje por refuerzo para optimizar los parámetros del
MPC.

94



Apéndice A

Inicio de Co-Simulación

A.1. Estándar FMI

Este capı́tulo examina la co-simulación como alternativa para la integración de mo-
delos virtuales, en donde se requiere poder compartir uno o más modelos de diferentes
sistemas o software e integrarlos en uno. El estándar FMI, Interfaz de Maqueta Funcio-
nal o Functional Mock-up Interface por sus siglas en inglés, es el resultado del proyecto
MODELISAR, el cual fue una colaboración de 29 socios europeos con el propósito de
desarrollar maquetas funcionales, las cuales son métodos, estándares y herramientas
para respaldar el diseño colaborativo, la simulación y las pruebas de sistemas y softwa-
re integrado.
Los programas con el estándar FMI pueden generar un FMU (functional Mock-up unit;
unidad de maqueta funcional), el cual se puede importar a un entorno cerrado para
poder usarlo. Para poder abrir los archivos FMU se requiere cambiar la extensión .fmu
por .zip, la cual puede contener diversas carpetas y documentos como archivos:

1. Archivo .xml, denominado ”modelDescription.xml”, debido a que proporciona in-
formación acerca del modelo como: nombre, fecha y hora de creación, la herra-
mienta donde se generó yel tipo de variables.

2. Una carpeta denominada ”binaries”, que contiene el código compilado (general-
mente en lenguaje C), con las funciones necesarias para la simulación del modelo.

3. archivos ”.dll”. archivos donde se guardan recursos ejecutables del programa.

4. archivos ”.h”, son archivos donde se almacenan definiciones de las variable, cons-
tantes y funciones del sistema.

5. archivos ”.log”, registro de errores de la ejecución del programa.

6. archivos ”.json”, son similares a los archivos .xlm, pero solo admiten datos numéri-
cos y de texto.

7. archivos ”.lib.almacenan información de los objetos y datos de la exportación de
otros programas.
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Actualmente existen 3 versiones de FMI, la FM 1., FM 2.0 y FM 3.0, la más actual. No
todos los programas que cuentan con el estándar, son de la misma versión en [43], se
puede ver una lista de los programas que cuentan con este estándar y cuál es la versión
del mismo.

Co-simulación en Adams

Una vez que se tiene el prototipado virtual se busca establecer la co-simulacion del
mismo con el sistema de control. De acuerdo con [44], Adams cuenta con 3 formas de
co-simulación.

1. co-simulación (Modo Discreto): En este método, Adams resuelve las ecuaciones del
sistema mecánico, mientras que la aplicación de control resuelve las ecuaciones
del sistema de control. Ambos sistemas intercambian entradas y salidas en inter-
valos de tiempo predefinidos, conocidos como intervalos de comunicación.

2. Evaluación de Funciones (Modo Continuo): Aquı́, la aplicación de control resuelve
tanto las ecuaciones del sistema mecánico como las del sistema de control.

3. Importación del Sistema de Control: Adams resuelve las ecuaciones combinadas
del sistema mecánico y del sistema de control importando una Biblioteca de Siste-
ma Externo (ESL).

Debido a que se tiene planeado realizar el control en lenguaje Python, se empleará el
tercer método para poder realizar la co-simulación. Para poder llevar a cabo este proce-
so es necesario convertir el archivo de control que se desee integrar a la co-simulación
como un archivo FMU (Unidades de Maqueta Funcional), que siga el estándar FMI para
su correcto funcionamiento.
La Interfaz Funcional de Maqueta (FMI) es un estándar abierto diseñado para apoyar el
intercambio de modelos de simulación y su integración en diferentes herramientas de
simulación. Adams soporta los estándares FMI 1.0 y 2.0 tanto para co-simulación como
para intercambio de modelos. En co-simulación, Adams puede actuar como maestro o
esclavo, mientras que en intercambio de modelos, Adams opera en modo maestro.

Modo Maestro FMI: Permite que Adams importe modelos externos (Unidades de
Maqueta Funcional, FMUs) compatibles con los estándares FMI para fines de si-
mulación, lo cual se tiene planeado realizar en esta tesis.

Modo Esclavo de co-simulación FMI: Permite exportar modelos de Adams como
FMUs, que luego pueden ser utilizados en otro software que soporten el modo
maestro de co-simulación FMI.

Estructura del Archivo FMU

Un archivo FMU es un archivo zip que contiene:

Un archivo XML de descripción del modelo
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Un archivo binario para el modelo

Archivos de recursos y código fuente opcionales

El archivo XML proporciona metadatos como definiciones de entrada/salida y banderas
de capacidad.
Para poder realizar la conversión de un archivo de Python a un formato FMU, se re-
quiere el uso de una biblioteca que nos permita brindarle las caracterı́sticas adecuadas
a nuestro programa. Al momento de generar el archivo FMU, se debe tener en cuenta
que existen scripts de Python que no se pueden convertir directamente a un archivo
FMU, sin embargo se pueden generar archivos tipo .txt o entornos .yml que permitan
empaquetar estos datos dentro del archivo FMU para su correcto funcionamiento.

A.2. Unidad de Maqueta Funcional (FMU)

Una Unidad de Maqueta Funcional o FMU (Functional Mock-up Unit) es un formato
estandarizado utilizado en la simulación de sistemas dinámicos para integrar y compar-
tir modelos entre diferentes herramientas y entornos de simulación. Las FMU son parte
de un estándar llamado Functional Mock-up Interface (FMI), que fue desarrollado para
facilitar la interoperabilidad entre diversas plataformas de simulación, promoviendo
la reutilización de modelos y reduciendo la dependencia de herramientas especı́ficas.
Una FMU es esencialmente un paquete que contiene todo lo necesario para simular un
modelo en un entorno externo. Las principales caracterı́sticas incluyen:

1. Es un paquete comprimido con la extensión .fmu que contiene:

Código binario o fuente del modelo.
Archivos de configuración y metadatos en formato XML.
Arcivos adicionales necesarios para el modelo.

2. Estandarización: Los FMU siguen las especificaciones del estándar FMI, lo que ase-
gura su compatibilidad con herramientas que soporten este estándar.

3. Interfaz definida: Los parámetros, entradas, salidas y estados del modelo están
definidas dentro del archivo.

4. Autonomı́a: permitiendo que sea utilizado de manera independiente del software
en el que fue creado.

Este tipo de archivos se pueden crear para intercambio de modelos o co-simulación.
En el intercambio de modelos el FMU describe las ecuaciones diferenciales del modelo
pero la resolución numérica se realiza en el software destino. Mientras que los FMU
de co-simulación incluyen un solucionador que resuelve las ecuaciones del modelo de
forma independiente.
Debido a sus caracterı́sticas este tipo de modelos se puede emplear en diversos entornos
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de simulación sin necesidad de realizar cambios, emplear los mismos modelos para
diferentes propósitos, eliminar la dependencia de softwares propietarios y adaptar el
FMU a las necesidades del proyecto.

A.3. Creación del FMU

Para poder generar el archivo FMU es necesario realizar la creación de un archivo
Python. En dicho archivo se debe especificar el modelo con el que se desee trabajar; éste
debe contar con las entradas que requiere el modelo para funcionar, las señales de sali-
da que el modelo va a proporcionar, los parámetros y las variables del modelo, ası́ como
especificar qué tipo de variables son y qué tipo de cambio pueden presentarse en cada
uno de éstos; como se muestra en la figura A.1. Debido a que Python no cuenta como
lenguaje nativo para la generación de archivos FMU, se precisa del uso de bibliotecas
como Pyfmi, fmpy o Pythonfmu, las cuales permiten transformar el lenguaje Python a
uno compatible con el estándar FMI.

Figura A.1: Modelo en archivo fuente

Unas vez realizado el archivo fuente, se debe generar un archivo .xml el cual se emplea
para describir el comportamiento que se espera obtener del archivo binario, éste fun-
ciona como un intérprete para poder acoplar el código fuente a diferentes programas
destino. Es en este código, donde se debe especificar el tipo de FMU que se busca gene-
rar, teniendo la opción de ser para intercambio de modelo o para co-simulación. De ser
el caso de co-simulación se debe recordar que el código fuente debe de contar con un
solucionador para resolver las ecuaciones diferenciales presentes en el modelo.
El tercer aspecto importante es la inclusión de recursos adicionales que puedan com-
plementar el modelo, ası́ como imágenes, tablas de datos o bibliotecas externas. Para
esta tesis fue necesario generar un archivo .yaml, el cual sirve para indicar aquellos
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recursos adicionales que no son intrı́nsecos del modelo, pero que se requieren para su
funcionamiento, como la biblioteca numpy o scipy que se emplean en el modelo para la
creación de arreglos y la resolución de las ecuaciones diferenciales, respectivamente.
Debido a que las bibliotecas mencionadas no son nativas de Python, es necesario indi-
car que se deben tomar en cuenta al momento de empaquetar los archivos.
Al contar con estos tres archivos principales se puede proceder a la creación del archivo
.fmu. Para esto es necesario generar un código que nos permita empaquetar cada uno
de los archivos con las caracterı́sticas deseadas, es decir, que el archivo .py se considere
el codigo fuente, el .xml lo reconozca como el documento descriptivo o intérprete y el
archivo. yaml sean los recurso adicionales para el correcto funcionamiento del modelo.

Figura A.2: Verificador de Modelica

Una vez que se ha generado el archivo FMU se requiere corroborar que éste funciona
adecuadamente. Para hacer esto existen varias opciones:

Ejecutar el modelo en el programa destino.

Generar un código verificador basado en FMIpy, para revisar la recepción de en-
tradas y salidas.

Emplear el verificador de la asociación Modelica (organización que desarrolla y
promueve estándares abiertos para el modelado y simulación de sistemas), para
asegurar el correcto uso del estándar FMI

El verificador de Modelica nos permite revisar si el archivo .fmu funciona adecuada-
mente. Verifica la información del modelo, las variables del mismo y los archivos que
se generaron para la creación del FMU, como se muestra en la figura A.2.
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Una vez que el archivo .fmu funciona adecuadamente, se realiza su integración con
el sistema objetivo, en este caso ADAMS View. Para esto, en necesario indicar en ADAMS
el control de las entradas del sistema como, se muestra en la figura A.3, provenientes
del sistema de control (FMU) y las salidas que se éspera obtener de este para que el FMU
pueda realizar el control.
Una vez que las entradas del sistema están relacionadas con las salidas del modelo y
viceversa, ADAMS view genera un archivo del tipo DLL ADAMS Master, el cual integra
tanto el FMU (modelo) y el sistema de control del propio ADAMS. El propio sistema de
ADAMS view reconoce este archivo como un archivo para co-simulación.

Figura A.3: Interfaz de control mecánico de ADAMS

El archivo DLL ADAMS Master que se generó para ADAMS nos permite llevar el ro-
bot RR de la posición inicial a una posición deseada.Para poder controlar al robot para
que realice adecuadamente la tarea de tomar y colocar que se le asigna, es necesario
generar una trayectoria que describa el movimiento que éste debe de realizar.
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