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Introduccion

La teoria de cédigos es un area activa dentro de la matematica actual por las virtudes de su objeto
de estudio (codigos) y su relacion con teorias matematicas inmersas en aspectos fundamentales de
la vida moderna, por ejemplo, la teoria de la informacién.

Dada la importancia del manejo de datos, su representacién y transmisiéon en la tecnologia, los
codigos suelen ser una herramienta primordial. Los enfoques de la teoria de cédigos son variados,
segun sea la herramienta matematica que se utilice para su estudio. Los codigos algebraicos funda-
mentan su teoria en la sélida rama matematica conocida como algebra y su caracteristico enfoque.
Este tipo de co6digos serdn un pilar fundamental de este trabajo.

De gran interés es la deteccion y correccion de errores que suceden en la transmisiéon de datos
digitales, pues los errores conllevan a recibir datos distintos a los originalmente transmitidos. Los
codigos detectores-correctores realizan tal tarea, por lo que son imprescindibles hoy en dia. Dentro
de los codigos detectores-correctores de errores se encuentra una clase muy importante, la clase
de los cddigos lineales detectores-correctores de errores. Ademés, la estructura tedrica de tales
codigos es muy rica, lo que hace muy interesante su estudio. A su vez, dentro de los codigos
lineales se encuentran otros de gran relevancia, como lo son los cédigo ciclicos. Los codigos ciclicos
tienen propiedades atin més interesantes desde el punto de vista algebraico. Finalmente como una
subclase destacada de los c6digos ciclicos tenemos a los cdédigos BCH y a los Codigos Reed-Solomon,
los cuales son bastante apreciados en las aplicaciones.

Esta tesis tiene como principal objetivo de estudio a los cédigos BCH y a los c6digos Reed-Solomon.
La base de este trabajo se encuentra en el libro Coding Theory A First Course"(c.f el cual
aborda propiedades interesantes y relevantes de los c6digos antes mencionados. Mas alla de las
propiedades tedricas, serd de interés visualizar ideas y resultados en cuestiones de programacion,
lo que permita aterrizar y comprender la importancia del material analizado.

Se presentaran 5 capitulos en este trabajo. Cada uno consta de lo siguiente:

Capitulo 1: En este capitulo se daran los preliminares para el resto de la tesis, principalmente
abordando conceptos y resultados de las estructuras algebraicas que sobre las cuales se desarrollan
los siguientes capitulos.

Capitulo 2: Respecto a este capitulo, se analizan los conceptos basicos de la teoria de cédigos sobre
campos finitos. Capitulo 3: Este es el capitulo principal de esta tesis, en el cual se analizan los
codigos BCH, sus caracteristicas, propiedades, ademés del desarrollo de un importante algoritmo
de decodificacién que permita llevar a la programacion los resultados clave del capitulo.

Capitulo 4: Con el precedente del capitulo 3, se estudian los cddigos Reed-Solomon. De interés son
sus propiedades respecto a los cdédigos BCH en general, sus caracteristicas, propiedades, capacidad
de correccién de errores. También, un algoritmo de decodificaciéon es analizado con el propoésito de
implementarse mediante programacion.

Capitulo 5. Este capitulo aborda la programacion de los algoritmos de decodificacion presentados
en los dos capitulos previos. El sustento de los programas se basa en resultados vistos en todo el
trabajo. La idea es aterrizar los conceptos a un dmbito palpable.



VI Introduccion

Una razon importante de este trabajo es que tras el analisis de los codigos BCH y los cddigos Reed-
Solomon sea posible incursionar en el estudio de los codigos de Goppa. Los cédigos de Goppa son
una interesante clase de cédigos lineales detectores-correctores de errores que permiten entender
a una clase més grande de codigos llamados alternantes, entre los que encontramos a los cédigos
BCH y los codigos de Goppa (cf. .



Capitulo 1

PRELIMINARES

1.1. ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS BASICAS

El contenido de este capitulo es sobre estructuras algebraicas que serén de utilidad en los capitulos
siguientes. Definiciones, resultados y demostraciones son principalmente extraidos de los libros
Galois Theory de J. Rotman (cf. [13]) y Finite Fields de H. Niederreiter y R. Lidl (cf. [9]). La
mayoria de teoremas, lemas y proposiciones que se enuncian son demostrados, en caso contrario se
citara una referencia que permita consultar una prueba del resultado pertinente.

En lo posterior, se considerard a w = {0, 1,2, ...} como el conjunto de los ntimeros naturales, el cual
se denotara también por Ny. Por N nos referimos al conjunto de los nimeros naturales positivos.

Definicién 1.1 i) (9,-) es un semigrupo si S es un conjunto no vacioy - : S x S — S es una
operacion binaria que cumple lo siguiente:

Ve,y,z€ S: (z-y)-z=x-(y- 2).

ii) (M, -, e) es un monoide si (M, -) es un semigrupo y e € M es tal que para cada x € M:

iii) (G,-,e) es un grupo si (G,-,e) es un monoide y para cada x € G existe y € G tal que
T y=y-xr=ec.
iv) Al grupo (G, -, e) se le llama abeliano si para cada z,y € G se cumple lo siguiente:

x:y:y:"l’/‘

Ejemplo 1.2 i) (N, +) es un semigrupo.
ii) (N,-,1) es un monoide.

iii) (Z,+,0) es un grupo.

Definicién 1.3 i) Un anillo (asociativo) R es un conjunto no vacio con dos operaciones binarias

+:RxR— Ry -:RxXxR—R,
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llamadas suma y producto, respectivamente, tales que cumplen lo siguiente:
1) (R,+,0) es un grupo abeliano.

2) (R,-) es un semigrupo.

) Ve,y,2z€ R: (z-(y+2)=z-y+z-2) A((y+2)-z=y-z+2-x).

)
ii) Un anillo R es un anillo con identidad si existe 1 € R tal que (R, -, 1) es un monoide.

iii) R es un anillo conmutativo si para cada x,y € R se cumple que x -y =y - x.

Ejemplo 1.4 i) El conjunto de los enteros pares 2Z con la suma y producto usuales es un anillo
asociativo sin identidad.

ii) El conjunto de los nimeros enteros Z con la suma y producto usuales es un anillo asociativo
con identidad, adema&s es conmutativo.

iii) Las matrices de tamafo nxn con coeficientes en los niimeros reales, junto con la suma y producto
usuales, forman un anillo asociativo con identidad, en este caso el anillo no es conmutativo.

En el resto de este trabajo, cualquier anillo al que se refiera serd un anillo con identidad.

Definicién 1.5 i) Un elemento x de un anillo R se llama unidad si existe y € R tal que zy = yz = 1.

ii) Un anillo R tal que 0 # 1, se dice que es un anillo con division si cada elemento de R distinto de
cero es una unidad. De manera equivalente, R es anillo con division si (R — {0},-,1) es un grupo.

iii) Un anillo F es un campo si F es anillo con divisién conmutativo.

Ejemplo 1.6 1) Las unidades de Z son 1 y —1.
2) Q, Ry C con sus operaciones usuales de suma y producto son campos.
3) Z, con p un nimero primo, es un campo con la suma y producto usuales entre clases.

4) El conjunto de los cuaterniones reales forman un anillo con divisién que no es un campo. Cabe
resaltar, que todo anillo finito con divisién es un campo (Teorema de Wedderburn).

Definicién 1.7 Sean R un anillo e I C R. Se dice que I es un ideal de R si se cumple lo siguiente:
1) I es un subgrupo de (R, +,0).
2Q)Vx e R,Vjel: xjjuel.

Definicién 1.8 Sean R y R’ anillos.

1) Un morfismo de anillos es una funciéon ¢ : R — R que cumple lo siguiente:
i) Va,b € R: p(a+b) = p(a)+ ¢©(b)
ii) Va,b € R: p(a-b) = ¢(a) - p(b).

2) El nucleo de un morfismo de anillos ¢ : R — R’ se define y se denota como ker(y) := {r €
R : ¢(r) = 0} 3) Si un morfismo de anillos ¢ : R — R’ es biyectivo, entonces se dice que ¢ es
isomorfismo y que Ry R’ son isomorfos, lo cual se denota R = R'.

Observacion i) El nicleo de un morfismo de anillos ¢ : R — R’ es un ideal de R.
ii) No es dificil ver que un morfismo de anillos ¢ : R — R’ es inyectivo si y solo si ker(y) = {0}.
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Definicién 1.9 Sea R un anillo conmutativo.
i) Un elemento x € R — {0} se dice que es un divisor de cero si existe b € R — {0} tal que xb = 0.
ii) A R se le llama dominio entero si no tiene divisores de cero.

Sean R un anillo e I un ideal de R. Entonces se define la siguiente relaciéon en R:
r1 ~1 T SinélO siry —rq € 1.

Notese que paracadar € R:ir—r=0¢€ I.Sir—s € I entonces s —r = —(r —s) € I.Finalmente, si
x—y,y—z € I entonces z—z = (x—y)+(y—=z) € I. Todo lo anterior se cumple del hecho de que I es
un subgrupo de (R, +,0). Por lo tanto, ~; es una relacion de equivalencia. La clases de equivalencia
bajo esta relacién son de la forma r +1 = {r+j : j € I}. Al conjunto £ = {r+1:r € R} lo
podemos dar una estructura de anillo, tal como se analiza a continuacion.

Proposicién 1.10 Sea R un anillo e I un ideal de R. Entonces el conjunto & = {r +1:r € R}
es un anillo con las siguientes operaciones binarias:

. R R
+~THT
(r+I,s+I)— (r+s)+1,
. R R
T T
(r+1,s+1)— (rs)+1.

Demostracion. Supongamos que 1 +1 =s1+1yro+1 =sy+ 1. Entonces ry —s1,80 — 12 € I, lo
cual implica que (r1 —s1)—(sg—712) = (r1+7r2)—(s1+s2) € I, de ahi que (r1+r2)+1 = (s1+52)+1.
Por lo tanto la suma estd bien definida. Como r1 —s1, 79— 89 € I, entonces existe t1,ts € I tales que
rH —81 = tl y ro—82 = tg. Se sigue que s =711 —tl, S9 = T9 —tQ Yy S$182 = 1172 —Tltg —tl’l"g +t1t2,
donde k = —ryty — tyre + t1ts € I. De ahi que (s182) + 1 = (ri7m2) + k+ I = (r1r2) + I. Por lo
tanto, el producto esta bien definido. Teniendo la buena definicién de las operaciones, no es dificil
comprobar que (?, +, 1) es un grupo abeliano, (%, ;14 I) es un monoide y se cumplen las leyes
distributivas. |

1.2. ANILLO DE POLINOMIOS

Definicién 1.11 1) Sea R un anillo. Definimos una sucesion en R como una funciéon f : Ng — R.
Podemos pensar en f(n) =a, v f = (ag, a1, ..., Gn, -..)-

2) Dada una sucesion f en R definimos su soporte como sop(f) = {n € Ny : f(n) # 0}.

3) Un polinomio con coeficientes en R es una sucesiéon en R con soporte finito. Al conjunto de polino-
mios con coeficientes en R lo denotamos por R™M0) | es decir, RNo) = {f € RYo : sop(f) es finitio}.

Ejemplo 1.12 f = (1,2,0,5,1,0,...) € ZMo), Entonces sop(f) = {0,1,3,4}.

Definicion 1.13 Sea R un anillo. Se define la operacion binaria

41 RMo) —, R(F0)
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(f,9) — f+g,
donde para cada n € No: (f + g)(n) = f(n) + g(n) (la suma del lado derecho es en R).

Proposicién 1.14 La operacion binaria en RMo) de la definicion 1.13 es, en efecto, una funcion.

Demostracion. Basta comprobar que sop(f+g) es finito. Sean € sop(f+g), entonces f(n)+g(n) =
(f + g)(n) # 0. Se sigue que f(n) # 0 6 g(n) # 0; en consecuencia n € sop(f) U sop(g), o bien,
sop(f+g) C sop(f)Usop(g). Ya que sop(f) y sop(g) son finitos, entonces sop(f)U sop(g) es finito.
Ademas, como subconjuntos de conjuntos finitos son finitos, se concluye que sop(f + g) es finito,
es decir, f 4+ g € RMo). [ |

Definicién 1.15 Sea R un anillo. Definimos la operaciéon binaria
.+ RMNo) __y R(No)
(f7 g) — f 9,

donde para cada n € No: (f-g)(n) = > f(i)g(4).
i+j=n

Proposicién 1.16. La operacion binaria en RMN0) de la definicion 1.15 es, en efecto, una funcion.

Demostracion. Sea n € sop(f - g). Entonces, 0 # (f - g)(n) = > f(i)g(j). Se sigue que existen
i+j=n

i,j € N tales que f(i)g(j) # 0, en consecuencia, ¢ € sop(f) v j € sop(g). Es decir, para cada

n € sop(f - g) existe (i,7) € sop(f) x sop(g) tal que i + j = n. Asi, se tiene que |sop(f - g)| <

|sop(f) x sop(g)]. Como sop(f), sop(g) son finitos, entonces sop(f) x sop(g) es finito. Por lo tanto,

sop(f - g) es finito, es decir, f - g € RMNo), |

Para un anillo R, es bien conocido que RMNo) con las operaciones definidas en y es un
anillo.

Proposicién 1.17 Sea R un anillo. Entonces R™0) es un anillo con las operaciones definidas en

y [CT3}, donde

son los neutros de las operaciones + y -, respectivamente.

Definicién 1.18 Sea R un anillo. Se definen los siguientes polinomios con coeficientes en R.

i) 2 =(0,1,0,...);
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ii) Para r € R, se define el polinomio constante 7 = (r,0, ...).

Observacién. Si f € RN donde f = (ag, a1, ...,an,0,...), entonces f = ag + a12" + ... + a,z",
por lo que RMN) puede ser considerado, de manera usual, como R[z].

Definicién 1.19 Sea f € Rz]. El grado de f, el cual denotamos por grad(f), se define como
grad(f) = max{k € Ny : f(k) # 0}.
Notese que la anterior definicién no incluye al polinomio 0.

Lema 1.20|Si F es un campo, entonces F[x] es un dominio entero.

Demostracion. Sean f,g € F[z] distintos de cero. Basta demostrar que grad(fg) = grad(f) +

grad(g).

Supongamos que grad(f) =ny grad(g) = m. Entonces f(i) = 0 para cada ¢ > n y g(j) = 0 para

cada j > n. Entonces (fg)(n+m) = > f()g(j) = f(n)g(m) # 0, de ahi que grad(fg) =
1+j=n+m

grad(f) + grad(g) = n + m. " [ |

Teorema 1.21 Si F es un campo y f(z),g(z) € Fz], con g(z) # 0, entonces existen tinicos
q(z),r(x) € F[z] tales que f(x) = g(x)q(x) + r(z), donde r(x) =0 6 grad(r) < grad(g).

Demostracion. Sean f(x),g(xz) € Fz]. Supongamos que f(z) # 0 (en otro caso f(z) = Og(z) + 0).
La demostracion se hara por induccion sobre grad(f) teniendo los siguientes tres casos:

i) Si grad(f) = 0 = grad(g), entonces f y g son polinomios constantes. Como F es un campo
entonces f(z) = ggigg( ) + 0; ii) Si grad(f) < grad(g), entonces f(z) = Og(z) + f(x); iii) S

n = grad(f) > grad(g) = m, tenemos que f(z) = ap + a1 + ... + apz™ y g(x) = by + bz + ...A+
bma™. Si se multiplica a g por y=2"~™ y se resta a f(x) se tiene que f(z) — Z—Zx”*mg(x) =06
grad(f(xz) — g=a"~"™) < grad(f). De lo anterior se derivan dos subcasos:

a) Si f(x) — =" "Mg(x) = 0, entonces f(z) = &g(z) 4 0. b) Si grad(f — pa ™) < grad(f),
entonces por hlpotesis de induccion, existen ﬁnicos q( ),7(x) € Flz] tales que f( )—patTmg(z) =
g(x)q(x)+r(x), donde r(x) = 06 grad(r) < grad(g). Entonces, f(x) = (Z; " m+q( Ng(x)+r(x
con r(z) =0 6 grad(r) < grad(g). |

Si F es un campo, entonces F[z] es un anillo de ideales principales, es decir, cada
ideal de F[x ] es de la forma (g(x)) := {f(x)g(x) : f(z) € Flz]} para algin g(z) € F[z] .

Demostracion. Sea I un ideal de F[z].

i) Si I = {0}, entonces I = (0).

ii) Supongamos que I # {0}. Sea A = {n € N : grad(f) = n para algin f € I}. De la hipétesis de
este caso, se sigue que A # (). Por el principio del buen orden, el conjunto A tiene elemento menor
m. Entonces existe h(z) € I tal que grad(h(z)) = m, donde h(z) = ag + a1z + ... + a,, ™. Sea
g(z) = - h(z) € I. Veamos que I = (g(x)).

€] Sea 7(z) e I. Entonces, por el algoritmo de la division, existen tnicos g(z),r(z) € Flz]
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tales que f(z) = g(z)q(z) + r(z), donde r(z) = 0 6 grad(r) < grad(g). Si r(z) # 0, entonces
r(z) = f(z) — g(x)q(z) € Iy grad(r) < grad(g), lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,
r(z) =0 y asi tenemos que f(z) = g(z)q(z) € (g(z)).

[2] Si f(z) € (g(x)), entonces existe g(z) € F[z] tal que f(z) = ¢q(x)g(x), de ahi que f(z) € I,
pues I es un ideal y g(z) € I. [ |

Definiciéon 1.23 Sean f(z),g(z) € Fz].

a) Un polinomio d(z) € F[z] es llamado el méximo comun divisor de f(z) y g(z) (d(z) =
med{f(x),g(x)}) si cumple:

i) d(@)|f(z) y d(z)|g(x);

ii) Si k(z) € F[z] es tal que k(z)|f(z) y k(z)|g(x), entonces k(x)|d(z);

iii) d(z) es monico.

b) Un polinomio m(z) € F[z] es llamado el minimo comun multiplo de f(z) y g(z) (m(x) =
mem{f(z),g(x)}) si cumple:

i) f(x)[m(x) y g(x)|m(x)

ii)) Si ](f(;?) € F[z] es tal que f(z)|k(z) y g(x)|k(z), entonces m(x)|k(z);

Se enuncia sin demostracion (cf. [13[) la siguiente proposicién.

Proposicion 1.24 Sean f(z), g(z) € Flx]. Entonces el maximo comun divisor y el minimo comin
multiplo de f(x) y g(x) existen y son tnicos.

1.3. DOMINIOS DE FACTORIZACION UNICA

Definicién 1.25 Sea D un dominio entero.

i) Un elemento 0 # p € D es llamado irreducible si cualquier factorizacion p = ab con a,b € D
implica que a es unidad o b es unidad.

ii) a,b € D son asociados si existe una unidad u € D tal que b = au.

Definicién 1.26 Sea D un dominio entero. Se dice que D es un dominio de factorizaciéon tnica
(DFU) si cumple las siguientes propiedades:

1) Cada d € D — {0} que no es unidad se puede factorizar como un producto finito de irreducibles.
2) Sipipa-...:pr y tita-...-ts son dos factorizaciones en irreducibles de un mismo elemento, entonces
r=sylos t;-s se pueden renumerar de tal manera que p; y t; son asociados.

Lema 1.27 Sea D un dominio de ideales principales. Si Iy C I, C I3 C --- es una cadena
ascendente de ideales de D, entonces existe un entero positivo r tal que para cada s > r se cumple
I,=1.

Demostracion. Sea I = |J I;. Entonces I es un ideal de D. Para comprobar esto, obsérvese que
ieN

0 € I; para cada i € N, lo cual implica que 0 € I. Ademas, si x,y € I entonces existen i,j € N

tales que x € I; y y € I;. Sin perdida de generalidad, supongamos que ¢ < j, entonces x,y € I}, lo
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cual implica que z+y € I; C 1. Sir € D, entonces rz € I; C I, ya que I; es un ideal de D. Por lo
tanto, I es un ideal de D. Ya que los ideales de D son principales, entonces existe g € D tal que
I = {(g). Como g € {g) = I, entonces existe r € N tal que g € I,.. Se sigue que I = (g) C I, C I.
Por lo tanto, I = I, = (g).

Finalmente, obsérvese que para cada s > r se tiene que I = (g) =1, C I, C I, es decir, [ =I,. B

Teorema 1.28|Sea D un dominio de ideales principales. Entonces un elementos d € D — {0} que
no es unidad se puede factorizar como producto de irreducibles.

Demostracion. Sea d € D — {0} que no es unidad.

i) Si d es irreducible la afirmacion del teorema se sigue.

ii) Supongamos que d no es irreducible, entonces existen aj,b; € D no unidades tales que d = a;b;.
Se sigue que (d) & (a1), pues si se tiene la igualdad entonces d y ay serian asociados (pues existirian
s1,82 € D tales que a = s1d y d = s2a, lo cual implica que a = s1s2a y en consecuencia 1 = s15o,
es decir, s1 y s2 son unidades y por lo tanto a1 y d son asociados), lo cual implica que b; es unidad
y se llega a una contradiccién.

Si a1 no es irreducible, entonces existen ao, by € D no unidades tales que a; = asbs, lo cual implica
que (d) & (a1) & (a2). Continuando de esta manera, podemos formar una cadena ascendente
(d) G (a1) G ... G (an) & ... . Por el[Lema 1.27] existe r € N tal que (a,) = (a,) para cada s > r.
Por como se formo la anterior cadena, se sigue que a, tiene que ser irreducible. Entonces d = p;cy,
donde p; = a, es irreducible y ¢; no es unidad (en caso contrario d y a, serian asociados y en
consecuencia d seria irreducible). Como ¢; no es unidad, se puede repetir el argumento anterior y
encontrar ps irreducible y ¢y no unidad tal que ¢; = pace. Continuando este proceso obtenemos
una cadena ascendente (d) C (p1) C (p2) C ... ; por el existe t € N tal que (p¢) = (ps)
para cada s > t. Se sigue que d = p1ps - ... prer con cada factor irreducible (incluso ¢; es irreducible
pues la cadena (d) C (p1) C (p2) C ... tiene longitud ¢). [ |

Teorema 1.29 Sea D un dominio de ideales principales.

1) p € D es irreducible si y solo si (p) es un ideal maximo (no existe un ideal propio de D que
contenga propiamente a (p)).

2) Si p € D es irreducible y p|ab (existe ¢ € D tal que ab = ¢p) entonces pla o plb.
3) Si p € D es irreducible y plajas - ... - a, entonces pla; para algtn i € {1,...,k}.

Demostracion. 1) [=>] Supongamos que p € D es irreducible. Sea J un ideal de D tal que (p) C J.
Como D es un dominio de ideales principales, existe j € D tal que J = (j). Dado que p € (p) C
J = (j), existe i € D tal que p = ij. Se sigue que i es unidad 6 j es unidad. De aqui se desprenden
los siguientes dos casos:

Caso 1) Si j es unidad, entonces 1 = 715 € J, lo cual implica que J = D.

Caso 2) Si i es unidad, entonces j = i~!p € (p), lo cual implica que J C (p), es decir, J = (p).

[<]| Ahora, supongamos que (p) es un ideal méximo de D. Sean a,b € D tales que p = ab.
Entonces (p) C (b). De la hipotesis se tienen los siguientes dos casos:

Caso a) Si (b) = D, entonces 1 € (b), de ahi que 1 = ¢b para algin ¢ € D, es decir, b es unidad.
Caso b) Si (b) = (p), entonces b = dp para algun d € D. Se sigue que p = ab = apd y en
consecuencias p(1 — ad) = 0. Como D es un dominio entero, se tiene que 1 — ad = 0 (p no es cero
pues genera a un ideal méximo), es decir, a es unidad.

De los casos a) y b) se sigue que p es un elemento irreducible de D.
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2) Sean a,b,p € D tales que plab y p es un elemento irreducible. Supongamos que p no divide a a
y demostremos que p|b. Entonces, (p) C (p) + (a) :={re D :r=xz+y,z € (p),y € (a)}. Como
C (p) + (a) es un ideal, (p) es un ideal maximo (por el inciso 1)) y p no divide a a, se sigue que
C {p) + (a) = D. Entonces 1 = sp + ta para algunos s,t € D. Multiplicando la tltima igualdad
por b se tiene que b = bsp + bta, donde ab = mp para algin m € D (p|ab por hipétesis), es decir,
b = bsp + tmp = (bs + tm)p. Por lo tanto, p|b.

3) La demostracion de este inciso se hard por induccién sobre k > 2.
i) Si k = 2 la afirmacion es cierta por el inciso 2).

ii) Supongamos que la afirmacion es valida para k > 2 y supongamos que plaias - ... - Qg1
Entonces p|(ajag-...-a)ag+1, de i) se sigue que plag+1 6 plajas- ... ak. Si plag4+1 hemos terminado.
En otro caso, si plajas - ... - ag, por hipotesis de induccién se tiene que existe j € {1,...,k} tal que

pla;. En cualquier caso, existe ¢ € {1,...,k + 1} tal que p|a,.
|

Teorema 1.30 Si D es un dominio de ideales principales, entonces D es un dominio de factorizacion
Gnica.

Demostracion. Sea D un dominio de ideales principales y a € D — {0} no unidad. Por el
[[:28] existen p1,...,p, € D irreducibles tales que @ = p; - ...- p,. Sea a = ¢ - ... - g5 otra factorizacion
de a en irreducibles. Entonces, por 3) del Teorema 1.29 se tiene que p:|g; para algin j € {1, ..., s}.
Renumerando se tiene que p;|g;. Entonces existe uy € D tal que g1 = piu; (ya que gy es irreducible),
entonces p; y g1 son asociados. Se sigue que p1ps-...-pr = (p1u1)ga-...qs, €1 consecuencia p-...-p, =
u1qs - ... - ¢s (las leyes de cancelacion son validas en dominios enteros). Repitiendo el proceso para
p2 tenemos que py = uaq@y con ug unidad, de ahi que ps - ... - p. = wjusqs - ... - ¢s. Continuando
(suponiendo sin pérdida de generalidad que r < s) tenemos que 1 = ug-ujUs- ... Uprgrp1Grt2°---*qs, 1O
cual implica que ¢, 1, gr+2, ---, ¢s son unidades, lo cual no es posible pues son irreducibles, entonces
r = s. Por lo tanto, D es un dominio de factorizacién tnica. |

Obsérvese que a la luz de los teoremas y [1.22] los anteriores resultados son aplicables a F[z]
para algin campo F.

Definicion 1.31 Sea f(z) € F[z]. Diremos que f(z) es irreducible sobre F si se cumple lo siguiente:

1) grad(f(z)) >0
2) Si f(z) = h(x)g(z) para algunos h(z), g(z) € F[z], entonces grad(h(x)) =0 6 grad(g(z)) = 0.

Observacién. Sea IF un campo. Las unidades de F[z] son todos los polinomios constantes distintos
de cero, de ahi que en F[z] la definicién 1.31 es equivalente a 1) de la|definicion 1.25

1.4. EXTENSIONES DE CAMPO

Definicién 1.32 Si F es un subcampo de un campo E, entonces decimos que E es un campo de
extension de F.

Teorema 1.33 Sean F un campo y f(z) € F[z]. Entonces existe un campo de extension E de F y
a € E tal que f(a) =0.
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Demostracion. Como F es un campo, entonces F[z] es un dominio de factorizacion tnica (Teorema

1.30). Sea p(z) € F[z] un polinomio irreducible de la factorizacion en irreducibles de f(z). Por 1)
<f ([;”)]) es un campo.

Sea ¢ : F — g([i]» definida por ¥(a) = a + (p(z)). Ya que Ker(y) es un ideal de F y F no tiene

ideales no triviales, entonces Ker(1)) = {0} (pues % no es el morfismo cero). Se sigue que ¥ es
inyectiva y la funcion ¢|*(®) : F — () definida por 1[¥™ (a) = 1(a) es un isomorfismo.

Sean E = % y a € E donde o = z + (p(z)). Consideremos ¢, : F[z] — E definida por

del Teorema 1.29, (p(x)) es un ideal méximo en F[x], por lo que

o (> a;xt) = 3 1(a;)al. Entonces, si p(x) = ag + a12 + ... + a,2", entonces ¢, (p(x)) = (ag +
=0 i=0

BN+ PO + (a1 + PEN)(E + P@) + - + (an + PENE" + P@) = (a0 + a1z +
e + anz™) + (p(x)) = p(z) + (p(x)) = 0. Por lo tanto, la afirmacion del teorema es cierta (con F
identificado como ¥ (F) en E). [ |

Nota. Si E es un campo de extension de F, escribiremos %.

Lema 1.34 Sean £ una extensién de campo, a € E y p(z) € F[z] un polinomio ménico irreducible
que tiene a « como raiz. Entonces

i) Si f(z) € Flx] es tal que f(a) = 0, entonces grad(f(z)) > grad(p(z)).

ii) Si g(z) es un polinomio moénico en F[z] tal que grad(q(x)) = grad(p(z)) y tiene a « como raiz,
entonces g(x) = p(x).

Demostracion. i) Sea I = {q(z) € Flx] : g(a) = 0}. Entonces I es un ideal de F[z]. Dado que F[z] es
un dominio de ideales principales, entonces existe h(x) € F[z] tal que I = (h(z)). Ya que p(z) € I,
existe q(z) € Flx] tal que p(z) = g(x)h(x). Como p(z) es irreducible entonces ¢(x) es unidad (h(z)
no puede ser unidad pues tiene a o como raiz). Mas precisamente, ¢(z) = 1, pues p(z) es monico.
Por lo tanto p(z) = h(x). Si f(x) € F[z] es tal que f(a) = 0, entonces f(z) € I = (p(x)), lo cual
implica que p(z) divide a f(x), de ahi que grad(f(x)) > grad(p(x)).

i) Supongamos que existe ¢(x) un polinomio moénico en I tal que grad(g(z)) = grad(p(z)). Si

p(z) # q(z) entonces g(z) —p(z) # 0y grad(p(z) — q(x)) < grad(p(x)), pero p(a) — g(a) = 0, lo
cual contradice el inciso anterior. [ |

Definicién 1.35 Sea % una extensién de campo. La dimensién de E como F-espacio vectorial es
llamada el grado de E sobre F y es denotado por [E : F].

Flz]
(p())
extension de F de grado d. Mas atin, E contiene una raiz a de p(z) y {1,q,...,a® '} es una base

de E como F-espacio vectorial.

Teorema 1.36 Sea p(z) € Flz] un polinomio irreducible de grado d. Entonces E =

€S una

Demostracion. Sean I = (p(z)) y @« = x + I. Por el Teorema 1.33, resta demostrar que
{1,a,...,a?1} es una base de E.

Supongamos que {1,,...,a?"1} es linealmente dependiente. Entonces existen cg,ci,...,cq—1 € F
no todos cero tales que co + cio + ... + cg_1a?"t = 0. Se sigue que a es raiz del polinomio
f(@)=co+c1z+ ...+ cq_12%7! € F[z] con grad(f(x)) < grad(p(z)), lo cual es una contradiccion
a 1) del Lema 1.34. Por lo tanto, {1, q,...,a?"'} es linealmente independiente.
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Ahora, veamos que {1,q,...,a?"1} genera a E como F-espacio vectorial. Sea t(z) € F[z]. Por el
algoritmo de la division, existen q(z),r(x) € F[z] tales que t(z) = q(z)p(z) 4+ r(z), donde r(z) =0
6 grad(r(z)) < d. Entonces t(z) — r(z) = q(z)p(z) € I, en consecuencia t(z) + I = r(z) + I.
Si r(x) = 0, se sigue que t(z)+1 =0 € i{l,a, ..., a471}) (subespacio generado por el conjunto
{1,a,...,a?"1}). Supongamos que r(z) # 0 tal que r(z) = by + b1x + ... + b,,2™, donde m < d.
Entonces f(z)+I =r(x)+I = (bo+bixz+...+bpa™)+1 =bo(1+1)+b1(z+)+...+bp(z+ )™ =
boa? +bra+ ... +bya™ € ({1, q,...,a?"1}). Por lo tanto, {1,q,...,a™} genera a E como F-espacio
vectorial. [

Definicién 1.37 i) Sea % una extension de campo y sean «j, ...,a, € E. Entonces F(aq,...,ap)
es llamado campo de adjuncién de ag,...,a, a F y es la intersecciéon de todos los subcampos de E
que contienen a F y {a1, ..., a,}.

ii) Una extension de campo £ es llamada simple si E = F(«) para algiin o € E.

Definicién 1.38 i) Sean % una extensién de campo y « € E. Entonces « es llamado algebraico
sobre T si « es raiz de algin polinomio moénico en Flz|; en otro caso, « es trascendental sobre F.

ii) Una extension % es llamada algebraica si todo elemento de E es algebraico sobre F

Teorema 1.39 Si % es una extension finita, entonces % es algebraica.

Demostracion. Sean [E : F] = n con n € Ny a € E. Entonces el conjunto {1,a,...,a"} es
linealmente dependiente, ya que tiene n + 1 elementos. Entonces existen cg, c1, ..., ¢, € F no todos
cero tales que co+cia+ ...+ c,a™ = 0. Se sigue que « es raiz de f(x) = co+crz+ ...+ cpa™ € Fla].
Por lo tanto, « es algebraico sobre F. |

Ahora, enunciamos un Teorema bastante importante para resultados posteriores.

Teorema 1.40 Sea % una extension de campo y « € E un elemento algebraico sobre F. Entonces
se cumple lo siguiente:

1) Existe un polinomio moénico irreducible p(z) € F[z] tal que p(a) = 0;

2) ey = Fla);

3) p(x) es el tnico polinomio de menor grado en Flx] que tiene a a como raiz;
4) [F(e) : F] = grad(p(z))

Demostracion. Sélo probaremos 1), 3) y 4). La demostraciéon de 2) se puede consultar en el Teorema
47 de[[13]} 1) Sea I = {f(x) € Flz] : f(a) = 0}. Como « es algebraico sobre F, entonces I es un ideal
distinto de cero. Ya que F[z] es un dominio de ideales principales, existe h(x) € F[x] moénico tal que
I = (h(z)). Sea p(x) el polinomio moénico de menor grado que genera a I (existe por el principio
del buen orden). Veamos que p(x) es irreducible. Sean k(z), g(z) € F[z] tales que p(x) = k(z)g(z).
Entonces grad(p(z)) = grad(k(z)) + grad(g(z)) y 0 = p(o) = k(a)g(w), lo cual implica que
k() = 0 6 g(a) = 0. Si k() = 0, entonces k(x) € I = (p(x)), por consiguiente p(x)|k(z) y
grad(p(x)) < grad(k(x)) < grad(k(x)) + grad(g(z)) = grad(p(z)). Se sigue que grad(g(z)) = 0.
Similarmente, si ocurre que g(a) = 0 entonces grad(k(z)) = 0. Por lo tanto, p(z) € F[x] es un
polinomio ménico irreducible que tiene a a como raiz.

10
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3) Se sigue de 2) del [Lema 1.34
4) Se sigue del [Teorema 1.36 n

Definicién 1.41 Sean % una extension de campo y o € E un elemento algebraico. Al polinomio
monico irreducible del Teorema 1.40 se le llama polinomio minimo de « sobre F.

Definicién 1.42 Sean % una extension de campo y f(z) € Flz]. E es un campo de descomposicion
para f(x) si se cumple que f(z) es un producto de polinomios lineales sobre E y no lo es sobre

ningtn subcampo propio de E.

Teorema 1.43 Sea IF un campo. Entonces cada f(x) € F[z] tiene un campo de descomposicion.

Demostracion. Primero, veamos que existe un campo L. que contiene a F como subcampo y es tal
que f(x) se escribe como producto de polinomios lineales en E[z]. Para ello hagamos induccion
sobre grad(f(x)).

i) Si grad(f(x)) = 1, entonces f(z) es lineal, asi que basta tomar E = TF.

ii) Supongamos que grad(f(z)) > 1. Sea p(x) € F[z] irreducible tal que f(z) = p(z)h(x) para
algan h(z) € Flz] (esto es posible por ser F[z] un dominio de factorizacion tnica). Por el
existe un campo K tal que F C K y tiene una raiz a de p(x). Entonces p(z) = (z —a)g(x) para
algin g(x) € K[z], por consiguiente f(z) = (x — a)g(x)h(z). Por hipétesis de induccion, existe un
campo L que contiene a K y es tal que g(z)h(z) se escribe como producto de polinomios lineales
en L[z]. Por lo tanto L contiene a F y f(z) se escribe como producto de polinomios lineales en
L[z]. Ahora, sean ay, .., @, las raices de f(z) en L y definamos E = L(ay, ..., a;,). Entonces f(z) se
escribe como producto de polinomios lineales sobre E y no lo hace sobre ningiin subcampo propio,
es decir, E es el campo de descomposicion de f(x) € Flz]. n

El Teorema anterior, garantiza la existencia de los campos de descomposicién. En seguida se enuncia
(sin demostracion) un resultado de unicidad (cf. |[13])).

Teorema 1.44 Cualesquiera dos campos de descomposicion de f(x) € F[z] son isomorfos.

1.5. CARACTERISTICA DE UN CAMPO

Definicién 1.45 Sea F un campo. Al menor entero positivo n que cumple 1+ ...4+1 =0 se le
—_————

n—sumandos
llama la caracteristica de F y se denota por Car(F). Si no existe tal entero positivo, se dice que F

es de caracteristica 0.

Lema 1.46 Sea F un campo tal que Car(F) # 0. Entonces Car(F) es un namero primo.

n
Demostracion. Paran € Ny r € F, nr denota la suma > r € F. Supongamos que Car(F) no

i=1
es un nimero primo. Entonces Car(F) = ts donde 1 < ¢,5 < Car(F). Como Car(F)a = 0 para
cada a € F, en particular para a # 0 se tiene que 0 = Car(F)a = Car(F)(1pa) = (Car(F)1lp)a =

11
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((ts)lp)a = (t1p)(slg)a, con tlp,slp € Fy a # 0. Como F es un dominio entero, se sigue que
0 = (t1p)(slF), en consecuencia tlp = 0 6 sly = 0. En cualquier caso, se contradice que Car(F) es
el menor entero positivo tal que Car(F)1y = 0. Por lo tanto, Car(F) es un namero primo. |

A continuacion se enuncia un resultado bastante conocido sobre potencias de binomios en campos
de caracteristica distinta de 0, tal demostracién se puede consultar en @]}

Proposiciéon 1.47 Sea F un campo de caracteristica p, donde p es un namero primo. Entonces

VneN,Va,beF: (a+b)P =a" +b°".

Definicién 1.48 Dado un campo F, definimos su campo primo como la intersecciéon de todos sus
subcampos.

El siguiente resultado, cuya demostracién puede consultarse en | 13| caracteriza al subcampo primo
de un campo F.

Teorema 1.49 Si F es un campo, entonces su campo primo es isomorfo a Q 6 es isomorfo a Z,
para algin nimero primo p.

Observacién. La caracteristica de un campo puede ser definida de manera equivalente a la luz
del Teorema 1.49. Si el campo primo es isomorfo a Q entonces el campo es de caracteristica 0, en
otro caso, si el campo primo es isomorfo a Z,, entonces el campo tiene caracteristica p.

1.6. CAMPOS FINITOS

Lema 1.50 Sea F un campo finito (|F| < 00) que contiene a un subcampo K tal que |K| = q.
Entonces F tiene ¢ elementos, donde m = [F : K].

Demostracion. F es un espacio vectorial sobre K, como F es finito, entonces es finitamente dimen-
sional sobre K. Si [F : K] = m, entonces F tiene una base sobre K que consiste de m-elementos,
digamos by, ..., by,. Se sigue que todo elemento de F puede ser representado de manera tnica en la
forma a1b1 + asbs + ... + @by, con ayg, ..., a,, € K. Ya que cada a; tiene g posibles valores, se sigue
que |F| = ¢™. [ |

Observacién. 1) Un campo finito tiene caracteristica p con p un ntimero primo, pues por ser finito
no podria ser de caracteristica 0. Por la observacion posterior al su campo primo es
isomorfo a Z,.

2) Si F es un campo finito con p elementos con p un namero primo, entonces F coincide con su
campo primo y es isomorfo a Z,. Se sigue que hay un tunico campo (salvo isomorfismo) con p
elementos, el cual denotamos por Fy,.

Teorema 1.51 Sea F un campo finito. Entonces F tiene p™ elementos, donde el niumero p es la
caracteristica de IF y n es el grado de F sobre su campo primo.

12
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Demostracion. Por la observaciéon inmediata anterior a este Teorema, F tiene caracteristica un
nimero primo p y su campo primo es isomorfo a Z,. Se sigue que el campo primo de F tiene p

elementos. El resto se sigue del |

Lema 1.52 Si F es un campo finito con ¢ elementos, entonces para cada a € F se satisface que
a? =a.

Demostracion. La relacién a? = a es inmediata para a = 0. Por otro lado, los elementos distintos
de cero de F forman un grupo de orden ¢ — 1 bajo el producto. Asi, a?~! = 1 para cada a € F con
a # 0; multiplicando por a obtenemos el resultado deseado. ]

Si IF es un campo finito con g elementos y K es un subcampo de IF, entonces el polinomio
2?7 — x € K[z] se factoriza en F[x] como

2l —z=]][(z—a)

aclF

y F es un campo de descomposicion de 29 — x sobre K.

Demostracion. El polinomio 2?9 — x de grado ¢ tiene a lo méas ¢ raices en F. Por el Lema 1.52
conocemos ¢ de tales raices, a saber todos los elementos F. Asi, el polinomio dado se escribe como
producto de polinomios lineales en F[z] tal como lo indica el enunciado del Teorema, y es claro que
no lo hace respecto a cualquier subcampo propio de F (pues tal campo propio no tiene las g raices
del polinomio). [ |

Antes de proseguir, se enuncia la definiciéon de derivada para un polinomio en F[z] ademés de un
resultado importante que involucra este concepto.

Definicién 1.54 Sea f(z) = ag +a1x + ... + ap,_12" ! + a,2™ € F[x], entonces la derivada formal
de f(z), denotada como f’(x), es el polinomio f'(x) = a; +2x+...ia;2" " 1 +...+(n— 1)a,_12" 2+
napx™ € Flz].

El siguiente Lema exhibe la importancia de la derivada formal de un polinomio f(z) € F[z] respecto
a raices multiples. La demostracion respectiva se puede consultar en [[13]]

Lema 1.55 El polinomio f(z) € F[z] no tiene raices multiples si y solo si med(f(z), f'(x)) = 1.

Teorema 1.56 (Existencia y unicidad de campos finitos) Para cada nimero primo p y todo
entero positivo n existe un campo finito con p™ elementos. Todo campo finito con p” elementos es
isomorfo al campo de descomposicién de ¢ — x sobre IF),.

Demostracion. (Existencia) Para ¢ = p™, considere z?7—x € Fp y sea F su campo de descomposicion
sobre FF,,. Este polinomio tiene g distintas raices en F ya que su derivada es gz?9=! — 1= —1en F,
por lo que no puede tener raices en comin con z¢ — z (Lema 1.55)). Sea S = {a € F : a? — a = 0}.
Entonces S es un subcampo de F ya que : i) 0,1 € S; ii) si a,b € S, entonces de la
se sigue que (a —b)? = a? — b? = a — b, de ahi que a — b € S; iii) para a,b € Sy b # 0 tenemos
que (ab=1)? = a9(b=1)? = ab~!, y en consecuencia ab~! € S. Entonces F = S, ya que S tiene

13
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g elementos. (Unicidad) Sea F un campo finito con ¢ = p™ elementos. Entonces por el
F tiene caracteristica p, de ahi que contiene a [F,, como un subcampo. Se sigue del
que F es un campo de descomposicién de z¢ — x sobre IF,,. Entonces el resultado deseado es una
consecuencia de la unicidad (salvo isomorfismo) de los campos de descomposicion. |

Notacion. Sea p un ntimero primo y n un entero positivo, al inico campo (salvo isomorfismo) con
g = p" elementos se denotara por F,,.

Teorema 1.57 (Criterio del subcampo). Sea F, el campo finito con ¢ = p" elementos. Entonces
cada subcampo de F, tiene orden p™, donde m es un divisor positivo de n. A la inversa, si m es
un divisor positivo de n, entonces existe un tnico subcampo de F, con p"* elementos.

Demostracion. Sea K un subcampo de F,,. Entonces K contiene al campo primo de F, el cual tiene p
elementos. Se sigue del Teorema 1.50 que |K| = p™ con m < n. También del Teorema 1.50, se sigue
que ¢ = p" debe ser una potencia de p™, es decir, p™ = (p™)® = p™*° para algiin entero positivo s,
de ahi que n = ms, lo cual implica que m|n. A la inversa, si m es un divisor positivo de n, entonces
existe un entero positivo r tal que n = rm. Entonces p" —1 = ((p™)" = 1) = (™ - 1)(1 +p™ +
(P™)% 4 ...+ (p™) 1), es decir, p™ — 1 divide p™ — 1 y entonces existe un entero positivo ¢ tal que
pt—1=t(p"—1),asiaP" 1 —1 =t "D 1 = (P 1 —1)(142P" 1.+ (zP" 1)t 1), es decir,
2"~ — 1 divide a 2P" ~! — 1 en F,[z]. En consecuencia, 27" — z|z?" — 2, es decir, 27" — 2|27 — z
en [F,[z]. Entonces, cada raiz de 2zP" — x es una raiz de z7 — z, por lo que tal raiz pertenece a F,.
Se sigue que F, contiene un subcampo que es campo de descomposicién de zP" — x sobre Fp, ¥y
como se vio en la prueba del Teorema 1.56, tal campo de descomposicién tiene orden p™. Si hay
dos subcampos distintos de orden p™ en F,, su unién contendria més de p™ raices de 2" — z en
Fy, lo cual es una contradiccion. n

Ejemplo 1.58 Los subcampos del campo finito Fgs0 pueden ser determinados listando a los divi-
sores de 30. Las relaciones de contencion entre los diversos subcampos se muestran en el siguiente
diagrama:

Fys0

PR

Fao Fyto

o XK

F
Fys Fas Fas

~ 7

Fo
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Por el [Teorema 1.57] las relaciones de contencién son las relaciones de divisibilidad entre los divi-
sores positivos de 30.

eorema 1.59| El grupo multiplicativo [F; de los elementos distintos de cero de un campo finito
IF, es ciclico, cf. @
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Definicién 1.60 Un generador del grupo ciclico F; es llamado elemento primitivo de F,.

Teorema 1.61 Sea F; un campo finito y F, una extension finita. Entonces I, es una extensién
algebraica simple de F, y todo elemento primitivo de F, puede servir como un elemento que define
a I, sobre F,.

Demostracion. Sea € un elemento primitivo de F,.. Claramente tenemos Fy(¢) C F,.. Por otro lado,
F, (&) contiene a 0 y a todas las potencias de £, y asi a todos los elementos de F,.. Por lo tanto,
F, = Fy(6). .

Corolario 1.62 Sean F, un campo finito y n un entero positivo. Entonces existe un polinomio
irreducible en F,[z] de grado n.

Demostracion. Sea F, una extensiéon de campo de F, de grado n. Por el Teorema 1.61 tenemos
que F, = F (&) para algin £ € F,.. Se sigue que ¢ es algebraico sobre F, pues es raiz del polinomio
2°) —1 € F,[2], donde o(£) es el orden del elemento ¢ en el el grupo multiplicativo de los elementos
distintos de cero de F,. Entonces el polinomio minimo de { sobre F; es un polinomio irreducible
en F,[z], de acuerdo al Teorema 1.40. [ |

El siguiente Teorema acerca del grado de extensiones de campo es necesario para resultados pos-
teriores.

Teorema 1.63 Si F C B C E son campos tales que % y % son extensiones finitas, entonces % es

finita y
[E:F]=[E:B]B:F.

Demostracion. Sea {a, ..., @, } una base de E como B-espacio vectorial y {51, ..., 8, } una base de
B como F-espacio vectorial. Es suficiente probar que S = {f;; : 1 < j <m,1 < i < n} es una
base de E como F-espacio vectorial.
m n
Si x € E, entonces existen by, ..., b,, € B tales que x = ) b;a;. Pero b; = >~ ¢;, 3 para ¢;; € F,
i=1 i=1
m n n ’ ’
de ahi que z = >~ (> ¢, 8j)as = Y > ¢i, B € (S). Por lo tanto, S genera a E como F-espacio
i=1 j=1 i=1j=1

[NgE

vectorial.
n

m n m
Supongamos que ) > r;;Bja; =0, con r;; € F. Entonces ) () i, ), y de la independencia
i=1j=1 i=1 j=1
n
lineal de los «; sobre B se sigue que ) r;,8; = 0. Como los 3; son linealmente independientes

j=1
sobre T, concluimos que los ¢;; son 0. Por lo tanto S es linealmente independiente sobre F; por
consiguiente, S es una base de E como espacio vectorial sobre F. |

Teorema 1.64 Sea f(x) € Fy[z] un polinomio irreducible sobre F, de grado m. Entonces f(z)
divide a 9" — z si y solo si m divide a n.
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Demostracién. Supongamos que f(z) divide #7" —z en Fy[z]. Sea o una raiz de f(z) en su campo
de descomposicién sobre F,. Entonces a? = a, de ahi que a € Fyn (ya que Fgn es el campo
de descomposicion de x?" — x sobre ;). Se sigue que F,(a) es un subcampo de F,.. Entonces,
por el [Teorema 1.40, [F,(a) : F,] = m. Del tenemos que m divide a n, ya que
n=[Fem Fy] =[Fgn : Fo(a)][Fg(a) : Fy] = [Fgn : Fy(a)]m. A la inversa, si m divide a n, entonces
por el @l se tiene que F4» contiene a Fgm como subcampo. Si « es una raiz de f(x)
en su campo de descomposicion sobre Fy, entonces [F,(a) : F,] = m (por el Teorema 1.40), es
decir, F,(a) = Fym. Por consiguiente, a € Fyn y se cumple que a?" = qa, por lo que « es una raiz
de z7" —x € Fy[z]. Si a,, es el coeficiente principal de f(x), entonces « tiene a a;,'f(z) como
polinomio minimo sobre F,. Ya que « es raiz de z7" — 2 € F [z], se sigue que a;,! f(z) divide a
27" — z € F,[x], lo cual implica que f(z) divide a 27" — . [ |

Teorema 1.65 Si f(x) es un polinomio irreducible en F,[z] de grado m, entonces f(x) tiene una
raiz o en Fym. Ademas, todas las raices de f(z) son simples y estan dadas por los m distintos
elementos a,aq,oﬂz,...,oﬂm_l (llamados los conjugados de «) de Fgm. Ademas, m es el menor
entero positivo para el cual 4" = a.

Demostracion. Sea « una raiz de f(z) en su campo de descomposicién sobre F,. Entonces, [F () :
F,] = m lo cual implica que F,(a) = F,m, en particular o € Fym. Ahora se demostrard que si

m .
B € Fym es una raiz de f(x), entonces $7 también es una raiz de f(z). Sea f(x) = Y a;z", con
=0

1=
a; € F, para 0 < ¢ < m. Entonces, usando el y la [proposicién 1.47] tenemos que
m m m

m

F(BY) =X a;p? =Y alp? = Y (a;8)9 = (X a; )7 = f(B)? = 0. Por lo tanto, los elementos
i=0

i=0 i=0 i=0
2 m—1 L . .
a,al, a7 ..., a4 son raices de f(x). Veamos que que estos elementos son distintos por pares.

Supongamos lo contrario, es decir, supongamos que a? = para algunos enteros j y k, con
0 < j < k <m — 1. Elevando esta identidad a la potencia ¢™*, obtenemos ad" " = d" = a
Entonces « es raiz de 27" "’ — z, por lo que f(z) divide a 27" "’ — z. Por el Teorema 1.64, esto
es posible si y sélo si m divide a m — k + j. Pero tenemos que 0 < m — k + 7 < m, entonces se ha
llegado a una contradiccion. Finalmente, si m; < my a4 ' = a, entonces a4 ' — o = 0. Se sigue
que « es una raiz del polinomio ¢ — z, lo cual implica que f(z)|(z?"' — ) y esto es equivalente
(por el Teorema 1.64) a que m|my, lo que contradice que my < m.

|

Corolario 1.66 Sea f(z) un polinomio irreducible en Fy[z] de grado m. Entonces el campo de
descomposicion de f(x) sobre Fy estd dado por Fym.

Demostracion. El [Teorema 1.65| muestra que f(z) se escribe como un producto de polinomios
lineales en Fym[z]. Ademas, Fq(a,aq,aq2, ...,aqul) = Fy(a) = Fgm para una raiz o de f(z) en

Fgm, donde la segunda identidad es tomada de la demostracién del [

Nota. Sea F, un campo finito. Del[Teorema T.65]y el Corolario 1.66, cabe destacar que un elemento
primitivo del campo Fym se puede definir como la raiz de un polinomio ménico irreducible sobre
F, de grado m.
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1.7. RAICES N-ESIMAS DE LA UNIDAD

Definiciéon 1.67 Sea n un entero positivo. El campo de descomposicién de 2™ — 1 sobre un campo
K es llamado el n-ésimo campo ciclotémico sobre K y es denotado por K(™. Las raices de 2™ — 1
en K™ son llamadas las raices n-ésimas de la unidad sobre K y el conjunto de todas esas raices
es denotada por E(™),

Teorema 1.68 Sea n un entero positivo y K = [F,» un campo finito. Si p no divide a n, entonces
E(™) es un grupo ciclico de orden n con respecto a la multiplicacion en K

Demostracion. El caso n = 1 es inmediato. Para n > 2, 2™ — 1 y su derivada nz™ ! no tienen

raices en comtin, ya que nx" ! # 0 (pues p, la caracteristica de K, no divide a n) y s6lo tiene a
0 como raiz en K. Por el [Lema 1.55) " — 1 no puede tener raices multiples, de ahi que E(™
tiene n elementos. Sean &,1 € E(™, entonces (¢n~1)" = €7(n™)~"' = 1, entonces £n~' € E(™. Por

lo tanto, E(™ es un grupo multiplicativo. Sea p;(x)pz(z) - ... - ps(2) la factorizacién en irreducible
de 2 — 1 en K[z] con m; = grad(p;(z)). Entonces Fym; es el campo de descomposicion de p;(z)

sobre F, (por el [Corolario 1.66)). Del criterio del subcampo, si ¢ = mem{m, ..., m;} se sigue que
Fge contiene a cada Fgm:, por lo que K™ esta contenido en Fge. Por lo tanto, K™ es un campo
finito. Por el el grupo formado por los elementos distintos de cero de K™ es un
grupo ciclico, el cual contiene como subgrupo a E(™ . Se concluye que E(™ es ciclico (subgrupos de
grupos ciclicos son ciclicos). |

Definiciéon 1.69 Sean K = [F,» un campo finito y n un entero positivo que no es divisible por p.
Entonces un generador del grupo ciclico E(™ es llamado una raiz n-ésima primitiva de la unidad
sobre K.

1.8. CLASES CICLOTOMICAS

Definicién 1.70 Sean ¢, n € N tales que mcd(n,q) =1 e i€ {0,1,...,n — 1}. Se define la i-ésima
clase ciclotémica de ¢ médulo n como el conjunto

C,(i) := {ig? (méd n)[j € No}.

Observaciones. Para cada i € {0,1,...,n — 1} tenemos lo siguiente:
1) Cu(3) # 0, ya que i € Cy(i).
2) Para j € Ny, i/ (méd n) se refiere al residuo de dividir al entero i¢’ por n.

3) Cy(i) € {0,1,...,n — 1}.

Proposicién 1.71 Sea h € {0,1,...,n — 1}, entonces: h € C,(i) < i¢’> = h(mo6dn) para algin
Jo € No.

Demostracion. =] Supongamos que h € Cy(i), entonces h es el residuo de dividir para algin
Jjo € Ny aig’® por n, es decir, existe a € Z tal que i¢’° = an + h lo cual implica que n|(i¢g’° — h), o
bien, ig’® = h (méd n).
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<] Sea jo € Ny tal que i¢g’® = h (méd n), entonces n|(ig?° — h), por lo que existe a € Z tal que
i¢?> — h = an, o de manera equivalente, i¢’® = an + h. Como h € {0,1,...,n — 1} entonces es el
residuo de dividir a i¢?° por n, lo que nos dice que h € Cy(4). [ |

Lema 1.72. Sean ¢,n € N primos relativos. Entonces el conjunto de las clases ciclotémicas de ¢
modulo n es una particion de {0,1,...,n — 1}.

Demostracion. Veamos que se cumplen las siguientes tres condiciones:
i) Para cada i € {0,1,...,n — 1}, Cy(i) # 0.

ii) ng: Cy(i) = {0,1, .o — 1}

iii) Para 4,5 € {0,1...,n — 1} se tiene que: Cy(i) N Cy(j) # 0 implica que Cy(i) = Cy(j).

La condicién ) se cumple de acuerdo a la observacion 1). También de la observacion 1) se deduce

n—1 n—1
que {0,1,....n — 1} C |J Cy(4), y de la observaciéon 3) se sigue que |J Cy(i) € {0,1,...,n — 1}.
i=1 i=1

1=

n—1
Por lo tanto, |J Cy(¢) = {0,1,...,n — 1} y (4¢) se satisface. Ahora, sean i1,i2 € {0,1,....,n — 1}
i=1

tales que Cy(i1) N Cy(iz) # 0. Entonces, por la proposicion 1.72, existe h € {0,1,...,n — 1} tal
que i1¢t = h (méd n) y iaq’? = h (méd n) para algunos ji,j2 € Ng. Ademés, supongamos sin
pérdida de generalidad que j; < j2, por lo que existe r € Ny tal que j; +7 = j2. Ya que la relacion
de congruencia moédulo n es de equivalencia en Z, entonces iaq’? = i1¢’* (mdd n), o equivalente-
mente, n|(i2¢’? — i1¢71). Como izq’? — i1¢7" = iag' " —i1q7t = @71 (iaq" — i1) v n|(iag?? — i1g™)
con (n,¢’') = 1 (lo cual se sigue de la hip6tesis med(n,q) = 1), entonces podemos implicar que
nliag" — i1, 0 bien, iz¢" =41 (mdd n). Demostremos que Cy(i1) = Cy(i2).

C] Sea hy € Cy4(i1), entonces existe m; € Ny tal que i1¢™* = h; (méd n). Ya que iaqg" = 41
(méd n), entonces i2¢" T = i1¢™ (méd n); por consiguiente i2¢" ™ = hy (mdéd n), y de acuer-
do a la proposiciéon 1.72 tenemos que hy € Cy(iz).

D] Sea hy € Cy(ia), entonces existe mg € Ny tal que i2¢™> = hy (méd n). Ya que (n,q") =1
(se sigue de med(q,n) = 1), entonces de acuerdo al Teorema de Euler, se tiene que: (¢")¢(™ =1
(méd n). De iaq™? = hy (méd n) y #1747 =1 (méd n) se sigue que ing™2q P =1+ = p,
(méd n), o equivalentemente, ioq"q(#™) " M2 = hy (méd n). Ahora, de inq"qP(M M2 = p,
(méd n) e is¢" =41 (méd n) podemos implicar que

ipqPM=Drtme = by (méd n),
asi hg € Cy(i1). Por lo tanto, C,(i1) = Cy(i2) y i) se satisface. Ya que se cumplen i), ii) y

1i1), se concluye que el conjunto de las clases ciclotémicas de ¢ modulo n es una particiéon de
{0,1,....,n—1}. |

Sean ¢,n € N primos relativos e ¢ € {0,1,..,n — 1}. Ya que {0,1,...,n — 1} es un conjunto finito,
entonces Cy(4) también lo es, por lo que existen h € Cy(i) y j1,j2 € No, con ji < jo, tales que

ig/t =h (méd n) e i¢’2 = h (méd n).
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Entonces i¢’? = i¢’* (mdd n), o equivalentemente, n|(ig’> — ig’t). Como j; < jo, entonces existe
r € N tal que j; + 7 = j2, por lo que ig?2 — ig/t = ig'T" —ig/t = ¢71(iq" — i), donde (n,¢"t) = 1.
De nl|g’t (iq" — i) podemos implicar que n|(i¢" — i), lo cual equivale a i¢g" =i (méd n). Sea I; =
{t € N|ig" =i (méd n)} C N. De lo anterior, se sigue que 7 € I;, y por lo tanto, I; # (). Por el
principio del buen orden, I; tiene elemento menor d.

Lema 1.73. Sean ¢,n € N primos relativos e i € {0,1,...,n — 1}. Si d es el elemento menor de
I; = {t € N|i¢" = i(m6dn)},
entonces para cada m € N: ig™4 =i (méd n).

Demostracion. (Por induccién sobre m ).
Si m = 1, la proposicién es cierta por hipétesis. Supongamos que para m € N se cumple que

ig™? =i (méd n). Notese que iqg(m 19 = (ig?)g™¢, donde i¢? =i (mdd n). Entonces (iq?)g™¢ =
ig™? (méd n), y de la hipétesis de induccién podemos implicar que (ig?)g™? =4 (méd n), o bien,
iqm*t D =i (méd n). Por lo tanto, para cada m € N : i¢g™% =i (méd n). [ |

Proposicion 1.74. Sean ¢,n € N primos relativos e ¢ € {0,1,...,n — 1}. Entonces
Cq(i) = {ig/(modn)|j € {0,1,...d = 1}} A |Cy(i)| =d
donde d es el menor entero positivo tal que i¢g? =i (méd n).

Demostracion. Es claro que {i¢? (méd n)|j € {0,1,...,n — 1}} C C,(i). Sea h € C,(i), entonces
existe j € Ny tal que i¢Z = h (mdd n). Por el algoritmo de la divisién, existen a,b € Z tales que
j=ad+0b,con0<b<|d =d Note que a € Ny, ya que si a < —1 entonces j = ad + b <
—d+b < 0, lo cual es una contradiccién. Entonces, por el iq®® = i (méd n), por lo
que i¢? = iq@tt = iqq® = ig® (méd n), en consecuencia, ig® = h (méd n), es decir, h € {i¢’
(méd n)|j € {0,1,...,d — 1}}. Por lo tanto C,(i) = {ig’ (méd n)|j € {0,1,...,d — 1}}. Ademas, si
h € Cy4(i) es tal que para ji,j2 € {0,1,...,d — 1}, con j; < jo, cumple que

ig/t =h (méd n) e ig’2 = h (méd n),

entonces podemos implicar que i¢2 = ig’t (méd n), por lo que n|¢’t (ig?2 =7t —i) donde (n,¢’*) = 1.
De ahi que nlig’27t — i, lo cual equivale a i¢/2~9* =i (méd n) con 0 < jo — j; < d, lo cual es un
contradiccion. Por lo tanto |Cy(7)| = d. |

Ejemplo 1.75 Sean n = 7 y ¢ = 2. Consideremos d como en la proposicién 1.74, entonces las
distintas clases ciclotémicas de ¢ médulo n son:

C,(0) = {0}, donde d = 1 = |C,(0)].
C,(1) = {27 (méd 7)|j € {0,1,2}} = {1,2,4}, donde d = 3 = |C,(1)].
C,(3) = {3(29) (méd 7)|j € {0,1,2}} = {3,5,6}, donde d = 3 = |C,(3)|.
Ademas, es facil ver que Cy(1) = Cy(2) = Cy(4) ¥ Cy(3) = Cy(5) = Cy(6).

Observamos que {C,(0), Cy(1),Cy(3)} es una particion de {0, 1, ..., 6}, como se afirmaba en el Lema
1.72.
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1.8.1. FACTORIZACION DE z" — 1 EN TERMINOS DE CLASES CI-
CLOTOMICAS.

Sean ¢ una potencia de un primo, n un entero positivo primo relativo a ¢ y 8 un elemento primitivo
de F4e, donde s = o,(q) (s es el menor entero positivo para el cual ¢° = 1 (méd n)). Entonces

-1
o €Zy

¢° -1

w=p"%

es una raiz n-ésima primitiva de la unidad. Para ver esto, obsérvese que (8°7 )" = g7l = 1,
es decir, w es raiz n-ésima de la unidad. Si 0 < r < n es tal que w” = 1 entonces 5(q S 1
lo cual implica que (¢° — 1”@ (va que § es de orden ¢° — 1), entonces existe | € Z tal que
(¢*=1)r _

n - .
q° —1 # 0. Entonces de w = (¢° — 1)l se tiene que = = [ € Z lo cual contradice que 0 < r < n.

Por lo tanto w tiene orden n, es decir, es una raiz n-ésima primitiva de la unidad sobre F,,.

(¢° — 1)I. Como ¢ es una potencia de un primo y s es un entero positivo, se sigue que

Las raices de 2" — 1 son 1,w,w?,...,w" 1. Parai =0, ...,n — 1 los conjugados de w* son
b b b b b b
o, .
whw W, W (1.1)

donde d es el menor entero positivo para el cual w*? = w*. Por lo tanto, el polinomio minimo para
las raices en (1.1) es

mi(z) = (2 — w') (@ — wit) ..+ (z—wid ).

El conjunto de exponentes en (1.1) es {i,iq,...,ig? "'} donde d es el menor entero positivo tal que
ig® =1 (méd n). A los elementos del anterior conjunto los podemos considerar reducciéon médulo
n, pues por el algoritmo de la divisién, existen k,n € Z tales que i¢’ = kn+r con 0 < r < n.
Asi, W' = Wkt = Wk = W, Por lo que de manera més precisa, al conjunto de exponentes en
(1.1) lo podemos tomar como la clase ciclotémica Cy(i) que contiene a 1.

Dicho lo anterior, considerando a los exponentes en (1.1) reducciéon moédulo n, entonces
mi(z) = ] (z—w).
i€Cy(4)

Obsérvese que de la misma manera, a partir de cada clase ciclotémica podemos contruir los poli-
nomios minimos de las raices de ™ — 1.

Finalmente, como 2™ — 1 es el producto de los distintos polinomios minimos de sus raices, entonces
si € es un conjunto minimo de representantes de las distintas clases ciclotémicas de q médulo n,
se tiene que:

" —1= [ mi(z)= J] (2—w?).

1€Q je U Cq(d)
i€Q
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Capitulo 2

CODIGOS

La teoria de codigos detectores-correctores de errores es una area activa dentro de la mateméatica
desde hace varias décadas, cuyo principal fin es buscar resolver el problema de detectar y corregir
errores en la transmisiéon de informacién a partir de datos recibidos.

Si suponemos que un mensaje u se codifica en una palabra-cédigo x y se transmite por un canal
y recibimos al vector y, entonces y puede ser diferente de x (debido al ruido del canal), es decir,
y = x + e, donde e es un vector error. El problema consiste en determinar e y asi obtener un
estimado de x y en consecuencia del mensaje transmitido.

u=uj...ux X:Il---xn)—ﬂ(}anal’—{yzx+e:

[e =e1...epn (ruido)}

Figura 2.1: Sistema general de transmision de informacién

2.1. CODIGOS LINEALES

Definicién 2.1 C es un codigo de longitud n sobre Fy si C C Fy. Un (n, M)—co6digo C sobre F,
es un codigo de longitud n tal que |C| = M. A un elemento (arbitrario) de un cédigo C se le llama
palabra-codigo.

Definicién 2.2 Sean x = (r1,..., %),y = (Y1, ..., Yn) € Fy. La distancia de Hamming de x a y, lo
cual denotamos d(x,y), se define como

dix,y)=|{i:1<i<n,z; #y}

Definicién 2.3 El peso de x = (21, ...,z,) € Fy, lo cual denotamos por wt(x), se define como

wt(x) ={i:1<i<n,x; #0}.
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Observacion 2.4 (a) De las definiciones [2.1]y [2-2] se tiene en la[definicién 2.3 que wt(x) = d(x,0),

donde 0 es el vector de Fy con todas sus componentes iguales a cero.

(b) Sean x,y € Fy. Por la[definicién 2.1}y la (definicion 2.2se sigue que d(x,y) = wt(x —y), ya que
si s = d(x,y), entonces hay s componentes en las que x e y difieren. En consecuencia hay n — s
componentes en las que x e y coinciden, de ahi que en x —y hay n — s componentes igaules a cero
y s componentes distintas de cero, es decir, wt(x —y) = s.

Proposicién 2.5 Para x,y € F} se tiene que wt(z) + wt(y) > wt(z + y).

Demostracion. Sean x,y € Fy, Sop(x) = {k: 1<k <n A xx # 0}, Sop(y) ={k:1< k<
n A xp#0}y Sop(x+y)={k:1<k<n A xp+yr # 0}. Entonces, si j € Sop(x+y) se sigue
que z; +y; # 0. Lo anterior implica que z; # 0 V y; # 0, es decir, j € Sop(x) U Sop(y). Por lo
tanto

wt(x +y) = [Sop(x+y)| < |Sop(x) U Sop(y)| < [Sop(x)| + [Sop(y)| = wt(x) + wt(y).

Proposicién 2.6 Sean x = (21,...,7,), ¥ = (Y1, ,Yn),Z = (21, ..., 2n) € Fy;. Entonces se tiene lo
siguiente:

(i) 0 <d(x,y) < n;

(ii) d(x,y) = 0 si y solo si z = y;

(iii) d(x,y) = d(y, x);

(iv) d(x,2) < d(x,y) + d(y,z) (desigualdad del tridngulo).

Demostracion. (i), (ii) y (iii) se siguen inmediatamente de la [definicién 2.2] Para demostrar (iv)
consideremos j € {i: 1 <i < n,x; # z;}; entonces, x; # z;lo cual implica que z; # y; 6 y; # 2,
pues en caso contrario, si x; = y; e y; = z; implica que x; = z; lo cual contradice la eleccién
de j. Porlo tanto j € {i : 1 < ¢ < m,z; # 5} U{i: 1 <i<mny; # 2}, y en consecuencia
{i:1<i<num #2z}C{i:1<i<nz#ytU{i:1<i<ny # 2} De la anterior
contencion y usando resultados conocidos sobre la cardinalidad de conjuntos se tiene lo siguiente:

d(x,z) =|{i:1<i<n,z; # 2z}
<Hiil1<i<n,a #ytU{i:1<i<ny #z}
<{i:1<i<nz Ayt +{i:1<i<ny #z}

=d(x,y) +d(y,2).

Ahora se dara paso a la definicion de la distancia minima, que es un parametro importante de un
codigo C.

Definicién 2.7 La distancia minima de Hamming (6 distancia minima) de un codigo C, lo cual se
denota por d, se define como

d =min{d(u,v) : u,v € C,u # v}.
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Definicién 2.8 Un codigo lineal de longitud n sobre F, es un subespacio vectorial de Fy.

Dado un c6digo lineal C C Fy, podemos definir una relacién de equivalencia en C de la siguiente
manera: X ~ y si y sélo si x —y € C. Tal relacién induce a una particiéon de C en las clases de
equivalencia. Si x + C es una clase de equivalencia de esta relacion, entonces se dice que ¢ € x +C
es lider de tal clase si ¢ es una palabra de peso menor en x + C. El siguiente Lema sera de utilidad
en el capitulo 4, sin embargo, su enunciado y demostracién son posibles en esta parte del capitulo
actual.

Lema 2.9 Sea C C Fy un c6digo lineal con distancia minima d. Entonces, x € Fy es el tinico lider
de la clase x 4+ C (inducida por la relacion de equivalencia x ~ y si y sélo si x —y € C) siempre
que wt(z) < [ 452 ]

Demostracion. Sea'y € x +C con y # x. Entonces, existe ¢ € C — {0} tal que y = x + ¢. Asi, por
la cualidad de d y la se tiene lo siguiente:

d < wt(e) = wt(y — x) < wi(y) + wt(—x) = wt(y) + wt(x),
lo cual implica que

wi(x) < |95 < G < Hl =d — (45) <d - | 3] < d—wt(x) < wi(y).

2
Entonces, wt(x) < wt(y), y por lo tanto x es el unico lider de la clase x + C. [ |

Ejemplo 2.10 Los siguientes son codigos lineales:
(i) ¢ = {000,001,010,011} sobre Fs.
(#) ¢ = {0000, 1100, 2200, 0001, 0002, 1101, 1102, 2201, 2202} sobre Fj.

Definicién 2.11 Sea C un cddigo lineal de longitud sobre F,.
(i) El codigo dual de C es C, el complemento ortogonal del subespacio C de Fy.

(ii) La dimensi6n del codigo lineal C es la dimension de C como un subespacio vectorial de Fy y se
denota por dim(C).

Observacion 2.12 De resultados conocidos de algebra lineal, se tiene lo siguiente para un cédigo
lineal C sobre IFy:

() [C] = ¢#™©);
(i) Ct es un codigo lineal y dim/(C) + dim(C*+) = n;
(iii) (CH)*+ =C.

En el siguiente teorema se tiene una forma de ver la distancia minima para codigos lineales, la cual
es bastante util.

Teorema 2.13 La distancia minima de un codigo lineal C es el minimo de los pesos de las palabras-
codigo distintas de cero, es decir, d cumple la siguiente igualdad:
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d = min{wt(c) : ¢ € C,c # 0}

Demostracion. De la definicion de distancia minima y la |observacion 2.4 (b)l se sigue que d =
min{d(u,v) : u,v € C,u# v} = min{wt(u — v) : u,v € C,u# v}. Siu,v € C y v # u, entonces
c:=u~—v € C (yaque C es subespacio de [F}/) y ¢ # 0, en consecuencia, d = min{wt(c) : ¢ €
C,c # 0}. [ |

Observacion 2.14 Un codigo lineal C de longitud n y dimension k sobre F, es llamado un [n, k-
codigo lineal g-ario. Si la distancia minima d de C es conocida, algunas veces nos referimos a C
como un [n, k, d)-codigo lineal.

El siguiente resultado nos da una importante cota para la distancia minima de un cédigo lineal,
mismo que serd de utilidad en algunos resultados posteriores.

Teorema 2.15 (La cota de Singleton) Si C es un [n, k, d]-cédigo lineal sobre F,, entonces d <
n—k+1.

Demostracion. Consideremos la funcién
T:C— Fi!
(607 Cly ey Cnfl) — (CO, Cly eeny Ck‘72)~

Entonces, T es una Fg-transformacion lineal. Ahora, dim(T(C)) < k — 1 (pues dim(Fk~1) =
k—1y T(C) < Fi~1). Por hipotesis dim(C) = k, y del Teorema de la dimension se tiene que
dim(Ker(T))+ dim(T(C)) = dim(C) = k, de ahi que 1 < dim(Ker(T)). Entonces, Ker(T) # {0},
y en consecuencia existe una palabra-codigo distinta de cero en ¢ € C tal que T'(¢) = 0, es decir (al
menos) las primeras k¥ — 1 componentes de ¢ son iguales a 0, por lo que el peso de ¢ depende de
las n — (k — 1) componentes restantes, asi que wt(c) <n — (k—1) =n —k+ 1. Al encontrar una
palabra-codigo de C distinta de cero de peso menor o igual an—k+1, sesiguequed < n—k+1. N

2.2. MATRIZ GENERADORA Y DE CHEQUEO DE PA-
RIDAD PARA UN CODIGO LINEAL

Definicién 2.16 (i) Una matriz generadora para un codigo lineal C es una matriz G tal que sus
filas forman una base para C.

(ii) Una matriz de chequeo de paridad H para un codigo lineal C es una matriz generadora para
el codigo dual C+

Observaciéon 2.17 Sea C un [n, k]-codigo lineal sobre F,,.

(i) Una matriz generadora G de C cumple que G € My, x (F,) y si H es una matriz de chequeo
de paridad se tiene que H € M ,,_p) x n(Fg) (dim(CH) =n — k).

(ii) Las filas de una matriz generadora son linealmente independientes. Lo mismo se cumple para
una matriz de chequeo de paridad. Para mostrar que una matriz G € My, « ,,(F,) es una matriz
generadora para C, es suficiente mostrar que las filas de G son palabras-codigo y que son linealmente
independientes. Alternativamente, esto se puede hacer mostrando que C esté contenido en el espacio
fila de G.
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Lema 2.18 Sea C un [n, k|-codigo lineal sobre F,, con matriz generadora G. Sea v € [y, entonces
v € C* si y solo si v es ortogonal a cada fila de G es decir, v € Ct si y sélo si vG* = 0. En
particular, dada una matriz H € M,_)x,(F,), esta serd una matriz de chequeo de paridad para
C si y solo si las filas de H son linealmente independientes y HG? = 0.

Demostracion. Denotemos por r;, ¢ = 1,..., k, a la i-ésima fila de GG. En particular, por definicién,
r; € C y para cada c € C existen Ay,..., \; € F, tales que:

k
Cc = Z Airi-
i=1
Siv € Ct, entonces v-c = 0 para cada ¢ € C, en particular, v es ortogonal a r; para cada 1 < i < k,
de ahi que vG! = [v -r1,v-T3,...,v-15] = 0. A la inversa, si v-r; = 0 para todo 1 < i < k,
k
entonces, para cada ¢ = > \;r; € C se tiene que:
i=1

k k
v.c= ;)\i(v~ri): ;Ai(O):O.

Para la ultima afirmacién, si H es una matriz de chequeo de paridad para C, entonces las filas
de H son linealmente independientes (por definiciéon). Ya que las filas de H son palabras-codigo
de C*, se sigue de la primera afirmacion del Lema que HG* = 0. A la inversa, si HG* = 0, la
primera afirmaciéon del Teorema muestra que las filas de H, y por lo tanto el espacio fila de H,
estan contenidas en Ct. Ya que las filas de H son linealmente independientes, el espacio fila de H
tiene dimension n — k, donde dim(C+) = n — dim(C) = n — k (pues F} = C & C*), de ahi que el
espacio fila de H es igual a C*, por definicién, se sigue que H es una matriz de chequeo de paridad
para C. [ |

Observacion 2.19 Una formulacion equivalente para el [Lema 2.18| (intercambiando los roles de C
y C1) es la siguiente:

Sea C un [n, k]-cédigo lineal sobre Fy, con matriz de chequeo de paridad H. Entonces, v € Fy
pertenece a C si y sélo si v es ortogonal a cada fila de H; es decir, v € C si y s6lo si vH! = 0. En
particular, G € M,,xx(F,) es una matriz generadora para C si y solo si las filas de G son linealmente
independientes y GH? = 0.

El siguiente Teorema y el subsecuente corolario son resultados de gran utilidad, pues relacionan
directamente a la distancia minima de un codigo lineal y al conjunto de filas de una matriz de
chequeo de paridad, permitiendo calcular (o acotar) la distancia minima en base a una matriz de
chequeo de paridad explicita.

Teorema 2.20 Sea C un [n, k]-codigo lineal sobre F, y sea H una matriz de chequeo de paridad
para C. Entonces se cumple lo siguiente:

(i) C tiene distancia minima mayor o igual a d si y so6lo si cualesquiera d — 1 columnas de H son
linealmente independientes.

(ii) C tiene distancia minima menor o igual a d si y soélo si H tiene d columnas linealmente
dependientes.
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Demostracion. (i) [=>] (Por contradiccién) Supongamos que existen d — 1 columnas de H que son
linealmente dependientes, digamos ¢;,, ¢;,, ..., ¢;, , (1 <14; < n). Entonces, existen A;,,...,\;, , €
d—1
I, no todos cero tales que 0 = > A, cf»j
j=1
d—1
v, = 0 en otro caso. Entonces 0 = )\ijcﬁj = vH!, lo cual implica (por laobservacion 2.19) que
j=1
v € C, que por definicion de v, v # 0y wt(v) < d — 1, lo cual contradice que la distancia minima
de C es igual a d.

- Sea v = (vo,v1,...,v,) € Fy, donde vy = \;; si k=1i;y

[<] Sea v = (vg,v1,...,0p—1) € C una palabra-codigo distinta de cero. Denotemos por c;
(1 <4 < n) a las columnas de la matriz H, entonces por la observacion 2.19, se tiene que
0=vH"'= Y w;c. Obsérvese que si s = |Sop(v)| < d — 1, entonces tendriamos s columnas
i€Sop(v)

de H linealmente dependientes, y por lo tanto d — 1 columnas de H linealmente dependientes
(pues tal conjunto de s columnas se podria extender a un conjunto de d — 1 columnas de H, y el
nuevo conjunto sigue siendo linealmente dependiente), lo cual seria una contradicciéon. Por lo tanto
d < |Sop(v)], es decir, d — 1 < wt(v), como v es una palabra-codigo distinta de cero arbitraria, se
sigue que la distancia minima de C es mayor igual a d.

(ii) [=>] Si C tiene distancia minima d’ menor o igual a d, entonces existe v = (vg, v1, ..., 0p—1) € C
tal que wit(v) = d’. Luego, por la |observacion 2.19, 0 = vH" = Y w;cl, donde ¢; son las
i€Sop(v)

columnas de H. Como d’ = |Sop(v)| < d, entonces tenemos d’ columnas linealmente dependientes,
y por lo tanto d columnas linealmente dependientes (extendiendo el conjunto de d’ columnas
linealmente dependientes a un conjunto de d columnas de H, el nuevo conjunto seguird siendo
linealmente dependiente).

[<=] Como en la demostracion de (i)[=>], si H tiene d columnas linealmente dependientes, en-
tonces existe v € C con v # 0 y wt(v) < d, lo cual implica que la distancia minima de C es menor
o igual a d. |

Corolario 2.21 Sean C un cédigo lineal y H una matriz de chequeo de paridad para C. Entonces
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) C tiene distancia minima igual a d.

(if) Cualesquiera d — 1 columnas de H son linealmente independientes y H tiene d columnas
linealmente dependientes.

Ejemplo 2.22 Sea C un cédigo lineal binario con matriz de chequeo de paridad
101 00
H=1|1 10 1 0
01 0 01

Inspeccionando, H no tiene columnas iguales a 0, cualesquiera 2 filas de H son linealmente inde-
pendientes, y las columnas 1,3 y 4 son linealmente dependientes. Por lo tanto, en base al
2.21] la distancia minima de C es 3.
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2.3. CODIGO EXTENDIDO Y CODIGO CONCATENADO

Ahora veremos como construir algunos codigos a partir de otros que sean dados.

Definicién 2.23 Para un cédigo C de longitud n sobre F,, el c6digo extendido de C, denotado por

C, se define como

C=A{(c1yeytn,— > ¢) i (c1,..yep) €CH.
i=1

n n

Cuando ¢ = 2, la coordenada extra — > ¢; = > ¢; es llamada la coordenada de chequeo de
i=1 i=1

paridad.

Teorema 2.24 Si C es un (n, M, d)-codigo sobre F,, entonces C es un (n + 1, M, d’)-codigo sobre
F,, donde d < d’ < d+ 1. Ademas, si C es un codigo lineal, entonces C es un cédigo lineal y

0

.| H
0
\1 1‘1/

es una matriz de chequeo de paridad para C siempre que H sea una matriz de chequeo de paridad
para C.

Demostracion. Sea C un (n, M, d)-codigo sobre Fy. Por definicion, C C Fi*+! y |C| = |C|, pues la

_ n—1

funcién ¢ : C — C definida por ¢(cg, 1, ..., cn—1) = (o, €1, ...y Cn—1,— Y ¢;) €8 una biyeccion.
i=0

Ya que la distancia minima de C es d, entonces existe una palabra codigo distinta de cero ¢ =

n—1 _
(co, €1y .y Cn—1) € C tal que wit(c) = d. Si € = (¢g,c1, ..y Cn_1,— »_ ¢;) € C, entonces € # 0 y se
i=0

n—1 n—1
cumple que wt(€) = wi(c) =d (si >, ¢; =0) 6 wt(c) = wt(c)+1=d+1(si > ¢; #0),yen
i=0 i=0
_ n—1
consecuencia la distancia minima de C es menor o igual a d+1. Seaa = (ag, a1, ...,an—1,— »_ ;) €
i=0

C, con 0 # a = (ag,ay,...,an—1) € C, entonces d = wit(c) < wt(a) < wt(a), de ahi que la distancia
minima de C es mayor o igual a d (pues cada palabra-codigo distinta de cero de C tiene peso mayor
o igual a d). Entonces, si denotamos por d’ a la distancia minima de C, se tiene que d < d’ < d+1.

Hasta ahora, se ha probado que C es un [n + 1, M, d']-codigo sobre F,. Supongamos que C es un
codigo lineal, es decir, ¢ < Fy. Si a = (ap,a1,...,an—1) € C, donde a; = 0, i = 0,1,....,n — 1

n—1 _ n—1
entonces (0,0, ...,0) = (ag,a1,...,an—1,— »_ a;) € C. Ademés, si x = (zg,Z1,...; Tp—1,— 2 Ti),
—_— i=0 i=0

longitu n+1

n—1 _
Y = (Y0, Y1, s Yn—1,— »_ ¥i) € Cy A € F, entonces Ax +y = (Axo + Yo, AT1 + Y1, .0, ATp_1 +
i=0
n—1 _
Yn—1,— 2, (Azi +y;) € C, pues (Azo + Yo, AT1 + Y1, ..., ATn—1 +yn—1) € C por la hipétesis C < Fy.
i=0

Por lo tanto C < IF;‘H.
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n—1 _

Finalmente, sean a = (ag, a1, ..., an—1,— »_ a;) € C, con a = (ag,a,...,an—1) € C y H una matriz
i=0

de chequeo de paridad para C, entonces

0 o o
_ . : a _
Ha' = H O Gp—1 = . ) = O0(n—k+1)x1;
nel n— n—
_ , Sai— Y a;
\1 1 ‘ 1/ l;J @i i=0 ’ i=0 ’

donde las filas de H son linealmente independientes, ya que su tltima fila no es combinacion lineal
de las anteriores y las filas de H son linealmente independientes. Por lo tanto, H es una matriz de
chequeo de paridad para C. [ |

Ejemplo 2.25 (i) Considere el codigo lineal binario ¢; = {000,110,011,101} (C = (110,011)).
Este codigo tiene pardmetros [3,2,2]. El codigo extendido

¢, = {0000, 1100,0110, 1010}
es un [4,2,2]-codigo lineal binario.

(if) Considere el codigo lineal binario C; = {000,111,011,100}. Este codigo tiene parametros
[3,2,1]. El codigo extendido

C, = {0000, 1111, 0110, 1001}

es un [4,2, 2]-codigo lineal binario. Obsérvese que en (i) d(C;) = d(Cz), y en (ii) d(C2)+1 = d(Ca).

Teorema 2.26 (Cédigo Concatenado) Sea A un [N, K, D]-codigo lineal sobre Fym. Entonces
existe un [nN, mK, d']-codigo lineal C sobre F, con d’ > dD, provisto de un [n, m, d]-cédigo lineal
B sobre F,.

emostracion. nsiderem m com - io v ri imension m. m ien

D t Consideremos a F,m como Fj-espacio vectorial de dimensi6 Como B tiene
imension m como F, espacio vectorial, entonces existe una ransformacion lineal ¢ : Fym

d IF, torial, ent t Fgt f | l1¢:Fgm — B

que es biyectiva (un isomorfismo). Podemos extender ¢ y obtener la funcién

¢* 1 Fyn — FoN, (v, 0n) = (9(01), s d(un)).-

Como ¢ es una F,-transformacién lineal se sigue que ¢* también lo es. La funcién ¢* es inyectiva
ya que ¢, en particular, es inyectiva. Obsérvese que ¢* es suprayectiva solo si m = n. El codigo
A puede ser visto como un F,-subespacio de Fé\fn (pues F, es subcampo de Fym). Sea C = ¢*(A).
Entonces C es un subespacio de ]FZLN va que ¢* es transformacion lineal.

Claramente la longitud de C es nN. Ahora, por de la [Observacion 2.12] se tiene

dimg, (C) = log,|C| = logg| A| = log,((g™) ™™™ M) = log, (¢™5) = mK,

donde la segunda igualdad se tiene de C = ¢*(A) con ¢* inyectiva. Ahora, encontremos la distancia
minima de C. Sea (uy,...,un) una palabra-codigo distinta de cero de A. Si w; # 0 para algin
1 <4 < N entonces wte(u;) # 0y wi(p(w;)) > d, pues ¢(u;) € B, ¢ es isomorfismo y d es la
distancia minima de B. Como (u1, ..., ux) tiene al menos D posiciones distintas de cero, el nimero
de posiciones distinta de cero de ¢(uq,...,un) es al menos dD. Como cada palabra codigo de C es
de la forma (¢(u1),...,¢(un)) con (uq,...,un) € A, se concluye que la distancia minima de C es
mayor que dD. |
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2.4. CODIGOS DE MAXIMA DISTANCIA SEPARABLE

Definiciéon 2.27 Un codigo lineal con parametros [n.k.d] se dice que es un codigo de maxima
distancia separable (MDS) si k+d =n + 1.

Teorema 2.28 Sea C un codigo lineal sobre F, con paradmetros [n,k,d]. Sean G una matriz
generadora y H una matriz de chequeo de paridad para C. Entonces, las siguientes propiedades
son equivalentes:

(i) C es un codigo MDS;

(#4) Cada conjunto de n — k columnas de H es linealmente independiente;

(7i1) Cada conjunto de k columnas de G es linealmente independiente;

(iv) C* es un codigo MDS.

Demostracion. [(i) = (ii)] Si C es un codigo M DS, entonces d = n — k + 1. Entonces por el
Corolario 2.21, se tiene (i4).

[(41) = (4)] Si suponemos (i7), por el [Teorema 2.20} se tiene que n — k + 1 < d, y por la cota de

Singleton d < n — k + 1. Por lo tanto, d = n — k + 1, es decir, C es un codigo MDS.

[(i7i) < (iv)] Ya que G es una matriz de chequeo de paridad para C*, anélogamente a la demos-
tracion de (i) <= (i7) (intercambiando el rol de C por C1), se tiene (iii) < (iv).

[(i) = ()] Ya que H es una matriz de chequeo de paridad para C, entonces H es una matriz
generadora para C1. Entonces C1 tiene pardmetros [n,n — k]. Si mostramos que la distancia
minima d’ de C es igual a k + 1, entonces C sera un codigo MDS.

Supongamos que d’ < k. Entonces, existe ¢ € C+ — {0}, tal que wt(c) < k, asi que c tiene, al
menos, n — k componentes iguales a cero. Permutar las coordenadas no cambia el peso, asi que
podemos asumir que las tltimas n — k coordenadas de ¢ son cero. Escribimos H como H = (A|H'),
donde A € M(,—pyxi(Fq) y H' € My_yx(n—k)(Fy). Ya que las columnas de H' son linealmente
independientes (por la equivalencia (i) <= (i¢) ), entonces H' es invertible. Por lo tanto, las filas
de H’ son linealmente independientes. Entonces, al expresar ¢ como combinacién lineal de las filas
de H, la Gnica manera obtener 0's en las tltimas n — k es que en tales combinaciones lineales los
escalares sean iguales a 0 (por la independencia lineal de las filas de H'). Por lo tanto, todas las
componentes de ¢ son 0, es decir, ¢ = 0, lo cual es una contradiccién a la eleccion de c. Se sigue
que k+1 < d, y por la cota de Singleton d <n— (n—k)+1=k+1. Por lo tanto, d' = k+1,
lo cual se queria demostrar.

[(iv) = (1)] Ya que (C*+)* = C, la demostracién es andloga a (i) = (iv). u

Los codigos MDS pueden ser bastante tutiles respecto a la deteccién y correccién de errores, ya
que la distancia minima se puede obtener de forma explicita a través de los parametros longitud
y dimension. Como se vera méas adelante, los Codigos Reed-Solomon resultaran ser (en particular)
codigos MDS.
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2.5. CODIGOS CICLICOS LINEALES

A la funcién
. mn mn
o: ]Fq — Fq
(a()a ary ..., An—2, an—l) — (an—la A0y -y an—Z)

se le llama corrimiento ciclico.

Definicién 2.29 Un codigo C C Fy es llamado ciclico si es lineal y o(C) = C.

Consideremos al anillo R,, = <f§[f]1>.

vectorial con la suma usual en R,, y la operacion por escalares definida de la siguiente manera:

VA e Fg,Vf(z)+ (2™ —1) € Ry : A(f(z) + (2™ — 1)) = (Af(x)) + (" —1).

Obsérvese que R, admite una estructura de I -espacio

Para ver la buena definicién de estad operacion, si ¢i(z) + (2" — 1) = co(z) + (2" — 1) y A € F,,.
Entonces ¢1(z) — ca(x) € (™ — 1), lo cual implica que existe r(z) € Fy[z] tal que ¢1(z) — ca(x) =
r(z)(x™ — 1); se sigue que Aci(z) — Aca(z) = (Ar(z)) (2™ — 1), es decir, Acj(x) — Acz € (2™ — 1)
lo cual equivale a (Aci(x)) + (z" — 1) = (Ae2(x)) + (2" — 1). Entonces la funciéon ¢ : Fy — R,
definida por

P(co,y oy Cno1) = (co+ 12+ oo+ cp12™ ) + (2™ — 1)

es un isomorfismo de F,-espacios vectoriales.

Teorema 2.30 (cf. [11]) Sea ¢ como se defini6 previamente y () # C C FJ. Entonces C es un
codigo ciclico si y solo s1 ¢(C) es un ideal del anillo R,,.

A la luz del veremos a un codigo ciclico como un ideal de R,, y reciprocamente,
segun el contexto. Obsérvese que dicho Teorema, relaciona la estructura de subespacio y la de ideal
de un anillo, lo cual puede ser bastante 1til pues disponemos de una gran cantidad de informacion
y resultados de ambas estructuras.

El anillo R,, tiene propiedades interesantes, una de ellas es que todos los ideales son principales,
es decir, cada ideal es generado por un elemento del anillo.

Teorema 2.31 (cf. D Sea C un ideal distinto de cero del anillo R,, = FqI[I], donde I =
(z™ — 1) < Fy[z]. Entonces se cumple lo siguiente:

(i) Existe un tunico polinomio g(x) € Fy[z] de grado minimo tal que C = (g(z) + I); al polinomio
g(z) se le llama polinomio generador de C.

(ii) El polinomio generador g(z) divide a 2™ — 1 € F,[z].

(iii) Si grad(g(z)) = r, entonces la dimension de C es n — r. Ademas,

C=A{(r(z)+I(g(x)+1): grad(r(z)) <n—r}.
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t .
(iv) Si g(z) = > gix", entonces go # 0 y C tiene matriz generadora

i=0
g 91 - g O .. 0
0 g 91 - g 0.. 0
0 .. 0 g9 g - 9gr

donde cada fila de G resulta de aplicar un corrimiento ciclico a la fila anterior.

Teorema 2.32 (cf. [[5] . Un polinomio ménico p(z) € Fylz] es el polinomio generador de un
codigo ciclico en R siy solo si p(z) divide a 2™ — 1 € F[z].

Lema 2.33 Sea g(z) el polinomio generador de un codigo ciclico C en R,, = <fﬁ[f]1>. Entonces,

c(z) + (™ — 1) € C siy solo si g(z) divide a ¢(x) en F,[z].

Demostracion. =] Sea I = (2" — 1) < Fy[z]. Si ¢(xz) + I € C, entonces existe k(z) + I € R,, tal
que ¢(z) + I = (k(x) + I(g(z) + 1) = (k ( )g(z)) + I. Se sigue que c(x) — k(x)g(z) € I, lo cual
implica que existe r(x) € F,[z] tal que c(z) — k(z)g(x) = r(z)(z™ — 1); ademaés, por el
2.31] existe s(z) € F,[z] tal que 2™ — 1 = s(x)g(x), de ahi que c(x) = k(z)g(z) + r(z)s(x)g(z) =
(k(z) +r(z)s(z))g(x), es decir, g(z)|c(z).

[<=] Si g(z)|c(x), entonces existe r(z) € Fy[x] tal que c(z) = r(z)g(z). Sea I como en la implicaciéon
antfeéiorl, snt;énces c@)+I=@gx)+I= ) +D)(gz)+I)eCyaqueglx)+IeCyC e.s

Ejemplo 2.34 Considere el codigo ciclico C = ((1 + z) + I) en R3 = le[w], donde I es el ideal
(3 — 1) < Fa[z]. Obsérvese que en Falz]: 23 — 1 = (1 + 2)(1 + = + 2?). Por (iii) del
dim(C) = 3 — 1 = 2. Entonces, |C| = 22 = 4. Del mismo resultado, se sigue que C =
{I,A+2)+ Lzl +2)+ [,(1+2)1+2)+ I} ={I,(1+2)+ I, (x +2%) +I,(1 +22) + I}, visto
como subconjunto de F3 tenemos que C = {000, 110,011, 101}. Una matriz de chequeo de paridad

para C es, por (iv) del [Teorema 2.31}
1 1 0
¢= (0 1 1)'

Definiciéon 2.35 Sea g(z) € Fy[x] el polinomio generador de un [n,n — r]-codigo ciclico en R,,.
Ya que g(x) divide a ™ — 1 € F,[z], entonces existe h(z) € Fy[z] tal que grad(h(z)) =n—ry
2" —1=g(z)h(z). A h(z) se le llama el polinomio de chequeo de C.

Teorema 2.36 (cf. [[5], [11]) Sean C un cédigo ciclico en R,, y h(z) un polinomio de chequeo para
C.

(i) C puede ser descrito de la siguiente manera:

C={plx)+TeR,: (plx)+I)(h(z)+1I) =1}

n—r .
(ii) Si h(z) = > h;a’, entonces una matriz de chequeo de paridad para C es
j=0
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By hpore1 .  hg O 0 .. 0

0 hner  hper1 .  ho 0 .. 0
H= ,

0 0 0 hner hpor1 .. ho

(iv) El codigo dual C* es un codigo ciclico de dimensién r cuyo polinomio generador es

ht(x) = hyH(hox™ " + hia™ " L+ By ).

Ejemplo 2.37 Sea C como en el Entonces h(z) = 1+ 2 + 22 es un polinomio de
chequeo para C. Obsérvese que (0+ I)(h(z)+ 1) =1, (1+z)+ (h(z)+I)= (23 -1)+1=1,
(z+2)+ D) +1) = @*—2)+ 1 = (x@@* -1)+ 1 =1, (1 +2%) + D(h(z) +I) =
(#34+1)(1+2)+1 = I, lo cual era de esperarse por (i) del Teorema 2.36. Ahora, por (ii) del mismo
Teorema se tiene que

H=(1 1 1)

es una matriz de chequeo de paridad para C, de ahi que C* = {000, 111}. En este caso, el polinomio
de chequeo de paridad y el polinomio generador de C* coinciden.

2.6. LOS CEROS DE UN CODIGO CICLICO

Si tenemos acceso a las raices del polinomio z” — 1 € Fy[x] (esto es, a las raices n-ésimas de la
unidad), entonces es posible caracterizar a los coédigos ciclicos en R,, de una forma ligeramente
diferente que a través de polinomios generadores. Sea

a" —1=[]m;(z)

la factorizacién de ™ —1 en factores irreducibles sobre ;. Obsérvese que si « es una raiz de m;(z)
en alguna extension de Fy, entonces m;(z) es el polinomio minimo de a sobre F,. Teniendo esto
en consideracion se tiene el siguiente Teorema.

Teorema 2.38 Sea g(z) = ¢1(z)g2(z)-...-q:(z) un producto de factores irreducibles de 2" —1 € F[z]
y sea {a1,o...,a,} €l conjunto de las raices de g(x) en el campo de descomposicion de z™ — 1
sobre F,. Entonces, en R,, se tiene lo siguiente:

(@) + 1) ={f(@) + I € Rn : flan) =0, flaz) =0, ..., f(ou) = 0}
= {f(l‘) +I€R,: f(ﬂl) = 07f(52) = O>"'7f(ﬁt) = 0}7
donde I = (z™ — 1) < Fy[z] y B; es alguna raiz de ¢;(z), i =1, ..., t.

Demostracion. Sean A1 = (g(z)+I), Ao ={f(x)+ T € Ry, : f(a1) =0, f(aa) =0, ..., f(a,) = 0}
y As = {f(@)+1 € Ry : f(B1) = 0,f(B2) =0,..., f(B) = 0}. Sea c(x) + I € Ay, por el [Lema)
se sigue g(z)|c(z) lo cual implica que cada raiz de g(x) en el campo descomposiciéon de z™ — 1
sobre Fy es también raiz de c(x), es decir, c(x) + I € As. Ya que cada raiz de ¢;(x) es raiz de g(x),
se tiene que Ay C As. Sea r(x) + I € A, entonces r(3;) = 0 para alguna raiz §; (en el campo de
descomposicion de 2™ — 1 sobre F,) de ¢;(z), i = 1, ..., t. Dado que ¢;(z) es el polinomio minimo de
B; sobre Fy se tiene que g;(z)|r(x) para cada i = 1, ...,t. Entonces cada g;(z) es un factor irreducible
de r(z) en Fy[z], por la unicidad de la factorizaciéon de r(z) en irreducibles sobre F,, se sigue que

g9(x) = ¢i(x)q2(z) - ... - q(x) es un factor de r(z), es decir, g(z)|r(z) lo cual implica (Lema 2.33))

que r(z) + I € A;. La afirmacion del Teorema se sigue de que 4; C Ay C A3 C A;. [ |
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Definicién 2.39 Las raices del polinomio generador de un c6digo ciclico son llamados los ceros
del codigo. El resto de raices de la unidad son llamadas “no ceros” del codigo.

Observaciéon 2.40 ( ) Obsérvese que si {aq, ..., } es algin conjunto de raices en el campo de
descomposiciéon de z™ — 1 sobre [y, entonces el polinomio generador del cédigo

{flx) + ("= 1) e Ry : flan) = ... = f(ay) =0}
es el minimo comin multiplo de los polinomios minimos sobre F, para las raices ax, ..., o,.

(ii) La representacion de un codigo a través de sus ceros puede ser utilizada para obtener una matriz
de chequeo de paridad para el codigo. Sea {a1,...,a,} un conjunto de raices de z™ — 1 € F[x],
y supongamos que se encuentran en la extension de campo F,a. Sea f(z) + (2™ — 1) € R, con
f(z) =>" fja? € Fy[z]. Entonces,

J

fa;) =0siy solo si Z fial = 0. )

J
Obsérvese que I = ]F‘i como FFg-espacios vectoriales (pues ambos tienen dimensién d), via este

isomorfismo a cada potencia af la podemos pensar como un unico vector columna [o ] de longitud
d sobre F,. Ademas, como f; € F, se cumple que [f;al] = f;[o?]. Se sigue que (*) es equivalente a

;fj[a'f] =X fied] =

Entonces, si definimos la matriz H € Mq x »(Fq) por

8] [of] o [}
I [0“2] [04‘2] [a2 ] ’
00] [al] - [anY]

ysif=(fo,r, fno1) € IF” entonces f(a;) =0 paracadai=1,...,u, si y sélosi fH' = 0, es decir,
por el [Teorema 2.38] f(x — 1) es elemento del codigo ciclico generado por el minimo comin
miiltiplo de los pohnomlos mlnimos de ai, ..., siy solosi fH! = 0. Por supuesto, las filas de H
pueden no ser linealmente independientes, pero eliminando cualquier fila dependiente obtenemos
una matriz de chequeo de paridad para el codigo ciclico con ceros {aq, ..., oy}
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Capitulo 3

CODIGOS BCH

Podemos definir a un c6digo ciclico especificando su polinomio generador g(z), o equivalentemente,
especificando las raices n-ésimas de la unidad que son raices de g(z).

A partir de ahora, se considerara F; un campo finito y n un entero positivo tal que med(g,n) = 1.
Ya que las raices n-ésimas de la unidad sobre F, forman un grupo ciclico bajo la multiplicacién,
entonces existe w raiz n-ésima de la unidad tal que {1,w,w?,...,w™ 1} es el conjunto de todas las
raices n-ésimas de la unidad. A w se le llama raiz n-ésima primitiva de la unidad.

Por ejemplo, podemos definir un c6digo ciclico requiriendo que su polinomio generador g(x) sea el
polinomio de menor grado que tenga entre sus raices a los elementos “consecutivos"

cuyos exponentes de los anteriores elementos son los 6 — 1 enteros consecutivos 1,2,...,d — 1 para
algin § > 1. Claro, esto significa que g(z) puede tener raices adicionales a los elementos anteriores.
Tales codigos, como el definido anteriormente, son llamados coédigos BCH (en el sentido estricto)
y forman una de las familias més importantes de codigos.

3.1. PARAMETROS DE LOS CODIGOS BCH

Definicién 3.1 Sea w una raiz n-ésima primitiva de la unidad sobre F,, y sea g(z) € Fy[z] el
polinomio ménico de menor grado que tiene a los § — 1 elementos

Wb Wbt b te—2
entre sus raices, donde 0 < b<n—1y 2 <. Luego,
g(x) = mem{My(x), Mpy1(x), ..., Mprs5_2(x)}.

El codigo ciclico B4(n, §,w, b) de longitud n y con polinomio generador g(z), es llamado un cédigo
BCH con distancia designada ¢.

De la anterior definicién, destacamos dos casos especiales.

1.- Cuando b =1, el codigo B,(n,d,w,b) es llamado codigo BCH en el sentido estricto.

2.- Cuando w es un elemento primitivo del campo de descomposiciéon de 2™ — 1 € F[z], entonces
el codigo B, (n, d,w,b) es llamado codigo BCH primitivo. En este caso, en la notacion se sustituye
a w por o. También obsérvese que « al ser una raiz n-ésima entonces o € Fym para algin m € N,
y si a es elemento primitivo de Fgm entonces « tiene orden ¢™ — 1, es decir, n = ¢™ — 1. Por lo
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tanto, cada vez que nos referimos a un cédigo BCH primitivo, la longitud es de la forma ¢™ — 1
para algin m € N.

Teorema 3.2 (i) Sea a un elemento primitivo de Fym. Entonces, la dimensién del codigo BCH
g-ario B,(¢™ — 1,0, @, b) es independiente de la eleccion del elemento primitivo a.

(ii) Un codigo BCH g-ario de longitud ¢™ — 1 y distancia designada ¢ tiene dimensién mayor o
igual a ¢™ — 1 —m(d —1).

Demostracion. (i) Para b < ¢ < b+ 6 — 2 sea C,4(i) la clase ciclotomica de ¢ modulo ¢™ — 1
b+5—2 ‘
que contiene a i. Ademaés, consideremos a S = |J Cg(¢). Entonces, g(z) = [[(z —a’), y en
i=b ics

consecuencia ¢ — 1 — grad(g(xz)) = ¢™ — 1 — |S|. Ya que S es independiente de la eleccion de «,
el resultado deseado se sigue.

(ii) Sea i € {b,b+1,...,< b+ — 2}. Dado que ¢™ = 1(m6d ¢™ — 1), entonces ¢™i = i(mdd
¢™ — 1) y segun lo visto en la secciéon de clases ciclotomicas se sigue que |Cy ()] < m donde Cy(7)
es la clase ciclotomica de ¢ modulo ¢™ — 1 que contiene a i. Por la parte (i), y el parrafo anterior
la dimension k del codigo satisface lo siguiente:

b+6—2 ) b4-0—-2 ) b+6—2
k=q"—1-|S|=q"—-1-]| _Ub Co()] z g™ =1 - Zb [Cq(i)] 2 q™ —1— Zb m
i= i= i=

=¢"—1-m(0—1)
|

El resultado anterior muestra que, para encontrar la dimensién del cdédigo BCH g-ario de longitud
q™ — 1 generado por

9(x) = mem{My(z), .., Myy5-2(2)},

b+5—2
es suficiente calcular la cardinalidad de |J Cy(¢), donde Cy(7) es la clase ciclotomica de ¢ m6dulo
i=b

q™ — 1 que contiene a 1.

Ejemplo 3.3 (i) Considere las siguientes clase ciclotomicas de 2 médulo 15:
C3(2) ={1,2,4,8}, C2(3) = {3,6,9,12}.

Entonces, la dimensién del cédigo binario BCH B5(15 = 2* — 1,3, qa,2) generado por g(z) =
mem{Ma(x), M3(x)} es

k=15—|Co(2) UCy(3)| =15—-8="T.

En este caso, se “alcanza” la cota inferior del pues k=7=2%—-1-4(3-1).

(ii) Ahora, considere las siguientes clases ciclotomicas de 3 modulo 26:
C3(1) ={1,3,9}, C5(2) = {2,6,18}, C3(4) = {4,10,12}.

Entonces, la dimension del codigo ternario BCH B3(26 = 3% — 1,5,a,1) generado por g(z) =
mem{ M (x), ..., My(z)} es

k=26—|C5(1)UC3(2) UC5(3)UC3(4)] =26 — |C3(1) UC5(2)UC3(4)| =26—9 =17.
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En este caso, la dimensién es estrictamente mayor que la cota inferior del pues
17>33—1-3(>5-1) = 14.

Observacion 3.4 Seat > 1. Como t =¢ (méd 2™ —1) y 1 =2™ (méd 2™ — 1), entonces t = 2™
(méd 2™ —1), o bien, t = 2¢2™~1 (méd 2™ —1) lo cual implica que t € C,(2t), y asi Cy(t) = C,y(2t)
pues las clases ciclotémicas son clases de equivalencia. De lo anterior, se sigue que respecto al campo
binario M;(x) = Moy (x). Por lo tanto,

mem{ M (), ..., Mar—1(x)} = mem{Mi(x), ..., Mo ()},

es decir, la clase de los codigos binarios primitivos BCH en el sentido estricto es la misma que la
de los coédigos binarios primitivos BCH en el sentido estricto con distancia designada un entero
positivo impar.

Ejemplo 3.5 Sea o una raiz de 1+ x + 2% € Fo[z]. Entonces « es un elemento primitivo de Fyg.
Considere las clases ciclotémicas de 2 moédulo 15:

05(0) = {0}, Ca(1) = {1,2,4,8}, Co(3) = {3,6,9,12}, Ca(5) = {5, 10}, Co(7) = {7,11,13, 14}.

De lo anterior podemos determinar los respectivos polinomios minimos.

Moz)= T (z—af)=1+s
j€C2(0) ,
Mi(z) = Ma(z) = My(z) = Ms(z) = 'ecHu)(x —ad)y=1+z+a?
M3(x) = Mg(x) = My(z) = Mi2(x) = (];[( )(x —ad)=1+z+2?+23+ 22
7€C2(3
Ms(z) = Mig(z) = [] (z—a/)=1+z+2”
JE€C2(5) )

My(x) = My (x) = My3(z) = Mys(z) = [ (x—af)=1+2%+a2t

JEC(T)

Por el [Teorema 3.2} el c6digo binario primitivo BCH en el sentido estricto B2(15 = 2* — 1,3, a,1)
tiene dimension

2
kE=15—| U Cy(3)] = 15— |C2(1)| = 15 — 4 =11,
i=1
y tiene polinomio generador
g(x) = mem{M;(x), Ma(2)} = My(z) = 1 + 2 + 2*,
el cual verifica que k = 15 — grad(g(z)) = 15 — 4 = 11, lo cual era de esperarse.

Similarmente, con los datos anteriores, podemos calcular la dimension y el polinomio generador de
coddigos binarios BCH en el sentido estricto de longitud 15. Para algunos de ellos, presentamos los
célculos respectivos en la siguiente tabla.

n | k|§ g(z)

15|11 ] 3 1+ax+at

51715 1+z+2)(1+z+ 22+ 23+ 27)
55 [ 7] (Q+a+at)1+a+2%+23+2H)1 + a2 +2?)

Teorema 3.6 Un codigo g-ario primitivo BCH en el sentido estricto B,(¢™ — 1,9, 1) tiene
dimension k = ¢"—1—m(d—1), siempre que g # 2y med(¢™—1,e) = 1 paracadae € {1,...,6—1}.
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Demostracion. De la demostraciéon del [Teorema 3.2 sabemos que la dimensién es igual a

60—1 )
k=g~ 1-| U C,0)

donde Cy(7) es la clase ciclotomica de ¢ modulo ¢™ — 1 que contiene a i. Por lo tanto, es suficiente
demostrar que |Cy(i)| = mparacadai € {1,...,6—1},y que Cy(:)NCy(j) = O parai,j € {1,...,6—1}
e i # j. Obsérvese que 1 = ¢™ (méd ¢™ — 1), lo cual implica que i = ¢™i (méd ¢"™ — 1) para
ie{l,..,0 —1}.

Para cada entero ¢, tal que 1 <t <m — 1, afirmamos que i # ¢%i (méd ¢™ —1) con 1 <4 <6 — 1.
En caso contrario, tendriamos (¢¢ — 1)i =0 (méd ¢™ — 1), o equivalentemente, (¢™ — 1)|(¢* — 1)i
con (¢™ — 1,i) = 1 por hipétesis, entonces (¢ — 1)|(¢* — 1), lo cual es una contradiccién pues
t < m. De lo anterior, tenemos que m es el menor entero positivo talque ¢ = ¢"™i (méd ¢™ — 1)
para i € {1,...,0 — 1}, se sigue que Vi € {1,...,0 — 1}: |Cy(i)| = m.

Sean 7,5 € {1,...,0 — 1} tales que i < j. Supongamos que j = ¢*i (méd ¢™ — 1) para algan entero
s> 0. Entonces (j—1) = (¢°—1)i (méd ¢"™—1), lo cual es equivalente a (¢™ —1)|((¢*—1)i—(j —1)).
Ya que (¢—1)|(¢™—1) (pues ¢™—1 = (g—1)(¢™ ' +¢™>+...+1)), entonces (g—1)[((¢*—1)i—(j—1)
por la transitividad de la relacion de divisibilidad, y como (¢ — 1)|(¢®* — 1)i ( pues (¢° — 1)i =
(¢ —1(¢* " +¢* %+ ... + 1)i) entonces (¢ — 1)|(j —4). De (¢ — 1)[(j — @) y (¢ — (g™ — 1) se
sigue que (¢ — 1)|med(¢™ — 1,7 — i), y esto es una contradicciéon pues por hipdtesis ¢ — 1 > 2
y med(g™ — 1,7 —i) =1yaquel < j—i<¢—1. Entonces j ¢ C,(4), lo cual implica que
Cq(j) # Cq4(4) y como estas son clases de equivalencia, se tiene que Cy(j) N Cy(i) = 0.

|

Ejemplo 3.7 Considere el siguiente codigo BCH: B,4(63 = 43 — 1,3,a,1) con a un elemento
primitivo de Fgy.

Tenemos que las clases ciclotémicas de 4 médulo 63 que contienen a 1 y 2 respectivamente son:
Cy(1) = {1,4,16}, C4(2) = {2,8,32}. Asi, sabemos que k = 63 — |C4(1) U Cy(2)| = 63 — 6 = 57.
Sin embargo, la dimensién en este caso, puede ser calculada mas directamente. Note que 4 # 2 y
med(63,1) = 1 para i € {1,2}, asi que por el [Teorema 3.6, k = (64 — 1) —3(3 —1) = 63 — 6 = 57.
Como hicimos notar antes, dentro de los c6digos binarios primitivos BCH en el sentido estricto es
suficiente considerar a los de distancia un nimero impar positivo.

Teorema 3.8 Para un codigo binario primitivo BCH en el sentido estricto B5(2™ — 1,0 = 2t +
1,a,1), su dimension k esta acotada inferiormente por n — m‘s;Ql.

Demostracion. Como se senalo en la observacion 3.4, tenemos que Cy(i) = Co(2i) para i €
{1,...,2t}. Ademas, si i € {l,..,2t} tenemos que i = 2™(mo6d 2™ — 1), asi que |Ca(i)| =
min{n € Nji =i 2"(moéd 2™ — 1)} < m. Entonces la dimension k satisface

2t t t
k=2 —1— | JCu(i) =2m —1—| U Cy2i —1)| > 2™ — 1= 3 |Cy(2i — 1) = 2™ — 1 — tm
=1 =1

% = i=1

_ om 6—1
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Ejemplo 3.9 Un codigo binario primitivo BCH B5(63 = 26 — 1,5,a,1) tiene dimension k =
4
63—| U C,(i)] = 63— |C2(1)UC(3)| = 63—|{1,2,4,8,16,32}U{3,6, 12, 24,33, 48}| = 63— 12 = 51,
i=1
y en este caso se alcanza la cota inferior del pues 51 = 63 — 6251
Sin embargo, un c6digo binario primitivo BCH 9B5(31 = 25 — 1,11,,1) tiene dimensiéon k =
10
31 — | U Cy(4)] =31 — |Ca(1) UCa(3) UCa(5) UCy(7)] = 31— |{1,2,4,8,16} U {3,6,12,17,24} U
i=1

{5,9,10,18,20} U {7,14,19,25,28}| = 31 — 20 = 11, donde 11 > 6 = 31 — 51=L es decir, la
dimension en este caso es estrictamente mayor que la cota del

Ahora, veamos un lema sobre codigos ciclicos que sera de utilidad posteriormente.

Lema 3.10 Sea C un codigo ciclico de longitud n con polinomio generador g(z). Supongamos que
aq, ..., son todas la raices de g(x) y que g(z) no tiene raices multiples. Entonces un elemento

clx) + (" —1) € (g]f,,‘{[_w]D es una palabra-codigo de C si y solo si ¢(a;) = 0 para cada i € {1,...,r}.
Demostracion. [=] Sea c(x)+(z™—1) una palabra codigo de C, como g(x) es el polinomio generador
de C, entonces existe f(x)+ (z"—1) € (xfj(il) tal que c(z)+ (2" — 1) = g(x) f(z) + (™ — 1); se sigue
que c(z) — g(x)f(x) € (™ — 1), y en consecuencia, existe k(z) € Fy[z] tal que c¢(z) — g(z)f(z) =
k(x)(z™ — 1). Dado que g(x) divide a 2™ — 1, se tiene que c(a;) = g(o;) f(i) + k(o) (o — 1) =
0- f(o) + k(a;) - 0=0 para cada i € {1, ...,r}, es decir, ¢(a;) = 0 para cada i € {1,...,7}.

[<] Si ¢(a;) = 0 para cada ¢ € {1,...,r}, entonces c(z) es divisible por g(z) ya que g(x) no tiene
raices multiples. Entonces existe k(x) € Fq[z] tal que c¢(z) = k(z)g(x), lo cual implica en T
que o@) + (" — 1) = k(@)g(z) + (" — 1) = (k(x) + (2" — 1))(g(z) + (=" — 1)) € C, es decir,
c(z) + {x"™ — 1) es una palabra-codigo de C.

|

Ejemplo 3.11 Considere el [7,4]-c6digo binario de Hamming con polinomio generador g(z) =
14z + 2 € Fa[z]. Como todos los elementos de Fg — {0, 1} son raices de c(z) =1 +x + 22 + 23 +
xt+ad + 2% = “;7:11 € Fy[z], y Fg es el campo de descomposicién de g(z), entonces todas las raices
de g(z) son raices de ¢(x). Por lo tanto, (1 +x + 2% + 23 + 2% + 2° + 2%) + (27 — 1) € C, o visto C
como subespacio de F7, se tiene que (1,1,1,1,1,1,1) es una palabra-cédigo.

El siguiente resultado es de suma importancia dentro de la clase de los codigos BCH, pues relaciona
directamente la distancia designada y la distancia minima. Nos referiremos a este resultado como
la cota BCH.

Teorema 3.12 (La cota BCH) Un codigo g-ario BCH, C = B,(n, d,w, b), tiene distancia minima
mayor o igual a § (la distancia designada).

Demostracion. Sabemos que el polinomio generador de By (m, d,w,b) es

9(@) = mem{M,(x), Myy1(2), ..., Mypis-2}.
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Ademés estd claro que w’,..,w?*9=2 son raices de g(z), ya que M;(z)|g(z) para cada

j € {bb+1,...b+ 3§ — 2}. Supongamos que la distancia minima d de C es menor que 0.
Entonces existe una palabra cédigo distinta de cero c(x) = co + 12 + ... + 12" ! tal que

wt(c) = d < 4. Por el [Lema 3.10} tenemos que c(w’) = 0 para cada i € {b,....,b + § — 2}; esto

iltimo se puede representar matricialmente de la siguiente manera:

1 wb (wb)Q (wb>n—1 o 0
1 wb+1 (wb+1)2 (wb+1)n—1 e 0
1 wht2 (wb+2)2 (wb+2)n—1 s _ 0 (3 1)
1 wb-‘r.é—Q (wb+6—2)2 (wb+5;2)n—1 Cr—1 0

Supongamos que el soporte de c¢(z) es R = {i1,...,1q}, es decir, ¢; # 0 si y s6lo si j € R. Entonces,
(3.1) se convierte en

O 0 O @)\ (e [0

(wb+1)zl (wb+1)12 (wb+1)13 (wb"rl)id Ciy 0
(W) @) (W) @y | e | = [0 (3.2)

(wb+6—2)z’1 (wb+6—2)i2 (wb+6—2)i3 (wb+6—2)id ci, 0

Como d < § — 1, entonces podemos obtener un sistema de ecuaciones eligiendo las d primeras
ecuaciones de (3.2), y obtenemos lo siguiente:

(wb)“ (wb)lz (wb)”’ (wb)id i, 0

(OJZJF;)“ (WZJr;)lz (WZJr;)ls (WZ+;)1:.1 Ciy 0

(w + )21 (w + )12 (w + )13 (w + )’Ld Cig _ 0 (33)
(wb+d—1)i1 (wb+d—1)i2 (wb+d—1)i3 (wb+d—1)id ci, 0

(wb)zl (wb)w. (wb)la (wb)1d
(wb+1)11 (wb+1)12 (wb+1)13 (wb+1)zd
D — ( b+2)11 (wb+2)i2 ( b+2)13 ( b+2)zd
(wb-i-ci—l)il (wb-i-ci—l)iz (wb+(i—1)i3 (wb+ri—1)id
@)1 @yl () (whyie -1
(wb)zl LWt (wb)zz . wz% (wb)13 w's (wb)zd . W'
| @) W)RWh)E (W) (w?) (wh)' (w?)'
(wbyl(;}d—l)il (wb)lg((:ud—l)ig (wb)13((:dd—1)i3 (w )zd(@d—lyd
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1 1 1 e 1
wi w2 w - whd
N L O L ) L UK
=1
(wdil)il (wdil)iQ (wdil)ig, .. (wd;l)id
1 1 1 1
wh w2 w . whd
s | @7 @2 @2 (w)?
j=1
(wll)d—l (wlz)d—l (w13)d—1 (wvd)d—l
d
“TIets I —wt) (3.4
=1 1<i<k<d

Obsérvese que en la dltima igualdad esté involucrado un determinante de Vandermonde de orden

d .
d, para el cual se tiene una forma explicita. Por otro lado [] (w”)% # 0, pues en caso contrario,
j=1
existiria jo € {1,...,d} tal que (w®)% = 0, es decir, w®%o = 0, lo cual implica que w = 0, y esto
es una contradiccién ya que w es una raiz n-ésima primitiva de la unidad sobre F,. Ademas, si
r,s € R = {i1,...,iq} C {0,...,n — 1}, donde r # s, entonces w” # w?*, ya que w es raiz n-ésima
primitiva de la unidad sobre Fy; se sigue que  [[ (w™ — w!) # 0. Por lo tanto, de (3.4) se
1<l<k<d
tiene que D # 0. Ahora, como D # 0, se sigue que el sistema de ecuaciones en (3.3) tiene solucién
tunica, a saber, (¢;,,...,¢i,) = (0, ...,0), lo cual es una contradiccion ya que {i1,...,i4} es el soporte
de ¢(z). Por lo tanto, 6 < d, o bien, la distancia designada de C es menor o igual a su distancia
minima. |

En la siguiente seccién se presentaran algunos resultados basicos sobre el Polinomio de Mattson-
Solomon, que serdan de utilidad en la seccién sobre la decodificacion de codigos BCH, ademés,
proporcionara lo necesario para dar una demostracién alternativa del [Ieorema 3.12

3.2. EL POLINOMIO DE MATTSON-SOLOMON

Definicién 3.13 Sean n > 2 un entero tal que med(n,q) = 1 y w una raiz n-ésima primitiva
de la unidad sobre F,. Entonces para cada v = (v, ..., Up_1) € [y, consideramos el polinomio
n—1 .
v(z) = ) vja? € Fylz] y definimos el polinomio de Mattson-Solomon V;,s(z) de v como sigue:
§=0

n

Vins(2) = 3 v(w?)an7.

Jj=1
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Obsérvese que si w € Fyx, entonces V.. () es un polinomio sobre F «. El polinomio de Mattson-
Solomon puede depender de la elecciéon especifica de w, pero pensamos a w fijo y se suprime esta
dependencia en la notacién, es decir, dado w raiz n-ésima primitiva de la unidad, se considerara
solo el polinomio de Mattson-Solomon respecto a w.

Lema 3.14 Sean n > 2 un entero tal que med(n,q) = 1 y w una raiz n-ésima primitiva de la
unidad sobre F,. Entonces para un entero ¢ tal que || € {0,...,n — 1}, se cumple que

n—1
> (W) =ndio,
=0

donde d; o es la delta de Kronecker.

Demostracion. La demostracion se hard en tres casos:
n—1 n—1 n—1

(1) Sii=0entonces y (W) => UV => 1l=n=n-1=ndo.
j=0 j=0 j=0

(2) Si0<i<n-—1,setiene que 1 —w® # 0, 0 bien, 1 # w’ ya que w es una raiz n-ésima primitiva

de la unidad. Entonces, 0 = 1 — (w*)"” = (1 — w*)( Y_ (w")?), y por lo mencionado anteriormente,
§=0
n—1 L
se sigue que Y, (w')? =0=mn-0=00;0.
§=0
(3) Si —(n —1) < i < 0, entonces existe 0 < k < n — 1 tal que i = —k. Ahora, w™! también
es raiz m-ésima primitiva de la unidad, asi que por el inciso (2), . ((w™)¥)? = ndy 0, como
§=0
(w HF =w™ =wly 6.0 = §_0, se sigue que Y (w')? = nd; 0. [ |
§=0

Dado v € [y, el polinomio de Mattson-Solomon se define en base a las coordenadas de v. A la
inversa, si tenemos el polinomio de Mattson-Solomon de v, podemos recuperar las coordenadas de
v en la siguiente forma.

Teorema 3.15 Sean n > 2 un entero tal que med(n,q) = 1 y w una raiz n-ésima primitiva de la
unidad sobre Fy. Si v = (vo, ..., v,-1) € Fy, entonces

v; =n"Ws(w') parai =0,....,n — 1,

donde n~?! es el inverso multiplicativo de n (la suma de n-veces 1) considerado como un elemento
del subcampo primo de F,.

Demostracion. Para ¢ = 0,...,n — 1, tenemos que

. n . . . n . . .. n . .. n_l . ..
Vins (") = Zlv(w])w’("_” = Zlv(oﬂ)wmw_” = Zlv(w])w_” = Zov(wj)w_” =
j= j= j= j=
n—1n—1 . . n—1 n—1 . n—1
S vt = 3y, 3wl = > vpnd,; = nv;.
7=0 k=0 k=0  j=0 k=0

La igualdad resaltada con * se debe a que v(w®)w™ " = v(w® = v(1) -1 = v(1)-17¢ =
(W) (W) "t = v(w")w ™™, pues w es raiz n-ésima de la unidad. La igualdad resaltada con **
se debe al pues 0 < k,i < n — 1 implica que 0 < |k —i|] <n — 1y por ende se puede
aplicar el Lema mencionado. Cabe sefalar que 0x—; 0 = 0k,
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Del se desprende inmediatamente el siguiente resultado.

Corolario 3.16 (i) Sean n > 2 un entero tal que mecd(n,q) = 1 y w una raiz n-ésima primitiva de

n—1 .
la unidad sobre F,. Si v = (vo, v1,...,vn—1) € Fy y consideramos v(z) = ) v;2? € Fy[z], entonces
§=0
n—1 ) .
v(r) =n"1 Y Vis(w?)ad.
3=0

donde n~1! es el inverso multiplicativo de n (la suma de n-veces 1) considerado como un elemento
del subcampo primo de F,.

(ii) El peso wt(v) de v es igual a n — s, donde s es el nimero de raices de V;,,5(x) que son raices
n-ésimas de la unidad.

(iii) El peso wt(v) de v es mayor o igual a n — grad(Vi,s(x)).

Demostracion. (i) Por el |[Teorema 3.15| se tiene lo siguiente:

n—1 - n—1 . ) n—1 )
v(z) = > virl = 3 (”_1Vms(wj))xj =n"! > Vins(w?)a?.
j=0 j=0 j=0

(ii) Como w es una raiz n-ésima primitiva de la unidad, entonces w®,w!,...,w™ ! son todas las
raices n-ésimas de la unidad, asi que el nimero de raices n-ésimas de la unidad que son raices

de Vyus(x) esigual a s = [{j : Vis(w?) = 0y 0 < j < n—1}], y del [Teorema 3.15| se sigue

ques=|{j:v; =0y 0 < j <n—1}|. Porlotanto, wt(v) =n—|{j : v; =0y 0 < j <n—-1}| =n—s.

(iii) Usando la notacion del inciso anterior, se tiene que s < grad(Vps(x)), pues Vins(x) puede tener
raices que no son raices n-ésimas de la unidad. Por lo tanto, n — grad(V,,s(z)) <n—s=wit(v). W

Antes, en el [Teorema 3.12] se demostr6é de para un cédigo BCH su distancia minima es mayor o
igual a su distancia designada. A continuacioén, usando resultados sobre el Polinomio de Mattson-
Solomon, daremos una demostracién alternativa del teorema mencionado.

Teorema 3.17 (La cota BCH) Sean n > 2 un entero tal que mcd(n, ) = 1y w una raiz n-ésima
primitiva de la unidad sobre F,. Consideremos C = B,(n, d,w, b) un cédigo g-ario BCH, entonces
d < d(C), es decir, C tiene distancia minima mayor o igual a su distancia designada 4.

Demostracion. Sean c(x) € C una palabra-cédigo distinta de cero y g(z) el polinomio generador
de C. Como c(z) # 0 y grad(c(z)) < n — 1, se tiene que no todos los n distintos elementos w?,
1 = 0,1,..,n — 1, pueden ser raices de c(x). Se sigue que Cp,s(z) es distinto de cero. De los
pardmetros de C, se cumple que g(w’) = 0 para i = b,b+1,....,b+ § — 2. Como g(x)|c(z), se tiene
que c(w') = 0 para i = b,b+1+...,b+§ — 2. Teniendo en consideracién esto tltimo, se analizan
las posibles formas de C,,s(z) en funcién del orden de w', i = b, ...,b + § — 2 respecto al conjunto
ordenado de todas las raices n-ésimas de la unidad {w® w!,...,w” " 1}.

Casol.b+5—-2<n-—1.
En este caso tenemos 3 subcasos:
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(I). Si b = 0, entonces los elementos w’, i = 0,1,...,8 — 2, tienen el siguiente orden dentro de las

raices n-é¢simas de la unidad: w?, ..., w® 2, W%t . w" 1.

Antes en la prueba, se mostr6 que c(w?) =0 para i = b, ...,b+ & — 2, entonces
Cos(r) = c(WO a0 4+ c(w™ Ha.

Si p(z) := 27 Cps(x) = c(W?™ N2 % + ... + ¢(w™ 1), entonces p(w’) = 0 si y 8610 si Cpps(w?) =0
(si p(w’) = 0 entonces (w?)~1Cpp(w’?) = 0, donde w7 # 0 ya que w # 0, de ahi que C,,5(z) = 0, la
otra implicacion es inmediata por la definicion de p(x)). Entonces, toda raiz n-ésima de la unidad
que sea raiz de p(z) es también raiz de C,,s(z), y viceversa. De ahi que Cp,5(x) tiene a lo mas n—0
raices que son raices n-ésimas de la unidad.

(IT). Si b = 1, entonces dentro de las raices n-ésimas de la unidad, los elementos w’, i = 1,...,b +

§ —2 =0 — 1, tienen el siguiente orden: w®,w',...,w? 1, w?, ..,w™ ' Ahora, en este caso,

Cons(r) = (W20 + ... + c(W" V) + c(w),
y en consecuencia, C,s(x) tiene lo mas n — § raices que son raices n-ésimas de la unidad.

(ITT) Si b > 1, entonces el orden de los elementos w’, i = b,b+1,...,b+J —2 en las n raices n-ésimas
de la unidad es el siguiente: w®, w', ..., w?" 1, WP, WO . WbHTIT2 (WOFI-L 1 yn—l Entonces, en este

caso,

Cns(r) = c(W)z" 1 + c(w?)a™ 2. + c(wP a0+ 4 e(wbHo—)pn=bt=0+1 1 4 c(wn).
Multiplicando la igualdad anterior por 2°~! y reordenando se tiene que:
2271 = (W) T2 4 (W)™ TS b L 4 (Wb 4 (W) 0 L 4 (w2t

= 2"[e(w)2?2 + c(w)rb 73 + . 4 (Wb H] + {c(WbT 20 4L 4 c(w™)ab 1)
Tomando a p(z) como el polinomio entre corchetes y a g(x) como el polinomio entre llaves, se tiene
que

@ Crs(2) = 2"p(2) + q(z) = (2" — 1)p(@) + p(z) + q(2).

De la anterior igualdad, se sigue que si Cps(w’) = 0, entonces 0 = ((w/)™ — 1)p(w?) + p(w’) +
qw?) = (1 = Dp(w?) + p(w?) + q(w?) = p(w?) + g(w?). A la inversa, si p(w’) + q(w?) = 0 entonces
0= p(w))+q(w’) = (1=1)p(w’) +p(w?) +q(w’) = (W)" =1)p(w?) +p(w’) +q(w’) = W Cps(w?);
como w # 0, se sigue que w’~! # 0, y en consecuencia C,,(w?) = 0. Se ha mostrado que w’ es una
raiz de Cp,s(z) si y s6lo si es una raiz del polinomio p(z) + g(x), el cual tiene grado a lo mas n —J.
Entonces C,,s(x) tiene a lo mas n — § raices n-ésimas de la unidad entre sus raices.

Caso 2. b+6—-2>n-—1.

Ahora, los elementos w?, i = b,b+ 1,...,b + 0 — 2, tienen el siguiente orden entre las n raices n-
ésimas de la unidad: w° = w”, w! = Wt Wk = WPFO=2 R b=l b Wbt w1 donde

k=(b+8§—-2)(modn) y k < b—1 (ya que w’~! no puede ser raiz de g(z), segin los pardmetros
de C). Entonces, en este caso se tiene lo siguiente:

Crns(7) = c(WF)an=k=1 4 c(wh2)gn=F=2 1 | 4 c(wb=1)gn—b+L,

Se sigue que 2° 7105 (z) = c(wWFT)an to=h=2 4 o(WhT2)gnto=F=3 4 4 c(wb=1)"
= 2"[c(wFTH)2b=F =2 4 c(wWhH2)axb=F =3 4 L 4 c(wbY)).
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Sea p(z) = c(wht1)zb=*=2 4 c(WFT2)xb=F=3 1 | 4 ¢(wb™1). Entonces 2*~1Cps(x) = 2"p(x), y
p(w?) = 0 si y s6lo si Cpps(w?) = 0 (si p(w’?) = 0 entonces 0 = (w)"p(w?) = (W)*" 10,5 (w?), es
decir, w1 C,,4(w?) = 0, lo cual implica que C,,s(w’) = 0, ya que w # 0. La otra implicacién,
se tiene por la forma de p(x)). Entonces, toda raiz n-ésima de la unidad que es raiz de p(x) es
también raiz de Cy,s(x), y viceversa. Comon = (b—1—k)+(6—1), entonces n —3J = b—k —2. Asi,
p(z) tiene a lo mas grado n — d, y en consecuencia Ci,s(x) tiene a lo méas n — ¢ raices n-ésimas de
la unidad entre sus raices. En cualquier caso (1 6 2), vemos que C,,s(z) tiene a lo mas n — § raices
que son raices n-ésimas de la unidad, es decir, s := [{w? : 0 < j<n—1y Cps(w?) =0} <n—4.
Por el [corolario 3.16(ii), se tiene que § =n — (n—§) < n —s = wt(c(x)). Por lo tanto, la distancia

minima de C es mayor o igual a . |

En la siguiente secciéon se plantea el problema de decodificacion de codigos BCH, para posterior-
mente proponer una soluciéon.

3.3. DECODIFICACION DE CODIGOS BCH

Sean m > 2 un entero tal que med(n,q) = 1, w una raiz n-ésima primitiva de la unidad sobre
Fyy v = (vo,v1, ..., vn-1) € Fy. Consideremos v = (v, V1, ..., Up—1) su Transformada de Fourier
Discreta (TFD), cuyas componentes se definen como sigue:

n—1
0= vw’i=01,.,n-1 (3.5)
§=0
Si interpretamos las componentes de v y v como coeficientes de polinomios, entonces v(z) =
n—1 . n—1 .
> vz y V(z) = ) Uiz se relacionan de la siguiente manera:
j=o i=1
n—1
v, =v(w"),i=0,1,..,n — 1, y en consecuencia, v(x) = v(w')z". (3.6)
=0
- n—1 o
Note que v(z) = Y. v((w™)7%)z¢, que es el polinomio de Mattson-Solomon de v pero respecto a
i=1
la raiz n-ésima primitiva w~!. Entonces, del [Teorema 3.15|se tiene lo siguiente:
v =n V(W) (3.7)

Si multiplicamos la i-ésima componente de v por w**, i =0,1,...,n — 1, definimos un nuevo vector

v, = (vo,vlw”,...,vn,lw“(”_l)) (3.8)

entonces su TFD es| |

|Vu = (v,ua Vpd-1y 0y Uu+n—1) (39)|
ﬂdonde en (3.9) los subindices se toman modulo n. Para probar la expresion en (3.9), sean j €
{0,...,n—1} y k = (n+ ) (mod n), entonces de (3.6) se tiene que la entrada j-ésima de v,, cumple
lo siguiente:

. n—1 . . n—1 o n—1 . n—1 )
Uy = vu(w!) = z%(viwm)(w])l = Zo vwh It = X%J vy = Zo viw* = v(wk) = T,
i= = i= =

Asi, la j-ésima entrada de v, es Uy, tal como se deseaba, pues recordemos que k = (u + j)(mod
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Ahora se definen los siguientes polinomios asociados a v. El polinomio localizador de v es

ov(z) = H (1—w'e). (3.10)

i€Sop(v)
Para cada valor de i € Sop(v), se define también el i-ésimo polinomio localizador perforado o (z):

o(@)=0oy(@)/1-wz)= [] (1-wia) (3.11)
Jj€Sop(v)
J#i
Finalmente, definimos el polinomio evaluador de v como
M) = Y viold(x) (3.12)

i€Sop(v)

Con la definicién de los anteriores polinomios se tiene el siguiente lema.

Lema 3.18 mcd(oy(z), Av(z)) = 1.

Demostracion. Para exhibir que o,(x) y Ay (x) son primos relativos, es suficiente observar que ellos
no tienen raices en comtin. En caso contrario, existe i € Sop(v) tal que \,(w™?) = 0 (ya que las
raices de o, (x) son precisamente los elementos w=?, con i € Sop(v)). Obsérvese que si j € Sop(v)
y j # i, entonces

Ugj)(w_i) = I - )=01-ww® [ (1-wrw)=0

keSop(v) keSop(v)
k#j k#j,k#i
De lo anterior, se tiene que 0 = Ay(w™) = Y 00 (W) = vol) (w™), es decir,
jeSop(v)

Uia‘(,i)(w_i) = 0 donde v; # 0, pues i € Sop(v). Entonces a‘(,i)(w__i) = 0, pero si k € Sop(v)
y k # i se sigue que w* # W',y en consecuencia 1 — wfw™" # 0, lo cual implica que
04 [ (1-wrw™) = J(')(w’i), con lo cual hemos llegado a una contradiccién.
keSop(v)
ki

Por lo tanto oy (x) y Av(z) no tienen raices en comun, o bien, tales polinomios son primos relativos.
|

Sea v como hasta ahora, entonces se presenta un importante resultado que involucra a polinomios
asociados a v, mas precisamente al polinomio localizador, el polinomio evaluador y a la TFD de v
en lo que se conoce como la “ecuacion clave".

Teorema 3.19 (La ecuacién clave) Los polinomios v(x), oy(z) y Av(x) satisfacen
ov(z)V(z) = Av(z)(1 — ™). (3.13)
Demostracion. De|(3.6)| tenemos que

n—1 n—1 n—1 n—1
v(z) = Z(Z viwa? = Z( Z viw)ad = Z v; Z W' (3.14)
j=0 =0 7=0 i€Sop(v) i€Sop(v) j=0

De acuerdo a , oy(z) = o (z)(1 — wiz) para cada i € Sop(v), y de (3.14) se sigue que
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. . n—1
ov(@)v(z)= > viot) ()1 —w'z) > wal
i€Sop(v) 7=0

N e e ,
= > via\(f)(x)( S wiigd — 37 Wit gt
5=0 =

i€Sop(v) 7=0
y n_l .. . n .. .
= 3 v (@) > wlal = 30 wal)
i€Sop(v) Jj=0 Jj=1
= ¥ UiUg) () (wi 020 — wimgn)
i€Sop(v)
= Sz( )Uia@(x)u —a™)
redSop(v
=Av(z)(1 —2™) [ |

Ejemplo 3.20 Ahora ilustramos estos conceptos en el campo Fo4, en el cual los elementos distintos
de cero se representan por potencias de un elemento primitivo w que es raiz de x* + z + 1 € Fa[z].
Note que w es una raiz 15-ésima de la unidad sobre Fi4, pues los elementos distintos de cero
de a1 forman un grupo multiplicativo de orden 15, por lo que estos elementos son raices de
215 — 1 € Fya[z], y son generados por w. Consideremos el vector

v =(0,0,w?,0,0,0,0,w",0,0,0,0,0,0,0) € FL[z].

Para los calculos en este ejemplo, a continuacion se dan las representaciones en notaciéon aditiva y
multiplicativa de los elementos de Faa y la tabla de Cayley correspondiente a (Foa, +).

w' | Notacion Aditiva
W0 1

wl w

w? w?

w3 w3

wt w—+1

w® w?+w

wB w3 + w?

W’ W w+1
w8 w41

w? w3+ w

wl0 w4 w1
wit Wt wtw
W Wi Fw+l
wl3 w3 Fw?+1
wH w41
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S 0 1 £ w‘Z wS w:l wd wﬁ wT ;i w!-'] 10 wll wl? wlS 14

0 0 1 i w‘Z .’.US w:l W wﬁ wT wﬁ w!-] wlﬂ wll wl? wlS w14

1 1 0 wi wﬁ wlsi w wlﬂ wlﬂ wg w? wT wﬁ wl? wll {dﬁ 3
w W w4 0 w5 wq 1 w? wll lr-‘_‘;14 10 w.’i W.S wﬁ wlﬁ wl? wT
w? Y wB W 0 Lu‘ﬁ wlﬂ w wS . 112 1 wll 4 UJQ pol UJM wlﬁ
wﬁ .y w14 e wﬁ 0 wT l,-‘_‘:11 w? w4 EMIS w wl? UJ'5 wlﬂ .’.:.)8 1

w4 o d w 1 wlﬂ w? 0 wﬁ wl? wﬁ ;4 w14 ;12 wlS .40 Mll ;19
wﬁ ;42 wlﬂ w? W n’.u'll wﬂ 0 wg LR .’.r.)ﬁ 1 \’.u‘3 w14 w? wl?
wﬁ . B wlS 1l L‘in w? L‘_?12 wQ 0 . 410 wlzl w5 ol £y ! 1 i
w? iyl wg .14 wlﬂ wi wﬂ l,_‘.‘;13 wlﬂ 0 wll 1 .0 UJB ;12 wS W

wﬁ B w? Ldm 1 Rk wﬁ w-’l LLFM Ldll 0 le W \’.u‘T .19 MS .40
wQ ) w? \’.&‘H wll W wlﬂl wﬁ wﬁ 1 wl‘Z 0 wlﬂ \’.u‘2 i ulﬂ |’.u'4
wlﬂ 10 wﬁ wﬁ wﬁl Ld12 wZ 1 w? wﬁ W wl3 0 wlni |'.|J3 wQ wll
wll ¢k wl‘Z wﬁ L:Jg W L‘Jl."] wﬂ W wS UJ? UJ2 bJM 0 1 w4 wl[]
wl‘Z P wll 13 w? wlﬂ UJG 14 w4 \’.{."2 Y .’.{JB ;3 1 0 w P
wlS PR wﬁ l,_H.IQ wl:l wﬁ wl] wT 1 w? MS wll'l wg wrll W 0 wﬁ
wl:l (14 w3 {.UT wlfi 1 w.q 12 LrJ8 W UJG wél wll wlﬂ P w2 0

n—1 .
Entonces el polinomio v(z) = > v;a* es
i=0
v(z) = w?2? + W’
De

.6) podemos calcular las componentes de la TFD de v
V(W) = w? + w7 = w!?
=w+wt =0

=W+ =Wl 4wl =0

— w® W = 8 4 W13 = 3

— w0 4 35 — 10 4 (5 — 1

Wi 4 wd2 = 12 4 12 —

— w40 = 14t = 9

— w6 £ 56 — 4 Il = 6

— Wi £ W63 = 3 £ w3 =0

w20 4 w0 = 5 4 10 = 1

wl0) = W22 4 77 = 7 4 2 = 12
ML =9 LW =0

I
< < <

I
-1 -1 -1
£ EeEEeEEEEEE
[

0=V

I DI DIDID D
|
<

(@)
11 = v(w't)
io = v(w!?) = w? + 0% = Wl 4w =0
is = v(w'?) = w? + 0% = W13 4 W8 = w?
D14 = v(w!) = w30 + w0 = W0 + W = 0.

De lo anterior, se tiene que Vv = (w2, w?,0,w3,1,0,w? w8 0,1,w!? 0,w%, w3, 0).

También V(z) = w'? + w2 + w3z3 + 2% + w920 + Wla™ + 29 + w1220 + Wb212 + w3213
= ("2 + %) (1 + wa® + w228 + Wiz + wOr1?)
— (12 9.\ 1+a'®
= (W + W) e
— 12 12,y 1+ax'®
=w¥(l4+w x)Hw%B

_ 12 12 14a'®
=w (1 tw .’E) (1+w?2z)(1+wi2z4w2?)
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12 14215

=W ToT e

El soporte de v es el conjunto {2, 7}, asi que el polinomio localizador de v es
ov(®)=(1+w?2)(1+w2) =1+ (W +w?)z + w22 =1+ w2z + 2%
Los polinomios o) definidos en son los siguientes:

o) = (1+uwz), o) =

El polinomio Ay () definido en |(3.12)|es
A(@) =w?(1+w2) + w'(1 4+ w?r) = w? + 0" = w!2,

= (1 +w?x).

Al ser Ay(z) un polinomio constante diferente de cero, se tiene que med(Ay (), 0v(x)) = 1, lo cual
era de esperarse segin el [Lema 3.18 Ahora, oy (z)v(z) = (1 + w2z + w%%(wuﬁ) =
w2(1+2) = A\ (2)(1—2"°) (recordar que Fys tiene caracteristica 2). La anterior igualdad verifica

la ecuacion clave para los polinomios asociados al vector v de nuestro ejemplo.

Con los resultados previos sobre la ecuaciéon clave y los polinomios involucrados, podemos iniciar
la discusion sobre el problema de la decodificacion de los cédigos BCH. De manera mas precisa, se
analizara la decodificacion en c6digos binarios primitivos BCH en el sentido estricto.

Recordar que, de acuerdo al caso especial 2 de la [definicion 3.1] cada vez que nos referimos a un
codigo binario BCH primitivo, la longitud es de la forma 2" — 1 para algin m € N.

Sea C = By(n = 2™ — 1,2t + 1,,1) un cédigo binario primitivo BCH en el sentido estricto
(recordar de la fobservacion 3.4 j[que la distancia designada de un cédigo binario primitivo BCH en

el sentido estricto se puede asumir de la forma 2t + 1, para algin entero positivo t). Supongamos
que ¢ = (¢p, €1, ..., cp—1) € C es transmitida por un canal ruidoso, y que

r = (r9,71,...,7n—1) €s recibida. Ahora, definimos el patréon de error como e = (eg, €1, ...,€n-1) =
r — ¢, donde ademaés se supone que wt(e) < t. El primer paso en la decodificacion es calcular los
sindromes s1, ..., So¢, definidos por

n—1
=Y rmad j=1,2.2t (3.15)
=0

Como r = ¢ + e, y ¢ es una palabra-codigo, se sigue que

n—1

sp=» el j=1,.,2, (3.16)

i=0

asi que, como era de esperarse los sindromes dependen s6lo del patrén de error y no de la palabra-
codigo transmitida. Comparando (3.16) con vemos que s; es la j-ésima entrada de la TFD
del patrén de error; en otras palabras, los sindromes nos permiten observar 2t componentes conse-
cutivas (la primera, segunda,...,2t-ésima) de e.

Ahora, definimos el patréon de error torcido w como sigue:
2 n—1
W = (Wo, Wi, ..., Wp—1) = (€0, €10, €207, ...y €107 7), (3.17)

se sigue de que w = e, con p = 1, entonces de [(3.9)] m tenemos que (Wo, W1, ..., War—1) =
(e1,€2,...,€2¢-1, €2t) y del parrafo anterior se tiene que (s1, $2..., S2t) = (€1, €2, ..., €2;), de ahi que
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(s1,82..., S2t) = (Wo, W1, ..., War—1). La ecuacion clave también aplica para el vector w definido en
(3.17); sin embargo, solo conocemos los primeros coeficientes de w(z) (es decir, Wy, Wy, ..., War—1),

2t—1 2t

entonces consideramos el sindrome polinomial s(x) = > @w;z* (= Y s;2°71) y nos enfocamos en
i=0 i=1

la ecuacién clave reducida modz?t:

o(x)s(z) = Mz) (mdéd z?). (3.18)

En (3.18) se ha omitido w en la notacion los subindices de o(z) y A(x), es decir, o(z) es el polinomio
localizador de w y A(z) es el polinomio evaluador de w. De (3.17) se sigue que Sop(w) = Sop(e), es
decir, Sop(w) es el conjunto de las ubicaciones del error. Por esta razon, el polinomio () en (3.18)
es llamado polinomio localizador del error. Similarmente A(x) es llamado polinomio evaluador del
error.

Para justificar (3.18), obsérvese que
s(z) =w(z) (méd ), (3.19)
n—1 . n—1 .
(— > w;z"), donde — > w;z" = s(xz) — w(z). Entonces, multiplicando o(z) en ambos

i=2t i=2t
lados de la congruencia en (3.18) se tiene lo siguiente:

pues x|

o(z)s(x) = o(x)W(z) (mdéd ). (3.20)
Ahora, ya que 2%|x™ entonces 1 — 2™ =1 (méd 2?'), de ahi que

Mz)(1 —2™) = M) (méd 22). (3.21)

De lalecuacién clave|aplicada a w y (3.21) se sigue:

o(z)W(z) = Mx) (méd z*). (3.22)

Finalmente, de (3.20) y (3.22) se sigue (3.18). La ecuacion |(3.18)| se conoce como la ecuacién
clave BCH.

Como se hizo notar, Sop(w) = Sop(e) y como estamos bajo el supuesto wt(e) < ¢, se tiene que
|Sop(w)| = |Sop(e)| < t. Se sigue que grad(o(z)) = grad( [[ (1 —oFz)) < t, y para cada

keSop(w)
i € Sop(w): grad(c™(z)) = grad( ] (1 —a’z)) <t —1,lo cual implica que grad(\(z)) =
jESop(w
| 7#0)
grad( Y.  w;o¥(x)) < t—1. Teniendo esto en consideracion, se obtiene un Teorema de unicidad

i€Sop(w)
respecto a lajecuacién clave BCH] (3.18).

Teorema 3.21 Sean s(x) como en (3.18), y u(z), v(z) € Fom[z] distintos de cero tales que
grad(u(z)) <t—1, grad(v(z)) <t, med(u(z),v(z)) =1y

v(z)s(z) = u(z) (méd z?), (3.23)
entonces se cumple lo siguiente:
o(2) = Bv(z), A(x) = Bu(2) (3.24)

para algun elemento distinto de cero 8 € Fom.

49



CAPITULO 3. CODIGOS BCH
3.4. EL ALGORITMO DE EUCLIDES PARA POLINOMIOS

Demostracion. Multiplicando en ambos lados de la congruencia (3.23) por o(x), se tiene que

v(z)o(z)s(z) — o(z)u(x) (méd z2t), y de se sigue que v(z)o(r)s(z) = v(2)\(x)(mod x2');
en consecuencia,
v(z)\(z) = o(z)u(z)(mod z2*). (3.25)

= grad(v(z)) + gradA(z)) < ¢+ (t —1) = 2t =1, y grad(o(z)u(z)) =
)) <t+4(t—1) =2t —1, entonces grad(v(z)A(z) —o(z)u(z)) <2t —1y de
(v(z)A(z) — o(x)u(x)), lo cual implica que

Como grad(v(z)\(x))
grad(o(x)) + grad(u(z
(3.25) se tiene que 2|

v(z)A(x) = o(z)u(z). (3.26)

Ya que u(x)|o(z)u(x), es decir, u(x)|v(z)A(z), entonces por la hipétesis (u(z), v(z)) = 1 se tiene
que u(z)|A(z). También, A(z)|v(z)A(x), es decir, A(z)|o(x)u(z), y por el se tiene que
med(M(z),o(x)) = 1, lo cual implica que v(x)|u(z). Entonces u(z)|A(z) y A(z)|u(x), de ahi que
A(z) = fru(x) para algin 0 # B; € Fom. Similarmente se demuestra que v(z)|o(x) y o(z)|v(z),
asi que o(x) = fav(x) para algin 0 # B2 € Fam. Para concluir la demostracion resta probar que
B1 = B2. De (3.26) se obtiene la siguiente igualdad:

v(z)(Aru(z)) = (Bav(z))u(z),

lo cual implica que (81 — B2)(u(x)v(z)) = 0; ya que u(z)v(z) # 0 (pues por hipotesis u(z) # 0 #
v(x)) se sigue que B — B2 = 0, es decir, 51 = Pa. [ |

Ahora observe, que dado el sindrome polinomial s(z) de la palabra recibida r, o equivalentemente,
w(z) (méd 2?!), si de alguna manera se pudiera resolver lajecuacién clave BCH (3.18)| para los
polinomios o(z) y A(x), podriamos recuperar el patrén de error e, y por lo tanto la palabra-codigo
transmitida ¢ = r — e. Esto se podria hacer calculando los n valores o(a~%), i = 0,1,...,n — 1,
donde o(a~%) = 0 indica que i € Sop(w) = Sop(e); de esta manera podriamos identificar a Sop(e),
y en consecuencia a e, ya que sus componentes distintas de cero son iguales a 1 por ser un vector
binario.

En la siguiente secciéon veremos un algoritmo para obtener o(z) y A(z) de la [ecuaciéon clave]
IBCH] bajo el supuesto que ha tenido hasta el momento, que es wt(e) < t, es decir, se ha supuesto
que C es un codigo t-corrector de errores.

3.4. EL ALGORITMO DE EUCLIDES PARA POLINO-
MIOS

Esta seccion no trata directamente el problema de la decodificaciéon de coédigos BCH. No debe
perderse de vista que nuestro objetivo es resolver la |ecuacién clave BCH (3.18)| para o(x) y
(), dado s(z), o equivalentemente, W(z)( (méd x2t).

A través de esta seccion a(x) y b(x) seran polinomios fijos sobre un campo F, con grad(a(z)) >
grad(b(x)). Después, para nuestro fin, a(z) serd reemplazado por x%', y b(x) por el sindrome
polinomial s(z).

El algoritmo de Euclides es un procedimiento recursivo para encontrar el maximo comun divisor
d(x) de a(z) y b(x), y para encontrar un combinacion de a(z) y b(z) igual a d(z), es decir, una
ecuacion de la forma

u(z)a(z) + v(x)b(z) = d(x), para algunos u(z),v(z) € Flx]. (3.27)
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El algoritmo involucra 4 sucesiones de polinomios: {u;(x)}, {v;(z)}, {r:(x)}, {¢;(x)}. Las condicio-
nes inicales son:

u_q(x) =

17
up(z) =0, vo(x) =1, ro = b(z), (3.28)

(¢g-1(x) vy qo(x) no estan definidos). Para i > 1, ¢,.(z) y r;(z) se definen como el cociente y residuo,
respectivamente, cuando r;_o(z) es dividido por r;_1(z):
ri—o(z) = qi(x)ri—1 (z) + ri(x), grad(r;) < grad(ri—1). (3.28)
Entonces los polinomios u;(z) y v;(x) se definen de la siguiente manera:
ui(z) = ui—2(x) — qi(x)ui—1(2), (3.30)

’UZ(IE) = 1)1‘_2(56) — qi(x)vi_l(:r) (331)

Dado que los grados de los polinomios residuo r; son estrictamente decrecientes, habra uno ultimo
distinto de cero; llamémosle r,. Entonces, r,, es el maximo comtn divisor de a(z) y b(x), y la
ecuacion deseada que expresa al méaximo comun divisor de los polinomios originales (ecuacion
(3.27)) es

Un(x)a(z) + vp(2)b(x) = rnp(x). (3.32)

A continuacion se presenta una tabla con propiedades entre los polinomios del algoritmo de Eucli-
des.

A viTi—1 — Vi1 = (—1)"a 0<i<n+1
B wiri—1 — ui—1r; = (1)1 0<i<n+1
C Uvi—1 — ui—qv; = (—1)H1 0<i<n+1
D uza + vib =r; —1<i<n+1
E | grad(u;) + grad(r;—1) = grad(d) | 1<i<n+1
F | grad(v;) + grad(ri—1) = grad(a) | 0<i<n+1

Tabla 3.33

Ejemplo 3.22 Sean a(z),b(z) € Fa[z], con a(z) = 28 y b(z) = 25 + 2* + 2% + x + 1. El algoritmo
de Euclides aplicado a a(z) y b(x) se presenta en la siguiente tabla:

i U; v r; qi
-1 1 0 28

0 0 1 4t 42+ +1
1 1 2?41 P+ x+1 224+ 1
2 3+ 1 0 4+ 2% + 22 2 341
3 41 2ttt +a?+1 z+1 T
4 2+t + 2% 4 22 2T+t 441 1 z+1
5 | ab+at+22+2+1 a8 0 rz+1

La linea ¢ = 4 de la anterior tabla muestra que mecd(a(x),b(z)) = 1 (lo cual era de esperarse, ya
que 0 es la unica raiz de a(z) y 0 no es raiz de b(z), es decir, a(z) y b(z) no tienen raices en comun),

y de la propiedad D de la se tiene la igualdad:
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(% + 2t + 22 + 2?)a(x) + (27 + 28 + 23 + 2 + 2)b(2) = 1.

Lema 3.23 Supongamos que el algoritmo de Euclides, como se describié anteriormente, se aplica
a los polinomios a(z) y b(z). Dados do enteros gt > 0y v > 0 con p + v = grad(a(z)) — 1y
v > grad(r,(x)), entonces existe un tnico indice j, 0 < j < n, tal que:

grad(v;(2)) < 1. (3:3)
grad(rj(z)) <. (3.35)

Demostracion. Ya que, por definicién de los polinomios r;(z), grad(r,(z)) < grad(r,—1(z)) <
. < grad(ro(z)) < grad(r_i(x) y también grad(r,) < v < grad(a(z)) = grad(r_i(x)) (pues p <
w~+v=grad(a(z)) — 1 < grad(a(x))), entonces v estd en el intervalo [grad(r,(x)), grad(r—_1(x)))
y en consecuencia debe existir un anico j € {0,1,...,n} tal que grad(r;(z)) < v < grad(rj—1(x)),
lo cual se sigue de la unién disjunta [grad(r,(x)), grad(r—1(x))) = U [grad(rj(z)),rj—1(z))).
0<j<n

Tenemos que v < grad(rj_1(z)), entonces v+1 < grad(r;_1(z)); de la propiedad F de la[tabla 3.33]
se sigue que grad(v;(x)) = grad(a(z))—grad(rj_i(x)) < grad(a(z))—v—1 = (grad(a(z))—1)—v =
(v+up) —v=nu. [ |

Teorema 3.24 Sean a(z), b(z), h(z) y k(x) son polinomios distintos de cero que satisfacen

h(z)b(z) = k(z) (méd a(x)), (3.36)
grad(h(z)) + grad(k(x)) < grad(a(x)). (3.37)
Supongamos ademés que v;(z) y rj(z), j = —1,0,...,n + 1 son los elementos de las sucesiones

de polinomios producidas cuando el algoritmo de Euclides se aplica al par (a(z),b(x)), y que
grad(k(z)) > grad(r,(x)). Entonces existe un unico indice j, 0 < j < n, y un polinomio 5(z) tal
que

hw) = Bla)v; (), (3.39)

k(x) = B(x)r;(z). (3.39)

Demostracion. Primero veamos la unicidad del indice j, suponiendo verdadero (3.38) y (3.39).
Entonces, sean u = grad(a(z)) — grad(k(z)) — 1 y v = grad(k(z)). De (3.38) tenemos que
grad(v;(z)) < grad(h(z)) , y por (3.37) se tiene que grad(h(z)) < grad(a(z)) — grad(k(z)), lo
cual implica que grad(h(z)) < grad(a(z)) — grad(k(z)) — 1 = p . Asi, grad(vj(z)) < p.

Ahora, de (3.39) se tiene que grad(rj(z)) < grad(k(z)) = v. Entonces, se ha probado que
grad(v;) < py grad(rj(xz)) = v, donde p+ v = grad(a(z)) — 1; asi que del Lema 3.23, se si-
gue que tal indice j es unico.

Ahora, veamos la existencia del indice j, que hace verdadero (3.38) y (3.39). Sea j el indice
que satisface (3.34) y (3.35), con v y p como se definieron antes (note que por hipotesis, v =
grad(k(z)) > grad(r,)(z)). Ahora, se reescribe la propiedad D de la [tabla 3.33] y (3.36) como
sigue:
uj(z)a(z) + v;j(z)b(x) = r;(z), (3.40)
u(x)a(z) + h(z)b(x) = k(x), (3.41)

donde u(x) es algtn polinomio sobre F. Multiplicando (3.40) por h(z) y (3.41) por v;(z):

h(@)u;(@)a(x) + h(z)v; (2)b(x) = h(@)r; (). (3.42)
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vj(z)u(z)a(z) + vj(2)h(x)b(z) = v;(2)k(2). (3.43)

Si restamos (3.43) a (3.42), entonces a(z)(h(z)u;j(x) — v;j(z)u(z)) = h(z)r;(xz) — vj(z)k(z), es de-
cir, h(z)r;j(z) = v;(x)k(z)(mod a(z)). Ahora, de (3.37) y (3.35) se tiene que grad(h(z)r;(z)) =
grad(h(z))+grad(rj(z)) < p+v < grad(a(z)), y por (3. 34) y la definicion de v, grad(v ](sc) () =
grad(v;(z)) + grad(k(z)) < p+v < grad(a(z)); se sigue que h(z)r;(z) = v;(z)k(z) (va que
a(z)|(h(x)r;(xz) — vj(x)k(z))). Este hecho, combinado con (3.42) y (3.43), implica que
h(x)uj(z)a(z) = vj(m)u(x)a(x), y en consecuencia, h(z)uj(z) = v;j(z)u(z) (pues Flz] es do-
minio entero). Entonces, u;(x)v;(z)u(x), donde la propiedad C' de la tabla 3.33 nos dice que
med(uj,vj) = 1, y asi uj(z)|u(z), o bien, u(x) = f1(z)u;(z) para algin polinomio f;(z) € Fz].
Similarmente, v;(x)|h(z), o bien h(z) = Sa2(x)v;(z) para algun polinomio Bs(x) € F[z]; en conse-
cuencia, de h(z)u;(z) = v;(z)u(z), se sigue que f; = fa. [ |

Definicién 3.25 Si (a(x),b(x)) es un par de polinomios distintos de cero con grad(a(zr)) >
grad(b(x)), y si (u,v) es un par de enteros no negativos tales que pu + v = grad(a(z)) — 1y
v > grad(rp(z)), donde r,(x) = med(a(x),b(x)), entonces Euclides(a(x),b(x), u,v) denota el
procedimiento que regresa al tinico par de polinomios (v;(x),r;(x)) tales que grad(v;(z)) < py
grad(rj(xz)) < v, cuando el algoritmo de Euclides es aplicado al par (a(z),b(x)).

El siguiente Teorema resume los resultados de esta seccion.

Teorema 3.26 Supongamos que h(z) y k(z) son polinomios distintos de cero que satisfacen

h(z)b(z) = k(z) (mdd a(z)), (3.44)
grad(h(z)) < p (3.45)
grad(k(z)) <v (3.46)

donde p y v son enteros no negativos tales que p+v = grad(a(xz)) —1,y grad(k(z)) > grad(r,(x)),
donde r,, () = med(a(x), b(z)).

Si (vj(x),r;(x)) es el par de polinomios retornados por Euclides(a(z), b(x), 1, V), entonces existe
un polinomio 5(z) € Flz] tal que

h(z) = B(z)v(z), (3.47)

k(x) = p(x)r;(z). (3.48)
Demostracion. El [Teorema 3.24| garantiza que existe un unico indice j tal que (3.47) y (3.48) se

cumplen. Ademas, el procedimiento Euclides(a(x),b(x), u,v) debe retornar a este par de polino-
mios, pues grad(v;(z)) < grad(h(z)) < py grad(rj(z)) < grad(k(z)) < v. [ |

Ejemplo 3.27 Sean a(x) = 2%, b(z) = 25 + 2* + 22 + x + 1 € Fy[x]. Usando la tabla del
3.22] podemos tabular la salida de Fuclides para los ocho posibles pares (u, v):
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(1, v) Euclides(a(x),b(z), p, v)
(0,7) (1,25 +2* +22+ 2 +1)
(1,6) (1,28 + 2t +22+2+1)
(2,5) (2 + 1,23 +2+1)
(3,4) (22 + 1,23 +2+1)
(4,3) (22 +1, 28 +2+1)
(5,2) (2 + 23 + 22, 2?)

6,1) | (242t +a23+22+1,2+1)
(7,0 (" + 28+ 22+ +1,1)

Supongamos que deseamos resolver la congruencia polinomial
(28 +2* + 22 + 2+ Do(x) = Mz) (méd z8)

para o(x) y A(z), sujeto a la restriccion grad(o(x)) < 3, grad(A(z)) < 4. De acuerdo al
invocamos a Euclides(x8, 2% + 2* + 2% + 2 + 1,3,4), que por la anterior tabla regresa al par
(2241, 22+ +1), asf que todas las soluciones del problema dado son de la forma o(z) = B(2?+1),
A= B(x3+ 2+ 1), con grad(A(x)) < 1. Si ademas se pide que med(a(z), A\(z)) = 1, entonces la
tinica solucion serd o(z) = 22 + 1, AM(x) = 23 + z + 1.

3.5. DECODIFICACION DE CODIGOS BCH: PARTE II

Ahora, con los resultados de la seccion anterior, volvemos al problema de la decodificacion de los
codigos BCH. De acuerdo a lo antes definido, tratamos de recuperar la palabra cédigo ¢ a partir
de la palabra recibida r.

El primer paso en el procesos de decodificacion es calcular el sindrome polinomial s(x) definido
previo a la congruencia polinomial |(3.18)]

El siguiente paso es utlizar el algoritmo de Euclides, en particular el procedimiento
Euclides(x*,s(x),t,t — 1)

con la finalidad de resolver la congruencia polinomialpara o(x)y A(z). Esto es posible, ya que
por definicién de s(z) se tiene que grad(s(z)) < 2t = grad(x?'), y como se hizo notar, de la hip6tesis
|Sop(e)| = wt(e) <t se sigue que grad(o(z)) <ty grad(A(z)) <t—1; ademés, grad(A(z)) >0 =
grad(med(z?t, o(z))), pues med(z?t,0(x)) = 1. Por lo tanto, todas las condiciones del
se satisfacen para a(x) = 22!, b(z) = s(z), h(z) = o(x), k(z) = M\(z), up = t, v = t—1, entonces
del Teorema 3.26 y el Lema 3.18, Fuclides(x?!,s(x),t,t — 1) debe retornar al par de polinomios
(vj(z),r;(x)) tales que o(x) = fvj(z), AM(x) = Br;(x), donde [ es este caso, es un escalar diferente
de cero. El escalar 8 puede ser determinado de que o(0) = 1 (ver , lo cual implica que
B =uv;(0)"1, y asi

El paso final en el proceso de decodificacion es utilizar o(x) y A(xz) par determinar el patron

de error e = (eq,€1,...,e,—1), y en consecuencia, la palabra coédigo corregida ¢ = r — e. Para

ello, nos basamos en o(x) = [[ (1 — a%)x, donde Sop(e) = {i : (< i < n—1)A(e; # 0)}.
1€Sop(e)

Entonces, en razén de localizar las posiciones distintas de cero del patrén de error e, se calcula

o(a™), 5 = 0,1,...,n — 1, donde o(a™7) = 0 indica que j € Sop(e) (pues las raices de o(z)
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son precisamente los elementos a7 con j € Sop(e)). Tras lo anterior, el conjunto Sop(e) queda
determinado, y en consecuencia el patrén de error e; una vez teniendo e, nuestra palabra codigo
corregida serd ¢ =r — e.

EL siguiente ejemplo involucra conceptos de todo la capitulo.

Ejemplo 3.28 Considere el codigo binario primitivo BCH en el sentido estricto , C = B5(2* —1 =
15,6 =2t+1="7,a,1), donde « es un elemento primitivo de Fy1 que es raiz de z* + 2 +1 € Fy[x].
Como 6 = 7, entonces el polinomio generador de C es g(x) = mem{M;(z), Ma(z), ..., Ms(z)}.
Ademaés, en este caso, t = 3.

Las clases ciclotomicas de 2 médulo 15 son las siguientes:
02(0) = {0}7 C?(l) = {1727478}7 02(3) = {376797 12}5 02(5) y 02(7) = {77 11,13, 14}

Como C3(1) = C3(2) = C2(4) y Ca(3) = C2(6), entonces Mi(x) = Ma(x) = Mu(z) y Ms(z) =

Mg (x); se sigue que g(z) = My(x)Msz(x)Ms(z) = J] (x—¢a?) JI (—a?) J] (x—a) =
JEC2(1) j€C2(3) j€C2(5)

(*+r+D@*+22+ 22+ + D@2 +2+ 1) =20+ 28+ a5+t + 22+ 2+ 1.

Supongamos que el vector r = (110000110110101) es recibido.
Los sindromes si, ..., S¢ se calculan mediante la siguiente expresion (ver |(3.15))):

15
sp= >y riab =1+al +a% +a™ +a% 4 al% 4 o!% 4 o1
i=0

ya que Sop(r) = {0,1,6,7,9,10,12, 14}. Entonces, usando la tabla del |ejemplo 3.20| para los res-
pectivos calculos, se tienen lo siguiente:

sp=1+a+a’+a”+a"+al% +al? +alt =al?,
ss=1+ad+a®+a? + a4+ a0 4+ a3 +a?? =0,
5= 14+a5+a% +a% 4 a5 105 480 4 70 = 1.

n—1 n—1 n—1
Como Fau tiene caracteristica 2 y r; € Fo, entonces so; = > ma® = Y r?a?y = (Y r;a)? =
=0 i=0 i=0

(sj)2. Entonces el resto de sindromes se pueden determinar, a partir de los calculos anteriores,
como sigue:

52 = (51)? = (a12)? = a2 =2,
s1=(2) = (@°)? = al® = a?,
Sg — (83)2 = 02 =0.

Por lo tanto, s(z) = a'? + o’z + o3 + %,
Como t = 3, entonces grad(c(x)) < 3y grad(M«)) < 2,y se intenta resolver la congruencia
para nuesto caso, es decir, se trata de resolver para o(z) y A(z) la siguiente congruencia :

o(x)(a? + ®z + 23 + 2t) = A(z) (méd z9).

Entonces, podemos invocar a Euclides(x®, a2 + o’z + o?x3 + x4, 3, 2), procedimiento que retorna
al par de polinomios (22 + o3z + a5, a?), y cumplen

o(x) = B(x% + oz + )
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donde 8 = (0% 4+ a0 + %)~ ! = (o)™ = o (segin el tltimo paso de nuestro algoritmo de
decodificacion).

Por lo tanto o(z) = 1 + a2z + a%22, A\(z) = o'

Ahora, buscamos i € {0,1,..,14} tal que o(a~") = 0. Evaluando a los 14 elementos o(a?), i =
0,1,..,14, concluimos que o(a') = 0 para i € {2,7}. Entonces e = (001000010000000), y en
consecuencia ¢ =r — e = (110000110110101) — (001000010000000) = (111000100110101).

Note que ¢ es una buena estimacién de la palabra codigo transmitida, pues el polinomio asociado al
vector € es €(z) = 1+a+22+28+2° + 210+ 212+ 214 el cual es divisible por el polinomio generador
g(z) de C, a saber € = g(x)(z* + 1), lo cual indica que, efectivamente, € es una palabra-cdigo de

C.

Por tltimo, para justificar al par de polinomios retornados por Euclides(z%, a'? + oz + o®x3 +
x*,3,2), presentamos a continuacion el algoritmo de Euclides aplicado a 28 y a2 +a 2 +a3z3 +2*:

{ U; U4 5 Qi
-1 1 0 20

0 0 1 2t + a3 + %z + al?

1 1 22+ adr 4 ab a? 22+ aolx + af

2 a2zt + 23 + bz + o at2q6 0 al?zt + 23 + bz + o

Asi que por el[Teorema 3.26} (v1,71) es el par retornado por Euclides(x%, a'?2+a’z+a32®+24, 3, 2).

Los cédigos BCH tienen una subclase de cédigos bastante importantes en las aplicaciones, y con
propiedades tedricas interesantes, a saber, los c6édigos Reed-Solomon. Con la teoria vista en este
capitulo, en el siguiente presentaran algunas propiedades y caracteristicas de los cédigos Reed-
Solomon.
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Capitulo 4

CODIGOS REED-SOLOMON

La subclase més importante de los codigos BCH es la clase de los cédigos Reed-Solomon. Los
codigos Reed-Solomon fueron introducidos por I.S. Reed y G.Solomon. Estos codigos son de gran
importancia en el las aplicaciones practicas por sus propiedades respecto a la correccién de errores.
En esta seccion, se presentaran resultados importantes sobre esta clase de cédigos, teniendo como
precedente la teoria de los codigos BCH del capitulo anterior.

4.1. PROPIEDADES IMPORTANTES DE LOS CODIGOS
REES-SOLOMON

Definicién 4.1 Un cédigo g-ario Reed-Solomon es un c6digo g-ario BCH de la forma:
B,(q—1,6,a,b),

donde 2 <0 <¢q—1.

Observaciones: 1) Los codigos Reed-Solomon nunca son c6digos binarios.

2)Para un codigo g-ario Reed-Solomon, es clara la relacion entre la longitud del cédigo y ¢, por lo
que en la notacién se omite el subindice ¢ de 9B, es decir, escribimos B(q — 1, §, «, b) para referirnos
a un codigo Reed-Solomon.

3) Sea C = B(q — 1,0, ,b) un codigo g-ario Reed-Solomon. Ya que « es un elemento primitivo de
FF,, entonces el polinomio de ménico de menor grado sobre I, que tiene a o’ como rafz es z — o,
es decir, el polinomio minimo de a’ con respecto a F, es M; = z — o’. Entonces, se sigue que el
polinomio generador para C es

g(w) = mem{My(x), My11(x), ..., Mpys-2}
=mem{z — o,z — ot L x — b2}

= (z—ab)(z —alth) . . (z— abTo-2),

ya que 6 < ¢ — 1 implica que los elementos a, a’t!, ..., a2 son distintos por pares. Ademas,
grad(g(x)) =6 — 1.
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Ejemplo 4.2 Considere el codigo 7-ario Reed-Solomon C = B(6,4, 3, 1). Entonces C tiene polino-
mio generador

g(z) = (z —3)(z — 3?)(z — 3%) = 6 + = + 322 + 23.

Entonces la dimension de C es k = 6 — grad(g(xz)) = 6 — 3 = 3. Por lo tanto, C es un [7, 3]-codigo
7-ario. Como se sabe, podemos formar una matriz generadora para C a partir de g(z):

El polinomio de chequeo de C es:
h(z) =1+ 2+ 422 + 23,

entonces de h(x) obtenemos una matriz de chequeo de paridad de C:
1 41100
H=(01 4110
0 01 411

Como cualesquiera 3 columnas de H son linealmente independientes y H tiene 4 columnas lineal-
mente dependientes (en este caso, cualesquiera 4 columnas son linealmente dependientes), por el

Corolario 2.21} la distancia minima de C es d = 4. Note que si n = 6 (que es la longitud de C,
entonces k+d=3+4=7=6+1=n+ 1, es decir, C es un [6, 3, 4]-coédigo 7T-ario MDS.

Ejemplo 4.3 Considere el codigo 8-ario Reed-Solomon C = 9B(7, 3, «, 1), donde « € Fg es raiz de
1+ 2 + 2% € Fy[z]. Entonces C tiene polinomio generador

g@)=(@—a)(r—a?) = (r+a)(r+a?) =22+ (a®+a)z + (a+1).

Entonces la dimension de C es k = 7 — grad(g(xz)) = 7 — 2 = 5. Por lo tanto, C es un [7, 5]-codigo
8-ario. Nuevamente, de g(x) obtenemos una matriz generadora para C:

a+l o*+a 1 0 0 0 0
0 a+l o?+a 1 0 0 0
0 0 a+l o®+a 1 0 0
0 0 0 a+l o’+a 1 0
0 0 0 0 a+1l a’+a 1

y el polinomio de chequeo de paridad de C es:

h(z) = ””;(;1 =at+ (1 +at)r+ (14 at)z? + 23 + ozt + 2°.

Asi, a partir de h(z), una matriz de chequeo de paridad para C es:

g (! e 1 1+a' 1+a®> o' 0
“\0 1 ot 1 1+a* 14+a* o

Ya que cualesquiera 2 columnas de H son linealmente independientes y H tiene 3 columnas li-
nealmente dependientes (en este caso, cualesquiera 3 columnas son linealmente dependientes pues
pueden ser vistas como elementos del espacio vectorial g F2), por el |Corolario 2.21} la distancia
minima de C es d = 3. Si n = 7 (la longitud de C), entonces k +d =54+3=8=T7+1=n+1, es
decir, C es un [7, 5, 3]-codigo 8-ario MDS.
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De los dos ejemplos anteriores podemos notar que los c6digos Reed-Solomon resultan ser codigos
MDS, y la distancia designada coincide con la distancia minima. El siguiente Teorema garantiza
que ambas propiedades se cumplen en general para cualquier c6digo Reed-Solomon.

Teorema 4.4 Los codigos Reed-Solomon son también codigos de méaxima distancia separable
(MDS). Ademas, la distancia minima de un cédigo Reed-Solomon coincide con su distancia desig-
nada.

Demostracion. Sea C = B(q¢—1,0,a,b) un coédigo Reed-Solomon. Si g(x) es el polinomio generador
de C, entonces grad(g(z)) = 0 — 1, de ahi que k = dim(C) = n — grad(g(z)) =n — 6+ 1, lo cual
implica que § = n — k 4+ 1. De la cota BCH, se sigue que la distancia minima d de C cumple
d>0=n—k-+ 1.

Por la cota de Singleton se tiene que d < n — k + 1, y en consecuencia d = n—k+1 = 6.
Por lo tanto, C es un codigo MDS (C es ciclico por definiciéon) y su distancia minima es igual a su
distancia designada. |

Ejemplo 4.5 Sea a una raiz de 1 + z + 2* € Fy[z]. Entonces o es un elemento primitivo de
F16. Consideremos al codigo Reed-Solomon C = 9B(15,5, o, 3) con polinomio generador es g(x) =
(r—a®)(a—a*)(z—a®)(z—ab) =2t + 23+ a'%2% + a2 + a3, y polinomio de chequeo de paridad
h(z) = m;‘;r—)l =21 4210 4 0529 4 aTa8 +ad27 +a326 + a0z + a2zt + a7z +altz? + bz + al2.
Se sigue que la dimension de C es k = 15 — grad(g(x)) = 15 — 4 = 11, y de h(xz) podemos formar
una matriz H de chequeo de paridad para C, donde H € My,15(F16). En este caso no es facil
determinar la distancia minima d de C a partir de H, sin embargo, por el Teorema 4.4 no hay que
realizar calculos, pues d = 0 y en consecuencia, C es un [15, 11, 5]-codigo ciclico sobre Fyg.

Ejemplo 4.6 (i) Sea C como en el [Ejemplo 4.2| Entonces C tiene matriz de chequeo de paridad

H=10 1 4 1 1 0
001 4 1 1
Por el la matriz
1 411 0 0 0
g0 141100
10 01 41 10
1 1 1 1 1 1 1

es una matriz de chequeo de paridad del cédigo extendido C. Entones, por el |Corolario 2.21} el
codigo extendido tiene distancia minima igual a 5, y por lo tanto C es un [7, 3, 5]-codigo MDS.

(ii) Sea C como en el [Ejemplo 4.3] Entonces C tiene matriz de chequeo de paridad
H— 1 ot 1 14a* 1+a? at 0
“\0 1 ot 1 1+a* 1+a* ot
Por el [Teorema 2.24], la matriz
B 1 ot 1 14a* 1+a* o 0 0
H=(0 1 o* 1 1+40o* 14+a* o' 0
1 1 1 1 1 1 1 1
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es una matriz de chequeo de paridad del codigo extendido. Entonces, por el Corolario 2.21, el
codigo extendido tiene distancia minima igual a 4, y por lo tanto C es un [8, 5, 4]—cédigo MDS.

En los dos incisos del notamos que el codigo extendido de los respectivos codigos
Reed-Solomon preservan la propiedad de ser cédigos MDS. El siguiente Teorema muestra que,
para ciertos cédigos Reed-Solomon, el codigo extendido seguird siendo un coédigo MDS.

Teorema 4.7 Sea C = B(q — 1,6, a,1) un coédigo Reed-Solomon. Entonces el codigo extendido C
sigue siendo un cédigo MDS.

Demostracion. Ya que C es un [¢ — 1,q — 4, ]-codigo ciclico, tenemos que mostrar que C tiene

parametros [q, ¢ —d, 6 + 1]. Para esto, por el [Teorema 2.24] basta demostrar que la distancia minima
de Ces 6+ 1.

-1 ) q—2 )
El polinomio generador de C es g(x) = [] (z—a'). Sea c(x)+(z?7 1 —=1) = 3 ezt + {971 -1) € C
i=1 i=0
q—2

una palabra-codigo distinta de cero. Es suficiente probar que el peso de ¢ = (cg, ¢1, ..., ¢q—2,— D ¢;)

=0
es mayor o igual a d + 1, ya que entonces se tendria que la distancia minima del c6digo extendido

C es mayor o igual a 6 + 1, y por el [Teorema 2.24| la distancia minima de C serfa igual a 6 + 1.
Entonces para algin f(x) € F,[z] se tiene que c(z) = f(z)g(x).

Caso 1: f(1) # 0. Note que 1 no puede ser raiz de g(z), ya que las raices de g(z) son los elementos
ayi=1,.,0 —1,donde 2 < § < ¢g—1y « es una raiz (¢ — 1)-ésima de la unidad sobre F,.
Entonces ¢(1) = f(1)g(1) # 0, y en consecuencia wt(¢) = wt(c(x)) +1 > + 1.

Caso 2: f(1) = 0, es decir, (z — 1) es un factor lineal de f(z). Sea u(z) € Fy[x] tal que f(x) =

u(z)(x — 1). Entonces, c(x) = u(x)(x — 1)g(z) = u(z) [] (z — a') es también una palabra-codigo

i=0
q=2 )

del codigo BCH con distancia designada § + 1 y con polinomio generador [] (z — a*). Entonces,
i=0

por la cota BCH, se sigue que wt(c(x)) > 6 + 1. Entonces, wt(¢) > wt(c(z)) > § + 1. [ |

Desafortunadamente, los codigos Reed-Solomon no son binarios, mientras que en las aplicaciones
se requieren c6digos binarios.

El la practica la técnica de concatenacion se usa para producir c6digos binarios a partir de cédigos
Reed-Solomon sobre extensiones de FFs.

Sea C = B(2™ —1, 4, a, b) un codigo Reed-Solomon Aplicando la técnica de concatenacion como en
el concatenamos C con el codigo trivial F5*, es decir, con el [m, m, 1]-codigo lineal
sobre Fs.

Sea {v1, ..., v, } una base del espacio vectorial p,Fom y considere la funcion

¢: Fam — FI' definida por ¢(uiv1 + ugva + oo + U Um) = (U1, Uz, cvy Uy ). (4.1)

Note que ¢ es un isomorfismo de Fy-espacios vectoriales. Entonces, por el [Teorema 2.26] tenemos
el siguiente resultado.

Teorema 4.8 Sea C = B(n =2™ — 1,6, o, b) un codigo Reed-Solomon. Entonces
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¢*(C) = {(¢(CO)7¢(61)7 "'7¢(Cn71)) : (607017 "'acnfl) € C}

es un [mn, mk]-codigo lineal binario con distancia minima > 4.

Ejemplo 4.9 Considere el cédigo Reed-Solomon C = B(7,7,«a,1), donde a € Faos es raiz de
1+ + 2% € Fyx].

Entonces, por la observacion 2) posterior a la[definicion 4.1] el grado del polinomio generador de C
es 7—1 =6, de ahi que dim(C) = 7— 6 = 1. Por el [Teorema 4.4} en este caso, la distancia minima
de C es igual a 7. Asi, C es un [7, 1, 7]-codigo lineal sobre Fas, es decir,

¢=1{a(1,1,1,1,1,1,1) : a € Fs}. (4.2)
Al concatenar C con el [3,3, 1]-codigo lineal sobre Fy, tenemos que
¢* : F, — F2,
como se defini6 en el es un isomorfismo de Fa-espacios vectoriales.

Note que F§ puede ser visto como espacio vectorial sobre F, pues Fy es un subcampo de Fg,
entonces C también puede ser visto como Fa-subespacio de F%. Ya que ¢* es isomorfismo de Fo-
[a¥)

espacios vectoriales, se tiene que ¢*(C) = C (como Fy espacios vectoriales). Dado que {1, a, a?} es
una base de y,Fg, entonces de (4.2) se tiene la siguiente igualdad:

C={N(1,1,1,1,1,1,1) + M (o, a, o, o, o, o, @) + Aa(a?, a2, 02,02, a2, a2, a?) : Ao, A1, Aa € Fa}.
Entonces,
¢*(C) = { A" (1,1,1,1,1, 1, 1)+ M1 0% (o, @, @, v, o, v, @)+ A20™ (@2, 02, 0%, a2, a2, a2, a?) : \; € Fa}

= {Xo(¢(1),9(1), ..., (1)) + A (@(a), p(), B(@), ..., (@) + Xa(B(?), p(a?), ..., B(?)) = Ai € Fa}
={X0(1,0,0,1,0,0,...,1,0,0) + A1(0,1,0,0,1,0, ...,0,1,0) + A2(0,0,1,0,0,1,...,0,0,1) : \; € Fo}.

De acuerdo al [Teorema 2.26] la distancia minima de ¢*(C) es mayor o igual a 7, pero
$*(1,1,1,1,1,1,1) = (1,0,0,1,0,0,...,1,0,0) € ¢*(C) tiene peso igual a 7. Por lo tanto, ¢*(C)
es un [21, 3, 7]- codigo lineal sobre Fy.

4.2. ERRORES RAFAGA

En general los codigos correctores de errores aleatorios no son eficientes al corregir errores rafaga.
Este tipo de errores son bastante frecuentes en cuestiones practicas, como en telefonia, discos
compactos, etc. Por ello es de interes construir cdédigos con buenas propiedades en la correccién
de errores rafaga. A través de los anos se ha comprobado que los codigos ciclicos son eficientes
en tal tarea. En particular, los c6digos Reed-Solomon tienen propiedades destacadas respecto a la
correcion de los errores mencionados anteriormente, lo que hace de estos c6digos muy socorridos
en implementaciones practicas.

Definicién 4.10 (i) Una rafaga de longitud [ > 1 es un vector binario cuyas componentes distintas
de cero estan confinadas a [ posiciones ciclicamente consecutivas, con la primera y altima posicién
distinta de cero.

(ii) Un codigo es llamado un c6digo corrector de errores I-rafaga si puede corregir todos los errores-
rafaga de longitud [ o menor,es decir, patrones de error que son rafagas de longitud / o menor.
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Ejemplo 4.11 (0011010000) es una rafaga de longitud 4, mientras que (01000000000000100) es
una rafaga de longitud 5.

Teorema 4.12 Un cédigo lineal C es un codigo corrector de errores [-rafaga si y sélo si todos
los errores réafaga de longitud ! o menor pertenecen a clases distintas de C (con la relaciéon de

equivalencia como en |[Lema 2.9)).

Demostracion. Si todos los errores rafaga de longitud I o menor pertenecen a distintas clases,
entonces cada error queda determinado por su sindrome. El error puede corregirse mediante su
sindrome.

Por otro lado, supongamos que dos errores rafaga b; y bs de longitud [ o menor pertenecen a la
misma clase de C. La diferencia ¢ = b; — by es una palabra cédigo. Por lo tanto, si by es recibida,
entonces b; puede ser decodificado a 0 y c.

|

Teorema 4.13 Sea C = B(2™ — 1,6, ,b) un codigo Reed-Solomon. Entonces, el codigo ¢*(C)

puede corregir m|%5% | —m + 1 errores-rafaga, donde n =2" — 1y k=n— 6+ 1.

Demostracion. Consideremos ¢* como se defini6 en el con ¢ como esta definida en
(4.1)] Sea I = m|25%| — m + 1. Por el Teorema 4.12, es suficiente mostrar que cada error-rafaga
de longitud ! o menor pertenece a una clase distinta de ¢*(C).

Sean e1,e; € FJ'™ dos errores rafaga de longitud l; y ly respectivamente, donde ly,lo < [, y
supongamos que e y eg pertenecen a la misma clase de ¢*(C). Note que la funcion ¢* : F3,, — F5*»
como se defini6 en el Teorema 2.26, en este caso, es biyectiva. Sean ¢y, co € F5,.. tales que ¢*(c1) = e1

y ¢*(c2) = €.

Note que si ¢; = (v1,v2,...,v,) entonces ey = ¢*(v1,v2,...,v,) = (d(v1), d(v2), ..., d(vy), nO-
te que ¢(v;) corresponden a m entradas del vector e; = (p(v1),d(v2),...,d(vy)) € FF™ (ver
(4.1)). A ¢(v;), i = 1,...,n, les llamamos bloques del vector e; = ($(v1),d(v2), ..., p(v)). Sean
o(v1,), ¢(v1,), ..., ¢(v1,) los bloques que dentro de sus m entradas en e; aportan elementos a la
longitud de la rafaga, es decir, al valor de [/, donde el primer elemento de la rédfaga esta en el
bloque ¢(v1,) y el ltimo en el bloque ¢(v1,).

Note que el ntumero r* de bloques que tienen dentro de sus m entradas algin elemento de e;
distinto de cero es igual a wt(cy), por la definicion de ¢ (ver|(4.1)).

Ya que puede haber bloques con sus m entradas iguales a cero, que aportan elementos a la rafaga,
y en consecuencia influyen en la longitud de la rafaga, es decir, en el valor de [y, se sigue que r* < r,
o bien, el namero de bloques con al menos una entrada no cero que aportan elementos a la rafaga
es menor o igual que el numero de bloques que aportan elementos a la rafaga.

Ahora, como la rafaga empieza en ¢(v1,) y termina en ¢*(v1,) entonces todos los m elementos de
#(v1;), 1 < j <7, estan en la rafaga y sélo algunos elementos de ¢(v1,) y ¢(v1,) (dependiendo en
que posicion de ¢(vy, ) inicia la rafaga y en que posicion de ¢(vy,) termina la rafaga).

El menor valor de la longitud de la rafaga, es decir, el menor valor de /1, se obtiene cuando la rafaga
inicia en la m-ésima posicion del bloque ¢(v1,) y simultdneamente termina en la primera posicion
del bloque ¢(vy, ), es decir cuando las componentes distintas de cero estan confinadas ciclicamente
de la siguiente manera:

00, ..., 01 $(v1,), -.r (01, ) 10, ..., 0
—— ——
d’(vll) ¢('”T)
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Como los bloques constan de m elementos de e, en particular los bloques ¢(vy;), 1 < j < r, se
sigue que
I>lh=m(r—2)+2>m(r" —2)+2=m(wt(cr) —2) + 2, (4.3)

pues ya habiamos hecho notar que r* < r, Iy, wt(c;) = r* y por hipotesis [; < I.

Ahora, supongamos que [%] < wt(cy), entonces % < [%] < wt(c1) — 2, y en consecuencia

I <mW(c1) —2)+1 <mV(c1) —2) + 2 lo cual contradice a (4.3).

Por lo tanto wt(c;) < [S2] +1=[EL +1] = [ELEm] Z |2k )] = |22k = | 921 donde la
igualdad senalada con * se debe a la definicién de [, y la igualdad senalada con ** se debe a que
C es, en particular, un cédigo MDS.

Anélogamente, se demuestra que wt(cz) < [ 251 ]. Como ¢* (c1—c2) = ¢*(c1)—¢*(c2) = e1—e20*(C)
(puese; y es estan en la misma clase de ¢*(C)) y ¢* es biyectiva, entonces ¢; — ca € C, asi que por

el [Lema 2.9| se tiene que ¢; = co, y en consecuencia e; = es.

Entonces cada error rafaga de longitud [ o menor pertenece a una clase distinta de ¢*(C). Del

Teorema 4.12| se sigue que ¢*(C) es un codigo corrector de errores [-rafaga. |

Ejemplo 4.14 Sea C = B(n =23 —1=17,8 = 5,a,b) un cédigo Reed-Solomon. Ahora, sabemos
que k =n—0+ 1y que d es igual a la distancia minima de C, entonces C es un [7, 3, 5]-codigo
lineal 8-ario. Asi, el codigo ¢*(C), como en el Teorema 2.26, es un [21, 9]-codigo lineal binario. Por

el ¢*(C) es un codigo corrector de errores [-rafaga, donde | = 3[72;3J -3+1=4
4.3. DECODIFICACION DE CODIGOS REED-SOLOMON

Como se ha hecho notar, los coédigos Reed-Solomon no son co6digos binarios. Entonces el algoritmo
presentado al final del capitulo 3 no es apto para los c6digos Reed-Solomon y en general en cédigos
BCH no binarios.

A continuacion se veran algunos conceptos y resultados enfocados a tratar el problema de deco-
dificaciéon de codigos BCH de cierto tipo, siendo de interés los Reed-Solomon y BCH no binarios,
pues hasta ahora no hemos presentado técnicas de decodificaciéon para estos. Mas precisamente, se
trata de llegar al conocido algoritmo de Berlekamp-Massey y al algoritmo de Forney.

En el resto de la seccién consideraremos codigos BCH de longitud n sobre F, con med(n,q) = 1
y w una raiz n-ésima primitiva sobre ;. Supongamos que c es una palabra-codigo transmitida y
que r es recibida. Entonces r = ¢ + e, donde e es un vector error. La i-ésima componente de la
palabara recibida estd dada por

ri=c +e,1=0,...n—1,
y e; es diferente de cero en a lo mas ¢ valores de (i) (es decir, se supone que wt(e) < t).

Por construccion de un codigo BC'H de distancia designada 2t + 1, B, (n, 2t +1,w, b) (med(g,n) =
1), hay 2t componentes de la Transformada de Fourier Discreta de ¢ (ver |(3.5)] se la seccion 3.3)
iguales a cero:

/c\j:c(wj)zo,j:b,...,b+2t—1,

ya que w® w1 .. wb+ 2t — 1 son raices de c¢(x) segiin el [Lema 3.10

La Transformada de Fourier Discreta de r tiene componentes:
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n—1 n—1 n—1 n—1
Ti= Y wri= 3 wi(e+e)= > wic+ Y wle; =¢; +e;.
i=0 i=0 i=0 i=0

Los sindromes est4n definidos como aquellas 2t componentes 7; j = b, .., b+2t —1, correspondientes
a las componentes donde ¢; = 0. Es conveniente indexar los sindromes iniciando en uno.

Definimos
Sj = ?j+b71 = €j, j = 1, ...,2t.
Note que si b = 1, la definicién de sindrome coincide con la dada en la seccion 3.3.

El bloque de los 2t sindromes es una ventana a través de la cual podemos ver 2¢ componentes de
e.

Antes de proseguir con el problema de decodificacion, es necesario ver algunas propiedades y
conceptos relativas a la Transformada de Fourier discreta.

Definicién 4.15 La convolucion ciclica, denotada por f * g, de dos vectores f,g € [ se define
como el vector con entradas

n—1
= Z f((sz))gka i = 0) sy TV — 15
k=0

donde los paréntesis dobles indican médulo n.

Teorema 4.16 (de Convolucién Ciclica) El vector 1 estd dado por la convolucién ciclica de los
vectores f,g € Fy siy solo si las componentes de la Transformada de Fourier Discreta satisfacen

ll' = fj@\j j = O, e — 1.
Demostracion. [=] Sil es la convolucién ciclica de f,g € F,, entonces se cumple lo siguiente:

n—1

=l el I
b= X S = Z =k (n~ Z wGy) = 2 famp (07 P TEHITg;) =

Z _Ug (E w(z k)])f(( k)) -t Z w_”gjf,]

La ultima igualdad se justifica del hecho de que ((i—k)) toma cada valor en {O ,n—1} si corremos
k en el conjunto {0,...,n — 1}, es decir, Z w kT i _k)) es igual a Z w(”)fZ (= fj) solo que
los sumandos estan en diferente orden. Tamblen por el inciso [(3.7)] de la seccién 3.3, se tiene que

=n! Z w’i';, i =0,...,n — 1. Se sigue que la Transformada de Fourier Discreta de 1 es el

vector con entradas lAj (por definicién) y también el vector con entradas fjﬁj con j=0,..,n—1.
Por consiguiente, I; = f;g; j =0,...,n — 1.

[«<] Sil; = f;jg; j =0,...,n— 1. Entonces, como en la implicacién anterior, obtenemos

n—1 .
nt ZO WG f; = Z fi—kpgr 1=10,....;n =1,
J=
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n—1_ n—1

donde I; = n~ Y 1; (inciso|(3.7)| de la seccion 3.3), es decir, ; =n~! 3 w™¥g;f; i =0,..n — 1
= =

(por hipotesis). Por lo tanto, I; = Z J((i—k)) Gk es decir, 1 es la convolucion ciclica de f,g € Fy. B

Definicién 4.17 i)Una recursion lineal sobre un campo F es una expresion de la forma

L
Vi = Z Aij,j k=1L,.. (Aj,Vk S F)
j=1
La recursion lineal esta caracterizada por la longitud L y el vector A = (A, ..., A1) cuyas compo-
nentes son llamadas pesos de conexién. Esto se denota por (A, L).

ii) La longitud de la recursion lineal es la longitud de la menor subsucesion de la cual la recursion
puede calcular todos los términos de la sucesion.

iii) Se dice que la recursion lineal (A, L) produce a la sucesion V. = {V;,Vi,...,Vr,...} si los
elementos de V satisfacen la expresion en i).

Definiciéon 4.18 Dada una sucesion V = {Vy, Vi, ...,V,,_1} de elementos en F, la longitud de la
menor recursiéon lineal que produzca a la sucesiéon es llamada la complejidad lineal de V.

Teorema 4.19 La complejidad lineal de V € F" ({Vp, V4, ..., V,—1} considerado como vector v de
longitud n), es igual al peso de la inversa su Transformada de Fourier Discreta (inciso|(3.7)| de la
seccion 3.3) v

Demostracion. Sean iy,1s,...,iq los indices de las d componentes distintas de cero del vector v
= (U9, U1y ey Un—1) Yy V= Vo, .., V1) la Transformada de Fourier Discreta de v.

d
Considere el polinomio A(z) = [] (1 —2%) = Z Ak, Sea A = (Ao, ..., Ag,0,0,...,0) € F™. Sea A
=1
la inversa Transformada de Fourier Discreta de A cuyas entradas son:

M=nt S WA, =l = A ) = ot H(l — W),
k=0

Se sigue que A\; = 0 si y solo si i € {i1,...,iq4}. Esto es, \; = 0 si y solo si v; # 0. Observe que si
i ¢ {i1,..,iq} entonces v; =0y si ¢ € {iy,...,iq} entonces (como se hizo notar) A\; = 0, de ahi que
Av; = 0 para cada ¢ =0,...,n — 1.

Ahora consideremos la Transformada de Fourier Discreta respecto w™! de los vectores A y V.

~ n—1 .. n—1 ..
Entonces A; = > (w™1)¥A; = > w™¥A; = n)j, donde la tltima igualdad se tiene de la inversa
i=0 =0
' ’ n—1
de la Transformada de Fourier Discreta. Similarmente, V, Z w9V, = nw;.

Entonces, A;V; = (n);)(nv;) = n®A;u; = 0 para cada j = 0, ...,n— 1. Del Teorema de Convolucién,
se sigue que la Transformada de Fourier Discreta de la convolucion ciclica de los vectores A y V
es 0, es decir, AV = 0, lo cual implica que A *'V = 0 (esto se verifica calculando la inversa de la
Transformada de Fourier Discreta a A * V = 0 )-

n—1
De A%V, se tiene que Y A;V((—;)) = 0. Pero Ag = 1 (las d+1 primeras entradas de A corresponden
j=0

a los coeficientes del polinomio A(z)) y Ay =0 si k > d, de ahi que
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d
Vie=—=2 MNVi-iy)>

=1
asi que la complejidad lineal de v es menor o igual a d.

Para probar que la complejidad lineal de v no es menor que d supongamos que

L
Z Aj‘/v((k,j)) = 0, para A= (Ao,Al, ...,AL,O7O, ,0) eF” (AL 75 O)
7=0

n—1
Se sigue que Y A;V(—;)) = 0, es decir, A*V = 0. Ademas, se habia encontrado que la Transfor-
j=0

mada de Fourier Discreta respecto a w™' se A y V son los vectores con entradas n)\; y nv;, respecti-
vamente. Entonces, por el Teorema de Convolucion se sigue que 0 = (n);)(nv;) = n?\;v; para cada
1 =0,..n—1,,de ahi que \; = 0 siempre que v; # 0. En consecuencia, d = wt(v) = |{i|0 <i <n-—1
ANvy=0}H <H{il0<i<n—1AX =0}
L .
Consideremos A(z) = Y. Ya que \; = n *A(w™?) y A(z) tiene a lo mas L = grad(A(z)) ceros,
§=0
se sigue que |{i[0 < i <n—1A X =0} < grad(A(z)) = L. Entonces d < |[{ij[0 <i<n—1A
Ai = 0}| < L, de ahi que d > L. Por lo tanto la compljejidad lineal de V es d = wt(v), donde v es
la inversa de la Transformada de Fourier Discreta.
|

4.3.1. ALGORITMO DE BERLEKAMP-MASSEY

Por la propiedad de complejidad lineal del [Teorema 4.19} si el vector error e tiene peso v, entonces
e satisface la recursién lineal

€k = — Z A]‘/e\((k_j)) k= 07 ey N — 1
j=1

para apropiados pesos de conexion Aq,...,A,.

Para reescribir esto ultimo supongamos que hay v errores en la palabra recibida r en las posiciones
i1, ..., 1, (es decir los elementos de Sop(e) ). El polinomio localizador de errores

Alz) = l]ill(l — zwh)

define un vector A = (Ao, A1, ...,A,,0,...,0) cuyas entradas corresponden a sus coeficientes, y se
tiene A = (Ao, A1, ..., An—1) la inversa de la Transformada de Fourier Discreta de A, cuyas entradas
son:

n—1
XNi=n"t Y AjwT =pTtA(wT).
j=0
Por la forma de A(z), se tiene que A(w™%) = 0 si y solo si i € {iy,...,i, }. Entonces, \; = 0 siempre
que e; # 0. Por lo tanto \;e; = 0 para cada i =0, ...,n — 1. Nuevamente, como en la demostracion
del si consideramos la Transformada de Fourier respecto a w™!, se sigue del Teorema
de convolucién ciclica lo siguiente:

> Aj/e\((k,j)) k=0,...,m—1
=0

donde el limite superior es v ya que A(z) tiene grado v. Como Ay = 1 se tiene lo antes mencionado.
Ademas, si v <, entonces A; = 0 para j = v+ 1, ..., ¢, asi que la recursién lineal se puede escribir
como:
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t
/e\k = — Z Ajé\((k_j)) k= O7 ey — 1
j=1

lo cual se puede preferir pues ¢t es conocido y fijo. Este sistema de n ecuaciones involucra 2t
componentes conocidas de e dadas por los 2t sindromes, y n — t variables, de las cuales ¢ son los
coeficientes desconocidos de A(x) y n — 2t componentes desconocidas de €. De las n ecuaciones,
hay t ecuaciones que involucran solo a las componentes conocidas de A, que son expresadas por
los sindromes s; = ep4;—1 para j = 1,...,2t, y las t componentes desconocidas de A, que son los
coeficientes del polinomio A(xz). Esto es, las ¢t ecuaciones

t
Sp=—>. AjS((k,j)) k=t+1,...,2t

Jj=1
involucra solo a los sindromes, los cuales son conocidos, y las ¢ componentes desconocidas de A.

Esta recursion lineal, escrita en la forma

sp=— Njsp—; k=v+1,..,2t
j=1

debe ser resuelta para A usando el menor valor posible de v.

Para decodificar un c6digo BCH o un cédigo Reed-Solomon, se resuelve el siguiente problema.
Encontramos pesos de conexion (A, ..., A,) para el menor v < ¢ para el cual el sistema de ecuaciones

sp=— > Njsp_jk=v+1,..,2t
Jj=1

tiene solucién.

El algoritmo de Berlekamp-Massey resuelve el siguiente problema modificado. Encuentra pesos de
conexion (Aq,...,A,) para el menor v < 2t para el cual el sistema de ecuaciones

v
Sp=—>. Ajsp—j k=v+1,..,2t
j=1
tiene una solucién. En el problema modificado, valores del entero v tan grandes como 2¢ son
permitidos, asi que para una sucesién arbitraria si, ..., So¢, €l problema debe tener solucién. En
particular el valor, el valor v = 2¢, junto con valores arbitrarios para A1, ..., Ao, siempre satisfacen
el sistema de ecuaciones (pues para este valor vuelve un sistema vacio).

El problema modificado no es el mismo que el original, pero si el problema original tiene solucién,
sera la misma para el problema modificado.

El problema modificado puede ser visto como la tarea de encontrar la menor recursion lineal
(A(z),v) que produzca a la sucesion de sindromes. Si A(z) = 0 6 grad(A(z)) > ¢ entonces tal
soluciéon no es de nuestro interés, pues no es solucién del problema original y el objetivo es corregir
a lo més t posiciones del error.

A continuaciéon enunciamos el algoritmo de Berlekamp-Massey, que constituye la primera etapa en
el problema de decodificaciéon de un c6digo BCH no binario 6 un cédigo Reed-Solomon.

Teorema 4.20 (Algoritmo de Berlekamp-Massey) Sean sy, ..., s9; € F. Con las condiciones
iniciales A(®(z) = 1, BO)(z) = 1, y Lo, sean las siguientes ecuaciones para r = 1, ...,2t usadas
iterativamente para calcular A% (z):
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n—1

Ar _ Z A;ril)srfj
=0

r = 67‘(T - erl) + (]- - 57”)-[/7‘71

L
A (z)\ 1 A A= ()
BM(z)) —\A1s, (1-6,)z) \BUD(x)
donde 9,, = 1 si de manera simultdnea A £ 0y 2L,y < r — 1, y en otro caso §, = 0. Entonces
(AY(x), Ly;) es una recursion lineal de menor longitud que produce a s1, ..., So;.

Explicacion del algoritmo de Berlekamp-Massey

El algoritmo es bastante creativo. Para nuestros fines, lo més valioso sera obtener A% (z) pues
este es el polinomio localizador de errores, es decir, A?)(z) = ] (1—w'z). Tener el polinomio
i€Sop(e)

localizador de errores es clave para determinar Sop(e), ya que w™* es raiz de tal polinomio si y
solo si i € Sop(e). Sin embargo, en el caso no binario, determinar Sop(e) no es suficiente para
determinar a e, pues hay varias posibilidades para sus entradas distintas de cero. Para ello, se
complementard el algoritmo de Berlekamp-Massey con algun algoritmo que permita saber el valor
de las entradas no cero del vector error e.

En cuanto al algoritmo, se hacen 2t iteraciones. Cabe resaltar que $i, ..., So; no presumen de alguna
propiedad especial. En la r-ésima iteracion (1 < r < 2t) recursivamente se va encontrando a una
recursién lineal (A" (z), L,) de longitud menor tal que produzca sy, ..., s, Al inicio de la r-ésima
iteracion se han construido las recursiones (A, L), (A Ly), ..., (AC=V L, ;.

El principal truco del algoritmo de Berlekamp-Massey es usar esas iteraciones anteriores para
producir una nueva recursién lineal de longitud menor (A(")(z), L,) que produzca a la sucesion
S1yeeey Sy

La estructura del algoritmo puede visualizarse a través del siguiente diagrama de flujo:

R T

Initialize
L=r=0
Alx) = Bix)=1

[ 1 —Ax | Alx)
ATS (-] B
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Como se hizo notar, no es suficiente determinar mediante el algoritmo de Berlekamp-Massey a
Sope, por lo cual buscaremos un algoritmo complementario que termine por resolver la tarea de
decodificar.

4.3.2. ALGORITMO DE FORNEY

2t
Sean s(z) = > s;27 el sindrome polinomial, A(z) el polinomio localizador de errores obtenido con
j=1
el algoritmo de Berlekamp-Massey con grad(A(z)) =v <ty A= (Ag, A1, ..., A2, 0,..,0) el vector
de longitud n de los coeficientes de A(z). Entonces, A(x)s(x) siempre se pude descomponer de la
siguiente forma:

A(x)s(x) = T(x) + 2¥O(2) + 22 T1O0(2) grad(T'(z)) < v

v ) 2t ) grad(A(z)s(z)) )
(Alx)s(z) = D aa* + . ax + > a;x*, de ahi se puede obtener la descomposicion
=0 i=v+1 i=2t+1

que se afirma). Ya que (A(z),v) producen a sy, sa,,, .S2; entonces
14
Z A]'Sk,j = 0 k = I/+ ].7 ,2t
3=0

que son precisamente las entradas correspondientes al producto zT1O(x) (pues z"T1O(z) =
2t _
>~ ajz?, donde a; son coeficientes del producto A(x)s(z) para j = v+ 1,...,2t). Se sigue que
j=v+1

A(z)s(z) = T(x) + 22710 (z), grad(T(z)) < v.

El polinomio A(z) es el polinomio evaluador del error. Note que s(x) es conocido y si A(z) también
lo es tras aplicar el algoritmo de Berlekamp-Massey, entonces para obtener a I'(x) simplemente
podemos calcular A(z)s(z) (méd 2%'*1); es decir, I'(z) = A(z)s(z) (méd x2t+1).

Teorema 4.21 El polinomio evaluador del error puede escribirse como

I(z) = Z:lelXZb 1;[(1 - Xjx),
i= VE

donde Yi = e; (la i-ésima entrada del vector error e) y X; = w'.

2 2 2t
. ; N , biel
Demostracion. Recordemos que s(z) = 3 s;27 = 3 & 12' = Y. Y YiX;™/~'2J. Enton-
Jj=1 Jj=1 Jj=lieSop(e)
2t

ces, () = [ ¥ YiX;77'd|[ II (1-Xu)] (méd 2*+1)

j=lieSop(e) leSop(e)
2t

= ¥ aXPY[(l-Xw) ¥ (X)) I (1- X)) (méd 2?41

1€Sop(e) Jj=1 leSop(e)

1

— Y 2XWil— (X)) T (- Xz) (méd 22+

i€Sop(e) leSop(e)

1

- Y X I (- X,

i€Sop(e) leSop(e)

I#i

donde la tltima igualdad se tiene de z = z(1 — X;z)* (méd x?'+1). [ |
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Siguiendo con la notaciéon del se tiene el importante resultado conocido como el
Algoritmo de Forney.

Teorema 4.22 (Algoritmo de Forney) Sea | € Sop(e). Entonces, el valor de [ estd dado por

— Xl,libF(Xlil)
Y= I 1-Xx70
jeSop(e)
J#l
Demostracion. Porel[Teorema4.21|T'(z) = > 2XPY; [] (1-Xz).Sesiguequel'(X; ") =
i€Sop(e) leSop(e)
I#i
> Xl_lein [ - Xle_l)-
i€Sop(e) leSop(e)
I#i
En la anterior suma, cada término se hace cero excepto cuando ¢ =1 ( sii # [ entonces [[ (1—
leSop(e
#r;( )
X, X; ") tiene como factor a (1 — X;X; ) = 0).
1—b -1
Entonces, [(X;) = X/7'Y; I (1-X;X; "), de ahi que ¥; = —F— . ]
jESop(e) j€Sop(e) o
7l #1

Para concluir resumimos el proceso de decodificaciéon. Primero calculamos los sindromes s1, ..., So¢.
Posteriormente, implementamos el Algoritmo de Berlekamp-Massey para obtener al polinomio
localizador de errores A(z). Con A(x) explicito, entonces determinamos Sop(e) analizando que ele-
mentos de la forma w™* son raices de A(x) (pues esto indica que i € Sop(e)). Una vez determinado
Sop(e), aplicamos el algoritmo de Forney para obtener los valores del error, es decir, se determina
a e. Finalmente, se estima la palabra transmitida como ¢ =r — e.

Como comentario adicional, si tenemos un c6digo BCH binario entonces basta usar el Algoritmo
de Berlekamp-Massey para decodificar, pues es suficiente con conocer a Sop(e).
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Capitulo 5

IMPLEMENTACIONES

Uno de los principales objetivos de este trabajo es aterrizar algunas ideas tedricas en implemen-
taciones explicitas y concretas. En los capitulos 3 y 4 se analizaron propiedades y caracteristicas
de los codigos BCH y codigos Reed-Solomon, respectivamente. Por sus propiedades, estos codigos
son bastante ttiles en distintos campos de la vida moderna, principalmente a los relacionados con
cuestiones de transmision de datos digitales, como lo es la telecomunicacién. En ambos capitulos
se analizaron técnicas que permiten afrontar la dificil tarea de decodificar, es decir, algoritmos
que permiten detectar y corregir errores para los cédigos pertinentes. Estos algoritmos pueden ser
llevados a lenguajes de programacién adecuados que permitan al usuario utilizarlos siempre que se
desee, ademés de que esto permitiria una mejor comprensiéon de los conceptos abordados.

En la programacién matemaética existen diversas herramientas que son de bastante ayuda para
resolver problemas en estos tiempos modernos. Entre ellos destacan varios por sus caracteristi-
cas y enfoque, ademas de ser un factor determinante en el uso de alguna herramienta u otra el
ser software libre o no. SageMath es un sistema algebraico computacional que permite realizar
distintas tareas del ambiente matematico, el cual esta constituido por paquetes mateméaticos al-
tamente constatados y es basado en Python. Dentro de las virtudes de SageMath se encuentran
las capacidades de realizar actividades en un contexto del algebra moderna, es decir, SageMath
permite trabajar con estructuras algebraicas como grupos, anillos, campos, médulos, reticulas y
més. Con SageMath podemos accesar a conceptos propios de estas estructuras, como morfismos,
construcciones especiales, etc. Con esta herramienta, es posible implementar o estructurar algunas
ideas en el marco del algebra moderna. En particular, los algoritmos analizados son posibles de
implementar en esta herramienta computacional.

Para la implementacién de los algoritmos de decodificacion de los capitulos 3 y 4 vamos a usar
la capacidad de SageMath en el uso de campos finitos y anillos de polinomios sobre estos. Es-
tos algoritmos se pueden implementar no sélo en SageMath, también se puede en cualquier otra
herramienta que soporte o cuente con librerias que soporten aritmética en campos finitos y cons-
trucciones relativas a estos.

5.1. ALGORITMO DE DECODIFICACION DEL CAPITU-
LO 3

En la secciéon 3.5 se vio una técnica que permite la decodificacion de cédigos BCH binarios primi-
tivos en el sentido estricto. Las ideas inmersas en este algoritmo se pueden aterrizar mediante la
elaboracién de un programa respectivo en SageMath.

A continuacion se presenta el codigo fuente del programa respectivo al algoritmo de decodificacion
revisado en el capitulo 3.
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Listing 5.1: Insert code directly in your document

from sage.functions.log import logb
import ast

R.<z> = GF(2)[’z’]

def SindromePolinomial(R,t):
P=0
for i in range(len(R)):
P 4+=R[i]*x"1i

s = [None|*(2xt)

for i in range(2x*t):
s[il= P(y~(i+1))

S=0

for i in range(2x*t):
S 4= s[i]*x"i

return S

def AlgoritmoEuclides(a,S,mu,nu):

r=[a,S]

u=[x"0,0]

v=[0,x"0]

a=(]

i=1

rows — [["i"7"ui"7 Myt i, ||qiu]7[717u[0]7‘/[0]71.[0]7 uiiiu]]
rows.append([O,u[l],V[l],r[l],"———"])

while( 0<=r|[i].degree()):
c,z=r[i—1].quo_rem(r[i])

r.append(z)

q.append(c)

u.append(uli—1]—q[i—1]*u[i])
v.append(v[i—1]—q[i—1]xv[i])

rows.append ([i,u[i+1],v[i+1],r[i4+1],q[i—1]])

i+=1

j=1
if (mutnu==(a.degree()—1) and 0<= mu and 0<=nu):
while (mu<v([j].degree() or nu<r[j].degree()):
j+=1

Tabla = open("C:\\ Users\\ Luis\\Documents\\ Euclides.txt" ,"w")
Tabla.write(str(table(rows)))
Tabla.close ()

return (v[j],r[j])

def PalabraCorregida(R,v,r):
sig = (v(0)"(—=1))*v
1Iamb = (r(0)"(—1))*r

for i in range(len(R)):

if (sig(y~(=1))==0):
T.append (i)

for i in range(len(I)):
R[I[i]] += y 0
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C=R
return C
print ("DECODIFICACION DE CODIGOS BCH BINARIOS")
n = int(input("INGRESE LA LONGITUD DEL CODIGO: "))
1 = logb(n+1,2)
while(1 != floor(1)):

n = int (input("LA LONGITUD NO ES DE LA FORMA n = 2°m —1"))
1 logb(n+1,2)

delta = int (input("INGRESE LA DISTANCIA DESIGNADA: "))

while(delta %2 != 1):
delta = int(input("LA DISTANCIA DESIGNADA DEBE SER IMPAR"))

t =int ((delta —1)/2)

mu = ¢t

nu=t—1

print "EN ESTE CASO, t = "t

print "INGRESE EL POLINOMIO MINIMO QUE DEFINE AL CAMPO CON ", 2~1, "ELEMENTOS "
PPcadena = raw_input()

PolinomioPrimitivo = R(PPcadena)

while (PolinomioPrimitivo.is primitive() = 0 or PolinomioPrimitivo.degree()!= 1):
print "EL POLINOMIO INGRESADO NO ES PRIMITIVO O NO ES DE GRADO ", 1,"
PPcadena = raw_input ()

PolinomioPrimitivo = R(PPcadena)

list = raw_input("INGRESE LA PALABRA RECIBIDA: R = ")
PalabraRecibida = ast.literal eval(list)

while (len ( PalabraRecibida)!= n):
list = raw_input ("LA PALABRA RECIBIDA NO TIENE LA LONGITUD DADA AL INICIO")
PalabraRecibida = ast.literal eval(list)

F.<y> = GF(2"1,modulus = PolinomioPrimitivo)
R.<x> = PolynomialRing (F)

a

X" (2%t)

S = SindromePolinomial (PalabraRecibida ,t)

if S==0:

print "LA PALABRA RECIBIDA YA ERA UNA PALABRA CODIGO"
else:

v,r=AlgoritmoEuclides(a,S,mu,nu)

C = PalabraCorregida(PalabraRecibida ,v,r)

print "LA PALABRA CORREGIDA ES C =", C

5.1.1. EXPLICACION DEL CODIGO

El coédigo mostrado anteriormente consta de funciones y sentencias que de forma conjunta posibi-
litan realizar la tarea de decodificar c6digos binarios BCH primitivos en el sentido estricto.
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En el programa principal, es decir, después de las funciones definidas, se hacen sentencias sobre
el ingreso de los datos pertinentes para implementar el algoritmo. Primero se tienen sentencias
sobre ingresar la longitud del cédigo, la cual debe ser de la forma 2" — 1 por el tipo de codigos que
estamos tratando. Si la longitud no se ingresa adecuadamente se pedird que se vuelva ingresar hasta
que sea correcta. Posteriormente, las sentencias corresponden al ingreso de la distancia designada,
la cual debe ser impar como se hizo el andlisis en el capitulo 3. De manera similar a la longitud, si
la distancia designada no es impar, se pedira que se ingresé nuevamente hasta que sea correcta. En
seguida, hay sentencias sobre el ingreso y verificacién del polinomio primitivo sobre Fy que defina
al campo Fu<, donde ! es la longitud del codigo, es decir, el polinomio en Fa[z] que tiene como
raiz a un elemento primitivo de Fy:. Luego, las sentencias son relativas al ingreso de la palabra
recibida. A partir de aqui las sentencias son llamados de las funciones previamente definidas para
aplicar las ideas del algoritmo de decodificacion. Después de esto ltimo, las sentencias relativas a
la salida del programa, es decir, a presentar el estimado de la palabra transmitida.

Respecto a las funciones definidas en el cédigo podemos decir lo siguiente:

La funcién llamada SindromePolinomial tiene como objetivo calcular y devolver el sindrome po-
linomial. Los argumentos de esta funcién son la palabra recibida y la ¢ implicita en la distancia
designada impar (2t + 1).

La funcién AlgoritmoEuclides realiza lo relativo a la Ademés, al final de esta
funcién se crea un archivo de texto que muestra el procedimiento completo, pues tal informacion
puede ser de interés. Tal archivo se puede guardar en el directorio de la preferencia del usuario.
Los argumentos de esta funcién son el polinomio 22, el sindrome polinomial, p =ty v =t — 1,
esto en el sentido de la

Finalmente, la funcién PalabraCorregida calcula el polinomio localizador de errores en base a los
retornado por las anteriores funciones y con esto determina Sop(e), lo cual es suficiente para
encontrar a e (pues se estan tratando codigos BCH binarios).

Ahora mostramos un ejemplo de como correr el programa dado anteriormente en base a los datos

del

Ejemplo 5.1

PROCESO DE DECODIFICACION DE CODIGDS BIWARIOS PRIMITIVOS BCH EM EL SENTIDO ESTRICTO

INGRESE LA LONGITUD DEL CODIGO: 15

INGRESE LA DISTANCIA DESIGHADA:7

EN ESTE CASO, T = 3

INGRESE EL POLINOMIO MINIMO (DE GRADO 4 )SOBRE EL CAMPO BINARIO DEL ELEMENTO PRIMIVO DEL CAMPO CON 16 ELEMENTOS:
1M4+141

INGRESE LA PALABRA RECIBIDA: R = [1,1,0,6,0,8,1,1,6,1,1,0,1,8,1]

LA PALABRA CORREGIDAES C= [1,1,1,9,6,8,1,8,8,1,1,8,1,8,1]

Como se puede ver, se ha llegado a lo obtenido en el ejemplo antes mencionado.

Ejemplo 5.2 Este es un ejemplo en el que se ha transmitido la palabra-codigo cero del codigo
BCH B3(15,7,, 1) donde « € Fyg es raiz del polinomio x* + 2 + 1 € Fy[x] y se recibe la palabra
[0,0,1,0,0,1,0,1,0,0,0,0,0,0,0].
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PROCESO DE DECODIFICACION DE CODIGOS BIMARIOS PRIMITIVOS BCH EN EL SENTIDO ESTRICTO

INGRESE LA LONGITUD DEL CODIGO: 15

INGRESE LA DISTANCTA DESIGHNADA:7

EN ESTE CASO, T = 3

INGRESE EL POLINOMIO MINIMO (DE GRADO 4 )SOBRE EL CAMPO BINARIO DEL ELEMENTO PRIMIVO DEL CAMPO CON 16 ELEMENTOS:
"+ 74l

INGRESE LA PALABRA RECIBIDA: R = [8,6,1,8,0,1,8,1,8,0,0,0,0,0,8]

LA PALABRA CORREGIDAES C = [8, 8, 8, 8,08, 8,8, 8, 8, 8, 8, 6, 8, @, @]

Eso muestra que el programa tuvo la salida esperada.

5.2. ALGORITMO DE DECODIFICACION DEL CAPITU-
LO 4

En el capitulo 3 se desarrollo una técnica que permitia abordar el problema de la decodificacion
de codigos binarios BCH primitivos en el sentido estricto. Sin embargo, por definicién, los cédigos
Reed-Solomon no son cédigos binarios lo que hace buscar técnicas alternativas que permitan su
decodificacion. En el capitulo 4 se reviso el conocido Algoritmo de Berlekamp-Massey que permite
encontrar el polinomio localizador de errores, ademéas de un algoritmo complementario que es el
Algoritmo de Forney que permite determinar el valor de los errores. En particular, estos algoritmos
son populares y utiles en la decodificacion de cédigos BCH no binarios, en particular los cédigos
Reed-Solomon.

A continuacion se presenta el codigo fuente del programa respectivo a los algoritmos de decodifi-
cacién revisados en el capitulo 4.

Listing 5.2: Insert code directly in your document

from sage.functions.log import logb
import ast

def RecibirPalabra(n):
print "Ingrese la palabra recibida (en forma polinomial):
PalabraRecibidaPolinomial — R(raw_input())

"n

while n <= PalabraRecibidaPolinomial.degree ():
print "La palabra recibida tiene longitud incorrecta, reintentelo:"
PalabraRecibidaPolinomial = R(raw_input())

PalabraRecibida = PalabraRecibidaPolinomial.list ()

for i in range(len(PalabraRecibida),n):
PalabraRecibida.append(0)

return PalabraRecibida

def Sindromes(r,t):
n = len(r)
S = vector ([0xy " 0]x(2xt))
for i in range(2xt):
for j in range(n):

S[i] 4= r[jlx(y~(i+1))"]

return S
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def BerlekampMassey(S,t):
L=0
B
Dcoefs = vector(D. list ())
TOWS — [[”I’”,”DiSCI‘epanCia”,”B(X)”,”Lambda(X)”,”L”] 7[”0”,||___||,||1ll7|ll||,ll0||]]
for r in range(1l,2xt+1):
discrepancia = 0xy~0

nu = len(Dcoefs)

for i in range(nu):
discrepancia += Dcoefs[i]*S[r—i—1]

Daux = D

D =D — discrepanciaxxxB
Dcoefs = vector (D.list ())

if discrepancia != 0xy~0 and 2xL <= r—1:
L= r—L
B = (discrepancia”~—1)*Daux

else:
B = xxB

rows.append ([r, discrepancia ,B,D,L])
Tabla = open("C:\\ Users\\ Luis\\Documents\\ BerlekampMassey . txt" ,"w")
Tabla.write (str(table (rows)))
Tabla. close ()

return D

def LocalizacionErrores(D,n):
Dcoefs = D. list ()

Localizaciones = []
for i in range(n):
evaluacion = 0xy~0

for j in range(len(Dcoefs)):
evaluacion +=D[j]*(y~(—i))" ]

if evaluacion == 0:
Localizaciones.append (i)

return Localizaciones

def Forney(D,S,Localizaciones ,t):
ValorErrores = [None]xlen(Localizaciones)
SindromePol = 0xx~0
for i in range(2xt):

SindromePol += S[i]*x"(i+1)

z ,Gamma = (D+SindromePol).quo_rem(x~(2xt+1))

for i in range(len(Localizaciones)):
prod = y~0
for j in range(len(Localizaciones)):
if Localizaciones[]j] !'= Localizaciones[i]:
prod %= (1—y~(Localizaciones|[]j] — Localizaciones[i]))

ValorErrores|[i] = Gamma(y~(—Localizaciones[i]))/prod
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return ValorErrores

def PalabraCorregida(PalabraRecibida ,Localizaciones ,ValorErrores):
¢ = PalabraRecibida

for i in range(len(Localizaciones)):
c[Localizaciones[i]] = PalabraRecibida|Localizaciones[i]] — ValorErrores|[i]

return c

print "Decodificacion de codigos q—arios BCH primitivos en el sentido estricto"”
q = int(input("Ingrese el valor de q: "))+0

while q.is prime power() != 1:
q= int(input{("q no es potencia de un primo, ingrese nuevamente su valor:"))+0

n = int(input("Ingrese la longitud n del codigo: "))

m = logb(n+1,q)

while m!=floor (m)
n = int(input("La longitud n no es de la forma g m-1"))
m = logb(n+1,q)

R.<z> = GF(q)[’z’]

delta = int(input("Ingrese la distancia designada: "))

while(delta %2 !'= 1):
delta = int(input("La distancia designada debe ser impar, reintentelo:"))

t = int ((delta —1)/2)

F.<y> = GF(q™m)

R.<x> = PolynomialRing (F)
PalabraRecibida = RecibirPalabra(n)

print "Palabra Recibida", PalabraRecibida
S = Sindromes(PalabraRecibida ,t)

print "Vector de Sindromes: ",S
D = BerlekampMassey (S,t)
Localizaciones = LocalizacionErrores(D,n)
print "Localizaciones errores — ", Localizaciones
if q —= 2:
ValorErrores = [y~0]xlen(Localizaciones)
else:
ValorErrores = Forney(D,S,Localizaciones ,t)
print "Valor de los errores = ", ValorErrores
¢ = PalabraCorregida(PalabraRecibida ,Localizaciones ,ValorErrores)

"

print "El estimado de la palabra transmitida es c¢ = c

5.2.1. EXPLICACION DEL CODIGO

El co6digo mostrado anteriormente consta de funciones y sentencias que de forma conjunta posibi-
litan realizar la tarea de decodificar codigos BCH primitivos en el sentido estricto no binarios, en

7



CAPITULO 5. IMPLEMENTACIONES
5.2. ALGORITMO DE DECODIFICACION DEL CAPITULO 4

particular cédigos Reed-Solomon.

En el programa principal (localizado después de la definicién de las funciones) hay sentencias rela-
tivas al ingreso de los datos pertinentes y llamados de funciones definidas para la implementacién
del algoritmo. Primero, como no estamos asumiendo que el c6digo sea binario, entonces la primera
sentencia es para pedir el valor de ¢ de nuestro coédigo g-ario BCH. Ya que ¢ es la cardinalidad del
campo finito F,, entonces ¢ debe ser una potencia de un niimero primo, en caso contrario se inicia
un ciclo que termina hasta que ¢ cumpla tal condicién. Luego, se pide el ingreso de la longitud
del codigo, la cual debe ser de la forma ¢™ — 1 por el tipo de codigos considerados, ya que en
caso contrario se inicia un ciclo que termina hasta que la longitud del c6digo cumple tal condicion.
Posteriormente, se pide el ingreso de la distancia designada del co6digo, la cual debe ser impar por
las consideraciones al desarrollar el algoritmo. En seguida se construyen el campo finito que es el
campo de descomposicién de nuestra raiz n-ésima primitiva sobre I, y el anillo de polinomios con
coeficientes en el campo mencionado. Finalmente, las tltimas sentencias son llamados de funciones
previamente definidas, més precisamente esta el llamado al Algoritmo de Berlekamp-Massey para
encontrar el polinomio localizador de errores y al Algoritmo de Forney para determinar el valor de
los errores. Esto de forma conjunta permite hacer un estimado de la palabra transmitida y presen-
tarla al usuario. Cabe destacar que al final del coédigo tenemos una condicional respecto al valor
de q. En caso de que ¢ sea 2, es decir, el codigo sea binario, entonces solo aplicamos el Algoritmo
de Berlekamp-Massey, ya que sélo basta encontrar el polinomio localizador para encontrar Sop(e)
y asi determinar e. Si ¢ # 2, como en el caso de los codigos Reed-Solomon, entonces es necesario
utilizar de manera conjunta al Algoritmo de Berlekamp-Massey y el Algoritmo de Forney para
determinar e y lograr estimar la palabra transmitida.

Respecto a las funciones definidas en el cédigo podemos decir lo siguiente:

La funcién RecibirPalabra tiene como objetivo captar lo que el usuario ingrese como palabra re-
cibida y verificar que sea consistente con los datos del c6digo, méas precisamente con la longitud.
Aqui, a diferencia del algoritmo del capitulo 3, el ingreso de la palabra recibida se hace en forma
polinomial. El tinico argumento de esta funcién es la longitud del codigo.

Teniendo la palabra recibida es posible calcular los sindromes, esto es lo que hace la funcién lla-
mada Sindromes.

La funcién BerlekampMassey implementa el algoritmo de Berlekamp-Massey como se vio en el
La salida de esta funcion es el polinomio localizador de errores. Los argumentos son
los sindromes (calculados con la funcién Sindromes) y el entero positivo ¢ que esta implicitio en la
distancia designada impar (2t 4+ 1). Ademaés, se crea un archivo de texto que contiene el proceso
iterativo de Berlekmap-Massey el cual contiene informacion que puede ser de utilidad. Tal archivo
se puede guardar en el directorio de preferencia del usuario.

Luego tenemos la funcion LocalizacionErrores que determina a Sop(e) analizando que potencias
o~ son raices del polinomio localizador, pues esto equivale a tener que i € Sop(e). Los argumentos
de esta funcién son el polinomio localizador y la longitud del codigo para tener control sobre los
ciclos realizados.

En seguida, se tiene la funcion llamada Forney que implementa el Algoritmo de Forney para de-
terminar los valores del error. Esta funcion se basa en el Los argumentos son el
polinomio localizador, el vector de sindromes, un vector correspondiente a las posiciones donde el
error es distinto de cero (calculado con la funcién LocalizacionErrores) y el entero positivo ¢. La
salida de la funcién son los valores del error.

Finalmente se tiene la funcién PalabraCorregida que con las salidas de la funciones BerlekampMas-
sey y Forney realiza el estimado de la palabra transmitida. La salida es precisamente la palabra
transmitida.

Ahora se presentaran ejemplos de como correr el programa con datos dados.
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Ejemplo 5.3 En este caso se transmite la palabra-codigo cero del codigo BCH 985(15,7, , 1) donde
« es raiz del polinomio x% + 2 +1 € Fy[z]. La palabra recibida es [0,0,1,0,0,1,0,1,0,0,0,0,0,0,0].

Decodificacién de cddigos g-arios BCH primitivos en el sentido estricto
Ingrese el valor de g: 2

Ingrese la longitud n del codigo: 15

Ingrese la distancia designada: 7

Ingrese la palabra recibida (en forma polinomial):

X2+ W5 4T

Palabra Recibida [e, &, 1, 8, 8, 1, 8, 1, @, &, @, @, 8, 8, 8]

Vector de Sindromes: (y*3 + 1, y*3 + y"2 + 1, 1, y¥*3 + y*2 + vy, y*2 + vy, 1)
Localizaciones errores = [2, 5, 7]

Valor de los errores = [1, 1, 1]

El estimado de la palabra transmitida s ¢ = [®, @, 8, 6, @, &, @, @, @, 8, 8, 8, 8, B, 8]

Ejemplo 5.4 Ahora implementemos este algoritmo para el

Decodificacidn de cddigos g-arios BCH primitivos en el sentido estricto
Ingrese el valor de g: 2

Ingrese la longitud n del codigo: 15

Ingrese la distancia designada: 7

Ingrese la palabra recibida {(en forma polinomial):

1+x4+%™6 +X°7 + ®™0 + x™18 + 212 + w14

Palabra Recibida [1, 1, ®, ®, B, 8, 1, 1, &, 1, 1, @, 1, 8, 1]

Vector de Sindromes: (y*3 + y*2 + yv + 1, yv*3 + vy, &, y"3, 1, @)

Localizaciones errores = [2, 7]
Valor de los errores = [1, 1]
El estimado de la palabra transmitida es ¢ = [1, 1, 1, 8, @, &8, 1, ©, &, 1, 1, 8, 1, 8, 1]

Note que obtenemos la misma estimaciéon de la palabra transmitida que en el ejemplo 5.1, sin
embargo, en tal ejemplo la técnica de decodificacién es muy distinta a la que implementa los
Algoritmos de Berlekamp-Massey y Forney.

Ejemplo 5.5 Ahora se transmite la palabra-codigo cero del codigo Reed-Solomon B14(15,7, o, 1)
donde o € Tis es raiz del polinomio z* + x + 1 € Fy[r]. La palabra recibida es
[0,0,a,0,0,a°,0,,0,0,0,0,0,0,0].

Decodificacidn de cddigos g-arios BCH primitivos en el sentido estricto

Ingrese el valor de g: 16

Ingrese la longitud n del codigo: 15

Ingrese la distancia designada: 7

Ingrese la palabra recibida (en forma polinomial):

YEAT o+ (yh5)"xM5 4+ (w11 T2

Palabra Recibida [&, &, y*3 + y*2 + y, @, 8, y*2 +y, @, vy, 8, 8, 8, 8, 8, 8, 8]
Vector de Sindromes: (y"3 + y*2 + y + 1, 1, y"3 + 1, yv*3 + y*2 + 1, 1, y"*3 + y*2 + y)
Localizaciones errores = [2, 5, 7]

Valor de los errores = [y*3 + y*2 + vy, yv*2 + vy, vy]

El estimado de la palabra transmitida es ¢ = [&, B8, &, B, &, @, @, &, @, &, 8, &, 8, 8, 8]

Como era de esperarse, el programa estimo correctamente a la palabra transmitida. Consideremos

el codigo Reed-Solomon Bg(7,«, 1) donde a € Fg es raiz del polinomio 23 + z + 1 € Fa[x].
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Decodificacidn de cddigos g-arics BCH primitivos en el sentido estricto
Ingrese el wvalor de g: 8

Ingrese la longitud n del codigo: 7

Ingrese la distancia designada: 5

Ingrese la palabra recibida (en forma polinomial):

YhI 4yER o+ W2 o+ (Wh2)"xM3 4+ (vh3 x5 o+ xT6

Palabra Recibida [v + 1, v, 1, yv*2, @, v + 1, 1]

Vector de Sindromes: (v + 1, v"2 + vy, ¥v"2 + y, @)

Localizaciones errores = [2, 2]
Valor de los erraores = [y + 1, y™2 + 1]
El estimado de la palabra transmitida s ¢ = [v + 1, v, ¥, 1, 8, v + 1, 1]

La variable “y"que aparece en la salida representa a «. Asi que el estimado de la palabra-codigo
esc=[a+1,a,a,1,0,a+1,1] = [0 a,a,1,0,a% 1]. Este ejemplo es resuelto en [1]-pag 261} con
técnicas extendidas de lo analizado en el capitulo 3. Sin embargo, atin con técnicas distintas se
llega al mismo estimado, lo cual es muy interesante por los conceptos que aborda cada técnica.

SageMath fue una herramienta bastante tutil que permitié llevar a la programacién ideas desa-
rrolladas, en un principio, de forma tedrica. Ademés, a través de estos programas los resultados
analizados en todo este trabajo cobran ain mas sentido. Los algoritmos programados fueron exi-
tosos y eficientes, sin embargo, estos podrian ser modificados para extender las ideas a otro tipo
de codigos BCH (que no sean en el sentido estricto), por lo cual el cddigo se presento de manera
explicita para que pueda ser de utilidad a personas que estudien este tipo de cédigos y el problema
de la decodificacion.
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CONCLUSION

A lo largo del presente trabajo se comprobo que los c6digos BCH y Reed-Solomon tienen propieda-
des bastante relevantes respecto a los pardmetros importantes de un cédigo. Esto hace ver la razon
por la cual son una de las familias méas importantes de los cédigos lineales y mas precisamente de
los codigos ciclicos lineales. La construccién de estos coédigos posibilita que la teoria respectiva sea
profunda y lo suficientemente rica para seguir siendo estudiados con tanto interés. Los resultados
presentados sirven de base para lograr un estudio més especializado de este tipo de c6digos y sus
posibles generalizaciones.

Las aplicaciones de la teoria matematica es uno de los principales intereses por una gran cantidad
de profesionales, siendo mas frecuente en lo relativo a cosas computacionales. Lo abordado en el
capitulo 5 hizo posible visualizar algunas aplicaciones mediante programacién de las ideas teoricas
manejadas en capitulos previos y motiva a seguir buscando posibles utilidades de los cédigos
estudiados en cosas mas complejas y de una utilidad innegable en la vida cotidiana.
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