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Los valores de los parámetros son ω = 1, α = 4 y convenimos en usar ℏ = 1. El
radio de la trayectoria circular es

√
2α, [13]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.1. Función de Wigner a un mismo tiempo t para el Hamiltoniano (2.1) . . . . . . . . 12

3.1. Esquema del modelo de Jaynes-Cummings: un átomo de dos niveles |e⟩ y |g⟩ con
frecuencía de transción atómica ωa = ωe − ωg, interactuando con un sólo modo del
campo de radiación de frecuencia ωc. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

3.2. Evolución temporal de la inversión de la población W(t) para un estado coherente
inicial con ⟨n⟩ = 25 y constante de acoplamiento g = 1, con tiempos tR ≈ 0,6 ,
tc ≈ 3,1 y tr ≈ 32,03 asociados a la oscilaciones de Rabi, de colapso y resurgimiento,
respectivamente. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

3.3. Aproximación lineal de ωn para modelo de Jaynes-Cummings en torno al número
promedio de fotonesN , junto con la función de distribución para un estado coherente
|α⟩. Elegimos N = 100 , así δN = 5 y ω′

N = 0,05 (en unidades ℏg). . . . . . . . . . 18
3.4. Función de probabilidad entre los estados del campo para el modelo de Jaynes-

Cummings y su aproximación lineal, con el valor reescalado T = gt. . . . . . . . . . 18
3.5. Comparación de la función de Wigner entre el modelo de Jaynes-Cummings y su

aproximación lineal para distintos valores del parámetro T que coincide numérica-
mente con gt, esto es una constante de acoplamiento g = 1, con N = 25. . . . . . . 19

3.6. Aproximaciones lineales de ωn y la correspondiente función Pn para distintos valores
de N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

3.7. Aproximación cuadrática de las eigenfrecuencias ωn para el modelo de Jaynes-
Cummings, con un estado coherente inicial α = 4 y con coeficientes αN = 1,5, βN =
0,18 y ωN = −0,0019 (en unidades ℏg). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

3.8. Aproximación cuadrática de ωn para distintos valores de N . . . . . . . . . . . . . 21
3.9. Comparación de la función de Wigner entre el modelo de Jaynes-Cummings y apro-

ximación cuadrática en ωn. Con N = 25, y coeficientes αN = 1,875, βN = 0,15 y
γN = −0,001 (en unidades ℏg). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3.10. Función de probabilidad entre los estados del modelo de Jaynes-Cummings y su
aproximación cuadrática en ωn, con N = 25 y coeficientes αN = 1,875, βN = 0,15 y
γN = −0,001 (en unidades ℏg). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

4.1. Comparación de Ωn para el ITM su aproximación en funciones de besssel Jn. Nótese
el intercambio de signos en (4.7). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

ix



x ÍNDICE DE FIGURAS

4.2. Aproximación lineal a Ωn para el modelo de trampa de iones, incluyendo la función
de distribución Pn de un estado coherente inicial |α⟩, con N = 85 y por lo tanto
δN = 0,9, ω′

N = −0,007 y η = 0,170585. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
4.3. Función de probabilidad entre los estados del campo para el ITM y su modelo lineal

aproximado. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
4.4. Comparación en el espacio fase del estado del campo entre el ITM y su aproximación

lineal, con δN = 0,9, ω′
N = −0,007, η = 0,1705 y N = 85. . . . . . . . . . . . . . . . 28

4.5. Aproximación cuadrática de ωn para el modelo de trampa de iones, junto con la
gráfica de Pn para un estado coherente inicial. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

4.6. Distintas aproximaciones cuadráticas a ωn con distintos valores de N y η. . . . . . 30
4.7. Distintas funciones de probabilidad entre los estados del campo para el modelo de

trampa de iones y su aproximación cuadrática, con un valor de x0 fijo dado por la
relación (4.8). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

4.8. Distintas funciones de probabilidad entre los estados del campo para el modelo de
trampa de iones y su aproximación cuadrática, con un valor de η fijo dado por la
relación (4.8). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

4.9. Comparación en el espacio fase entre los estados del campo del ITM y su apro-
ximación cuadrática, los parámetros corresponden a los indicados en la fila 4 en
(Tabla.4.1). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

4.10. Función de probabilidad entre los estados del campo del ITM y su aproximación
cuadrática, los parámetros corresponden a los indicados en la fila 4 en (Tabla.4.1). 32



Resumen

En la última década el progreso tanto teórico como experimental en el campo de la óptica
cuántica ha tenido un crecimiento notable. El modelo de Jaynes-Cummings [6] para la descripción
de la interacción de un átomo de dos niveles y un sólo modo del campo ha tenido una gran
importancia tanto práctica como teórica para entender la interacción fotón-átomo así como sus
posibles implicaciones tanto teóricas como experimentales en otros modelos como la trampa de
iones. El análisis así realizado en dicho modelo considera un hamiltoniano de interacción con
una dependencia no lineal en las energías propias, además de esto, un análisis más general puede
ser llevado a cabo considerando funciones más complejas de la energía y examinar el modelo así
descrito por tal hamiltoniano, como es en el caso del modelo de trampa de iones y su respectiva
función de la energía, que en este caso corresponde con cierta aproximación a una función de Bessel
de primer orden. Así se examinan posibles funciones para dicho modelo que sean aproximadas en
ciertas circunstancias con los parámetros adecuados.

Palabras clave: hamiltoniano de interacción, Jaynes-Cummings, energías propias, trampa de
iones,interacción fotón-atómo
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Introducción

La Óptica Cuántica [QO] 1 se ha convertido en una de las ramas más prolíficas de la ciencia
de las últimas décadas. Sin embargo, en sus inicios la QO fue considerada por algunos como una
parte de la física estadística más que como una disciplina separada . Fue hasta 1963 que Edwin
Jaynes junto con su ex estudiante y ahora colega Frederick Cummings propondrían un modelo de la
interacción de la materia con la luz con un enfoque completamente cuántico [6]. Entre las partes que
más destacaban en dicho modelo es la presencia de los así denominados colapsos y resurgimientos,
una característica inusual hallada en el comportamiento temporal y descrita en el trabajo hecho
por Sanchez-Mondragon, Narozhny y Eberly en 1981 [8]. No fue hasta 1987 que el grupo de Herbert
Walther verificó de manera experimental el fenómeno de los colapsos y resurgimientos en el máser
de un átomo [10]. Aunque la evidencia experimental de los resurgimientos y colapsos que predecía
el modelo de Jaynes-Cummings [JCM] tardó en llegar, el JCM contribuyó en diversas áreas de la
física y también potenció la capacidad experimental en el control de preparación, manipulación
y detección en sistemas individuales o de un solo cuerpo. Dos áreas de especial importancia que
trataron dichos sistemas individuales fueron la física de iones atrapados, en cuya investigación
destaca la contribución de Wolfgang Paul con la trampa de iones [9] y por otro lado tenemos las
investigaciones sobre átomos en cavidades llevadas a cabo por D.Wineland, Serge Haroche, Daniel
Kleppner, entre otros. Dichas investigaciones contribuirían para que en 1985 fueran llevadas a cabo
las primeras realizaciones experimentales del JCM mediante la transición de una molécula de dos
niveles con un modo resonante de una cavidad [7]. No fue hasta los años 90 que se llevarían a cabo
las primeras demostraciones experimentales de la trampa de iones [16]. La influencia del JCM para
dichas investigaciones demostraría una vez más la importancia de las investigaciones llevabas a
cabo por Jaynes y Cummings en los años 60. Actualmente la investigación cubre amplias ramas de
la física, tanto de manera experimental como teórica, con una fuerte influencia tanto en la física
atómica, la QO, la física del estado sólido y la ciencia de la información cuántica, con grandes
dividendos en la realización de circuitos QED tan importantes en el área de la Computación
cuántica [QC].
Demostrada así la importancia del JCM dedicaremos este ensayo a su presentación, que aunque
breve, recoge los elementos esenciales del trabajo original. Analizaremos el fenómeno de los resur-
gimientos (o revivals) y más generalmente la dinámica del JCM. Examinaremos de igual manera
la relación entre el JCM y el modelo de la trampa de iones que como veremos, guardan una sutil
diferencia en la expresión de su Hamiltoniano y por lo tanto también en la dependencia no lineal
de sus eigenfrecuencias. Para propósito de una mejor comprensión de los modelos anteriores pro-
pondremos algunos modelos de un aspecto más teórico que práctico, esto facilitará el estudio de
la dinámica en dichos modelos. Como última parte notaremos que a pesar del comportamiento
no lineal de las eigenfrecuencias tanto en el JCM como en la trampara de iones, dichas funciones
pueden, sin embargo, exhibir un comportamiento lineal ( o hasta cuadrático como lo es el caso del
modelo de trampa de iones) aproximado dentro de cierto intervalo para los parámetros correspon-
dientes. Así, estudiamos tales modelos aproximados y analizamos los parámetros adecuados para su
realización teórica. Aunque la implementación práctica queda más allá de la investigación de este

1Algunas siglas han sido expresadas en su forma más popular del idioma inglés para una búsqueda de referencias
más sencilla.
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xiv Introducción

trabajo hacemos mención de algunas posibilidades para los modelos aproximados en la realización
experimental.
Dicho esto, comenzaremos nuestra discusión con un breve repaso de los conceptos básicos en la
teoría cuántica. Posteriormente presentaremos algunos conceptos más comunes en QO que serán
fundamentales para la presentación del JCM y el estudio de su dinámica. Luego en la presentación
del JCM haremos enfásis en los resultados más destacados, como los resurgimientos y colapsos,
finalizando con la función de las eigenfrecuencias y realizando algunas aproximaciones lineales de
éstas. Pasando del estudio del JCM propondremos algunos modelos con funciones sencillas en la
eigenfrecuencias y estudiaremos la dinámica en breves casos. Por último presentaremos el modelo
de la trampa de iones y haremos una comparación con la expresión correspondiente del hamil-
toniano del JCM, así como también en la función de las eigenfrecuencias. Nuevamente haremos
algunas aproximaciones (lineales y cuadráticas) para el modelo de trampa de iones y trataremos de
encontrar algunos parámetros adecuados para encajar un estado coherente dentro de dicha apro-
ximación, por último veremos como se refleja esto en la dinámica en el espacio fase y discutiremos
la realización de tales aproximaciones. Concluimos con unos comentarios sobre las realizaciones
experimentales llevadas al momento y las posibilidades futuras de su implementación.



Capítulo 1

Conceptos preliminares

1.1. Vector de estado

En mecánica cuántica describimos un estado dinámico mediante cierto ente abstracto que de-
nominamos ket, el cual contiene la información máxima que podemos obtener del sistema. Así,
para hacer referencia a un estado dinámico, digamos ψ, el ket correspondiente a dicho estado lo
denotaremos:

|ψ⟩ .

El estado anterior se le denomina estado puro y en el cual tenemos total conocimiento del
estado en que se encuentra nuestro sistema. Sin embargo en muchas ocasiones no tenemos un
conocimiento completo del estado de nuestro sistema si no solamente conocemos la probabilidad Pi

de que nuestro sistema se encuentre en el estado |ψi⟩ en este caso decimos que nuestro estado se
encuentra en un estado mezclado, que explicaremos más adelante.

1.2. Ecuación de autovalores y autovectores

De la teoría cuántica conocemos la importancia de los entes matemáticos denominados ope-
radores y su relación con las cantidades físicas que podemos medir en nuestro sistema cuántico.
Todo esto viene representado por la ecuación de eigenvalores y eigenvectores de cierto operador
que representa una variable física. Si P̂ denota algún operador 1, la ecuación de autovalores y
autovectores es la siguiente:

P̂ |A⟩ = a |A⟩ . (1.1)

En la ecuación anterior buscamos los kets |A⟩ y los números a que satisfagan la igualdad para
algún operador P̂ . Los kets que cumplen con dicha ecuación son los autokets (o autoestados) del
operador P̂ y los números a son llamados autovalores correspondientes a dichos autokets.

La conexión entre la teoría matemática y física se pone de manifiesto por el hecho de que a
cada variable física de nuestro sistema, esto es, toda cantidad que podemos medir, le corresponde
un cierto operador abstracto. Sin embargo dicho operador debe cumplir con ciertas propiedades:

1. Los autovalores de algún operador ξ̂ son números reales y corresponden a los valores posibles
de obtener al realizar una medición de la variable ξ

1Hemos utilizado una notación con circunflejo para evitar confusión entre un operador ξ̂ y su autovalor corres-
pondiente ξ

1
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2. Los autoestados de dicho operador forman un conjunto completo; es decir, que todo ket |P ⟩
puede expresarse como una combinación lineal de los autoestados del operador ξ:

|P ⟩ =
∫

|ξ′⟩ dξ′ +
∑
r

|ξr⟩ (1.2)

donde la integral se extiende a un dominio de medida no nula.2

3. El valor esperado de la variable física P para el estado |A⟩ es:

⟨P ⟩ = ⟨A| P̂ |A⟩ (1.3)

Las letras ξ′ y ξr que aparecen en los autokets denotan el autovalor correspondiente a dicho autoket,
esto es:

ξ̂ |ξ′⟩ = ξ′ |ξ′⟩

y de manera análoga para ξr.
Los autovalores de dicho operador corresponden a los valores que podemos obtener al realizar una
medición de la variable física ξ 3 sobre nuestro sistema cuántico y los autokets corresponden a los
estados en que el sistema puede saltar al realizar una medición, por tal motivo nos referimos a
dichos autokets también como autoestados.

De esta manera se pone de manifiesto la importancia de resolver la ecuación de autovalores y
autovectores (1.1) para un observable de nuestro sistema cuántico.

1.3. Representación del campo electromagnético
Un ejemplo útil de lo antes mencionado corresponde a la representación del campo electromag-

nético en la teoría cuántica que esta relacionada por los operadores de aniquilación y creación. La
representación del campo nos permite reconocer ciertas propiedades de éste como lo son la ampli-
tud promedio y la intensidad. A continuación discutiremos el proceso de cuantización del campo
electromagnético y posteriormente presentaremos las dos representaciones más usadas para éste,
que son la representación en estados de número o estados de Fock y la representación en estados
coherentes.

Cuantización del campo electromanético
Históricamente fue en la teoría de la radiación misma que surgió la necesidad de modificar

la teoría clásica. Los resultados experimentales de la radiación de cuerpo negro llevaron a Plank
a formular su hipótesis de que la energía era absorbida o emitida por ciertos múltiplos de una
cantidad, lo que hoy denominamos cuanto de energía [1]. La misma naturaleza dual de las partículas
elementales nos conducen de manera natural a la cuantización del campo electromagnético. Para
ello utilizamos el método de cuantización usual, en el que nuestras variables físicas en la teoría
clásica son promovidas a operadores en la teoría cuántica.
Partimos así del caso del campo electromagnético libre, gobernado por las ecuaciones de Maxwell,
que en este caso particular son las siguientes:

∇× E = −∂B
∂t

∇ · B = 0

∇× H =
∂D
∂t

∇ · D = 0
(1.4)

2Para los problemas de autovalores considerados aquí, únicamente el término de la sumatoria aparecerá. Este
caso es conocido como un espectro discreto.

3Cuando un operador cumple con las propiedades antes mencionadas le damos el nombre de observable para
diferenciarlo de los operadores que no corresponden a ninguna variable física que se pueda medir

2
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donde B = µ0H y D = ϵ0E, con µ0 y ϵ0 la permeabilidad y permitividad en el espacio libre.
De las ecuaciones (1.4) se sigue que el campo electrico obedece a la ecuación de onda:

∇2E − 1

c2
∂2E
∂t2

= 0. (1.5)

Analizamos ahora el campo eléctrico en una cavidad de longitud L y por simplicidad consideramos
que dicho campo está polarizado linealmente en la dirección x, así expandimos los modos normales
de la cavidad:

Ex(z, t) =
∑
j

Ajqj(t) sin (kjz) (1.6)

donde qj es la amplitud del modo normal j definido por kj = jπ/L y

Aj =

(
2ωj

2mj

V ϵ0

)2

siendo ωj la frecuencia de la cavidad, V el volumen del resonador y mj una contante añadida a
conveniencia.
De igual modo de (1.4) y haciendo uso de (1.6) podemos obtener la expresión para el campo
magnético:

Hy =
∑
j

Aj

(
q̇jϵ0
kj

)
cos (kjz) (1.7)

De (1.6) y (1.7) llegamos finalmente a la expresión de la función Hamiltoniana clásica:

H =
1

2

∫
V

(ϵ0Ex
2 + µ0Hy

2)dτ =
1

2

∑
j

(
mjωj

2q2j +
pj

2

mj

)
(1.8)

donde pj = mj q̇j es el momento canónico del j-ésimo modo. Como podemos observar de la última
expresión en (1.8) la función H es así una suma de energías de osciladores independientes de los
modos j.
Promovemos así a nuestras coordenadas y momentos canónicos qj y pj a operadores con las si-
guientes leyes de conmutación:

[q̂i, p̂j ] = iℏδij1̂ [q̂j , q̂k] = [p̂j , p̂k] = 0̂

ahora introducimos los operadores de aniquilación (âj) y de creación (â†j) que siguen las regla de
conmutación

[âj , â
†
k] = δjk1̂

Así podemos escribir nuestro operador hamiltoniano ĤF para el campo electromagnético de la
siguiente manera:

ĤF = ℏ
∑
j

ωj

(
â†j âj +

1

2
1̂

)
(1.9)

es decir, el campo electromagnético en su versión cuántica es expresado por la suma de osciladores
armónicos cuánticos [12], uno por cada modo j del campo.
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Conceptos preliminares
1.3 Representación del campo electromagnético

Estados de Fock

La representación del campo electromagnético en estados de Fock o estados de número |n⟩
se caracteriza por un número de fotones n bien definidos presentes en el campo. Como ejemplo
consideramos el campo electromagnético compuesto de un solo modo, cuyo Hamiltoniano es el
siguiente

ĤF = ℏω
(
â†â+

1

2
1̂

)
(1.10)

definimos así al estado de número |n⟩ como un eigenestado del operador de número n̂ = â†â con
autovalor n, esto es

n̂ |n⟩ = â†â |n⟩ = n |n⟩ (1.11)

haciendo uso de (1.11) en (1.10) tenemos que

ĤF |n⟩ = ℏω(n+ 1/2) |n⟩ (1.12)

notamos que el estado de fotón cero |0⟩ o estado vacío tiene energía 1
2ℏω

ĤF |0⟩ = 1

2
ℏω |0⟩

El estado de número |n⟩ puede ser generado por la aplicación repetida del operador de creación
sobre el estado vacío, expresado de la siguiente manera

|n⟩ =
(
â†
)n

√
n!

|0⟩

además obedece a las siguientes relaciones con los operadores de aniquilación y creación

â |n⟩ =
√
n |n− 1⟩ y â† |n⟩ =

√
n+ 1 |n+ 1⟩ (1.13)

Como ejemplo de esta representación del campo electromagnético calculamos el valor esperado de
la amplitud de un solo modo del campo electromagnético de la polarización en la dirección x y
propagándose en la dirección z

Êx = E
(
â+ â†

)
sin(kz)

en este caso el valor esperado de la amplitud del campo en el estado de número |n⟩ es

⟨n| Êx |n⟩ = E ⟨n| â+ â† |n⟩ sin(kz) = 0

el resultado anterior es válido para cualquier n. Una explicación de esto es que el valor esperado
del campo en el estado |n⟩ tiene una amplitud definida pero una fase distribuida aleatoriamente
en un intervalo 2π.

Estados coherentes

Como vimos anteriormente los estados de Fock dan una visualización del campo con una am-
plitud definida pero no así su fase. Existe sin embargo ciertos estados para representar el campo
electromagnético que en el límite de una gran amplitud (n −→ ∞) reproducen el estado de un
campo clásico, con una amplitud y una fase bien definidos.
Definimos a un estado coherente |α⟩ como un eigenestado del operador de aniquilación â con
eigenvalor α ∈ C.
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Conceptos preliminares
1.3 Representación del campo electromagnético

â |α⟩ = α |α⟩ (1.14)

Debido a que â no es un operador Hermitiano, no podemos usar el estado coherente como ei-
genestado de ninguna observable. Sin embargo aún podemos utilizarlos para investigar ciertas
características medibles.
Antes hallemos una expresión más precisa de un estado coherente |α⟩, notemos que

|α⟩ =
∞∑

n=0

|α⟩ ⟨n|α⟩ =
∑
n

cn |n⟩ (1.15)

donde cn = ⟨n|α⟩ corresponde a la amplitud de probabilidad del estado coherente al estado de
número y así |⟨n|α⟩|2 es la probabilidad de que haya n fotones en el estado |α⟩. Para determinar
los coeficientes cn usamos la primera igualdad en (1.13) y escribimos

â |α⟩ =
∑
n

cnâ |n⟩ =
∞∑

n=1

cn
√
n |n− 1⟩ (1.16)

por otro lado de (1.14) y (1.15) tenemos que

â |α⟩ = α |α⟩
∞∑

n=0

αcn |n⟩ (1.17)

comparando (1.16) y (1.17) tenemos que

cn+1

√
n+ 1 = αcn (1.18)

aplicando iteradamente la expresión anterior llegamos a que

cn =
αn

√
n!
c0 (1.19)

Por lo tanto el estado coherente es expresado finalmente como

|α⟩ =
∞∑

n=0

αn

√
n!
c0 |n⟩ (1.20)

por último determinamos el valor de c0 imponiendo la condición de normalización ⟨α|α⟩ = 1, así
encontramos que

|c0|2 = e−|α|2

y por lo tanto

|α⟩ = e−
1
2 |α|

2
∞∑

n=0

αn

√
n!

|n⟩ . (1.21)

Así, la probabilidad de encontrar n fotones en el campo representado por un estado coherente |α⟩
está dado por

Pn = |⟨n|α⟩|2 =
|α|2n

n!
e−|α|2 (1.22)

que corresponde a una distribución de Poisson. Notamos además que

⟨n⟩ = ⟨α| â†â |α⟩ = |α|2, (1.23)
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Conceptos preliminares
1.4 Operador densidad ρ̂

es decir, el valor esperado del número de fotones para el campo electromagnético representado por
un estado coherente |α⟩ es igual a |α|2.
Por último cabe mencionar que los estados coherentes no son ortogonales, es decir que en general

⟨α|β⟩ ≠ 0 (1.24)

sin embargo, éstos estados sí forman un conjunto sobre-completo, teniendo la siguiente relación de
completez:

1

π

∫
dα |α⟩ ⟨α| = 1 (1.25)

1.4. Operador densidad ρ̂

En la sección anterior hemos dos tipos de estados puros del campo electromagnético; los estados
de Fock o estados de número y los estados coherentes, siendo estos últimos los que presentan un
comportamiento del campo más cercano al clásico. Sin embargo estas representaciones no suelen ser
las más generales, la descripción del cuántico más general es mediante el uso del operador densidad.
Antes de pasar a la definición del operador densidad, recordemos que en física estadística, un valor
esperado o promedio de una cantidad física A, denotado como ⟨A⟩ es obtenido considerando cada
valor medido Ai con una probabilidad asociada Pi y sumando sobre todas las medidas posibles:

⟨A⟩ =
N∑
i=1

PiAi. (1.26)

Podemos así hacer una analogía para un sistema cuántico, que puede estar ya sea en un estado
puro o en un estado mezclado.

Si el estado del sistema es determinado por un solo vector |ψ⟩ decimos que el sistema se
encuentra en un estado puro. Por otro lado si el sistema no puede ser especificado si no solamente
las probabilidades de que el sistema se halle en un rango de posibles estados, decimos entonces que
el estado se encuentra en un estado mezclado.

Introducimos entonces el operador densidad en términos de el valor de una observable con
respecto a un estado puro de la siguiente manera. Para un operador Â y un estado puro |ψ⟩ el
valor esperado de la cantidad A según (1.3) es:

⟨A⟩ = ⟨ψ| Â |ψ⟩ . (1.27)

introducimos ahora una relación de completez de los estados |n⟩ y reescribimos:

⟨ψ| Â |ψ⟩ =
∑
n

⟨ψ| Â |n⟩ ⟨n|ψ⟩

=
∑
n

⟨n|ψ⟩ ⟨ψ| Â |n⟩

= Tr(ρ̂Â)

(1.28)

donde la última expresión denota la traza del operador entre paréntesis. Definimos así ρ̂ = |ψ⟩ ⟨ψ|
como el operador densidad para un estado puro |ψ⟩. Como vemos en la última expresión dicho
operador será esencial para calcular los valores esperados de interés en nuestro sistema cuántico.

Por otro lado para un estado mezclado donde solo conocemos las probabilidades Pi de que el
sistema se encuentre en el estado |ψi⟩ podemos aún definir de manera análoga a (1.26) un operador
densidad de la siguiente manera:
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Conceptos preliminares
1.5 Función de Wigner

ρ̂ =
∑
i

Pi |ψi⟩ ⟨ψi| (1.29)

es decir, en un estado mezclado el operador densidad se expresa como una superposición de ope-
radores densidad de estados puros |ψi⟩.

Si asumimos a los estados |ψi⟩ normalizados, no necesariamente ortogonales, vemos que si
alguna Pi = 1 necesariamente todas las demás probabilidades serán iguales a cero y el operador
densidad será el correspondiente para un estado puro.

Propiedades del operador densidad

Algunas propiedades del operador densidad son las siguientes:

1. El operador densidad es hermitiano
ρ̂† = ρ̂ (1.30)

2. El operador densidad está normalizado, esto es:

Tr(ρ̂) = 1 (1.31)

3. El operador densidad es positivo semidefinido, es decir, para cualquier estado |ϕ⟩:

⟨ϕ| ρ̂ |ϕ⟩ ≥ 0 (1.32)

4. Para un estado puro:
ρ̂2 = ρ̂ (1.33)

5. Por último
Tr(ρ̂2) ≤ 1 (1.34)

1.5. Función de Wigner

Una vez definido el operador densidad ρ̂, podemos representarlo en el espacio fase. Como ejemplo
consideramos la llamada representación de Wigner del campo electromagnético en un estado general
ρ̂ esta definida de la siguiente manera [2]:

W (α) =
1

π2

∫
d2zχS(z)e

−z∗α∗
e−zα (1.35)

donde la función χS puede interpretarse como un mapeo de nuestro operador ρ̂ a una función de
variable compleja z.

χS(z) = Tr
(
ρ̂e−z∗â†

ezâ
)
e

1
2 |z|

2

(1.36)

la función χS es la función característica para un orden simétrico de los operadores â, â†:

χS(z) = e−
1
2 |z|

2

e−z∗α∗
0ezα0 . (1.37)

Reuniendo las expresiones (1.35) y (1.37) obtenemos

W (α) =
1

π2

∫
d2z exp{z∗(α∗ − α∗

0)} exp{−z(α− α0)} exp
{
−1

2
|z|2

}
(1.38)
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Conceptos preliminares
1.5 Función de Wigner

Figura 1.1: Función de Wigner W (x, y) para un estado puro coherente |α0⟩ con Re{α0} = x0 = 2
y Im{α0} = y0 = 0

donde para evaluar la expresión anterior usamos la identidad

1

π

∫
d2z exp

{
−γ|z|2 + µz + νz∗

}
=

1

γ
exp

{
µν

γ

}
.

Llegamos finalmente a:

W (α) =
2

π
exp

{
−2|α− α0|2

}
, (1.39)

donde el parámetro α es un número complejo en general, así podemos expresar lo anterior en
términos de x, y ≡ Re{α}, Im{α}

W (x, y) =
2

π
exp

{
−2

[
(x− x0)

2
+ (y − y0)

2
]}
. (1.40)

Notamos de esta última expresión que la función de Wigner de un estado coherente puro |α0⟩ es
una función gausiana centrada en α0, ver la Fig. 1.1.

Dinámica de la función de Wigner
Una característica importante de la función de Wigner es que ésta presenta comportamiento

en esencia clásico. Para potenciales U(x) que dependen de hasta términos de segundo orden en
la posición, la ecuación de Liouville cuántica resulta ser idéntica a la obtenida de la mecánica
estadística clásica. Por lo tanto cada punto de la función de Wigner se mueve conforme a las leyes
de la mecánica clásica. Con las propiedades cuánticas del sistema ocultas bajo las condiciones
iniciales del mismo [13], es decir(

∂

∂t
+

p

M

∂

∂x
− dU(x)

dx

∂

∂p

)
W (x, p; t) = 0.

Como ejemplo consideramos la evolución temporal de la función de Wigner para un estado
coherente |α⟩ con el Hamiltoniano que representa al campo electromagnético de un solo modo, es
decir el Hamiltoniano del Oscilador Armónico Cuántico 4:

4Hemos omitido el término constante, dicha omisión no cambia la dinámica del sistema
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1.5 Función de Wigner

Figura 1.2: Función de Wigner para un estado coherente |α⟩ bajo un Hamiltoniano Ĥ = ℏωâ†â. Los
valores de los parámetros son ω = 1, α = 4 y convenimos en usar ℏ = 1. El radio de la trayectoria
circular es

√
2α, [13].

Ĥ = ℏωâ†â (1.41)

así, la solución formal a la ecuación de Schrödinger se lee de la siguiente manera:

|ψ(t)⟩ = exp

{
− i

ℏ
Ĥt

}
|α⟩ (1.42)

haciendo uso de (1.21) en (1.42) tenemos que:

|ψ(t)⟩ = exp

{
− i

ℏ
Ĥt

}
exp

{
−1

2
|α|2

} ∞∑
n=0

1√
n!
αn |n⟩

= exp

{
−1

2
|α|2

} ∞∑
n=0

1√
n!
αn exp

{
−iωâ†ât

}
|n⟩

= exp

{
−1

2
|α|2

} ∞∑
n=0

1√
n!
αn exp{−iωnt} |n⟩

= exp

{
−1

2
|α|2

} ∞∑
n=0

1√
n!
αn exp{−iωt}n |n⟩

= exp

{
−1

2
|α|2

} ∞∑
n=0

1√
n!

(α exp{−iωt})n |n⟩

= |α exp{−iωt}⟩

Es decir nuestro vector de estado |ψ(t)⟩ al tiempo t es nuevamente un estado coherente |α′⟩
con un parámetro α′ = α exp{−iωt}. Ya que el parámetro α es en general un número complejo, el
parámetro α′ no es más que α rotado en un ángulo ωt en dirección de las manecillas del reloj en
el plano imaginario. Así, el comportamiento en el espacio fase es representado por una campana
Gausiana que se mueve a lo largo de una trayectoria circular (la esperada en un oscilador armónico)
como puede verse en la Figura 1.2.
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1.6 Traza parcial

1.6. Traza parcial
El operador densidad (1.29) corresponde a nuestro sistema completo, para hacer un análisis

de algún subsistema particular debemos expresar nuestros operadores de manera adecuada, de tal
modo que sólo contengan la información que nos interese. Consideremos por ejemplo un espacio
de Hilbert que es el producto de dos espacios HA ⊗HB , y sea un operador Ô actuando en esta
base compuesta. El operador Ô puede ser escrito como:

Ô =
∑
ij

cijM̂i ⊗ N̂j

donde los operadores M̂i, N̂j actuan sobre los espacios HA y HB respectivamente. Definimos la
traza parcial sobre HA del operador Ô como:

TrHA
(Ô) =

∑
ij

cijTr(M̂i)N̂j (1.43)

y de manera análoga para TrHB
. La parte implícita a notar es que dejamos intacta la parte del

operador Ô que actua sobre HB . De esta manera la traza parcial resulta útil si una vez obtenido
un operador compuesto queremos analizar un espacio en particular.

1.7. Imagen de interacción
La imagen de interacción consiste en dividir el sistema en dos partes, considerando a una ellas

una perturbación de la otra. Consideremos un operador hamiltoniano de la forma:

Ĥ = Ĥ0 + V̂ , (1.44)
donde Ĥ0 denota la parte del hamiltoniano que describe la evolución libre del sistema, mientras
que V̂ es una perturbación externa añadida. Del resultado general (1.28) sabemos que el valor
medio del operador Ô(t) es dado por:

⟨Ô(t)⟩ = Tr
(
Ô(t)ρ̂(0)

)
= Tr

(
Ô(0)e−iĤt/ℏρ̂(0)eiĤt/ℏ

)
. (1.45)

En la última igualdad hicimos uso de la relaciones entre las imágenes de Heisenberg y Schrödinger
[12], considerando que nuestro hamiltoniano Ĥ no depende explícitamente del tiempo.
Ahora hacemos uso de la regla cíclica de la traza Tr(ÂB̂Ĉ . . . ) = Tr(B̂Ĉ . . . Â) para introducir un
operador identidad 1 = e−iĤ0t/ℏeiĤ0t/ℏ.
Así reescribimos (1.45) como

⟨Ô(t)⟩ = Tr
[(
eiĤ0t/ℏÔ(0)e−iĤ0t/ℏ

)(
eiĤ0t/ℏe−iĤt/ℏρ̂(0)eiĤt/ℏe−iĤ0t/ℏ

)]
(1.46)

La última expresión nos motiva a definir la forma en la imagen de interacción (denotado por el
superíndice) de los operadores Ô(t) y ρ̂(t):

ÔI(t) = eiH0t/ℏÔ(0)e−iH0t/ℏ

ρ̂I(t) = eiH0t/ℏρ̂(0)e−iH0t/ℏ
(1.47)

con todo esto, llegamos finalmente a la expresión:

⟨Ô(t)⟩ = Tr
(
ÔI(t)ρ̂I(t)

)
(1.48)

donde el operador ρ̂I(t) obedece la así llamada ecuación de Liouville-von Neumann en la imagen
de interacción:

d

dt
ρ̂I(t) = −i

[
V̂ I(t), ρ̂I(t)

]
.
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Capítulo 2

Dinámica no lineal del campo
electromagnético

2.1. Hamiltoniano no lineal
Hemos visto anteriormente que la representación en el espacio fase del campo electromagnético

de un solo modo en un estado coherente es una función gaussiana y debido a la forma del hamilto-
niano, que es el correspondiente al del oscilador armónico cuántico, la campana gausiana se moverá
en el espacio fase en una trayectoria circular.
Investigamos ahora la dinámica en el espacio fase para un estado coherente inicial |α⟩ y un hamil-
toniano de la siguiente forma:

Ĥ = ℏ
(
ωâ†â+ ν

(
â†â

)2)
(2.1)

es decir, hemos añadido una dependencia cuadrática en las eigenfrecuencias 1. El término cuadrático
es de especial interés pues representa el hamiltoniano efectivo para el campo cuantizado que sufre
una autointeracción mediante el efecto Kerr [15].
Podemos claramente que:

Ĥ |n⟩ =
(
ωâ†â+

(
â†â

)2) |n⟩ =
(
ωn+ νn2

)
|n⟩ (2.2)

con una eigenfrecuencia ωn = ωn+ νn2 para el estado |n⟩.

En = ℏ
(
ωn+ νn2

)
(2.3)

La dinámica de nuestro vector de estado bajo un Hamiltoniano del tipo (2.1) dependerá del valor
relativo de las frecuencias ω y ν. Así, por ejemplo, para ω = 1 y ν = 0, éste corresponde al oscilador
armónico cuántico.

2.2. Evolución del vector de estado
Consideramos ahora la evolución bajo el hamiltoniano (2.1) y un estado coherente inicial |α⟩.

Entonces, la solución a la ecuación de Schrödinger nos permite escribir el vector de estado |ψ(t)⟩
para cualquier tiempo t, como:

|ψ(t)⟩ = e−iĤt/ℏ |α⟩ (2.4)

1Hemos omitido el término 1
2
1 que no modifica la dinámica del sistema original
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Dinámica no lineal del campo electromagnético
2.2 Evolución del vector de estado

Sin embargo a diferencia del caso del oscilador armónico cuántico, nuestro estado final no es
nuevamente un estado coherente, en efecto, haciendo uso de (2.1) y (1.21) en (2.4) tenemos que:

|ψ(t)⟩ = exp
{
−i

(
ωâ†â+ ν(â†â)2

)
t
}
exp

{
−|α|2

2

} ∞∑
n=0

αn

√
n!

|n⟩

= exp

{
−|α|2

2

} ∞∑
n=0

αn

√
n!

exp
{
−i(ωn+ νn2)t

}
|n⟩

= exp

{
−|α|2

2

} ∞∑
n=0

(
αe−iωt

)n
√
n!

exp
{
−iνn2t

}
|n⟩

El efecto añadido por el término cuadrático (la última exponencial a la derecha en la expresión
anterior) es apreciado si analizamos el espacio fase con la ayuda de la función de Wigner, como se
muestra en la Fig.3.9 2.

Figura 2.1: Función de Wigner a un mismo tiempo t para el Hamiltoniano (2.1)
y un estado coherente inicial |α⟩ con α = 4. La figura izquierda corresponde a ωi = 1 y νi = 0,0007,
es decir un cociente νi/ωi = 0,0007, mientras que la figura derecha tiene un cociente νd/ωd = 0,003

Como podemos notar el valor relativo del término ν con respecto de ω, añade una deformación
a nuestro estado coherente inicial |α⟩ conforme el término cuadrático se vuelve más dominante que
el término lineal, de ahí el hecho anterior de que nuestro estado |ψ(t)⟩ no pueda expresarse como
un estado coherente nuevamente, como si ocurría en el caso del oscilador armónico cuántico. O
dicho de otra forma, el efecto por el término cuadrático en las eigenfrecuencias es una extensión
en el espasio fase de nuestro vector de estado.

2Las gráficas del espacio fase se graficaron con ayuda de la librería de Quantum Optics de Julia, ver [4] para una
mayor referencia.
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Capítulo 3

Modelo de Jaynes-Cummings

3.1. Hamiltoniano de Jaynes-Cummings-Paul

El modelo de Jaynes-Cummings-Paul describe la interacción de un solo modo del campo con
un átomo de dos niveles, como se representa de manera esquemática en la Fig.3.1.

Figura 3.1: Esquema del modelo de Jaynes-Cummings: un átomo de dos niveles |e⟩ y |g⟩ con
frecuencía de transción atómica ωa = ωe − ωg, interactuando con un sólo modo del campo de
radiación de frecuencia ωc.

La función hamiltoniana del sistema puede escribirse como:

H = Ha +Hc − er · E (3.1)

donde Ha y Hc son las energias del átomo y de la radiación del campo, respectivamente, en la
ausencia de interacción y r es el vector de posición del electrón y el campo escrito en su aproximación
dipolar.
Para construir el operador Hamiltoniano de nuestro sistema, escribimos primeramente el Hamilto-
niano correspondiente a un solo modo del campo (1.9), esto es:

Ĥc = ℏωc

(
â†â+

1

2
1̂

)
(3.2)

donde ωc denota la frecuencia del campo.
Por otro lado los estados internos del átomo pueden ser descritos por los kets |e⟩ y |g⟩ que denotan
al estado del átomo con energía Ee y Eg respectivamente. Estos estados son eigenestados del
operador Hamiltoniano del átomo Ĥa:
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Modelo de Jaynes-Cummings
3.1 Hamiltoniano de Jaynes-Cummings-Paul

Ĥa |i⟩ = Ei |i⟩

con la etiqueta i = e, g que representa al estado excitado o al estado base. Haciendo uso de una
doble relación de completez sobre nuestros estados del átomo y de la ecuación de autovalores,
podemos finalmente expresar nuestro estado del átomo de la siguiente manera:

Ĥa =
∑
i

Eiσ̂ii (3.3)

donde σ̂ij = |i⟩ ⟨j| representa el operador de transición atómica y Ei el valor de la energía del
átomo en el estado |i⟩.

Luego tenemos que:

er ⊜
∑
ij

e |i⟩ ⟨i| r̂ |j⟩ ⟨j| =
∑
ij

℘ij σ̂ij (3.4)

donde ℘ij es el elemento de la matriz de transición del dipolo eléctrico.
Por último el operador del campo eléctrico es [14]:

Ê ≡ ϵ⃗E(â+ â†) (3.5)

con E = (ℏωc/2ϵ0V )1/2. Ahora denotando:

gij = −℘ij · ϵ⃗E
ℏ

,

podemos escribir nuestro operador hamiltoniano como:

Ĥ = ℏωcâ
†â+ Eeσ̂ee + Egσ̂gg + ℏ(geeσ̂ee + gegσ̂eg + ggeσ̂ge + gggσ̂gg)(â+ â†) (3.6)

Para nuestro caso de un átomo de dos niveles tenemos que ℘ij = ℘ji y así escribimos simplemente:

g = gij = gji

Por último desarrollamos las sumatorias en (3.6) y hacemos una aproximación que consiste en
eliminar los productos del tipo âσ̂− y â†σ̂+, conocida como la aproximación de la onda rotante
[14]. Además de la siguiente igualdad 1:

Eeσee + Egσgg =
1

2
ℏωa(σee − σgg) +

1

2
(Ee + Eg) (3.7)

y haciendo uso de la notación:

σ̂z = σee − σgg = |e⟩ ⟨e| − |g⟩ ⟨g|
σ̂+ = σeg = |e⟩ ⟨g|
σ̂− = σge = |g⟩ ⟨e|

(3.8)

finalmente al hamiltoniano 2:

Ĥ = ℏωcâ
†â+

1

2
ℏωaσ̂z + ℏg(σ̂+â+ â†σ̂−) (3.9)

1Hemos hecho uso de las igualdades
∑

i σ̂ii = 1 y Ee − Eg = ℏωa
2Una vez más hemos ignorado el término constante de energía en (3.7)
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Imagen de interacción
Para el análisis de nuestro hamiltoniano (3.9) será conveniente trabajar en la imagen de inter-

acción (1.44) con:

Ĥ0 = ℏωcâ
†â+

1

2
ℏωaσ̂z

V̂ = ℏg(σ̂+â+ â†σ̂−)
(3.10)

Así de acuerdo a las expresiones (1.47) nuestro operador hamiltoniano en la imagen de interacción
ĤI es:

ĤI = exp
{
iĤ0t/ℏ

}
V̂ exp

{
−iĤ0t/ℏ

}
(3.11)

hacemos uso de la identidad de Baker-Campbell-Hausdorff

eαÂB̂e−αÂ = B̂ + α[Â, B̂] +
α2

2!
[Â, [Â, B̂]] + · · · (3.12)

y así llegamos a las siguientes igualdades

exp
{
iωcâ

†ât
}
â exp

{
−iωcâ

†ât
}
= â exp{−iωct}

exp{iωaσ̂zt/2}σ̂+ exp{−iωaσ̂zt/2} = σ̂+ exp{iωat}
(3.13)

Reuniendo (3.10), (3.11) y (3.13) tenemos que:

ĤI = ℏg(σ̂+âei∆t + â†σ̂−e
−i∆t) (3.14)

donde ∆ = ωa − ωc denota la desintonía. De aquí en adelante consideraremos el caso resonante
(∆ = 0), por lo que nuestro Hamiltoniano en la imagen de interacción queda finalmente expresado
como:

ĤI = ℏg(âσ̂+ + â†σ̂−) (3.15)

3.2. Representación matricial
El hamiltoniano de interacción (3.15) puede solo causar transiciones del tipo |e, n− 1⟩ ⇐⇒

|g, n⟩, por lo tanto para n fija, la dinámica del sistema queda confinada al espacio dos dimensional
de los productos formados por |e, n− 1⟩ , |g, n⟩. La representación matricial en dicha base es escrita
entonces como:

Ĥ(n) ≡ ℏ
(
(n− 1)ωc +

1
2ωa g

√
n

g
√
n nωc − 1

2ωa

)
(3.16)

Los eigenvalores de Ĥ(n) están dados por 3:

E± =

(
n− 1

2

)
ℏωc ± ℏg

√
n, (3.17)

Sin embargo para el hamiltoniano de interacción (3.15), que es el que contiene la dinámica del
sistema átomo-campo, las eigenenergías se escriben como:

E± = ±ℏg
√
n (3.18)

3Nuevamente consideramos el caso resonante ∆ = ωa − ωc = 0.
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.
Emplearemos más las eigenfrecuencias ωn que están relacionadas con las eigenenergias por un

factor de ℏ. Donde además usamos el tiempo reescalado con g igual a la unidad. Así, esta relación
simple con el número de fotones n nos permitirá construir ciertos hamiltonianos aproximados al
modelo de Jaynes-Cummings, ya sea una aproximación lineal o hasta un término cuadrático para
lo cual basta hacer una expansión en serie de Taylor para la función

√
n y despreciar los términos

de orden más alto que n2.

3.3. Solución modelo de Jaynes-Cummings

La solución a la ecuación de Schrödinger de (3.15) nos brinda un conjunto de ecuaciones
acopladas para las amplitudes de probabilidad de las posibles transiciones entre los estados
{|e, n− 1⟩ , |g, n⟩}, las soluciones a dichas ecuaciones son:

ce,n(t) = ce,n(0) cos

(
Ωnt

2

)
− icg,n+1(0) sin

(
Ωnt

2

)
cg,n+1(t) = cg,n+1(0) cos

(
Ωnt

2

)
− ice,n(0) sin

(
Ωnt

2

) (3.19)

en este caso Ωn = 2g
√
n+ 1 y donde por ejemplo, el coeficiente ca,n denota la amplitud de proba-

bilidad cuyo valor absoluto al cuadrado denota la probabilidad de que el átomo se encuentre en el
estado |a⟩ y el campo tenga n fotones.

Podemos continuar nuestro análisis de la ecuaciones (3.19) y calcular por ejemplo la probabili-
dad p(n) de que haya n fotones al tiempo t, obtenida tomando la traza sobre los estados atómicos:

p(n) = |ca,n(t)|2 + |cb,n(t)|2

= pnn(0) cos
2

(
Ωnt

2

)
+ pn−1,n−1(0)

(
4g2n

Ω2
n−1

)
sin2

(
Ωn−1t

2

) (3.20)

con pnn(0) la probabilidad de que haya n fotones presentes en el campo en t = 0. Si el estado
inicial del campo es un estado coherente, entonces de (1.23) podemos escribir:

pnn(0) =
⟨n⟩ne−⟨n⟩

n!

por último podemos calcular la inversión W (t) definida por:

W (t) =
∑
n

(
|ca,n(t)|2 − |cb,n(t)|2

)
=

∞∑
n=0

pnn(0) cosΩnt

(3.21)

El comportamiento mostrado en la Fig. 3.2 es la diferencia más notable con respecto al tra-
tamiento semi-clásico. El colapso y resurgimiento mostrado en el gráfico es una consecuencia pu-
ramente cuántica que no tiene un análogo clásico o semi-clásico. Los tiempos asociados a las
oscilaciones, denotados por tR, tc y tr corresponden a las oscilaciones de Rabi, el tiempo de colapso
y resurgimiento, respectivamente y pueden ser evaluados por la relaciones siguientes [14]:
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tR ∼ 2π

Ω⟨n⟩
=

2π

2g
√

⟨n⟩+ 1

tc ∼
2π

Ω⟨n⟩+
√

⟨n⟩ − Ω⟨n⟩−
√

⟨n⟩
≃ π

g

tr =
2πm

Ω⟨n⟩ − Ω⟨n⟩−1
=

2πm
√
⟨n⟩+ 1

g

(3.22)

donde m en tr es un número entero, demostrando que los resurgimientos aparecen en tiempos
regulares.

Figura 3.2: Evolución temporal de la inversión de la población W(t) para un estado coherente inicial
con ⟨n⟩ = 25 y constante de acoplamiento g = 1, con tiempos tR ≈ 0,6 , tc ≈ 3,1 y tr ≈ 32,03
asociados a la oscilaciones de Rabi, de colapso y resurgimiento, respectivamente.

3.4. Aproximaciones al modelo de Jaynes-Cummings

Aproximación lineal
Ahora que conocemos la expresión de las eigenfrecuencias ωn para el modelo de Jaynes-

Cummings, que es una función proporcional a
√
n4 podemos realizar una primera aproximación

lineal. Antes recordemos que para un estado coherente inicial |α⟩, el número promedio de fotones
⟨n⟩ = |α|2. Iniciamos con una aproximación lineal sencilla en torno al número promedio de fotones
⟨n⟩ = N donde encajaremos un estado coherente. De manera general la función ωn puede ser
aproximada como

ωn ≃ ωN + ω′
N (n−N) (3.23)

donde ωN (ω′
N ) denota la función ωn (derivada) evaluada enN , que en este caso particular ωn =

√
n

y ω′
n =

√
n/2 . Simplificando la expresión anterior quedaría finalmente

ωn ≃ δN + ω′
Nn, (3.24)

donde δN = ωN − ω′
NN =

√
N/2.

4Podemos hacer ℏg = 1 para facilitar el cálculo
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Figura 3.3: Aproximación lineal de ωn para modelo de Jaynes-Cummings en torno al número
promedio de fotones N , junto con la función de distribución para un estado coherente |α⟩. Elegimos
N = 100 , así δN = 5 y ω′

N = 0,05 (en unidades ℏg).

En la Fig.3.3 mostramos una aproximación lineal en una vecindad del número promedio de
fotones N para un estado coherente, esta aproximación es aceptable solo dentro de un intervalo
donde hemos encajado el estado coherente |α⟩, es decir que la mayor parte de las contribuciones de
la función de distribución de nuestro estado |α⟩ están dentro del intervalo donde las eigenfrecuencias
exhiben un comportamiento lineal.

Tenemos entonces que los estados del campo para el modelo original cuyas eigenfrecuencias
son ωn son muy parecidos a las estados del campo cuyas eigenfrecuencias dependen linealmente
de n, como puede visualizarse de la comparación de las funciones de Wigner correspondientes, ver
Fig.3.5 y del cálculo de la probabilidad entre los estados, ver Fig.3.4.

|⟨ψjc|ψa⟩|2, (3.25)

donde el subíndice jc y a hace referencia al estado del campo para el JCM y el modelo aproximado,
respectivamente.

Figura 3.4: Función de probabilidad entre los estados del campo para el modelo de Jaynes-
Cummings y su aproximación lineal, con el valor reescalado T = gt.

Podemos observar que la imagen anterior que la aproximación lineal es buena únicamente para
valores pequeños de T . Comparando con la Fig.3.2 vemos que para el primer resurgimiento la

18



Modelo de Jaynes-Cummings
3.4 Aproximaciones al modelo de Jaynes-Cummings

aproximación lineal ya es bastante distinta como puede observarse en la Fig.3.5.

Figura 3.5: Comparación de la función de Wigner entre el modelo de Jaynes-Cummings y su
aproximación lineal para distintos valores del parámetro T que coincide numéricamente con gt,
esto es una constante de acoplamiento g = 1, con N = 25.

Como podemos observar en la Fig.3.5 los estados son parecidos únicamente para tiempos pe-
queños, debe notarse que los tiempos mostrados corresponden a los tiempos de colapso tr y tc de
la Fig.3.2. Es decir que para el primer resurgimiento la aproximación lineal no es tan buena, algo
que podemos observar también en la Fig.3.4.

Figura 3.6: Aproximaciones lineales de ωn y la correspondiente función Pn para distintos valores
de N .

Por último verificamos lo dicho anteriormente, realizando distintas aproximaciones para varios
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valores de N , sin embargo como puede observarse en (Fig.3.6) donde para valores más grandes de
N el estado coherente |α⟩ encaja mejor dentro del comportamiento lineal de ωn. Podemos a su
vez realizar una aproximación más de ωn ∝

√
n considerando no únicamente el término lineal sino

también un término cuadrático en n.

Aproximación cuadrática

Procedemos a realizar la aproximación cuadrática para ωn, para ello realizamos una expansión
en serie de Taylor para entorno al número promedio de fotones N y consideramos únicamente los
términos hasta de segundo orden en n. De manera general la aproximación sería:

ωn ≃ ωN + ω′
N (n−N) +

ω′′
N

2
(n−N)2 = αN + βNn+ γNn

2 (3.26)

donde ω′′
N denota la segunda derivada de ωn evaluada en N , el número promedio de fotones y con

las siguientes relaciones para los demás coeficientes:

αN = ωN − ω′
NN +

1

2
ω′′
NN

2

βN = ω′
N −Nω′′

N

γN =
1

2
ω′′
N

(3.27)

la aproximación (3.26) es general, y en nuestro caso presente ya que ωn ∝
√
n, tenemos las siguientes

relaciones para los términos constante, lineal y cuadrático αN , βN , γN respectivamente:

αN =
3
√
N

8
βN =

3

4
√
N

γN = − 1

8
√
N3

(3.28)

recordemos que para un estado coherente inicial |α⟩ el número promedio de fotones ⟨n⟩ es justa-
mente N = |α|2, así en última instancia dichos coeficientes están determinados por el valor de α
del estado coherente inicial.

Figura 3.7: Aproximación cuadrática de las eigenfrecuencias ωn para el modelo de Jaynes-
Cummings, con un estado coherente inicial α = 4 y con coeficientes αN = 1,5, βN = 0,18 y
ωN = −0,0019 (en unidades ℏg).
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De manera similar en la Fig.3.7 mostramos junto a la gráfica ωn y su aproximación cuadrática,
la función de distribución Pn para un estado coherente inicial |α⟩, como anteriormente la mayor
parte de las contribuciones de Pn caen dentro del intervalo donde ωn presenta un comportamiento
cuadrático aproximado.

Podemos nuevamente comparar los estados del campo entre ambos modelos para distintos
valores de N , ver la Fig.3.8 tomando los mismos valores que usamos en la aproximación lineal,
observamos que Pn encaja mejor ya que casi todas las contribuciones caen dentro del intervalo
donde ωn exhibe un comportamiento cuadrático. Como en el caso anterior para valores de N cada
vez mayores la función Pn encaja, sin embargo será útil comparar esto en el espacio fase y con las
función de probabilidad entre los estados para valorar los tiempos en los que la aproximación es
aceptable.

Figura 3.8: Aproximación cuadrática de ωn para distintos valores de N

Finalmente la aproximación cuadrática ahora tiene la misma forma que (2.3) cuya dinámica
ya ha sido analizada en el espacio fase (donde el término constante αN no afecta la dinámica del
sistema) y recordamos que el término lineal βN corresponde por sí solo al del oscilador armónico
cuántico y finalmente, el término cuadrático γN añade una deformación a nuestro estado coherente
inicial. Lo mencionado anteriormente puede observarse en la Fig.3.9 donde ambos modelos tienen
un comportamiento muy parecido al inicio 5. Sin embargo conforme evolucionan ambos modelos,
los términos de mayor orden en n que fueron omitidos al hacer la expansión cobran relevancia y
la aproximación ya no es tan buena, como se muestra en la segunda fila de la serie de imágenes
en la Fig.3.9 donde el estado del campo en el modelo de Jaynes-Cummings parece más deformado
que en el modelo aproximado, estos tiempos nuevamente coinciden con los tiempos de colapso y
resurgimiento con los mismos parámetros considerados en la aproximación lineal.

Nuevamente podemos comparar la probabilidad entre los estados del campo entre ambos mo-
delos para observar hasta que punto es buena la aproximación (3.10).

Como podemos observar en la Fig.3.10 nuestros estdos son muy parecidos, incluso para valores
T comparables al tiempo del primer resurgimiento, lo que nos indica que la evolución es muy
parecida para tiempos mayores que éste. Esto se observa más claramente en la Fig.3.10 donde los

5Puede consultar las animaciones en el espacio fase de estos ejemplos en [ref-git-hub]
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Figura 3.9: Comparación de la función de Wigner entre el modelo de Jaynes-Cummings y aproxi-
mación cuadrática en ωn. Con N = 25, y coeficientes αN = 1,875, βN = 0,15 y γN = −0,001 (en
unidades ℏg).

Figura 3.10: Función de probabilidad entre los estados del modelo de Jaynes-Cummings y su
aproximación cuadrática en ωn, con N = 25 y coeficientes αN = 1,875, βN = 0,15 y γN = −0,001
(en unidades ℏg).

estados ahora son más parecidos incluso hasta el primer resurgimiento. Así hemos reducido nuestro
modelo a uno más familiar cuyas eigenfrecuencias son dadas por (2.1), de esta manera podemos
estudiar modelos más complejos realizando una aproximación lineal o de preferencia una cuadrática
en sus eigenfrecuencias.

3.5. Modelo de Jaynes-Cummings no lineal

Para finalizar el capítulo correspondiente a la teoría del modelo de Jaynes-Cummings presenta-
mos el modelo de Jaynes-Cummings no lineal, aunque pueda parecer un pleonasmo, en este caso la
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no linealidad hace referencia a la dependencia sobre los operadores de aniquilación y de creación.
La distinción que hace más clara la no linealidad viene dada por las ecuaciones de Heisenberg, que
en el caso de JCM son lineales mientras que en este modelo con genérico no lo son. Para aclarar
todo esto proponemos un nuevo Hamiltoniano introduciendo una función 6 f(â†â) en la expresión
(3.15) de la siguiente manera :

V̂ = ℏg
(
âf(â†â)σ̂+ + f(â†â)â†σ̂−

)
(3.29)

donde la función f(â†â) es de la forma:

f(â†â) =
∑
k

ck(â
†â)k (3.30)

con ck ciertos coeficientes en general complejos. La forma especial de la función f determinará
la dinámica de nuestro sistema. Como ejemplo podemos notar que si nuestra función f es en
particular el operador identidad 1̂, entonces el Hamiltoniano V̂ es el correspondiente al modelo de
Jaynes-Cummings.

Representación matricial

Como hicimos anteriormente para el modelo de Jaynes-Cummings calculamos la representa-
ción matricial de nuestro nuevo hamiltoniano (3.29), para ello usamos nuevamente nuestra base
{|e, n− 1⟩ , |g, n⟩}. Antes notemos que:

â†â |e, n⟩ = â†
√
n |e, n− 1⟩ = n |e, n⟩(

â†â
)2 |e, n⟩ = (â†â)(â†â) |e, n⟩ = (â†â)n |e, n⟩ = n2 |e, n⟩

...

(â†â)k |e, n⟩ = nk |e, n⟩

usando (3.30) y el resultado anterior vemos que:

f(â†â)â†σ̂− |e, n− 1⟩ =
∑
k

ck(â
†â)kâ†σ̂− |e, n− 1⟩

=
∑
k

ck(â
†â)kâ† |g, n− 1⟩

=
∑
k

ck(â
†â)k

√
n |g, n⟩

=
√
n
∑
k

ckn
k |g, n⟩

=
√
nf(n) |g, n⟩

y de manera similar

6Dicha función será en realidad un polinomio
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âf(â†â)σ̂+ |g, n⟩ = â
∑
k

ck(â
†â)kσ̂+ |g, n⟩

= â
∑
k

ck(â
†â)k |e, n⟩

= â
∑
k

ckn
k |e, n⟩

= f(n)
√
n |e, n− 1⟩

Con ayuda de los resultados anteriores, la representación matricial V̂(n), es decir la representación
en bloques por la base {|e, n− 1⟩ , |g, n⟩} queda finalmente como:

V̂(n) ≡ ℏg
(

0
√
nf(n)√

nf(n) 0

)
(3.31)

cuyas eigenenergías son de la forma:

En
± = ±ℏg

√
nf(n) (3.32)

A diferencia del modelo de Jaynes-Cummings ahora las eigenenergías dependen de una forma más
compleja (dependiendo de la forma de f). Analizaremos la dinámica del Hamiltoniano (3.29) para
algunas f ’s en particular, lo cual nos dará una función de las eigenenergías que representará en
ciertos casos modelos físicos reales de interés, estudiados ampliamente en la Óptica Cuántica [11].
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Capítulo 4

Modelo de trampa de iones

4.1. Hamiltoniano de trampa de iones

Un ejemplo interesante que nos provee con un Hamiltoniano del tipo (3.29) es el Modelo de
Trampa de Iones [ITM] cuya función f resulta ser más compleja y al mismo tiempo ideal para
su estudio. Con respecto a la imagen de interacción el hamiltoniano libre correspondiente sería el
siguiente:

Ĥ0 = ℏνâ†â+ ℏωσ̂z (4.1)

que describe los estados internos y el movimiento de un ion de dos niveles dentro de un potencial de
atrape armónico. Aquí ν es la frecuencia del potencial de atrape y ω es la diferencia de frecuencia
entre los dos estados del ion.

Por otro lado el hamiltoniano de interacción entre el ion y un campo láser de frecuencia ωL

sería [5]:

V̂L = ℏΩ(f(â†â)âσ̂+ + â†f(â†â)σ̂−) (4.2)

donde la función f dependiente de la intensidad tiene la siguiente expresión [5] :

f(â†â) = η exp
{
(−η2/2)

} ∞∑
m=0

(−η2)m

m!(m+ 1)!
â†mâm (4.3)

donde η es conocido como el parámetro de Lamb-Dicke. Consideramos nuevamente nuestra base
{|e, n− 1⟩ , |g, n⟩} en donde V̂ tiene la siguiente representación matricial:

V̂ (n) = ℏ
(

0 Ωn

Ωn 0

)
(4.4)

donde Ωn tiene la siguiente expresión:

Ωn = Ωη

√
1

n+ 1
e−η2/2L(1)

n (η2) (4.5)

aquí L(1)
n denota el polinomio asociado de Laguerre de orden n. A partir de (4.4) es fácil calcular

las eigenfrecuencias de V̂ , lo único que tenemos que hacer es diagonalizar dicha matriz, asi las
eigenfrecuencias son:

ωn = ±Ωn (4.6)
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4.2. Aproximación lineal y cuadrática

La función (4.5) claramente presenta un comportamiento no lineal, sin embargo para una elec-
ción del parámetro de Lamb-Dicke η es posible encontrar un intervalo entorno a cierto valor de N
que muestre un comportamiento lineal aproximado. Para simplificar esta tarea será conveniente
aproximar los polinomios de Laguerre en términos de funciones de Bessel [3] lo cual nos permitirá
reescribir (4.5) de la siguiente manera:

±Ωn ≃ ∓ΩJ1(2η
√
n+ 1) (4.7)

donde J1 denota la función de Bessel de primer tipo de orden uno (4.1).

Figura 4.1: Comparación de Ωn para el ITM su aproximación en funciones de besssel Jn. Nótese
el intercambio de signos en (4.7).

Además de la aproximación a funciones de Bessel será útil relacionar el argumento de la función
de Bessel para un análisis para valores arbitrarios de η [5]:

n =
x

4η2
− 1 (4.8)

podremos así escribir

Ωn = ΩJ1
(√
x
)

(4.9)

De la Fig.4.1 podemos observar que en ciertos intervalos Ωn exhibe un comportamiento lineal
y más evidente aún tiene una forma parabólica dentro de ciertos intervalos, esto es, un compor-
tamiento cuadrático en n, así realizamos primeramente una aproximación lineal para la función
de las eigenfrecuencias (4.7) mediante una expansión en serie de Taylor entorno al número me-
dio de fotones N . De la relación (4.8) podemos observar que para un valor n particular quedará
determinada nuestra nueva variable x al fijar el valor de η, denotemos entonces por x0 el valor
correspondiente para el número promedio de fotones N con un η dado . La aproximación será, al
igual que antes:

ωn ≃ δN + ω′
Nn (4.10)

donde en este caso particular, tenemos las siguientes expresiones:
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ωN = ΩJ1

(
2η

√
N + 1

)
ω′
N =

Ω
√
x0

4(N + 1)
[J0(

√
x0)− J2(

√
x0)]

δN = ωN − ω′
NN

(4.11)

llegando finalmente a la aproximación lineal:

ωn ≃ ΩJ1(
√
x0)−

NΩ
√
x0

4(N + 1)
[J0(

√
x0)− J2(

√
x0)] +

Ω
√
x0

4(N + 1)
[J0(

√
x0)− J2(

√
x0)]n (4.12)

Notamos de la expresión anterior la dependencia del valor N , que esta relacionado con el valor
de η, así esta aproximación será evaluada modificando alguno de estos dos parámetros, en (Fig.4.2)
podemos observar esta aproximación lineal en una vecindad de N , además como en los casos
anteriores, mostramos también la función de distribución Pn para un estado coherente inicial |α⟩,
recordando que N = α2.

Figura 4.2: Aproximación lineal a Ωn para el modelo de trampa de iones, incluyendo la función
de distribución Pn de un estado coherente inicial |α⟩, con N = 85 y por lo tanto δN = 0,9,
ω′
N = −0,007 y η = 0,170585.

Como vemos en la Fig.4.2 obtenemos una buena aproximación dentro intervalo que incluye a
N , donde nuevamente hemos encajado un estado coherente. Comparamos así la evolución para
ambos modelos y valoramos nuevamente dicha aproximación calculando la función de probabilidad
entre ambos estados, ver la Fig.4.3 , así como la evolución del estado del campo con la ayuda de
la función de Wigner, ver Fig.4.4. Este análisis es realizado considerando las escalas de tiempo
reelevantes [5]:

tR =
2π

ωN
,

tc =
2√

N
∣∣ω′

N

∣∣ ,
tr =

2π∣∣ω′
N

∣∣
(4.13)
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Figura 4.3: Función de probabilidad entre los estados del campo para el ITM y su modelo lineal
aproximado.

Figura 4.4: Comparación en el espacio fase del estado del campo entre el ITM y su aproximación
lineal, con δN = 0,9, ω′

N = −0,007, η = 0,1705 y N = 85.

Como podemos observar nuestra aproximación lineal al ITM es aceptable dentro de las escalas
de tiempo relevantes (4.13) comparada con la aproximación lineal en el JCM donde la función de
probabilidad entre los estados decaía demasiado antes del primer resurgimiento, en este caso los
estados son parecidos, sin embargo podemos mejorar la aproximación como hicimos con el JCM
considerando una aproximación cuadrática.

Dicho lo anterior, continuamos así nuestro estudio de Ωn y ahora realizamos la aproximación
cuadrática para ωn, para hacer dicha aproximación hemos de elegir algún punto extremo (ya sea
un máximo o un mínimo local) de ωn y hacer la aproximación cuadrática escogiendo los valores
que mejor se ajusten. La aproximación nuevamente tendrá la forma general de (3.26):

ω(n) ≃ αN + βNn+ γNn
2 (4.14)
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donde αN , βN , γN están dados por las relaciones (3.27), donde:

ωN = ΩJ1(
√
x0)

ω′
N =

Ω
√
x0

4(N + 1)
[J0(

√
x0)− J2(

√
x0)]

ω′′
N =

Ω

N + 1

[
J3(

√
x0)

2
− J1(

√
x0)

(
1 + x0

2

x03/2

)] (4.15)

Cabe mencionar que la forma de obtener nuestro punto extremal fue mediante el procemiento de
Newton-Rapson sobre (4.9), posteriormente usamos las relaciones (4.15) y de este modo regresamos
a nuestra función Ωn(n) original para hacer la aproximación cuadrática en n.Dicho esto, tenemos
todo listo para hacer la aproximación cuadrática para algún valor deN y una elección del parámetro
de Lamb-Dicke η 1.

Figura 4.5: Aproximación cuadrática de ωn para el modelo de trampa de iones, junto con la gráfica
de Pn para un estado coherente inicial.

Como podemos observar en la Fig.4.5 la aproximación cuadrática es muy buena para un pequeño
intervalo de n. Al igual que antes podemos encajar un estado coherente dentro de dicho intervalo en
el que la mayor parte de las contribuciones de la distribución de probabilidad del estado coherente
Pn caen dentro del intervalo de aproximación. Podemos sin embargo mejorar la aproximación
modificando los valores de N y η como se muestra en la sección de figuras (Fig.4.6).

Al igual que antes podemos comparar los estados del campo para ambos modelos y graficar la
función de probabilidad entre los estados, una manera de hacerlo es manteniendo un valor de x0
fijo y variar el parámetro η, esto nos dará un valor de N correspondiente dado por la relación (4.8)
ver la Fig.4.7. Por otro lado podemos mantener el valor de η fijo y variar el valor de x0 como lo
hicimos anteriormente para el caso lineal, ver (Fig.4.8), con esto sabremos bajo que parámetros la
aproximación es mejor.

Consideramos algún caso de las gráficas anteriores y comparamos evolución de los estados del
campo entre ambos modelos como hemos en los casos anteriores, como se muestra en la Fig.4.9 y
la Fig.4.10.

1Nos restringiremos a un valor η < 1
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Figura 4.6: Distintas aproximaciones cuadráticas a ωn con distintos valores de N y η.

Figura 4.7: Distintas funciones de probabilidad entre los estados del campo para el modelo de
trampa de iones y su aproximación cuadrática, con un valor de x0 fijo dado por la relación (4.8).

Los resultados obtenidos de este análisis se resumen a continuación en la siguiente tabla, donde
hemos registrado los valores de los coeficientes de la aproximación cuadrática αN , βN , γN , al igual
que el valor del máximo (mínimo) elegido x0 y su correspondiente valor promedio de fotones N
para un valor de η elegido, por último cabe mencionar que conocemos el intervalo de n donde Pn

se encuentra contenida, esto en vista de que Pn tiene una varianza
√
⟨n⟩ al ser una distribución

de poisson 2.
Los parámetros de la tabla (4.1) nos indican los valores que hemos de considerar al hacer nues-

tra aproximación cuadrática sobre las eigenfrecuencias ωn para el ITM, algunos de estos casos
corresponden a valores muy grandes en N , los cuales hemos visto resultan dar las mejores apro-

2En realidad corresponde a una distribución gaussiana y esto es más preciso conforme el valor de N es más
grande [13].
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Figura 4.8: Distintas funciones de probabilidad entre los estados del campo para el modelo de
trampa de iones y su aproximación cuadrática, con un valor de η fijo dado por la relación (4.8).

Figura 4.9: Comparación en el espacio fase entre los estados del campo del ITM y su aproximación
cuadrática, los parámetros corresponden a los indicados en la fila 4 en (Tabla.4.1).

ximaciones vistas en las gráficas de probabilidad entre los estados o en el espacio fase. Por otro
lado los distintos máximos o mínimos elegidos nos darán un valor distinto de N para algún η de
nuestra elección, todo esto nos permite jugar con los parámetros ajustando nuestra aproximación
a digamos, por ejemplo, un valor de N grande.

Concluimos esta última sección resaltando el hecho de que un modelo más complejo como el ITM
aún puede ser analizado de una manera más sencilla con una aproximación en sus eigenfrecuencias
ωn, lo que hace de éste análisis algo mucho más conveniente que tratar con la forma más compleja
en (4.5). La aproximación se podrá valorar dependiendo del interés que se tenga en el modelo, si
nos interesa la exactitud en nuestra aproximación o el tiempo en el cuál la aproximación es válida
siempre podremos elegir los parámetros que más nos convengan, como lo muestra explícitamente
la tabla mostrada anteriormente.
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Figura 4.10: Función de probabilidad entre los estados del campo del ITM y su aproximación
cuadrática, los parámetros corresponden a los indicados en la fila 4 en (Tabla.4.1).

Distintos ejemplos de aproximaciones cuadráticas a ωn

αN βN (E-2) γN (E-6) η x0 N
1 0,84 −33,4 2,35 0,1 28,42 709,49
2 0,83 −1,33 37,6 0,2 28,42 176,62
3 0,81 −2,97 190 0,3 28,42 77,94
4 0,79 −5,22 602 0,4 28,42 43,4
5 −2,18 0,27 −0,74 0,1 72,87 1820,74
6 −2,17 1,08 −11,8 0,2 72,87 454,43
7 −2,16 2,41 −59,9 0,3 72,87 201,41
8 −2,14 2,47 −189 0,4 72,87 112,85
9 3,73 −0,23 0,34 0,1 137,03 3424,74
10 3,72 −0,92 5,41 0,2 137,03 855,43
11 3,71 −2,08 0,27 0,3 137,03 379,63
12 3,70 −3,69 0,86 0,4 137,03 213,1
13 −5,48 0,20 −0,19 0,1 220,93 5522,24
14 −5,48 0,82 −2,98 0,2 220,93 1379,81
15 −5,47 1,85 −15,1 0,3 220,93 612,69
16 −5,45 3,29 −47,8 0,4 220,93 344,2
17 −2,12 6,39 −426 0,49 72,87 74,87
18 0,80 −4,02 353 0,35 28,42 57
19 3,65 −8,25 438 0,6 137,03 94,15
20 −2,15 3,28 −111 0,35 72,87 147,71
21 −5,48 0,46 −0,94 0,15 220,93 2453,77
22 −14,17 0,60 −0,65 0,2 753,89 4710,81
23 0,84 −0,33 2,35 0,1 28,42 709,49

Tabla 4.1: Parámetros de la aproximación cuadrática para el modelo de trampa de iones
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Capítulo 5

Conclusión

Hemos presentado un análisis teórico de las eigenfrecuencias para distintos modelos conocidos
de la Óptica Cuántica, primeramente comenzamos con el modelo de Jaynes-Cummings que es en-
contrado en la literatura y cuya dinámica ya ha sido ampliamente estudiada. Este modelo nos sirvió
como base para explicar el análisis posterior con otros modelos cuyas eigenfrecuencias tienen una
dependencia más compleja en el número de fotones n, presentamos los aspectos más importantes
del modelo de Jaynes-Cummings, como las gráficas de las oscilaciones de Rabi (en donde pueden
verse los colapsos y resurgimientos) y su relación con la dinámica del estado del campo en el espa-
cio fase. Posteriormente estudiamos un modelo más sencillo introduciendo un término cuadrático
de tipo Kerr junto con un término lineal y analizamos las imágenes del estado del campo en el
espacio fase, apreciamos el efecto que cada término tiene sobre la dinámica del sistema para un
estado coherente |α⟩ inicial, el resultado fue una deformación del estado que es más evidente con-
forme el término de tipo Kerr es más dominante. Con todo lo anterior presentamos el ITM, cuyas
eigenfrecuencias exhiben un comportamiento más complejo que los modelos vistos anteriormente.
Reducimos posteriormente nuestro modelo a uno más sencillo donde solo consideramos el término
lineal y cuadrático en n, la función en cuestión para el ITM es expresada en términos de los polino-
mios de Laguerre, esta función pudo ser aproximada en términos de funciones de Bessel lo cual nos
permitió realizar algunas aproximaciones tanto lineales como cuadráticas en n. Usando las gráficas
de la función de probabilidad entre los estados de ambos modelos y la función de Wigner para el
estado del campo nos permitió ver cuál era el comportamiento de nuestro estado bajo un modelo
aproximado y así poder valorar nuestra aproximación. Con ayuda de las gráficas de la función de
probabilidad entre los estados valoramos mejor la aproximación realizada, notando que un valor de
N grande era más conveniente, esto por supuesto, para un parámetro de Lamb-Dicke previamente
elegido.

Finalmente la importancia en el estudio del ITM y sus distintas aproximaciones es evidente al
permitirnos emular sistemas más sencillos simplemente ajustando los parámetros del experimento.
Esto quiere decir que el ITM sirve como una herramienta para emular sistemas con una dependen-
cia lineal (como el caso del oscilador armónico cuántico) o como de tipo Kerr. El análisis de estas
aproximaciones está reflejado tanto en las figuras mostradas anteriormente o de manera más com-
pacta en la Tabla (4.1) donde las aproximaciones fueron realizadas modificando diversos valores
de los parámetros N y η, consideramos que existen valores para los cuales la aproximación resulta
ser mejor. Esto puede apreciarse en las gráficas de la probabilidad entre los estados, donde para
ciertos parámetros los estados resultan ser muy parecidos por un periodo de tiempo considerable.
Esta comparación puede verificarse con las imágenes en el espacio fase 1 que se muestran aquí.

1Recomendamos consultar las animaciones directas del código para apreciar mejor la dinámica del sistema [4]
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