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Resumen

En la dltima década el progreso tanto tedrico como experimental en el campo de la 6ptica
cuantica ha tenido un crecimiento notable. El modelo de Jaynes-Cummings [6] para la descripcion
de la interaccion de un dtomo de dos miveles y un sdlo modo del campo ha tenido una gran
importancia tanto practica como teorica para entender la interacciéon fotén-adtomo asi como sus
posibles implicaciones tanto teéricas como experimentales en otros modelos como la trampa de
iones. El anélisis asi realizado en dicho modelo considera un hamiltoniano de interaccion con
una dependencia no lineal en las energias propias, ademés de esto, un analisis mas general puede
ser llevado a cabo considerando funciones més complejas de la energia y examinar el modelo asi
descrito por tal hamiltoniano, como es en el caso del modelo de trampa de iones y su respectiva
funcion de la energia, que en este caso corresponde con cierta aproximaciéon a una funciéon de Bessel
de primer orden. Asi se examinan posibles funciones para dicho modelo que sean aproximadas en
ciertas circunstancias con los parametros adecuados.

Palabras clave: hamiltoniano de interaccion, Jaynes-Cummings, energias propias, trampa de
iones,interaccion foton-atdémo
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Introduccion

La Optica Cuantica [QO] ! se ha convertido en una de las ramas mas prolificas de la ciencia
de las ultimas décadas. Sin embargo, en sus inicios la QO fue considerada por algunos como una
parte de la fisica estadistica mas que como una disciplina separada . Fue hasta 1963 que Edwin
Jaynes junto con su ex estudiante y ahora colega Frederick Cummings propondrian un modelo de la
interacciéon de la materia con la luz con un enfoque completamente cuantico [6]. Entre las partes que
mas destacaban en dicho modelo es la presencia de los asi denominados colapsos y resurgimientos,
una caracteristica inusual hallada en el comportamiento temporal y descrita en el trabajo hecho
por Sanchez-Mondragon, Narozhny y Eberly en 1981 [8]. No fue hasta 1987 que el grupo de Herbert
Walther verifico de manera experimental el fenémeno de los colapsos y resurgimientos en el méser
de un atomo [10]. Aunque la evidencia experimental de los resurgimientos y colapsos que predecia
el modelo de Jaynes-Cummings [JCM] tardé en llegar, el JCM contribuy6 en diversas areas de la
fisica y también potenci6 la capacidad experimental en el control de preparacion, manipulacion
y deteccidon en sistemas individuales o de un solo cuerpo. Dos areas de especial importancia que
trataron dichos sistemas individuales fueron la fisica de iones atrapados, en cuya investigacion
destaca la contribucion de Wolfgang Paul con la trampa de iones [9] y por otro lado tenemos las
investigaciones sobre dtomos en cavidades llevadas a cabo por D.Wineland, Serge Haroche, Daniel
Kleppner, entre otros. Dichas investigaciones contribuirian para que en 1985 fueran llevadas a cabo
las primeras realizaciones experimentales del JCM mediante la transicion de una molécula de dos
niveles con un modo resonante de una cavidad [7]. No fue hasta los anos 90 que se llevarian a cabo
las primeras demostraciones experimentales de la trampa de iones [16]. La influencia del JCM para
dichas investigaciones demostraria una vez mas la importancia de las investigaciones llevabas a
cabo por Jaynes y Cummings en los afios 60. Actualmente la investigacién cubre amplias ramas de
la fisica, tanto de manera experimental como teodrica, con una fuerte influencia tanto en la fisica
atomica, la QO, la fisica del estado sélido y la ciencia de la informacién cuantica, con grandes
dividendos en la realizaciéon de circuitos QED tan importantes en el area de la Computacion
cuantica [QC].

Demostrada asi la importancia del JCM dedicaremos este ensayo a su presentacion, que aunque
breve, recoge los elementos esenciales del trabajo original. Analizaremos el fendmeno de los resur-
gimientos (o revivals) y mas generalmente la dindmica del JCM. Examinaremos de igual manera
la relacion entre el JCM y el modelo de la trampa de iones que como veremos, guardan una sutil
diferencia en la expresion de su Hamiltoniano y por lo tanto también en la dependencia no lineal
de sus eigenfrecuencias. Para propoésito de una mejor comprension de los modelos anteriores pro-
pondremos algunos modelos de un aspecto més tedrico que practico, esto facilitara el estudio de
la dindmica en dichos modelos. Como tltima parte notaremos que a pesar del comportamiento
no lineal de las eigenfrecuencias tanto en el JCM como en la trampara de iones, dichas funciones
pueden, sin embargo, exhibir un comportamiento lineal ( o hasta cuadratico como lo es el caso del
modelo de trampa de iones) aproximado dentro de cierto intervalo para los parametros correspon-
dientes. Asi, estudiamos tales modelos aproximados y analizamos los parametros adecuados para su
realizacion tedrica. Aunque la implementacion practica queda mas alla de la investigacion de este

I Algunas siglas han sido expresadas en su forma méas popular del idioma inglés para una biuisqueda de referencias
mas sencilla.
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X1V Introduccion

trabajo hacemos mencién de algunas posibilidades para los modelos aproximados en la realizacion
experimental.

Dicho esto, comenzaremos nuestra discusién con un breve repaso de los conceptos béasicos en la
teoria cuéntica. Posteriormente presentaremos algunos conceptos més comunes en QO que seran
fundamentales para la presentacién del JCM y el estudio de su dindmica. Luego en la presentacion
del JCM haremos enfasis en los resultados més destacados, como los resurgimientos y colapsos,
finalizando con la funcién de las eigenfrecuencias y realizando algunas aproximaciones lineales de
éstas. Pasando del estudio del JCM propondremos algunos modelos con funciones sencillas en la
eigenfrecuencias y estudiaremos la dindmica en breves casos. Por tltimo presentaremos el modelo
de la trampa de iones y haremos una comparaciéon con la expresion correspondiente del hamil-
toniano del JCM, asi como también en la funciéon de las eigenfrecuencias. Nuevamente haremos
algunas aproximaciones (lineales y cuadraticas) para el modelo de trampa de iones y trataremos de
encontrar algunos parametros adecuados para encajar un estado coherente dentro de dicha apro-
ximacién, por ultimo veremos como se refleja esto en la dinamica en el espacio fase y discutiremos
la realizacién de tales aproximaciones. Concluimos con unos comentarios sobre las realizaciones
experimentales llevadas al momento y las posibilidades futuras de su implementacién.



Capitulo 1

Conceptos preliminares

1.1. Vector de estado

En mecéanica cuantica describimos un estado dindmico mediante cierto ente abstracto que de-
nominamos ket, el cual contiene la informacion méaxima que podemos obtener del sistema. Asi,
para hacer referencia a un estado dinamico, digamos 1, el ket correspondiente a dicho estado lo
denotaremos:

) -

El estado anterior se le denomina estado puro y en el cual tenemos total conocimiento del
estado en que se encuentra nuestro sistema. Sin embargo en muchas ocasiones no tenemos un
conocimiento completo del estado de nuestro sistema si no solamente conocemos la probabilidad P;
de que nuestro sistema se encuentre en el estado |¢);) en este caso decimos que nuestro estado se
encuentra en un estado mezclado, que explicaremos mas adelante.

1.2. Ecuaciéon de autovalores y autovectores

De la teoria cuantica conocemos la importancia de los entes mateméticos denominados ope-
radores y su relacién con las cantidades fisicas que podemos medir en nuestro sistema cuantico.
Todo esto viene representado por la ecuacién de eigenvalores y eigenvectores de cierto operador
que representa una variable fisica. Si P denota algiin operador !, la ecuacién de autovalores y
autovectores es la siguiente:

PlA) = alA). (1.1)

En la ecuacion anterior buscamos los kets |A) y los ntuneros a que satisfagan la igualdad para
algin operador P. Los kets que cumplen con dicha ecuacion son los autokets (o autoestados) del
operador P v los ntmeros a son llamados autovalores correspondientes a dichos autokets.

La conexioén entre la teoria matemética y fisica se pone de manifiesto por el hecho de que a
cada variable fisica de nuestro sistema, esto es, toda cantidad que podemos medir, le corresponde
un cierto operador abstracto. Sin embargo dicho operador debe cumplir con ciertas propiedades:

1. Los autovalores de algtin operador & son ntimeros reales y corresponden a los valores posibles
de obtener al realizar una medicion de la variable &

Hemos utilizado una notacién con circunflejo para evitar confusiéon entre un operador £ y su autovalor corres-
pondiente &
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2. Los autoestados de dicho operador forman un conjunto completo; es decir, que todo ket |P)
puede expresarse como una combinacién lineal de los autoestados del operador &:

)= [lehde + 3160 (1.2)

donde la integral se extiende a un dominio de medida no nula.?
3. El valor esperado de la variable fisica P para el estado |A) es:

(P) = (A P|4) (1.3)

Las letras £’ y £" que aparecen en los autokets denotan el autovalor correspondiente a dicho autoket,
esto es: .
¢1g) =¢'1¢)

y de manera analoga para £'.
Los autovalores de dicho operador corresponden a los valores que podemos obtener al realizar una
medicién de la variable fisica ¢ 2 sobre nuestro sistema cuantico y los autokets corresponden a los
estados en que el sistema puede saltar al realizar una medicién, por tal motivo nos referimos a
dichos autokets también como autoestados.

De esta manera se pone de manifiesto la importancia de resolver la ecuacion de autovalores y
autovectores (1.1) para un observable de nuestro sistema cuantico.

1.3. Representacion del campo electromagnético

Un ejemplo 1til de lo antes mencionado corresponde a la representaciéon del campo electromag-
nético en la teoria cuéntica que esta relacionada por los operadores de aniquilacion y creacion. La
representacion del campo nos permite reconocer ciertas propiedades de éste como lo son la ampli-
tud promedio y la intensidad. A continuacién discutiremos el proceso de cuantizacion del campo
electromagnético y posteriormente presentaremos las dos representaciones mas usadas para éste,
que son la representacion en estados de niumero o estados de Fock y la representacion en estados
coherentes.

Cuantizacion del campo electromanético

Histéricamente fue en la teoria de la radiacién misma que surgié la necesidad de modificar
la teoria clasica. Los resultados experimentales de la radiacién de cuerpo negro llevaron a Plank
a formular su hipétesis de que la energia era absorbida o emitida por ciertos multiplos de una
cantidad, lo que hoy denominamos cuanto de energia [1]|. La misma naturaleza dual de las particulas
elementales nos conducen de manera natural a la cuantizaciéon del campo electromagnético. Para
ello utilizamos el método de cuantizacién usual, en el que nuestras variables fisicas en la teoria
clasica son promovidas a operadores en la teoria cuantica.

Partimos asi del caso del campo electromagnético libre, gobernado por las ecuaciones de Maxwell,
que en este caso particular son las siguientes:

OB oD
VXE=—%0 VxH=5r (1.4)
V.B=0 vV.-D=0

2Para los problemas de autovalores considerados aqui, Gnicamente el término de la sumatoria aparecera. Este
caso es conocido como un espectro discreto.

3Cuando un operador cumple con las propiedades antes mencionadas le damos el nombre de observable para
diferenciarlo de los operadores que no corresponden a ninguna variable fisica que se pueda medir
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donde B = ugH y D = ¢gE, con pg v € la permeabilidad y permitividad en el espacio libre.
De las ecuaciones (1.4) se sigue que el campo electrico obedece a la ecuacion de onda:

1 0°E
2

Analizamos ahora el campo eléctrico en una cavidad de longitud L y por simplicidad consideramos
que dicho campo esta polarizado linealmente en la direcciéon z, asi expandimos los modos normales
de la cavidad:

Ey(z,t) = Z Ajq;(t) sin (k;z) (1.6)

donde ¢; es la amplitud del modo normal j definido por k; = jn/L y

2
A <2wj2mj )
==L
VGO
siendo w; la frecuencia de la cavidad, V' el volumen del resonador y m; una contante anadida a
conveniencia.

De igual modo de (1.4) y haciendo uso de (1.6) podemos obtener la expresion para el campo
magnético:
dj€o
H,= zj:Aj (;cj) cos (k;z) (1.7)

De (1.6) y (1.7) llegamos finalmente a la expresion de la funcion Hamiltoniana clésica:

1 1 pi2
H= 3 /V (0B + poH,?)dr = 3 zj: (mjwqujz. + Trjzj) (1.8)

donde p; = m;g; es el momento canénico del j-ésimo modo. Como podemos observar de la altima
expresion en (1.8) la funcién H es asi una suma de energias de osciladores independientes de los
modos j.

Promovemos asi a nuestras coordenadas y momentos candnicos g; y p; a operadores con las si-
guientes leyes de conmutaciéon:

[Gi, py] = ihdy;1 (G5, dr] = [Bs. px] =0

T

ahora introducimos los operadores de aniquilacién (a;) y de creacién (a;) que siguen las regla de

conmutacion

laj,af] = 051

Asi podemos escribir nuestro operador hamiltoniano Hp para el campo electromagnético de la
siguiente manera:

. 1.
Hp =h) w; <a}aj + 21) (1.9)
J

es decir, el campo electromagnético en su versiéon cuéntica es expresado por la suma de osciladores
armoénicos cuanticos [12], uno por cada modo j del campo.
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Estados de Fock

La representacion del campo electromagnético en estados de Fock o estados de ndmero |n)
se caracteriza por un numero de fotones n bien definidos presentes en el campo. Como ejemplo
consideramos el campo electromagnético compuesto de un solo modo, cuyo Hamiltoniano es el
siguiente

Hp = hw <a*a + ;]1) (1.10)

definimos asf al estado de niimero |n) como un eigenestado del operador de niimero 7 = a'a con
autovalor n, esto es

fln) = ata|n) = n|n) (1.11)

haciendo uso de (1.11) en (1.10) tenemos que

Hp|n) = hw(n +1/2) |n) (1.12)

notamos que el estado de foton cero |0) o estado vacio tiene energia %hw
- 1
Hp [0) = 5hw|0)

El estado de namero |n) puede ser generado por la aplicacion repetida del operador de creacion
sobre el estado vacio, expresado de la siguiente manera

ademas obedece a las siguientes relaciones con los operadores de aniquilaciéon y creacion

aln) =v/nln—1) y alln) =vn+1|n+1) (1.13)

Como ejemplo de esta representacion del campo electromagnético calculamos el valor esperado de
la amplitud de un solo modo del campo electromagnético de la polarizacién en la direcciéon x y
propagandose en la direccion z

E,=E (a+ dT) sin(kz)

en este caso el valor esperado de la amplitud del campo en el estado de namero |n) es

(n| B, |n) = E (n]a+ a'|n) sin(kz) =0

el resultado anterior es valido para cualquier n. Una explicaciéon de esto es que el valor esperado
del campo en el estado |n) tiene una amplitud definida pero una fase distribuida aleatoriamente
en un intervalo 2m.

Estados coherentes

Como vimos anteriormente los estados de Fock dan una visualizacién del campo con una am-
plitud definida pero no asi su fase. Existe sin embargo ciertos estados para representar el campo
electromagnético que en el limite de una gran amplitud (n — o) reproducen el estado de un
campo clasico, con una amplitud y una fase bien definidos.

Definimos a un estado coherente |a) como un eigenestado del operador de aniquilacién @ con
eigenvalor a € C.
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ala) = ala) (1.14)

Debido a que a no es un operador Hermitiano, no podemos usar el estado coherente como ei-
genestado de ninguna observable. Sin embargo atn podemos utilizarlos para investigar ciertas
caracteristicas medibles.

Antes hallemos una expresion mas precisa de un estado coherente |«), notemos que

‘O‘> = Z |OL> <n|a> = Z Cn |TL> (115)
n=0

n

donde ¢, = (n]a) corresponde a la amplitud de probabilidad del estado coherente al estado de
nimero y asi |(n|a)|” es la probabilidad de que haya n fotones en el estado |a). Para determinar
los coeficientes ¢, usamos la primera igualdad en (1.13) y escribimos

ala)y = chd |n) = ch\/mn -1) (1.16)

por otro lado de (1.14) y (1.15) tenemos que

ala) :a|a>Zacn () (1.17)
n=0
comparando (1.16) y (1.17) tenemos que

tni1Vn+1=ac, (1.18)

aplicando iteradamente la expresion anterior llegamos a que

an
0= ¢ 1.19
vn! 0 ( )

Por lo tanto el estado coherente es expresado finalmente como

la) = ;ﬁco n) (1.20)

por ultimo determinamos el valor de ¢o imponiendo la condicién de normalizacion (a]a) = 1, asi
encontramos que

|CO‘2 — 6_‘042

y por lo tanto

2 > a
1
o) = e 21N " ——|n). (1.21)
Asi, la probabilidad de encontrar n fotones en el campo representado por un estado coherente |a)
estad dado por
2n
al

2 |
P, = [(n|o)|” = ——

b el (1.22)

que corresponde a una distribucién de Poisson. Notamos ademés que

(n) = (a] a'ala) = |af?, (1.23)
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es decir, el valor esperado del nimero de fotones para el campo electromagnético representado por
. 2

un estado coherente |a) es igual a |o|”.

Por ultimo cabe mencionar que los estados coherentes no son ortogonales, es decir que en general

(al) #0 (1.24)

sin embargo, éstos estados si forman un conjunto sobre-completo, teniendo la siguiente relacién de
completez:

%/dam) (o] =1 (1.25)

1.4. Operador densidad p

En la seccion anterior hemos dos tipos de estados puros del campo electromagnético; los estados
de Fock o estados de ntmero y los estados coherentes, siendo estos tultimos los que presentan un
comportamiento del campo més cercano al clasico. Sin embargo estas representaciones no suelen ser
las mas generales, la descripcion del cuantico més general es mediante el uso del operador densidad.
Antes de pasar a la definicion del operador densidad, recordemos que en fisica estadistica, un valor
esperado o promedio de una cantidad fisica A, denotado como (A) es obtenido considerando cada
valor medido A; con una probabilidad asociada P; y sumando sobre todas las medidas posibles:

N
(A) =" PA;. (1.26)
i=1
Podemos asi hacer una analogia para un sistema cuéntico, que puede estar ya sea en un estado
puro o en un estado mezclado.

Si el estado del sistema es determinado por un solo vector [1)) decimos que el sistema se
encuentra en un estado puro. Por otro lado si el sistema no puede ser especificado si no solamente
las probabilidades de que el sistema se halle en un rango de posibles estados, decimos entonces que
el estado se encuentra en un estado mezclado.

Introducimos entonces el operador densidad en términos de el valor de una observable con
respecto a un estado puro de la siguiente manera. Para un operador A y un estado puro [¢) el
valor esperado de la cantidad A segin (1.3) es:

(A) = (| Aly). (1.27)

introducimos ahora una relacion de completez de los estados |n) y reescribimos:

Wl Alp) =" (W] Aln) (n|y)
=" (nly) (¥ Aln) (1.28)
= Tr(pA)

donde la dltima expresion denota la traza del operador entre paréntesis. Definimos asi p = |¢) (¢|
como el operador densidad para un estado puro |¢). Como vemos en la tltima expresion dicho
operador seré esencial para calcular los valores esperados de interés en nuestro sistema cuantico.

Por otro lado para un estado mezclado donde solo conocemos las probabilidades P; de que el
sistema se encuentre en el estado |¢;) podemos aun definir de manera analoga a (1.26) un operador
densidad de la siguiente manera:
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p= Z-Pi |vbi) (Wil (1.29)

es decir, en un estado mezclado el operador densidad se expresa como una superposicién de ope-
radores densidad de estados puros |1;).

Si asumimos a los estados |1¢;) normalizados, no necesariamente ortogonales, vemos que si
alguna P; = 1 necesariamente todas las demas probabilidades seran iguales a cero y el operador
densidad seréa el correspondiente para un estado puro.

Propiedades del operador densidad

Algunas propiedades del operador densidad son las siguientes:

1. El operador densidad es hermitiano

ph=p (1.30)
2. El operador densidad esta normalizado, esto es:
Tr(p) =1 (1.31)
3. El operador densidad es positivo semidefinido, es decir, para cualquier estado |¢):
(¢lplg) =0 (1.32)
4. Para un estado puro:
P =p (1.33)
5. Por tltimo
Tr(p*) <1 (1.34)

1.5. Funcién de Wigner

Una vez definido el operador densidad p, podemos representarlo en el espacio fase. Como ejemplo
consideramos la llamada representaciéon de Wigner del campo electromagnético en un estado general
p esta definida de la siguiente manera [2]:

1 .

W(a) = p/dszS(z)e*Z*a e ¢ (1.35)

donde la funcién xg puede interpretarse como un mapeo de nuestro operador p a una funciéon de
variable compleja z.

xs(z)=Tr (ﬁe*z*dfeza) ezl (1.36)
la funcién g es la funcion caracteristica para un orden simétrico de los operadores a, a':

xs(z) = e3P e eg gz, (1.37)

Reuniendo las expresiones (1.35) y (1.37) obtenemos

W(a) = % /dzz exp{z*(a* — o)} exp{—2z(a — ao)}exp{;|z|2} (1.38)

7
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0.6

0.4
0.3

Wiz, y)

0.2
0.1

-4 -2 0 2 4
Rav)

Figura 1.1: Funcién de Wigner W (x,y) para un estado puro coherente |ag) con Re{ag} = 2o = 2

y Im{ap} =yo=0

donde para evaluar la expresion anterior usamos la identidad
1 1
— /sz e><p{—7|z|2 + pz + Vz*} == exp{'uy}.
™ ¥ ¥

wqa)::%exp{—ma-adz}, (1.39)

Llegamos finalmente a:

donde el parametro o es un ntmero complejo en general, asi podemos expresar lo anterior en
términos de z,y = Re{a}, Im{a}

W(e,y) = 2 exp] -2 (0 20)* + (s~ 0)°] } (1.40)

Notamos de esta tltima expresion que la funcion de Wigner de un estado coherente puro |ag) es
una funcién gausiana centrada en ag, ver la Fig. 1.1.

Dinamica de la funcién de Wigner

Una caracteristica importante de la funcion de Wigner es que ésta presenta comportamiento
en esencia clasico. Para potenciales U(x) que dependen de hasta términos de segundo orden en
la posicion, la ecuacion de Liouville cuéntica resulta ser idéntica a la obtenida de la mecéanica
estadistica clasica. Por lo tanto cada punto de la funcién de Wigner se mueve conforme a las leyes
de la mecénica clasica. Con las propiedades cuénticas del sistema ocultas bajo las condiciones
iniciales del mismo [13], es decir

<8+p6 dU(x) 0

ot Mdx  dxr Op

Como ejemplo consideramos la evolucién temporal de la funcion de Wigner para un estado

coherente |«) con el Hamiltoniano que representa al campo electromagnético de un solo modo, es
decir el Hamiltoniano del Oscilador Arménico Cuantico *:

>W@mb0

4Hemos omitido el término constante, dicha omisién no cambia la dinamica del sistema
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Wz, )

Figura 1.2: Funcion de Wigner para un estado coherente |a) bajo un Hamiltoniano H = hwa'a. Los
valores de los pardametros son w = 1, @« = 4 y convenimos en usar i = 1. El radio de la trayectoria
circular es v/2a, [13].

H = hwa'a (1.41)

asi, la solucién formal a la ecuaciéon de Schrédinger se lee de la siguiente manera:

5(0) = expf ~ 1At} ) (142)

haciendo uso de (1.21) en (1.42) tenemos que:

= |aexp{—iwt})

Es decir nuestro vector de estado |[¢(¢)) al tiempo ¢ es nuevamente un estado coherente |a)
con un parametro o’ = aexp{—iwt}. Ya que el parametro « es en general un nimero complejo, el
parametro o no es mas que a rotado en un angulo wt en direcciéon de las manecillas del reloj en
el plano imaginario. Asi, el comportamiento en el espacio fase es representado por una campana
Gausiana que se mueve a lo largo de una trayectoria circular (la esperada en un oscilador armonico)
como puede verse en la Figura 1.2.
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1.6. Traza parcial

El operador densidad (1.29) corresponde a nuestro sistema completo, para hacer un analisis
de algiin subsistema particular debemos expresar nuestros operadores de manera adecuada, de tal
modo que sbélo contengan la informacién que nos interese. Consideremos por ejemplo un espacio
de Hilbert que es el producto de dos espacios H4 ® Hp , y sea un operador O actuando en esta
base compuesta. El operador O puede ser escrito como:

O = Z Cz‘j Mz ® NJ
ij
donde los operadores M;, Nj actuan sobre los espacios Ha4 y Hp respectivamente. Definimos la
traza parcial sobre H 4 del operador O como:

Tru,(0) = ¢ Tr(M;)N; (1.43)

y de manera andloga para Trp,. La parte implicita a notar es que dejamos intacta la parte del
operador O que actua sobre Hg. De esta manera la traza parcial resulta util si una vez obtenido
un operador compuesto queremos analizar un espacio en particular.

1.7. Imagen de interaccién

La imagen de interaccién consiste en dividir el sistema en dos partes, considerando a una ellas
una perturbacién de la otra. Consideremos un operador hamiltoniano de la forma:

H=Hy+V, (1.44)

donde H, denota la parte del hamiltoniano que describe la evolucién libre del sistema, mientras
que V es una perturbacion externa afiadida. Del resultado general (1.28) sabemos que el valor
medio del operador O(t) es dado por:

(O(t) = Tr (O(t)ﬁ(o)) =Ty (O(O)e—iﬁt/%(meiﬁt/h) . (1.45)

En la ultima igualdad hicimos uso de la relaciones entre las imagenes de Heisenberg y Schréodinger
[12], considerando que nuestro hamiltoniano H no depende explicitamente del tiempo.

Ahora hacemos uso de la regla ciclica de la traza TT(AB@ )= TT(EO e A) para introducir un

operador identidad 1 = e~#Hot/heifot/h

Asf reescribimos (1.45) como

(O(t)) — Ty [(eiﬁot/hé(o)efiﬁgt/h> (eiHOt/hefiﬁt/hﬁ(o)eiﬁt/hefiﬁot/h)} (1.46)

La ultima expresion nos motiva a definir la forma en la imagen de interaccion (denotado por el
superindice) de los operadores O(t) y p(t):

Ol(t) _ engt/hOA(O)efiHot/h
ﬁl (t) — eiHUt/hpA(O)e—ngt/h

con todo esto, llegamos finalmente a la expresion:
(O(1) =17 (0" ()" (1)) (1.48)

donde el operador p!(t) obedece la asi llamada ecuacién de Liouville-von Neumann en la imagen
de interaccion:

(1.47)

10



Capitulo 2

Dinamica no lineal del campo
electromagnético

2.1. Hamiltoniano no lineal

Hemos visto anteriormente que la representacion en el espacio fase del campo electromagnético
de un solo modo en un estado coherente es una funciéon gaussiana y debido a la forma del hamilto-
niano, que es el correspondiente al del oscilador armoénico cuantico, la campana gausiana se movera
en el espacio fase en una trayectoria circular.

Investigamos ahora la dindmica en el espacio fase para un estado coherente inicial |«) y un hamil-
toniano de la siguiente forma:

i = (wila+ v (a'a)”) (2.1)

es decir, hemos afiadido una dependencia cuadratica en las eigenfrecuencias . El término cuadratico
es de especial interés pues representa el hamiltoniano efectivo para el campo cuantizado que sufre
una autointeraccién mediante el efecto Kerr [15].

Podemos claramente que:

Hin) = (w&Td + (&%)2) In) = (wn +vn?) |n) (2.2)
con una eigenfrecuencia w, = wn + vn? para el estado |n).

E, = h(wn+vn?) (2.3)

La dinamica de nuestro vector de estado bajo un Hamiltoniano del tipo (2.1) dependera del valor
relativo de las frecuencias w y v. Asi, por ejemplo, paraw = 1y v = 0, éste corresponde al oscilador
armonico cuantico.

2.2. Evolucion del vector de estado
Consideramos ahora la evolucion bajo el hamiltoniano (2.1) y un estado coherente inicial |a).
Entonces, la solucion a la ecuacion de Schrodinger nos permite escribir el vector de estado |1(t))

para cualquier tiempo t, como:

[(t)) = e~ /M |a) (2.4)

1Hemos omitido el término %]1 que no modifica la dindmica del sistema original

11
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2.2 Evolucion del vector de estado

Sin embargo a diferencia del caso del oscilador armoénico cuéntico, nuestro estado final no es
nuevamente un estado coherente, en efecto, haciendo uso de (2.1) y (1.21) en (2.4) tenemos que:

R . \oz|2 2. an
(1)) = exp{—i (wa'a +v(a'a)?) t} exp 5 ;ﬁ n)

2) o n
o . 9
=expy ——— ——expy —t(wn +vn)t; In
P =5 ) 2 e {iton + e}

jof” | = (ae™™9)" -
=expq ——— ~——=—exp{—ivn’t} |n)

El efecto afiadido por el término cuadratico (la ultima exponencial a la derecha en la expresion
anterior) es apreciado si analizamos el espacio fase con la ayuda de la funcion de Wigner, como se
muestra en la Fig.3.9 2.

0.30 0.30

. 025 05

0.20 0.20

0.15 0.15

0.05 0.05

=6 -3 0 3 6 =6 -1 0 3 6

Figura 2.1: Funcion de Wigner a un mismo tiempo t para el Hamiltoniano (2.1)
y un estado coherente inicial |a) con o = 4. La figura izquierda corresponde a w; = 1y v; = 0,0007,
es decir un cociente v; /w; = 0,0007, mientras que la figura derecha tiene un cociente v4/wys = 0,003

Como podemos notar el valor relativo del término v con respecto de w, anade una deformacion
a nuestro estado coherente inicial |a) conforme el término cuadratico se vuelve méas dominante que
el término lineal, de ahi el hecho anterior de que nuestro estado [1(t)) no pueda expresarse como
un estado coherente nuevamente, como si ocurria en el caso del oscilador armoénico cuantico. O
dicho de otra forma, el efecto por el término cuadratico en las eigenfrecuencias es una extension
en el espasio fase de nuestro vector de estado.

2Las graficas del espacio fase se graficaron con ayuda de la libreria de Quantum Optics de Julia, ver [4] para una
mayor referencia.
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Capitulo 3

Modelo de Jaynes-Cummings

3.1. Hamiltoniano de Jaynes-Cummings-Paul

El modelo de Jaynes-Cummings-Paul describe la interaccién de un solo modo del campo con
un atomo de dos niveles, como se representa de manera esquematica en la Fig.3.1.

Figura 3.1: Esquema del modelo de Jaynes-Cummings: un atomo de dos niveles |e) y |g) con
frecuencia de transcion atémica w, = w. — wy, interactuando con un sélo modo del campo de
radiacion de frecuencia w,.

La funcién hamiltoniana del sistema puede escribirse como:
H=H,+H.—er-E (3.1)

donde H, y H. son las energias del 4tomo y de la radiaciéon del campo, respectivamente, en la
ausencia de interaccién y r es el vector de posicion del electrén y el campo escrito en su aproximacion
dipolar.

Para construir el operador Hamiltoniano de nuestro sistema, escribimos primeramente el Hamilto-
niano correspondiente a un solo modo del campo (1.9), esto es:

. 1.
H. = hw, <aTa + 211) (3.2)
donde w, denota la frecuencia del campo.

Por otro lado los estados internos del atomo pueden ser descritos por los kets |e) y |g) que denotan
al estado del 4tomo con energia E. y E, respectivamente. Estos estados son eigenestados del

operador Hamiltoniano del atomo H,:

13
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3.1 Hamiltoniano de Jaynes-Cummings-Paul

ﬁa |Z> =E; |z>

con la etiqueta ¢ = e, g que representa al estado excitado o al estado base. Haciendo uso de una
doble relacién de completez sobre nuestros estados del 4tomo y de la ecuaciéon de autovalores,
podemos finalmente expresar nuestro estado del atomo de la siguiente manera:

H, =) Eibi (3.3)

donde 6;; = [i) (j| representa el operador de transicién atomica y E; el valor de la energia del
atomo en el estado |7).
Luego tenemos que:
er =y eli) (il 715) (il = ) _ 963 (34)
ij ij
donde g;; es el elemento de la matriz de transicion del dipolo eléctrico.
Por ultimo el operador del campo eléctrico es [14]:

E=é(a+al) (3.5)

con € = (hw,/2¢0V)*/?. Ahora denotando:

ij__@ij'eg
- b

h

podemos escribir nuestro operador hamiltoniano como:
H = hweila + Bobeoe + Egbgg + Mg Fee + 996 eq + 996 g0 + 9796,49)(a + 1) (3.6)
Para nuestro caso de un 4tomo de dos niveles tenemos que g;; = g;; y asi escribimos simplemente:
g=g" =g¢"
Por ultimo desarrollamos las sumatorias en (3.6) y hacemos una aproximaciéon que consiste en

eliminar los productos del tipo a&_ y a6, conocida como la aproximacion de la onda rotante
[14]. Ademés de la siguiente igualdad !:

1 1
E.0ce + Egogg = §ﬁwa(aee —04g) + §(Ee + E,) (3.7)

y haciendo uso de la notaciéon:

Gz = Oce = 099 = |€) {e] = |9) (]

Of =0cg = le) (gl (3-8)
o_ = Oge = |g> <€‘
finalmente al hamiltoniano 2:
N i 1 . Aoa L oafa
H = hwe.a'a+ ihwaoz +hg(6ra+a'o-) (3.9)

1Hemos hecho uso de las igualdades >0 =1y E.— Eg = hw,
2Una vez més hemos ignorado el término constante de energia en (3.7)
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3.2 Representaciéon matricial

Imagen de interaccion

Para el analisis de nuestro hamiltoniano (3.9) sera conveniente trabajar en la imagen de inter-
accion (1.44) con:

. 1
Hy = hweala + =hw,6,

) 2 (3.10)
V =hg(6ra+a'é.)

Ast de acuerdo a las expresiones (1.47) nuestro operador hamiltoniano en la imagen de interaccion
HY es:

il = exp{iﬁot/h}f/exp{fiﬁot/h} (3.11)
hacemos uso de la identidad de Baker-Campbell-Hausdorff

2

e“ABe=oA = B 1 o[A, B] + %[A, [A,B]) + - (3.12)

y asi llegamos a las siguientes igualdades

exp{iwchdt}& exp{ —iwch&t} = gexp{—iw.t}

3.13
exp{iwg0,t/2}6 1 exp{—iwa,0,t/2} = 64 exp{iw,t} (8.13)

Reuniendo (3.10), (3.11) y (3.13) tenemos que:
H' = hg(6,ae'™ + afo_e8Y) (3.14)

donde A = w, — w. denota la desintonia. De aqui en adelante consideraremos el caso resonante
(A = 0), por lo que nuestro Hamiltoniano en la imagen de interaccion queda finalmente expresado
como:

H' = hg(a6, +a'6.) (3.15)

3.2. Representacion matricial

El hamiltoniano de interaccion (3.15) puede solo causar transiciones del tipo |e,n — 1) <=
lg, n), por lo tanto para n fija, la dindmica del sistema queda confinada al espacio dos dimensional
de los productos formados por |e,n — 1), |g, n). La representacion matricial en dicha base es escrita
entonces como:

rr(n) — (T'L - 1)wc + %wa g\/ﬁ
il _h< = ea (3.16)

Los eigenvalores de H® estan dados por 3:
1
Ei = (n - 2) fw, &+ hgy/n, (3.17)

Sin embargo para el hamiltoniano de interaccion (3.15), que es el que contiene la dindmica del
sistema atomo-campo, las eigenenergias se escriben como:

Ey = +hgvn (3.18)

3Nuevamente consideramos el caso resonante A = wg — we = 0.
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3.3 Solucién modelo de Jaynes-Cummings

Emplearemos més las eigenfrecuencias w, que estan relacionadas con las eigenenergias por un
factor de i. Donde ademas usamos el tiempo reescalado con g igual a la unidad. Asi, esta relacion
simple con el nimero de fotones n nos permitird construir ciertos hamiltonianos aproximados al
modelo de Jaynes-Cummings, ya sea una aproximacion lineal o hasta un término cuadratico para
lo cual basta hacer una expansion en serie de Taylor para la funcion /n y despreciar los términos

de orden maés alto que n?.

3.3. Solucién modelo de Jaynes-Cummings

La solucion a la ecuacion de Schrédinger de (3.15) nos brinda un conjunto de ecuaciones
acopladas para las amplitudes de probabilidad de las posibles transiciones entre los estados
{le,n —1),]g,n)}, las soluciones a dichas ecuaciones son:

Qnt Qut
Cen(t) = Cen(0) cos (2") —icg nt+1(0) sin ( 5 )

1
Qnt ) . Qpt (8.19)
Cgnt1(t) = ¢gnt1(0) cos S ) iCe,n(0) sin N

en este caso {1, = 2gv/n + 1 y donde por ejemplo, el coeficiente ¢, , denota la amplitud de proba-
bilidad cuyo valor absoluto al cuadrado denota la probabilidad de que el atomo se encuentre en el
estado |a) y el campo tenga n fotones.

Podemos continuar nuestro analisis de la ecuaciones (3.19) y calcular por ejemplo la probabili-
dad p(n) de que haya n fotones al tiempo ¢, obtenida tomando la traza sobre los estados atémicos:

p(n) = |Ca,n(t)|2 + |Cb,n(t)|2

Qnt 4¢°n ) Qn_qt (3.20)
_ 2 n 2 n
= Pnn(0) cos ( 5 >+pn1,n1(0) (92n_1)81n ( 5

con pp,(0) la probabilidad de que haya n fotones presentes en el campo en ¢ = 0. Si el estado
inicial del campo es un estado coherente, entonces de (1.23) podemos escribir:

<n>n€_<n)

por ultimo podemos calcular la inversion W (t) definida por:

w(t) =3 (lean®F = lena(®]*)

n

s (3.21)
= Z Prn(0) cos Q,t
n=0

El comportamiento mostrado en la Fig. 3.2 es la diferencia mas notable con respecto al tra-
tamiento semi-clasico. El colapso y resurgimiento mostrado en el grafico es una consecuencia pu-
ramente cuantica que no tiene un anélogo clésico o semi-clasico. Los tiempos asociados a las
oscilaciones, denotados por tg, t. y t, corresponden a las oscilaciones de Rabi, el tiempo de colapso
y resurgimiento, respectivamente y pueden ser evaluados por la relaciones siguientes [14]:
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Modelo de Jaynes-Cummings
3.4 Aproximaciones al modelo de Jaynes-Cummings

. 2 27
R ™ —
Qny  29¢/(n) +1
’ 2 T
o~ — ~— 3.22
Qv = Yy 9 (3:22)

i 2mm _ 2mmn/(n) +1
g

Qny = Qny—1

donde m en ¢, es un nimero entero, demostrando que los resurgimientos aparecen en tiempos
regulares.

1.0
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0.0

—

Wit

W

” | [—
W.
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4] 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
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Figura 3.2: Evolucion temporal de la inversion de la poblacion W(t) para un estado coherente inicial
con (n) = 25 y constante de acoplamiento g = 1, con tiempos tg ~ 0,6 , t. ~ 3,1 y ¢, ~ 32,03
asociados a la oscilaciones de Rabi, de colapso y resurgimiento, respectivamente.

3.4. Aproximaciones al modelo de Jaynes-Cummings

Aproximacion lineal

Ahora que conocemos la expresion de las eigenfrecuencias w, para el modelo de Jaynes-
Cummings, que es una funciéon proporcional a /n* podemos realizar una primera aproximacion
lineal. Antes recordemos que para un estado coherente inicial |«), el nimero promedio de fotones
(n) = |a\2. Iniciamos con una aproximacion lineal sencilla en torno al nimero promedio de fotones
(ny = N donde encajaremos un estado coherente. De manera general la funcién w, puede ser
aproximada como

Wy ~ wy +wh(n— N) (3.23)

donde wy (wly) denota la funcién w, (derivada) evaluada en N, que en este caso particular w,, = v/n
y wh, = v/n/2 . Simplificando la expresion anterior quedaria finalmente

W ~ 0N + wiyn, (3.24)
donde oy = wy — Wi N = VN /2.

4Podemos hacer hg = 1 para facilitar el calculo
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Figura 3.3: Aproximacion lineal de w, para modelo de Jaynes-Cummings en torno al nimero
promedio de fotones N, junto con la funciéon de distribucion para un estado coherente |«). Elegimos
N =100, asi 6y =5 y wiy = 0,05 (en unidades fg).

En la Fig.3.3 mostramos una aproximacion lineal en una vecindad del nimero promedio de
fotones N para un estado coherente, esta aproximacion es aceptable solo dentro de un intervalo
donde hemos encajado el estado coherente |), es decir que la mayor parte de las contribuciones de
la funcion de distribucion de nuestro estado |«) estan dentro del intervalo donde las eigenfrecuencias
exhiben un comportamiento lineal.

Tenemos entonces que los estados del campo para el modelo original cuyas eigenfrecuencias
son w, son muy parecidos a las estados del campo cuyas eigenfrecuencias dependen linealmente
de n, como puede visualizarse de la comparaciéon de las funciones de Wigner correspondientes, ver
Fig.3.5 y del calculo de la probabilidad entre los estados, ver Fig.3.4.

[(Wjeltba)?, (3.25)

donde el subindice jc y a hace referencia al estado del campo para el JCM y el modelo aproximado,
respectivamente.

1.0

Figura 3.4: Funcién de probabilidad entre los estados del campo para el modelo de Jaynes-
Cummings y su aproximacion lineal, con el valor reescalado T = gt.

Podemos observar que la imagen anterior que la aproximacién lineal es buena tinicamente para
valores pequernios de 7. Comparando con la Fig.3.2 vemos que para el primer resurgimiento la
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aproximacion lineal ya es bastante distinta como puede observarse en la Fig.3.5.

T=25.0 T=25.0

-10 0
Aprox

Figura 3.5: Comparacién de la funcion de Wigner entre el modelo de Jaynes-Cummings y su
aproximacion lineal para distintos valores del pardmetro T que coincide numéricamente con gt,
esto es una constante de acoplamiento g = 1, con N = 25.

Como podemos observar en la Fig.3.5 los estados son parecidos tnicamente para tiempos pe-
quenos, debe notarse que los tiempos mostrados corresponden a los tiempos de colapso t,. y t. de
la Fig.3.2. Es decir que para el primer resurgimiento la aproximacion lineal no es tan buena, algo
que podemos observar también en la Fig.3.4.

0.04
10.0 0.05
=~ 0.03
7.5 0.04 :
0.03
50 L 0.02
0.02 8
L 0.01
25 0.01 6
0.0 i 1 1 i 0.00 i i f I 1 i i—| 0.00
0 25 50 75 100 25 50 75 100 125 150 175
n n
0.020 0.012
0.015 0.010
3L 0.008
0.010 / 0.006
L 30 .
18 0.005 0.004
28 0.002
16 i i 1 I 1 i i— 0.000 i 1 I 1 i 0.000
250 300 350 400 450 500 550 800 900 1000 1100 1200
n n

Figura 3.6: Aproximaciones lineales de w, y la correspondiente funcién P, para distintos valores
de N.

Por ultimo verificamos lo dicho anteriormente, realizando distintas aproximaciones para varios

19



Modelo de Jaynes-Cummings
3.4 Aproximaciones al modelo de Jaynes-Cummings

valores de N, sin embargo como puede observarse en (Fig.3.6) donde para valores méas grandes de
N el estado coherente |a) encaja mejor dentro del comportamiento lineal de w,. Podemos a su
vez realizar una aproximaciéon mas de w,, o /n considerando no tnicamente el término lineal sino
también un término cuadratico en n.

Aproximacién cuadratica

Procedemos a realizar la aproximacién cuadratica para w,, para ello realizamos una expansiéon
en serie de Taylor para entorno al ntimero promedio de fotones IV y consideramos tinicamente los
términos hasta de segundo orden en n. De manera general la aproximacion seria:

(.L)N
I N 2 2
wnsz—FwN(n—N)—FT(n—N) =an + Bnn+ynn (3.26)

donde w}, denota la segunda derivada de w,, evaluada en N, el nimero promedio de fotones y con
las siguientes relaciones para los demas coeficientes:

1
aN = WN —OJ?VN-F iwfo2

By = wiy — Nwi (3.27)
1
TN = 5“’?(/

la aproximacion (3.26) es general, y en nuestro caso presente ya que w,, < y/n, tenemos las siguientes
relaciones para los términos constante, lineal y cuadratico ay, By, YN respectivamente:

3VN 3 3 1
« = — = — e —
N 3 N AN TN SVN3
recordemos que para un estado coherente inicial |«) el nimero promedio de fotones (n) es justa-

mente N = |a|”, asi en ultima instancia dichos coeficientes estan determinados por el valor de «
del estado coherente inicial.

(3.28)

0.100
P,
6 -
0.075
| / N=16
=
< 0.050
2k
0.025
Wy
ay+ Byt oy n?
0 C 1 1 1 1 1 0‘000

0 10 20 30 40
n

Figura 3.7: Aproximacién cuadratica de las eigenfrecuencias w, para el modelo de Jaynes-
Cummings, con un estado coherente inicial & = 4 y con coeficientes ay = 1,5,y = 0,18 y
wy = —0,0019 (en unidades %g).
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De manera similar en la Fig.3.7 mostramos junto a la grafica w,, y su aproximacion cuadréatica,
la funcion de distribucion P, para un estado coherente inicial |«), como anteriormente la mayor
parte de las contribuciones de P,, caen dentro del intervalo donde w,, presenta un comportamiento
cuadratico aproximado.

Podemos nuevamente comparar los estados del campo entre ambos modelos para distintos
valores de N, ver la Fig.3.8 tomando los mismos valores que usamos en la aproximacién lineal,
observamos que P, encaja mejor ya que casi todas las contribuciones caen dentro del intervalo
donde w,, exhibe un comportamiento cuadratico. Como en el caso anterior para valores de N cada
vez mayores la funcién P, encaja, sin embargo sera tutil comparar esto en el espacio fase y con las
funcion de probabilidad entre los estados para valorar los tiempos en los que la aproximaciéon es
aceptable.

10.0 0.04
0.05
7.5 0.04 0.03
10
0.03 -~
5.0 0.02
0.02 81
. 0.01
2.5 0.01 6
0.0 0.00 i i f I L i i— 0.00
25 50 75 100 125 150 175
n
0.020 0.012
0.015 0.010
32 b / 0.008
0.010 0.006
L 30 .004
18 0.005 0.00
28 0.002
16 14 i 1 I I i i 0.000 i 1 I I i 0.000
250 300 350 400 450 500 550 800 900 1000 1100 1200
n n

Figura 3.8: Aproximacién cuadratica de w,, para distintos valores de NV

Finalmente la aproximacion cuadratica ahora tiene la misma forma que (2.3) cuya dinamica
ya ha sido analizada en el espacio fase (donde el término constante a no afecta la dindmica del
sistema) y recordamos que el término lineal Sy corresponde por si solo al del oscilador armoénico
cuéantico y finalmente, el término cuadratico vy anade una deformacion a nuestro estado coherente
inicial. Lo mencionado anteriormente puede observarse en la Fig.3.9 donde ambos modelos tienen
un comportamiento muy parecido al inicio °. Sin embargo conforme evolucionan ambos modelos,
los términos de mayor orden en n que fueron omitidos al hacer la expansiéon cobran relevancia y
la aproximacién ya no es tan buena, como se muestra en la segunda fila de la serie de imagenes
en la Fig.3.9 donde el estado del campo en el modelo de Jaynes-Cummings parece mas deformado
que en el modelo aproximado, estos tiempos nuevamente coinciden con los tiempos de colapso y
resurgimiento con los mismos parametros considerados en la aproximacion lineal.

Nuevamente podemos comparar la probabilidad entre los estados del campo entre ambos mo-
delos para observar hasta que punto es buena la aproximacion (3.10).

Como podemos observar en la Fig.3.10 nuestros estdos son muy parecidos, incluso para valores
T comparables al tiempo del primer resurgimiento, lo que nos indica que la evolucién es muy
parecida para tiempos mayores que éste. Esto se observa mas claramente en la Fig.3.10 donde los

5Puede consultar las animaciones en el espacio fase de estos ejemplos en [ref-git-hub]
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T =150 T =150

-20 -10 0 10 20

-20 -10 0 10 20 -20 -10 0 10 20
JC Aprox

Figura 3.9: Comparacion de la funcién de Wigner entre el modelo de Jaynes-Cummings y aproxi-
macion cuadratica en w,. Con N = 25, y coeficientes ay = 1,875, Sy = 0,15 y vy = —0,001 (en
unidades hg).

0.99

2
b 1)

< o097t

0.96

T

Figura 3.10: Funcién de probabilidad entre los estados del modelo de Jaynes-Cummings y su
aproximaciéon cuadrética en wy,, con N = 25 y coeficientes ay = 1,875, By = 0,15 y vy = —0,001
(en unidades hg).

estados ahora son mas parecidos incluso hasta el primer resurgimiento. Asi hemos reducido nuestro
modelo a uno maés familiar cuyas eigenfrecuencias son dadas por (2.1), de esta manera podemos
estudiar modelos méas complejos realizando una aproximacion lineal o de preferencia una cuadratica
en sus eigenfrecuencias.

3.5. Modelo de Jaynes-Cummings no lineal

Para finalizar el capitulo correspondiente a la teoria del modelo de Jaynes-Cummings presenta-
mos el modelo de Jaynes-Cummings no lineal, aunque pueda parecer un pleonasmo, en este caso la
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no linealidad hace referencia a la dependencia sobre los operadores de aniquilacién y de creacion.
La distinciéon que hace mas clara la no linealidad viene dada por las ecuaciones de Heisenberg, que
en el caso de JCM son lineales mientras que en este modelo con genérico no lo son. Para aclarar
todo esto proponemos un nuevo Hamiltoniano introduciendo una funcién 8 f(a'a) en la expresion
(3.15) de la siguiente manera :

V=hg(af(a'a)é. + f(a'a)als_) (3.29)

flata) =" ep(ata)® (3.30)
k

con ¢, ciertos coeficientes en general complejos. La forma especial de la funciéon f determinara
la dindmica de nuestro sistema. Como ejemplo podemos notar que si nuestra funciéon f es en
particular el operador identidad 1, entonces el Hamiltoniano V es el correspondiente al modelo de
Jaynes-Cummings.

Representacion matricial

Como hicimos anteriormente para el modelo de Jaynes-Cummings calculamos la representa-
cion matricial de nuestro nuevo hamiltoniano (3.29), para ello usamos nuevamente nuestra base
{le,n —1),]g,m)}. Antes notemos que:

atale,n) =alv/nle,n —1) =nle,n)

(Efrfz)2 le,n) = (aTa)(a'a) |e,n) = (aTa)n|e, n) = n?|e,n)
(a'a)* |e,n) =n"le,n)
usando (3.30) y el resultado anterior vemos que:
fata)ato_le,n —1) = en(afa)*alo_|e,n — 1)
k
= Z Ck(ﬁﬁ‘i)k&T lg,n —1)
k
= ch(dT&)’“\/ﬁ\gM
k
= \/ﬁzcknk |gan>
k
= Vnf(n)lg,n)

y de manera similar

6Dicha funcién sera en realidad un polinomio
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af(ala)oy |g,n) = ay_ ex(ata) o |g,n)
k
=a Z cr(ata)k |e, n)
k

= &chnk le, n)
k
= f(n)vnle,n —1)

Con ayuda de los resultados anteriores, la representacién matricial IA)("), es decir la representaciéon
en bloques por la base {|e,n — 1) ,|g,n)} queda finalmente como:

V) = pyg ( \/ﬁ(}(n) \/ﬁg(”)> (3.31)

cuyas eigenenergias son de la forma:

EL = +hgy/nf(n) (3.32)

A diferencia del modelo de Jaynes-Cummings ahora las eigenenergias dependen de una forma mas
compleja (dependiendo de la forma de f). Analizaremos la dindmica del Hamiltoniano (3.29) para
algunas f’s en particular, lo cual nos dara una funcién de las eigenenergias que representara en
ciertos casos modelos fisicos reales de interés, estudiados ampliamente en la Optica Cuantica [11].

24



Capitulo 4

Modelo de trampa de i1ones

4.1. Hamiltoniano de trampa de iones

Un ejemplo interesante que nos provee con un Hamiltoniano del tipo (3.29) es el Modelo de
Trampa de Iones [ITM] cuya funcién f resulta ser mas compleja y al mismo tiempo ideal para
su estudio. Con respecto a la imagen de interaccién el hamiltoniano libre correspondiente seria el
siguiente:

Hy = hvala + hwe. (4.1)

que describe los estados internos y el movimiento de un ion de dos niveles dentro de un potencial de
atrape armonico. Aqui v es la frecuencia del potencial de atrape y w es la diferencia de frecuencia
entre los dos estados del ion.

Por otro lado el hamiltoniano de interaccion entre el ion y un campo laser de frecuencia wy,
seria [5]:

Vi = hQ(f(ata)as, + atfata)e.) (4.2)

donde la funcién f dependiente de la intensidad tiene la siguiente expresion [5] :

f@ta) = nexp{(-*/2)} 3 m&*m&m (43)

m=0

donde 7 es conocido como el pardmetro de Lamb-Dicke. Consideramos nuevamente nuestra base
{le,n —1),]g,n)} en donde V tiene la siguiente representacion matricial:

Vi = (S(;n %") (4.4)
donde €2, tiene la siguiente expresion:

1
n+1

Q. = LY (P (4.5)
aqui L%l) denota el polinomio asociado de Laguerre de orden n. A partir de (4.4) es facil calcular
las eigenfrecuencias de V', lo tnico que tenemos que hacer es diagonalizar dicha matriz, asi las
eigenfrecuencias son:

wp, = £Q, (4.6)
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4.2. Aproximacion lineal y cuadratica

La funcion (4.5) claramente presenta un comportamiento no lineal, sin embargo para una elec-
cion del parametro de Lamb-Dicke 7 es posible encontrar un intervalo entorno a cierto valor de N
que muestre un comportamiento lineal aproximado. Para simplificar esta tarea serd conveniente
aproximar los polinomios de Laguerre en términos de funciones de Bessel [3] lo cual nos permitira
reescribir (4.5) de la siguiente manera:

+Q, ~ FQJ2nvn + 1) (4.7)

donde J; denota la funcion de Bessel de primer tipo de orden uno (4.1).

n=0.5
-,
Ji(2mn + 1)
0.2 .
1l /\
-02 —
-04
_06 =3 I/‘ 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500

Figura 4.1: Comparacion de €2, para el ITM su aproximacion en funciones de besssel J,,. Notese
el intercambio de signos en (4.7).

Ademas de la aproximaciéon a funciones de Bessel sera ttil relacionar el argumento de la funcion
de Bessel para un analisis para valores arbitrarios de 1 [5]:

podremos asi escribir

Q, = QU (Vz) (4.9)

De la Fig.4.1 podemos observar que en ciertos intervalos €2,, exhibe un comportamiento lineal
y méas evidente atun tiene una forma parabolica dentro de ciertos intervalos, esto es, un compor-
tamiento cuadratico en n, asi realizamos primeramente una aproximacion lineal para la funcion
de las eigenfrecuencias (4.7) mediante una expansion en serie de Taylor entorno al ntumero me-
dio de fotones N. De la relacion (4.8) podemos observar que para un valor n particular quedara
determinada nuestra nueva variable x al fijar el valor de 7, denotemos entonces por zq el valor
correspondiente para el nimero promedio de fotones N con un 7 dado . La aproximacion sera, al
igual que antes:

wWp =~ 0N + wWyn (4.10)

donde en este caso particular, tenemos las siguientes expresiones:
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wy = (2VN+1)

e = gy oW - (7)) @11)

/
(SN = WN —wNN

llegando finalmente a la aproximacion lineal:

NQ\/{EO Q«/.’E()
~ QJ - ——J —J —— |J —J 4.12
wn 1(vZo) N+ 1) [Jo(v/0) 2(v$0)}+4<N+1) [Jo(vTo) = J2(VEo)ln  (4.12)
Notamos de la expresiéon anterior la dependencia del valor N, que esta relacionado con el valor
de 7, asi esta aproximacion sera evaluada modificando alguno de estos dos parametros, en (Fig.4.2)
podemos observar esta aproximaciéon lineal en una vecindad de N, ademas como en los casos
anteriores, mostramos también la funcion de distribucion P, para un estado coherente inicial |a),

recordando que N = o?.

n =017
1.0
Oy +w'yn 0.04
0.5 | N =85 0.03
E \
X 0.02
0.0 |
0.01
-0.5 1 Il 1 1 1 0.00

30 60 90 120 150
n

Figura 4.2: Aproximacion lineal a 2, para el modelo de trampa de iones, incluyendo la funciéon
de distribucion P, de un estado coherente inicial |a), con N = 85 y por lo tanto dy = 0,9,
why = —0,007 y n = 0,170585.

Como vemos en la Fig.4.2 obtenemos una buena aproximacién dentro intervalo que incluye a
N, donde nuevamente hemos encajado un estado coherente. Comparamos asi la evolucion para
ambos modelos y valoramos nuevamente dicha aproximacion calculando la funcion de probabilidad
entre ambos estados, ver la Fig.4.3 | asi como la evolucion del estado del campo con la ayuda de
la funcién de Wigner, ver Fig.4.4. Este andlisis es realizado considerando las escalas de tiempo
reelevantes [5]:

2
tR =
WN
. 2
c \/NW}V ) (4.13)
2
r=T77
|WN
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n = 01705
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Figura 4.3: Funciéon de probabilidad entre los estados del campo para el ITM y su modelo lineal
aproximado.
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Figura 4.4: Comparacion en el espacio fase del estado del campo entre el ITM y su aproximacion
lineal, con dy = 0,9,w)y = —0,007,7 = 0,1705 y N = 85.

Como podemos observar nuestra aproximacion lineal al ITM es aceptable dentro de las escalas
de tiempo relevantes (4.13) comparada con la aproximacion lineal en el JCM donde la funcién de
probabilidad entre los estados decafa demasiado antes del primer resurgimiento, en este caso los
estados son parecidos, sin embargo podemos mejorar la aproximaciéon como hicimos con el JCM
considerando una aproximacion cuadratica.

Dicho lo anterior, continuamos asi nuestro estudio de €2,, y ahora realizamos la aproximacién
cuadratica para w,, para hacer dicha aproximacion hemos de elegir algin punto extremo (ya sea
un maximo o un minimo local) de w,, y hacer la aproximacion cuadratica escogiendo los valores
que mejor se ajusten. La aproximacion nuevamente tendra la forma general de (3.26):

w(n) ~ an + Byn + yyn? (4.14)
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donde ay, BN, N estan dados por las relaciones (3.27), donde:

WN = QJl(\/JSo)
Q. /x
4(N7+01) [Jo(vo) — J2(v/20)] (4.15)

= oy [ - v ()]

Wiy

N+ 1 2 1,'03/2

Cabe mencionar que la forma de obtener nuestro punto extremal fue mediante el procemiento de
Newton-Rapson sobre (4.9), posteriormente usamos las relaciones (4.15) y de este modo regresamos
a nuestra funcion €, (n) original para hacer la aproximacion cuadratica en n.Dicho esto, tenemos
todo listo para hacer la aproximaciéon cuadratica para algtn valor de N y una eleccion del parametro
de Lamb-Dicke 7 .

n=04
0.06
L2k aA\erﬂA‘,nnynz
10 b 0.05
0.8
N =434 0.04
0.6
= 0.03
— 04
0.2 0.02
0.0
0.01
R \/
1 1 1 1 1 000
0 20 40 60 80

n

Figura 4.5: Aproximacién cuadratica de w,, para el modelo de trampa de iones, junto con la gréafica
de P, para un estado coherente inicial.

Como podemos observar en la Fig.4.5 la aproximacion cuadratica es muy buena para un pequeno
intervalo de n. Al igual que antes podemos encajar un estado coherente dentro de dicho intervalo en
el que la mayor parte de las contribuciones de la distribucion de probabilidad del estado coherente
P,, caen dentro del intervalo de aproximaciéon. Podemos sin embargo mejorar la aproximacion
modificando los valores de N y 1 como se muestra en la secciéon de figuras (Fig.4.6).

Al igual que antes podemos comparar los estados del campo para ambos modelos y graficar la
funcién de probabilidad entre los estados, una manera de hacerlo es manteniendo un valor de zg
fijo y variar el parametro 7, esto nos dara un valor de N correspondiente dado por la relacion (4.8)
ver la Fig.4.7. Por otro lado podemos mantener el valor de 7 fijo y variar el valor de zy como lo
hicimos anteriormente para el caso lineal, ver (Fig.4.8), con esto sabremos bajo que parametros la
aproximacion es mejor.

Consideramos algin caso de las graficas anteriores y comparamos evolucion de los estados del
campo entre ambos modelos como hemos en los casos anteriores, como se muestra en la Fig.4.9 y
la Fig.4.10.

INos restringiremos a un valor n < 1
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Figura 4.6: Distintas aproximaciones cuadréticas a w, con distintos valores de N y 7.
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Figura 4.7: Distintas funciones de probabilidad entre los estados del campo para el modelo de
trampa de iones y su aproximacion cuadratica, con un valor de xq fijo dado por la relacion (4.8).

Los resultados obtenidos de este anélisis se resumen a continuacién en la siguiente tabla, donde
hemos registrado los valores de los coeficientes de la aproximaciéon cuadratica ay, By, v, al igual
que el valor del maximo (minimo) elegido xy y su correspondiente valor promedio de fotones N
para un valor de 7 elegido, por ultimo cabe mencionar que conocemos el intervalo de n donde P,
se encuentra contenida, esto en vista de que P, tiene una varianza \/@ al ser una distribucion
de poisson 2.

Los parametros de la tabla (4.1) nos indican los valores que hemos de considerar al hacer nues-
tra aproximacién cuadratica sobre las eigenfrecuencias w, para el ITM, algunos de estos casos

corresponden a valores muy grandes en N, los cuales hemos visto resultan dar las mejores apro-

2En realidad corresponde a una distribucién gaussiana y esto es mas preciso conforme el valor de N es mas
grande [13].
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Figura 4.8: Distintas funciones de probabilidad entre los estados del campo para el modelo de
trampa de iones y su aproximacion cuadratica, con un valor de 7 fijo dado por la relacion (4.8).
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Figura 4.9: Comparacion en el espacio fase entre los estados del campo del ITM y su aproximacion
cuadrética, los parametros corresponden a los indicados en la fila 4 en (Tabla.4.1).

ximaciones vistas en las graficas de probabilidad entre los estados o en el espacio fase. Por otro
lado los distintos maximos o minimos elegidos nos daran un valor distinto de NV para algin 7 de
nuestra eleccion, todo esto nos permite jugar con los pardmetros ajustando nuestra aproximacion
a digamos, por ejemplo, un valor de N grande.

Concluimos esta tultima seccioén resaltando el hecho de que un modelo méas complejo como el I'TM
aun puede ser analizado de una manera més sencilla con una aproximacién en sus eigenfrecuencias
wn, lo que hace de éste analisis algo mucho mas conveniente que tratar con la forma mas compleja
en (4.5). La aproximacion se podré valorar dependiendo del interés que se tenga en el modelo, si
nos interesa la exactitud en nuestra aproximacion o el tiempo en el cual la aproximacion es vélida
siempre podremos elegir los parametros que més nos convengan, como lo muestra explicitamente
la tabla mostrada anteriormente.
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Figura 4.10: Funcién de probabilidad entre los estados del campo del ITM y su aproximaciéon
cuadrética, los parametros corresponden a los indicados en la fila 4 en (Tabla.4.1).

Distintos ejemplos de aproximaciones cuadraticas a w,,

an Bn (E-2) | v (E-6) | n To N
1 0,84 —-33,4 2,35 0,1 28,42 709,49
2 0,83 -1,33 37,6 0,2 28,42 176,62
3 0,81 —2,97 190 0,3 28,42 77,94
4 0,79 —5,22 602 0,4 28,42 43,4
5 —2,18 0,27 —0,74 0,1 72,87 1820,74
6 —-2,17 1,08 —-11,8 0,2 72,87 454,43
7 —2,16 2,41 —59,9 0,3 72,87 201,41
8 —2,14 2,47 —189 0,4 72,87 112,85
9 3,73 —0,23 0,34 0,1 137,03 342474
10 | 3,72 —0,92 5,41 0,2 137,03 855,43
11 | 3,71 —2,08 0,27 0,3 137,03 379,63
12 | 3,70 -3,69 0,86 0,4 137,03 213,1
13 | —5,48 0,20 —0,19 0,1 220,93 5522,24
14 | =548 0,82 —2,98 0,2 220,93 1379,81
15 | —5,47 1,85 —15,1 0,3 220,93 612,69
16 | —5,45 3,29 —47,8 0,4 220,93 344,2
17 | —2,12 6,39 —426 0,49 72,87 74,87
18 | 0,80 —4,02 353 0,35 28,42 57
19 | 3,65 —8,25 438 0,6 137,03 94,15
20 | —2,15 3,28 —111 0,35 72,87 147,71
21 | —5,48 0,46 —0,94 0,15 220,93 2453,77
22 | —14,17 0,60 —0,65 0,2 753,89 4710,81
23 | 0,84 -0,33 2,35 0,1 28,42 709,49

Tabla 4.1: Parametros de la aproximacion cuadratica para el modelo de trampa de iones
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Capitulo 5

Conclusion

Hemos presentado un anélisis teérico de las eigenfrecuencias para distintos modelos conocidos
de la Optica Cuantica, primeramente comenzamos con el modelo de Jaynes-Cummings que es en-
contrado en la literatura y cuya dinamica ya ha sido ampliamente estudiada. Este modelo nos sirvio
como base para explicar el analisis posterior con otros modelos cuyas eigenfrecuencias tienen una
dependencia més compleja en el numero de fotones n, presentamos los aspectos més importantes
del modelo de Jaynes-Cummings, como las graficas de las oscilaciones de Rabi (en donde pueden
verse los colapsos y resurgimientos) y su relacion con la dinamica del estado del campo en el espa-
cio fase. Posteriormente estudiamos un modelo més sencillo introduciendo un término cuadratico
de tipo Kerr junto con un término lineal y analizamos las imégenes del estado del campo en el
espacio fase, apreciamos el efecto que cada término tiene sobre la dinamica del sistema para un
estado coherente |«) inicial, el resultado fue una deformacion del estado que es mas evidente con-
forme el término de tipo Kerr es mas dominante. Con todo lo anterior presentamos el ITM, cuyas
eigenfrecuencias exhiben un comportamiento mas complejo que los modelos vistos anteriormente.
Reducimos posteriormente nuestro modelo a uno mas sencillo donde solo consideramos el término
lineal y cuadratico en n, la funcién en cuestion para el ITM es expresada en términos de los polino-
mios de Laguerre, esta funcion pudo ser aproximada en términos de funciones de Bessel lo cual nos
permitio realizar algunas aproximaciones tanto lineales como cuadraticas en n. Usando las graficas
de la funcién de probabilidad entre los estados de ambos modelos y la funciéon de Wigner para el
estado del campo nos permitié ver cudal era el comportamiento de nuestro estado bajo un modelo
aproximado y asi poder valorar nuestra aproximaciéon. Con ayuda de las graficas de la funcién de
probabilidad entre los estados valoramos mejor la aproximacion realizada, notando que un valor de
N grande era més conveniente, esto por supuesto, para un parametro de Lamb-Dicke previamente
elegido.

Finalmente la importancia en el estudio del ITM y sus distintas aproximaciones es evidente al
permitirnos emular sistemas mas sencillos simplemente ajustando los pardmetros del experimento.
Esto quiere decir que el ITM sirve como una herramienta para emular sistemas con una dependen-
cia lineal (como el caso del oscilador arménico cuantico) o como de tipo Kerr. El anélisis de estas
aproximaciones esta reflejado tanto en las figuras mostradas anteriormente o de manera més com-
pacta en la Tabla (4.1) donde las aproximaciones fueron realizadas modificando diversos valores
de los pardmetros N y 7, consideramos que existen valores para los cuales la aproximacién resulta
ser mejor. Esto puede apreciarse en las gréaficas de la probabilidad entre los estados, donde para
ciertos parametros los estados resultan ser muy parecidos por un periodo de tiempo considerable.
Esta comparacién puede verificarse con las imagenes en el espacio fase ! que se muestran aqui.

1Recomendamos consultar las animaciones directas del cédigo para apreciar mejor la dinamica del sistema (4]
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