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Introduccion

La teoria de inversas generalizadas tiene sus raices en el contex-
to de los llamados problemas lineales mal planteados de ecuaciones
diferenciales, como se menciona en [12]; éstos incluyen problemas
donde se especifica demasiada o muy poca informacién. En el con-
texto del andlisis, el concepto de inversa generalizada se originé en
el estudio de ciertas ecuaciones integrales. De hecho, Fredholm re-
solvio la ecuacién integral que hoy lleva su nombre empleando algo
que él llamé pseudo-inversa [6]. Durante las tdltimas dos décadas
muchos autores han propuesto e investigado varios tipos de in-
versas generalizadas para matrices, [8] para operadores definidos
sobre espacios de Hilbert o mas generalmente, inversas generali-
zadas para elementos en &lgebras de Banach. En particular, se
han considerado clases de inversas generalizadas que satisfacen al-
gunas de las cuatro propiedades de la inversa de Moore-Penrose
[16], asi como varias modificaciones de los mismos. También, se
han estudiado ampliamente inversas generalizadas de operadores
lineales singulares, asi como las nociones de inversion generaliza-
da de elementos en diversas estructuras algebraicas y topoldgicas.
En la actualidad la teoria es elegante, las aplicaciones son diver-
sas y algunos aspectos computacionales sobresalientes aiin esperan
mejores métodos.

En el ano 1920 en [15] Moore introdujo un concepto de inversa
generalizada y posteriormente con el trabajo de Penrose en el afio
1955 este concepto tuvo més interés. Como las condiciones que
debe satisfacerla inversa de Penrose son equivalentes a las de la
inversa de Moore, ahora hablamos de la inversa Moore-Penrose.
La definicién de Penrose es para matrices, pero se puede poner en
términos de operadores lineales acotados de rango cerrado, la defi-
nicién es la siguiente: dado un operador lineal acotado A de rango



11 Introduccién

cerrado sobre un espacio de Hilbert, existe un tnico operador B
que satisface las siguientes cuatro ecuaciones:

1. ABA = A,
9. BAB = B,

3. (AB)* = AB,
4. (BA)* = BA.

donde A* denota el adjunto de A. En este caso decimos que B
es la inversa Moore-Penrose de A. Esta inversa es reflexiva en el
sentido de que si B es inversa generalizada para A, entonces A es
inversa generalizada para B.

Después del trabajo de Penrose, aparecieron miles de articulos
sobre inversas generalizadas, la mayoria de los cuales trataba con
matrices sobre los campos real y complejo, lo cual era suficiente
para la mayoria de las aplicaciones. Sin embargo, algunas ramas de
la matematica, como las crecientes matematicas discretas, requie-
ren el estudio de las inversas generalizadas en marcos algebraicos
mas generales, como son campos y anillos.

En esta tesis trataremos principalmente con la inversa de Dra-
zin [5]. Sea A un operador lineal acotado sobre un espacio de Hil-
bert, si existen un operador B y un entero k que satisfacen:

1. AB = BA,
2. B = BAB,
3. B*XB = B¥,

decimos que B es la inversa generalizada de Drazin para A. La
inversa Drazin es tunica, si existe, y al menor k£ que satisface la
condicion 3 se le llama el indice Drazin de A.

Aunque la inversa Drazin no es reflexiva, es muy 1til en la
teoria y en el cadlculo de matrices, asi como en varias aplicaciones de
matrices debido a que posee una propiedad espectral muy buena:
los valores propios distintos de cero de la inversa Drazin son los
reciprocos de los valores propios distintos de cero de la matriz
dada. M&s aun, un operador posee inversa Drazin si y sélo si el
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cero es un punto aislado en su espectro. En esta tesis estudiamos
otras condiciones para la existencia de la inversa de Drazin.

Si bien es cierto que existen diversos estudios sobre inversas
generalizadas, muy pocos tratan acerca de sus representaciones
integrales [17], menos en el contexto de operadores lineales acota-
dos definidos sobre espacios de Banach complejos.

Los costos computacionales para el calculo de las inversas ge-
neralizadas pueden ser altos. Asi, es importante hallar procesos de
aproximacién que permitan aplicaciones practicas. Las represen-
taciones integrales de las inversas generalizadas pueden ayudar a
aproximarlas de manera asequible.

Esta tesis utiliza el calculo operacional, pues éste hace uso de
representaciones integrales de las potenicas de operadores lineales
acotados, estaremos interesados en la construccién de la inversa
Dragzin utilizando dichas representaciones. Por lo tanto, nos plan-
teamos el problema de construir una representacién integral para
la inversa Drazin usando el cdlculo operacional. La cantidad y
calidad de los articulos publicados recientemente aseguran la rele-
vancia de la tesis.
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Capitulo 1

Funciones analiticas
vectoriales

Gran parte de la teoria de integracién de Riemann se puede
desarrollar en espacios de Banach arbitrarios. En este capitulo se
exponen resultados analogos a los del andlisis complejo para fun-
ciones definidas en subconjuntos del plano complejo y que toman
valores en un espacio de Banach, a las que nos referiremos simple-
mente como funciones vectoriales. Esta teoria serd fundamental
para desarrollar el cédlculo operacional, lo que haremos en el si-
guiente capitulo. En la ultima seccién del capitulo se aplica esta
teoria al espacio de Banach de los operadores lineales acotados
sobre un espacio de Banach.

La teoria de funciones de variable compleja trata principal-
mente sobre funciones analiticas. Asi, para desarrollar una teoria
analoga para el caso de funciones vectoriales necesitamos primero
definir las funciones analiticas.

Definiciéon 1.1. Sea Y un espacio de Banach complejo, Q@ C C
un conjunto abierto y F : Q@ — Y wuna funcion. Decimos que F
es diferenciable en zy si

F(z) — F(2)
2—r20 zZ— 20

existe. A F'(29) le llamamos la derivada de F en 2.
Si para cada zy € Q, F'(z9) existe, decimos que F es analitica

en .



CAPITULO 1. FUNCIONES ANALITICAS VECTORIALES

Se puede demostrar que si una funcién de este tipo es diferen-
ciable en un punto, entonces todas las derivadas de orden superior
en ese punto también existen.

El siguiente resultado es analogo al que se tiene en calculo
diferencial de una variable real.

Proposiciéon 1.1. Sea Y un espacio de Banach complejo, 2 C C
un conjunto abierto y F: Q0 — Y wuna funcion. Si F es diferen-
ciable en zg € QQ, entonces F' es continua en z.

Demostracion. Como

F(z) = F(20)

Z— 20 '(Z_ZO)

lim (F(z) — F(20)) = lim [

Z—20 Z—Z20

F(z)-F
= lim {(z)(zo)} - lim (2 — 29) = F'(20) -0 = 0.
Z—20 zZ — 20 Z—20
Asi,
lim (F(z) — F(20)) = 0.
Z— 20
Por lo tanto, F' es continua en zg. ]

Sean X, Y espacios normados, en general con L[X,Y] deno-
tamos el espacio de operadores lineales de X en Y, con B[X,Y]
denotamos al espacio de operadores lineales acotados de X en Y,
si X =Y solo escribiremos L[X]| y B[X] en ambos casos. Los
espacios X* = B[X,C] y Y* = BJ[Y,C], se llaman los espacios
conjugados de X y Y respectivamente.

Teorema 1.1. Sean X un espacio normado, z* € X*, Q C C
un conjunto abierto y ¢ : Q@ C C — X wuna funcion analiti-
ca entonces la funcion ¢(X) := z*(¢(N)) es analitica, de hecho,

¢ (1) = 2" (¢'(1))-

Demostracion. Seae > 0y pu € Q, notemos que si z* =0, p(A) =0
la cual es analitica, si * # 0, se tiene que,




CAPITULO 1. FUNCIONES ANALITICAS VECTORIALES
1.1. INTEGRAL DE CONTORNO VECTORIAL

Como ¢ es analitica en p, existe § > 0 tal que si

ERZE )| < 02

—p

A — p| < 6, entonces

Asi, usando (1.1) y (1.2), si |\ — p| < 0, entonces

OO )| = o (P - o) -
o (EAZE i) < BN | <
Por lo tanto, ¢ (1) = #*(¢' (1)), 0

1.1. Integral de contorno vectorial

La integracion de contorno es un método para evaluar ciertas
integrales sobre caminos en el plano complejo. Primero empezamos
con una definicién de curva que coincide con la nocién intuitiva,
pero que incluye una parametrizacién por una funcién continua en
un intervalo cerrado.

Definicion 1.2. Una curva en C es una funcion continua vy :
[a,b] CR — C.

FEn el plano complejo C existen muchos tipos de curvas asi que
mostramos una clasificaciéon de ellas, para esto recordemos que
una particién P de un intervalo [a,b] C R es un conjunto finito de
puntos tg, t1,...,t, de [a,b] tales que

a=th<t1 <...<t,=hb

Con P([a, b]) denotamos el conjunto de particiones de [a, b] y como
es usual, la norma de P € P([a,b]) se define como

||P|| = max{t;, —ti—1]i =1,...,n}.
Definicién 1.3. Sea 7 : [a,b] C R — C una curva.

» v se llama cerrada siy(a) = y(b).
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1.1. INTEGRAL DE CONTORNO VECTORIAL

s Una curva cerrada 7y se llama simple si cumple que para
cualesquiera t1,ta € [a,b],t1 < ta y y(t1) = (t2), se tiene
queti =a y to = D.

= v se llama rectificable si
sup A < oo,

donde

A={d_ h(t) —(tim)|{a = to, ...t = b} € P([a, B])}.
=1

Ejemplos:

1. La curva « : [0,1] — C definida como ~(t) = t + it?, es
rectificable.
Sea P ={a = ty,11,...,tn, = 1} € P([0, 1]), tenemos que

> ) =)l =D |t +it]) =t +it5_y)|
j=1 j=1

n

n
=D Jty =t il =50 <Y (It — il + |6 = £41])
j=1 j=1

n
=Y (It =yl + [ty — tal |t + t5]) =
j=1

n

Dt =t )L+t +t).

j=1
Como 0 <t;_1 <tj <1, entonces 1+1t;_1 +t; <3, también
Z?:j(tj —tj—1) =1, de aqui que

S v(t) — (tj-1)| < 3.
j=1

2. La curva v : [0,1] — C definida como ~(t) = x(¢t) + iy(t),
1
tcos; si O0<t<1

0 si t=0.

donde z(t) =ty y(t) =
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1.1. INTEGRAL DE CONTORNO VECTORIAL

no es rectificable.
Consideremos la particién

1 1 1 1
Po= 0 o g 2w E P01,

3

Los puntos de la poligonal que corresponden a la particién
P,, son

(n—ll)w +1 ((n _11)7T cos(n — 1)7r) ,

M, = (n_lg)ﬂ +i <(n—12)77 cos(n — 2)7r>

Mo =0, My =

1 1
M, _ 2—27T+Z<27rc0527r>,

1 1
M, 1=—+1 <cos7r> , M, =1+ icos].
T T

La suma de las distancias de los segmentos de la poligonal
es

S(Pn) = ‘M()Ml’ + ‘M1M2’ +- ’Mn_QMn_1’ + ‘Mn_an‘

1 o1
i + Z(n e cos(n — 1)
1 B 1 ; cos(n—2)m  cos(n— 1w
o= —r ( -7 (n=Dn )‘

1 1
+...+‘1—+i<cosl—cos7r>’.
s s

Eliminando el primer y ultimo término de la suma anterior,

- 1 _cos(k+D)m
= coskm — AT )T

kz km k‘+1) i <k7TCOS (k+ 1w )’

5 L coshr— ot 1)

> 2 |kn cos km it D cos T
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- 1)k+1 n—2

km k—l—l)

1
— HJF(/-H

V

S

Entonces

{ >
ngr-il-loos(P _ngr-il-loowzk—l-l ﬂzk—i-l +00,

lo que nos muestra que la curva I' no es rectificable.

De manera intuitiva queda claro que cada curva simple tiene
un interior y un exterior. Sin embargo, la demostraciéon de este
hecho no es trivial y se debe a Jordan.

No daremos la demostracion del Teorema de la curva de Jor-
dan, solo lo mencionamos con el objetivo de definir el interior y
exterior de una curva.

Teorema 1.2 (Teorema de la curva de Jordan). Si~y : [a,b] C
R — C es una curva cerrada simple, entonces C\ v([a,b]) tiene
dos componentes conexas, una acotada y otra no acotada.

A la parte acotada se le llama el interior de «v y se denota por
int(7), a la parte no acotada se le llama el exterior de -y, se denota

por ext(y).

Definicion 1.4. Una curva cerrada, simple y rectificable v :
[a,b] C R — C se dice orientada positivamente si int(vy) se en-
cuentra a la izquierda cuando se traza la curva.

La idea de la definicién anterior es que una curva estd orientada
positivamente, cuando trazamos la curva en sentido contrario al
de las manecillas del reloj.

Con base en lo anterior definiremos lo que significa que una
funcién definida en un intervalo cerrado con valores en un espacio
de Banach, sea integrable con respecto a una curva.

Definicién 1.5. Sean Y un espacio de Banach, v : [a,b] C R —
C una curva rectificable y f : [a,b] CR — Y una funcion, deci-
mos que f es integrable si existe I € Y tal que para cada € > 0,
existe 6 > 0, tal que para cada particion P = {a = to,t1,...,t, =
b} € P([a,b]) con ||P|| <6 y cada s; € [ti—1,ti] se cumple que

< €.
Y

Zfsz t;) — y(tic1)) — I
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1.2. TEOREMA DE CAUCHY

Se puede ver facilmente que cuando tal elemento I € Y exista,
b

este es Unico, en este caso, I se denota como / ft)dy(t).

Observacion: Notemos que la definicién’ de la integral es
analoga a la de la integral de Riemann-Stieltjes para el caso real,
solo que en este caso la integral es un elemento en un espacio de
Banach.

Definicién 1.6. Sea 7 : [a,b] C R — C una curva rectificable en
C, si F:~([a,b]) — Y es continua, definimos

b
F(2)dz := F d .
/Y (2) / (1) (2)

En la definicién 1.6, cuando la curva ~ es rectificable y F' es
continua, se puede demostrar que siempre existe

LF@M&

1.2. Teorema de Cauchy

El Teorema de Cauchy es uno de los mas importantes en la
teoria de Variable Compleja, en esta seccién vemos como este teo-
rema se extiende a funciones definidas en ciertos subconjuntos de
C con valores en espacios de Banach.

Definicion 1.7. Un conjunto €2 C C se llama dominio, si ) es
abierto y conexo.

Algunas ideas para hacer esta extension se toman del caso
complejo, una de estas ideas es la homotopia de curvas.

Definicién 1.8. Sean ~vp,7v1 : [0,1] — Q dos curvas cerradas
rectificables en un dominio §2, decimos que yo es homotopica a 71
si existe una funcion continua I' : [0,1] x [0, 1] — Q tal que

I'(s,0) = 70(s),T'(s,1) = 71(s),0< s < 1

0(0,t) = D(1,1),0 < t < 1.

7
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Otros subconjuntos especiales de C son los llamados simple-
mente conexos, la idea intuitiva de estos conjuntos es que no tienen
hoyos.

Definicion 1.9. Un dominio €2 C C se llama simplemente conezxo,
si toda curva cerrada vy en £ es homotdpica a una curva constante

en ).

Si z1, 20 € C, denotamos el segmento de linea de z; a z2 como
[21, 22] = {tZQ + (1 — t)21|t S [0, 1]}

Definicion 1.10. Un poligono de a en b es un conjunto

n
P = [z wil,
k=1

donde a = z1, wy, =b ywg, = 241 paral <k <n—1.
También escribimos
P=la,z1,...,2n,0].

Con el siguiente lema, empezamos el camino para obtener el
Teorema de Cauchy en este contexto més general.

Lema 1.1. Supongamos que Y es un espacio de Banach, [ :
B(zg,7) € C — Y es una funcion analitica en B(zo,7) y que
v es una curva cerrada rectificable en B(zp,r), entonces

[yf(z)dz =0.

Con el Lema anterior es posible demostrar lo que algunos au-
tores llaman Teorema de Deformacion.

Teorema 1.3. Sean vo,71 curvas cerradas rectificables en un
dominio Q@ que son homotdpicas, Y un espacio de Banach y
F:Q —Y una funcién analitica en §2, entonces

F(z)dz:/ F(z)dz.
Y

Y0

8
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Demostracion. Sabemos que existe I' : [0, 1] x [0, 1] — € continua
tal que
['(s,0) =70(s),T'(s,1) =71(s),0< s <1

y

I(0,¢) =T(1,1),0 <t < 1.
Como I' es uniformemente continua, para r := d(I'([0,1] x
[0,1]),C\Q) > 0, existe § > 0, tal que si |(s,t) — (¢',t)] < ¢,

entonces |I'(s,t) — T'(s,t')] < r. Sea n € N tal que @ < n. Sean

ik
Z]k:F<]7>7O§jvk§n

nn

i+ 1 kE k+1
ik = [‘7,“] x [,+],0§j,k3n—1.
n n n n

Como diam(Jji) = %, entonces I'(Jj;) € B(zjk,r). Considere-
mos el poligono cerrado
P = [2jk; 2j41ks Zj+1k41, Zjk+15 Zjk]5

como B(zji,7) es un conjunto convexo, se tiene que Pjp C
B(zjk,r).

Ademads Pjj, es una curva cerrada rectificable en B(zj,7), en-
tonces por el Lema 1.1 se tiene que

/ F(z)dz = 0. (1.3)
Pj

Sea el poligono cerrado Qx = [0k, 21k, - - - » Znk], VEAMOS que

X/O F(z)dz = /OF(z)dz =.= /nF(z)dZ _ Xﬂ F(2)d-.

Consideremos o;(t) = fyo(t),% <t< %, entonces la curva

0+ [Zj+10, zjo] es una curva cerrada rectificable en B(zjo,7) C €.
Por lo tanto, por el lema 1.1 se tiene que

/ F(z)dz =0,
oj+[zj+10,2j0]

9
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1.2. TEOREMA DE CAUCHY

es decir,

/ F(2)dz = —/ F(z2)dz = / F(z)dz
o; [2j+10,2j0] —[z+10,250]

= / F(z)dz.
[zj0,2j+10]

Por lo tanto,

n n

L () = ; /J RIOTE > / Fs)ds

j=1 " [z0,Zj+10]

:/OF(z)dz.

Andlogamente se cumple que

A F(e)ds = / P2

De (1.3), se tiene que

ademds notemos que

F(z)dz
Pjg

contiene como sumando a la integral

/ F(z)dz = —/ F(z)dz,
[2j41,k>%5 41, k+1] [2541,k41,2j4+1,k)

que es parte de

/ F(z)dz.
Pji1k

J
También, zp; = F(O,%) = F(l,%) = 21k, asl [20k41, 20k =
—[21 %, 21,k+1]), teniendo esto en consideracién en (1.4), se tiene

que
0= / F(z)dz — / F(2)dz,
Qk Qr+1

10
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1.3. FORMULA INTEGRAL DE CAUCHY Y TEOREMA DE LIOUVILLE

entonces

/ P2)ds = /Q F(2)d>.
. - ]

Con el Teorema de Deformacion, el Teorema de Cauchy se
demuestra de forma sencilla.

Teorema 1.4 ([2]). [de Cauchy] Sea Q@ C C un dominio. Si Q es
simplemente conexo y F : Q — Y es analitica en (2, entonces

/F F(2)dz = 0,

para cada curva simple, cerrada y rectificable I' en Q.

Demostracion. Sea I una curva cerrada y rectificable en €, por
hipétesis se tiene que I' es homotdpica a una curva constante « en
), por el Teorema 1.3 se tiene que

AF@MzLF@M:Q

/F F2)dz = 0.

Por lo tanto,

O]

1.3. Formula integral de Cauchy y Teorema
de Liouville

La férmula integral de Cauchy y el Teorema de Liouville son
teoremas clasicos de la teoria de Variable Compleja. En este tra-
bajo se usaran para demostrar que cierto operador es la inversa
de Drazin de un operador dado.

Teorema 1.5 ([2]). [Formula integral de Cauchy] Sea F : Q) —
Y wuna funcion analitica en un dominio simplemente conexo 2 y I’
una curva cerrada, simple, rectificable y orientada positivamente
en Q. Entonces para cada zp € int(I') se tiene que

k! F(z)
k
F( )(Zo) = 27_‘_Z./F(ZZo)k+1d,2,“
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para cada k € NU {0}.

El Teorema de Liouville nos sera de utilidad en el capitulo 2,
cuando demostremos que el espectro de cualquier elemento en un
algebra normada es no vacio.

Teorema 1.6 ([2]). [de Liouville] Si F : C — Y es analitica y
acotada, entonces F' es constante.

Para mayor informacién acerca de los Teoremas 1.5 y 1.6 ver

2].

1.4. Espacio de operadores lineales acota-
dos definidos sobre un espacio de Ba-
nach

En general, es posible considerar el espacio de operadores linea-
les acotados definidos sobre un espacio normado X, para nuestros
propositos supondremos que X es un espacio de Banach sobre C.
Con B(X) denotamos el espacio de operadores lineales acotados
sobre X, con la norma usual dada por

Tl == sup [|T()]].
lz/|<1

Proposicién 1.2 ([2]). Sean T : [a,b] — C una curva rectificable
y F : I'([a,b]) — B(X) una funcion continua. Sea © € X vy
F, :T'([a,b]) — X definida como F,(z) = F(z)x. Entonces

1. F, es continua.
2. ([p F(2)dz) x = [ Fp(2)dz = [ F(2)adz.

Demostracion. 1. Si x = 0, entonces F,, = 0, asi F, es continua.
Ahora si z € X es tal que z # 0, como F es continua en zp, existe
6 > 0 tal que si

|z — 20| < 9, entonces ||F(z) — F(z0)|| < ﬁ
x
Si |z — 29| < 0, entonces

1F2(2) — Fx(20)|| = ||F(2)x — F(z0)2]|

12
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= |[(F(2) = F(zo0)z|| < |[F(2) = F(20)l| - [ ||| <.
Por lo tanto, F,, es una funcién continua.
2. Sea € > 0, existe 0; > 0 tal que si P = {a =tg,...,t, = b} €
P([a,b]) con ||P|| < 61 y w; € [ti—1,1;], entonces

T(t) — D(t; 1)) — /r F(2)dz

También, existe do > 0 tal que si P = {a = tg,...,t, = b} €
P([a,b]) con ||P|| < b2 y r; € [ti—1,1;], entonces
(k) ~T(tn) = [ o)z < 5.
es decir,
Zn:F(F(rl))(x)(F(tl) —T(ti—1)) — /FF(z):cdz < %
i=1

Sea § = min{51,52} >0, P={a=tgy,..t, = b} € P([a,b]) con
||P|| <0y w; € [ti—1,t;], entonces

H( ) x)_/FFx(Z)dZ
H < / F(z)dz) (2) gF(F(wi))(r(ti) T

+

< €.
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Fl siguiente teorema muestra como componer un operador li-
neal acotado con otro que se represente como una integral de con-
torno.

Teorema 1.7 ([2]). Sean I' : [a,b] — C wuna curva rectificable,
F :T(la,b]) — B(X) una funcion continua y T € B(X). Enton-
ces

7 /F F(2)dz) = /F T(F(2))dz.

Demostracion. Sea € > 0, y xg € X, existe §; > 0 tal que para
cada P € P([a, b))

si ||P|| < d1, entonces

n

S T(P(0(wi)) (D(t:) = T(t: 1)) — / T(F(2))

r

< €.

=1

También, existe d2 > 0 tal que para cada P € P([a, b]), si ||P|| < d2,
entonces

< €|]zol]-

> F(T(wi))(xo)(T(t:) = T(ti1)) — / F(z)wodz
i=1 r

Sea 6 = min{dy,d2} >0y P € P([a,b]) con ||P|| < J, entonces por
la linealidad y continuidad de 7', tenemos que

7 (Z PD (@) @) (T~ T(a)) — |

r

F(z):vodz> ‘ ' =

Z T(F (T (wi))) (o) (D (t:) — T(ti-1)) — T(/ F(2)(wo)dz)

< |T]- ZF(F(wi))(l"o)(F(ti)—T(tz‘—l))—/FF(Z)ondZ <|[T1[-||wolle.

Entonces

HT( [ Pz ~ ([ T w0)

E
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> T(F(T(w))) (o) (D(t:) = T(ti-1)) — (/ T(F(z))dz)(x0) |
i=1

r
+[|D 0 T(F@ () (o) (T(t:) = T(ti-1)) — T(/ F(z)xodz)
i=1 r
< (LHIT]] - [[wol[)e.
Con lo que queda demostrado el resultado. ]
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Capitulo 2

Algebras de Banach

2.1. Algebras de Banach

Las algebras son estructuras algebraicas muy importantes por
si mismas, en esta seccién mencionamos varios teoremas y concep-
tos relacionados con éstas.

Definicion 2.1. Un dlgebra es un espacio vectorial A sobre C, que
es también un anillo con respecto a una seqgunda operacion binaria
x: Ax A— A llamada producto, cuyo valor en el par ordenado
(z,y) denotado por xy es tal que:

a(zy) = (ax)y = x(ay) para cada x,y € X, € C.

Si existe 1 € A, 1 # 0, tal que x1 = 1oz = x para cada x € A,
decimos que A es un dlgebra con identidad y 1 se llama la identidad
de A.

Si la operacidn x es conmutativa, decimos que A es un dlgebra
conmutativa.

Un ejemplo de un algebra sobre C es el de operadores lineales
L(X), que van de un espacio lineal X sobre C en si mismo, donde
las operaciones de suma y multiplicacién por un escalar hacen
de L(X) un anillo, la operacién producto es la composicién de
funciones.

Dado que en un &lgebra se tiene una operacién de multiplicacién,
podemos pensar en inversos multiplicativos bajo esta operacién,
pero en tal caso debemos tener alguna elemento unitario.

17
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Definicion 2.2. Sea A un dlgebra con identidad 1.

» Un elemento © € A tiene inverso izquierdo si existe y € A
tal que yx = 1.

= Un elemento x € A tiene inverso derecho si existe y € A tal
que xy = 1.

= Un elemento x € A tiene inverso, si existe y € A llamado el
inverso de x tal que xy = yxr = 1, en este caso decimos que
x es invertible. El conjunto de elementos invertibles de A se
denota como InvA.

Si bien las algebras son importantes, no son suficientes para
los propésitos de este trabajo, en su lugar consideraremos algebras
normadas.

Definicién 2.3. Un espacio normado (A,||.||) sobre C se llama
algebra normada si:

= A es un dlgebra.
= [Jzyll < [l2ll[lyl| para cada z,y € A.

Como ejemplo de dlgebra normada tenemos a B(X) el espacio
de operadores lineales acotados, definidos en un espacio normado
X sobre C en si mismo, donde si T' € B(X),

|IT]| = sup [[T(z)]]. (2.1)
[l <1

Asi como se habla de espacios de Banach, también hablamos
de algebras de Banach.

Definicion 2.4. Un dlgebra normada A se llama dlgebra de Ba-
nach si el espacio normado (A, |].||) es un espacio de Banach.

Si X es un espacio de Banach, en este caso se tiene que B(X)
es un algebra de Banach con la norma (2.1).

Notemos que en este caso B(X) tiene el operador identidad,
que ademas actia como elemento unidad respecto a su operacion
producto, es decir, la composicion, las dlgebras con esta propiedad
reciben un nombre especial.

18
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Definicion 2.5. Un dlgebra de Banach A se llama unital si
» Fxiste 1 € A tal que x1 = 1z = x para cada x € A.
- [ =1

Si A no tiene una identidad multiplicativa, es posible encajarla
isométricamente en el algebra de Banach A x C mediante el iso-
morfismo isométrico f : A — A x C definido como f(x) = (z,0),
con las siguientes operaciones:

para cualesquiera (z, ), (y,8) € Ax Cy X € C,

(z,0) + (y,8) := (z +y,a + B),
Mz, ) == (A\z, Aa),
(z,0)(y, B) := (zy + Bz + ay, ap)
y consideramos la norma
(2, )] = [|z[] + |e].

En este caso la identidad en A x C es (z,a) = (0,1) y nos
referimos a A x C como el dlgebra obtenida de A por adjuncién
de una identidad.

Si ahora en lugar de tomar solo un espacio normado X sobre
C, consideramos que ademds X es de Banach, entonces B(X) serd
un espacio de Banach con la norma (2.1).

Con esta definicién podemos decir que, si X es un espacio de
Banach sobre C, entonces B(X) es un algebra de Banach.

2.2. Cuasi-regularidad

La llamada operacién bolita es una operacién muy ttil en el
estudio de anillos y algebras sin identidad, la operacién bolita

0:AxA—A
se define como

o(z,y) =zoy:=z+y—uzy.
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Con esta operacién asi definida se verifica que (A, o) es un monoi-
de, donde el neutro de la operacion es 0 € A.

Andlogamente a los inversos multiplicativos en un dlgebra de
Banach con identidad, se tiene la siguiente:

Definicion 2.6. Sea A un dlgebra. Decimos que x € A
= es cuasi-reqular derecho si existe y € A tal que x oy = 0.
= es cuasi-reqular izquierdo si existe y € A tal que yox = 0.
= es cuasi-reqular si existe y € A tal que toy =yox =0.
Proposiciéon 2.1. Sea A un dlgebra. Entonces

1. Un elemento © € A es cuasi-reqular si y solo si x es cuasi-
reqular derecho y cuasi-regular izquierdo.

2. Sixz € A es cuasi-reqular, entonces existe un unico y € A
tal que xoy =yox = 0.

Demostracion. 1. —] Si x es cuasi-regular, entonces existe y € A
tal que z oy = yox = 0, entonces = es cuasi-regular derecho y
cuasi-regular izquierdo.

<—] Si z es cuasi-regular derecho y cuasi-regular izquierdo,
exiten y1,y2 € A tales que

royr=0yyox =0,
veamos que Y1 = ya,
y1 =00y =(y20z)oy =y20(zoy1) =y200=1s.
Por lo tanto, x es cuasi-regular.

2. Si z € A es cuasi-regular, entonces existe y € A tal que
xoy = yox = 0, veamos la unicidad de este elemento. Supongamos
que existe w € A tal que z ow = w o x = 0, entonces

y=0o0y=(wox)oy=wo(roy)=wol=w,

asi y = w. Por lo tanto, el elemento es tnico. O
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Al elemento tnico tal que x oy = y oz = 0, lo vamos a deno-
tar como z’. Es facil ver que, si z es cuasi-regular, entonces z’ es
cuasi-regular y (2’)’ = z. También, denotaremos con @ al conjun-
to de elementos de A que son cuasi-regulares, @J; el conjunto de
elementos cuasi-regulares izquierdos y @), el conjunto de elementos
cuasi-regulares derechos.

Proposicién 2.2 ([4]). Sea A un dlgebra de Banach y x € A.
1. Si||z|| < 1, entonces x € Q.
2. Los conjuntos Q,Q; y Qr son conjuntos abiertos.

Demostracion. 1. Supongamos que ||z|| < 1, como para cada n €
N se tiene que ||z"|] < [|z||™ < 1, entonces Y 7, ||z||™ < co y asi

[o.¢]
g [|z"|] < oo.
n=1
Como A es un espacio de Banach se tiene que

o0
E " es convergente.

n=1
Asi, y:= —> 7, 2" esta bien definido y ademés se cumple que
o0 [e.e] o0 [e.e]
roy=x+y—xy = J:fo"fx(Zx") = J:fo"+x(Zx")
n=1 n=1 n=1 n=1

[e'S) [e'S) [e%S) [e%S)
::U—Zx"Jer"H:fox"wLZx"
n=1 n=1 n=1 n=2
00 00
::c—x—z:v”—i-Zx”:O
n=2 n=1

y también

oo o0 o0 oo
yor = y+r—yr = — Z x"x—(— Z ") = — Z $n+$+(z x")x
n=1 n=1 n=1

n=1

o0 (o] [o¢] o
:_Zx"+x+zx”+1 :—x—Za:”—i—a:—FZa:”:O.
n=1 n=1 n=2 n=2
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Asi,
zoy=yox=0.

Por lo tanto, x € Q.

2. Basta demostrar que ); y Q) son conjuntos abiertos en A,
yva que Q = Q, N Q;. Veamos que @, es abierto. Sea = € @Q,,
entonces existe y € A tal que z oy = 0, notemos que para cada
z € A se cumple que

zoy=(z—z+zx)oy=z—zx+x+y—(z—z+a)y
=(z—x)+r+y—(z—2)y—zy=(z—x)— (z—2)y+(r+y—zy)
=(z—2)—(z—x)ytzoy=z—2—(2—2)y.
De aqui que,
lzoyl| = |[z—z—(z—z)y[| < [lz—a[|+[|(z—2)yl| < ||z—z|[+][z—|][y]]
1

= llz = 2l[(A+[ly[l) < 1si [z —2f] < ==,
1+ lyl|

es decir, zoy € @ si ||z — z|| < m Asi,

zofyo(z0y)] = (z0y)0(z0y) =0

y asi z € Q, por lo que @), es abierto.
Veamos que @Q; es abierto.

Sea x € Q;, entonces existe y € A tal que y o x = 0, notemos
que para cada z € A se cumple que

yoz=yo(z—z+z)=y+z—cs+z—ylz—z+2x)
=(-v)tyt+r—yiz—z)—yr = (z—z)—y(z—2)+ (y+2—yz)
=(z—z)—ylz—z)+yor=z—x—y(z—2x).

Entonces
lyoz|| = llz—z—y(z—2)|| < |[z=2(|+[ly(z=2)|| < [[z—2||+[ly[|||z—=]|
= llz = =[|(L+lyl) <1si|lz -] < T
es decir, yoz € @ si ||z — z|| < m Asi,
[(yoz)oyloz=(yoz)o(yoz)=0,
por lo que z € @);. Por lo tanto, @J; es abierto. O

22



CAPITULO 2. ALGEBRAS DE BANACH
2.2. CUASI-REGULARIDAD

Teorema 2.1 ([4]). Sea A un dlgebra normada. La funcion ¢ :
Q — Q definida como ¢(x) = 2’ es un homeomorfismo.

Demostracion. Como para cada x € Q, ¢(p(x)) = ¢(2') = (2/) =
7, se tiene que @(¢(x)) =z, asi ¢ = ¢~ !, asi ¢ es biyectiva, por lo
que, es suficiente demostrar que ¢ es continua, es decir, hay que
ver que si a € @, entonces lim,_,, ¢(b) = ¢(a).

Notemos que

dla) —p(b)=d = =a" 00—00b =ao(bob')—(a' oa)ob
=(a'ob)od —(ad'0a)ob = (' +b—ad'b)ol —(a'+a—ada)ol/
=a +b—a'b+b —(a'+b—ad'b)b' —[(a' +a—d'a+b)—(a'+a—d a)V
=ad +b—d' b+ —ad't/ —bb' +ad'bb' —a' —a+d'a—b' +ad'V +ab’ —d'ab’
=((b—-a)—db—-a)—(b—a)) +d(b—a)b.

dla)—op(b)=(b—a)—d(b—a)—(b—a)) +d(b—a). (2.2)
De 2.2 se tiene que

ll¢(a) — ()] = [I(b — a) — a'(b—a) — (b—a)b + a'(b— a)b|| <

16— al| + ||a’(b — a)[| +[|(b — a)t|| +[|a’(b — a)V'|| <
16— al| + [|a'|[[[b = al| + [|b = al[||]| + [|a"[[||b — al[||b']| =
16— al[(1+ [[al| + [1b]] + lla"[][[6']])-
Asi,

ll¢(a) — s < |6 — al (1 +[la"[[ + [['|] + [la/|[[]'l])  (2.3)

Como |[t'[| — [|a/|| < [[¢(b) — é(a)|, entonces [[V'|| < [|a/|| +
l|o(b) — ¢(a)||, entonces de (2.3) se tiene que

16(6) = d(a)|| < [[b=al|(1+2]la'[|+]['~a'|| +la'||* + |a'|[[|b ~a[])

=116 = all((lla'[| + 1)* + [[" = @[l (1 + [la']]))
= [[b—all([la’ll + 1) + 116 = alll|]b" = al|(1 + [|a'[]),
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entonces
16" = a'l| = [[b—all[[t — a[|(1+ [la/]]) < [Ib—al|(1+[|d[)?,
de aqui que
16" = a'[[(1 = [|b—al|(1+ [la'|])) < |[b—al|(1+|d|])>.

Por lo tanto, si
1
hl| < ——,
entonces

16— all(X +[la’]])?)
—[lb—all(1+ [la’[])’

16(6) = ¢(a)ll < {
de aqui que si b — a, se tiene que ¢(b) — ¢(a). Por lo tanto, ¢
es un homeomorfismo. O

Andlogamente al Teorema 2.1, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 2.2 ([4]). Sea A un dlgebra de Banach con identidad 1.
La funcion ¢ : InvA — InvA definida como

~1
¢(z) ==
es un homeomorfismo.
Para una demostracion, ver [4].

Proposicion 2.3. Sea A un dlgebra con identidad 1 € A, x € A y
A € C\ {0}. Entonces A\l — z es invertible en A, si y sélo si \™lz
es cuast-regular.

Demostracion. —] Supongamos que Al — z es invertible en A,
definimos
w:=—z(\ —x)7t € A,

entonces se cumple que

AMzow=\tzo—z(A\—2)"1=0

wolloz=—az\l —z)toXlz=0.
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Por lo tanto, A~'z es cuasi-regular.
+—] Supongamos que A\~!z es cuasi-regular, entonces existe
y € A tal que
AMlzoy=yorlz=0.

Se tiene que,
1 1
(M= 2)5 (1= ) = M1 = A2 £ (1 - y)

—(1-Xx2)(1-y)=1-Atzoy=1

%(1 —y) (Al —z) = %(1 — A1 -2l

=1-y)(l-X1)=1-—yor 1z
Por lo tanto,

(AL —2)"' = 2(1—y).

Asf, (A1 — 2)~! existe en A.
O

2.3. El dual de un operador lineal acotado
en un espacio de Banach

Definicién 2.7. Definimos el adjunto de T € B[X,Y], como el
operador T* : Y* — X* definido como sigue, para cada y* € Y*
yx € X,

T (y")(x) = y"(T()).

Proposicién 2.4. Sean X, Y espacios de Banach y T € B[X,Y],
entonces

1. T* € LIY*, X7,
2. T* € B[Y*, X*],

3Tl = |-
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Demostracion. 1. Sean yi,y5 € Y* y a € C, entonces para cada
x € X se tiene que

T*(ayi +y3)(x) = (ayi +43)(T'(2)) = ayi (T'(z)) + y2(T(x))
= aT"(y7)(x) + T*(y3) ().
Por lo tanto,
T*(ayi +y3) = T (y7)(z) + T*(y3),

asi T* € L[Y, X].

2. [|T*(y")|| = supyjp)=1 [T (y")(@)| = supp)=1 [y"(T(z))] <
sup|(z(j=1 1Y [11T(@)]| = [ly*[| supyjp)=1 [|1T'(x)|| = [ly*|[||T']|]. Por lo
tanto, T* € B[Y™*, X*] y ||T*|| < ||T|.

3.
1Tl = sup [IT*(y")[| = sup ( sup [T (y")(x)])
lly*llI=1 lly*|I=1 [jz]l=1
= sup ( sup [y*(T(x))]) = sup ||T(z)[[ = |IT]]
llz[[=1 [ly*||I=1 |lz[|=1
Por lo tanto, ||T|| = ||T%|- O

Teorema 2.3 ([4]). Sean A un dlgebra normada y x € A, consi-
deremos
D(z) :={\ € C|\z es cuasi-regular }.

Entonces la funcion ¢ : int(D(x)) — A definida como p(\) =
(Azx)' es analitica.

Demostracion. Sea p € int(D(z)), entonces
P(N) — o) = ()" — (uz)’ =
(nx = Az) — (Az) (pz — Ax) — (px — M) (pz) + (Az) (pe — M) (pz)’
= (n=N(=z+ A2)z + z(pz) - () z(pz))

De aqui que,

A) —
W =—z+ (\2)'z + z(px) — (\x)'z(px)'.
Usando el Teorema 2.1, se tiene que ¢ es analitica. O
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Teorema 2.4 ([4]). Sean A un dlgebra normada y z* € A*, en-
tonces la funcion ¢(X) := z*(¢(N)) es analitica, donde ¢ es como
en el Teorema 2.5.

Demostracion. Es una consecuencia del Teorema 1.1. O

Definicion 2.8. Sea A un dlgebra con identidad 1 € A y x € A.
El conjunto resolvente de x es

p(z) ={A € C|]A\l —z € InvA}.
El espectro de x denotado por o(z) es C\ p(x).

Teorema 2.5 ([4]). Sea A un dlgebra normada con 1. Entonces
para cada x € A, o(z) # 0.

Demostracion. Seax € A,sio(x) =0, entonces A\1—z es invertible
para cada A € C, en particular si A = 0, se obtiene que z es
invertible, asi x # 0. Notemos que para cada A # 0, se tiene que

(1=Az)(1—(z))=1—(z)o(A\z) =1y (1 —(Az))(1 - Az)
=1-(\z) o(\z)=1.
De aqui que,
(1—xz)(1 — (Az)) = (1 — (\z))(1 — Az) = 1, para cada X # 0.
Asi,
MM —2) 1 - (02)) =1 -z A\ —z)=1.

Por lo que,
1— () =2t —z) b

Por el Teorema 2.2, se tiene que
AT -2 —0si A — oo,

es decir,
(\z) — 1 si A — 0.

De aqui que,

g =11(A2)'[] = llp(M)]] es acotada.
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Por otro lado, si * € A,* entonces sabemos que la funcién ¢(\) =
z*((Az)’) es una funcién entera, ademds ¢ es una funcién acotada,

ya que
6N = l2"((A2))] < [l [[I[(A=)']] = [l2"[[IlgMII. (24)

Por el Teorema 1.6 se tiene que la funcién ¢ es constante y de (2.4)
se tiene que ¢(0) = 0, entonces ¢(0) = z*(p(1)) = z*(2’) = 0, para
cada z* € A,* entonces 2’ = 0, por lo tanto, x = 0, lo cual es una
contradiccién, ya que x # 0. Por lo tanto, o(x) # 0. O

Teorema 2.6 ([4]). Si A es un dlgebra de Banach y x € A, en-
tonces o(x) C C es compacto.

Demostracion. Sea a € C tal que ||z|| < |a|, entonces ||a™1z|| < 1,
entonces por la Proposicién 2.6, se tiene que ™'z es cuasi-regular,
pero por la Proposicién 2.3 se tiene que a € R(x), por lo que
a ¢ o(x). Por lo tanto, {a € C|||z|| < |a]} € C\ o(x), es decir,
o(x) € {a € Clla] < ||z||}. Por lo tanto, o(x) es un conjunto
acotado. Veamos que o(z) es un conjunto cerrado, es decir, que
C\ o(z) es un conjunto abierto.

Sea y € C\ o(x), entonces y —z € Gy como G es abierto entonces
existe r > 0 tal que

B(y -, ’l“) C Ga

es decir,
si |z — (y —x)| <, entonces z € G. (2.5)

Veamos que, o(z) C C\ B(y,r).
Sea w € o(x), entonces w—x no es regular, es decir, w—x ¢ G,

entonces de (2.5) se tiene que r < |w —z — (y — 2)|| = |w — y|,
asi 7 < |w — y|. Por lo tanto, w € C\ B(y,r), es decir, o(x) C
C\ B(y,r).

Asi, C\ o(x) es un conjunto abierto, es decir, o(z) es un conjunto
cerrado. Por lo tanto, o(z) es un conjunto compacto. O

2.4. Conjuntos espectrales

En lo que sigue, suponemos que X es un espacio de Banach

sobre C.
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Definicién 2.9. Sea T' € B(X). Un conjunto A C o(T) se llama
un conjunto espectral para T si tanto A como o(T)\ A son cerrados
en C.

Proposicién 2.5 ([2]). Sea T € B(X). Entonces

1. A C o(T) es un conjunto espectral para T si y solo si A es
cerrado y abierto en la topologia relativa de o(T).

2. {\} C o(T) es un conjunto espectral para T si y solo si A es
un punto aislado de o(T).

Demostracion. 1. —] Como A C o(T'), entonces A =o(T)NAy
ya que A es cerrado se tiene que A es cerrado en o(7"). También,
o(T) \ A es cerrado, entonces C\ (¢(T") \ A) es abierto y

o(T)N[C\ (e(T)\ A)] = A,

se tiene que A es abierto en o (7).
<—] Si A es cerrado y abierto en o(7'), entonces existen U C C
abierto y V' C C cerrado tal que

A=o(T)NU (2.6)

A=o(T)NV (2.7)

De (2.7) se tiene que A es cerrado en C, ya que A es intersec-
cién de dos conjuntos cerrados, también o(7T) \ A es un conjunto
cerrado, ya que por (2.6) y C\ (6(T)\ A) = (C\ o(T)) UU, que
es abierto al ser unién de dos conjuntos abiertos, o(T) \ A es
cerrado, por lo tanto, A es un conjunto espectral para 7.

2. —] Si {A\} es un conjunto espectral para el operador T’
se tiene que {\} y o(T) \ {\} son conjuntos cerrados, entonces
C\ (a(T)\ {A}) es abiertoen Cy A € C\ (¢(T) \ {\}), entonces
existe € > 0 tal que B(\,e) C C\ (¢(7T) \ {\}) y ademas se tiene
que o(T) N B(A,e) = {\}, asi X\ es un punto aislado de (7).

+—] Como A es un punto aislado de o(T"), entonces existe € > 0
tal que B(\,e) No(T) = {A}, de aqui que {A} es un abierto en
o(T) y como cada singular es cerrado en o(7') se tiene que {A} es
un conjunto espectral para 7' O
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Ahora algunas definiciones que nos seran tutiles en el trata-
miento de integrales.

Definicién 2.10. s Un dominio elemental de Cauchy es un
conjunto A C C abierto, conexo y acotado tal que su frontera
es la union de un nimero finito de curvas de Jordan que no
se intersectan.

= Un dominio de Cauchy es una union finita de dominios ele-
mentales de Cauchy que tienen clausuras disjuntas.

Teorema 2.7 ([2]). Si E C Q C C, E un conjunto compacto y
Q abierto, entonces existe un dominio de Cauchy D tal que E C
D C Cl(D) C Q, donde Cl(D) es la clausura del conjunto D.

Demostracion. Sea § := dist(E,C\Q2), como E es compacto y

C\Q cerrado se tiene que § > 0, también para cada [,j € Z
definimos z; := W y consideremos By ; := B(zm,%‘g). Co-
mo C = U B, ; vy E es compacto, existen k = 1,...n tales que

l,jEZ

n
E C U By, i ¥ Bl j. N E # 0, para cada k = 1,...,n definimos
k=1
n
D := U By, j,., se tiene que E C D, veamos que Cl(D) C €. Sea
k=1
z € Cl(D), entonces existe w € D tal que |z—w| < %, comow € D,
existe k = 1,...,n tal que w € By, j,, es decir, |w — 2, j,| < %‘S,
entonces

|z — Zlk7jk| <lz—w|l+|w- Zlkvjk‘ <9,
asi z ¢ C\ Q, por lo que z € €. Por lo tanto, CI(D) C Q.
n

También se tiene que Fr(D) C U Fr(By,j,), ademés la fron-

k=1
tera de D dentro de cada cuadrado de la cuadricula definida por
los centros z;, j,, k =1,...,n se compone de un arco de circulo o

de dos arcos de circulos que tienen un punto final comin o un par
disjunto de estos dos arcos. Por lo tanto, cada componente conexa
de D es un dominio elemental de Cauchy, asi D es un dominio de
Cauchy. O
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En la Definiciéon 2.10, no se dice nada acerca de la orienta-
cién de las curvas de Jordan involucradas, si se consideran con
orientacién positiva, se tiene la siguiente terminologia.

Definicion 2.11. Sea D un dominio de Cauchy. Si cada curva de
Jordan involucrada en la frontera de D es orientada de tal forma
que los puntos de D se encuentren a la izquierda cuando se traza
la curva, entonces la frontera orientada C, se llama contorno de
Cauchy.

Definicion 2.12. s El interior de un contorno de Cauchy C
determinado por un dominio de Cauchy D se define como
int(C) = D.

» Fl exterior de un contorno de Cauchy C' determinado por un
dominio de Cauchy D se define como ext(C) := C\(DUC).

Definicion 2.13. Sea C' un contorno de Cauchy. Si E,E ccC
son_tales que E C int(C) y E C ext(C), decimos que C' separa E
de E.

Corolario 2.1. Sean E,E C C, E compacto y E cerrado. Si
ENE = (0, entonces existe un contorno de Cauchy C que separa
E de E. Mds ain, existe un contorno de Cauchy que separa EUC
de E y existe un contorno de Cauchy que separa E de EUC.

Demostracién. Como ENE = (), entonces E C (C\E, por el Teore-
ma (2.7) se tiene que existe un dominio de Cauchy D tal que E C
D C Cl(D) C C\E, de aqui que CI(D) N E = . Sea C := Fr(D)
orientada, entonces £ C int(C) y E C C\(D U C) = ext(C), asi
C es un contorno de Cauchy que separa E de E. Como E'UC es
compacto y (EUC)NE = (), reemplazando E por EU C en el
argumento : anterior, obtenemos un contorno de Cauchy que separa
EUC de E. También, como EUC es cerrado y EN (EU C) =10,
reemplazamos E por EU C, obtenemos un contorno de Cauchy
que separa F de E U C. O

Notemos que por el Corolario 2.1, para cada conjunto espectral
A, existe un contorno de Cauchy que separa A de o(T")\ A. Si A es
un conjunto espectral para 7T, el conjunto de todos los contornos
de Cauchy que separan A de o(T') \ A se denota como C(T, A).
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2.5. C(Calculo operacional

En lo que sigue, usaremos el calculo operacional para obtener
una representacion integral de las potencias de un operador lineal
acotado, esta representacion nos serd 1til cuando tratemos con la
inversa de Drazin.

Notemos que dado T' € B(X) se tiene que,

p(T)={2€C|(z—T) € InvB(X)},
asi es posible definir R : p(T)) — B(X) definida como
R(z):= (21 = T)"". (2.8)
La funcién (2.8) se llama funcién resolvente de 7.

Lema 2.1 ([14]). Sea T € B(X). Si|z| > h’msupHT”H%, entonces

o0

(Z _ T)—l _ Z z—nTn—l’

n=1
donde la convergencia es en la norma de B(X).

Demostracion. Existe 6 < 1 tal que
IT"||% < 62|, para cada n > .

Definimos B := 2T, entonces

c- = 2 &

n — —n mn . n
S =Yl =Y P <3 o <oo (29)
n=0 n=0 n=0 n=0

También se cumple que

n—1 n—1
I-B"=(I-B)Y B"=> B¥I-B) donde B"=1.
k=0 k=0

De 2.9 se tiene que

n—1
> BF—(1-B)",
k=0
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ya que
|B"| = [|(I = B™) = I|| — 0 sin — .

Como z — T = z(I — B), se tiene que

o0 o0
(z-T)'=z'I-B) "' =) MITh=> "zt

k=0 k=1
]

Teorema 2.8 ([14]). Sean T € B(X) y C cualquier circulo con
centro en el origen con radio mayor a ||T||. Entonces, para cada
n €N,

=

= "y —T) ' 2.10

donde la curva se traza orientada positivamente.

Demostracion. Por el lema 2.1 se tiene que

[e.e]
/ 2"z —T) tdz :/ Z"Zz_ka_ldz
¢ ¢ k=1
o
=> 7+ / 2" Fdz = 2miT™,
k=1 ¢

/z"_kdz— 0. n—k# -1
c 2t n—k=—1,

de aqui que

ya que

T = !

= "(z—T) d 2.11

O]

Se puede demostrar la independencia de la trayectoria siempre
y cuando los integrandos sean analiticos, de la misma forma que
en variable compleja. Como la funcién resolvente R(z) = (2 —T)1
es analitica en p(T), se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.9 ([14]). Sea C' cualquier curva cerrada que contenga
a o(T) en su interior, entonces se cumple la igualdad (2.10).
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Definicién 2.14. Dado T € B(X), se define el radio espectral de
T como .
ro(T) := inf ||T"||n.
neN
El radio espectral de un operador lineal acotado es de utilidad

en muchos resultados, antes necesitamos el siguiente:

Lema 2.2 ([14]). Si A € o(T'), entonces para cada n € N se tiene
que A" € o(T™).

Demostracion. Si existe n € N tal que A" € r(T"), definimos
B:=T" Y4 AT 24 4\
se tiene que
A=T)B\"—=T") ' =B\"—=T"H\-T) =1,

donde I es el operador identidad, asi A € p(T), lo cudl es una
contradiccién, ya que X € o(T). Por lo tanto, para cada n € N se
tiene que A" € o(T™). O

Observaciones:
1. Del Teorema 2.6, si |A| > ||T'||, entonces X € p(T).

2. Del Lema 2.2, si A € o(T), entonces para cada n € N, A" €
a(T™), de aqui que

A" < ||T™||, para cada n € N, (2.12)

ya que si existiera n € N tal que |[A"| > ||T™||, entonces del
Lema 2.2 se tiene que A" € p(T™), lo cual no es posible. De
aqui que (3.2) se sostiene para cada n € N, asi,

AL IT"([7, A € o(T),n € N,
Se tiene que,

IA\| < 7,(T) para cada A € o(T).

Por lo tanto,

X A < 7o (T). 2.13
i [\ < 7o(T) (213)
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Fl siguiente teorema nos da formas equivalentes de escribir el
radio espectral de un operador, algunos conocen a este teorema
como férmula del radio espectral.

Teorema 2.10 ([14]). Dado T € B(X), se tiene que
1. 75(T) = maxycqo(7) |A|-
. 1
2. im0 [|T"]|7 = ro(T).

Demostracion. Sea m = maxc, (1) |A| y € > 0, sea C' un circulo
con centro en el origen de radio a = m + €, entonces de (2.10)
podemos escribir

1

"= — [ 2"(z—T) ldz.
omi oo (z—T)"dz
Notemos que,
177 = 5 sup || [ 2= 1) @)z
2mijjg)<1llJe

como
12" (z = T) @)l < [2°] - [[(z = T)7H| - ]| < [o"M < 0" M,

donde ||z|| <1y M = méax.cc||(z — T)7!||, el cual existe ya que
(z —T)~! es continua en C.
De aqui que,

"M
a4 o2a = a1 M.

T <
m

Por lo tanto,
1 1 1
T[] < aan M,
asi ) )
ro(T) = inf ||T"||» < lUminf ||T"||»
neN
< lim sup HT”H% <m < r.(T),

donde la dltima desigualdad ya se vio en 2.13.

35



CAPITULO 2. ALGEBRAS DE BANACH
2.5. CALCULO OPERACIONAL

Teorema 2.11 ([14]). Si |z| > r(T), entonces

o0

(Z - T)fl — Z anTnfl7

n=1
donde la convergencia es en la norma de B(X).
Demostracion. Se sigue del Teorema 2.10 y el Lema 2.1. O
o0

Lema 2.3 (Lema de convergencia). Sea ),
potencias con radio de convergencia R. Entonces

cn 2" una serie de

1. 50 2™ converge absolutamente para todo z con |z| < R.
2. 30 en2" diverge para cada z con |z| > R.

Sea b > r,(T) y f(2) una funcién con valores en C, analitica
en |z| < b. Expresemos

f(z) = Zakzk, |z| < b.
k=0

Definimos ~
F(T) =" aT". (2.14)
k=0
f(T) esta bien definido, ya que
S Jaxl - |ITH) < oo, (2.15)
k=0

Se cumple (2.15), ya que si ¢ € R es cualquiera tal que 7, (T <
¢ < b, entonces para € = ¢ — r,(T") > 0, existe N € N tal que

sin > N, entonces ‘HT”H% —re(T)| < e
De aqui que,
sin > N, entonces HT”H% <ec.

Y por el Lema de convergencia se tiene que

(e 9]

Z lag|c® < oo

k=0

36



CAPITULO 2. ALGEBRAS DE BANACH
2.5. CALCULO OPERACIONAL

Entonces por el Teorema (2.9) se tiene que

-1 —1
ut 2m / dz= 27 Zak/ dz

[e.o]

Zakzk(z— T) Ydz = ;m/cf(z)(z—T)_ldz, (2.16)

donde C' es cualquier circulo con centro en el origen de radio r,
donde ro(T) < r < b.

Teorema 2.12 ([14]). Si f(z) es analitica en una vecindad de
o(T), entonces

Demostracion. Lo que hay que demostrar es que,
weo(f(T)) < n= f(A), para algin A € o(T).

—] Por contrarreciproca.
Si f(A\) # u para cada A € o(T'), entonces la funcién f(z) — u es
analitica en una vecindad de o(T) y f(z) —p # 0 en esa vecindad.
Por lo tanto, f(T') — 4 tiene una inversa en B(X).

+—] Si p= f(\) para algiin A € o(T'), entonces la funcién

9(z) = { %E; zii
es analitica en una vecindad de o(T) y g(2)(z — A) = f(2) — p, asi
g(THT = A) = (T = Ng(T) = /(T) — p.

Si u € p(f(T)), entonces
W(T)(T = ) = (T = Mh(T) =1,

donde h(T) = g(T)(f(T) — )~ . De aqui que A € o(T), lo cual es
una contradiccién. Por lo tanto, u € o(f(T)). O

El siguiente Teorema implica que la funcién resolvente es
analitica.
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Teorema 2.13 ([14]). Si A\, u € p(T), entonces

A=D) = (-1 =@-NA-T)" (p-T)"" (2.17)

Mas avin, si |A — p|-||(n —T)7Y| < 1, entonces

A=T)' = (=N p-17)" (2.18)
n=1

y la serie converge en B(X).

Demostracion. Sea x € X, definimos u = (A — T)~*(z), de aqui
que A\=TYu==zy

(p—T)u=2x~+ (p— Nu. (2.19)
Aplicando ( — T)~! a (2.19), se tiene que
w=(u—T) " (@) + (= N — )~
Sustituyendo por u y notando que
A=T) u=T) = (g —T) (A= T)!

obtenemos (2.17).
De (2.17) se tiene que

A=) =@-T)"+p-NA-T7)"(p-1)"

= (u=T) "+ (=N [(=T) " (=N A=T) " (=) (u=T) "
=p=-T)"+E-Np-T)+@Ep-2*A=-T)" (u-T)"
Continuando de esta forma se tiene que
k
= S (=N (=T (= A A= T) " (=T
n=1

Como

(=2 A=T) " (=) 7" < A=p™ | A=) || (u=T)HI",
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el lado derecho de esta desigualdad tiende a 0 si n tiende a oo.
Entonces se obtiene que

[e.9]

A=) = (u=N""p-1)"

n=1

Notemos que la serie (2.18), converge en B(X), ya que

Dol = AP = T) " < o0

n=1

y

o 1 (o] B "
D (=N p-1)" = _/\|Z\M—)\’nH(M—T) ™ < oo
n=1 n=1

O
La igualdad (2.17) se conoce como Identidad del Resolvente.

Proposicién 2.6 ([2]). Sea T € B(X). La funcion resolvente
R : p(T) — B(X), definida como R(z) = (z —T)~! es analitica
en p(T'), para cada zo € p(T), se tiene que

R'(z0) = —R(20)*.

Demostracion. Sea zy € p(T), del Teorema 2.13 de la ecuacién
(2.18) se tiene que si

o0

|z — 20| - ||R(20)]| < 1, entonces R(z) = Z(zo —2)" I R(20)",
n=1
de aqui que
R(z) = R(z0) = Y (20 — 2)"R(20)"- (2.20)
n=2

Por lo que, si |z — zg| - [|R(20)|| < 1, entonces por la Identidad
del Resolvente y la igualdad (2.20),

HR(Z) — R(x0)
2 — 2

+R(z0)*|| = || = R(2)R(20) + R(20)*]
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= || = R(20)R(2) + R(20)?|| = || = R(20)(R(2) — R(20))|l
= ||R(20)(R(2) — R(z0))l| = ||R(20) > (20 — 2)" " R(z0)"|| =
n=2
R(zp) ZZ()—ZnR(Zo) < ||R(20) ||2 ZZO—Z”R 20)"|| <

o0 o0
[1R(z0)I*-)_ lz=20/"[|R(20)"]| < [|R(20)II* Y _(Iz=20]|| R(z0)[)"
n=1 n=1
_IRGz0)[1? - |2 — =
1=z = zo| - || R(20)l
la ultima igualdad ocurre por la serie geométrica.
De aqui se tiene que R es analitica en zp. O

En lo que sigue, definiremos un tipo especial de transformacién.

Definicion 2.15. Sean X un espacio lineal y P : X — X una
transformacion lineal. Decimos que P es una proyeccion si

P2=rp

Por la Proposicién 2.6 se tiene que la funcién resolvente R(z)
es analitica en p(T'), entonces por la Proposicién 1.1 se tiene que
R(z) es continua en p(T'), asi para cada C € C(T,A) se tiene que

/CR(z)dz

Definicién 2.16. Para un conjunto espectral A, T € B(X) y
C e C(T,N), definimos

tiene sentido.

1
P(T,A) := ~5 CR(z)dz,

P(T,A) se llama proyeccion espectral asociada con T y A. Tam-
bién, R(P(T,A)) se llama subespacio espectral asociado con T y

A.
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Como cualquier C' € C(T,A) es homotépico a C en p(T), el
operador lineal acotado P(T, A) no depende de la eleccién de C' €
C(T,N).

En la Definicién 2.16 hemos usado la palabra proyeccién, esto
es asi de acuerdo con la Definicién 2.15.

Proposicién 2.7. Para un conjunto espectral A para T € B(X)
y C e C(T,N), se tiene que

1
P(T,A) = 5 CR(z)dz,

es una proyeccion.

Para una demostracién de este hecho, ver [2].
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Capitulo 3

La inversa Drazin

3.1. Inversas generalizadas

El concepto de inversa generalizada se ha estudiado en estruc-
turas algebraicas como anillos y dlgebras, asi como a casos mas
particulares de estos, como lo son las matrices sobre algiin campo
y el espacio de operadores lineales acotados, nosotros estaremos
enfocados en los operadores lineales acotados.

Definicion 3.1. = Sean X, Y espacios de Banach y A €
B[X,Y], si existe B € B[Y, X] tal que ABA = A, decimos
que B es una inversa generalizada interna de A, el operador
A es regular interno.

Si A # 0, decimos que A es una inversa generalizada externa
de B, en este caso B es reqular externa.

» Un operador D € B[Y, X] es una inversa generalizada refle-
ziva de A si D es una inversa generalizada interna y externa

de A.
3.2. Inversa de Drazin

Estamos interesados en una inversa generalizada externa lla-
mada inversa de Drazin, la cudl definimos a continuacion.

Definicién 3.2. Sean X un espacio de Banach y T € B(X),
decimos que un operador U € B(X) es la inversa de Drazin de T
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St
UTU =U,UT =TU y T""'U = T™, para algin n € NU{0}.

Al minimo de tales n € N, se le llama el indice de Drazin de T, se
denota como indp(T).

3.3. Algunas propiedades de la inversa de
Drazin

Ahora veremos algunas propiedades de las inversas generaliza-

das, no demostraremos todas las propiedades mencionadas, ya que

no es el objetivo principal de esta tesis, pero las mencionamos para

resaltar la importancia del concepto, pondremos especial atencién
a la inversa de Drazin.

Teorema 3.1. Sea T € B(X). Si T tiene inversa de Drazin, ésta
es unica.

Para una demostracién de este hecho ver [5]. Si la inversa de
Drazin de T existe, ésta se denota por TP y T se dice Drazin
invertible.

En general la inversa de Drazin no es reflexiva, pero se tiene
la siguiente:

Proposicién 3.1. Sea T € B(X). Si indp(T) = 1, entonces TP
es reflexiva.

Demostracion. Por hipétesis,
1°17P =T y TPT = TTP. (3.1)
Usando (3.1), se tiene que
TT°PT =17°TP =T,

por lo que,
TTPT =T.

Por lo tanto, TP es reflexiva. O

Necesitamos la siguiente definicién para el siguiente resultado.
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Definicion 3.3. Sean Y, Z subespacios cerrados de X. Decimos
que el par (Y, Z) es una descomposicion de X si

X=YoZ

Cuando X =Y & Z, para cada x € X, existen tnicos x1 € Y,
To € Z tales que x = x1 + 2.

Con esto en mente, no es dificil demostrar la siguiente propo-
sicion.
Proposicién 3.2. La funcion P : X — X definida como P(z) =
X1 €$ una proyeccion.

Como R(P) =Y y N(P) = Z, decimos que P se proyecta
sobre Y a lo largo de Z.
Lema 3.1. Sea T' € B(X). Un operador U € B(X) es inversa
generalizada reflexiva de T, siy sélo si X = R(T) & N(T).
Demostracion. [«— Supongamos que, X = R(T) & N(T'), consi-
deremos la proyeccién P, que se proyecta sobre R(T') a lo largo de
N(T). Definimos @ := T|g(r), como N(Q) = {0}, R(Q) = R(T),
se tiene que @ es biyectiva, ademds @ € B(X), por el Teorema

del mapeo inverso, se tiene que existe Q! € B(R(T)). Definimos
S := Q P, se tiene que

TST =T ySTS =5,
con
ST =TS.
—] Supongamos que,
TST =T,STS=SyTS=ST.
Notemos que, T'S es una proyeccién, ya que
(TS)?> =TSTS =TS,
de aqui que
X =R(TS)® N(TS),

ademds se puede ver que R(TS) = R(T) y N(T'S) = N(T). Por
lo tanto,
X = R(T) & N(T).
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Teorema 3.2. Sea T € B(X) con inversa generalizada reflexiva
S € B(X) tal que TS = ST. Entonces p(T) \ {0} = {5\ €
p(S) \{0}}.

Demostracion. Sea X € p(T)\ {0}, por el Teorema 3.1 se tiene que
X = R(T) ® N(T),
también
M -T)"Y\-T) =1,
donde I : X — X es el operador identidad, de aqui que

1
TS =T\ —T) YA =T)S = AT (M — T)_I(XTS -9) (3.2)
Como para cada x € R(T), T'S(x) = x se tiene de (3.2) que,

~(M - T)‘1(§I _S)(z) == (3.3)

También, para cada x € N(T') = N(S5), de (3.2) se tiene que,

(1-9)@) = 52,

es decir,

A(%I _S)@) == (3.4)

Notemos que, como ST = TS s tiene que R(S) = R(T) y
N(S) = N(T), ademés

(1~ S)R(T) € R(S) = R(T)

(11~ SN(T) € N($) = N(T).

Del Teorema del mapeo inverso, (3.3) y (3.4), se tiene que,
existen ($1—S)~' € B(R(T)) y (I —5S)~! € B(N(T)) para cada
A€ p(T) \{0}.

De aqui que, 3 € p(S) \ {0}.

Para la otra contencién se reemplaza S por T'y T por S. [
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Lema 3.2. Sea T € B(X) con inversa de Drazin TP . Entonces
para cada k € N,

1. T(TP)k = (TP)kT
2. TKTP = 17PT*

Demostracion. Usando un argumento de inducciéon matematica se
obtiene el resultado. O

Con el Teorema 3.2 se establece el siguiente:

Teorema 3.3. Sea T € B(X) con inversa de Drazin TP tal que
indp(T) = k. Entonces (TP)* es una inversa generalizada refle-
ziva de TF y TH(TP)F = (TP)kT*.

Demostracion. Con el Lema 3.2 y un argumento de induccién se
verifica que TH(TP)k = (TP)ET*, también como indp(T) = k, se
tiene que

(TD)ka(TD)k — (TD)2ka — [(TD)QT]k — (TDTTD)k — (TD)k

Para ver que,
Tk(TD)ka — Tk,

podemos dar un argumento de induccién sobre el indp (7). O

Por dltimo enunciamos el siguiente Teorema sin demostracion,
pero con propiedades importantes.

Teorema 3.4. Sea T' € B(X) Drazin invertible con indp(T) =
d > 1, entonces

1. P(T,{0}) =1-TT"
2. N(T%) = N(TP) = R(P(T, {0})
3. R(TP) = N(P(T,{0}) = R(T?)

4. TP es Drazin invertible, indp(T?) = 1, de hecho (TP)P =
TTPT.
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3.4. Ejemplo de un operador lineal acotado
con inversa Drazin

Ahora veremos unos ejemplos de la inversa de Drazin para
operadores lineales acotados.
Recordemos que (I1,]].||) es un espacio de Banach, donde

1" = {{zxbren € 1 |og| < o0}
k=1

o0
[{zxtrenl| = D lawl-
k=1

Ejemplo: Sea a = {{yptken CCconz1 =0y 0 < e < |ay| <
M para algunos ¢, M > 0. Para * = {{z3}ren € ! definimos
D, : 1! — I' como
Da(z) := {ypwr}ren-

Consideremos b = {fj }ren, donde S, =0sik =1y S = yk_1
si k > 2. Veamos que, (D,)P = D,

= Se cumple que DDy = DyD,, ya que ab = ba.
= DyDyDy = D2 = Dy, por lo tanto,

Dyd,Dy = Dy,
» DD, = Di.
Por lo tanto,
(Dy)P = Dy,
3.5. Ascenso y descenso

Sea X un espacio lineal y T : X — X un operador lineal,
definimos

T =I1,T'=T yT"=T"1o0T,n>2,
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donde I : X — X es el operador identidad.
Se define el nicleo de T' como N(T) = {z € X|T(x) = 0} y el
rango de 7' como R(T') = {T'(z)|z € X}.

Para cada n € N, se cumple que

R(T™) C R(T™) y N(T™) € N(T™).
Si existe n € N tal que R(T") = R(T™"!), decimos que T tiene
descenso finito, en este caso

d(T) = min{n € N|R(T™) = R(T"™)}.

Si no existe tal n € N se escribe d(T') = co. Si existe n € N tal que
N(T") = N(T™'), decimos que T tiene ascenso finito, en este

a(T) = min{n € N|N(T™) = N(T"1)}.

Si no existe tal n € N se escribe a(T") = oo.

Proposicién 3.3 ([4]). Sea T : X — X un operador lineal defi-
nido sobre un espacio lineal X.

» Si d(T) = n < oo, entonces R(T™) = R(T"**) para cada
k € N.

» Sia(T) = n < oo, entonces N(T™) = N(T"**) para cada
k € N.

Demostracion. Hagamos la demostracién por induccién.
Si k = 1, por definicién de d(V) se tiene que R(T™) = R(T™1).
Supongamos que,
si d(T) =n < oo, entonces R(T") = R(T™") (H.L).
R(T"+Y) = V(R(T"F)) = V(R(T™)) = R(T"*!) = R(T™), por
(HI)y yaqued(T)=n < oco.
Si k = 1, por definicién de a(T) se tiene que N(1I") =
N(T™1). Supongamos que
si a(T) = n < oo, entonces N(T™) = N(T™"*) (H.L).
NI = {2 € X|T(z) € N(T"F)} =
{2 € X|T(z) € N(T™)} = N(T"*) = N(T"),

por (H.I.) y porque a(T') = n < oo. Por lo tanto, se tiene el
resultado. O
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Lema 3.3 ([4]). Sid(T) =0 y a(T) < o0, entonces a(T) = 0.

Demostracion. Supongamos que a(7T) > 0, entonces existe z1 €
X \ {0}, tal que z1 € N(T'). Como d(T') = 0, entonces

X = R(T°) = R(T™) para cada n € N,

asi para cada n € N se tiene que T™ es sobreyectiva, como X =
R(T), existe x9 € X tal que T'(z2) = x1, también existe x3 € X tal
que T'(x3) = 0, de aqui que T3(x3) = 0y T?(x3) = 21, continuando
de esta forma, construimos una sucesién {x, },eny C X tal que

T(zp+1) = xp,n > 1, T (xpy1) =21y Tn+1($n+1) =0,

entonces x,11 € N(T"1)\ N(T™) para cada n € N, lo cual es una
contradiccién, ya que a(T") < oco. Por lo tanto, a(T") = 0. O

Lema 3.4 ([4]). Sia(T) < co yd(T') < oo, entonces a(T) = d(T).

Demostracion. Sid(T) < oo, podemos considerar el espacio lineal
Z = R(T7), para cada j > d(T). Consideremos T|z : Z — Z, ya
que (T|7)(Z) = T(R(T9)) = R(TI*') = R(T9) = 7, asi d(T|7) =
0, y también a(T'|z) < oo, entonces por el Lema 3.1 se tiene que
a(T|z) = 0, entonces T'|z es un isomorfismo lineal. Sea d = d(T),
siempre se cumple que N (T¢) C N(T9), veamos que N (T9*!) C
N(T%). Sea x € N(T%!') y consideremos y = T%(z), entonces
T(y) = T4 (x) = 0, como y € Z, entonces y = 0, entonces 0 =
T9(x), entonces z € N(T%). Por lo tanto, N(T%1) C N(T?), por
lo tanto, N(T9+1) = N(T?). Por lo tanto, a(T") < d(T). Veamos
que d(T) < a(T).

Podemos suponer que 1 < d(T'), ya que si d(T) = 0, entonces
por el Lema 3.1, ya se tendria la igualdad. Por lo tanto, existe
y € R(T 1Y\ R(T?), entonces y = T9"!(z) para algtin z € X.
Sea z = T(y) = T%(), sabemos que para cada n € N U {0},
(T|z)™ : Z — Z son isomorfismos lineales, asi existe w € Z
tal que T%(w) = z, consideremos u = x — w, entonces T%(u) =
Tz —w) = THx) — THw) = 2 — 2 = 0. Ademés T 1 (u) =
T Y r—w) = T4 (z) - T (w) = y— T4 (w), pero T4 1 (w) €
T R(T%)) = R(T?~1) C R(T?), entonces T9 1 (u) # 0, ya que
si 7971 = 0, entonces y = T Y (w) € R(T?), pero y ¢ R(T?),
entonces u € N(T%) \ N(T91). Por lo tanto, d(T) < a(T). Por lo
tanto, a(T") = d(T). O
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Lema 3.5 ([4]). Sean X,Y espacios de Banach yT € B(X,Y).
Supongamos que N es una variedad lineal cerrada de Y tal que
R(T) @ N es cerrado, entonces R(T) es cerrado.

Demostracion. Definimos el operador Ty : % X N — Y como
To(x + N(T),n) :==T(z) +n.

Se tiene que Ty esta bien definida, ya que x+N(T') = y+N(T)
r—y € NT) <= Tx—-y) =0« T(x)—T(y) =0
Tx)=Ty) < T(x)+n=T(y) + n < To(x + N(T),n)
To(y + N(T),n). Veamos que Ty es una funcién continua.

1

1 To(z + N(T), n)lly = [T(X) +nlly < [|T@)lly + |In/ly

= [l + N(T),n)],

asi Tp es una funcién continua. También se tiene que R(Tp) =
R(T) ® N y ademds como N(Tp) = {(N(T'),0)}, se tiene que Tp
es inyectiva. Por lo que, Ty € B(% x N,R(T) ® N) y como
R(T) ® N es cerrado, entonces R(T') @ N es de Banach y por el
Teorema del mapeo inverso, existe T, ' € B(R(T)® N, % x N).
De aqui que, Ty es acotada por abajo, entonces existe K > 0
tal que ||To(z + N(T'),n)|| > K||(z + N(T'),n)||, para cada (z +

N(T),n) € % x N, es decir, ||T(x)+n|| > K||xz + N(T)||, para

cada (z + N(T),n) € % x N, en particular, si n = 0, se tiene
que
T ()| = K|z + N(T)]],

es decir, la funcién Tp : % x {0} — Y definida como Tp(z +

N(T),0) := T(z) es acotada por abajo, como R(Tp) = R(T) y
como % x {0} es de Banach se tiene que existe

7' € B(R(T), N)((T) X {0}).

Por lo tanto, R(T') es cerrado. O

Teorema 3.5 ([4]). Sea T € B(X). Sid = a(T) = d(T) < oo,

entonces

1. X = R(TY) @ N(T?).
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2. Los subespacios R(T?) y N(T?) son cerrados y T-
tmoariantes.

T'|p(ray es invertible y T|yray es nilpotente.
A =0 es un punto aislado de o(T).
A =0 es un polo de R(z) de orden d.

S

R(P(T,{0})) = N(T) y N(P(T,{0})) = R(T").

Reciprocamente, si A =0 es un polo de R(z) de orden d, entonces
a(T)=d(T) =d.

Demostracion. 1. Veamos que R(T?) N N(T?) = {0}.

Sea x € R(T%) N N(T?), entonces x = T%(y) para algin y € X
y T4x) = 0, asi T?(y) = THT%x)) = T40) = 0, por lo que
y € N(T??) = N(T?), entonces T%(y) = 0, asi z = 0. Por lo tanto,
R(TY N N(T?) = {0}.

Ahora veamos que, T(R(T?) C R(T?) y T(N(T%)) C N(T9). Sea
x € T(R(T?)), entonces existe y € R(T?) tal que

z=T(y) =T(T2)) = T (2),

para algin z € X tal que T%(z) = y. Por lo tanto, z € R(T9!) =
R(TY).

Sea x € T(N(T?)), entonces existe y € N(T?) tal que = = T(y),
como y € N(T?) se tiene que T%(y) = 0, asi

() = T(T(y)) = T(T"(y)) = T(0) = 0.

Por lo tanto, z € N(T%).
Sea W = T'| g4y, por lo anterior tenemos que R(W) = R(T?),
asi podemos considerar

W : R(T%) — R(T?).

Por lo tanto, dado = € X, existe x; € R(T?) tal que T%(z) =

W (1), es decir, T%(x) = T%(x1), si definimos x3 = = — x1 se tiene

que 2o € N(T?), ya que T%(z2) = 0, ademds = = x1 + 2, donde
r1 € R(T?) y 29 € N(T?). Por lo tanto, X = R(T%) @ N(T9).

O
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Teorema 3.6. Sea T' € B(X). T es invertible Drazin si y solo
si a(T) y d(T) son finitos. Mds aun, si indp(T) = n, entonces
a(T) =d(T) = n.

Demostracion. —»] Supongamos que T es invertible Drazin,
entonces T = T"FTP entonces R(T") = R(T"HTP) C
R(T™1) C R(T™). Por lo tanto, R(T™) = R(T™*!).

También se tiene que, N(T") C N(T"*') C N(T") =
N(THTPY = N(TPT™*1). Por lo tanto, N(T") = N(T™*1).

«—] Sia(T),d(T) < oo, entonces por el Teorema 3.1 se tiene
que

X =R(T?)® N(T?),

donde p = a(T) = d(T). En general, el operador T tiene la si-
guiente descomposicién, donde A; es invertible y As es nilpotente,

_ (A1 As\ | (R(T7) R(TP)
= (A4 A2> | <N(Tp) )
notemos que Az = 0, ya que si x € N(TP?),TP(x) = 0, entonces
A3(TP(x)) = 0. También Ay = 0, ya que si y € R(TP), enton-
ces y = TP(x) para algiin x € X, entonces Ay(y) = TP (z) €
R(TP*Y) = R(TP) N N(TP?) = {0}. Asf,

-3 2)-CR)~ ()
Veamos que,

o (5 0)- (48— (369)
En efecto,

= () (8 8- 60)

rr (5 (-4

Por lo tanto,
TP = TPT.
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ATY 0\ (AL 0\ /AT 0
D D __ 1 1 1
o= (0 0 (5 n) (o)

(T o A;lo_A;lo_TD
“\oo/\o o) o o

Por lo tanto,

TPTTP = TP,

1 — —
goiipn _ (A 0N (AT 0 AT 0 4t o
0 A 0 0 o A\ o0 o0

(AT 0N _ (A 0\ _ o,
0 Ab 0 0 ‘

Por lo tanto, T' es Drazin invertible y

(49 ()~ GR)
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Capitulo 4

Una representacion
integral

En la literatura existen representaciones integrales de inver-
sas generalizadas como la inversa de Moore-Penrose. Por ejemplo,
Groetsch dio la siguiente representacién integral de la inversa de
Moore-Penrose de un operador lineal acotado T : H; — Hs con
rango cerrado, definido sobre espacios de Hilbert:

o0 *
T" = / e T at.
0

También Koliha y Wei dan la siguiente representacién en alge-
bras de Banach para la inversa de Drazin, sea A un algebra de
Banach, a € A un elemento Drazin invertible con indp(a) = k >
1,k < oo, tal que {0} # o(a™!) C {z € C|Re(z) > 0}, para
algin m > k, donde Re(z) es la parte real de z € C, entonces

oo
aD:/ exp(—a™ t)a™dt.
0

Ahora daremos una representacién integral de la inversa de
Drazin de un operador T' € B(X), donde X es un espacio de
Banach. Esta representacion no serd como las integrales impropias
mostradas anteriormente, en su lugar serd una integral de contorno
en el sentido que hemos definido en los capitulos anteriores.
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4.1. Inversa de Drazin

En la Definicién 1.6, hemos definido el significado de
/F(z)dz, (4.1)
.

donde v es una curva rectificable en C y F' es una funcién continua
con valores en un espacio de Banach. También es posible darle un
significado a (4.1) cuando y es un contorno de Cauchy, en este caso
tenemos varias curvas involucradas en el contorno considerado,
usando ideas andlogas al caso de la Variable Compleja, unimos
estas curvas por rectas, esto nos da una nueva curva, al usar las
propiedades de la integral, las integrales que consideran las rectas
se anulan y asi solo integramos sobre nuestro contorno original, asi
nuestra integral se resume a considerar integrales sobre cada una
de las curvas involucradas, esto se considera asi en el resultado
principal de esta tesis.

Teorema 4.1. Sean X un espacio de Banach, T € B(X), 0 un
polo de R(\) = (A —T)~! de orden p, entonces

1
D __
TV = Fd()\)R()\)dA,

donde d(\) = A= y T es un contorno de Cauchy que separa a 0

de o(T) \ {0}.

Demostracién. Como 0 es un polo de orden p de la funcién R(\),
por el Teorema 3.5 tenemos que a(7") = d(T) = p < oco. Enton-
ces, por el Teorema 3.6 tenemos que T es Drazin invertible con
indp(T) = p.

Sabemos del céalculo funcional que podemos representar a T'

€omo
1

T=— | wR(w)dw,
omi [, WE(w)dw
donde C es una curva tal que o(T") C int(C). Usaremos la Propo-
sicion 1.2 y el Teorema 1.7. Primero notemos que
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T\ -T) = (X —-T)T,
T=(\—-T)T(\ -T)7,
M -T)'T =T\ -T)"1,

por lo tanto
TR(\) = R(MN)T.

i) Veamos que TTP = TPT.

P = Lo < /F d()\)R()\)d)\) _ ! /F T(ARO))dA.

T 2mi 2mi

Como T(d(AN)R(N)) = d(NT(R(N)) y TR(N) = R(N)T, se tiene
que

TP — L AN RN)Td\ = (1 / d(A)R(A)dA) T=1P"T.
T

27 27

Por lo tanto, TTP = TPT.
ii)Veamos que, TPTTP = TP,

DD _ D (L _op 1
TPTTD = 7 <2m,T /F d(/\)R()\)d)\) 3 /F TN R(A))dA

T (217”)2 / [ /. wR(w)dw] (AR
7P (2;) | wrovaoroya i
oo [[fmon]

oo [l (2252

esto ultimo por la identidad del resolvente.

— P (217”>2 [/F [d(A)/dew—d(A)R(A)/CuﬁAdw} dA]

o7




CAPITULO 4. UNA REPRESENTACION INTEGRAL
4.1. INVERSA DE DRAZIN

= (a) o [ ]

ya que por el Teorema de Cauchy,

w
——dw = 0.
/cw—A“’

Usando la férmula integral de Cauchy, se tiene que,

1 [ wR(w)
2 Jo w— A

WR(“;) dw = AR(\)27i.

dw, es decir,
c w—

TPTTP = <1,>2TD / d(MAR(N)2mid\ = Lo / A(N)R(N)dA
r r

21 )

_ b /F TP (AN R(N))dA = <1)2 /F [ i (/\’)R(X)d)\’] (AR,

2w 27ri

donde I es un contorno de Cauchy que separa a 0 de o(T) \ {0}.

_ (217”)2 /F [ / | d(X)R()\’)(Ad(A)R()\))dX] dr =

<1)2 /F [ i Ad(A’)d(A)R()\)R(A’)dX} i

21

_ (L AN M N | dA,
(53) [ ao0maon (F3=52) x|

por la identidad del resolvente.

_ (21>2 {/ [/ d()\’);d();\)R()\)dX_/ d(/\’);\\d()\)?R()\’)d/\,] d)\]
i r L -\ , —

_ <21m>2 UF MOV [/F ;i(_)‘l))\,d)\’} d/\_/F [/ Ad()\))\d(_)\’;/R()\’)d)\’} d)\].

Por la féormula integral de Cauchy se tiene que,

d(\) .
/F/ o )\/d)\' = 2mid(\),
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también haciendo un cambio de variable en la segunda integral se
tiene que,

TPTTP = <21m>2 /F )\dz()\)R(/\)27rid)\—<27lri>2 / , d(A’)R()\’)[ A‘MX] dxN

= i dN)R(N)dA = TP, ya que Ad*(\) = d()).
2mi Jr

Por lo tanto, TPTTP = TP,

iii)Veamos que, 7" TP = T, para algiin n € N.
Sabemos que, para cada n € N por el cdlculo operacional se

tiene que
1

S n dw.
o Cw R(w)dw

1 1
PP = et _— / AN RN\ = TTPH / d(N)R(N\)dA
r ™ r

21

_L p+1
_ /F TP () R(A))dA

21

= <21m>2 /F [ /C wp“R(w)(d()\)R()\))dw} d\
_ <21m>2 /F [ /C d()\)wp“R(w)R()\)dw] i\
) [ [frove (22) o

por la identidad del resolvente.

(Y AN Rw) [ AN WPTIRO)

(27”') /r[/c wox /C w— dw} dA

(2m> [ / / [prR(w ]d/\— /F d(AR(N) [ /C ;U[jl)\dw} d)\].
S () [ [ [ ) o
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ya que por el Teorema de Cauchy

p+1
/w dw = 0.
Cw—)\

Si F(w) = wP™ R(w), por la férmula integral de Cauchy se tiene
que,

1 wPTR(w)
MNHIR(N) = / ——d
N =50 ), won

P+l
/ W RW) et g (a)2mi.
C

de aqui que

w— A
p+1D 1’ +1 . 1
TP T = | — dMNNPTR(N)2mid\ = — | APR(N)dA
27TZ r T T
1
57 Cw R(w)dw ,

ya que I' y C son curvas en el resolvente tales que o(7") C int(I")
e o(T) C int(C). Por lo tanto, TPT1TP = TP,
Asi, TP es la inversa de Drazin de 7. O

Cabe mencionar que haciendo uso de la representacion integral
de la inversa de Drazin se puede demostrar lo siguiente: para y, w €
X,

TP (y) = w si y solo si T(w) = P(y) —y y P(w) =0, (4.2)

donde P es la proyeccién espectral asociada al conjunto espectral
{0}.

Uno de los objetivos del andlisis espectral es calcular eigenva-
lores de un operador. Para un conjunto de eigenvalores A de un
operador T € L(X), se quiere encontrar el maximo subespacio T'—
invariante tal que T restringido a ese subespacio tenga a A como
conjunto de eigenvalores. En la mayoria de los casos los eigenva-
lores y los correspondientes subespacios invariantes maximales del
operador T no se pueden calcular de forma precisa, asi es necesario
hallar aproximaciones de estos ultimos.
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Conclusion

Hemos estudiado condiciones para la existencia de la inversa
Drazin, ademéas de cumplir nuestro objetivo de obtener una repre-
sentacion integral de esta inversa. La representacién integral de
Drazin dada en esta tesis es una integral de contorno, esta nos
permite calcular iteraciones sucesivas de ciertos esquemas de re-
finamiento, la ecuacién (4.2) nos da un método para hacer esto,
aunque no desarrollaremos este tema en esta tesis, es bueno saber
que las representaciones integrales tienen diversas e interesantes
aplicaciones, en algunos articulos como en [8], esta representacién
resulté ser una herramienta 1til en la teoria de ecuaciones diferen-
ciales singulares, donde se aplicé para derivar condiciones para la
convergencia asintdtica de soluciones tanto en el establecimiento
de matrices [9], como de semigrupos de operadores [10], [11]. Si
bien es cierto que hemos obtenido una representacién integral a la
inversa de Drazin, donde la integral es una integral de contorno,
para un trabajo futuro nos podemos preguntar si podemos obtener
una representacion integral de la inversa de Drazin en algebras de
Banach, donde la integral utilizada no sea una integral impropia,
sino una integral de contorno, definida de una manera apropia-
da, también ver de que forma nos ayuda esta representacién para
facilitar cdluculos y el estudio de ciertas propiedades.
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