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Introduccion

Esta tesis se basa principalmente en el articulo de A. Illanes [6] en el cual
se responden algunas preguntas planteadas en [1].

Este trabajo se divide en dos capitulos, el primero dedicado a enun-

ciar algunos resultados que, aunque sean usualmente bien conocidos por el
lector cotidiano de teoria de continuos, se incluyen en este trabajo para
su facil referencia o porque son resultados no siempre conocidos por los
“novatos” en el area. Este primer capitulo denominado preliminares in-
cluye una seccion titulada Teorema del cable cortado la cual tiene la fi-
nalidad de enunciar el teorema del cable cortado y presentar una prueba
alternativa a la usualmente hallada en los libros. En el capitulo 2 se desa-
rrolla el tema principal de esta tesis que es la propiedad fupcon (full pro-
jection implies arbitrary small connected open neighborhoods) proyeccion
completa implica vecindades abiertas arbitrariamente pequenas la cual es
una propiedad de aquellos continuos que pueden verse como producto de
espacios, esta propiedad da condiciones suficientes para poder garantizar la
existencia de vecindades abiertas y conexas arbitrariaente pequenas alrede-
dor de cualquier subcontinuo que se proyecte completamente, es decir, que
la imagen del subcontinuo en cuestién bajo las funciones proyeccion es igual
a las respectivas coordenadas.
En la seccién 2.1 se demuestra que el producto arbitrario de continuos de
Kanaster tiene la propiedad fupcon y culmina con la demostracién que el
producto de un pseudo-arco con un continuo de Knaster posee la propiedad
fupcon resultado del cual, debido al desarrollo de la propia seccion, facil-
mente se puede implicar que el producto de un pseudo-arco con el producto
finito de continuos de Knaster cumple con la propiedad fupcon. La seccién
2.2 tiene como objetivo demostrar si el producto de dos continuos cumple con
la propiedad fupcon entonces ambas coordenadas son continuos de Kelly.
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Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo tiene como finalidad el enunciar (y probar en algunos casos)
resultados y definiciones de topologia general necesarios para el desarrollo
del capitulo 2, ademas se incluye un seccién donde se enuncia la definicion
y algunas propiedades basicas de la conexidad local la cual juega un papel
importante en el desarrollo de varios resultados del capitulo 2, asi como en el
desarrollo de la seccion 1.2 en donde se da una prueba del teorema del cable
cortado la cual prescinde del uso de hiperespacios.

1.1 Distancia entre conjuntos

1.1 Definicién. Sea X un espacio métrico con métrica d. Sean A, B sub-
conjuntos no vacios de X y z € X. Se definen:

d(A, B) = inf{d(a,b) :a € Ay b€ B},

d(A,x) =d(A,{z}).

De aqui en adelante X representa un espacio métrico y dx su métrica, en
caso de no haber posible confusién simplemente se escribira d.

1.2 Observacién. Sean = € X y A C X no vacio, entonces d(A,z) =0siy
solo si z € clx(A).

Demostracion. Si d(A,x) = 0, entonces para cada € > 0 existe a, € A tal
que d(ac,x) < €, de aqui, a. € B(x,€) y asi, B(z,e) N A # ) por tanto
x € clx(A).



Ahora bien, si x € clx(A), entonces para todo € > 0 se tiene que existe
a. € B(x,e) N Ay por tanto d(A,z) = 0. O

1.3 Observacion. Si A, B, C son subconjuntos de X y tales que C' C B,
entonces:

d(A,B) <d(A, Q).
Demostracion. Notese que si C' C B, entonces
{d(a,c): a€ A, ce C} C{d(a,b): a€ A, be B}
y por tanto
inf{d(a,c): ac A, ce C} <inf{d(a,b): ac A, be B},

es decir,
d(A,B) < d(A,C).

]

1.4 Observacion. Si A, B son subconjuntos no vacios de un espacio métrico
X, entonces

d(A,B) = inf{d(A,b) : b € B} = inf{d(B,a) : a € A}.

Demostracion. Sea x € B, de la definicién de d(A, B) se tiene que para
cualquier y € A
d(A, B) < d(z,y)

y por tanto d(A, B) es una cota inferior del conjunto {d(z,y) : y € A} luego
d(A, B) < d(A, z),

dado que z € B es arbitrario, la tltima desigualdad indica que d(A, B) es
una cota inferior del conjunto {d(z, A) : = € B}. Ahora bien, sea ¢ > 0. En
virtud de la definicién de d(A, B), existe un z € By un y € A tales que

d(y,z) < d(A,B)+e¢

pero

d(z, A) < d(z,y),
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O Ssea
d(z, A) < d(A, B) + ¢

para algin x € B y por tanto
d(A, B) = inf{d(A,b) : b € B}.
De manera andloga se prueba que d(A, B) = inf{d(B,a) : a € A}. O

1.5 Lema. Sea X un espacio métrico. Si E es compacto en X y F' es un
subconjunto no vacio de X, entonces d(E, F') = 0 siy solo si cly(F)NE # (.

Demostracion. Para la suficiencia. Como d(E,F) = 0, de la observacién
1.4, se tiene que Inf{d(F,x) : x € E} = 0 asi, para cada € > 0 existe x € E
tal que d(F,x) < €, en particular para cada n € N existe z,, € E tal que
d(F,z,) < % Sea C' = {x1,z9,...,2Tp,...}, nétese C' que bien puede ser
finito o infinito.

Si C' es finito, C' = {1, x9,...,2,}, existe z; € C tal que para un con-
junto infinto N C N se cumple que d(F, z;) < % sin € N, pero al ser N un
conjunto infinito de naturales se sigue que N no es acotado superiormente
asi, para cada € > 0 existe n € N tal que % < € y por tanto d(F,z;) = 0, por
consiguiente x; € clx(F') y por tanto clx(F) N E # (.

Ahora bien, si C' es infinito existe xqg € C' punto de acumulacion de C,
pues C C F y E es compacto. De la desigualdad del triangulo,

inf{d(y,zo) : y € F} < infl{d(y,z,) + d(xo,z,) 1y € F'}
asi,
d(F,zo) < d(F,z,) + d(zn, xo)
pero al ser xy un punto de acumulaciéon de C', para cualquier € > 0 se tiene
que B(zg, 5) contiene una cantidad infinita de elementos de C, es decir,

existe M C N un conjunto infinito tal que para todo n € M se cumple que
T, € B(xo, 5) entonces existe ng € M tal que nio < § y por tanto

d(F’ :CO) S d(F7 xno) + d(xnmmO) < g + % = €,

por consiguiente d(F, xg) = 0, es decir, 2y € clx(F) y por tanto clx(F)NE #
0.



Para la necesidad basta notar que si clx (F)NE # (), entonces existe xq €
E tal que zy € clx(F) asi, de la observacion 1.2, se tiene que d(xg, F)) = 0,
pero {zo} C E y por tanto d(E, F) < d(xo, F), por consiguiente d(E, F') =
0. [

1.6 Definicién. Sea X un espacio métrico compacto con métrica d. Para
cada ¢ > 0 y para cada A € 2% = {B : B es un subconjunto cerrado no vacfo
de X} se definie:

Ny(e,A) ={z € X : d(x,a) < € para algin a € A}.

Ahora, para cualesquierea A, B € 2% sea

Hy(A,B) =inf{e >0: AC Ny(¢,B) y B C Ny(e,A)}.

H; es llamada la métrica de Hausdorff.

1.7 Proposicion. Sea X un espacio métrico. Si E es compacto en X y W

es un conjunto abierto de X que tiene a E' como subconjunto, entonces existe
e >0 tal que N(e, £) C W.

Demostracion. Notar que X \W es un cerrado en X tal que clx(X\W)NE =
() asi, del lema 1.5, existe € > 0 tal que d(E, X \ W) > ¢, entonces Va € E
y Vb € X \ W se cumple que d(a,b) > ¢, entonces N(e, E) N X \ W =0, es
decir, N(e, E) C W. O

El siguiente lema es un resultado basico de topologia el cual se incluye en
este trabajo para su facil referencia.

1.8 Lema. Todo espacio Hausdorff compacto es normal.

Demostracion. [3, 7.8]. O

1.2 Conexidad Local

En este trabajo llamaremos vecindad de p a cualquier conjunto que tenga
como subconjunto un conjunto abierto que contenga al punto p.

1.9 Definicién. Se dice que un espacio X es localmente conexo si para cada
x € X y cualquier vecindad U de z, existe una vecindad conexa V' de x tal
que V CU.

1.10 Definicién. Sea X un espacio topologico. Una componente de X es
un subconjunto conexo maximo (con respecto a C). Si p € X, entonces C),
se define por

C,=U{AC X :pe Ay Aes conexo}.
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1.11 Observacion. Las componentes de un espacio son conjuntos cerrados,
pues si A es un conjunto conexo entonces A también es un conjuto conexo.

1.12 Proposicion. Un espacio X es localmente conexo si y solo si las com-
ponentes de cada subconjunto abierto de X son conjuntos abiertos de X.

Demostracion. [3, 8.23]. O

1.13 Teorema. Sea J un conjunto y {X, : a € J} una familia de espacios
topolégicos no vacios. El espacio producto [],.; Xs es localmente conexo
si y solo si, cada X, es localmente conexo y todos los X, son conexos, con
excepcion, quizas, de un numero finito de ellos.

Demostracion. [3, 8.26]. O

1.3 Teorema del cable cortado

En esta seccién se dard una prueba del teorema del cable cortado (la cual pre-
scinde del uso de hiperespacios ), aunque su verdadera finalidad es enunciar
el teorema 1.23 el cual es fundamental en la demostracion de 2.29.

1.14 Definicién. Sea X un espacio topoldgico y sea p € X. La casicompo-
nente de p en X, denotada por (),, es un subconjunto de X definido por

Qp="{L:p€ Ly L es abiertoy cerrado en X}.

1.15 Observacion. Dado que las casicomponentes de un espacio son inter-
secciones de conjuntos abiertos y cerrados (en particular son intersecciones
de conjutos cerrados), entonces las casicomponentes son conjuntos cerrados.

1.16 Proposiciéon. Sea X un espacio topoldgico y sea p € X, entonces
Cp C Qp.

Demostracion. Supéngase que C, € @Q,, entonces existe x € C, tal que
r ¢ @, de la definicén de @, se sigue que existe L un conjunto abierto y
cerrado en X tal quep € Ly = ¢ L. Nétese que C,NL es un conjunto abierto
y cerrado en C,. Puesto que C, N L # 0, puesp € C,N L,y C,NL # C,,
pues x # L, entonces C, no es conexo lo cual es una contradicciéon y por
tanto C), C Q). O



1.17 Proposicién. Sea X un espacio Hausdorff compacto, y sea @), una
casicomponente de X. Si (), C U donde U es un conjunto abierto de X,
entonces existe L un subconjunto abierto y cerrado de X talque @, C L C U.

Demostracion. Como @, = ({La : @ € J} (donde cada L, es un conjunto
abierto y cerrado en X que tiene como elemento el punto p y J es un con-
junto), entonces ), C L, asi, X \ L, C X \ @, y por tanto para cada o € J
(X'\ La) NQp = 0. Puesto que @, C U, entonces X \ U C X \ @,, por otro
lado se tiene que ({X \ Ly :a € J} = X\ (Lo : a0 € J} = X \ Q, asi,
{X '\ L, : @ € J} constituye una cubierta abierta de X \ U. Dado que X es
compacto y X \U es un conjunto cerrado de X, se sigue que X \U es compacto
asi, existe Jy un subconjunto finito de J tal que X \U C |J{X \ L, : @ € Jo}.
Noétese que | J{X \ La : @ € Jp} es un conjunto abierto y cerrado en X, pues
es la unién finita de conjuntos abiertos y cerrados en X, por consiguiente
L=X\U{X\ Ly :«a€ Jy} es un conjunto abierto y cerrado en X tal que
QpCLCU. O

1.18 Proposicion. En un espacio Hausdorff compacto, componentes y ca-
sicomponentes son iguales.

Demostracion. Sea X un espacio Hausdorff compacto y supdéngase ademas
que existe p € X tal que C, C Q).

Si Cp, € @), entonces (), no es conexo asi, existen A, B conjunto disjuntos
entre si, cerrados en (), y por tanto cerrados en X, pues (), es un conjunto
cerrado en X. Como X es Hausdorff y compacto entonces X es normal asi,
existen U,V conjuntos abiertos en X tales que UNV =0y AcC U B C V.
De la proposiciéon 1.17 se sigue que existe L un conjunto abierto y cerrado
en X tal que @), C L C UUV. Definase £ = X \ L.

Siz e V\FEentoncesx € Vyaxé¢E peroVNU=0asi,) VCcX\Uy
r € X \ E, entonces

re(X\U)N(X\E)=X\(UUE)
y por tanto V\ E C X \ (UU E).

Para ver que X\ (UUE) CV\ Eseax € X\ (UUFE), entonces x ¢ Uy
x ¢ E pero B =X\ L por tanto z € L'\ U y dado que L C U UV entonces
r €V NLyportanto z € V \ E, en consecuencia X \ (UUE) =V \ E.
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Claramente V' \ E =V N Ly U U E son conjuntos abiertos y al ser uno
el complemento del otro se conclunye que ambos conjuntos (V' \ E =V N L,
UUE) son cerrados, pero ademds p es un elemento de alguno de ellos asi, @,
debe de estar contenido en alguno de los dos conjuntos en cuestion lo cual es
una contradiccién pues A C Q,N(UUE)y B C Q,NV \ E. Por lo anterior
y de la proposicién 1.16 se concluye que C, = @),. ]

El siguiente teorema es conocido como el Teorema del cable cortado
(cut wire theorem).

1.19 Teorema. Sea X un espacio topoldgico Hausdorff compacto y sean
A, B conjuntos cerrados en X. Si ningtin subconjunto conexo de X intersecta
a ambos A y B, entonces X = X; U X5 donde X7, X5 son conjuntos cerrados
de X y disjuntos entre si tales que A C X; y B C Xo.

Demostracion. Sean A, B conjuntos cerrados de X tales que ningin conjunto
conexo intersecta a ambos. Nétese A y B son disjuntos, pues {x} es un con-
junto conexo.

Para cada b € B sea (), la componente de X que contiene a b. De la
proposicion 1.18 se sigue que @), = C, C X, entonces, de la proposiciénl.17,
para cada b € B existe L, un conjunto abierto y cerrado en X tal que

QpCLbCX\A.

Noétese que {Ly, : b € B} es una cubierta abierta de B, pues para cada b € B
b € L,. Como B es compacto existe By un subcojunto finito de B tal que
B C \U{Ly : b € By} asi, Xo = J{Ly : b € By} es un conjunto abierto y
cerrado en X tal que

BCcXoCX\A

y por tanto X; = X \ X5 es un conjunto abierto y cerrado en X tal que
ACX,CX\B.
O

1.20 Teorema. Sea X un continuo y sea U ¢ X no vacio y abierto en X.
Si K es una componente de U, entonces K N Fr(U) # 0.
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Demostracion. Supéngase que K N Fr(U) = (). Como X es un continuo,
entonces X es Hausdorff y compacto, Ky Fr(U) son claramente cerrados y
se estd suponiendo que KNFr(U) = () y portanto ningin subconjunto conexo
de X intersecta a ambos asi, del teorema 1.19, existen M, My conjuntos
cerrados en U y disjuntos entre si tales que U = M; U M,, K C M, y
FT(U) C MQ.

Sea Mz = My U (X \ U). Como U = M,; U My, entonces

MyUM; =M UM,U(X\U)
=UU(X\U)=X.

Dado que K # (), pues K es una componente, y K C M, entonces My # ().
Por otro lado, como X \ U C M3y U C X se tiene que M3 # (). Nétese que

MinNMy=Mn(MU(X\U))
= (MyNMy)U (M, N (X\U)).

Como M;N My = (), entonces MyNMs = M;N (X \U) asi, dado que M, C U,
se sigue que M; N Mz C UN (X \ U), pero X \ U es un conjunto cerrado en
X ast, X \U = X \ U y por tanto

entonces M, N Mz = (), pues M; N My = (). En resumen M, M3 son cerrados,
ajenos entre si y M; U M3 = X lo cual contradice la conexidad de X y por
tanto K N Fr(U) # 0. O

1.21 Corolario. Sea X un continuo no degenerado. Si A es un subcontinuo
propio de X y U es un subconjunto abierto de X tal que A C U, entonces
existe B un subcontinuo de X tal que

ACB+#A y BcCU.

Demostracion. Sea © € X \ A, entonces U \ {x} es un subconjunto abierto
en X tal que A C U\ {z} asi, de la normalidad de X, existe V' un conjunto
abierto de X tal que que AC V y V Cc U\ {z} C U. Sea B la componente
de V que contiene a A (ndtese que B existe pues A es un subconjunto conexo
de V). Claramente B es un subcontinuo de X, y dado que V C U, entonces
B C U. Del teorema 1.20 se sigue que B N Fr(V) # (), es decir, B N
(VN (X\V)) # 0, pero V es abierto asi, X \ V = X \ V, en consecuencia
Bﬂ(Vﬂ(X\V)) # () y por tanto BN (X \'V) # 0, dado que A C V,
entonces A # B. O



1.22 Corolario. Sea X un continuo no degenerado, entonces X contiene un
subcontinuo propio no degenerado.

Demostracion. Sea p € X y sea U C X un conjunto abierto en X que
contiene a p, dado de {p} es un subcontinuo de X, del corolario 1.21, existe
B un subcontinuo de X tal que

{pycB y BcCU,
es decir, B es un subcontinuo propio de X no degenerado. [

1.23 Teorema. Sea X un continuo, y sea £ # () un subconjunto propio de
X. Si K es una componente de £, entonces KNFr(E) # () (equivalentemente
KN(X\E)#0,pues K C E).

Demostracion. Supéngase que K N (X \ E) = (. Entonces, dado que K # ()
y X\ E # (), K es un subcontinuo propio de X. Sea U = X \ (X \ E), como
KN(X\E)=0, entonces K C U C E, pero U es abierto en X, por tanto,
del corolario 1.21, existe un continuo B tal que

KCB#K y BcU.

Asi B es un subconjunto conexo que contiene propiamente a K, ademéds
B C E, pues U C FE, lo cual contradice el hecho de que K es una componente
de E. O

1.4 Teorema de Effros

En 1965, E. G. Effros probé en [4] un teorema que se presenta a continuacién
el cual tiene como corolario el lema 1.26 el cual es necesario para el desarrollo
del capitulo 2.

1.24 Teorema. Si G es un grupo métrico completo y separable que actua
en un espacio métrico completo X, entonces las siguientes proposiciones son
equivalentes:

(a) Para cada z € X, la funcién ¥, : G/G, — G-z dadapor V,(g9-G,) = g-x
es un homeomorfismo.

(b) G actua micro-transitivamente en cada drbita.

(c) Cada orbita es de la segunda categoria (en si misma).

(d) Cada orbita en un G5 subconjunto de X.

(e) X/G es un espacio Tp.



Demostracion. |7, Theorem 4.2.25]. O

1.25 Definicion. Un espacio topologico X se dice que es homogeneo siempre
que para cualesquiera dos puntos p,q € X, existe un homeomorfismo h de X
en X tal que h(p) = q.

1.26 Lema. Si X es un continuo homogéneo, entonces para cada € > 0 existe
d > 0tal quesiz,y € X ydx(z,y) <J, entonces existe un homeomorfismo
h:X — X tal que h(z) =y y dx(u, h(u)) < € para todo u € X.

Demostracion. [5, lemma 4]. O

1.27 Corolario. Sea X un continuo homogéneo y ¢ > 0 . Entonces para cada
x € X existe 0 > 0 tal que B(z,9) C {h(z) € X : h esta en la e — bola con
centro en la identidad en el espacio de automorfismos de X}.

Demostracion. Sean X un continuo homogéneo y € > 0. Sea x € X, del
lema 1.26 se tiene que existe d > 0 tal que si y € B(x,d) entonces existe un
homeomrfismo hy : X — X tal que hy(z) = y y d(u, hi(u)) < € para todo
u € X, es decir, hy es un automorfismo de X que estd en la e—bola con centro
en la identidad y por tanto y = hy(z) € {h(z) € X : hestd en la e — bola con
centro en la identidad en el espacio de automorfismos de X} = B, de aqui,

B(z,0) C B.
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Capitulo 2

Vecindades abiertas
arbitrariamente pequenas

Dado un continuo X, cada vez que se use una métrica compatible dy para
X, suponemos que la métrica es acotada por el nimero 1. Para un producto
de continuos X X Y, se considerara la métrica

dy ey (1, 0), (z,y)) = %(dx(u,:c) + dy (v, y))

y para un producto numerable [ ], X; de continuos, se usard la métrica
L1
dri((wi)ien, (Ti)ien) = Z dei(ui, ;)
i=1

2.1 Definicién. Dada una familia de continuos métricos {X, : a € J}, el
producto X =[], ., X, tiene la propiedad (#) (full projection implies arbi-
trary small connected open neighbor *fupcon) si para cada subcontinuo M de
X tal que 7, (M) = X, para cada o € J (7, es la a-ésima proyeccién) y para
cada W subconjunto abierto de X tal que M C W, existe un subconjunto U
conexo y abierto en X tal que M Cc U C W.

Un ejemplo de espacios que cumplen con la propiedad (#) son los local-
mente conexos.

2.2 Proposicién. Sea X = [] ., Xa un espacio localmente conexo, en-

tonces X tiene la propiedad (#).
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Demostracion. Sea M un subcontinuo de X tal que para cualquier o € J se
cumple que mx_ (M) = X, y sea W un conjunto abierto de X tal que M C W.

Sea x € M y sea C la componente de W que contiene a x. Dado que
x € M y M es conexo, de la definiciéon de componente, se sigue que M C C.
De la proposicion 1.12 se sigue que C' es un conjunto abierto en X y por
tanto X tiene la propiedad (#). ]

El siguiente lema es una equivalencia de la propiedad (#) la cual serd us-
ada frecuentemente para demostrar que algunos espacios tienen la propiedad
(#) por ejemplo en el teorema 2.10.

2.3 Lema. Un producto X = [] ., X, tiene la propiedad (#) si y solo si
para cada subcontinuo M de X tal que m,(M) = X, para cada o € J (7,
es la a-ésima proyeccién) y para cada W subconjunto abierto de X tal que
M C W, existe un subcontinuo L de X tal que M C intx(L) C L C W.

Demostracion. Sean M es un subcontinuo de X y W un sunconjunto abierto
de X tal que M C W y m,(M) = X, para cada o € J. Para probar la
necesidad nétese que, como X tiene la propiedad (#), existe U un subcon-
junto abierto y conexo de X tal que M C U C W, notar ademas que clx (U)
es un subcontinuo de X y

U=intx(U) C clx(U).

Como M es cerrado en X y X es normal, existe B un conjunto abierto de X
tal que
M C B Cclx(B)CU,

como X tiene la propiedad (#), existe U; conexo y abierto en X tal que
M c U, C B, entonces

M C intX(Ul) =U; C Clx(Ul) C ClX(B) C U,

asi clx(U;) es el subcontinuo buscado. Para probar la suficiencia, se define
por recursion:

L; un subcontinuo de X tal que M C intx(L;) C L; C W. Supdngase
que se ha definido L; para cada ¢ < n, se define L,,; un subcontinuo de
X tal que L, C int,(L,y1) C L,y1 € W. Notar que |J{L, : n € N}
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es conexo, | J{intx(L,) : n € N} es abierto en X y (J{L, : n € N} =
U{intx (L,) : n € N}, pues para cada n € N el conjunto L,, C intx(L,.1)
y intx(L,) C L, asi, V = |J{L, : n € N} es un abierto y conexo en X que
satisface M C V. C W. O

2.1 Continuos de Knaster y la propiedad (#)

2.4 Definicién. Una sucesién inversa es una sucesion de pares {X;, f; }ien,
donde cada X; es un espacio y f; : X;41 — X, es una funcién continua. El
limite inverso de {X;, f;}ien, denotado por lim, {X;, f;}, es un subespacio
del producto cartesiano [ [, X; definido por

Hm%{X“ fz} = {(xi)iEN S HX’L . fi(ﬂfi+1) = l’i,i € N}
€N

Una sucesién inversa de continuos {X;, f; }ien €s una sucesion inversa donde
cada X; es un continuo.

Si {X;, fi}ien es una sucesion inversa entonces para cada par n,m € N
conn < m, se define fm,n : Xm+1 — Xn como fm,n = fnofn+1o' ' 'Ofmflofm
sin<my fom = fm-

2.5 Proposicion. Si {X;, fi}ien es una sucesién inversa donde para cada
i € N el espacio X; es no vacio y f; es suprayectiva. Sea X = lim, {X;, f;},
entonces cada proyeccién m; es suprayectiva (m;(X) = X;).

Demostracion. Como para cada ¢ € N la funcion f; es suprayectiva, entonces
)

para cada par de naturales m,n la funcién f,,,, lo es, dado xx € Xy se tiene

que fl_]\l,(x ~) es no vacio asi, para cada ¢ > N podemos elegir z; € fl_]\l,(x N),

por consiguiente

(fN71(£BN),fN72($N),...,xN,$N+1,...$Z',...) c X
y zy € mn(X), por tanto 7, (X) = Xn. O

El siguiente teorema es un resultado bien conocido y fundamental en el
estudio de limites inversos.

2.6 Teorema. el limite inverso de una sucesion inversa de continuos es un
continuo.
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Demostracion. [8, 2.4] O

2.7 Definicién. Una funcién continua f : [0, 1] — [0, 1] se denomina plegable
si y solo si existe una particion R: 0 =12y < 29 < --- < x,,, = 1 tal que para
cada j € {1,2,... m}, fliz;_1.2;) © [7j-1,7;] = [0, 1] es un homemorfismo.

2.8 Definiciéon. Un continuo el cual es el limite inverso de una sucesion
de arcos [0, 1] y funciones plegables es llamado un continuo tipo Knaster o
simplemente un continuo de Knaster.

2.9 Lema. Sea {X;, f;}ien una sucesion inversa de continuos tal que Vi € N
fi es suprayectiva y sea X = lim, {X;, f;} , entonces para todo € > 0 existen
N € Ny 6 > 0 tal que para todo (x;)ien, (¥i)ien € X si dxy(zn,yn) < 9,
entonces dx ((2;)ien, (¥i)ien) < €.

Demostracion. Sea ¢ > 0. Como Y 2, 21 converge entonces existe N € N tal
que

=1
27

l\DIm

Nétese que si m,n € N tales que n < m, entonces f,,, es uniformemente
continua, pues fp,, es continua y X,,;; es compacto asi, si N € N para
cada i € {1,2,...,N — 1} sea d§; > 0 tal que para cualesquiera x,y € Xy
con dx,(z,y) < 0; implique que dx,(fyv—1:(2), fnv-1:(y)) < 55 (tales &;
existen pues f,,, es uniformemente continua). Sea & > 0 tal que § <
min{dl, (52, cee ,5N_1, %}

Obsérvese que si (2;)ien ¥ (¥i)ien son puntos de X tales que dx, (zn,yn) < 9,
entonces para cada i € {1,2,..., N — 1} se tiene que dx, (fn-1.:(z), fnv-1.:(y))
< 5%, es decir, para cada i € {1 2,...,N —1} se tiene que dx, (z;,y;) <
Asi,

<€
2N °

dX((xz)zeNa yz zeN Z 2’LdX mzayz
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o0

= Z%dxi(wiayi) + Z %d&(xi’yi)

1 i=N+1

]

2.10 Teorema. Sean {X;, fi}2, v {Y:, ¢9:}5°, dos sucesiones inversas de con-
tinuos. Sean X = lim, {X;, f;} y Y = lim, {Y}, g;}. Si para cada i € N se
cumple que:

(a)fi v g; son suprayectivas

(b)X; x Y; tiene la propiedad (#)

(c)Para cada subconjunto conexo A de X; x Y; tal que mx,(A) = X; y
my,(A) = Y;, el conjunto B = (f; x g;)"*(A) es conexo, 7x,+1(B) = Xi
Y Tyi1(B) = Yiq.

Entonces X X Y tiene la propiedad (#).

Demostracion. Para cadan € Ny sea 7w, : X XY — X,, x Y, la proyeccién
definida por 7, ()24, (¥:)72) = (Tn, yn). Sea M un subcontinuo de X x Y
y W un subconjunto abierto de X x Y tales que nx (M) =X, 7y (M) =Yy
M C W. Delaproposicion 1.7 se sigue que existe € > 0 tal que N(e, M) C W.
Sea N tal que N > 1y %N < 5. Por el lema 2.9 se tiene que existe § > 0 que
cumple lo siguiente:

(1) 6 <3

(2) stw,z € X XY y dxyxyy(mn(w),mn(2)) <, entonces dxxy (w, z) < €.

Sea My el subcontinuo de Xy x Yy definido por My = mn(M). Dada
ry € Xy, puesto que fxn es suprayectiva, existe x = (z;)5°;, € X tal que
Txy (@) = xy. Como mx (M) = X, existe y = (y;)2, € Y tal que (z,y) €
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M. De lo anterior se obtiene que zy = 7x,(zn,yn) = Txy (7N (2,Y)) €
Txy (My). Esto prueba que mx, (My) = Xy, andlogamente 7y, (My) = Yy.

Dado que Xy x Yy tiene la propiedad (#), del lema 2.3, existe un sub-
continuo Ly de Xy x Yy tal que My C intx, «yy,(Ln) C Ly C N(6, My),
pues N(J, M) es un conjunto abierto en Xy X Yy que tiene a My como
subconjunto. Notese que mx, (Ln) = Xy ¥ Ty, (Ln) = Y.

Para cada m > N, sea Lyi1 = (fin X gm) '(Lm). Notar que para cada
n € N Ly, es un continuo tal que mx, n(Lnin) = Xnin ¥ Tyyin(Lnin) =
Ynin, en efecto, para n = 1, como Ly, = (fv X gy) ' (Ly) vy dado
que fn,gn son funciones continuas, entonces Lyi; es cerrado en X1 X
Yni1 v por tanto compacto en Xy 1 X Yyi1, v por (¢) Lyy1 es un conexo

tal que mxy,,(Lnt1) = Xyt ¥V Tyy,, (Lng1) = Ynygr. Ahora bien, si
Lyin es un sucontinuo de Xy, X Yyip tal que mxy . (Lngn) = Xngn ¥
Tyin(LNgn) = Ynin, dado que fyin,gnin son funciones continuas, en-

tonces Lyin11 es cerrado en Xyi,11 X Yyini1 v por tanto compacto en
XN4n+1 X YNignt1, ¥ POr (¢) Lyyns1 €s un conexo tal que mx ., (Lyjns1) =
XNint1Y 7TYN+n+1(LN+n+1) = Ynint1-

Sedefine Ly_1 = (fn-1Xgn-1)(Ln), Ln—2 = (fn—2xgn—2)(Ln-1),..., 11
(fi x g1)(L2). Ast {L;, (fi X ¢i)|L,., }521 €s una sucesién inversa de conti-
nuos. Sea L = lim. {L;, (f; X ¢;)|r,,,}. Entonces L es un subcontinuo
de Z = lim, {X; xY;,(fi x ¢;)}. La funcién h : X x Y — Z dada por

h((;)ien, (Yi)ien) = (24, i )ien €s un homeomorfismo, en efecto, pues si w!, w? €

X xYywh = ((z7)ien, (4)ien), w?* = ((23)icn, (47 )icn), entonces

dxxy (W' 0?) = dxxy (((27)iens (4 )ien), ((27)ien, (47)icw))
= S(x (e, ()iew) + dy (i) (i)
= 510 gl at) + (0 ol )

=1

=1
> —(dx,(a},27) + dy, (y), v)))]
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1.1
- Z E[ﬁ(dXz(le’xz?) + le(yzlyyzQ))]

es decir,

dXxY(wla w2) = dZ(h<w1)> h’(wz))

Sea ((7)ien, (Wi)ien) € 7 (Ly) C X x Y, es decir, (vy,yy) € Ly asf,
de la construccién de L, se sigue que h((z;)ien, (Yi)ien) € L, por tanto
h(ry'(Ly)) C L. Por otro lado si a = (7},v})ien € L, entonces para
cada i € N se tiene que (z,4!) € Ly ¥ (fs X 9)(Zhyothss) = (s, s
decir, para cada i € N fi(z],,) = 2, y ¢:i(yi,1) = ¥, por consiguiente
(@})ien € Xy (Y))ien € Y, ademds (z'y, yy) € Ln, por tanto a = (2}, Y} )ien €
T (Ly) € X x Y, luego a € h(my' (Ly)), asi L C h(ry'(Ly)), por tanto
h(ry'(Ly)) = L, luego, dado que h es un homeomorfismo, se tiene que
7y (Ly) es un subcontinuo de X x Y.

Como 7y (M) = My C intx, v, (Ly), entonces

M C 7y (My) C 7yt (intxy sy (L))
= intyxy (75 (intx,xvy (Ln)))
C inty .y (75 (Ly))
C 7y (Ly).

Dado (z,y) = ((z)ien, (Yi)ien) € X X Y cumple que ny(z,y) € Ly, se
tiene que (zn,yn) € Ly. Como Ly C N(0, My), existen u = (
v = (v;)en tales que (u,v) € My dxyxvy((Zn,yn), (un,vn)) < 6. De la
eleccién de § se tiene que dxxy ((x,y), (u,v)) < €, por tanto (x,y) € N(e, M),
es decir,my' (Ly) C N(e, M) C W. Del lema 2.3 se concluye que X x Y tiene
la propiedad (#).

[

2.11 Lema. Sean X, X’ espacios topologicos homeomorfos. Si X x Y tiene
la propiedad (#), entonces X’ x Y también tiene la propiedad (#).

Demostracion. Sea M un subcontinuo de X’ x Y tal que nx/(M) = X'y
my (M) =Y, donde mx/, my denotan a las funciones proyecciéon de X’ x Y
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en X'y X’ XY en Y respectivamente, y sea W’ un subconjunto abierto de
X' xY tal que M C W.

Considérese f un homemorfismo de X’ en X, entonces (f,idy) es un
homeomorfismo de X’ x Y en X x Y. Si 2 € X, entonces existe 2/ €
X’ tal que f(2') = x, como 2’ € mx/(M), entonces existe y € Y tal que
(@',y) € M, asi (f,idy)(«",y) = (f(2"),y) = (z,y) € (f,idy)(M), entonces
r € mx((f,idy)(M)) y por tanto mx((f,idy)(M)) = X, andlogamente se
puede concluir que 7y ((f,idy)(M)) =Y. Como X x Y tiene la propiedad
(#) v (f,idy )(M) es un subcontinuo de X x Y, existe U un conjunto abierto
y conexo de X x Y tal que (f,idy)(M) C U C (f,idy)(W), al ser (f,idy)
un homeomorfismo, se sigue que M C (f,idy) " Y(U) ¢ W y (f,idy) " }(U)
es un subconjunto abierto y conexo de X’ x Y y portanto X’ x Y tiene la
propiedad (#).

[

2.12 Teorema. Sea X un continuo tal que X x [0,1] tiene la propiedad
(#). Entonces para cada continuo de Knaster K el producto X x K tiene la

propiedad (#).

Demostracion. Supéngase que K = lim, {[0,1];, f;} donde f; : [0,1];11 —
[0,1]; es una funcién plegable. Para cada i € N sea p; : K — [0,1]; la
proyeccion sobre la i—ésima cordenada.

Como para cada i € N la funcién f; es suprayeciva, entonces de la
proposicién 2.5 se sigue que para cada ¢ € N la proyeccién p;(K) = [0, 1];.

Para cada i € N, sea I?; : 0 = tgi) < tg) << tﬁ,?i = 1 la particién de
[0,1];41 tal que para cada j € {1,2,...,m;}, la funcién hy) = f;

GRS
1 40

i 1,t;] = 10,1]; es un homeomorfismo.

Para probar que X x K tiene la propiedad (#), se aplicara el teorema 2.10
a los sistemas {X;,idx }ien v {[0,1];, fi}ien donde X; = X para toda i € N
y idy es la funcién identidad en X. Notese que idyx y f; son sobreyectivas
asi, (a) se cumple. Por hipétesis se tiene que X x [0,1] = X; x [0, 1]; tiene
la propiedad (#) y por tanto (b) se cumple, asi solo resta probar que (c) se
cumple.
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Sea i € Ny A un subconjunto conexo de X; x [0, 1]; tal que 7x,(A4) = X;
y o, (A) = [0,1];. Se define

B= (ldX X fz)_l(A) C X/L'Jr]_ X [O, 1]i+l-

Sea b = (by,by) € B, entonces by € X; y by € [0,1];, en particular b1 eX;y

by € [gl)l, 5)] para algun j€{1,2,...,m;}, entonces b € (idyx X h ) 1(A),

entonces b € (idx x hN=1(4) U U (idx x K)=1(A) y por tanto B C
(idx x AN "1 (A)U--- U (idx x 'hﬁfl)i)‘l(A). |
Por otro lado, si b € (idy x A)"1(A) U--- U (idy x hm) 1(A), entonces

b e (idy x hy))_l(A) para algun j € {1,2,.. mz} pero h J(A) C fi(A) asi,
(idx x hgi))_l(A) C (idx x fi)"'(A), entonces b € (idx x fl) 1(A) y por tanto
B = (idx x A" HA)U--- U (idy x AS)1(A).

Puesto que para cada j € {1,2,...,m;},
(idx x b)Y« Xy x [17,89] = X5 % [0, 1],

es un homeomorfismo, entonces (idx X hgi))_l(A) es conexo en X;1 % [0, 1];.
Dado que g 1;,(A) = [0, 1];, existe (z,t) € A tal que t = fi(tél)), entonces

(idx x W), 1) = (2, fi(#)) = Gy x A, (o, 15")

asi,

(2,)") € (icx x A) 7 (A) N (idx x A1) 7 (A),

J

luego (idx x hg-i))_l(A) N (idx x hg+1) 1(A) # 0 y por tanto B es un subcon-
junto conexo de X1 % [0, 1];41.

Sit e [0,1]41, sea s = f;(t) € [0,1);. Puesto que A C X; x [0,1]; es
tal que mpq3,(A) = [0,1];, entonces existe x € X; tal que (z,s) € A asi,
(idx x fi)(z,s) € A, por tanto (z,t) € B, entonces ¢t € m1),,,(B) y por
tanto m1,,, (B) = [0, 1];41.

i+1

Si x € X,41, entonces como 7y, (A) = X, existe s € [0, 1]; tal que (x,s) €
A. Dado que f; es suprayectiva, existe t € [0,1];41 tal que s = f;(t) asi,
(idx x fi)(z,t) € A, entonces (z,t) € B asi, x € 7yx,,,(B) y por tanto
Xit1 = 7TX¢+1(B>-

i+1
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De lo anterior se concluye que X’ x K tiene la propiedad (#), donde X' =
lim, {X;,idx}. Claramente X es homeomorfo a X’ asi, del lema 2.11, X x K
tiene la propiedad (#).

]

2.13 Lema. Si el espacio X x Y tiene la propiedad (#), entonces ¥ x X
tiene la propiedad (#).

Demostracion. Nétese que f: X xY — Y x X dada por f(z,y) = (y,x) es
un homeomorfismo. Sean

T X xY = X

T X XY =Y

x Y xX > X

Ty Y x X =Y

las funciones proyeccién de los espacios en cuestion.

Sea M un subcontinuo de Y x X tal que nx (M) =X,y (M) =Y y W
un subconjunto abierto de Y x X tal que M C W. Sean

M ={(z,y) € X xY : (y,2) € M} = f (M)
W ={(z,y) € X xY : (y,x) € W} = f{(W).

Nétese que si z € X existe y € YV tal que (y,x) € M asi, (x,y) € M,
entonces x € 7wy (M') y por tanto 7 (M') = X, andlogamente se concluye
que 7y, (M’) =Y. Como M’ es un subcontinuo que se proyecta y W’ es un
abierto de X x Y tal que M’ C W’ entonces existe U’ un subconjunto abierto
y conexo de X x Y tal que M’ C U" C W', entonces f(M') C f(U’") C f(W')
y por tanto M C f(U’") C W con f(U’) abierto y conexo en Y x X. O

2.14 Corolario. Cualquier producto finito de continuos de Knaster tiene la
propiedad (#).

Demostracion. Sea n € N y sean K, Ks,..., K, continuos de Knaster.
Como [0, 1]™ es localmente conexo, entonces [0, 1]" tiene la propiedad (#).

Puesto que [0,1]" = [0,1]""! x [0,1], del 2.12, [0,1]""! x K,, tiene la
propiedad (#) asi, del lema 2.13, se tiene que K, x [0, 1]"~! tiene la propiedad
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(#). K, x [0,1]"7! = (K; x [0,1]"72) x [0, 1] tiene la propiedad (#) asf,
nuevamente por el teorema 2.12 y el lema 2.13, K,,_; x K, x [0,1]"72 tiene
la propiedad (#). Aplicando el proceso anterior ((n — 1)-veces) se concluye
que K; x Ky x -+ x K, tiene la propiedad (#). ]

2.15 Definicién. Sean {X,a € J} una familia de espacios topolégicos y

J' C J. La funcién
Ty H X, — H Xa
aeJ aeJ’
definida por
Ty (x) = x|y

para todo = € ], X se llama la funcién proyeccion del producto [], ., Xa
al subproducto [ ], Xa.

2.16 Observaciéon. La funcién 7 es abierta y suprayectiva.

2.17 Lema. Sea X = [],.; X, donde J es un conjunto. Si M C X es
compacto y U es un abierto de X tal que M C U, entonces existe F' C J
finito y V un conjunto abierto en 77(X) tal que M C V X [[,cj\p Xa CU.

Demostracion. Como U es un abierto, enonces U = | JA, A C B donde B es
la base usual de X, es decir, W € B si y solo si

W = H W, X H X, con J C J finito y donde para cada a € J’

W, es un conjunto abierto de X,

Nétese que A es una cubierta abierta para M, asi existe C' C A finito tal que
M cC. Sea C = {Wy,Ws, ..., W,} donde para cada i € {1,2,...,n}

WZHWiX H Xq.

acJ; OéEJ\Ji

Sea F = J, J; y sea

Veamos que
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e (1). V es abierto en mp(X) = [[.cp Xa-
[ ] (2) WF(M) cV.
e 3). MCV x[lenrXaCU.

Para (1) basta notar que V' es la unién de conjuntos abiertos pues la funcién
7 X = [[.cr Xa €s continua, abierta, suprayectiva y cada W; es abierto
en X.

acl

Para (2), sea Mp = Trm) Y T € Mp, entonces existe z € M tal
que mp(z) = xzp. Como M C |Ji_, Wi, entonces z € W, para algin
j € {1,2,...,n}, asi para cada o € F, 7, € W/ donde z, = 7.(7) y
Wi =X,sia€ F\J;ypor tanto zp € mp(W;) C V, es decir, mp(M) C V.

Para (3). De (2) se sigue que M C V' X[],c j\ p Xa, ahora bien, siz ¢ U =
UA y por tanto z ¢ UC, asi para cadai € {1,2,...,n} x ¢ W;, entonces para
cadai € {1,2,...,n} mr(z) ¢ mr(W;), pues « € [, Wi X [Locpr Xo siy
solo si 7p(x) € [[aey, We, por tanto mp(z) ¢ V, luego ¢ V' x [oerr Xa
pues £ € V X [[,cppXa siysolosimr(z) €V y mpp(z) € [[oenp Xa si
y solo si mp(z) € V, de aqui que z ¢ V' x HaEJ\F X, y asi se concluye que
V % [Toeyr Xa C U. O

2.18 Corolario. El producto numerable de continuos de Knaster tiene la
propiedad (#).

Demostracion. Sea X = [[,c; Xa, donde para cada o € J, X, es un con-
tinuo de Knaster. Sea M un subcontinuo de X tal que para cada o € J
To(M) = X, y sea W un subconjunto abierto de X tal que M C W. Como
M es compacto, del lema 2.17, existen F' C J un conjunto finito y V' un
conjunto abierto de 7(X) tal que M C V X [[,cppXa CW.

Al ser mp(X) un producto finito de continuos de Knaster, del corolario
2.14, se tiene que existe U’ un subconjunto abierto, conexo de 7 (X) tal que
(M) CU CV,ast U=U"X]],cprXa es un conjunto abierto en X tal
que M Cc U C W y U es conexo, pues es el producto de conexos y por tanto
X tiene la propiedad (#). ]
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Nétese que en la prueba anterior no depende de la cardinalidad de J,
es decir, si la propiedad (#) se define para continuos de Hausdorff el resul-
tado anterior sigue siendo cierto para un protucto arbitrario de continuos de
Knaster.

2.1.1 Pseudo-arco y la propiedad (#)

2.19 Definicion. Un punto fijo de un funciéon f es un punto p tal que
f(p) = p. Un espacio topoldgico X tiene la propiedad del punto fijo siempre
que cada funcién continua de X en X tenga un punto fijo.

2.20 Teorema. Si X es un continuo localmente conexo y Y es un continuo
homogéneo con la propiedad del punto fijo, entonces Y x X tiene la propiedad

(#)-

Demostracion. Sean M un subcontinuo de Y x X y W un conjunto abierto
enY x X tales que M C W,y (M) =Y y wx(M) = X. Considérese ¢ > 0
tal que N(2¢, M) C W. Sea R la bola de radio € con centro en la funcién
identidad en el espacio de homeomorfismos de Y en Y (métrica uniforme).
Para cada punto p € Y sea R(p) = {h(p) € Y : h € R}. Por el teorema de
Effros, especificamente del corolario 1.27, R(p) es una vecindad de p en Y.
Para cada x € X sea S(z) un conjunto abierto y conexo en X tal que z € S(x)
y de diametro menor a € (S(x) existe pues X es localmente conexo).

Sea U = |J{R(p) x S(x) : (p,x) € M}. Nbtese que M C U, pues si
(p,z) € M, entonces R(p)xS(z) CUype R(p) (p=Iy(p)y Iy(p) € R(p))
y z € S(z).

Como R(p) es una vecindad de p en Y y S(x) es un conjunto abierto en X,
entonces R(p)x S(z) es una vecindad de (p,x) en Y x X, asi M C inty . x(U).

Por otro lado, sea (y,2’) € U, entonces (y,2') € R(p) x S(z) para algin
(p,x) € M, por tanto y € R(p) y 2’ € S(x) asi, y = h(p) para alguna h € R,
lo cual implica que dy (y, p) < € como S(x) tiene diametro menor a €, se sigue
que dx(2',x) < € y por tanto dy«x((y,2’), (p,x)) < € asi, (y,z') € N(e, M)
y por tanto U C N (e, M). En resumen se tiene que

M Cinty.x(U) CU C N(e, M) C clyyx(N(e,M)) CW CY x X.

Se probard que U es conexo. Sea (¢q,z') € U, entonces (¢, z') € R(p) x S(x),
para algin (p,z) € M. Dado que ¢ € R(p), existe h € R tal que h(p) = q.
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Considérese el homeorfismo g : ¥ x X — Y x X dado ¢ = h X idy.
Sea N = g(M), entonces N es un subcontinuo de Y x X. Dado que
Y tiene la propiedad del punto fijo, existe py € Y tal que h(py) = po.
Dado que my(M) = Y, existe oy € X tal que (po,z9) € M, entonces
(po, xo) = g(po, xo) € N. De lo anterior se concluye que M U N es conexo.

Dado g(r,v) € M y la funcién g(r,v) = (h(r),v) € R(r) x S(v) C U, en-
tonces M NN C U. Puesto que g(p,x) = (g, ), se sigue que (¢,z) € N C U.

Dado que (¢, ') € {¢} x S(x) C R(p) x S(z) CU y (¢,x) € NN ({q} x
S(z)), entonces M U N U ({¢} x S(z)) es un subconjunto conexo de U que
contiene a (gq,z’) e intersecta a M, al ser (¢,2’) arbitrario, se concluye que
U es conexo. Por tanto clyy x(U) es un subcontinuo de Y x X contenido en
W'y que contiene a M en su interior. Del lema 2.3 se concluye que ¥ x X
tiene la propiedad (#). O

2.21 Definicion. El Pseudo-arco es un continuo no degenerado, heredita-
riamente indescomponible y encadenable.

Se denotard por P al pseudo-arco. De [2] se tiene que P es homogéneo.

2.22 Lema. Si X es un continuo encadenable, con métrica d, entonces X
tiene la propiedad del punto fijo

Demostracion. 7, 2.4.18]. O
2.23 Corolario. P x [0, 1] tiene la propiedad (#).

Demostracion. Dado que P es homogéneo y tiene la propiedad del punto fijo
y ademas [0, 1] es localmente conexo basta aplicar 2.20. O]

Del teorema 2.12 y del corolario 2.23 se obtiene la siguiente observacion.

2.24 Observacién. P x K tiene la propiedad (#), donde K es un continuo
de Knaster.

Ahora bien, dado que para cualquier n € N, [0, 1]" es localmente conexo,
procediendo como en la demostracién del corolario 2.14 se obtiene la siguiente
observacion.

2.25 Observacién. Para cualquier n € N, el producto P x [[_, K; tiene
la propiedad (#), donde para cada i € {1,2,...,n}, el conjunto K; es un
continuo de Knaster.
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2.2 La propiedad (#) y los Continuos de
Kelley

2.26 Definicion. Un continuo X es un continuo de Kelley siempre que
dados A un subconitnuo de X, p € Ay {p;}ien s una sucesion en X tal que
{pi}tien — p, entonces existe una sucesién de subcontinuos {A4; };en de X tal
que para cada ¢ € N se cumple que p; € A; vy A; — A con la métrica de
Hausdorff.

2.27 Lema. Sean X y Y continuos y X XY con la propiedad (#).Si A un sub-
continuo de X, p € Ay {p,}nen €s una sucesién en X tal que lim,,_,p, = p,
entonces para cada € > 0 y para cualquier a € A existe N € N tal que para
cadan > N, p, € N(e,A) y a € N(e,clx(C,)), donde C, es la componente
de N (e, A) que contiene a p,,.

Demostracion. Sea ¢ > 0 tal que 30 < min{e, didmetro(Y)}. Sean yo,y; €
Y tal que dy (yo) = diam(Y'). Sea M = (X x {yo}) N ({a} xY)N (A x {y1}),
como X x{yo}, {a} xY, Ax{y;} son homeomorfos a X y A respectivamente
se sigue que X x{yo}, {a} xY, Ax{y;} son subcontinuos de X x Y, ademds

como (a,yo) € (X x {yo}) N ({a} xY) y (a,11) € ({a} x Y) N (A x {y1})

se deduce que M es un subcontinuo de X x Y que ademds cumple que
x(M) =X ymy(M) =Y. Como X XY tiene la propiedad (#), del lema
2.3, existe L un subcontinuo de X x Y tal que

M cCUC il’ltXXy<L) CcL
C (X X By(y0,0)) N (Bx(a,d) xY)N(N(5,A) x By(y1,9),
nuevamente como (X x Y') tiene la propiedad (#), existe U un conjunto

abierto y conexo de X x Y tal que M C U Cintxyy(L) C L =clxxy(L) y
por tanto

McCUC ClXXy(U)
C (X X By(1s,8)) N (Bx(a,8) x Y) N (N(6, A) By (v1, 6).

Dado que h/mn—mo(pn? yl) = (p7 yl) € A x {yl} y limn—)oo(pn> =p € A7 €X-
iste N € N tal que para cada n > N, el punto (p,,11) € U y p, € N(e, A).
Dado n > N, sea D,, la componente de clx«y(U) N (X x By (y1,9)) tal que
(Pn, 1) € D,,. Puesto que 35 < d(y1,yo), entonces

C1X><Y(X X BY(yb(S)) N ClXXY(X X BY(QO, 5)) = (Z),
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lo cual implica que
clyxy (D) N (X X By (yo,6)) =0
-
L (D) € ey (UN(X X By (30,8)) (B (0, 6)xY )U(N (5, A)x By (31, )

y pn € mx(clxxy(D,)) C N(d,A). Como 7mx(clxxy(D,)) es un conjunto
conexo contenido en N(0,A) C N(e, A), entonces mx(clxxy(Dy)) C C.
Dado que X x{yo} C M C Uy (X x{yo})U(X x By(y,6)) = 0 (pues {yo} N
By (y1,0) = 0), tenemos que clyyy(U) N (X X By(y19)) es un subconjunto
propio de clxxy (U), del teorema 1.23, existe un punto

AS FrCIXxY(U)(ClXXY(U) N (X X BY<y17 5))) M ClClXxY(U)(Dn)'

z €clery @y (Clxxy (U) N (X X By (y1,0)))
N clery .y ) (Clxsy (U) \ (elxxy (U) N (X x By (y1,0))))
= clay, @) (Clxxy (U) N (X x By (y1,6)))
N elety o @) (Clxxy (U) \ (X x By (y1,9)))
= cloig .y @) (Clxxy (U) N (X x By (y1,9)))
N (clxxy(U) \ (X x By (y1,0)))

de aqui, z ¢ clx.y(U) N (X X By(y1,9)). De lo anterior se concluye que
z € Bx(a,0) XY y x(z) € Bx(a,?). O

2.28 Lema. Sean X y Y continuos y X x Y con la propiedad (#).Si A un
subcontinuo de X, p € Ay {p, }nen una sucesion en X tal que lim,, ,.p, = p,
entonces para cada € > 0, existe, N € N tal que para cadan > N, p, €
N(e,A) y H(cl(C,),A) < 2¢, donde C,, es la componente de N(A,€) que
contiene a p,,.

Demostracion. Sea € > 0. F = {B(a,€) : a € A} es una cubierta abierta
de A, dado que A es compacto, existe Ay = {ay,as, ..., a,} un subconjunto
de A tal que A C Uzea,B(a,€). Como Ay C A entonces Ag C N(e, A). Por
otro lado, J,e 4, B(a,€) C N(e, Ag) y por tanto H(A, Ag) < €. Del lema 2.27
se sigue que para cada i € {1,2,...,m} existe N; € N tal que para cada
n> Ny, pn € N(Ae) y a; € N(e,clx(Cy)). Sea N = max{N;, No, ..., N, }
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asi, para cada n > N, p, € N(e¢, A), ademds como C,, es una componente
de N(e, A), entonces clx(C,) C N(2¢,A). Por otro lado, como para cada
i€{1,2,...,m} el punto a; € N(¢,clx(C,)), entonces Ay C N(e,clx(C,))
lo cual implica que N(e, Ag) C N(2¢,clx(C,)), pero A C N(e, A) asi A C
N(2¢,clx(C,)) y por tanto H(clx(C,), A) < 2e. O

2.29 Teorema. Si X, Y son continuos y X X Y tiene la propiedad (#),
entonces X, Y son continuos de Kelley.

Demostracion. Veremos que X es un continuo de Kelley. Sea A un subcon-
tinuo de X, p € Ay {p,}nen una sucesion en X tal que lim,, ,.p, = p.

Aplicando el lema 2.28 es posible construir una sucesion creciente 1 <
Ny < Ny < --- tal que para cadam € Ny n > N, p, € N(%,A) y
H(ch(C](Vm)), A) < 2, donde Ci™ es la componente de N (=X, A) que contiene

a Pn.
Denétese por Aq, As, ... los elementos de la secuencia

Xl,XQ, ce ,XN1_17C1)((C](V]\1[1)), e ,Clx(ol(vjzl_)l),Clx(C](V]ZQ)), ceey

clx (C ™), el (CO), el (C ™)), el (O ), .
Donde X = X; = Xy = -+ = Xy,_1. Asi, para cada n € N, A, es un
subcontinuo de X, p, € A, y lim,,_,, A, = A, por tanto, X es un continuo
de Kelley. [
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Observaciones finales

En la seccion 2.2 se demostro que si el producto de dos continuos tiene la
propiedad (#) entonces ambos continuos son de Kelly por lo cual, sabiendo
que el producto de cualesquiera dos continuos de Kanaster tiene la propiedad
(#), se puede concluir que los continuos de Knaster son continuos de Kelly,
con un argumento similar se puede probar que el pseudo-arco, los continuos
localmente conexos y el producto numerable de continuos de Kanaster son
tambien continuos de Kelly. Para finalizar se deja la siguiente pregunta:
LEl producto del pseudo-arco con un cualquier producto numerable de con-
tinuos de Knaster tiene la propiedad (#)? (Da la “sensacién” que, debido
a que se tiene que el producto de un pseudo-arco con cualquier producto
finito de continuos de Knaster tiene la propiedad (#), bastaria un arguento
de compacidad para responder de forma afirmativa la pregunta).
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