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Introduccion

Todos los espacios en esta tesis son considerados de Tychonoff (es decir,
Hausdorff completamente regulares). Se considera las terminologias y nota-
ciones como en [3]. En particular, el simbolo w denota el conjunto de todos los
enteros no negativos y wy es el primer ordinal no numerable. Cada ordinal «
sera considerado como espacio topoldgico equipado con la topologia del orden.

Sean X y Y espacios topoldgicos, denotamos por C,(X,Y’) al espacio
de todas las funciones continuas de X a Y equipado con la topologia de la
convergencia puntual (ver [2] para un estudio més detallado de la teorfa de
espacios de funciones equipadas con esta topologia). En este trabajo solo nos
concentraremos con los casos Y =1=[0,1] y Y = R. El espacio C,(X,R) es
denotado por C,(X).

O. Okunev en [5], demostro que si X es un espacio fuertemente cero-
dimensional con C,(X) de Lindeldf, entonces el espacio C,(X)“ es de Lin-
delof. En un intento de generalizar este resultado a espacios cero-dimensionales,
la siguiente pregunta fué realizada (en problema 20 en [5])

.51 existe un espacio cero-dimensional, no fuertemente cero-dimensional
tal que C,(X) es de Lindel6f?

Asi, el objetivo de este trabajo es dar respuesta afirmativa a esta pre-
gunta, desde un principio en nuestra investigacion y atendiendo lo que en
una platica en el Brazilian Conference on General Topology and Set Theory
- STW 2013, P. Nyikos menciono que es bien conocido que el ejemplo de
Dowker es un espacio cero-dimensional y no fuertemente cero-dimensional.
Por lo que este espacio nos resulto atractivo para investigar, si su C,(X)
es de Lindelof; actualmente aun no podemos responder eso. Sin embargo, al
estar estudiando el ejemplo de Dowker conseguimos hacer una modificacion
de este y asi poder demostrar el siguiente Teorema.



INTRODUCCION VI

Teorema 0.1. Existe un espacio normal, cero-dimensional y no fuertemente
cero-dimensional X tal que C,(X) es de Lindelof.

Este Teorema resume nuestro trabajo de investigacion y nos permite dar
respuesta afirmativa al problema planteado. Dado que el resultado de la
investigacion es de gran importancia en el area de los espacios de funcio-
nes. Se realizé un artéulo titulado “ A zero-dimensional not strongly zero-
dimensional X with Lindel6f C,(X),” el cual fue aceptado para su publicacién
en la revista European J. Math.

Este trabajo de investigacion se encuentra dividido en tres capitulos, don-
de en el capitulo I se proporcionan y desarollan algunas definiciones y resul-
tados que seran de utilidad para la comprension de los siguientes capitulos.
En el capitulo II se dedica a la modificacién del ejemplo de Dowker, mos-
trando algunos resultados que este presenta. En particular, que cumple ser
un espacio cero-dimensional y no fuertemente cero-dimensional. Finalmente,
en el capitulo III estudiamos algunos resultados importantes para concluir
que el espacio C,(X) es de Lindeldf, donde X es nuestro espacio de estudio.
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Capitulo 1
Preliminares

En este capitulo se proporcionan y desarollan algunas definiciones y re-
sultados que seran de utilidad para la comprension de los siguientes capitu-
los, es asi, como abordamos solo una pequena parte de los espacios cero-
dimensionales, el primer ordinal no numerable y la topologia de la conver-
gencia puntual.

Definicién 1.1. Dos conjuntos A y B en un espacio topoldgico X son llama-
dos completamente separados si existe una funcién continua f: X — [0, 1]
tal que f(z) =0parax € Ay f(x) =1 paraz € B.

Definicion 1.2. Un conjunto A de un espacio topolégico X es llamado fun-
cionalmente cerrado si A = f~1(0) para alguna funcién continua f : X —

0, 1].

Un subconjunto B C X es funcionalmente abierto si existe un subcon-
junto A C X funcionalmente cerrado tal que B = X \ A.

Teorema 1.3. Todo espacio segundo numerable regular es normal.
Demostracion. Ver Teorema 1.5.16 en [3]. O

Proposicién 1.4. Sea un espacio topolégico X y un subespacio M de X. El
conjunto A C M es cerrado en M siy solosi A= FNM, donde F es cerrado

en X. Ademas, A R s
Demostracion. Ver Proposicién 2.1.1 en [3]. O

Proposicion 1.5. Si un espacio topoldgico que puede ser representado como
la unién de una familia {X; : s € S} de subconjuntos abierto ajenos por
pares, entonces X = P, ¢ X.

Demostracion. Ver Proposicién 2.2.4 en [3]. O



CAPITULO 1. PRELIMINARES 2

Corolario 1.6. Sea un conjunto abierto U en un espacio topolégico X. Si una
familia {F; : s € S} de subconjuntos cerrados de X conteniendo al menos
un conjunto compacto (en particular, si X es compacto) y si (). Fs € U,

entonces existe un conjunto finito {sy, s9,...,sx} C S tal que ﬂle F,, CU.
Demostracion. Ver Corolario 3.1.5 en [3]. O

Teorema 1.7. Si A es un subespacio compacto de un espacio regular X,
entonces para cada conjunto cerrado B ajeno de A existen conjuntos abiertos

U VCXtalque ACU, BCVyUNV =40.

Demostracion. Ver Teorema 3.1.6 en [3]. O
Teorema 1.8. Todo espacio compacto es normal.

Demostracion. Ver Teorema 3.1.9 en [3]. O

Corolario 1.9. Cada par de conjuntos cerrados disjuntos en un espacio nor-
mal X tienen cerradura disjunta en X

Demostracion. Ver Corolario 3.6.4 en [3]. O

Corolario 1.10. Para cada espacio de Tychonoff X y un espacio T" tal que
X CT C BX tenemos que ST = X.

Demostracion. Ver Corolario 3.6.9 en [3]. O

Teorema 1.11. Un espacio compacto Y es metrizable si y solo si Y es segundo
numerable.

Demostracion. Ver Teorema 4.2.8 en [3]. O

Teorema 1.12. Toda funciéon continua real-valuada definida en un espacio
numerablemente compacto es acotada.

Demostracion. Ver Teorema 3.10.6 en [3]. O

Proposicién 1.13. Sea una familia de espacios topolégicos { X}ses. Si S =
UserS;, donde S; NSy = 0 para t # . Entonces los espacios I ,csX, y
e (ITses, Xs) son homeomorfos, es decir, el producto cartesiano es asocia-
tivo.

Demostracion. Ver Proposicién 2.3.7 en [3]. O

Proposicién 1.14. Sea una familia de espacios topolégicos {Xs}ses v una
funcion inyectiva f de S sobre si mismo. Entonces los espacios Il;cs X y
Ie5 X f(s) son homeomorfos, es decir, el producto cartesiano es conmutativo.

Demostracion. Ver Proposicién 2.3.8 en [3]. O
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1.1. Espacio Cero-dimensional

Definicién 1.15. Un espacio topologico X es llamado hereditariamente dis-
conexo si X no contiene subconjuntos conexos de cardinalidad mayor que
1.

Definicién 1.16. Un espacio topolégico X no vacio y 77 es llamado cero-
dimensional si tiene una base de conjuntos abiertos y cerrados a la vez.

Claramente, todo espacio cero-demensional es un espacio de Tychonoff.
Una cubierta de un espacio topoldgico que consiste de conjuntos funcional-
mente abiertos (cerrados) serd llamada una cubierta funcionalmente abier-
ta(cerrada).

Definicién 1.17. Un espacio topoldgico es llamado fuertemente cero-dimensional
si es un espacio no vacio Tychonoff y cada cubierta finita funcionalmente
abierta {U;}¥_, de el espacio X tiene un refinamiento abierto finito {V;}7,

tal que V; N'V; = 0 siempre que i # j.

Acontinuaciéon, mencionamos algunos resultados importantes de los espa-
cios cero-dimensionales y fuertemente cero-dimensionales.

Teorema 1.18. Todo espacio cero-dimensional es hereditariamente discone-
XO.

Demostracion. Ver Teorema 6.2.1 en [3]. O

Teorema 1.19. Un espcio no vacio de Tychonoff X es fuertemente cero-
dimensional si y solo si para cada par de conjuntos A y B completamente
separados de X existe un conjunto clopen U C X tal que A C U C X\B.

Demostracion. Ver Teorema 6.2.4 en [3]. O
Teorema 1.20. Todo espacio fuertemente cero-dimensional es cero-dimensional.
Demostracion. Ver Teorema 6.2.6 en [3]. O

Teorema 1.21. Todo espacio cero-dimensional y Lindelof es fuertemente
cero-dimensional.

Demostracion. Ver Teorema 6.2.7 en [3]. O

Teorema 1.22. Si un espacio topoldgico es cero-dimensional, entonces todo
subespacio no vacio de X es también cero-dimensional.

Demostracion. Ver Teorema 6.2.11 en [3]. O
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Teorema 1.23. La compactacién de Cech-Stone X de un espacio Tychonoff
X es fuertemente cero-dimensional si y solo si el espacio X es fuertemente
cero-dimensional.

Demostracion. Ver Teorema 6.2.12 en [3]. O

Teorema 1.24. La suma @, ¢ X, donde S # 0y X, # () para s € S es
cero-dimensional si y s6lo si X es cero-dimensional para s € S.

Demostracion. Ver Teorema 6.2.13 en [3]. O

Teorema 1.25. El producto cartesiano I,cgX,, donde S # 0 y X, # 0) para
s € S es cero-dimensional si y s6lo si X es cero-dimensional para s € S.

Demostracion. Ver Teorema 6.2.14 en [3]. O

1.2. El espacio w;

Sean a y [ dos ordinales, denotamos los intervalos [a, ) = {7 : a <
v < B}y lo,p] ={y:a<~vy<p} La familia de todos los intervalos (7, o]
con v € wy U{—1} y v < a constituye una base para el ordinal o en 7(w;)
(extendemos el orden en wy a wy U{—1}).

Definimos el primer ordinal no numerable como w; = [0, w;) dotado con la
topologia del orden. similarmente, w; + 1 = [0, w;| equipado con la topologia
del orden es el primer ordinal compacto no numerable.

Definicién 1.26. Sea un ordinal 5 € w; + 1, diremos que el ordinal g es:
» sucesor si existe un ordinal o € wy + 1 tal que = o + 1.

= [imite si para cada o € wy; + 1 con a < [, existe un ordinal v € wy + 1
tal que a < v < .

Teorema 1.27. El esapcio wy + 1 es cero-dimensional.

Demostracion. Sea o € wy + 1, consideromos los siguientes casos.

Caso I: Si a es un ordinal sucesor. Tomamos la coleccion Bi(a) = {{a}}
que es una base local de «, donde el conjunto {a} es abierto y cerrado en
w1 + 1.
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Caso II: Si a es un ordinal limite. Para cada ordinal # € w; + 1 con
£ < a, entonces consideremos el conjunto

Vap = (B,a+1) = [+ 1,0]

claramente, V,g es abierto y cerrado en w; + 1 tal que o € V3. Tomando
la coleccion By(a) = {V,p : B € wi + 1y B < a} que es una base local del
ordinal a.

Finalmente, consideramos la familia

B = U{Bl(&) .« es sucesor} U U{BQ(B) : B es limite}

la cual es una base de conjuntos abiertos y cerrados del espacio w; + 1, es
decir, el espacio w; + 1 es cero-dimensional. O

Teorema 1.28. Todo subconjunto numerable de [0,w;) esta acotado supe-
riormente.

Demostracion. Ver Ejemplo 3.10.16 en [3]. O
Corolario 1.29. Todo subconjunto numerable de [0,w;) tiene supremo.
Demostracion. Ver Ejemplo 3.10.16 en [3]. O
Proposicion 1.30. El espacio w; es numerablemente compacto.

Demostracion. Ver Ejemplo 3.10.16 en [3]. O

1.3. Topologia de la Convergencia puntual

Dados los espacios topoldgicos X y Y, sobre el conjunto Y de todas
las funciones de X en Y; podemos considerar la topologia producto o
topologia de Tychonoff que se caracteriza como la minima topologia que
hace continua a cualquier proyeccién 7, : YX — Y, para cada z € X. En
particular, consideraremos el siguiente subconjunto de Y~

C(X,Y)={f€Y™: fes continua }

equipado con la topologia heredada de Y, a la cual se le suele llamar
la topologia de la convergencia puntual; en general, denotaremos por
Cp(X,Y) alos espacios asi obtenidos, pero en el caso en el que Y = R escri-
biremos simplemente C,(X) en vez de C,(X,R).
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Dado un espacio un espacio topoldgico Z es conveniente tener una des-
cripcién precisa de una base para su topologia; en el caso de los espacios
topoldgicos C,(X,Y) esto se logra considerando bases para la topologia del
espacio contradominio Y.

Para cada subconjunto finito {z1, zs, ..., x,} de X y cada coleccién finita
de abiertos bésicos { B, Bs, ..., B,} en Y; denotaremos por

O(x1,...,2n; By,...,By) ={f € Y™ : f(zx;) € B; paracada i = 1,2,...,n}.

Notemos que

O(ZCl,Q?Q, RN Bl, BQ, ce Bn) = W;ll(Bl) N W;21(BQ) MN---N Wﬁl(Bn).

Tn

Como es sabido, la familia de todos los conjuntos de este tipo es una
base para la topologia producto en Y. Por lo tanto, la familia de todos los
conjuntos

O(x1,...,xn; B1,...,By) =O0(x1,...,2,;By,...,B,) NC(X,Y),

es una base para la topologia de C,(X,Y"). En resumen tenemos el siguiente
resultado

Proposicién 1.31. Sea  una base de la topologia de Y, Sy (y) una base
local de vecindades abiertas, para cada y € Y. Entonces

= La familia
{O(xl,:vg,...,xn;Bl,Bg,...,Bn) ‘n€w, x; € X, B; € B},
es una base para la topologia producto en Y¥; de donde la familia
{O(z1,29,...,24; B1,Bs,...,B,) :n€w, x; € X, B; € B},
es una base para la topologia en C,(X).
» Para cada f € Y¥, la familia de todos los conjuntos de la forma

O(x1,...,xn; B1,...,By) ={9g€Y* :g(x;) € By, i =1,2,...,n},

endonden € w, x; € Xy B; € fparacadat=1,2,...,n; es una base
local de f en Y¥; de donde, si f € C,(X) los conjuntos

O(z1,...,xn; B1,...,By) ={9 € Cp(X) : g(x;) € By, i =1,2,...,n},

constituyen una base local de f en C,(X).
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Demostracion. Ver Seccién 2.6 en [3]. O

En el caso particular en que Y es un espacio metrizable, es conveniente
tomar como base locales en Y a las colecciones de e-bolas abiertas. Por lo
tanto, cuando Y es un espacio metrizable, si f € YX los conjuntos

O(f;xl,...,xn;e):{gEYX:d(f(xi),g(xi)) <€ i=1,2,...,n},

forman una base local de f en YX (donde, d es un métrica que define la
topologia de Y'). Al considerar intersecciones de este tipo de conjuntos de Y%
con el conjunto C(X,Y) nuevamente generamos bases locales en C,(X,Y).



Capitulo 2
Modificacion de Ejemplo de
Dowker

En este capitulo se construira el espacio de estudio, el cual se usara pa-
ra dar respuesta al problema planteado en la introduccién. Asi, mismo se
demostrara que dicho espacio es un espacio normal, cero-dimensional y no
fuertemente cero-dimensional.

2.1. Modificacién del Ejemplo de Dowker

Para una mayor informacién del Ejemplo de Dowker puede consultar el
Ejemplo 6.2.20 en [3].

Sean I = [0, 1] el intervalo cerrado en la linea real R. A continuacién, se
introduce la definicién de conjuntos holding, término que se ha usado en [4].

Definicién 2.1. Un subconjunto A de I diremos que es holding si todo
subconjunto de I'\ A que es cerrado es a lo més numerable.

Es facil verificar que si los subconjuntos A y B de I tales que A es holding
y A C B, entonces B es un conjunto holding.

Proposicion 2.2. Si un subconjunto A de I es holding entonces A es denso
en I.

Demostracion. Sean A C 1 un conjunto holding y un conjunto abierto no
vacio U en I, demostraremos que A N U # (); supongamos lo contrario, es
decir, que ANU =0, asi U C T\ A. Ahora, sea x un punto en U; usando que
el espacio I es regular, existe un conjunto abierto V' en I tal que

reVCVCUCI\A

Como A es un conjunto holding se tiene que el conjunto cerrado no vacio V'
es a lo mas numerable, lo cual es una contradiccién; ya que todo conjunto
cerrado en I que contiene un conjunto abierto no vacio es no numerable. [
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El intervalo I tiene una familia de cardinalidad ¢ de conjuntos ajenos
holding (ver Teorema 1.5 en [4]). Asi, podemos encontrar una wi-sucesiéon

{Qa:aewl}

de conjuntos ajenos holding tal que I = [ J{Q. : @ € w1 }.

Para cada o € wy consideremos el conjunto
Sy = U{Qﬁ : B < a}, siaesun ordinal sucesor

o bien,

So = U{QB : B < a}, si a es un ordinal limite

A continuacién, definimos a nuestro espacio de estudio (con el cual res-
ponderemos al problema planteado).

Sea el espacio [0,w;] x I con la topologia producto y consideremos el
siguiente subespacio

X=J{a} xSa:acw}

También, consideremos los siguientes subespacios de [0, wq] x I

I X*=XU{w} xI).

2. Para cada a € wy, X, = U{{B} x S5 : 8 < a}.

3. Se cumple que X, C X C X*, para cada a € wy.
Proposicion 2.3. El espacio X es denso en X*.

Demostracion. Sea un punto (wy,r) € X*\ X = {w;} xTcon 0 < r < 1 (pues
cuando r=0 o r=1 se hace algo similar), tomemos un conjunto abierto basico
U = (a,w] x (r—¢€,7+€) del punto (wy,r) en [0,w;] x [, para algin o € wy.
Luego, el conjunto V' = U N X* es una vecindad abierta del punto (wy,r)
en X*, como el ordinal o < wq, existe un ordinal § tal que @ < < wy,
aplicando la Proposicion 2.2 el conjunto ()3 es denso en I, es decir, existe un
punto x € Qg N (r — €,r + €); por construccién del espacio X se tiene que el
punto (8,z) € X NV, es decir, VN X # (). Por lo tanto, se sigue que X es
denso en X*. ]

En una forma similar a la prueba anterior se prueba el siguiente resultado.

Proposicién 2.4. Los subespacios X y X* son densos en [0, w;] x L.
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Para cada r € I, denotamos por:

X, = X N ([0,w1) x {r}).

Corolario 2.5. seanr € [y a € w; tal que r € (). Entonces se cumple

X, = [a,w;y) X {r}, si a es un ordinal sucesor.
o bien,

X, =[a+1,w;) x {r}, si @ es un ordinal limite.

Proposicion 2.6. Para cada r € 1, el conjunto X, es numerablemente com-
pacto.

Demostracion. Sean r € I, como I = U{Qp : B € wy}, existe a € w; tal
que r € Q.. Notemos que el conjunto X, es homeomorfo a [, w;) y por la
Proposicién 1.30, se concluye que X, es numerablemente compacto. O

Proposicién 2.7. X\ X,) ={w} xL

a<wi (
Demostracion. Como se cumple que {w;} x I C (X*\ X,) para cada a < wy,

entonces
{wi} xIC [ (X*\ Xa). (2.1)

a<wi

Por otra parte, sea (o, z) € [, (X™\ Xa) notemos que si o < wy, entonces
(o, ) € X, es decir, (o, ) ¢ X*\ X, lo cual no es posible. Asi, s6lo puede
pasar que a = wy; (o, ) € {w;} x I, entonces

[ (X*\ Xo) € {wn} x L (2.2)

a<wi

Por lo tanto, de 2.1 y 2.2 se prueba la igualdad.

2.2. El Espacio X es cero-dimensional

Proposicion 2.8. Para cada a € wy, el subespacio S, de I es cero-dimensional.
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Demostracion. Sean o € wy yv S, el subespacio en . Tomemos un punto
r € S, tal que 0 < & < 1, entonces existe un conjunto abierto béasico en
I de la forma U = (a,b) un intervalo tal que x € U y a < = < b. Ahora,
consideremos los intervalos abiertos en I

Vi=(a,2)y Vo= (2,b)

Ahora, para = a + 1 el conjunto holding (s es ajeno del conjunto S, y
por ser (g denso en I, existen puntos

PERsNViyqgeQQsnVs
tales que los puntos p, ¢ ¢ S, y p < & < ¢ Asi, considerando el conjunto

Vabx: (p7Q)mSa:[ 7Q]ﬂSo<

donde los conjuntos (p,q) y [p, q] son intervalos abiertos y cerrados, respec-
tivamente, en I. Claramente, el conjunto V., es cerrado y abierto en S, tal
que & € V. Por lo que la coleccién f(x) = {Viupe 1 a,b € [ con a < x < b}
es una base local de x de conjuntos abiertos y cerrados del subespacio S,
los casos cuando x = 0 y x = 1 se puede encontrar una base local de con-
juntos tanto abiertos como cerrados, procediendo similarmente al caso que
0 < x < 1. Luego, la coleccion

8= J{8): v € 5.}

es una base de conjuntos abiertos y cerrados del subespacio .S,. Por lo tanto,
el subespacio S, es cero-dimensional. O

Corolario 2.9. Para cada a € w; se cumple lo siguiente
= X, =XnN([0,a] xI)esun conjunto abierto y cerrado en X.
» X, =X*N([0,a] xI) es un conjunto abierto y cerrado en X*.

Demostracion. Para cada « € wy, el conjunto [0, a] = [0,a + 1) es abierto y
cerrado en [0,w;]. Luego, el conjunto [0,a] x I = [0,a + 1) x I es abierto y
cerrado en el espacio [0,w;] x I, esto justifica el siguiente resultado. O

Como el primer ordinal no numerable [0, w;] dotado con la topologia del
orden es compacto y cero-dimensional. Para cada a € w; y aplicando el
Teorema 1.22 el subespacio [0, a] es cero-dimensional.
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Corolario 2.10. Para cada a € wy, el subespacio X, es cero-dimensional.

Demostracion. Sea o € wy, por el Teorema 1.25 y la Proposicién 2.8 el
subesapcio [0,a] x S, es cero-dimensional y aplicando el Teorema 1.22 el
subespacio X, C [0, a] X S,, tenemos que el espacio X, es cero-dimensional.

m

Teorema 2.11. El espacio X es cero-dimensional.

Demostracion. Sean el punto (o, z) € X y una vecindad abierta W del punto
(o, x) en X, sin pérdida de generalidad podemos suponer que W es de la
forma

W = ((/\1,/\2) X va) NX
donde, A\, Ay € [0,wq] tal que A\; < @ < Ay y V. es abierto en I con z € V.

Ahora, si el ordinal a es sucesor tomamos U; = {a} o bien si a es limite
tomamos U; = (A1, a+1) en ambos casos, U; es un conjunto abierto y cerrado
en [0,w;]. En el otro caso, para z € VNS, aplicando la Proposicién 2.8, existe
un conjunto abierto y cerrado Us en S, tal que x € Uy C V, NS, ademéds
existen conjuntos abierto B y cerrado F' en I tales que BNS, = U = FN.S,.
Las siguientes igualdades son facil de verificar:

Vae = (U1 xU)NX = (U x (BNS,))NX = (U x BN X (2.3)
Vo = (U xUp) N X = (U x (FNS,))NX=U xF)NX (2.4)

De las ecuaciones 2.3 y 2.4 el conjunto V,, es abierto y cerrado en X tal que
(o, x) € V,,, € W. Por lo tanto, el subespacio X es cero-dimensional. O

2.3. El Espacio X es normal

Proposicion 2.12. Para cada a € wq, el subespacio X, es metrizable.

Demostracion. Sea a € wy, como el producto cartesiano [0,a] x I es un
subespacio segundo numerable y compacto de [0, w; ] x I, aplicando el Teorema
1.11 se tiene que el subespacio [0,«a] x I es metrizable, asi el subespacio
Xo € [0,a] x I, también es metrizable. O

Proposicion 2.13. Para cada o € wy, el subespacio X, es normal.

Demostracion. Sea o € wy, como el producto cartesiano [0,a] x I es un
subespacio segundo numerable y regular tal que X, C [0, a] x I, entonces el
subespacio X, es segundo numerable y regular; aplicando el Teorema 1.3 se
concluye que el subespacio X, es normal. O
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Proposicion 2.14. Sean A, B un par de conjuntos cerrados disjuntos en X*
y U, V un par de conjuntos abiertos ajenos en X* tales que AN(X*\X) C Uy
BN(X*\X) C V. Entonces existe un ordinal 5 < wy tal que AN(X*\X3) C U
y BN (X*\ Xp) CV.

Demostracion. Consideremos el espacio Y = [0,w;] x I, A3 = AN (X*\ X)
y By = BN(X*\ X). Luego, tomemos los conjuntos ar y B las cerraduras
de los conjuntos A y B en el espacio Y.

Afirmacién 2.15. 4' N ({w1} xI) = A;.

En efecto, Como A es cerrado en X*, existe un conjunto cerrado F en Y
tal que A = F'N X*; ademas, por la Proposicién 2.4 se cumple lo siguiente:

A =Fnx" cF nX' =FnY=F. (2.5)

Asi, sea (wy, ) € Zyﬁ({wl} x 1), es decir, (wy,z) € ar v (w1,2) € {w1 }xI C
X*, por la ecuacién 2.5 el punto (wy,z) € F; luego (wy,x) € FNX* = A,
entonces (wy,z) € Aj. Por otra parte, es claro que A C Xy, entonces
A CcA'n ({w1} x I). Por lo tanto, la igualdad de la afirmacién se cumple.

Para cada o < wj, consideremos el conjunto A, = A’ n (X*\ Xa) v
consideremos EZ la cerradura del conjunto A, en Y.

Afirmacién 2.16. () A=A,

a<w “Ta

En efecto, sea el punto (wy,z) € A; por la afirmacién 2.15 se tiene que
(wy,2) € Zyﬁ({wl} xI), como cada o < wy se cumple que {w; } xI C X*\ X,,,
luego

(wi,z) €A N(X*\ X,) =Aa CA.
Es decir,
(wy,2) € ﬂ Zz
a<w]

Reciprocamente, para cada a < w; se cumple

Y

A NX\X)CA N(X*\X.) =4

Y
fo!

luego,

N A nx\Xx.,)c ()4 (2.6)

a<wi a<wi
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ahora, aplicando la Proposicion 2.7 tenemos que

N A NX\X)=A" n([) X\ X)) = A N({w} xD) = A (2.7)

a<wi a<wi

Por las ecuaciones 2.6 y 2.7 tenemos que A; C () zz. Por lo tanto, la

afirmacion esta probada.

a<wi

Se tiene que los conjuntos A; y B; son cerrados ajenos en X* y estan
contenidos en el subespacio compacto {w;} x I de X*. Asi, los conjuntos
Ay y B; son compactos en X*, aplicando el Teorema 1.7 existen conjuntos
abiertos Uy, Vi C X* tales que

ACU, BBCViyUinVy=0. (2.8)

Dado que tenemos A; C U; y el conjunto U; es abierto en X*, existe un
conjunto abierto Wy en Y tal que

A CU =W NX*CWp. (2.9)
Usando 2.17, 2.9 y el Corolario 1.6 existe una coleccién finita {aq, g, . .., o} C
[0,w:] tal que
k
M4, € W (2.10)
i=1
Tomemos f; = méax{ay, as,...,ax}, como para cada o; < f1; X*\ Xp, C

X*\ X,, parai=1,2,...,k. Asi, se cumple lo siguiente
Y f oy
AN(X*\X,) CA N(X*\ Xo) C (4, ST (2.11)
i=1

Luego, de 2.11 tenemos
A =AN(X"\X)CAN(X"\ Xp,) CWiNX*=U,. (2.12)

Repitiendo estos pasos para el conjunto B; = BN (X*\ X), existen un ordinal
P2 < wi y un conjunto abierto W5 en Y tal que

Bi=BN(X*\X)CAN(X*\ Xs,) CWN X" =V, (2.13)

Usando la ecuaciéon 2.12, 2.13 y tomando f = max 3, 82 se cumple lo si-
guiente

A= AN(X*\ X5) CU, y By = BN (X*\ X3) C Vi (2.14)

Por lo tanto, la prueba es completada. O
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Teorema 2.17. El espacio X* es normal.

Demostracion. Sean un par de conjunto cerrados ajenos Ay B en X*. Con-
sideremos los conjuntos

A= AN (X*\ X) = AN ({w} x D). (2.15)
By =Bn(X*\ X)=Bn ({w} xI). (2.16)

Se tiene que los conjuntos A; y Bj son cerrados ajenos en X* y estan conte-
nidos en el subespacio compacto {w;} x I de X*. Asi, los conjuntos A, y By
son compactos en X*, aplicando el Teorema 1.7 existen conjuntos abiertos
Uy, Vi € X* tales que

ACU, BBCViyUinV;=0. (2.17)
Aplicando la Proposicion 2.14 existe un ordinal o < wy tal que
AN(X*\X,) CUy BN (X*\ X,) CW,. (2.18)

Como los conjuntos A y B son cerrados en X* existen conjuntos cerrados Fj
y Fyen [0,w] x [ tales que A = Fi1NX*y B =F,N X" Luego, es claro que

A= (AN(X*\X))U(FiNX,) y B=(BN(X"\X,))U(Fi1NX,). (2.19)

Donde los conjuntos F1NX, y FoNX, son cerrados en X,, por la Proposicién
2.13 X, es normal, entonces existen conjuntos abiertos Uy y V5 en [0, w;] X 1
tales que

FNX,CUnX,, [hbnX,CVonX, (2.20)

y (CU,NX,)N(CVanX,) =0. (2.21)
Por el Corolario 2.9 X, es abierto y cerrado en X*.
Finalmente, consideremos los siguientes conjuntos abiertos en X*
U=UN(X"\X)U(UaNX,) yV=(VN(X"\X,)U(VanX,).
De las ecuaciones 2.18, 2.19, 2.20 y 2.21 se tiene que
ACU BCVyUNV =10

Por lo tanto, X* es normal.

]

Proposicion 2.18. Sean A y B un par de conjuntos cerrados ajenos en X.
Entonces los conjuntos A y B tienen cerradura ajena en X*.
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Demostracion. Sean A y B un par de conjuntos cerrados ajenos en X. Su-
pongamos que A nB* # (); se tienen los siguientes casos:

Caso I: Si existe un punto (wy,x) € A nBY . sin pérdida de generali-
dad podemos suponer que 0 < x < 1 (pues cuando x = 0 o x = 1 se hace de
manera similar).

Como z € 'y la familia de conjuntos holding ajenos por pares {Q, : @ <
wy } construidos al inicio de éste capitulo es una cubierta de I, entonces existe
a < w; tal que z € @,. Como 0 < x < 1 por la propiedad Arquimediana
existe un N € N tal que 0 < x — % <z <x+ ]%, < 1. A continuacién, por
induccion construimos las siguientes sucesiones:

Para n = 1.

Consideremos el conjunto abierto Uy = [(a, wn]) X (x— 577, 2+ 527) | N X tal

que el punto (wy,x) € Uy; como (wq,x) € A entonces AN U, # 0. Luego,
Existen oy € (a wlyxy € (x tales que el punto (o, z1) € A
y | — x| <

1 1
_N+1’x+N+1)

NoT
Ahora, consideremos el conjunto abierto Vi = [(aq,wy]) (:1: — N—_H,l‘ +
77)] N X* tal que el punto (wi,x) € Vi; como (wi,x) € B entonces

BNV, # (). Luego, Existen 3; € (041,001] vy € (x
el punto (51, 21) € By |z — | <

1 1
— %1 T+ wgq) tales que

N+1

Para n = 2.

Consideremos el conjunto abierto Uy = [(f1,w1]) X (x — LN X~

1
ot ve
tal que el punto (wy,x) € Us; como (wy,x) € A™ entonces AN Uy # 0.
Luego, Existen ay € (61,w1] y x9 € (x tales que el punto
(2, 72) € Ay |2 — 1] <

1 1
N Xt N+2)
N+2

Ahora, consideremos el conjunto abierto V4 = [(ag,w1]) X (z — ﬁ,x +

)] N X* tal que el punto (wy,z) € V3; como (wy,z) € B entonces
BNV, # (. Luego, Existen 3, € (Oég,(,dl] Y Y2 € (¥ — 55,7 + 55) tales que
el punto (52, x9) € By |x — ya] < N+2

Repitiendo este proceso sucesivamente, podemos construir las suciones

ay, 0,03, ... Bla B27637 ... €0 el espaCiO [0,(&)1] y
T1,T2, X3, ... Y1, Y2, Y3, ... en el espacio I tales que
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1. Oéi<6i<062‘+1 parat=1,2,3,...

1
N+i

3. (a,x;) € Ay (Biyy;) € Bparai=1,2,3,...

2. |z —x| <

y|a:—yi|<NL+iparai:1,2,3,...

Por el Corolario 1.29 se tiene que A = sup{«; : i € N} = sup{p; : i € N} tal
que A\ <wy, o <Ay B < Aparai=1,2,3,...

Afirmacién 2.19. El punto (A\,z) € AN B.

En efecto, sean 7 < A y € > 0 tal que el intervalo (x — €,z +¢) C I, sin
pérdida de generalidad podemos considerar el conjunto abierto bésico

Wy=(y,A+1) % (x—¢€x+e€)

en el espacio [0,w;] x I tal que (A, x) € Wh.

Como 7 < Ay A es el supremo, existe £ € N tal que v < ag < A;
y dado que € > 0 por la propiedad Arquimediana existe m € N tal que
T—€<T— w5 <r<T+ 5 <x+e Tomando M = max{k,m} se

N+2 N+2
cumple

a) 7<OzMﬂM</\

b) zu, ym € (v — NiM,:L‘—i— NiM).

c) (aa,zn) € Ay (Barsym) € B.

Tomando W = W; N X es un conjunto abierto bésico en X con (A, z) € W,
luego (s, ) € ANW y (B, ym) € BNW, es decir

ANW #Qy BNW #10

Como lo anterior se cumple siempre que tomemos cualquier conjunto abier-

to U en X con (A\,x) € U. Entonces se tiene que (A, z) € A=A y
=X . : o

(\,z) € B® = B, es decir, AN B # () pero esto contradice nuestra hipétesis.

Caso II: Si existe un punto (o, z) € 2V NBY cona<w.
Si a # 0, consideremos un ordinal f < w; con f < a y € > 0 tal que
(x — €,z +€) C I; tomamos el conjunto abierto basico U = (B,a+ 1) X (x —
e,z +¢€) en [0,w] x I tal que (o, z) € U (En otro caso, si a = 0, basta tomar
U=10,1) x (x — ¢,z + €). Entonces el conjunto W = U N X* es abierto en
X*. Como el punto (o, x) € Y NB" entonces

ANW £0y BNW # 0.
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Podemos notar que UNX = U N X* por lo que W también es abierto en X.
Dado que el conjunto abierto basico W de («, z) en X es arbitrario, podemos

concluir que (o, ) € A¥ =4 y (a,z) € B = B, es decir, AN B # (), lo
cual contradice nuestra hipotesis.

Por lo tanto, hemos demostrado que A n BY = 0. O
Teorema 2.20. El espacio X es normal.

Demostracion. Sean Ay B un par de ConJuntos cerrados disjuntos en X, por

la Proposicién 2.18 tenemos que A nBY = = () y por el Corolario 1.9 se

tiene que
BX*

0B =0 (2.22)

Notemos que X C X* C [0,w;] x I € X como subespacios, aplicando el

Corolario 1.10 tenemos que X = SX*. Por lo que la ecuacion 2.22 se puede
Ver como

A A B =,
Como (X es compacto por el Teorema 1.8 el espacio X es normal, entonces
existen conjuntos abiertos U; y V4 en X tales que

ZﬁXQUh EBXQVIYUlﬂvl:@.

Por tultimo, consideremos los conjuntos abiertos ajenos U = Uy N X y V =
Vi N X en X, aplicando la Proposicién 1.4 se tiene que

A=A A" nxcunx=U

A=A A" xcunx=U.

Por lo tanto, el espacio X es normal. O

2.4. El Espacio X no es fuertemente cero-
dimensional
Teorema 2.21. El espacio X no es fuertemente cero-dimensional.

Demostracion. Supongamos que X es fuertemente cero-dimensional y sean
x, Yy € Qo con x # y; considermos los siguientes conjuntos cerrados en X

Fy =10,w;) x {z} = ([0,w] x {z}) N X.
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Fy = [0,01) x {y} = ([0,cn] x {y}) N X,

Como X es normal y aplicando el Lema de Urysohn se tiene que los conjuntos
Fy y F5 son completamente separados; aplicando el Teorema 1.19 existe un
conjunto abierto y cerrado U en X tal que

FLCUCX\F.

o bien

Como los conjuntos U y X \U son cerrados disjuntos en X, por la Proposicién
2.18 tenemos que

T nxX\U =0 (2.23)

Luego, T UX \ U —TUUX \ U= YX*, por la Proposicién 2.3 X es
denso en X*; asi

—X* _X

TV UXN\U = X" (2.24)

o I
Por las ecuaciones 2.23 y 2.24 se concluye que los conjuntos U * y X\U

—_x* x>
son abiertos en X* tales que (wy,x) € U v (wi,y) € X\U . Asi, los
conjuntos

V={u}xDnT" yW={u}xhnx\U .
son abiertos no vacios en el subespacio {w;} x I tales que
{}pxI=VUWyVnw=40.

Por lo que el subespacio {w; } X I es disconexo, pero esto es una contradiccion;
ya que el subespacio {w;} x I es homoemorfo al subespacio [0, 1] de R.
Por lo tanto, el espacio X no es fuertemente cero-dimensional.



Capitulo 3

Cp(X) es de Lindelof

Finalmente, en este capitulo estudiamos algunos resultados importantes
para concluir que el espacio C,(X) es de Lindeldf, donde X es nuestro espacio
de estudio. Empezamos con las siguientes definiciones y resultados.

El espacio AD(w;) es el conjunto w; U {oo} (con oo ¢ wy) equipado con
la topologia 7, donde U € 7 si y solo si co ¢ U o | X \ U| < w. El espacio
AD(w;) también se ha usado en [1].

Es fécil verificar que el espacio AD(w;) es de Hausdorff, con un tnico
punto aislado co y es normal. a demas, es un espacio de Lindelof.

Proposicién 3.1. El espacio [0, w; ) es homeomorfo a un subespacio de Cp,(AD(wy)).

Demostracion. Sea o € wy y consideremos la funcién f : AD(w;) — R dada
por

0, sifewypf<a
1, en otro caso

Es decir, fo(8) = 0 si € [0,«); como el conjunto [0,3) es abierto
y cerrado en AD(w;), entonces la funcién f, es continua. Asi, el conjunto

Y = {f, : @ < wi} es un subespacio de C,(AD(wy)). Ahora, verifiquemos
que Y es homeomorfo al espacio [0,wy).

Consideremos H : Y — [0,w;) definida por H(f,) = a. Notemos que H
esta bien definida, ya que si tomamos «, 5 € w con a # 3, entonces f, # f3.

Asi,

H(fa) = a#6=H(fs)

De lo anterior, tenemos que la funcién H es biyectiva. Probaremos que la
funcién H es abierta; tomemos a € wy f, € Cp(AD(wy)), consideramos el

20
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conjunto abierto en C,(AD(w1)) que es vecindad f,

O(fa, 1,22, ... Ty, Uy, Usy ... Uy)

donde, sin pérdida de generalidad los puntos x1, zo, . . ., x, estan en wy; los
conjuntos U; es abierto en R tales que f,(z;) € U;, paracadat =1,2,3,...,n.

Luego, sean Cy = {z; : 2; < a} y Cy = {x; : x; < a}, entonces se tienen
los siguientes casos:

Caso I: SiC; A0 y Cy # 0. Sean A = méxC, v B = min C,. Entonces

O(fa,l‘l,ﬂfz,...,ZL’n,Ul,UQ,...,Un) = {fﬁ : 5 c (A,B)} =V
Asi, H(V') = (A, B) es abierto en [0, w;).

Caso II: Si Cy # (0 y Cy = (). Sean A = méax C}, entonces

O(fa7$17x27 s 7xn7U1>U2a s 7Un) = {fﬁ : ﬁ S (A,Cdl)} =V
Asi, H(V) = (A, w) es abierto en [0,w).

Caso III: Si C} # 0 y Cy = (). Sean B = min C5, entonces

O(fa,l’l,l‘g,...,an,Ul,UQ,...7Un) = {fﬂ . ﬁ € [O,B)} =V
Asi, H(V') = [0, B) es abierto en [0, w).

En ambos casos se tiene que la funcion H manda conjuntos abiertos a
abiertos. Por la Proposicién 1.4.18 en [3] se concluye que la funcién H es un
homeomorfismo.

]

Definicion 3.2. Ahora, consideremos P la clase de todas las imagenes conti-
nuas de subespacios cerrados de los productos de la forma AD(w;)¥ x K x M,
donde K es un espacio compacto y M es un espacio segundo numerable.

Corolario 3.3. Todos los espacios segundo numerable estan en la clase P.

Demostracion. Sea un espacio segundo numerable 7', y considere el espacio
compacto I, entonces la funcién proyeccion Iy : AD(wqy)¥ x I x T — T,
claramente, T" es la imagen continua del espacio cerrado AD(wq)* x I x T
Por lo que el espacio T esta en la clase P. O
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Siguiendo la misma idea de la demostracién del corolario anterior, se
prueba el siguiente resultado.

Corolario 3.4. Todos los espacios compactos estan en la clase P.
Proposicion 3.5. La clase P es cerrada con respecto a imagenes continuas.

Demostracion. Sean X y Y espacios topoldgicos y una funcién continua so-
breyectiva g : X — Y. Supongamos que el espacio X € P, entonces existen
un espacio compacto K y un espacio segundo numerable M tal que para
algin subespacio cerrado D de T = AD(w1)¥ x K x M existe una funcién
continua sobreyectica f : D — X. Asi, la funcion h =go f : D — Y es
continua sobreyectiva. Por lo que, el espacio Y esta en la clase P. O

Proposicion 3.6. La clase P es cerrada con respecto a subespacios cerrados.

Demostracion. Sea A un espacio tal que A € P y B un subespacio cerrado
de A. Como A € P. Existen un espacio compacto K y un espacio segundo
numerable M tal que para algin subespacio cerrado D de T' = AD(wy)* x K X
M existe una funcién continua sobreyectica f : D — A; como B es cerrado
en A entonces f~!(B) es cerrado en D y por ser D cerrado entonces f~1(B)
es cerrado en T. Luego, f |p-1(p): f~'(B) — B es continua sobreyevtiva.
Por lo tanto, B estd en la clase P. n

Proposicion 3.7. La clase P es cerrada con respecto a productos numera-
bles.

Demostracion. Para cada n € w, sea X,, un elemento de la clase P. Enton-
ces existen subespacios cerrados A, de T,, = AD(w;)¥ x K, x M,, donde
K, es compacto y M, es segundo numerable; ademas, una funciéon continua
fo o T, — X, tales que f,(A,) = X,.

Notemos que por las Proposiciones 1.13 y 1.14 se tiene que el producto
cartesiano de espacios topoldgicos es asociativo y conmutativo. Por lo que se
cumple:

HnEan = (/\D<W1)w)w X HnGwKn X HnEan

Sean K = Il ¢ K, y M = Il,c,M,; aplicando la ley exponencial del
producto cartesiano de espacios topoldgicos (ver pag. 110, seccién 2.6 en [3])
se tiene que

(/\D(wl)w)“ = /\D(wl)“
Asi,
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(AD(w1))* x Kx M ZAD(w)* x KxM=T

Observemos que el conjunto F' = Il A, es cerrado en I, ¢, T, entonces
es cerrado en T'. Finalmente, tomemos la funcion f : T — II,¢,X,, donde
f = (fa)new que es continua y cumple

f(F) = HHEWXTL'

Por lo tanto, II,,c,X,, esta en la clase P. O
Proposicion 3.8. La clase P es cerrada con respecto a uniones numerables.

Demostracion. Sea una familia {X,, : n € w} de espacios tales que X, esta
en la clase P, para cada n € w. Consideremos X = |, X,, probaremos que
X esta en la clase P.

Para cada n € w tenemos una funcién de encaje j, : X,, — X. Sea Y =
IL,,c., X, por la Proposicién 3.7, el espacio Y esta en la clase P. Por otro lado,
el espacio discreto w esta en la clase P, ya que es segundo numerable. Asi,
por la Proposicién 3.7 el espacio Y X w esta en la clase P. Luego, definimos
la funcién continua f : Y X w — X como f(y,n) = i,(P,(y)), donde
P, : Y — X, es la funcién proyeccién n-ésima. Por lo que f(Y xw) = X. O

Proposicion 3.9. La clase P es cerrada con respecto a intersecciones nume-
rables.

Demostracion. Sea una familia {X,, : n € w} de espacios tales que X,, esta
en la clase P, para cada n € w. Consideremos X = (), X,, probaremos que
X esta en la clase P.

Notemos que si X = (), entonces X es segundo numerable y por el Co-
rolario 3.3, X esta en la clase P. Ahora, supongamos que X # (), entonces
consideremos A = {(z,z,...) : © € ()¢, Xn} la diagonal del producto car-
tesiano [], . Xn. Consideremos el mapeo f : (1, ., Xn» — A dado por
f(z) = (z,z,...). Claramente f es un homeomorfismo.

Notemos que el conjunto A es cerrado en el producto cartesiano [, Xn;
el cual esta en la clase P por la Proposicién 3.7 y por la Proposicién 3.6 el
espacio A esta también en la clase P. Luego, por la Proposicién 3.5 el espacio
MNhew Xn esta en la clase P. O

Como se probé en [1] el producto de AD(w;)¥ con espacios segundos nu-
merables es de Lindeldf. Asi, el producto AD(w)* x K x M es de Lindelof
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para cada espacio comacto K y cada espacio segundo numerable M. Por lo
tanto, todos los espacios en la clase P son de Lindelof.

La finalidad con los siguientes resultados serd probar que el espacio C),(X)
pertenece a la clase P, donde X es nuestro espacio de estudio definido al ini-
cio del capitulo 2.

Comenzamos con probar que el espacio C,(X,I) pertenece a la clase

P. Como el espacio I es segundo numerable, existe una base numerable
B ={Uy: k € w} para L.

Sea X nuestro espacio de estudio, recordemos que para cada r € I, si
r € @, entonces por el corolario 2.5 se tiene que, X, = [a,w;) x {r}, si
a = 0 o a es un ordinal sucesor, o bien, X, = [a + 1,w;) X {r}, si a es un
ordinal limite. Por lo tanto, el espacio X, es homeomorfo a un subespacio
cerrado del espacio [0, w;).

Proposicion 3.10. Sean o € wy, r € (Q, y un conjunto abierto U en X tal
que X, C U. Entonces existe un n € w tal que

X, Cla,w) x U, CU, si a =00 « es un ordinal sucesor,

o bien,

X, Cla+1,w) x U, CU,si«es un ordinal limite.

Demostracion. Supongamos que « es un ordinal sucesor. Para cada punto
(B,7) € X, elegimos una vecindad de la forma X N (V3 x Uy,) contenida en
U, donde Vj es un conjunto abierto en [0,w;) y 8 € Vj. Para cada i € w tal
que r € U; consideremos

Wi =X 0| J{Vs x Uk, : kg =i}

Entonces {W, : ¢ € w, r € U;} es una familia numerable de conjuntos abiertos
en X que cubre a X,. Como el espacio X, es homeomorfo al subespacio ce-
rrado [o, wy) de [0, w;), X, es numerablemente compacto, asi podemos elegir
una subfamilia finita {Wy,, ..., Wy, } que cubre a X,.. Luego, existe n € w tal
que r € U, C U, N---NUy,. Por lo tanto, X, C [a,wy) x U, CU.

Finalmente, si suponemos que « es un ordinal limite; la prueba es similar
al caso anterior. O

Pongamos

E= {(bd) € w’ xI*:Qy C | {Upwm);n € w},
and {d(n):n € w} UU{Upm) :n €w} =1}.
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El espacio = is second-countable, entonces = esta en la clase P.

Para cada m € w \ {0} consideremos el conjunto

T = {fel*: existen (b,d) € Z,9 € Cp([0,w1))*, e € w® y
h € Cp([0,w1))” tal que para cada n € w y cada
(1) € ([0,01) X Uyy) N X, [ f(a,7) — gln)(a)] < 2,
d(n) € Uy y |f(a,7) = h(n)(a)| < & para cada
(a,7) € ([0,w1) X Ueny) N X tal que (v, d(n)) € Xy}

Luego, tomemos

T:ﬂ{Tm:me\{O}}.
Proposicién 3.11. T' = C,(X,I).

Demostracion. Primero verifiquemos que C,(X,I) C T. Sean f € C,(X,]),
m € w \ {0}; para cada ¢ € @)y consideremos las siguientes funciones

Cy : I — I dada por C,(r) = ¢, es continua.
Id : wy — w; dada por Id(a) = «, es continua.

F,:]0,w;) xI — [0,w;) x I dada por F,(a,7) = (Id(a), Cy(r)) = (a, q),
es continua.

Luego, consideremos H, = F,|x la cual es continua.
También, tomemos g, : w; — I dada por g,(«) = f(«,¢q), es continua; ya
que g, = f o H,o P, donde la funcién P : [0,w;) — [0,w;) X {¢q} dada por
P(a) = (@, q) es un homeomorfismo.

Afirmacién 3.12. la funcién j, : X — [—1, 1] dada por j,(a,7) = f(a,r)—
gq(c) es continua

Jq : X — [—1,1] dada por j,(a,r) = (f — f o Hy)(a, ) por construccién
la funcién j, es continua. Ademds, notemos que se cumple lo siguiente

Jola,r) = (f = foHy)(e,r) = fla,r) = f(Hya, 7)) = fla,r) = f(a, q) =
fla,r) = gqla).

Observemos que la funcién continua j, restringida al conjunto [0,w;) X

{g} = X, es 0, entonces el conjunto j- 1(%1, %) es una vecindad abierta de
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X, en X y por la Proposicién 3.10 existe un U, € 3 tal que

q,—1 1 -
Xq g [0,(,01) X Uq g]q 1(%?%) gjq 1[

-1 1 ]
m’m’
Como f es una base numerable del espacio I, podemos encontrar un b € w*
tal que {U; : ¢ € Qo} = {Upn) : 1 € w}; tomemos como g(n) una funcién g,
tal que ¢ € Uy, para cada n € w.

Sea K =1\ |U{U, : ¢ € Qo}; como el conjunto @y es holding, entonces
el conjunto |J{U, : ¢ € Qo} también lo es, ya que Qo C (J{U, : ¢ € Qo};
dado que el conjunto K es cerrado en I, entonces es a lo mds numerable. Asi,
podemos encontrar un d € I, tal que (b,d) € =.

Para cada n € w, sea (3, < w; tal que d(n) € (g, y tomemos la funcién
Fumy : [0,w1) x I — [0, wq) x I dada por Fyu, (o, 7) = (o, d(n)), es continua.

Luego, consideremos Hgy(,) = Fd(n)| x la cual es continua.
También, tomemos h, : w; — I dada por h,(a) = f(a,d(n)), es continua.
Asi, sea h € Cp([0,wq))* tal que h(n) = h,, para cada n € w. Luego, defini-
mos la funcién

jd(”) X — [_171] dada por jd(n)(a>r) = (f - f © Hd(n))(aar) por
construccion la funcién jg(,) es continua. Ademds, notemos que se cumple lo
siguiente

jd(n)(Qar) = (f - f © Hg(n))<&,7“) = f(Oé,T) - f(Hd(n)(Oé,T'» = f(Od,T') -
fla,d(n)) = fla,r) = hn().
Observemos que la funcién continua jg(, restringida al conjunto [f3,,w;) X
{d(n)} = Xg(n) es 0, entonces el conjunto jd_(;)(%, L) es una vecindad abierta

de Xy en X y por la Proposicién 3.10 existe un e(n) € w tal que

-1 1, ., .11

Xy € [Buywi1) X Uem) C jd_(il)(ﬁa E) S Jaml—>—1

Asi, tenemos que (b,d) € Z, g € Cp([0,w1))¥, e € w* y h € Cp([0,w1))* ¥y
cumplen las condiciones de la definicion del conjunto T,,, es decir, f € T},.
Como m € w\ {0} fue arbitrario entonces

fe({Tn:imew\{0}} =T

Ahora, demostraremos que 7" C C,(X,I). Sea f € T'; entonces f € T,,
para cada m € w '\ {0}.
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Sean m € w \ {0} y un punto (o, 7) € X; como f € T), existen (b,d) € =,
g€ Cp([0,w))¥, e € w y h € Cp([0,wr))”, entonces se tiene lo siguiente

Caso I: Si r € Uy,) para algin n € w. Entonces
|f(ﬁ75> - g(n)(ﬁ)| < %7 para cada (ﬁ,S) € ([0,&)1) X Ub(n)) nx.

Como la funcién g(n) es continua, en particular para € = % y el punto «
existe un conjunto abierto V' en [0,w;) con a € V tal que

lg(n)(7) — g(n)(a)| < &, para cada vy € V.

Entonces

1f(B,8) = flaym)| < 1£(B.s)—g(m)(B)|+]g(n)(B)—g(n) (@) +|f(ar)—g(n)(e)]
< +1i+1
3

para cada (,s) € (V x Upny) N X.
Caso II: Si r ¢ [J{Usn) : n € w}, entonces r = d(k) para algin k € w.

Entonces r € Uy y como f € T, se cumple que
|F(B,s) — h(n)(B)] < L, para cada (8, s) € ([0,w1) X Uemy) N X tal que
(a,d(k)) € Xag)-

Notemos que si para cada (3, s) € ([0,w1) X Ueny) N X tal que (o, d(k)) €
Xk es equivalente que para cada (3, s) € ([0, w1) X Ueny) N X, donde 6§ = v
66 =+ 1, si~es un ordinal sucesor o 7 es un ordinal limite, respectiva-
mente, tal que r € Q.

Aplicando la Proposicién 2.5 se tiene que el conjunto ([6,wy) x Uegny) N X
es abierto en X.

Como la funcién h(n) es continua, en particular para € = % y el punto «
existe un conjunto abierto V' en [0,w;) con a € V tal que
|h(n)(y) — h(n)(@)| < =, para cada vy € V.
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Entonces

]f(ﬁ,s)—f(a,r)] < [£(Bs)
< +

—h(n)(B)[+|h(n)(B)—h(n)(a)|+|f(a,r)—h(n)(a)]
1 + 1

Sl 3=

para cada (5,s) € (VN [6,w1)) x Uey) N X.

Por lo tanto, para cada m € w \ {0} y cada x € X; cualquiera que sea el
caso existe una vecindad abierta W de z en X tal que

3
7(x) — F(y)| < - para cada y € W,
se sigue que f es continua en cada punto = de X. Asi, f € C,(X, ). m

Denotemos por
D =T% x 2 x Cp([0,w1))” x w* x Cp([0,w1))*.
Proposicion 3.13. Para cada m € N, el conjunto T, pertenece a la clase P.
Demostracion. Sea m € w\ {0} y consideremos el subconjunto de I' como

Ly = {(f, b,d,g,e,h) € I': para cadan € wy cada (a,r) € (Upm)X
[O,W1)> N X, ’f(Oé,’f’) - g(n)(a)] < 1/m7 d(”) S Ue(n)7 y
|f(a,7) — h(n)(a)| < 1/m para toda (o, 7) € [0,w1) X Uen)) N X
tal que (o, d(n)) € Xgm) }
Probaremos que Z,, pertenece a la clase P. Notemos que Z,,, = Z, NZ NZ",

donde

Z! = {(f,b,d,g,e,h) €' : para cadan € wy cada («,r) € ([0,w) X
Ub(n)) N X, |f(0[,7”) - g<n)<a>| < 1/m} )

zZ" = {(f,b,d,g,e,h) €' : paracadan € w, |f(a,r)— h(n)(a)|
para toda (o, 7) € ([0,w;) X Ueny) N X tal que (o, d(n)) €

z = {(f,b.d,g,e,h) €T : para cadan € w, d(n) € Uy} .

1/m
mJ-

<
€ Xy

Ahora, verifiquemos que los conjuntos Z’ . Z" y Z" son cerrados en T.
) m? m m
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Sea (fO,0°,d° g% €% h%) € T'\ Z! . entonces existe algiin ny € w y un
punto (ayg, o) de ([0, wr X Upo(ne)) N X tal que | fO(axg, 7o) —gg(no)(aoﬂ > 1/m.
Pongamos

W ={(f.b.d,g,e.h) €T : b(ng) = b"(no) y | f (0, 70) — g"(n0)(ex0)| > 1/m}.

Afirmacion 3.14. W es un conjunto abierto en I'

En efecto, si consideramos la funcién H; : I' — R dada por
Hy(f,b,d,g,e,h) = f(ap,10), notemos que H; es una funcién continua; ya
que si tomamos la funcién proyeccion

I, : I' — ¥ definida por I1,(f,b,d, g, e, h) = f es continua, y la funcién
(ap, 7o) : ¥ — R dada por (g, 79)(t) = t(ap, re) es continua, por lo que

((@0,70) o T)(f,b,dy g,e,h) = (a0, ro) (I (b, d, g, e )
= (0,70)(f)
= f(a()’ TO)

= H1<f7 b7 daga €, h)

Por otra parte, sea Hy : I' — R dada por Hy(f,b,d, g,e,h) = g(no)(),
observemos que la funciéon H, es continua. En efecto, basta tomar la funcién
proyeccién Il : I' — C,(7(w1))¥ dada por Il4(f,b,d,g,e,h) = g que es
continua, similarmente la funcién proyeccién II,,, : I' — Cp(7(wy)) dada
por IL, ((t(n))new) = t(ng) es continua. También, consideremos la funcién
ap : O(1(w1),R) — R definida como ag(S) = S(ag). Asi

(ap 0 My o TLy)(f, b, d, g, €, h) = oy, (TLu(f, 0,d, g, €, 1))
= ap(I1,,,(9))
= ap(g(no))
= g(no) (o)
= Hy(f,b,d,g,e,h)

A continuacion, tomemos la funciéon D : I' — R definida por
D(fabadvgae7h) = Hl(f7bad7g7eah) - H2<f7bvdagae7h’)

por construccién D es continua. Por lo que el conjunto U = D~!((—o0, —%)U

(L,00)) es abierto en I' y si consideramos el conjunto abierto en w®, V* =

e, Vi, donde V,, =w sin #ngy V,, = {b%(ng)} si n = ng. Asi, el conjunto

V=T x V*xI¥ x Cp(7(w1))” x w* x Cp(7(wy))
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es abierto en I'. Finalmente, por construccion se puede observar que
W=UnV

Asi, el conjunto W es abierto en T', contiene el punto (f°,0°,d°, ¢° € h°) y
es claro que W N Z!, = (. Por lo que el conjunto Z/, es cerrado en I'.

Ahora, supongamos que (f°,0°,d° ¢° €% h%) € T\ Z. Entonces existe
algiin ny € w, y existen puntos (o, d’(ng) € X y un rq € I tales que (o, 79) €
XN ([0,w1) X Ugotng) v | f*(c0,70) — h°(c9)| > =. Entonces

W= {(f,b,d,g,e,h) €T :e(ng) =e(ng) y
| f (a0, 7m0) — h(no)(ao)| > 1/m).

Usando la misma estrategia de la afirmacion anterior, se puede verificar
que el conjunto W es abierto en I', que contiene al punto (f°,0°,d°, ¢°, €%, hY)
y es claro que W N Z" = (). Por lo que el conjunto Z! es cerrado en T'.

Finalmente, supongamos que (f°,0°, d°, ¢°, €, h%) € T\ Z"”. Entonces para
algin ng € w, d°(ng) & Ueo(yy). Tomemos

W ={(f,b,d,g,e,h) €T : e(ng) = €’(ng) y d(no) & Ueo(ng)}-

Notemos que W = U NV, donde podemos notar que

U=T% x Zx Cp([0,w1))” x A x Cp([0,w1))*.
Donde, A = Il,,c,A,, donde A,, = w,sin # ngy A, = {€®(ng)}, sin = ng.

Por otra parte, como d°(ng) ¢ Ueo(ny) ¥ €l espacio I es regular, existe un
k € w tal que

dO(”O) g—f ﬁk C er(no)

es decir,

do(no) € ‘/0 :H\m

Sea

V =T" x (wx B) x Cp([0,w;))” x A x Cp([0,w1))*.
Donde, B = Il,,¢c,A,, donde B, = w, sin #ngy B, = Vj, si n = ny.
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Entonces W es abierto en I, conteniendo a (f°,0°,d° ¢° €%, h°), y es dis-
junto de Z!". Por lo que Z!" es cerrado en I'.

De lo anterior se sigue que Z,,, = Z,, N Z)) N Z]"" es cerrado en I'.

El espacio C,([0,w;)) pertenece a la clase P (en efecto, del Teorema
1.16 en [5] y que 7(w;) es homeomorfo a un subespacio de C,(AD(w1))
(ver Proposicién 3.1) y como el espacio [0,w;) es casi compacto, asi exis-
te una uniformidad compatible en [0,w;) y cada funcién continua en [0, w)
es uniformemente continua). Por lo tanto, el producto I' pertenece a la cla-
se P. Como el espacio T}, es la imagen del conjunto Z,, bajo la proyeccién
I, : I¥ xEXC,([0,w1))* X w® x Cp([0,wr))* — I¥; aplicando la Proposicién
3.5 se sigue que 7;, esta en la clase P. O

De las Proposiciones 3.11 y 3.13, la igualdad T = ({7T,, : m € w\ {0}} y
que la clase P es cerrada bajo intersecciones numerables, se sigue el siguiente
resulatado.

Proposicién 3.15. C,(X,I) pertenece a la clase P.

Como el es espacio Cy, (X, I) esta en la clase P, entonces el espacio Cp( X, I)
de Lindelof, ya que todos los espacios de la clase P son de Lindelof.

Sea R = RU {—00,00} la compactacién de dos puntos de la linea real
homeomorfo al espacio [0, 1]. Consideremos a R con el orden usual y asumi-
mos que —oo < r < oo para cada r € R y particularmente extendemos la
sustraciéon por oo —a = a — (—00) = oo para cada a € R. Por la Proposicién
3.15 el espacio C,(X,R) pertenece a la clase P.

Recordemos nuevamente el conjunto

E= {(b,d) € w’ xI*:Qy C | {Upwm);n € w},
and {d(n):n € w} UU{Upm) :n €w} =1}.

Tomemos

M = {f €R" : existe un (b,d) € =, g € Cp([0,w1)* y un ¢ € w¥ tal que

|f(a,7) — g(n)(a)| <1 para cada (o, 7) € X con 7 € Upm) y
(Xa@m)) C [—¢(n), ¢(n)] para cada n € w}

Proposicion 3.16. Sea el conjunto M definido anteriormente. Entonces M C
RX.
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Demostracion. Sea f € M, notemos que para cada punto z = (a,r) de X se
cumple lo siguiente:

Caso I: si el punto z esta en [0, w;) X Uy, para algin m € w. Entonces
por definicién de M, se tiene que f(x) € [g(m)(a) — 1,g(m)(a) + 1], donde
g(m) € Cp([0,w1)). Ast, g(m)(a) € R.

Caso II: si el punto z esta en Xy, para algin m € w. Entonces por
definiconde M se cumple que f(x) € [—c(m), c(m)].
En ambos casos se tiene que f(z) € R. Por lo tanto, M C R¥. ]

Proposicién 3.17. C,(X) = M N C,(X,R).

Demostracién. La inclusion M N C,(X,R) C C,(X) se sigue de que M C
R¥X. Para probar la otra inclusién; supongamos que f € C,(X). Para cada
q € Qo y a € wy consideremos la funcién g, : w; — R dada por g,(o) =
f(a, q); luego de la afirmacién 3.12, la funcién j, : X — [—1, 1] definida por
Jela,r) = f(a,r)—g4(a) es continua. Por lo que el conjunto B, = j. (=3, 3)
es abierto en X tal que

Xy =10,w1) x {q} C B,
Aplicando la Proposicién 3.10, existe U, € B tal que ¢ € U, y

X, C[0,w) x U, C B,

Ademaés, se cumple que si r € U, entonces (a,r) € B, para cada o € wy,
es decir jo(a,r) € (—3,3) C [-1,1].

Luego, la coleccién {U, : ¢ € Qo} puede escribirse como {Uy,) : n € w},
para algin b € w*; para cada n € w elegimos un q € Q tal que Uy,) = U, y
ponemos g(n) = g,. Notemos que Qo C ([ J{Upn) : n € w} y como el conjunto
Qo es holding, el complemento de (J{Uyn) : n € w} es cerrado y a lo més
numerable, asi podemos encontrar una sucesion d en I tal que

{d(n) :n € w} =T\ | J{Uym :n € w}

Por lo que (b,d) € =. Por la Proposicién 2.6, para cada n € w el conjunto
Xa(n) €s numerablemente compacto; entonces por el Teorema 1.12 se sigue
que el conjunto f(Xgnm)) es acotado, asi existe c(n) € w tal que

f(Xam) € [=e(n), e(n)]
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Luego, ¢ € w*. De lo anterior se concluye que f € M y como f €
Cp(X,R), entonces f € M N C,(X,R). Por lo tanto, secumple la igualdad

Co(X) = M NC,(X,R)

Proposiciéon 3.18. El conjunto M esta en la clase P.

Demostracion. Consideremos

N = {(f, b,d,g,c) € R x = x Cp([0,w1)) x I : | f(a, 7) — g(n)(a)| < 1

para cada (a,r) € X con r € Uypy y f(Xawm)) € [—c(n), c(n)]
para cada n € w}

. . =X -
Verifiquemos que el conjunto N es cerrado en A = R™ x Z x C,([0,wy)) x I¥.
Supongamos que (f°,5° d°, ¢°,c") es un punto en A\ N, entonces existe un
ng € w que cumple los siguientes casos:

Caso I: | f°(aw,70) — gpo(n0) ()| > 1, para algin 7o € Upo(ny) ¥ i € wy.
Entonces el conjunto

W ={(f,b,d,g,c) € A:b(ng) =b"(no) y |f(c0,70) — g0 (no)(cxg)| > 1}

es abierto en A. En efecto, por la afirmacién 3.12, la funcion F : A —
R definida por F(f,b,d,g,c) = f(ao,70) — g(no)(ap) es continua. Asi, el
conjunto

By = F'((—00,—1) U (1,00))

es abierto en A y contiene el punto (f°,0°,d°, ¢° ). Ademés, conside-
rando el conjunto A; = I,c,V;, donde V,, = w sin #ng y V;, = {b%(ng)} si
n = ngp; es abierto en w*, entonces el conjunto A = Ag x [“ es abierto en =
y se cumple

W = By N (Cyo(X,R) x A x Cp([0,w;) X w*)
Asi, W es un conjunto abierto en A, contiene el punto (f°,8°,d° ¢° ") y

cumple que W NN = ().

Caso II: |f%(zo)| > ®(ng) para algtin (ag, d"(ng)) € Xag). Entonces el
conjunto
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W ={(f,b.d,g.c) € A: c(ng) = *(no) ¥ |f (e, d"(no))| > c(no)}

es abierto en A. Ya que si consideramos la funciéon G : A — R dada por
G(f,b,d,g,¢) = f(ap,10) es continua. Entonces el conjunto

By = G~ (=00, =c"(no)) U (c’(no), 00))

es abierto en A y contiene el punto (f°,8°,d°, ¢°,c°). Por otro lado, con-
sideremos el conjunto abierto Ag = Il,c,V,, donde V,, = wsin # ngy
V,, = {(no)} si n = ng; en w¥, asi se cumple que

W = By N (Co(X,R) x = x C,([0,w;) x Ap)

es un conjunto abierto en A, contiene el punto (f°,5° d° ¢*,c°) y cumple
que WNN = 0.

En ambos casos podemos construir un conjunto abierto que contiene a
(f°,0°,d% g%, ) y es disjunto de N. Por lo tanto, N es cerrado en \.

Como los espacios, =, w*” y I¥ son espacios segundo numerable, entonces
estan en la clase P. Ademds, el espacio C,([0,w;)) y Cp(X, R) también estan
en la clase P. Asi, por la Proposicién 3.7 se sigue que el espacio A pertenece
a la clase P.

Finalmente, consideremos la funcién proyeccion

Il : A — C,(X,R) dada por Iy (f,b,d, g,c) = f

es continua. Como el conjunto N C A, entonces la funciéon H = II;|y es
continua y satisface que

H(N) = M.

Aplicando la Proposicion 3.6, el conjunto N esta en la clase P y por la

Proposicién 3.5 se concluye que el conjunto M esta en la clase P.
O

Teorema 3.19. El espacio C,(X) esta en la clase P.

Demostracion. Por la Proposicion 3.15 y 3.18 los espacios Cp(X,@) y M
pertenecen a la clase P; y por la Proposicién 3.17 se tiene que C,(X) =
MNC,(X, R), luego aplicando que la clase P es cerrada bajo intersecciones
numerables, entonces C,(X) estd en la clase P. O



CAPITULO 3. Cp(X) ES DE LINDELOF 35

Como anteriormente mencionamos, todos los espacios en la clase P son
de Lindelof. Por lo tanto, del Teorema anterior se concluye que el esapcio

Cp(X) es de Lindelof.

Finalmente, hemos demostrado que nuestro espacio de estudio X es nor-
mal, cero-dimensional y no fuertemente cero-dimensional con C,(X) de Lin-
delof.



Conclusion

El estudio de las funciones continuas con la topologia de la convergencia
puntual es una linea de investigacion que atn esta activa; en particular, nos
enfocamos en la parte de propiedades de tipo compacidad en espacios de
funciones continuas.

La modificacién que hemos realizado al ejemplo de Dowker, el cual pre-
sentamos en el capitulo II es contundente; para responder la pregunta: ;Si
existe un espacio cero-dimensional, no fuertemente cero-dimensional tal que
Cp(X) es de Lindel6f? nuestro ejemplo de estudio X responde a esta pregun-
ta que si, pues por los Teoremas 2.11 y 2.20 X es normal y cero-dimensional,

por el Teorema 2.21 X no es fuertemente cero-dimensional y por el Teorema
3.19 C,(X) de Lindel6f.

Sin embargo, aiin no sabemos las respuestas de las siguientes preguntas:
Sea X el ejemplo original de Dowker

» ;Es C,(X) de Lindel6f?

» ;Estard C,(X) en la clase P?
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