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Introducción

Todos los espacios en esta tesis son considerados de Tychonoff (es decir,
Hausdorff completamente regulares). Se considera las terminoloǵıas y nota-
ciones como en [3]. En particular, el śımbolo ω denota el conjunto de todos los
enteros no negativos y ω1 es el primer ordinal no numerable. Cada ordinal α
será considerado como espacio topológico equipado con la topoloǵıa del orden.

Sean X y Y espacios topológicos, denotamos por Cp(X, Y ) al espacio
de todas las funciones continuas de X a Y equipado con la topoloǵıa de la
convergencia puntual (ver [2] para un estudio más detallado de la teoŕıa de
espacios de funciones equipadas con esta topoloǵıa). En este trabajo solo nos
concentraremos con los casos Y = I = [0, 1] y Y = R. El espacio Cp(X,R) es
denotado por Cp(X).

O. Okunev en [5], demostro que si X es un espacio fuertemente cero-
dimensional con Cp(X) de Lindelöf, entonces el espacio Cp(X)ω es de Lin-
delöf. En un intento de generalizar este resultado a espacios cero-dimensionales,
la siguiente pregunta fué realizada (en problema 20 en [5])

¿Si existe un espacio cero-dimensional, no fuertemente cero-dimensional
tal que Cp(X) es de Lindelöf?

Asi, el objetivo de este trabajo es dar respuesta afirmativa a esta pre-
gunta, desde un principio en nuestra investigación y atendiendo lo que en
una platica en el Brazilian Conference on General Topology and Set Theory
- STW 2013, P. Nyikos menciono que es bien conocido que el ejemplo de
Dowker es un espacio cero-dimensional y no fuertemente cero-dimensional.
Por lo que este espacio nos resulto atractivo para investigar, si su Cp(X)
es de Lindelöf; actualmente aun no podemos responder eso. Sin embargo, al
estar estudiando el ejemplo de Dowker conseguimos hacer una modificación
de este y aśı poder demostrar el siguiente Teorema.
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INTRODUCCIÓN vi

Teorema 0.1. Existe un espacio normal, cero-dimensional y no fuertemente
cero-dimensional X tal que Cp(X) es de Lindelöf.

Este Teorema resume nuestro trabajo de investigación y nos permite dar
respuesta afirmativa al problema planteado. Dado que el resultado de la
investigación es de gran importancia en el área de los espacios de funcio-
nes. Se realizó un artćulo titulado “ A zero-dimensional not strongly zero-
dimensionalX with Lindelöf Cp(X),” el cual fue aceptado para su publicación
en la revista European J. Math.

Este trabajo de investigación se encuentra dividido en tres caṕıtulos, don-
de en el caṕıtulo I se proporcionan y desarollan algunas definiciones y resul-
tados que serán de utilidad para la comprensión de los siguientes caṕıtulos.
En el caṕıtulo II se dedica a la modificación del ejemplo de Dowker, mos-
trando algunos resultados que este presenta. En particular, que cumple ser
un espacio cero-dimensional y no fuertemente cero-dimensional. Finalmente,
en el caṕıtulo III estudiamos algunos resultados importantes para concluir
que el espacio Cp(X) es de Lindelöf, donde X es nuestro espacio de estudio.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo se proporcionan y desarollan algunas definiciones y re-
sultados que serán de utilidad para la comprensión de los siguientes caṕıtu-
los, es aśı, como abordamos solo una pequeña parte de los espacios cero-
dimensionales, el primer ordinal no numerable y la topoloǵıa de la conver-
gencia puntual.

Definición 1.1. Dos conjuntos A y B en un espacio topológico X son llama-
dos completamente separados si existe una función continua f : X −→ [0, 1]
tal que f(x) = 0 para x ∈ A y f(x) = 1 para x ∈ B.

Definición 1.2. Un conjunto A de un espacio topológico X es llamado fun-
cionalmente cerrado si A = f−1(0) para alguna función continua f : X −→
[0, 1].

Un subconjunto B ⊆ X es funcionalmente abierto si existe un subcon-
junto A ⊆ X funcionalmente cerrado tal que B = X \ A.

Teorema 1.3. Todo espacio segundo numerable regular es normal.

Demostración. Ver Teorema 1.5.16 en [3].

Proposición 1.4. Sea un espacio topológico X y un subespacio M de X. El
conjunto A ⊆M es cerrado en M si y solo si A = F ∩M , donde F es cerrado

en X. Además, A
M

= A
X ∩M .

Demostración. Ver Proposición 2.1.1 en [3].

Proposición 1.5. Si un espacio topológico que puede ser representado como
la unión de una familia {Xs : s ∈ S} de subconjuntos abierto ajenos por
pares, entonces X =

⊕
s∈S Xs.

Demostración. Ver Proposición 2.2.4 en [3].
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CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 2

Corolario 1.6. Sea un conjunto abierto U en un espacio topológico X. Si una
familia {Fs : s ∈ S} de subconjuntos cerrados de X conteniendo al menos
un conjunto compacto (en particular, si X es compacto) y si

⋂
s∈S Fs ⊆ U ,

entonces existe un conjunto finito {s1, s2, . . . , sk} ⊆ S tal que
⋂k
i=1 Fsi ⊆ U .

Demostración. Ver Corolario 3.1.5 en [3].

Teorema 1.7. Si A es un subespacio compacto de un espacio regular X,
entonces para cada conjunto cerrado B ajeno de A existen conjuntos abiertos
U , V ⊆ X tal que A ⊆ U , B ⊆ V y U ∩ V = ∅.

Demostración. Ver Teorema 3.1.6 en [3].

Teorema 1.8. Todo espacio compacto es normal.

Demostración. Ver Teorema 3.1.9 en [3].

Corolario 1.9. Cada par de conjuntos cerrados disjuntos en un espacio nor-
mal X tienen cerradura disjunta en βX

Demostración. Ver Corolario 3.6.4 en [3].

Corolario 1.10. Para cada espacio de Tychonoff X y un espacio T tal que
X ⊆ T ⊆ βX tenemos que βT = βX.

Demostración. Ver Corolario 3.6.9 en [3].

Teorema 1.11. Un espacio compacto Y es metrizable si y solo si Y es segundo
numerable.

Demostración. Ver Teorema 4.2.8 en [3].

Teorema 1.12. Toda función continua real-valuada definida en un espacio
numerablemente compacto es acotada.

Demostración. Ver Teorema 3.10.6 en [3].

Proposición 1.13. Sea una familia de espacios topológicos {Xs}s∈S. Si S =
∪t∈TSt, donde St ∩ St′ = ∅ para t 6= t′. Entonces los espacios Πs∈SXs y
Πt∈T (Πs∈StXs) son homeomorfos, es decir, el producto cartesiano es asocia-
tivo.

Demostración. Ver Proposición 2.3.7 en [3].

Proposición 1.14. Sea una familia de espacios topológicos {Xs}s∈S y una
funcion inyectiva f de S sobre si mismo. Entonces los espacios Πs∈SXs y
Πs∈SXf(s) son homeomorfos, es decir, el producto cartesiano es conmutativo.

Demostración. Ver Proposición 2.3.8 en [3].
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1.1. Espacio Cero-dimensional

Definición 1.15. Un espacio topológico X es llamado hereditariamente dis-
conexo si X no contiene subconjuntos conexos de cardinalidad mayor que
1.

Definición 1.16. Un espacio topológico X no vaćıo y T1 es llamado cero-
dimensional si tiene una base de conjuntos abiertos y cerrados a la vez.

Claramente, todo espacio cero-demensional es un espacio de Tychonoff.
Una cubierta de un espacio topológico que consiste de conjuntos funcional-
mente abiertos (cerrados) será llamada una cubierta funcionalmente abier-
ta(cerrada).

Definición 1.17. Un espacio topológico es llamado fuertemente cero-dimensional
si es un espacio no vaćıo Tychonoff y cada cubierta finita funcionalmente
abierta {Ui}ki=1 de el espacio X tiene un refinamiento abierto finito {Vi}mi=1

tal que Vi ∩ Vj = ∅ siempre que i 6= j.

Acontinuación, mencionamos algunos resultados importantes de los espa-
cios cero-dimensionales y fuertemente cero-dimensionales.

Teorema 1.18. Todo espacio cero-dimensional es hereditariamente discone-
xo.

Demostración. Ver Teorema 6.2.1 en [3].

Teorema 1.19. Un espcio no vaćıo de Tychonoff X es fuertemente cero-
dimensional si y solo si para cada par de conjuntos A y B completamente
separados de X existe un conjunto clopen U ⊆ X tal que A ⊆ U ⊆ X\B.

Demostración. Ver Teorema 6.2.4 en [3].

Teorema 1.20. Todo espacio fuertemente cero-dimensional es cero-dimensional.

Demostración. Ver Teorema 6.2.6 en [3].

Teorema 1.21. Todo espacio cero-dimensional y Lindelöf es fuertemente
cero-dimensional.

Demostración. Ver Teorema 6.2.7 en [3].

Teorema 1.22. Si un espacio topológico es cero-dimensional, entonces todo
subespacio no vaćıo de X es también cero-dimensional.

Demostración. Ver Teorema 6.2.11 en [3].
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Teorema 1.23. La compactación de Čech-Stone βX de un espacio Tychonoff
X es fuertemente cero-dimensional si y sólo si el espacio X es fuertemente
cero-dimensional.

Demostración. Ver Teorema 6.2.12 en [3].

Teorema 1.24. La suma
⊕

s∈S Xs, donde S 6= ∅ y Xs 6= ∅ para s ∈ S es
cero-dimensional si y sólo si Xs es cero-dimensional para s ∈ S.

Demostración. Ver Teorema 6.2.13 en [3].

Teorema 1.25. El producto cartesiano Πs∈SXs, donde S 6= ∅ y Xs 6= ∅ para
s ∈ S es cero-dimensional si y sólo si Xs es cero-dimensional para s ∈ S.

Demostración. Ver Teorema 6.2.14 en [3].

1.2. El espacio ω1

Sean α y β dos ordinales, denotamos los intervalos [α, β) = {γ : α ≤
γ < β} y [α, β] = {γ : α ≤ γ ≤ β}. La familia de todos los intervalos (γ, α]
con γ ∈ ω1 ∪ {−1} y γ < α constituye una base para el ordinal α en τ(ω1)
(extendemos el orden en ω1 a ω1 ∪ {−1}).

Definimos el primer ordinal no numerable como ω1 = [0, ω1) dotado con la
topoloǵıa del orden. similarmente, ω1 + 1 = [0, ω1] equipado con la topoloǵıa
del orden es el primer ordinal compacto no numerable.

Definición 1.26. Sea un ordinal β ∈ ω1 + 1, diremos que el ordinal β es:

sucesor si existe un ordinal α ∈ ω1 + 1 tal que β = α + 1.

ĺımite si para cada α ∈ ω1 + 1 con α < β, existe un ordinal γ ∈ ω1 + 1
tal que α < γ < β.

Teorema 1.27. El esapcio ω1 + 1 es cero-dimensional.

Demostración. Sea α ∈ ω1 + 1, consideromos los siguientes casos.
Caso I: Si α es un ordinal sucesor. Tomamos la colección B1(α) = {{α}}
que es una base local de α, donde el conjunto {α} es abierto y cerrado en
ω1 + 1.
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Caso II: Si α es un ordinal ĺımite. Para cada ordinal β ∈ ω1 + 1 con
β < α, entonces consideremos el conjunto

Vαβ = (β, α + 1) = [β + 1, α]

claramente, Vαβ es abierto y cerrado en ω1 + 1 tal que α ∈ Vαβ. Tomando
la colección B2(α) = {Vαβ : β ∈ ω1 + 1 y β < α} que es una base local del
ordinal α.

Finalmente, consideramos la familia

B =
⋃
{B1(α) : α es sucesor} ∪

⋃
{B2(β) : β es ĺımite}

la cual es una base de conjuntos abiertos y cerrados del espacio ω1 + 1, es
decir, el espacio ω1 + 1 es cero-dimensional.

Teorema 1.28. Todo subconjunto numerable de [0, ω1) está acotado supe-
riormente.

Demostración. Ver Ejemplo 3.10.16 en [3].

Corolario 1.29. Todo subconjunto numerable de [0, ω1) tiene supremo.

Demostración. Ver Ejemplo 3.10.16 en [3].

Proposición 1.30. El espacio ω1 es numerablemente compacto.

Demostración. Ver Ejemplo 3.10.16 en [3].

1.3. Topoloǵıa de la Convergencia puntual

Dados los espacios topológicos X y Y , sobre el conjunto Y X de todas
las funciones de X en Y ; podemos considerar la topoloǵıa producto o
topoloǵıa de Tychonoff que se caracteriza como la mı́nima topoloǵıa que
hace continua a cualquier proyección πx : Y X −→ Y , para cada x ∈ X. En
particular, consideraremos el siguiente subconjunto de Y X

C(X, Y ) = {f ∈ Y X : f es continua }
equipado con la topoloǵıa heredada de Y X , a la cual se le suele llamar

la topoloǵıa de la convergencia puntual; en general, denotaremos por
Cp(X, Y ) a los espacios aśı obtenidos, pero en el caso en el que Y = R escri-
biremos simplemente Cp(X) en vez de Cp(X,R).
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Dado un espacio un espacio topológico Z es conveniente tener una des-
cripción precisa de una base para su topoloǵıa; en el caso de los espacios
topológicos Cp(X, Y ) esto se logra considerando bases para la topoloǵıa del
espacio contradominio Y .

Para cada subconjunto finito {x1, x2, . . . , xn} de X y cada colección finita
de abiertos básicos {B1, B2, . . . , Bn} en Y ; denotaremos por

Õ(x1, . . . , xn;B1, . . . , Bn) = {f ∈ Y X : f(xi) ∈ Bi para cada i = 1, 2, . . . , n}.

Notemos que

Õ(x1, x2, . . . , xn;B1, B2, . . . , Bn) = π−1x1 (B1) ∩ π−1x2 (B2) ∩ · · · ∩ π−1xn (Bn).

Como es sabido, la familia de todos los conjuntos de este tipo es una
base para la topoloǵıa producto en Y X . Por lo tanto, la familia de todos los
conjuntos

O(x1, . . . , xn;B1, . . . , Bn) = Õ(x1, . . . , xn;B1, . . . , Bn) ∩ C(X, Y ),

es una base para la topoloǵıa de Cp(X, Y ). En resumen tenemos el siguiente
resultado

Proposición 1.31. Sea β una base de la topoloǵıa de Y , βY (y) una base
local de vecindades abiertas, para cada y ∈ Y . Entonces

La familia

{Õ(x1, x2, . . . , xn;B1, B2, . . . , Bn) : n ∈ ω, xi ∈ X, Bi ∈ β},

es una base para la topoloǵıa producto en Y X ; de donde la familia

{O(x1, x2, . . . , xn;B1, B2, . . . , Bn) : n ∈ ω, xi ∈ X, Bi ∈ β},

es una base para la topoloǵıa en Cp(X).

Para cada f ∈ Y X , la familia de todos los conjuntos de la forma

Õ(x1, . . . , xn;B1, . . . , Bn) = {g ∈ Y X : g(xi) ∈ Bi, i = 1, 2, . . . , n},

en donde n ∈ ω, xi ∈ X y Bi ∈ β para cada i = 1, 2, . . . , n; es una base
local de f en Y X ; de donde, si f ∈ Cp(X) los conjuntos

O(x1, . . . , xn;B1, . . . , Bn) = {g ∈ Cp(X) : g(xi) ∈ Bi, i = 1, 2, . . . , n},

constituyen una base local de f en Cp(X).
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Demostración. Ver Sección 2.6 en [3].

En el caso particular en que Y es un espacio metrizable, es conveniente
tomar como base locales en Y a las colecciones de ε-bolas abiertas. Por lo
tanto, cuando Y es un espacio metrizable, si f ∈ Y X los conjuntos

Õ(f ;x1, . . . , xn; ε) = {g ∈ Y X : d(f(xi), g(xi)) < ε, i = 1, 2, . . . , n},

forman una base local de f en Y X (donde, d es un métrica que define la
topoloǵıa de Y ). Al considerar intersecciones de este tipo de conjuntos de Y X

con el conjunto C(X, Y ) nuevamente generamos bases locales en Cp(X, Y ).



Caṕıtulo 2

Modificación de Ejemplo de
Dowker

En este caṕıtulo se construirá el espacio de estudio, el cual se usará pa-
ra dar respuesta al problema planteado en la introducción. Aśı, mismo se
demostrará que dicho espacio es un espacio normal, cero-dimensional y no
fuertemente cero-dimensional.

2.1. Modificación del Ejemplo de Dowker

Para una mayor información del Ejemplo de Dowker puede consultar el
Ejemplo 6.2.20 en [3].

Sean I = [0, 1] el intervalo cerrado en la linea real R. A continuación, se
introduce la definición de conjuntos holding, término que se ha usado en [4].

Definición 2.1. Un subconjunto A de I diremos que es holding si todo
subconjunto de I \ A que es cerrado es a lo más numerable.

Es fácil verificar que si los subconjuntos A y B de I tales que A es holding
y A ⊆ B, entonces B es un conjunto holding.

Proposición 2.2. Si un subconjunto A de I es holding entonces A es denso
en I.

Demostración. Sean A ⊆ I un conjunto holding y un conjunto abierto no
vaćıo U en I, demostraremos que A ∩ U 6= ∅; supongamos lo contrario, es
decir, que A∩U = ∅, aśı U ⊆ I \A. Ahora, sea x un punto en U ; usando que
el espacio I es regular, existe un conjunto abierto V en I tal que

x ∈ V ⊆ V ⊆ U ⊆ I \ A

Como A es un conjunto holding se tiene que el conjunto cerrado no vaćıo V
es a lo más numerable, lo cual es una contradicción; ya que todo conjunto
cerrado en I que contiene un conjunto abierto no vaćıo es no numerable.

8
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El intervalo I tiene una familia de cardinalidad c de conjuntos ajenos
holding (ver Teorema 1.5 en [4]). Aśı, podemos encontrar una ω1-sucesión

{Qα : α ∈ ω1}

de conjuntos ajenos holding tal que I =
⋃
{Qα : α ∈ ω1}.

Para cada α ∈ ω1 consideremos el conjunto

Sα =
⋃
{Qβ : β ≤ α}, si α es un ordinal sucesor

o bien,

Sα =
⋃
{Qβ : β < α}, si α es un ordinal ĺımite

A continuación, definimos a nuestro espacio de estudio (con el cual res-
ponderemos al problema planteado).

Sea el espacio [0, ω1] × I con la topoloǵıa producto y consideremos el
siguiente subespacio

X =
⋃
{{α} × Sα : α ∈ ω1}

También, consideremos los siguientes subespacios de [0, ω1]× I

1. X∗ = X ∪ ({ω1} × I).

2. Para cada α ∈ ω1, Xα =
⋃
{{β} × Sβ : β ≤ α}.

3. Se cumple que Xα ⊆ X ⊆ X∗, para cada α ∈ ω1.

Proposición 2.3. El espacio X es denso en X∗.

Demostración. Sea un punto (ω1, r) ∈ X∗\X = {ω1}×I con 0 < r < 1 (pues
cuando r=0 o r=1 se hace algo similar), tomemos un conjunto abierto básico
U = (α, ω1]× (r− ε, r+ ε) del punto (ω1, r) en [0, ω1]× I, para algún α ∈ ω1.
Luego, el conjunto V = U ∩ X∗ es una vecindad abierta del punto (ω1, r)
en X∗, como el ordinal α < ω1, existe un ordinal β tal que α < β < ω1,
aplicando la Proposición 2.2 el conjunto Qβ es denso en I, es decir, existe un
punto x ∈ Qβ ∩ (r − ε, r + ε); por construcción del espacio X se tiene que el
punto (β, x) ∈ X ∩ V , es decir, V ∩X 6= ∅. Por lo tanto, se sigue que X es
denso en X∗.

En una forma similar a la prueba anterior se prueba el siguiente resultado.

Proposición 2.4. Los subespacios X y X∗ son densos en [0, ω1]× I.
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Para cada r ∈ I, denotamos por:

Xr = X ∩ ([0, ω1)× {r}).

Corolario 2.5. sean r ∈ I y α ∈ ω1 tal que r ∈ Qα. Entonces se cumple

Xr = [α, ω1)× {r}, si α es un ordinal sucesor.
o bien,

Xr = [α + 1, ω1)× {r}, si α es un ordinal ĺımite.

Proposición 2.6. Para cada r ∈ I, el conjunto Xr es numerablemente com-
pacto.

Demostración. Sean r ∈ I, como I = ∪{Qβ : β ∈ ω1}, existe α ∈ ω1 tal
que r ∈ Qα. Notemos que el conjunto Xr es homeomorfo a [α, ω1) y por la
Proposición 1.30, se concluye que Xr es numerablemente compacto.

Proposición 2.7.
⋂
α<ω1

(X∗ \Xα) = {ω1} × I.

Demostración. Como se cumple que {ω1}× I ⊆ (X∗ \Xα) para cada α < ω1,
entonces

{ω1} × I ⊆
⋂
α<ω1

(X∗ \Xα). (2.1)

Por otra parte, sea (α, x) ∈
⋂
α<ω1

(X∗ \Xα) notemos que si α < ω1, entonces
(α, x) ∈ Xα, es decir, (α, x) /∈ X∗ \Xα lo cual no es posible. Aśı, sólo puede
pasar que α = ω1; (α, x) ∈ {ω1} × I, entonces⋂

α<ω1

(X∗ \Xα) ⊆ {ω1} × I. (2.2)

Por lo tanto, de 2.1 y 2.2 se prueba la igualdad.

2.2. El Espacio X es cero-dimensional

Proposición 2.8. Para cada α ∈ ω1, el subespacio Sα de I es cero-dimensional.
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Demostración. Sean α ∈ ω1 y Sα el subespacio en I. Tomemos un punto
x ∈ Sα tal que 0 < x < 1, entonces existe un conjunto abierto básico en
I de la forma U = (a, b) un intervalo tal que x ∈ U y a < x < b. Ahora,
consideremos los intervalos abiertos en I

V1 = (a, x) y V2 = (x, b)

Ahora, para β = α + 1 el conjunto holding Qβ es ajeno del conjunto Sα y
por ser Qβ denso en I, existen puntos

p ∈ Qβ ∩ V1 y q ∈ Qβ ∩ V2

tales que los puntos p, q /∈ Sα y p < x < q Aśı, considerando el conjunto

Vabx = (p, q) ∩ Sα = [p, q] ∩ Sα

donde los conjuntos (p, q) y [p, q] son intervalos abiertos y cerrados, respec-
tivamente, en I. Claramente, el conjunto Vabx es cerrado y abierto en Sα tal
que x ∈ Vabx. Por lo que la colección β(x) = {Vabx : a, b ∈ I con a < x < b}
es una base local de x de conjuntos abiertos y cerrados del subespacio Sα,
los casos cuando x = 0 y x = 1 se puede encontrar una base local de con-
juntos tanto abiertos como cerrados, procediendo similarmente al caso que
0 < x < 1. Luego, la colección

β =
⋃
{β(x) : x ∈ Sα}

es una base de conjuntos abiertos y cerrados del subespacio Sα. Por lo tanto,
el subespacio Sα es cero-dimensional.

Corolario 2.9. Para cada α ∈ ω1 se cumple lo siguiente

Xα = X ∩ ([0, α]× I) es un conjunto abierto y cerrado en X.

Xα = X∗ ∩ ([0, α]× I) es un conjunto abierto y cerrado en X∗.

Demostración. Para cada α ∈ ω1, el conjunto [0, α] = [0, α + 1) es abierto y
cerrado en [0, ω1]. Luego, el conjunto [0, α] × I = [0, α + 1) × I es abierto y
cerrado en el espacio [0, ω1]× I, esto justifica el siguiente resultado.

Como el primer ordinal no numerable [0, ω1] dotado con la topoloǵıa del
orden es compacto y cero-dimensional. Para cada α ∈ ω1 y aplicando el
Teorema 1.22 el subespacio [0, α] es cero-dimensional.
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Corolario 2.10. Para cada α ∈ ω1, el subespacio Xα es cero-dimensional.

Demostración. Sea α ∈ ω1, por el Teorema 1.25 y la Proposición 2.8 el
subesapcio [0, α] × Sα es cero-dimensional y aplicando el Teorema 1.22 el
subespacio Xα ⊆ [0, α]×Sα, tenemos que el espacio Xα es cero-dimensional.

Teorema 2.11. El espacio X es cero-dimensional.

Demostración. Sean el punto (α, x) ∈ X y una vecindad abierta W del punto
(α, x) en X, sin pérdida de generalidad podemos suponer que W es de la
forma

W = ((λ1, λ2)× Vx) ∩X
donde, λ1, λ2 ∈ [0, ω1] tal que λ1 < α < λ2 y Vx es abierto en I con x ∈ Vx.

Ahora, si el ordinal α es sucesor tomamos U1 = {α} o bien si α es ĺımite
tomamos U1 = (λ1, α+1) en ambos casos, U1 es un conjunto abierto y cerrado
en [0, ω1]. En el otro caso, para x ∈ Vx∩Sα aplicando la Proposición 2.8, existe
un conjunto abierto y cerrado U2 en Sα tal que x ∈ U2 ⊆ Vx ∩ Sα, además
existen conjuntos abierto B y cerrado F en I tales que B∩Sα = U2 = F ∩Sα.
Las siguientes igualdades son fácil de verificar:

Vαx = (U1 × U2) ∩X = (U1 × (B ∩ Sα)) ∩X = (U1 ×B) ∩X (2.3)

Vαx = (U1 × U2) ∩X = (U1 × (F ∩ Sα)) ∩X = (U1 × F ) ∩X (2.4)

De las ecuaciones 2.3 y 2.4 el conjunto Vαx es abierto y cerrado en X tal que
(α, x) ∈ Vαx ⊆ W . Por lo tanto, el subespacio X es cero-dimensional.

2.3. El Espacio X es normal

Proposición 2.12. Para cada α ∈ ω1, el subespacio Xα es metrizable.

Demostración. Sea α ∈ ω1, como el producto cartesiano [0, α] × I es un
subespacio segundo numerable y compacto de [0, ω1]×I, aplicando el Teorema
1.11 se tiene que el subespacio [0, α] × I es metrizable, aśı el subespacio
Xα ⊆ [0, α]× I, también es metrizable.

Proposición 2.13. Para cada α ∈ ω1, el subespacio Xα es normal.

Demostración. Sea α ∈ ω1, como el producto cartesiano [0, α] × I es un
subespacio segundo numerable y regular tal que Xα ⊆ [0, α]× I, entonces el
subespacio Xα es segundo numerable y regular; aplicando el Teorema 1.3 se
concluye que el subespacio Xα es normal.
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Proposición 2.14. Sean A, B un par de conjuntos cerrados disjuntos en X∗

y U , V un par de conjuntos abiertos ajenos en X∗ tales que A∩(X∗\X) ⊆ U y
B∩(X∗\X) ⊆ V . Entonces existe un ordinal β < ω1 tal que A∩(X∗\Xβ) ⊆ U
y B ∩ (X∗ \Xβ) ⊆ V .

Demostración. Consideremos el espacio Y = [0, ω1] × I, A1 = A ∩ (X∗ \X)

y B1 = B ∩ (X∗ \X). Luego, tomemos los conjuntos A
Y

y B
Y

las cerraduras
de los conjuntos A y B en el espacio Y .

Afirmación 2.15. A
Y ∩ ({ω1} × I) = A1.

En efecto, Como A es cerrado en X∗, existe un conjunto cerrado F en Y
tal que A = F ∩X∗; además, por la Proposición 2.4 se cumple lo siguiente:

A
Y

= F ∩X∗Y ⊆ F
Y ∩X∗Y = F ∩ Y = F. (2.5)

Aśı, sea (ω1, x) ∈ AY ∩({ω1}×I), es decir, (ω1, x) ∈ AY y (ω1, x) ∈ {ω1}×I ⊆
X∗, por la ecuación 2.5 el punto (ω1, x) ∈ F ; luego (ω1, x) ∈ F ∩ X∗ = A,

entonces (ω1, x) ∈ A1. Por otra parte, es claro que A ⊆ A
Y

, entonces

A1 ⊆ A
Y ∩ ({ω1} × I). Por lo tanto, la igualdad de la afirmación se cumple.

Para cada α < ω1, consideremos el conjunto Aα = A
Y ∩ (X∗ \ Xα) y

consideremos A
Y

α la cerradura del conjunto Aα en Y .

Afirmación 2.16.
⋂
α<ω1

A
Y

α = A1.

En efecto, sea el punto (ω1, x) ∈ A1 por la afirmación 2.15 se tiene que

(ω1, x) ∈ AY ∩({ω1}×I), como cada α < ω1 se cumple que {ω1}×I ⊆ X∗\Xα,
luego

(ω1, x) ∈ AY ∩ (X∗ \Xα) = Aα ⊆ A
Y

α

Es decir,

(ω1, x) ∈
⋂
α<ω1

A
Y

α

Rećıprocamente, para cada α < ω1 se cumple

A
Y ∩ (X∗ \Xα) ⊆ A

Y ∩ (X∗ \Xα)
Y

= A
Y

α

luego, ⋂
α<ω1

A
Y ∩ (X∗ \Xα) ⊆

⋂
α<ω1

A
Y

α . (2.6)
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ahora, aplicando la Proposición 2.7 tenemos que⋂
α<ω1

A
Y ∩ (X∗ \Xα) = A

Y ∩ (
⋂
α<ω1

(X∗ \Xα)) = A
Y ∩ ({ω1}× I) = A1. (2.7)

Por las ecuaciones 2.6 y 2.7 tenemos que A1 ⊆
⋂
α<ω1

A
Y

α . Por lo tanto, la
afirmación está probada.

Se tiene que los conjuntos A1 y B1 son cerrados ajenos en X∗ y están
contenidos en el subespacio compacto {ω1} × I de X∗. Aśı, los conjuntos
A1 y B1 son compactos en X∗, aplicando el Teorema 1.7 existen conjuntos
abiertos U1, V1 ⊆ X∗ tales que

A1 ⊆ U1, B1 ⊆ V1 y U1 ∩ V1 = ∅. (2.8)

Dado que tenemos A1 ⊆ U1 y el conjunto U1 es abierto en X∗, existe un
conjunto abierto W1 en Y tal que

A1 ⊆ U1 = W1 ∩X∗ ⊆ W1. (2.9)

Usando 2.17, 2.9 y el Corolario 1.6 existe una colección finita {α1, α2, . . . , αk} ⊆
[0, ω1] tal que

k⋂
i=1

A
Y

αi
⊆ W1. (2.10)

Tomemos β1 = máx{α1, α2, . . . , αk}, como para cada αi < β1; X
∗ \ Xβ1 ⊆

X∗ \Xαi para i = 1, 2, . . . , k. Aśı, se cumple lo siguiente

A ∩ (X∗ \Xα) ⊆ A
Y ∩ (X∗ \Xα) ⊆

k⋂
i=1

A
Y

αi
⊆ W1. (2.11)

Luego, de 2.11 tenemos

A1 = A ∩ (X∗ \X) ⊆ A ∩ (X∗ \Xβ1) ⊆ W1 ∩X∗ = U1. (2.12)

Repitiendo estos pasos para el conjunto B1 = B∩(X∗\X), existen un ordinal
β2 < ω1 y un conjunto abierto W2 en Y tal que

B1 = B ∩ (X∗ \X) ⊆ A ∩ (X∗ \Xβ2) ⊆ W2 ∩X∗ = V1. (2.13)

Usando la ecuación 2.12, 2.13 y tomando β = máx β1, β2 se cumple lo si-
guiente

A1 = A ∩ (X∗ \Xβ) ⊆ U1 y B1 = B ∩ (X∗ \Xβ) ⊆ V1. (2.14)

Por lo tanto, la prueba es completada.
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Teorema 2.17. El espacio X∗ es normal.

Demostración. Sean un par de conjunto cerrados ajenos A y B en X∗. Con-
sideremos los conjuntos

A1 = A ∩ (X∗ \X) = A ∩ ({ω1} × I). (2.15)

B1 = B ∩ (X∗ \X) = B ∩ ({ω1} × I). (2.16)

Se tiene que los conjuntos A1 y B1 son cerrados ajenos en X∗ y están conte-
nidos en el subespacio compacto {ω1} × I de X∗. Aśı, los conjuntos A1 y B1

son compactos en X∗, aplicando el Teorema 1.7 existen conjuntos abiertos
U1, V1 ⊆ X∗ tales que

A1 ⊆ U1, B1 ⊆ V1 y U1 ∩ V1 = ∅. (2.17)

Aplicando la Proposición 2.14 existe un ordinal α < ω1 tal que

A ∩ (X∗ \Xα) ⊆ U1 y B ∩ (X∗ \Xα) ⊆ V1. (2.18)

Como los conjuntos A y B son cerrados en X∗ existen conjuntos cerrados F1

y F2 en [0, ω1]× I tales que A = F1 ∩X∗ y B = F2 ∩X∗. Luego, es claro que

A = (A∩ (X∗ \Xα))∪ (F1∩Xα) y B = (B ∩ (X∗ \Xα))∪ (F1∩Xα). (2.19)

Donde los conjuntos F1∩Xα y F2∩Xα son cerrados en Xα, por la Proposición
2.13 Xα es normal, entonces existen conjuntos abiertos U2 y V2 en [0, ω1]× I
tales que

F1 ∩Xα ⊆ U2 ∩Xα, F2 ∩Xα ⊆ V2 ∩Xα (2.20)

y (⊆ U2 ∩Xα) ∩ (⊆ V2 ∩Xα) = ∅. (2.21)

Por el Corolario 2.9 Xα es abierto y cerrado en X∗.

Finalmente, consideremos los siguientes conjuntos abiertos en X∗

U = (U1 ∩ (X∗ \Xα)) ∪ (U2 ∩Xα) y V = (V1 ∩ (X∗ \Xα) ∪ (V2 ∩Xα).

De las ecuaciones 2.18, 2.19, 2.20 y 2.21 se tiene que

A ⊆ U, B ⊆ V y U ∩ V = ∅

Por lo tanto, X∗ es normal.

Proposición 2.18. Sean A y B un par de conjuntos cerrados ajenos en X.
Entonces los conjuntos A y B tienen cerradura ajena en X∗.
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Demostración. Sean A y B un par de conjuntos cerrados ajenos en X. Su-

pongamos que A
X∗ ∩BX∗ 6= ∅; se tienen los siguientes casos:

Caso I: Si existe un punto (ω1, x) ∈ AX
∗

∩BX∗

. Sin pérdida de generali-
dad podemos suponer que 0 < x < 1 (pues cuando x = 0 o x = 1 se hace de
manera similar).

Como x ∈ I y la familia de conjuntos holding ajenos por pares {Qα : α <
ω1} construidos al inicio de éste caṕıtulo es una cubierta de I, entonces existe
α < ω1 tal que x ∈ Qα. Como 0 < x < 1 por la propiedad Arquimediana
existe un N ∈ N tal que 0 < x − 1

N
< x < x + 1

N
< 1. A continuación, por

inducción construimos las siguientes sucesiones:

Para n = 1.
Consideremos el conjunto abierto U1 = [(α, ω1])×(x− 1

N+1
, x+ 1

N+1
)]∩X∗ tal

que el punto (ω1, x) ∈ U1; como (ω1, x) ∈ AX
∗

entonces A ∩ U1 6= ∅. Luego,
Existen α1 ∈ (α, ω1] y x1 ∈ (x− 1

N+1
, x+ 1

N+1
) tales que el punto (α1, x1) ∈ A

y |x− x1| < 1
N+1

.

Ahora, consideremos el conjunto abierto V1 = [(α1, ω1]) × (x − 1
N+1

, x +
1

N+1
)] ∩ X∗ tal que el punto (ω1, x) ∈ V1; como (ω1, x) ∈ B

X∗

entonces

B ∩ V1 6= ∅. Luego, Existen β1 ∈ (α1, ω1] y y1 ∈ (x− 1
N+1

, x+ 1
N+1

) tales que

el punto (β1, x1) ∈ B y |x− y1| < 1
N+1

.

Para n = 2.
Consideremos el conjunto abierto U2 = [(β1, ω1])× (x− 1

N+2
, x+ 1

N+2
)]∩X∗

tal que el punto (ω1, x) ∈ U2; como (ω1, x) ∈ A
X∗

entonces A ∩ U2 6= ∅.
Luego, Existen α2 ∈ (β1, ω1] y x2 ∈ (x − 1

N+2
, x + 1

N+2
) tales que el punto

(α2, x2) ∈ A y |x− x2| < 1
N+2

.

Ahora, consideremos el conjunto abierto V2 = [(α2, ω1]) × (x − 1
N+2

, x +
1

N+2
)] ∩ X∗ tal que el punto (ω1, x) ∈ V2; como (ω1, x) ∈ B

X∗

entonces

B ∩ V2 6= ∅. Luego, Existen β2 ∈ (α2, ω1] y y2 ∈ (x− 1
N+2

, x+ 1
N+2

) tales que

el punto (β2, x2) ∈ B y |x− y2| < 1
N+2

.

Repitiendo este proceso sucesivamente, podemos construir las suciones
α1, α2, α3, . . .; β1, β2, β3, . . . en el espacio [0, ω1] y
x1, x2, x3, . . .; y1, y2, y3, . . . en el espacio I tales que
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1. αi < βi < αi+1 para i = 1, 2, 3, . . .

2. |x− xi| < 1
N+i

y |x− yi| < 1
N+i

para i = 1, 2, 3, . . .

3. (αi, xi) ∈ A y (βi, yi) ∈ B para i = 1, 2, 3, . . .

Por el Corolario 1.29 se tiene que λ = sup{αi : i ∈ N} = sup{βi : i ∈ N} tal
que λ < ω1, αi < λ y βi < λ para i = 1, 2, 3, . . .

Afirmación 2.19. El punto (λ, x) ∈ A ∩B.

En efecto, sean γ < λ y ε > 0 tal que el intervalo (x − ε, x + ε) ⊆ I, sin
pérdida de generalidad podemos considerar el conjunto abierto básico

W1 = (γ, λ+ 1)× (x− ε, x+ ε)

en el espacio [0, ω1]× I tal que (λ, x) ∈ W1.

Como γ < λ y λ es el supremo, existe k ∈ N tal que γ < αk < λ;
y dado que ε > 0 por la propiedad Arquimediana existe m ∈ N tal que
x − ε < x − 1

N+2
< x < x + 1

N+2
< x + ε. Tomando M = máx{k,m} se

cumple

a) γ < αMβM < λ.

b) xM , yM ∈ (x− 1
N+M

, x+ 1
N+M

).

c) (αM , xM) ∈ A y (βM , yM) ∈ B.

Tomando W = W1 ∩X es un conjunto abierto básico en X con (λ, x) ∈ W ,
luego (αM , xM) ∈ A ∩W y (βM , yM) ∈ B ∩W , es decir

A ∩W 6= ∅ y B ∩W 6= ∅

Como lo anterior se cumple siempre que tomemos cualquier conjunto abier-

to U en X con (λ, x) ∈ U . Entonces se tiene que (λ, x) ∈ A
X

= A y

(λ, x) ∈ BX
= B, es decir, A∩B 6= ∅ pero esto contradice nuestra hipótesis.

Caso II: Si existe un punto (α, x) ∈ AX
∗

∩BX∗

con α < ω1.
Si α 6= 0, consideremos un ordinal β < ω1 con β < α y ε > 0 tal que
(x− ε, x+ ε) ⊆ I; tomamos el conjunto abierto básico U = (β, α+ 1)× (x−
ε, x+ ε) en [0, ω1]× I tal que (α, x) ∈ U (En otro caso, si α = 0, basta tomar
U = [0, 1) × (x − ε, x + ε). Entonces el conjunto W = U ∩X∗ es abierto en

X∗. Como el punto (α, x) ∈ AX
∗

∩BX∗

entonces

A ∩W 6= ∅ y B ∩W 6= ∅.
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Podemos notar que U ∩X = U ∩X∗ por lo que W también es abierto en X.
Dado que el conjunto abierto básico W de (α, x) en X es arbitrario, podemos

concluir que (α, x) ∈ AX = A y (α, x) ∈ BX
= B, es decir, A ∩ B 6= ∅, lo

cual contradice nuestra hipótesis.

Por lo tanto, hemos demostrado que A
X∗ ∩BX∗

= ∅.

Teorema 2.20. El espacio X es normal.

Demostración. Sean A y B un par de conjuntos cerrados disjuntos en X, por

la Proposición 2.18 tenemos que A
X∗ ∩ BX∗

= ∅ y por el Corolario 1.9 se
tiene que

A
βX∗ ∩BβX∗

= ∅. (2.22)

Notemos que X ⊆ X∗ ⊆ [0, ω1] × I ⊆ βX como subespacios, aplicando el
Corolario 1.10 tenemos que βX = βX∗. Por lo que la ecuación 2.22 se puede
ver como

A
βX ∩BβX

= ∅.

Como βX es compacto por el Teorema 1.8 el espacio βX es normal, entonces
existen conjuntos abiertos U1 y V1 en βX tales que

A
βX ⊆ U1, B

βX ⊆ V1 y U1 ∩ V1 = ∅.

Por último, consideremos los conjuntos abiertos ajenos U = U1 ∩ X y V =
V1 ∩X en X, aplicando la Proposición 1.4 se tiene que

A = A
X

= A
βX ∩X ⊆ U1 ∩X = U.

A = A
X

= A
βX ∩X ⊆ U1 ∩X = U.

Por lo tanto, el espacio X es normal.

2.4. El Espacio X no es fuertemente cero-

dimensional

Teorema 2.21. El espacio X no es fuertemente cero-dimensional.

Demostración. Supongamos que X es fuertemente cero-dimensional y sean
x, y ∈ Q0 con x 6= y; considermos los siguientes conjuntos cerrados en X

F1 = [0, ω1)× {x} = ([0, ω1]× {x}) ∩X.
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F2 = [0, ω1)× {y} = ([0, ω1]× {y}) ∩X.

Como X es normal y aplicando el Lema de Urysohn se tiene que los conjuntos
F1 y F2 son completamente separados; aplicando el Teorema 1.19 existe un
conjunto abierto y cerrado U en X tal que

F1 ⊆ U ⊆ X \ F2.

o bien
F1 ⊆ U y F2 ⊆ X \ U.

Como los conjuntos U y X\U son cerrados disjuntos en X, por la Proposición
2.18 tenemos que

U
X∗ ∩X \ U

X∗

= ∅. (2.23)

Luego, U
X∗ ∪X \ U

X∗

= U ∪X \ U
X∗

= X
X∗

, por la Proposición 2.3 X es
denso en X∗; aśı

U
X∗ ∪X \ U

X∗

= X∗. (2.24)

Por las ecuaciones 2.23 y 2.24 se concluye que los conjuntos U
X∗

y X \ U
X∗

son abiertos en X∗ tales que (ω1, x) ∈ U
X∗

y (ω1, y) ∈ X \ U
X∗

. Aśı, los
conjuntos

V = ({ω1} × I) ∩ UX∗

y W = ({ω1} × I) ∩X \ U
X∗

.

son abiertos no vaćıos en el subespacio {ω1} × I tales que

{ω1} × I = V ∪W y V ∩W = ∅.

Por lo que el subespacio {ω1}×I es disconexo, pero esto es una contradicción;
ya que el subespacio {ω1} × I es homoemorfo al subespacio [0, 1] de R.
Por lo tanto, el espacio X no es fuertemente cero-dimensional.



Caṕıtulo 3

Cp(X) es de Lindelöf

Finalmente, en este caṕıtulo estudiamos algunos resultados importantes
para concluir que el espacio Cp(X) es de Lindelöf, donde X es nuestro espacio
de estudio. Empezamos con las siguientes definiciones y resultados.

El espacio λD(ω1) es el conjunto ω1 ∪ {∞} (con ∞ /∈ ω1) equipado con
la topoloǵıa τ , donde U ∈ τ si y solo si ∞ /∈ U o |X \ U | ≤ ω. El espacio
λD(ω1) también se ha usado en [1].

Es fácil verificar que el espacio λD(ω1) es de Hausdorff, con un único
punto aislado ∞ y es normal. a demás, es un espacio de Lindelöf.

Proposición 3.1. El espacio [0, ω1) es homeomorfo a un subespacio de Cp(λD(ω1)).

Demostración. Sea α ∈ ω1 y consideremos la función f : λD(ω1) −→ R dada
por

fα(β) =

{
0, si β ∈ ω1 y β < α

1, en otro caso

Es decir, fα(β) = 0 si β ∈ [0, α); como el conjunto [0, β) es abierto
y cerrado en λD(ω1), entonces la función fα es continua. Aśı, el conjunto
Y = {fα : α < ω1} es un subespacio de Cp(λD(ω1)). Ahora, verifiquemos
que Y es homeomorfo al espacio [0, ω1).

Consideremos H : Y −→ [0, ω1) definida por H(fα) = α. Notemos que H
esta bien definida, ya que si tomamos α, β ∈ ω con α 6= β, entonces fα 6= fβ.
Aśı,

H(fα) = α 6= β = H(fβ)

De lo anterior, tenemos que la función H es biyectiva. Probaremos que la
función H es abierta; tomemos α ∈ ω y fα ∈ Cp(λD(ω1)), consideramos el

20
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conjunto abierto en Cp(λD(ω1)) que es vecindad fα

O(fα, x1, x2, . . . , xn, U1, U2, . . . , Un)

donde, sin pérdida de generalidad los puntos x1, x2, . . . , xn estan en ω1; los
conjuntos Ui es abierto en R tales que fα(xi) ∈ Ui, para cada i = 1, 2, 3, . . . , n.

Luego, sean C1 = {xi : xi < α} y C2 = {xi : xi < α}, entonces se tienen
los siguientes casos:

Caso I: Si C1 6= ∅ y C2 6= ∅. Sean A = máxC1 y B = mı́nC2. Entonces

O(fα, x1, x2, . . . , xn, U1, U2, . . . , Un) = {fβ : β ∈ (A,B)} = V

Aśı, H(V ) = (A,B) es abierto en [0, ω1).

Caso II: Si C1 6= ∅ y C2 = ∅. Sean A = máxC1, entonces

O(fα, x1, x2, . . . , xn, U1, U2, . . . , Un) = {fβ : β ∈ (A, ω1)} = V

Aśı, H(V ) = (A, ω1) es abierto en [0, ω1).

Caso III: Si C1 6= ∅ y C2 = ∅. Sean B = mı́nC2, entonces

O(fα, x1, x2, . . . , xn, U1, U2, . . . , Un) = {fβ : β ∈ [0, B)} = V

Aśı, H(V ) = [0, B) es abierto en [0, ω1).

En ambos casos se tiene que la función H manda conjuntos abiertos a
abiertos. Por la Proposición 1.4.18 en [3] se concluye que la función H es un
homeomorfismo.

Definición 3.2. Ahora, consideremos P la clase de todas las imagenes conti-
nuas de subespacios cerrados de los productos de la forma λD(ω1)

ω×K×M ,
donde K es un espacio compacto y M es un espacio segundo numerable.

Corolario 3.3. Todos los espacios segundo numerable están en la clase P .

Demostración. Sea un espacio segundo numerable T , y considere el espacio
compacto I, entonces la función proyección ΠT : λD(ω1)

ω × I × T −→ T ,
claramente, T es la imagen continua del espacio cerrado λD(ω1)

ω × I × T .
Por lo que el espacio T esta en la clase P .



CAPÍTULO 3. CP (X) ES DE LINDELÖF 22

Siguiendo la misma idea de la demostración del corolario anterior, se
prueba el siguiente resultado.

Corolario 3.4. Todos los espacios compactos están en la clase P .

Proposición 3.5. La clase P es cerrada con respecto a imagenes continuas.

Demostración. Sean X y Y espacios topológicos y una función continua so-
breyectiva g : X −→ Y . Supongamos que el espacio X ∈ P , entonces existen
un espacio compacto K y un espacio segundo numerable M tal que para
algún subespacio cerrado D de T = λD(ω1)

ω × K ×M existe una función
continua sobreyectica f : D −→ X. Aśı, la función h = g ◦ f : D −→ Y es
continua sobreyectiva. Por lo que, el espacio Y está en la clase P .

Proposición 3.6. La clase P es cerrada con respecto a subespacios cerrados.

Demostración. Sea A un espacio tal que A ∈ P y B un subespacio cerrado
de A. Como A ∈ P . Existen un espacio compacto K y un espacio segundo
numerable M tal que para algún subespacio cerrado D de T = λD(ω1)

ω×K×
M existe una función continua sobreyectica f : D −→ A; como B es cerrado
en A entonces f−1(B) es cerrado en D y por ser D cerrado entonces f−1(B)
es cerrado en T . Luego, f |f−1(B): f

−1(B) −→ B es continua sobreyevtiva.
Por lo tanto, B está en la clase P .

Proposición 3.7. La clase P es cerrada con respecto a productos numera-
bles.

Demostración. Para cada n ∈ ω, sea Xn un elemento de la clase P . Enton-
ces existen subespacios cerrados An de Tn = λD(ω1)

ω × Kn × Mn, donde
Kn es compacto y Mn es segundo numerable; además, una función continua
fn : Tn −→ Xn tales que fn(An) = Xn.

Notemos que por las Proposiciones 1.13 y 1.14 se tiene que el producto
cartesiano de espacios topológicos es asociativo y conmutativo. Por lo que se
cumple:

Πn∈ωTn ∼= (λD(ω1)
ω)ω × Πn∈ωKn × Πn∈ωMn

Sean K = Πn∈ωKn y M = Πn∈ωMn; aplicando la ley exponencial del
producto cartesiano de espacios topológicos (ver pag. 110, sección 2.6 en [3])
se tiene que

(λD(ω1)
ω)ω ∼= λD(ω1)

ω

Aśı,
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(λD(ω1)
ω)ω ×K ×M ∼= λD(ω1)

ω ×K ×M = T

Observemos que el conjunto F = Πn∈ωAn es cerrado en Πn∈ωTn, entonces
es cerrado en T . Finalmente, tomemos la función f : T −→ Πn∈ωXn donde
f = (fn)n∈ω que es continua y cumple

f(F ) = Πn∈ωXn.

Por lo tanto, Πn∈ωXn esta en la clase P .

Proposición 3.8. La clase P es cerrada con respecto a uniones numerables.

Demostración. Sea una familia {Xn : n ∈ ω} de espacios tales que Xn esta
en la clase P , para cada n ∈ ω. Consideremos X =

⋃
nωXn probaremos que

X esta en la clase P .

Para cada n ∈ ω tenemos una función de encaje jn : Xn −→ X. Sea Y =
Πn∈ωXn por la Proposición 3.7, el espacio Y esta en la clase P . Por otro lado,
el espacio discreto ω esta en la clase P , ya que es segundo numerable. Aśı,
por la Proposición 3.7 el espacio Y × ω esta en la clase P . Luego, definimos
la función continua f : Y × ω −→ X como f(y, n) = in(Pn(y)), donde
Pn : Y −→ Xn es la función proyección n-ésima. Por lo que f(Y×ω) = X.

Proposición 3.9. La clase P es cerrada con respecto a intersecciones nume-
rables.

Demostración. Sea una familia {Xn : n ∈ ω} de espacios tales que Xn esta
en la clase P , para cada n ∈ ω. Consideremos X =

⋂
nωXn probaremos que

X esta en la clase P .

Notemos que si X = ∅, entonces X es segundo numerable y por el Co-
rolario 3.3, X esta en la clase P . Ahora, supongamos que X 6= ∅, entonces
consideremos 4 = {(x, x, . . .) : x ∈

⋂
n∈ωXn} la diagonal del producto car-

tesiano
∏

n∈ωXn. Consideremos el mapeo f :
⋂
n∈ωXn −→ 4 dado por

f(x) = (x, x, . . .). Claramente f es un homeomorfismo.

Notemos que el conjunto4 es cerrado en el producto cartesiano
∏

n∈ωXn;
el cual esta en la clase P por la Proposición 3.7 y por la Proposición 3.6 el
espacio4 esta también en la clase P . Luego, por la Proposición 3.5 el espacio⋂
n∈ωXn esta en la clase P .

Como se probó en [1] el producto de λD(ω1)
ω con espacios segundos nu-

merables es de Lindelöf. Aśı, el producto λD(ω1)
ω ×K ×M es de Lindelöf
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para cada espacio comacto K y cada espacio segundo numerable M . Por lo
tanto, todos los espacios en la clase P son de Lindelöf.

La finalidad con los siguientes resultados será probar que el espacio Cp(X)
pertenece a la clase P , donde X es nuestro espacio de estudio definido al ini-
cio del caṕıtulo 2.

Comenzamos con probar que el espacio Cp(X, I) pertenece a la clase
P . Como el espacio I es segundo numerable, existe una base numerable
β = {Uk : k ∈ ω} para I.

Sea X nuestro espacio de estudio, recordemos que para cada r ∈ I, si
r ∈ Qα, entonces por el corolario 2.5 se tiene que, Xr = [α, ω1) × {r}, si
α = 0 o α es un ordinal sucesor, o bien, Xr = [α + 1, ω1) × {r}, si α es un
ordinal ĺımite. Por lo tanto, el espacio Xr es homeomorfo a un subespacio
cerrado del espacio [0, ω1).

Proposición 3.10. Sean α ∈ ω1, r ∈ Qα y un conjunto abierto U en X tal
que Xr ⊆ U . Entonces existe un n ∈ ω tal que
Xr ⊆ [α, ω1)× Un ⊆ U , si α = 0 o α es un ordinal sucesor,
o bien,
Xr ⊆ [α + 1, ω1)× Un ⊆ U , si α es un ordinal ĺımite.

Demostración. Supongamos que α es un ordinal sucesor. Para cada punto
(β, r) ∈ Xr elegimos una vecindad de la forma X ∩ (Vβ × Ukβ) contenida en
U , donde Vβ es un conjunto abierto en [0, ω1) y β ∈ Vβ. Para cada i ∈ ω tal
que r ∈ Ui consideremos

Wi = X ∩
⋃
{Vβ × Ukβ : kβ = i}.

Entonces {Wi : i ∈ ω, r ∈ Ui} es una familia numerable de conjuntos abiertos
en X que cubre a Xr. Como el espacio Xr es homeomorfo al subespacio ce-
rrado [α, ω1) de [0, ω1), Xr es numerablemente compacto, aśı podemos elegir
una subfamilia finita {Wk1 , . . . ,Wkl} que cubre a Xr. Luego, existe n ∈ ω tal
que r ∈ Un ⊂ Uk1 ∩ · · · ∩ Ukl . Por lo tanto, Xr ⊆ [α, ω1)× Un ⊆ U .

Finalmente, si suponemos que α es un ordinal ĺımite; la prueba es similar
al caso anterior.

Pongamos

Ξ =
{

(b, d) ∈ ωω × Iω : Q0 ⊂
⋃
{Ub(n);n ∈ ω},

and {d(n) : n ∈ ω} ∪
⋃
{Ub(n) : n ∈ ω} = I

}
.
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El espacio Ξ is second-countable, entonces Ξ está en la clase P .

Para cada m ∈ ω \ {0} consideremos el conjunto

Tm =
{
f ∈ IX : existen (b, d) ∈ Ξ, g ∈ Cp([0, ω1))

ω, e ∈ ωω y
h ∈ Cp([0, ω1))

ω tal que para cada n ∈ ω y cada
(α, r) ∈ ([0, ω1)× Ub(n)) ∩X, |f(α, r)− g(n)(α)| ≤ 1

m
,

d(n) ∈ Ue(n) y |f(α, r)− h(n)(α)| ≤ 1
m

para cada
(α, r) ∈ ([0, ω1)× Ue(n)) ∩X tal que (α, d(n)) ∈ Xd(n)

}
Luego, tomemos

T =
⋂
{Tm : m ∈ ω \ {0}}.

Proposición 3.11. T = Cp(X, I).

Demostración. Primero verifiquemos que Cp(X, I) ⊆ T . Sean f ∈ Cp(X, I),
m ∈ ω \ {0}; para cada q ∈ Q0 consideremos las siguientes funciones

Cq : I −→ I dada por Cq(r) = q, es continua.

Id : ω1 −→ ω1 dada por Id(α) = α, es continua.

Fq : [0, ω1)× I −→ [0, ω1)× I dada por Fq(α, r) = (Id(α), Cq(r)) = (α, q),
es continua.

Luego, consideremos Hq = Fq|X la cual es continua.
También, tomemos gq : ω1 −→ I dada por gq(α) = f(α, q), es continua; ya
que gq = f ◦Hq ◦ P , donde la función P : [0, ω1) −→ [0, ω1)× {q} dada por
P (α) = (α, q) es un homeomorfismo.

Afirmación 3.12. la función jq : X −→ [−1, 1] dada por jq(α, r) = f(α, r)−
gq(α) es continua

jq : X −→ [−1, 1] dada por jq(α, r) = (f − f ◦Hq)(α, r) por construcción
la función jq es continua. Además, notemos que se cumple lo siguiente

jq(α, r) = (f − f ◦Hq)(α, r) = f(α, r)− f(Hq(α, r)) = f(α, r)− f(α, q) =
f(α, r)− gq(α).

Observemos que la función continua jq restŕıngida al conjunto [0, ω1) ×
{q} = Xq es 0, entonces el conjunto j−1q (−1

m
, 1
m

) es una vecindad abierta de
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Xq en X y por la Proposición 3.10 existe un Uq ∈ β tal que

Xq ⊆ [0, ω1)× Uq ⊆ j−1q (
−1

m
,

1

m
) ⊆ j−1q [

−1

m
,

1

m
].

Como β es una base numerable del espacio I, podemos encontrar un b ∈ ωω
tal que {Uq : q ∈ Q0} = {Ub(n) : n ∈ ω}; tomemos como g(n) una función gq
tal que q ∈ Ub(n), para cada n ∈ ω.

Sea K = I \
⋃
{Uq : q ∈ Q0}; como el conjunto Q0 es holding, entonces

el conjunto
⋃
{Uq : q ∈ Q0} también lo es, ya que Q0 ⊆

⋃
{Uq : q ∈ Q0};

dado que el conjunto K es cerrado en I, entonces es a lo más numerable. Aśı,
podemos encontrar un d ∈ Iω tal que (b, d) ∈ Ξ.

Para cada n ∈ ω, sea βn < ω1 tal que d(n) ∈ Qβn y tomemos la función
Fd(n) : [0, ω1)× I −→ [0, ω1)× I dada por Fd(n)(α, r) = (α, d(n)), es continua.

Luego, consideremos Hd(n) = Fd(n)|X la cual es continua.
También, tomemos hn : ω1 −→ I dada por hn(α) = f(α, d(n)), es continua.
Aśı, sea h ∈ Cp([0, ω1))

ω tal que h(n) = hn, para cada n ∈ ω. Luego, defini-
mos la función

jd(n) : X −→ [−1, 1] dada por jd(n)(α, r) = (f − f ◦ Hd(n))(α, r) por
construcción la función jd(n) es continua. Además, notemos que se cumple lo
siguiente

jd(n)(α, r) = (f − f ◦ Hg(n))(α, r) = f(α, r) − f(Hd(n)(α, r)) = f(α, r) −
f(α, d(n)) = f(α, r)− hn(α).
Observemos que la función continua jd(n) restŕıngida al conjunto [βn, ω1) ×
{d(n)} = Xd(n) es 0, entonces el conjunto j−1d(n)(

−1
m
, 1
m

) es una vecindad abierta

de Xd(n) en X y por la Proposición 3.10 existe un e(n) ∈ ω tal que

Xd(n) ⊆ [βn, ω1)× Ue(n) ⊆ j−1d(n)(
−1

m
,

1

m
) ⊆ j−1d(n)[

−1

m
,

1

m
].

Aśı, tenemos que (b, d) ∈ Ξ, g ∈ Cp([0, ω1))
ω, e ∈ ωω y h ∈ Cp([0, ω1))

ω y
cumplen las condiciones de la definición del conjunto Tm, es decir, f ∈ Tm.
Como m ∈ ω \ {0} fue arbitrario entonces

f ∈
⋂
{Tm : m ∈ ω \ {0}} = T.

Ahora, demostraremos que T ⊆ Cp(X, I). Sea f ∈ T ; entonces f ∈ Tm
para cada m ∈ ω \ {0}.
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Sean m ∈ ω \ {0} y un punto (α, r) ∈ X; como f ∈ Tm existen (b, d) ∈ Ξ,
g ∈ Cp([0, ω1))

ω, e ∈ ωω y h ∈ Cp([0, ω1))
ω, entonces se tiene lo siguiente

Caso I: Si r ∈ Ub(n) para algún n ∈ ω. Entonces
|f(β, s)− g(n)(β)| < 1

m
, para cada (β, s) ∈ ([0, ω1)× Ub(n)) ∩X.

Como la función g(n) es continua, en particular para ε = 1
m

y el punto α
existe un conjunto abierto V en [0, ω1) con α ∈ V tal que
|g(n)(γ)− g(n)(α)| < 1

m
, para cada γ ∈ V .

Entonces

|f(β, s)− f(α, r)| ≤ |f(β,s)−g(n)(β)|+|g(n)(β)−g(n)(α)|+|f(α,r)−g(n)(α)|

< 1
m

+ 1
m

+ 1
m

= 3
m

para cada (β, s) ∈ (V × Ub(n)) ∩X.

Caso II: Si r /∈
⋃
{Ub(n) : n ∈ ω}, entonces r = d(k) para algún k ∈ ω.

Entonces r ∈ Ue(k) y como f ∈ Tm se cumple que
|f(β, s) − h(n)(β)| < 1

m
, para cada (β, s) ∈ ([0, ω1) × Ue(n)) ∩X tal que

(α, d(k)) ∈ Xd(k).

Notemos que si para cada (β, s) ∈ ([0, ω1)×Ue(n))∩X tal que (α, d(k)) ∈
Xd(k) es equivalente que para cada (β, s) ∈ ([δ, ω1)×Ue(n))∩X, donde δ = γ
ó δ = γ + 1, si γ es un ordinal sucesor o γ es un ordinal ĺımite, respectiva-
mente, tal que r ∈ Qγ.

Aplicando la Proposición 2.5 se tiene que el conjunto ([δ, ω1)×Ue(n))∩X
es abierto en X.

Como la función h(n) es continua, en particular para ε = 1
m

y el punto α
existe un conjunto abierto V en [0, ω1) con α ∈ V tal que
|h(n)(γ)− h(n)(α)| < 1

m
, para cada γ ∈ V .
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Entonces

|f(β, s)− f(α, r)| ≤ |f(β,s)−h(n)(β)|+|h(n)(β)−h(n)(α)|+|f(α,r)−h(n)(α)|

< 1
m

+ 1
m

+ 1
m

= 3
m

para cada (β, s) ∈ (V ∩ [δ, ω1))× Ue(k)) ∩X.

Por lo tanto, para cada m ∈ ω \ {0} y cada x ∈ X; cualquiera que sea el
caso existe una vecindad abierta W de x en X tal que

|f(x)− f(y)| < 3

m
para cada y ∈ W,

se sigue que f es continua en cada punto x de X. Aśı, f ∈ Cp(X, I).

Denotemos por

Γ = IX × Ξ× Cp([0, ω1))
ω × ωω × Cp([0, ω1))

ω.

Proposición 3.13. Para cada m ∈ N, el conjunto Tm pertenece a la clase P .

Demostración. Sea m ∈ ω \ {0} y consideremos el subconjunto de Γ como

Zm =
{

(f, b, d, g, e, h) ∈ Γ : para cada n ∈ ω y cada (α, r) ∈ (Ub(n)×
[0, ω1)) ∩X, |f(α, r)− g(n)(α)| ≤ 1/m, d(n) ∈ Ue(n), y
|f(α, r)− h(n)(α)| ≤ 1/m para toda (α, r) ∈ [0, ω1)× Ue(n)) ∩X
tal que (α, d(n)) ∈ Xd(n)

}
Probaremos que Zm pertenece a la clase P . Notemos que Zm = Z ′m∩Z ′′m∩Z ′′′m,
donde

Z ′m = {(f, b, d, g, e, h) ∈ Γ : para cada n ∈ ω y cada (α, r) ∈ ([0, ω1)×
Ub(n)) ∩X, |f(α, r)− g(n)(α)| ≤ 1/m

}
,

Z ′′m = {(f, b, d, g, e, h) ∈ Γ : para cada n ∈ ω, |f(α, r)− h(n)(α)| ≤ 1/m
para toda (α, r) ∈ ([0, ω1)× Ue(n)) ∩X tal que (α, d(n)) ∈ Xd(n)

}
.

Z ′′′m =
{

(f, b, d, g, e, h) ∈ Γ : para cada n ∈ ω, d(n) ∈ Ue(n)
}
.

Ahora, verifiquemos que los conjuntos Z ′m, Z
′′
m y Z ′′′m son cerrados en Γ.
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Sea (f 0, b0, d0, g0, e0, h0) ∈ Γ \ Z ′m. entonces existe algún n0 ∈ ω y un
punto (α0, r0) de ([0, ω1×Ub0(n0))∩X tal que |f 0(α0, r0)− g0b(n0)

(α0)| > 1/m.
Pongamos

W = {(f, b, d, g, e, h) ∈ Γ : b(n0) = b0(n0) y |f(α0, r0)− g0(n0)(α0)| > 1/m}.

Afirmación 3.14. W es un conjunto abierto en Γ

En efecto, si consideramos la función H1 : Γ −→ R dada por
H1(f, b, d, g, e, h) = f(α0, r0), notemos que H1 es una función continua; ya
que si tomamos la función proyección

Π1 : Γ −→ IX definida por Π1(f, b, d, g, e, h) = f es continua, y la función
̂(α0, r0) : IX −→ R dada por ̂(α0, r0)(t) = t(α0, r0) es continua, por lo que

( ̂(α0, r0) ◦ Π1)(f, b, d, g, e, h) = ̂(α0, r0)(Π1(f, b, d, g, e, h))

= ̂(α0, r0)(f)
= f(α0, r0)
= H1(f, b, d, g, e, h)

Por otra parte, sea H2 : Γ −→ R dada por H2(f, b, d, g, e, h) = g(n0)(α0),
observemos que la función H2 es continua. En efecto, basta tomar la función
proyección Π4 : Γ −→ Cp(τ(ω1))

ω dada por Π4(f, b, d, g, e, h) = g que es
continua, similarmente la función proyección Πn0 : Γ −→ Cp(τ(ω1)) dada
por Πn0((t(n))n∈ω) = t(n0) es continua. También, consideremos la función
α̂0 : C(τ(ω1),R) −→ R definida como α̂0(S) = S(α0). Aśı

(α̂0 ◦ Πn0 ◦ Π4)(f, b, d, g, e, h) = α̂0(Πn0(Π4(f, b, d, g, e, h)))
= α̂0(Πn0(g))
= α̂0(g(n0))
= g(n0)(α0)
= H2(f, b, d, g, e, h)

A continuación, tomemos la función D : Γ −→ R definida por

D(f, b, d, g, e, h) = H1(f, b, d, g, e, h)−H2(f, b, d, g, e, h)

por construcción D es continua. Por lo que el conjunto U = D−1((−∞,− 1
m

)∪
( 1
m
,∞)) es abierto en Γ y si consideramos el conjunto abierto en ωω, V ∗ =

Πn∈ωVn, donde Vn = ω si n 6= n0 y Vn = {b0(n0)} si n = n0. Aśı, el conjunto

V = IX × V ∗ × Iω × Cp(τ(ω1))
ω × ωω × Cp(τ(ω1))

ω
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es abierto en Γ. Finalmente, por construcción se puede observar que

W = U ∩ V

Aśı, el conjunto W es abierto en Γ, contiene el punto (f 0, b0, d0, g0, e0, h0) y
es claro que W ∩ Z ′m = ∅. Por lo que el conjunto Z ′m es cerrado en Γ.

Ahora, supongamos que (f 0, b0, d0, g0, e0, h0) ∈ Γ \ Z ′′m. Entonces existe
algún n0 ∈ ω, y existen puntos (α0, d

0(n0) ∈ X y un r0 ∈ I tales que (α0, r0) ∈
X ∩ ([0, ω1)× Ue0(n0)) y |f 0(α0, r0)− h0(α0)| > 1

m
. Entonces

W = {(f, b, d, g, e, h) ∈ Γ : e(n0) = e0(n0) y
|f(α0, r0)− h(n0)(α0)| > 1/m〉 .

Usando la misma estrategia de la afirmación anterior, se puede verificar
que el conjunto W es abierto en Γ, que contiene al punto (f 0, b0, d0, g0, e0, h0)
y es claro que W ∩ Z ′′m = ∅. Por lo que el conjunto Z ′′m es cerrado en Γ.

Finalmente, supongamos que (f 0, b0, d0, g0, e0, h0) ∈ Γ\Z ′′′m. Entonces para
algún n0 ∈ ω, d0(n0) /∈ Ue0(n0). Tomemos

W = {(f, b, d, g, e, h) ∈ Γ : e(n0) = e0(n0) y d(n0) /∈ Ue0(n0)}.

Notemos que W = U ∩ V , donde podemos notar que

U = IX × Ξ× Cp([0, ω1))
ω × A× Cp([0, ω1))

ω.

Donde, A = Πn∈ωAn, donde An = ω, si n 6= n0 y An = {e0(n0)}, si n = n0.

Por otra parte, como d0(n0) /∈ Ue0(n0) y el espacio I es regular, existe un
k ∈ ω tal que

d0(n0) /∈ Uk ⊆ Ue0(n0)

es decir,

d0(n0) ∈ V0 = I \ Uk.

Sea

V = IX × (ω ×B)× Cp([0, ω1))
ω × A× Cp([0, ω1))

ω.

Donde, B = Πn∈ωAn, donde Bn = ω, si n 6= n0 y Bn = V0, si n = n0.
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Entonces W es abierto en Γ, conteniendo a (f 0, b0, d0, g0, e0, h0), y es dis-
junto de Z ′′′m. Por lo que Z ′′′m es cerrado en Γ.

De lo anterior se sigue que Zm = Z ′m ∩ Z ′′m ∩ Z ′′′m es cerrado en Γ.

El espacio Cp([0, ω1)) pertenece a la clase P (en efecto, del Teorema
1.16 en [5] y que τ(ω1) es homeomorfo a un subespacio de Cp(λD(ω1))
(ver Proposición 3.1) y como el espacio [0, ω1) es casi compacto, aśı exis-
te una uniformidad compatible en [0, ω1) y cada función continua en [0, ω1)
es uniformemente continua). Por lo tanto, el producto Γ pertenece a la cla-
se P . Como el espacio Tm es la imagen del conjunto Zm bajo la proyección
Π1 : IX×Ξ×Cp([0, ω1))

ω×ωω×Cp([0, ω1))
ω −→ IX ; aplicando la Proposición

3.5 se sigue que Tm está en la clase P .

De las Proposiciones 3.11 y 3.13, la igualdad T =
⋂
{Tm : m ∈ ω \ {0}} y

que la clase P es cerrada bajo intersecciones numerables, se sigue el siguiente
resulatado.

Proposición 3.15. Cp(X, I) pertenece a la clase P .

Como el es espacio Cp(X, I) esta en la clase P , entonces el espacio Cp(X, I)
de Lindelöf, ya que todos los espacios de la clase P son de Lindelöf.

Sea R = R ∪ {−∞,∞} la compactación de dos puntos de la linea real
homeomorfo al espacio [0, 1]. Consideremos a R con el orden usual y asumi-
mos que −∞ < r < ∞ para cada r ∈ R y particularmente extendemos la
sustración por ∞− a = a− (−∞) =∞ para cada a ∈ R. Por la Proposición
3.15 el espacio Cp(X,R) pertenece a la clase P .

Recordemos nuevamente el conjunto

Ξ =
{

(b, d) ∈ ωω × Iω : Q0 ⊂
⋃
{Ub(n);n ∈ ω},

and {d(n) : n ∈ ω} ∪
⋃
{Ub(n) : n ∈ ω} = I

}
.

Tomemos

M =
{
f ∈ RX

: existe un (b, d) ∈ Ξ, g ∈ Cp([0, ω1)
ω y un c ∈ ωω tal que

|f(α, r)− g(n)(α)| ≤ 1 para cada (α, r) ∈ X con r ∈ Ub(n) y
(Xd(n)) ⊆ [−c(n), c(n)] para cada n ∈ ω

}
Proposición 3.16. Sea el conjunto M definido anteriormente. Entonces M ⊆
RX .
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Demostración. Sea f ∈M , notemos que para cada punto x = (α, r) de X se
cumple lo siguiente:

Caso I: si el punto x esta en [0, ω1)×Ub(m), para algún m ∈ ω. Entonces
por definición de M , se tiene que f(x) ∈ [g(m)(α) − 1, g(m)(α) + 1], donde
g(m) ∈ Cp([0, ω1)). Aśı, g(m)(α) ∈ R.

Caso II: si el punto x esta en Xd(m), para algún m ∈ ω. Entonces por
definicónde M se cumple que f(x) ∈ [−c(m), c(m)].
En ambos casos se tiene que f(x) ∈ R. Por lo tanto, M ⊆ RX .

Proposición 3.17. Cp(X) = M ∩ Cp(X,R).

Demostración. La inclusión M ∩ Cp(X,R) ⊆ Cp(X) se sigue de que M ⊆
RX . Para probar la otra inclusión; supongamos que f ∈ Cp(X). Para cada
q ∈ Q0 y α ∈ ω1 consideremos la función gq : ω1 −→ R dada por gq(α) =
f(α, q); luego de la afirmación 3.12, la función jq : X −→ [−1, 1] definida por
jq(α, r) = f(α, r)−gq(α) es continua. Por lo que el conjunto Bq = j−1q (−1

2
, 1
2
)

es abierto en X tal que

Xq = [0, ω1)× {q} ⊆ Bq

Aplicando la Proposición 3.10, existe Uq ∈ β tal que q ∈ Uq y

Xq ⊆ [0, ω1)× Uq ⊆ Bq.

Además, se cumple que si r ∈ Uq entonces (α, r) ∈ Bq para cada α ∈ ω1,
es decir jq(α, r) ∈ (−1

2
, 1
2
) ⊆ [−1, 1].

Luego, la colección {Uq : q ∈ Q0} puede escribirse como {Ub(n) : n ∈ ω},
para algún b ∈ ωω; para cada n ∈ ω elegimos un q ∈ Q0 tal que Ub(n) = Uq y
ponemos g(n) = gq. Notemos que Q0 ⊆

⋃
{Ub(n) : n ∈ ω} y como el conjunto

Q0 es holding, el complemento de
⋃
{Ub(n) : n ∈ ω} es cerrado y a lo más

numerable, aśı podemos encontrar una sucesión d en Iω tal que

{d(n) : n ∈ ω} = I \
⋃
{Ub(n) : n ∈ ω}

Por lo que (b, d) ∈ Ξ. Por la Proposición 2.6, para cada n ∈ ω el conjunto
Xd(n) es numerablemente compacto; entonces por el Teorema 1.12 se sigue
que el conjunto f(Xd(n)) es acotado, aśı existe c(n) ∈ ω tal que

f(Xd(n)) ⊆ [−c(n), c(n)]
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Luego, c ∈ ωω. De lo anterior se concluye que f ∈ M y como f ∈
Cp(X,R), entonces f ∈M ∩ Cp(X,R). Por lo tanto, secumple la igualdad

Cp(X) = M ∩ Cp(X,R)

Proposición 3.18. El conjunto M está en la clase P .

Demostración. Consideremos

N =
{

(f, b, d, g, c) ∈ RX × Ξ× Cp([0, ω1))× Iω : |f(α, r)− g(n)(α)| ≤ 1

para cada (α, r) ∈ X con r ∈ Ub(n) y f(Xd(n)) ⊆ [−c(n), c(n)]
para cada n ∈ ω}

Verifiquemos que el conjunto N es cerrado en Λ = RX ×Ξ×Cp([0, ω1))× Iω.
Supongamos que (f 0, b0, d0, g0, c0) es un punto en Λ \N , entonces existe un
n0 ∈ ω que cumple los siguientes casos:

Caso I: |f 0(α0, r0)− g0b0(n0)(α0)| > 1, para algún r0 ∈ Ub0(n0) y α0 ∈ ω1.
Entonces el conjunto

W = {(f, b, d, g, c) ∈ Λ : b(n0) = b0(n0) y |f(α0, r0)− gb0(n0)(α0)| > 1}

es abierto en Λ. En efecto, por la afirmación 3.12, la función F : Λ −→
R definida por F (f, b, d, g, c) = f(α0, r0) − g(n0)(α0) es continua. Aśı, el
conjunto

B0 = F−1((−∞,−1) ∪ (1,∞))

es abierto en Λ y contiene el punto (f 0, b0, d0, g0, c0). Además, conside-
rando el conjunto A1 = Πn∈ωVn, donde Vn = ω si n 6= n0 y Vn = {b0(n0)} si
n = n0; es abierto en ωω, entonces el conjunto A = A0 × Iω es abierto en Ξ
y se cumple

W = B0 ∩ (Cp(X,R)× A× Cp([0, ω1)× ωω)

Aśı, W es un conjunto abierto en Λ, contiene el punto (f 0, b0, d0, g0, c0) y
cumple que W ∩N = ∅.

Caso II: |f 0(x0)| > c0(n0) para algún (α0, d
0(n0)) ∈ Xd(n0). Entonces el

conjunto
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W = {(f, b, d, g, c) ∈ Λ : c(n0) = c0(n0) y |f(α0, d
0(n0))| > c(n0)}

es abierto en Λ. Ya que si consideramos la función G : Λ −→ R dada por
G(f, b, d, g, c) = f(α0, r0) es continua. Entonces el conjunto

B0 = G−1((−∞,−c0(n0)) ∪ (c0(n0),∞))

es abierto en Λ y contiene el punto (f 0, b0, d0, g0, c0). Por otro lado, con-
sideremos el conjunto abierto A0 = Πn∈ωVn, donde Vn = ω si n 6= n0 y
Vn = {c0(n0)} si n = n0; en ωω, aśı se cumple que

W = B0 ∩ (Cp(X,R)× Ξ× Cp([0, ω1)× A0)

es un conjunto abierto en Λ, contiene el punto (f 0, b0, d0, g0, c0) y cumple
que W ∩N = ∅.

En ambos casos podemos construir un conjunto abierto que contiene a
(f 0, b0, d0, g0, c0) y es disjunto de N . Por lo tanto, N es cerrado en λ.

Como los espacios, Ξ, ωω y Iω son espacios segundo numerable, entonces
estan en la clase P . Además, el espacio Cp([0, ω1)) y Cp(X,R) también estan
en la clase P . Aśı, por la Proposición 3.7 se sigue que el espacio Λ pertenece
a la clase P .

Finalmente, consideremos la función proyección

Π1 : Λ −→ Cp(X,R) dada por Π1(f, b, d, g, c) = f

es continua. Como el conjunto N ⊆ Λ, entonces la función H = Π1|N es
continua y satisface que

H(N) = M.

Aplicando la Proposición 3.6, el conjunto N esta en la clase P y por la
Proposición 3.5 se concluye que el conjunto M esta en la clase P .

Teorema 3.19. El espacio Cp(X) está en la clase P .

Demostración. Por la Proposición 3.15 y 3.18 los espacios Cp(X,R) y M
pertenecen a la clase P ; y por la Proposición 3.17 se tiene que Cp(X) =
M ∩ Cp(X,R), luego aplicando que la clase P es cerrada bajo intersecciones
numerables, entonces Cp(X) está en la clase P .
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Como anteriormente mencionamos, todos los espacios en la clase P son
de Lindelöf. Por lo tanto, del Teorema anterior se concluye que el esapcio
Cp(X) es de Lindelöf.

Finalmente, hemos demostrado que nuestro espacio de estudio X es nor-
mal, cero-dimensional y no fuertemente cero-dimensional con Cp(X) de Lin-
delöf.



Conclusión

El estudio de las funciones continuas con la topoloǵıa de la convergencia
puntual es una ĺınea de investigación que aún esta activa; en particular, nos
enfocamos en la parte de propiedades de tipo compacidad en espacios de
funciones continuas.

La modificación que hemos realizado al ejemplo de Dowker, el cual pre-
sentamos en el caṕıtulo II es contundente; para responder la pregunta: ¿Si
existe un espacio cero-dimensional, no fuertemente cero-dimensional tal que
Cp(X) es de Lindelöf? nuestro ejemplo de estudio X responde a esta pregun-
ta que si, pues por los Teoremas 2.11 y 2.20 X es normal y cero-dimensional,
por el Teorema 2.21 X no es fuertemente cero-dimensional y por el Teorema
3.19 Cp(X) de Lindelöf.

Sin embargo, aún no sabemos las respuestas de las siguientes preguntas:
Sea X el ejemplo original de Dowker

¿Es Cp(X) de Lindelöf?

¿Estará Cp(X) en la clase P?

36
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[4] O. Okunev, K. Tamano, “Lindelöf powers and products of function
spaces”, Proc. Amer. Math. Soc., 124:9 (1996), 2905-2916.
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