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Introduccion

La energia proveniente del sol, se denomina energia solar, aunque se conoce como
radiaciéon solar, esta energia es emitida en forma de radiacién electromagnética que llega
a la atmosfera. La medicion de la radiacién solar de cada estacién meteorologica es
presentada en unidades de potencia y esta en vatios por metro cuadrado (W/m?).

El objetivo principal de este trabajo es obtener predicciones a corto plazo de la
variable meteorologica radiacién solar del municipio de Puebla, para esto se hizo uso de
un conjunto de datos los cuales fueron recolectados en una estaciéon meteorolégica de la
zona norte del municipio de Puebla localizada en la Universidad Tecnologica de Puebla.
El conjunto de datos estd conformado con informacién a partir del 1 de enero de 2020
hasta el 5 de febrero de 2023, este conjunto de datos su frecuencia es de hora, es decir los
datos fueron recolectados cada hora, después se agruparon los datos y fueron promediados
semanalmente.

Se realiza el analisis de los datos usando series de tiempo, una serie de tiempo la
podemos definir como una secuencia de observaciones sobre intervalos de tiempo separa-
dos de manera regular. Existen varios métodos para el estudio de las series de tiempo, en
este trabajo se usaran dos metodologias distintas las cuales son:

= Metodologia de Box — Jenkins.
» Redes Neuronales Artificiales.

La metodologia Box - Jenkins se puede definir como un ciclo iterativo que busca
encontrar el mejor modelo de ajuste para la realizacién de pronosticos. Esta metodologia
es nombrada asi en honor a los estadisticos George Edward Pelham Box y Gwilym Meirion
Jenkins. Mientras que las Redes neuronales artificiales es un método de la inteligencia
artificial que ensena a las computadoras a procesar datos de una manera que esté inspirada
en la forma en que lo hace el cerebro humano, estas han sido utilizadas exitosamente en
varios distintos problemas por ejemplo en la clasificaciéon de imégenes, en el reconocimiento
de digitos, predicciones, etc. En el caso de la predicciéon se ha demostrado que las redes
neuronales artificiales son capaces de modelar y predecir series de tiempo lineales y no
lineas con un alto grado de precision.

Mediante estas dos metodologias se hallan dos distintos modelos los cuales son se-
leccionados por el mejor que se ajusta a los datos para después obtener los prondsticos

XVI



XVII
para la radiacién solar.

Esta tesis inicia presentando algunos conceptos meteorologicos, lo cual se presenta
en el Capitulo 1, donde se describen algunos conceptos como el clima, las variables
atmosféricas, la radiacién solar, instrumentos de mediciéon de la radiacién solar, sus
unidades, etc. En el Capitulo 2, se mencionan los modelos de series de tiempo, iniciando
por el concepto de proceso estocéstico posteriormente se introduce la definicién de serie de
tiempo, y se explican méas definiciones como las series de tiempo estacionarias, la funcion
de autocovarianza, autocorrelacién y autocorrelaciéon parcial, la metodologia Box-Jenkins,
entre otros. En el Capitulo 3, se explica la teoria y las definiciones para el entendimiento
de las redes neuronales artificiales, donde se incluye como es el tratamiento de los datos,
como aprenden las redes neuronales, los tipos de arquitecturas para una red neuronal. En
el Capitulo 4, se aplican los conceptos vistos en los capitulos anteriores para el analisis de
los datos de la radiacién solar del municipio de Puebla. Y, por ultimo, en el capitulo 5 se
presentan los analisis y conclusiones de este trabajo.



Capitulo 1

Conceptos Meteorologicos

Nuestra atmoésfera puede compararse a una campana vibrante. Responde presta y
distintivamente a ciertos impulsos exteriores, pero lo hace a su manera. Las respuestas de
la atmosfera a las actividades solares sean constantes, ciclicas o esporéddicas, depende de
muchos factores, tales como las dimensiones y la velocidad de rotacion de la Tierra, su
distancia al Sol, el campo magnético y la composicion quimica de la atmosfera [11].

La atmosfera cuenta con cinco capas: la Tropoésfera, la Estratosfera, la Mesosfera,
la Termosfera y Exosfera, estd compuesta de gases y de particulas solidas y liquidas en
suspension atraidas por la gravedad terrestre.

En ella se producen todos los fenémenos climaticos y meteorologicos que afectan al
planeta, regula la entrada y salida de energia de la tierra y es el principal medio de trans-
ferencia del calor.

1.1. Clima

El clima terrestre es producto de la interaccion entre la atmosfera, los océanos, las
capas de hielo y nieve, los continentes y, muy importante, la vida en el planeta.

El clima es el estado mas frecuente de la atmosfera de un lugar de la superficie te-
rrestre; es decir, una descripcién estadistica de las condiciones meteorologicas maés
frecuentes de una region en cierto periodo de tiempo. En un sentido amplio, el clima
se refiere al estado del sistema climético como un todo, incluyendo sus variaciones y
descripciones estadisticas [1].

El clima y el estado del tiempo

Mientras el tiempo también denominado tiempo meteorolégico o simplemente tiempo
se refiere a las variaciones diarias en las condiciones atmosféricas de nuestro planeta, el
clima se refiere al estado mas frecuente de la atmosfera de una localidad. Para conocer el
clima de un pafs es necesario medir diariamente por al menos tres décadas las condiciones
de temperatura, lluvia, humedad y viento, observar las condiciones de nubosidad, la



Conceptos Meteorologicos
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trayectoria de los huracanes, las masas de aire frio, etc. [1].

Para conocer el tiempo existen las estaciones meteorolégicas, y para conocer el cli-
ma, las estaciones climatologicas, en la Figura 1.1 se muestra una fotografia de una
estacion meteorolégica y climatoldgica ubicada en la zona norte del municipio de Puebla,
especificamente en la Universidad Tecnologica de Puebla (UTP).

Figura 1.1: Estacion de monitoreo atmosférico del municipio de Puebla (Figura extraida
de https://calidaddelaire.puebla.gob.mx/views/principal_monitoreo.php).

{Como conocemos el clima y el estado del tiempo?

Tradicionalmente, se ha conocido el clima y el tiempo atmosférico a través del estudio de
las variables que los afectan de manera mas directa, como son la temperatura atmosférica, el
viento que se encuentra cerca de la superficie de la Tierra, las precipitaciones en sus distintas
formas (lluvia, nieve, granizo), humedad, tipo y cantidad de nubes, y la radiaciéon solar.
Estas variables son observadas cada hora por una gran cantidad de estaciones climatolégicas
vy meteorologicas alrededor del mundo y generalmente la informacién se expresa por medio
de mapas que permiten mostrar la evolucién temporal y la distribucién espacial del estado
atmosférico. Para comprender el clima de la Tierra, sus variaciones y tener la posibilidad
de proyectar los cambios climaticos producidos por las actividades humanas, no podemos
ignorar ninguno de los diversos factores y componentes que lo determinan, y que permiten
describirlo. Esto incluye la dindmica y composicion de la atmosfera, el océano, el hielo, la
nieve, la superficie terrestre, y los procesos biologicos que acontecen dentro de ellos [2].
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Figura 1.2: El sistema climatico de la Tierra (Figura extraida de [1]).

1.2. Variables atmosféricas

Anteriormente ya mencionamos cuales son las variables atmosféricas ahora las expli-
caremos a detalle.

Temperatura

Es bien sabido que la temperatura es una de las magnitudes mas utilizadas para
describir el estado de la atmoésfera. Sabemos que las temperaturas varian del dia a la
noche, de una estacién a otra y de la ubicaciéon geografica. Puede estar por debajo de 0°C
en invierno y por encima de 40°C en verano.

Formalmente, la temperatura es una magnitud relacionada con la rapidez del movi-
miento de las particulas que constituyen la materia. Cuanta mayor agitaciéon presente
éstas, mayor sera la temperatura.

Para medir la temperatura, tenemos que basarnos en propiedades de la materia que
se ven alteradas cuando ésta cambia: la resistencia eléctrica de algunos materiales, el
volumen de un cuerpo, el color de un objeto, etc. El instrumento que se utiliza para
medir la temperatura se llama termémetro y fue inventado por Galileo en 1593. Como
toda magnitud fisica, la temperatura tiene una unidad de medida asociada, dependiendo
de la escala que elijamos, estas unidades son Celsius (°C), Fahrenheit (°F) y Kelvin (K). [3].
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Precipitacion
Se denomina precipitacién al agua de la atmosfera que cae en forma liquida, sélida, o
liquida y soélida desde las nubes hasta la superficie de la tierra.

Las gotas de agua son de didmetro muy pequeno del orden de las 5 micras, el tamano
de las gotas de lluvia apenas tiene 0.1 mm de diametro por lo que las gotas iniciales
deben aumentar de volumen y uno de los procesos de crecimiento es por colisiéon. La
precipitaciéon se puede presentar en las formas siguientes: Lluvia, nieve o granizo.

Para que las gotas de agua que forman las nubes lleguen a precipitarse, se requiere
que éstas aumenten de tamano y que el aire situado debajo de las nubes no sea demasiado
calido, ni muy seco, ya que de ser asi, las gotas de agua que inician la caida pueden volver
a evaporarse.

La precipitacion se puede dar también en forma soélida. El origen de la misma esté
en la formacién de cristales de hielo en las nubes que tienen su tope a grandes alturas y
bajisimas temperaturas (-40°C) [4].

Presion

La presién en un punto de la atmobsfera es simplemente el peso de la columna de aire
de base unidad sobre ese punto. La presion atmosférica en superficie sera el peso de toda
la columna que se alarga desde el suelo hasta el limite superior de la atmosfera.

La presion atmosférica depende de muchas variables, sobre todo de la altitud. Cuanto
més arriba en la atmosfera nos encontremos, la cantidad de aire por encima nuestro sera
menor, lo que hard que también sea menor la presién que éste ejerza sobre un cuerpo
ubicado alli.

La presion disminuye conforme aumenta la altura ya que los gases que componen la
atmosfera pierden densidad; asi cuanto més alto esté un punto de la superficie terrestre
menos espesor de atmésfera soporta encima, entonces serd menor la presiéon que se ejerce
sobre este punto [4].

Humedad relativa

La humedad relativa es la relaciéon entre la cantidad de vapor de agua que realmente
hay en el aire y la cantidad méaxima de vapor de agua requerida para la saturacion a esa
temperatura (y presion) particular. En otras palabras, es la relacion entre el contenido de
vapor de agua del aire y su capacidad.

La humedad relativa se da como un porcentaje. El aire con una humedad relativa del
50 por ciento en realidad contiene la mitad de la cantidad requerida para la saturaciom.
Se dice que el aire con una humedad relativa del 100 por ciento esti saturado porque
estd completamente lleno de vapor de agua. Se dice que el aire con una humedad relativa
superior al 100 por ciento esta sobresaturado [5].
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Velocidad y direccién del viento

La velocidad del viento describe qué tan rapido se mueve el aire mas alla de cierto
punto. Esto puede ser un promedio de una unidad de tiempo determinada, como metros
por hora, o una velocidad instanténea, que se informa como velocidad méaxima del viento.

La direccién del viento describe la direccién en una brijula de la que emana el viento,
por ejemplo, del norte o del oeste.

La velocidad del viento generalmente se mide en millas por hora, nudos o metros por
segundo y la direcciéon del viento generalmente se mide en grados y describe la direccién
desde la que emana el viento [6].

1.3. El sol

El Sol es una estrella que pertenece a nuestro Sistema Solar. Su origen, como el de la
Tierra, fue una colecciéon de gases incandescentes que al girar rapidamente provocd que
los gases mas pesados fluyan hacia el centro y los més ligeros hacia el exterior.

En comparacién con los miles de millones de estrellas del universo, se ignora el pa-
so del Sol. Sin embargo, para la Tierra y los deméas planetas que la rodean, el sol es un
poderoso punto focal: su luz da vida, calor y mantiene unido el sistema solar.

El Sol es una estrella enorme. Con un didmetro de 1.4 millones de kilémetros po-
dria albergar a 109 planetas en su superficie. Si fuera hueco, mas de un millén de Tierras
podrian vivir en su interior, pero no lo es. Esta relleno de gases calientes que representan
mas del 99.8 por ciento de la masa total del sistema solar. ;A qué llamamos caliente? La
temperatura alcanza los 5,500 grados centigrados en la superficie y mas de 15.5 millones
de grados centigrados en el niicleo [8].

En el nicleo del Sol, se producen reacciones de fusiéon en las que el hidrogeno se
transforma en helio, que genera la energia. Unas pequenas particulas de luz llamadas
fotones transportan esta energia a través de la zona radiante hasta la capa superior del
interior del Sol, la zona convectiva. Ahi, el movimiento de los gases hirviendo (como en
una lampara de lava) lleva la energia a la superficie.

La superficie del Sol, o atmosfera, estd dividida en tres regiones: la fotosfera, la
cromosfera y la corona solar. La fotosfera es la superficie visible del Sol y la capa mas baja
de la atmosfera. Por encima de la fotosfera se encuentran la cromosfera y la corona, que
también emiten luz visible pero solamente se pueden ver durante eclipses solares, cuando
la luna pasa entre la Tierra y el Sol [8].
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Figura 1.3: Estructura del Sol (Figura extraida de https://www.todamateria.com/
el-sol/).

1.4. Radiacion solar

La radiacion solar la podemos definir como el flujo de energia que recibimos del
Sol en forma de ondas electromagnéticas que permite la transferencia de energia solar
a la superficie terrestre. Estas ondas electromagnéticas son de diferentes frecuencias y
aproximadamente la mitad de las que recibimos estan entre los rangos de longitud de
onda de 0.4 [um] y 0.7 [um], y pueden ser detectadas por el ojo humano, constituyendo
lo que conocemos como luz visible ver Figura 1.4. De la otra mitad, la mayoria se sitta en
la parte infrarroja del espectro y una pequena parte en la ultravioleta [9].

La radiacion solar es emitida por la superficie solar, esta energia determina la diné-
mica de los procesos atmosféricos y climatologicos. Ademas, es directa o indirectamente
responsable de circunstancias de nuestro dia a dia, como la fotosintesis de las plantas, el
mantenimiento de una temperatura compatible con la vida y de la formacién del viento.

El Sol emite energia en forma de radiacion de onda corta y ésta sufre un proceso
de debilitamiento en la atmoésfera por la presencia de las nubes y su absorcién por parte de
moléculas de gases o de particulas en suspension. Tras superar la atmosfera, la radiacion
solar alcanza la superficie terrestre ocednica y continental, reflejaAndose o absorbiéndose.
Finalmente, la superficie la devuelve con direccion al espacio exterior en forma de radiaciéon
de onda larga [10].



https://www.todamateria.com/el-sol/
https://www.todamateria.com/el-sol/

Conceptos Meteorologicos
1.4 Radiacién solar
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Figura 1.4: Espectro de radiacién electromagnética solar (Fi-
gura extraida de https://cienciaycosmetica.com/2020/09/23/

luz-visible-azul-infrarrojos-cosmetica-ciencia/).

1.4.1. Tipos de radiacion solar

La radiaciéon solar se puede clasificar de dos distintas maneras:

Segun la forma en la que llega a la Tierra:

= Radiacion solar directa. Este tipo de radiacién es la que traspasa la atmosfera y
alcanza la superficie de la Tierra sin haber sufrido dispersién alguna en su trayectoria.

= Radiacion solar difusa. Es la radiacion que alcanza la superficie de la Tierra tras
haber sufrido multiples desviaciones en su trayectoria, por ejemplo, por los gases
presentes en la atmosfera.

= Radiacion solar reflejada. Es aquella fracciéon de radiacion solar que es reflejada por
la propia superficie terrestre, en un fenémeno conocido como efecto albedo.

Segin los tipos de rayos:

» Rayos infrarrojos (IR). De mayor longitud de onda que la luz visible, emiten calor y
cualquier cuerpo cuya temperatura sea mayor a 0° Kelvin los desprende.

» Rayos visibles (VI). Emiten luz y son aquellos que el ojo humano percibe en forma
de colores (rojo, naranja, amarillo, verde, cian, azul y violeta).

» Rayos ultravioleta (UV). Son invisibles al ojo humano y son los que inciden mas
gravemente sobre la piel (quemaduras, manchas, arrugas). Se dividen en tres subca-
tegorias:

e Ultravioleta (UVA). Son aquellos que atraviesan con facilidad la atmosfera, al-
canzando mayoritariamente la superficie terrestre.
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(a) Celdas fotovoltaicas. (b) Piranémetros.

Figura 1.5: Instrumentos para la medicién de la radiacion solar (Figuras extraidas de
https://es.wikipedia.org/wiki/Panel_fotovoltaico y https://es.wikipedia.org/
wiki/PiranC3%B3metro).

e Ultravioleta B (UVB). Tienen mayores dificultades para traspasar la atmosfera.
Aun asi, llegan a la superficie terrestre y son los que pueden producir daiios més
graves en la piel.

e Ultravioleta C (UVC). Este tipo de rayos no consiguen atravesar la atmosfera,
ya que son absorbidos por la capa de ozono [10].

1.4.2. Unidades de medida de la radiacion solar

Las cantidades de radiacién son expresadas generalmente en términos de exposicion
radiante o irradiancia, siendo esta ultima una medida del flujo de energia recibida por
unidad de area en forma instantanea como energia/area-tiempo y cuya unidad es el Watt
por metro cuadrado (W/m?). Un Watt es igual a un Joule por segundo.

Irradiancia Solar

La irradiancia solar es la potencia por unidad de area recibida del Sol en forma de
radiacién electromagnética medida en el rango de longitud de onda del instrumento de
medicioén.

1.5. Medicion de la radiacidon solar

La radiacion solar se mide con distintos propoésitos, uno de ellos es fundamental para
una buena planificacién, diseno e implementacién de un proyecto de aplicacion solar. Para
la medicién de la radiacion solar existen diversos instrumentos, siendo los méas comunes
las celdas fotovoltaicas y los piranémetros (Figura 1.5) [7].
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Piranometros

Un piranémetro (también llamado solarimetro y actindmetro) es un instrumento me-
teorologico utilizado para medir de manera muy precisa la radiacién solar incidente sobre
la superficie de la Tierra. Los piranémetros absorben la radiacién solar por medio de ter-
mocuplas que convierten el calor en voltaje eléctrico proporcional a la radiaciéon.

Celda fotovoltaica

Una celda fotovoltaica es un dispositivo electrénico que convierte la energia luminosa,
la luz, en energia eléctrica. Es decir, absorbe los fotones de la luz para liberar electrones que
puede usar en una corriente eléctrica. La celda fotovoltaica en tanto es un pequeno panel
de silicio conectado a una resistencia que genera una corriente proporcional a la radiaciéon.

1.6. Mapa mundial de la radiacién solar

El mapeado de la radiacién solar media en el mundo, nos da una idea de qué zonas
son las que reciben mayor radiacién solar, (Véase Figura 1.6.). Estas se encuentran
principalmente en la zona del ecuador, difumindndose hacia los polos, aunque entran
en juego distintos factores como la nubosidad o las caracteristicas geologicas del suelo,
refractando esta mayor o menor radiacién, contribuyendo al efecto invernadero y al
aumento de la temperatura [9].

En este mapa podemos ver que México, Estados Unidos y algunos paises de Suda-
mérica son los que cuentan con mayor potencial solar en todo el continente.

Por otro lado, algunos pafses en donde menos radiacién de energia solar hay es en
donde actualmente méas se estda usando la energia solar. Por ejemplo, si vemos el mapa,
Alemania esta en color azul, lo que quiere decir que recibe menos de 150 W/m? de energia
solar. Ahora imaginémonos cuanta energia se puede aprovechar en lugares en donde la
radiacion supera los 350 W/m? [9].

1.7. Radiacion solar en México

El sol juega un papel cada vez mas importante en nuestra economia, y puede llegar a
ser una fuente de empleos para nuestro pais. Actualmente en México se esta construyendo
la planta fotovoltaica méas grande de Latinoameérica, ubicada en el desierto de Sonora.
Esta planta contara con una capacidad de 1,000 megavatios y suministraré electricidad a
1.6 millones de hogares.

México es un pais con alta incidencia de energia solar en la gran mayorfa de su te-
rritorio; la zona norte es de las mas soleadas del mundo. La mitad del territorio nacional
presenta una insolaciéon promedio de 5.3 KWh por metro cuadrado al dia, suficiente para
satisfacer la necesidad de un hogar mexicano promedio. Esto nos coloca en una situacién
muy favorable para el uso de la energia solar [9].
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Figura 1.6: Mapa mundial de radiacion solar (Figura extraida de [9]).

Hay muchos factores que influyen en la decision de usar esta fuente de energia para
resolver los requerimientos de energia eléctrica, pero las condiciones de muchas zonas del
pafs permiten que las inversiones en el Noroeste de México, se antojen como las mas
rentables, la mayor cantidad de irradiacién de que se dispone se encuentra en esta zona
del pais [9].

Republica Mexicana

Radiacién global media diaria
[kWh/m2]

<48
48-48
50-51

52-53

55-56
>586

EHEENEDO

Mapa de los 32 eslados,
comparando las zonas

Figura 1.7: Mapa de Irradiacién Solar en México (Elaboro: Ing. Manuel Mutioz Herrera.
Datos: Servicio Meteorologico Nacional).
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Capitulo 2

Modelos de series de tiempo

2.1. Procesos estocasticos

Un proceso estocastico es un concepto matematico que sirve para representar magni-
tudes aleatorias que varian con el tiempo o para caracterizar una sucesién de variables
aleatorias que evolucionan en funcién de otra variable, generalmente el tiempo. Las series
temporales se definen como un caso particular de los procesos estocéasticos. En otras pala-
bras, una serie de tiempo se considerard como una realizacién de un proceso estocéstico,
es por eso la importancia de darle una definicién formal.

Definicién 2.1.1 (Proceso estocastico). Un proceso estocdstico es una familia de varia-
bles aleatorias (Xi), t € T indexadas por un conjunto T, definidas en algin espacio de
probabilidad comin (Q, F,P), y con valores en un conjunto S llamado espacio de estados

[20].

Por tanto, para cada instante ¢ tendremos una variable aleatoria distinta representada
por X;, con lo que un proceso estocéstico puede interpretarse como una sucesién de
variables aleatorias cuyas caracteristicas pueden variar a lo largo del tiempo.

A los posibles valores que puede tomar la variable aleatoria se le denominaran es-
tados, por lo que se puede tener un espacio de estados discreto y un espacio de estados
continuo. Por otro lado, la variable tiempo puede ser de tipo discreto o de tipo continuo.
Por tanto, dependiendo de cémo sea el conjunto de subindices T y el tipo de variable
aleatoria dado por X; se puede establecer una clasificacion de los procesos estocasticos,
obsérvese la Tabla 2.1.

Una serie de tiempo es una realizaciéon de un proceso estocéstico en tiempo discreto,
donde los elementos de T estan ordenados y corresponden a instantes equidistantes del
tiempo.
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T Discreta Continua

Discreta Cadenas de Markov, Serie de tiempo
Procesos de ramificacién
Procesos de Poisson,
Continua Teoria de colas, Procesos Brownianos
Procesos de nacimiento y muerte

Tabla 2.1: Clasificacion de los procesos estocasticos (Tabla extraida de [24]).

2.2. Series de Tiempo

Definiciéon 2.2.1 (Serie de tiempo). Una serie de tiempo es una sucesion cronolégica de
observaciones Xy, en la que cada una de ellas corresponde a una variable aleatoria distinta,
y la ordenacion de la sucesion de observaciones es esencial para el andlisis de esta. Mas
aun una serie de tiempo Xy es un proceso estocdstico donde el indice estd relacionado con
el tiempo [18].

En general en una serie de tiempo, no existen limitaciones para el lapso a medir: puede
medirse en minutos, dias, meses, anos, etcétera. Lo tinico que se requiere es un punto
de inicio y un punto final. Entre estos dos puntos se toman las mediciones; el tiempo
transcurrido entre cada medicién se considera constante y se conoce como periodo, en
tanto su valor es llamado frecuencia.

Existen muchos ejemplos de anélisis de series de tiempo, algunos de los cuales se
mencionan en la Tabla 2.2 por campos cientificos.

A menudo, los datos de series temporales se examinan para descubrir algin patron.
Para identificar tal patrén, es conveniente pensar que una serie de tiempo consta de varios
componentes que a continuacion se definen.

Definicion 2.2.2 (Tendencia). La tendencia se refiere al desplazamiento hacia arriba o
hacta bajo que caracteriza a las series de tiempo con relacion a un periodo de tiempo.
Esta refleja el crecimiento o declinacion de extensa duracion en las series de tiempo. La
tendencia puede ser lineal y no lineal [17].

Definicion 2.2.3 (Ciclo). El ciclo se refiere a los movimientos hacia arriba o hacia abajo
alrededor de los niveles de tendencia. Estas fluctuaciones tienen una duracion que varia
dependiendo del problema a estudiar [17].

Definiciéon 2.2.4 (Variaciones estacionales). Las variaciones estacionales son patrones
periodicos en una serie de tiempo que se completa dentro de un periodo anual que se repiten
cada ano [17].

Definicion 2.2.5 (Fluctuaciones irregulares). Las fluctuaciones irrequlares son movimien-
tos errdticos que siguen un patron indeterminado o irregular [17].
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Campo cientifico Ejemplos

Meteorologia Velocidad del viento
Mediciones de lluvia
Lecturas de temperatura
Precipitaciones mensuales

Medicina Monitoreo de la frecuencia cardiaca
Actividad eléctrica cerebral

Economia Precios de las acciones
Tasas de interés
Tasa de inflacién

Precio de combustibles

Demografia Crecimiento de una poblacion
Casamientos mensuales
Tasa de mortalidad

Marketing Suscriptores mensuales de una red social
Clientes nuevos
Gastos mensuales

Tabla 2.2: Ejemplos de analisis de series de tiempo por campos cientificos (De autoria
propia.).

2.3. Procesos estacionarios y autocorrelaciéon

Anteriormente se mencion6, que una serie de tiempo es una realizacién que tiene el
objetivo de determinar el comportamiento de ciertos fenémenos y con estos tratar de
predecir o pronosticar el futuro, para lograr una prediccién segura no es posible utilizar
cualquier proceso estocastico, es decir, el proceso estocastico debe tener cierta estabilidad,
pero si a cada momento de tiempo se observa un comportamiento diferente e inseguro,
el proceso no es de mucha utilidad para poder lograr lo que uno desea. Este tipo de
condiciones se denominan estacionariedad. La estacionariedad implica tener un tipo de es-
tabilidad estadistica en los datos que permite aprender sobre las propiedades del fenémeno.

Un proceso estocéstico se puede caracterizar cuando se puede determinar el conjun-
to de funciones de distribucién para cada conjunto finito de variables aleatorias del
proceso, pero caracterizar el proceso a través de su funcién de distribucion suele ser
complicado, por lo que suele caracterizarse por los dos primeros momentos (media y
varianza) de cada X; y la covarianza de X; y X.

Definiciéon 2.3.1 (Media). Se define la esperanza matemdtica de un proceso estocdstico
{X:} al tiempo t, como uy(t) tal que

o0

1y (t) = E[X] :/ xfi(x) dz, Sz/|x\ fi(z)dz < oo. (2.1)

En general, u,(t) puede ser diferente en cada instante de tiempo ¢ [22].
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Definiciéon 2.3.2 (Varianza). Se denomina varianza de un proceso estocdstico {X:} al
tiempo t, como o2(t), tal que

0% = Var[Xy] = E[(X; — pa(1))?] = /Oo(l“ — 1a(t))* fo(2) da, (2.2)

—0o0

st /(33 — uz (1) fr(x) dz < oo [22].

Se entiende por covarianza al costo que indica el nivel de alteraciéon conjunta de dos
variables aleatorias en interacciéon a sus medias. Este dato ayuda a decidir si hay una
dependencia entre las dos variables. Una covarianza positiva sugiere que una vez que una
variable crece la otra variable también lo hace, o sea, poseen una interaccién directa. Por
otra parte, una covarianza negativa sugiere que una vez que una variable crece la otra
decrece, manteniendo una relaciéon inversa. En otras palabras, la covarianza es el valor
que refleja en que cuantia dos variables aleatorias varian de forma conjunta respecto a sus
medias.

Definiciéon 2.3.3 (Covarianza). La covarianza esta definida como:

COV(Xt,XtJrk) = COV(Xt_t,XtJrk,t)
= Cov(Xp, X)), k>0
V( 0 k) (2.3)
= COV(Xo,X|k|)
= (29

2.3.1. Series de tiempo estrictamente y débilmente estacionaria

Definicion 2.3.4. El proceso estocdstico { Xy : t > 0} es estacionario en el sentido estricto
st para cualesquiera ty, ..., ty, h >0,

d
(th, e th) — (Xt1+h7 e Xt1+h)7 (24)

es decir, el vector aleatorio del lado izquierdo se puede trasladar en el tiempo como
indica el vector del lado derecho sin que cambie su distribucion de probabilidad.

Determinar que el proceso estocastico es estacionario en sentido estricto suele ser dificil,
ya que se requeriria determinar todas las distribuciones de la serie. Afortunadamente existe
una condicién més débil la cual podemos usar, se define a continuacion.

Definicion 2.3.5. Sea {X;} un proceso estocdstico y Vk,t € R, se dice que este proceso
es débilmente estacionario si:

1. E(Xy) = p, p < oo.
2. Var(Xy) = 02, 02 < o0.

3. Cov( Xy, Xivk) = Vi
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Ahora, si esperamos que X; sea estacionaria, la media, la varianza, y la covarianza de
X¢ vy Xiqk debe ser la misma que la covarianza de X;yp v X¢yktn, para cualquier h. En
resumen, si una serie de tiempo es estacionaria, su media, su varianza y su covarianza (en
los diferentes rezagos) permanecen iguales sin importar el momento en el cual se midan;
es decir, son invariantes respecto del tiempo [21].

2.3.2. Autocovarianza, autocorrelaciéon y autocorrelaciéon parcial

En general, el analisis estadistico asume la independencia entre las variables aleatorias.
Sin embargo, en las series temporales existen ciertas correlaciones entre las observaciones,
es decir, un cambio que sufre una de las variables afecta a otra variable.

De la Definicion 2.3.3 notemos que la autocovarianza sélo depende del lapso k.

Definiciéon 2.3.6 (Funcion de autocovarianzas (FACV)). La funcidn de autocovarianzas
de un proceso estocdstico es una funcion de k (nimero de periodos de separacion entre las

variables) que recoge el conjunto de las autocovarianzas del proceso y se denota por g,
k=0,1,2,3,...,.

Y = Cov(Xe, Xyyk) = E[( Xt — 1) (Xeqn — p)]- (2.5)

La funcion de autocovarianzas de un proceso estocastico recoge toda la informacion
sobre la estructura dindmica lineal del mismo. Pero depende de las unidades de medida de
la variable, por lo que, en general, se suele utilizar la funcién de autocorrelacion [18].

Definiciéon 2.3.7 (Funcion de Autocorrelacion (FAC)). La funcion de autocorrelacion
de un proceso estocdstico mide el grado de asociacion lineal existente entre dos variables
aleatorias del proceso separadas k periodos:

P E[(Xy — p)(Xepr — 1) _ Cov(Xy, Xiyr) 0y
VE(X: — m)PE[(Xpix — p)]? Var(Xy) Yo

Puede observarse que el coeficiente de correlacion no depende de unidades y |px| < 1, Vk.

(2.6)

La funcion de autocorrelaciéon de un proceso estocéastico es una funcién de k que
recoge el conjunto de los coeficientes de autocorrelacion del proceso y se denota por
ok, k=0,1,2,3, ... [18].

Con lo anterior, la funcién de autocovarianza ~; y funcién de autocorrelacion py
tienen las propiedades mostradas en la Tabla 2.3.

En la Figura 2.1 se muestran ejemplos de distintos comportamientos de la funcién de
autocorrelacion.

Ademés de la autocorrelaciéon entre Xy y X1y, podemos querer investigar la correla-
cion entre X; y Xy después de que su dependencia lineal mutua de las variables que
intervienen Xyi1, X¢yo,..., X¢1r—1 haya sido eliminada. La correlacién antes mencionada
la definimos a continuacion.
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Funcion de autocovarianza ()

Funcién de autocorrelacion (pg)

Y >0 po=1
Vel < Y0 lpr] <1
Ve =Tk Pk = P—k

Dot D jm1 QiQjY)ij) > 0

D1 D1 Qijplij) >0

Tabla 2.3: Propiedades de la funcion de autocovarianza y funcion de autocorrelacion (Tabla
extraida de [24]).

Definicién 2.3.8 (Funcién de autocorrelacion parcial (FACP)). La autocorrelacion parcial
es denota por ¢, con k = 1,2,... es la correlacion entre X; y Xy después de que su

dependencia lineal mutua en las que intervienen las variables X¢y1, Xeyo, ..., Xitk—1 haya
sido eliminada. La correlacion antes mencionada es la siguiente:
Qbk,k - COTT(Xta Xt+k|Xt+l7 Xt+27 IR )Xt—‘rk—l)) (27)

las variables X; y X1 no estan correlacionadas con Xiy1, Xeya, ..
es la correlacion de Xy y Xy en una dependencia lineal [22].

o Xipp—1 es decir ¢y

Nota 2.3.1. También la funcion de autocorrelacion parcial (FACP) se puede representar
en una division de determinantes la cual se muestra en la Ecuacion (2.8).

1 p1 P2 Pk—2 P1
p1 1 pP1 Pk—3 P2
Pk—1 Pk—2 Pk-3 P1 Pk
i = . (2.8)
1 P1 P2 Pk—2 Pk-1
p1 1 p1 Pk—3  Pk—2
Pk-1 Pk—2 Pk—3 p1 1
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Autocorrelation 6 Autocorrelation
10 ’
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08
050
06
025
04 =
3 000
02 e
-0.25
00
-0.50
-0.2
-0.75
04
-1.00
0 10 20 0 0 50 0 10 20 0 40 50
LAG
(a) Se extingue con lentitud extrema. (b) Se corta en forma de seno.
Autocorrelation Autocorrelation
100 1.00
075 075
0.50 0.50
025 025 l [ [ ]‘ T
Q Q k4
0.00 0.00
b bl J' L4
-0.25 -0.25
-0.50 -0.50
-0.75 -0.75
-1.00 -1.00
[ 10 20 0 0 50 oo 25 50 75 100 125 150 175
LAG LAG

(c) Se corta o muere después del desfasamiento 1. (d) Se corta en forma exponencial con oscilacion.

Figura 2.1: Ejemplos del comportamiento de la FAC (De autoria propia).
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2.3.3. Ejemplos de series de tiempo estacionarias

Ejemplo 2.3.1 (Proceso Ruido Blanco (RB)). Sea X; un proceso estocéastico, decimos
que es un proceso estocastico puramente aleatorio o proceso estocastico de ruido blanco,
si éste tiene las siguientes propiedades:

1. E(Xy) =0, Vvt
2. Var(X;) = o%, WVt

3. Cov(Xy, Xs) =0, Vt+#s.

En resumen, un proceso X; es denomina ruido blanco si su valor promedio es cero,
tiene varianza finita y constante, y no le importan sus valores pasados, de tal forma que
su valor presente no se ve afectado por sus valores pasados. El proceso es débilmente
estacionario y lo denotaremos como X; ~ RB(0,0?) [18].

Con funcién de autocovarianza:
0%, sik=0;
k= .
k 0, sik#0.

Funcién de autocorrelacion:

_J 1, sik=0;
PE= Y0, sik+£o0.
Y funcién de autocorrelaciéon parcial:
1, sik=0;
Dok = {0, sik # 0.

En la Figura 2.2 se muestra la trayectoria que realiza un ruido blanco, su funcién de
Autocorrelacion y funciéon de Autocorrelacion parcial.

Ejemplo 2.3.2 (Modelo autorregresivo de segundo orden AR(2)). Sea X; un proceso
estocastico, supongamos que es estacionario y cumple la siguiente ecuacién:

Xt = (let—l -+ ¢2Xt—2 -+ €t para t= ceey —1,0, 1, ceey (29)
en donde ¢; ~ RB(0,02), |¢¢] < 1y & no esta correlacionada con X para cada s < t.
El modelo autorregresivo de segundo orden AR(2) tiene funciéon de autocovarianza:

Ve = GP1Vk—1 + P2Yk—2, k= 1.
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Funcién de autocorrelacion:

Pk = P1Pk—1 + P2pk—2, k=1 (2.10)

Para la funcion de autocorrelacion parcial:

Por la Ecuacion (2.10) tenemos lo siguiente:

P1
P11 =p1 = , con 1—¢y#0
1—¢2
L p
P11 P2
P22
L p
pr 1
p2 — P
21 con 1—p2#0
L —p1

_ (1 —92) —¢7] s
I—2—¢7)

1 p1 p

pr 1 p2

P2 pP1 P3

¢33 = T

L p1 pe

pr 1 pr

p2 p1 1

1 p1 ¢1+ P2
pr 1 ¢1p1+ @2
p2 p1 P1p2 + Pap1

I p1 p2
pr 1 m
p2 p1 1

=0.

Observemos que la dltima columna del numerador es una combinacion lineal de las dos
primeras columnas. Del mismo modo, se puede demostrar que para ¢ = 0 para k > 3.
Por lo que la FACP de un proceso AR(2) se corta después del retraso 2.

En la Figura 2.3 se muestra la trayectoria que realiza un modelo AR(2), su funcién
de Autocorrelacion y funciéon de Autocorrelacion parcial.
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Ruido Blanco

2

1
s
50
g

“

2

2022-01 2022-03 2022-05 2022.07 2022-09 2022-11 202301
Tiempo
(a) Realizacion del ruido blanco.
Autocorrelation Partial Autocorrelation
10 10
08 08
08 08
%

02 02

00 00

o 20 100 150 200 20 00 o 2 40 L:1) & 100
LAG LAG
(b) Autocorrelacion. (¢) Autocorrelacion parcial.

Figura 2.2: Ejemplo del proceso de ruido blanco (De autoria propia).

AR(2)
L3
4
2
g o
2
El
-2
»
"
022-01 2022-02 2022-03 2022-04 202205 2022-06 202207
Tiempo
(a) Trayectoria AR(2).
Autocorrelation Partial Autocorrelation
100 1.00
075 075
050 050
025 025
g 000 % e
025 025
-0.50 -0.50
075 073
-1.00 -1.00
0 10 20 30 40 0 0 10 20 30 40 50
LAG LAG
(b) Autocorrelacion. (c¢) Autocorrelacién parcial.

Figura 2.3: Ejemplo del proceso AR(2) con ¢1 = 1.5y ¢po = -0.75 (De autoria propia).
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2.4. Estimaciéon de la media, autovarianzas y autocorrelacio-
nes

Una serie temporal estacionaria se caracteriza por su media pu, varianza o2, autocorre-

laciones py, y autocorrelaciones parciales ¢y, ;. Los valores exactos de estos pardmetros se
pueden calcular si se conoce el conjunto de todas las realizaciones posibles. De lo contrario,
se pueden estimar si se dispone de miiltiples realizaciones independientes. Sin embargo, es
dificil o imposible obtener miltiples realizaciones. Dado que los valores de una realizacion
del proceso representan al mismo proceso, podemos usar la muestra del proceso para hacer
inferencia de los parametros poblacionales.

Definicién 2.4.1 (Media muestral). Sean x1, xa, ..., ,, observaciones de una serie de tiem-
po, la media muestral estd definida como:

1 n

T=2Y a. (2.11)
n
t=1

Definiciéon 2.4.2 (Varianza muestral). Sean x1,x9, ..., x, observaciones de una serie de
tiempo, la varianza muestral estd definida como:

n

62 = EZ(@ — )2 (2.12)

n
t=1

Definicion 2.4.3 (Funcion de autocovarianza muestral). Sean x1,xo, ..., x, observaciones
de una serie de tiempo, la funcion de autocovarianza muestral estd definida como:

Ak = EZ(% —T)(Tpyr — T), donde —n<k<n. (2.13)
t=1

Definicion 2.4.4 (Funcion de autocorrelacion muestral). Sean x1, xa, ..., x,, observaciones
de una serie de tiempo, la funcion de autocorrelacion muestral estd definida como:

~ n—k — _
= e 2z (@ x)mj’; D k—o012..
70 Zt:1($t —7T)

Definicion 2.4.5 (Funcion de autocorrelacion parcial muestral (FACPM)). La funcion
de autocorrelacion parcial muestral es obtenida por un método recursivo, iniciando con
1,1 = p1 y ast calcular ¢y k.

y —n<k<n (2.14)

A~ k n A~
Pl — D j—1 Phj Ph+1—j
P
1- Zj:l Prj Py

D1 il = (2.15)

Phi1j = Phj — Orith1Ghps1—jr =1,k (2.16)
Este método también funciona para el calcular la FACP [22].
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2.5. Modelo Autorregresivo de Medias Movil (ARMA)

2.5.1. Introduccion

La estructura de dependencia temporal de un proceso estocéstico esta recogida en la
funcion de auto covarianzas y/o en la funciéon de autocorrelacion. En este contexto, se
trata de utilizar la informacién de estas funciones para extraer un patrén sistematico y, a
partir de este, un modelo que reproduzca el comportamiento de la serie y se pueda utilizar
para predecir.

En un modelo de series temporales univariante se descompone la serie X; en dos
partes, una que recoge el patron de regularidad, o parte sistematica, y otra parte
puramente aleatoria denominada también innovacién.

Xi=PSi+e¢ t=1,2,.. (2.17)
donde:
= PS es la parte sistematica.
= ¢; es la innovacion.

La parte sistematica es la parte predecible con el conjunto de informacién que se utiliza
para construir el modelo, es decir, la serie temporal X1, Xo, ..., X;. La innovacién respecto
al conjunto de informacién con el que se construye el modelo es una parte aleatoria en
la que sus valores no tienen ninguna relaciéon o dependencia entre si. La innovacién en el
momento ¢ no esta relacionada, por lo tanto, ni con las innovaciones anteriores ni con las
posteriores, ni con la parte sistematica del modelo.

Dentro de los procesos estocésticos estacionarios se considerara unicamente la clase
de procesos lineales que se caracterizan porque se pueden representar como una combina-
cion lineal de variables aleatorias. En el caso de los procesos estacionarios con distribucion
normal y media cero, la teoria de procesos estocasticos senala que, bajo condiciones muy
generales, X; se puede expresar como combinacién lineal de los valores pasados infinitos
de X més una innovacién ruido blanco [18] :

X =mXi 1 +mXi o +m3Xi_3+...+¢, Vi, donde, t=1,2,.., (2.18)
v los coeficientes m; son ntimeros reales.
Para que un modelo sea admitido por un proceso estocéstico estacionario, debe cumplir

las siguientes dos condiciones:

1. El proceso sea no anticipante, es decir, que el presente no venga determinado por el
futuro, luego el valor de X en el momento ¢ no puede depender de valores futuros de
X o de las innovaciones.
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2. El proceso sea invertible, es decir, que la correlaciéon entre una variable y su pasado
debe ir disminuyendo conforme nos alejemos del pasado. Esta condiciéon se cumple si
los parametros del modelo cumplen la siguiente restriccion:

(o]
Y 7 < oo (2.19)
i=1

Los modelos que estudiaremos pueden tener tres representaciones, todas igualmente
validas bajo los supuestos senalados:

1. Medias Moviles de orden ¢, M A(q).
2. Autorregresivos de orden p, AR(p).

3. Medias Moviles de Autorregresivos, ARM A(p, q).

Definicién 2.5.1 (Proceso Lineal). Sea X; una serie de tiempo, se dice que es un proceso
lineal st éste se puede representar como:

Xe= Y ey, VteT, (2.20)

j=—00
donde € ~ RB(0,0?%) y 1 es una sucesion de constantes tales que D7 oo [l < o0

La condicion » 22 | [)j| < oo garantiza que la suma infinita de la Ecuacion (2.20)
converge.

Lo anterior se simplificard en términos de B que es el operador de retardo, esto tl-
timo surge de algunos métodos diferentes, se define el operador A de diferencias de lapso
k=1, por:

AXy =X — X471 =(1-B)X;. (2.21)
Asi:

BX;=Xy_1.

Se define a la potencia del operador B como BY(X;) y AJ(X;) = A(AT7YHXy)), j > 1
con A%(X;) = X; polinomios en B y en A son manipulados de la misma forma como una
funcién polinémica de variables reales, por ejemplo:

A2X; = A(A(XY))
= (1-B)(1 - B)X;
= (1-2B+ B*X,
=X; —2X,_1 + X;o.

(2.22)
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Tomando en cuenta que Be; = ¢;_1, el proceso lineal se puede expresar como:

Xt = (B)et,
donde ¢(B) = Y32 ;B7 [23].

De lo anterior se desprenden algunos casos particulares, que reciben nombres espe-
cificos, por ejemplo:

Decimos que un proceso lineal es un proceso de media movil o MA(oco) si ¢; = 0,
V3 < 0, es decir, si:

Xy => ey VteT,
§=0

donde 1o =1, e y > 22, wjz < 0.

2.5.2. Procesos autorregresivos AR(p)

El modelo autorregresivo finito de orden p, AR(p) es una aproximacion natural al
modelo lineal general (2.18). Se obtiene al representar el valor actual del proceso X; como
una combinacién lineal de los p tltimos valores pasados de si mismos mas una innovaciéon
contemporanea (ruido blanco). El modelo es representado de la siguiente forma:

Xi =01 Xi 1+ X o+ ...+ ¢pXt—p +e¢ t=1,2,.. (223)
donde ¢; ~ RB(0,0%), 1 = ¢1,m2 = ¢, ..., Tp = ¢p, M =0y k >p  [18], [22].

Nota 2.5.1. Observemos, ya que > .=, |m| = > -2, |¢i| < co los procesos autorregresivos
de cualquier orden son invertibles [22].

Las caracteristicas del proceso estacionario AR(p) estacionario son:

El modelo autorregresivo AR(p) tiene funciéon de autocovarianzas:

Ve = P1Vk—1 + P2Yk—2 + ++ + PpVr—p> (2.24)
con k > 0 [22].

Funcién de autocorrelacion:

Pk = % = Q1pk—1 + P2pk—2 + -+ Pppr—p, k=1 (2.25)

La funcion de autocorrelacion, pg, de un proceso AR(p) decrece exponencialmente hacia
cero sin truncarse. Ahora bien, para valores de p > 1 al ser el modelo més complejo,
la estructura de la FAC' es también mas rica y puede presentar mas variedad de formas [18].
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Y para la funciéon de autocorrelaciéon parcial ¢pi, dado que pr = d1pK—1 + P2pp—2 + -+ +
OpPk—p, k> 1, podemos ver que cuando k > p la tltima columna del determinante en el
numerador de 2.8 puede ser escrita como una combinacién lineal de las columnas previas
del determinante, de esta manera el determinante es igual a cero y la FACP se corta
después del lapso p [22].

De ejemplo veamos las caracteristicas del modelo autorregresivo de orden 1, AR(1).

2.5.3. Proceso AR(1)

El proceso AR(1) la variable X; viene determinada tnicamente por su valor pasado,
Xi—1, y la perturbacién contemporanea, € :

X;=¢p1 Xy 1+¢ t=1,2,... ¢~ RB(0,06%). (2.26)

Por lo mencionado en la Nota (2.5.1), el proceso es invertible.

Para verificar si el modelo AR(1) es estacionario para cualquier valor del parame-
tro ¢ debemos comprobar las condiciones de estacionariedad.

a) Estacionario en media:

E(X) = E(¢Xi—1 + &) = 0E(Xy—1).
Para que el proceso sea estacionario, la media ha de ser constante y finita lo que implica:

B(X,) = 6B(X:) = (1 - 9)E(X:) =0 = B(X,) = = =0,

Por lo tanto, para que el proceso sea estacionario es necesario que el parametro ¢ # 1.
b) Estacionario en covarianza:
Para que el proceso sea estacionario, la varianza ha de ser constante y finita:
0 = E(X; — E(X))?
=E(¢pX¢—1 + € — 0)

= ¢’E(X1—1)” + E(er)? + 20E(X;—1€1)
= ¢*V(Xi_1) + 0%+ 0.

Dada la estructura de autocorrelacion del proceso

]E(Xt_lﬁt) = E[(Xt_l — 0)(6,5 - 0)] = CO'U(Xt_1€t) = 0.

Bajo el supuesto de que el proceso es estacionario,

E(X;-1)* = V(X;1) = V(Xy) =0
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por lo que:
o2
1— @2’
Para que el proceso sea estacionario, la varianza debe ser constante y finita, por lo que
es necesario que |¢p| < 1.

% = ¢ +07 = (1= )0 =0"= =

En lo que se refiere a la funcién de autocovarianzas, la autocovarianza de orden k es:

W = E(X; — E(Xy))
=E(¢pXi—1 + & —0)?
= ¢*E(Xi1)” + E(er)” + 20E(X;1€1)
= ¢*V(X41) + 02 +0.

Por lo que:
7 = ¢
Y2 = ¢m
V3 = 72

Por lo tanto, si el parametro autorregresivo es |¢| < 1, la varianza es finita y el resto
de las autocovarianzas también lo son, y ademés dependen tnicamente de los periodos de
separacion entre las variables y no del tiempo, por lo que el proceso es estacionario.

Se puede concluir, por lo tanto, que el proceso AR(1) es estacionario si y soblo si
o] < 1.

El modelo autorregresivo de primer orden AR(1) tiene funcion de autocovarianza:

2
o’ sik=0:

<b|1k|70, si k> 0.

Funcién de autocorrelacion:

L si k=0;
PET oM sk o,

Y funcién de autocorrelacién parcial:

Ok =

p1=¢1, sik=1
0, sik>1.

En las Figuras 2.4 y 2.5 se muestran dos trayectorias de un modelo AR (1) diferentes, sus
funciones de Autocorrelacion y funciones de Autocorrelacion parcial.
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(b) Autocorrelacion. (¢) Autocorrelacion parcial.

Figura 2.4: Ejemplo del proceso AR(1) con ¢; = 0.8 (De autoria propia).
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(b) Autocorrelacion. (¢) Autocorrelacion parcial.

Figura 2.5: Ejemplo del proceso AR(1) con ¢; = -0.8 (De autoria propia).
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2.5.4. Procesos de media movil

Los modelos de media movil de orden finito ¢, también llamados M A(q), representan un
proceso estocastico X; como una suma finita ponderada de ruidos blancos, que pertenecen
a periodos pasados, estas ponderaciones estan representadas por 6;, j = 1,2,...,q, es
decir, 1 = =01, Yo = =0, ..., 90g = =0, y ¢, = 0 para k > ¢. Entonces se dice que el
proceso resultante es un proceso de media movil de orden g, se denota como M A(q) y es
representado como:

Xt = €t — 016,5_1 - 02615—2 — = 9qet_q, (227)

donde ¢ ~ RB(0,02) [22].

Nota 2.5.2. Como 1+ 9% +- 4+ 93 < 00, entonces un proceso de media movil es siempre
estacionario [22].

Las caracteristicas del proceso M A(q) estacionario son:

El modelo de media movil de orden finito g, M A(q) tiene funcién de autocovarian-
za;

(14074 +62) si k= 0;
Vi =18 02 (—O0k + 010,41+ +0,50,) sik=1,2,... ¢ (2.28)
0 si |k| > q.

Funcién de autocorrelacion:

-0 +9] Gk ]+~-'+9q_ Gq .
k k 3 Slkf—l’2,...,q;
pk

14607 4--+62

(2.29)
0, sik>q.

La funcion de autocorrelacion de un proceso M A(q) se corta después del retraso ¢. Esta
importante propiedad nos permite identificar si una serie de tiempo es generada por un
proceso de media movil.

Y para la funciéon de autocorrelacién parcial, resulta ser una mezcla de decaimien-
tos exponenciales y ondas sinusoidales amortiguadas dependiendo de las raices de
(1-6B—---—6§,B7) =0 el cual es el polinomio de retardo [22].

De ejemplo veamos las caracteristicas del modelo de media movil de orden 1, M A(1).
2.5.5. Proceso MA(1)

El modelo MA(1) determina el valor de X en el momento ¢ en funciéon de la innovacion
contemporanea y su primer retardo:

Xt = €t — 016t_1 (230)
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donde ¢, ~ RB(0,0%), t=1,2,....
La funcién de autocovarianzas de un MA(1) es:

Y0 = (1 + 92)027 k= 0,
Y= m =—0o%, k=1, (2.31)
v, = 0, k>1.

La funcién de autocovarianzas es finita y depende s6lo de k y no del tiempo, para cualquier
valor del pardmetro 6.

La funcién de autocorrelacion de un proceso MA(1) es:

1, k=0,
=110 k=1, (2:32)
0, k> 1.

La funcién de autocorrelacion de un proceso M A(1) se caracteriza por ser una funcion
truncada que sufre un corte brusco tomando el valor cero a partir del retardo 1.

Y la funcién de autocorrelacion parcial es la siguiente:

para k> 1. (2.33)

Al contrario de su funcién de autocorrelacion, que se interrumpe después del retardo 1, la
FACP de un modelo M A(1) se reduce exponencialmente en una de dos formas dependiendo
del signo de #; (por lo tanto, del signo de py).

En las Figuras 2.6 y 2.7 se muestra una trayectoria que realiza un modelo MA(1), su
funciéon de Autocorrelacion y funciéon de Autocorrelacion parcial.
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MA(1)
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z
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(a) Trayectoria MA(1).
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Figura 2.6: Ejemplo del proceso MA(1) con 6; = 0.8 (De autoria propia).
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Figura 2.7: Ejemplo del proceso MA(1) con 6; = -0.8 (De autoria propia).
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2.5.6. Proceso Autorregresivo de Medias Méviles (ARMA)

La combinacion de los procesos de AR(q) y M A(p) da como resultado a los procesos
mixtos a los cuales se les denomina como ARM A(p, q) y los cuales se definen como sigue:

Definicion 2.5.2. Sea Xy un proceso estocdstico, se dice que Xy es un proceso ARM A(p, q)
st es estacionario y si para cada t, se cumple:

X =1 Xe 1+ + X pte—bheg1— - —0h6¢, (2.34)
donde ¢; ~ RB(0,0?). Expresado de forma equivalente:
(1=¢1B—-—¢pB")X; = (1— 0B — - — 0,B%)e; (2.35)

o bien,
Dy (B) Xy = Oq(B)er

donde ®,(B) es el polinomio autorregresivo y ©4(B) es el polinomio de medias moviles.
El modelo ARM A(p, q) es estacionario si cumple que:

» La parte M A(p) es estacionaria.

» La parte AR(q) es estacionaria.

Para hallar la funciéon de autocovarianza () de un proceso ARM A(p, q) multiplicamos
X;_j, por ambos lados a la Ecuacion (2.34) y obteniendo la esperanza, se obtiene:

E[X: 1 Xi] = 01 E[X 1 Xe1]+ - A 0pE[ X p Xy p [ HE[ X _pe] -1 E[ X _rer1]— - —O0,E[X;_rei_g],

como E[X;_re—;] =0, k> i, tenemos:
Ve = P1V—1++ PpVe—p, k= (q—1). (2.36)

Asi, la funcién de autocorrelacion es:

Pk = P1Pk—1 + -+ GppPr—p, k> (q+1). (2.37)

La funcion de autocorrelacion del proceso ARM A es analoga a la del proceso AR(p). Por
lo tanto, la funcién de autocorrelacion de un modelo ARM A(p, q) se corta después del
lapso ¢ asi como ocurre en un proceso AR(p).

Y para la funcién de autocorrelacion parcial ya que el proceso ARMA contiene al
proceso M A como un caso especial, su FACP también serd una mezcla de decaimientos
exponenciales u ondas sinusoidales amortiguadas dependiendo de las raices de ¢,(B) =0
y 6,(B) =0 [22].
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2.5.7. Proceso ARMA(1,1)

El modelo ARM A mas sencillo es el modelo ARM A(1,1), este modelo se determina
en funcién de su pasado hasta el primer retardo, la innovacién contemporanea y el pasado
de la innovacién hasta el retardo 1:

X, =1 Xy 1+e —be1, € ~RB(0,6%) t=1,2,.... (2.38)

El proceso ARMA(1,1), es estacionario cuando |¢| < 1, e invertible cuando |0 < 1.
Cuando ¢ = 0 el modelo se reduce al proceso M A(1) y cuando 6; = 0 el modelo se
reduce al proceso AR(1) [22].

Algunas caracteristicas del proceso estacionario ARM A(1,1) estacionario son:

El modelo autorregresivo ARM A(1,1) tiene funciéon de autocovarianzas:

(1+ef:if0)027 k == 07
Vi = { ¢y0 — o2, k=1, (2.39)

PVi—15 k>1.
La autocovarianza de orden 1, 71, es la suma de la autocovarianza de orden 1 de la parte
AR(1) y de la autocovarianza de orden 1 de la parte M A(1). Esta funcion depende de los

parametros AR, ¢, y M A, 6, hasta k = 1 y luego decrece exponencialmente, siguiendo la
estructura marcada por la parte autorregresiva de primer orden [18].

La funciéon de autocorrelacion para un modelo ARM A(1,1) es el siguiente:

1, k=0,
—01)(1—¢10
o = %, k=1, (2.40)
P1pk-1, k>1.

La FAC presenta la misma estructura que la funcién de autocovarianzas, es decir, es
una funcién cuyo coeficiente, p1, depende de los parametros autorregresivos y de medias
moviles, pero a partir del retardo 2, decrece exponencialmente, siguiendo la estructura
dada por la parte autorregresiva de orden 1 [18].

Para la funciéon de autocorrelaciéon parcial de un modelo mixto, la forma general es
complicada y no es necesaria. Es suficiente notar que, debido a que el proceso ARM A(1,1)
contiene al proceso MA(1), la FACP del proceso ARMA(1,1) también disminuye
exponencialmente como la FAC, con su forma dependiendo en los signos y magnitudes de

¢1y 01 [22].

En las Figuras 2.8 y 2.9 se muestra una trayectoria que realiza un modelo ARM A(1,1),
su funcién de autocorrelacion y funcién de autocorrelacion parcial.

32



Modelos de series de tiempo
2.5 Modelo Autorregresivo de Medias Movil (ARMA)

ARMA(1,1)
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Figura 2.8: Ejemplo del proceso ARMA(1,1) con 1 = 0.5y ¢1 = 0.4 (De autoria propia).
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Figura 2.9: Ejemplo del proceso ARMA(1,1) con 6; = 0.5 y ¢1 = -0.4 (De autoria propia).
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Finalmente, en la Tabla 2.5.7 se da un resumen de la FAC y FACP para los procesos
generales vistos anteriormente.

Proceso FAC FACP

AR(p) Resulta una mezcla de decai- | Se corta después del lapso p.
mientos exponenciales u ondas
sinusoidales amortiguadas, de-
pendiendo de los signos.

MA(q) Se corta después del lapso ¢q. | Resulta una mezcla de decai-
mientos exponenciales u ondas
sinusoidales amortiguadas, de-
pendiendo de los signos.

ARM A(p,q) | Disminuye después del retraso | Disminuye después del retraso
(¢ —p) (p—a)

Tabla 2.4: Resumen de la funcion de autocorrelacion y la funciéon de autocorrelacion parcial
para los diferentes procesos (Tabla extraida de [22]).
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2.6. Modelo Autorregresivo de Medias Moéviles Integrado
ARIMA

Los modelos de series de tiempo analizados se basan en el supuesto de que las series de
tiempo consideradas son estacionarias. En pocas palabras, la media y la varianza de una
serie de tiempo estacionaria son constantes y su covarianza es invariante en el tiempo. Pero
sabemos que muchas series de tiempo son no estacionarias, por ejemplo, véase las Figuras
2.10 y 2.11.

Serie histdrica del tipo de cambio peso ddlar desde 1954.

25

20 +

15 4

Peso mexicano.

10 4

T T T T T T T
1960 1970 1980 1990 2000 2010 2020
Tiempo.

Figura 2.10: Serie historica del tipo de cambio peso dolar desde 1954, fecha de consulta:
27/05/2023 (Datos extraidos del Banco de México).

Serie histérica mensual de Remesas Familiares en México (1995-2023).

5000

4000

3000

Millones de dolares.

2000

1000

T T T T T T T T
1996 2000 2004 2008 2012 2016 2020 2024
Tiempo.

Figura 2.11: Serie historica de Remesas Totales (Millones de dolares), fecha de consulta:
27/05/2023 (Datos extraidos del Banco de México).
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2.6.1. Modelo autorregresivo integrado de medias moéviles de orden p,
d, ¢ ARIMA(p, d, q)

Al igual que el modelo ARM A el modelo ARIM A es la combinaciéon de los modelos de
autorregresivos y el de medias méviles con la diferencia de incluir un proceso de restableci-
miento de inestabilidad original presente en nuestra serie de tiempo al cual se le denomina
integracion d. La forma general de un modelo ARIM A se presenta a continuacion:

Xi=c+oXi 1 +...+opXi ,te+0ie1+...+ 06 (2.41)
En donde X', expresa que sobre la serie original X; se han aplicado d diferencias y

e ~ RB(0,0?) [23].

Los parametros (p,d, q) representan lo siguiente:

= p, es el orden del polinomio autorregresivo.
m d, es el exponente en el operador de diferencia.
= ¢, es el orden del polinomio de medias moviles.

Cuando p = 0 el modelo ARIM A(p,d, q) es también llamado modelo integrado de media
movil de orden (d, q) y es denotado IM A(d, q). Sip=0,d =1y q = 0 entonces se tiene lo
que se conoce como modelo de caminata aleatoria. Y si ¢ = 0 éste es llamado autorregresivo
integrado denotado por ARI(p,d) [22].

2.6.2. Modelo ARIMA(0,1,0) o modelo de caminata aleatoria

Como se mencion6 anteriormente el modelo ARIM A(0,1,0) también se conoce como
modelo de caminata aleatoria, el cual es el siguiente:

X=X, 1+¢ con ¢~ RB(0,0%). (2.42)

Este modelo ha sido ampliamente utilizado para describir el comportamiento de
la serie del precio de una accién. En el modelo de caminata aleatoria, el valor de X
en el tiempo ¢ es igual a su valor en el tiempo (¢ — 1) méas un choque aleatorio. Este
comportamiento es similar a seguir a un hombre borracho cuya posicién en el tiempo ¢
es su posicion en el tiempo (t—1) mas un paso en una direccion aleatoria en el tiempo ¢ [22].

En lo que se refiere a la FAC del Modelo (2.42), se puede comprobar que se carac-
teriza porque sus coeficientes decrecen muy lentamente en las Figuras 2.12 y 2.13 se
muestran dos trayectorias diferentes de un modelo de caminata aleatoria y sus FAC.
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Caminata aleatoria
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(a) Trayectoria caminata aleatoria.
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o 10 20 0 40 50
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(b) Autocorrelacion.

Figura 2.12: Trayectoria y FAC de un proceso ARIMA(0,1,0) (De autoria propia).
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(b) Autocorrelacion.

Figura 2.13: Trayectoria y FAC de un modelo de caminata aleatoria (De autoria propia).
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2.6.3. Varianza y Autovarianza de los modelos ARIMA

Un proceso que es estacionario en la media no necesariamente es estacionario en la
varianza y la autocovarianza. Sin embargo, un proceso que es no estacionario en la media
también sera no estacionario en la varianza y la autocovarianza.

Un fenémeno muy fundamental sobre el modelo ARIMA es que el modelo no es es-
tacionario pero las caracteristicas completas del proceso estan determinadas para todo el

tiempo solo por un ntmero finito de pardmetros.

Por ejemplo consideremos las variables Xi, Xo,..., X, y supongamos que los ajus-
tamos a un modelo IM A(1,1), esto es, se tiene el siguiente modelo:

Xt = Xt—l + €t — 96t_1, (243)

consideremos la serie anterior en una serie de ny observaciones. Con referencia al origen de
tiempo anterior para t > ng podemos escribir por sustituciones sucesivas como sigue:

Xe=Xi 1+ € — 01
=X ot+ea+(1—0)e_1—0Oeo

=Xpo+e+ 1 =01+ -+ (1 =0, —Oeny.
Similarmente a lo anterior, pero ahora para t — k > ng tenemos:

Xt—k: = Xno + €tk + (1 — Q)Et—k—l —+ -+ (1 — 9)6n0+1 — QEnO. (244)

Por lo tanto con respecto al origen de tiempo ng tenemos:

Var(X:) = [1+ (t —no — 1)(1 — 8)%]02 (2.45)
Var(Xeg) =[1+ (t—k —no—1)(1 — 0)*o? (2.46)
Cov(Xy_p, Xt) = [(1 = 0) + (t — k —ng — 1)(1 — 0)%]o? (2.47)

observamos que X, v €, son valores conocidos con respecto al origen de tiempo ng, y

Cov( Xy, Xt) (1—9)+(t—k—n0—1)(1—0)2

Corr(Xe—i, X1) = SVar(XemVar(Xe) VIt -—Fk—no D100+ —_no_D(_0)7

(2.48)

Ahora, de (2.45) y (2.48), tenemos las siguientes observaciones importantes:

1. La varianza, Var(X;), de un modelo ARIMA depende del tiempo.

2. Var(X:) # Var(X;—k) para k # 0.
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3. La varianza es no acotada cuando t — oo.

4. La covarianza y la autocorrelaciéon también dependen del tiempo y por tanto, no son
invariantes respecto a la traslacién del tiempo.

En general, con solo una realizacion es dificil o imposible hacer inferencias de un proceso
no estacionario tanto de la media como de la autocovarianza o autocorrelacion [22].

2.6.4. Analisis de estacionariedad
Estacionariedad en varianza

Una serie sera estacionaria en varianza cuando pueda mantenerse el supuesto de que
existe una Unica varianza para toda la serie temporal, es decir, cuando la variabilidad de
la serie en torno a su media se mantenga constante a lo largo del tiempo. Si la serie no
es estacionaria en varianza, se utilizan las transformaciones estabilizadoras de varianza, es
decir, las transformaciones Box-Cox,

X}—1
XM =) 5 A#0,

(2.49)
h'lXt, A=0.

Las transformaciones Box-Cox incluye una familia infinita de funciones: raiz cua-
drada, inversa, etc. Los instrumentos que se utilizan para analizar la estacionariedad
en varianza de una serie son el grafico de la serie original y de las transformaciones
correspondientes [18]. En la Tabla 2.5, se puede ver los valores de uso comin de .

En el Figura 2.14 se presenta una serie de tiempo del gasto publico mensual (mi-
llones de dolares) como parte del Plan de Beneficios Farmacéuticos segin lo registrado por
la Comision Australiana de Seguros de Salud, capturados en Julio 1991 hasta Junio 2008.

La primera grafica de la Figura 2.14 se puede observar la serie original y la segun-
da grafica es la serie transformada, tomando logaritmos a la serie (la transformacion
Box-Cox més utilizada para las series econémicas).

Estacionariedad en media

Si una serie es estacionaria en media oscila en torno a un nivel constante. A con-
tinuacién, se enuncian caracteristicas que diferencian las series estacionarias de las no
estacionarias.

Caracteristicas de una serie estacionaria:

= Una serie es estacionaria en media cuando se puede mantener el supuesto de que existe
una unica media para toda la serie temporal, es decir, cuando fluctia alrededor de
una media constante.

» La funciéon de autocorrelacién tedrica de un proceso estacionario en media decae
rapidamente, exponencialmente.

39



Modelos de series de tiempo
2.6 Modelo Autorregresivo de Medias Moéviles Integrado ARIMA

Valores de A. Transformacion (Xt(’\)>.
-1.0 <
-0.5 o
0.0 In X;
0.25 4(vVX: —1)
0.5 VXt
1.0 X: (No hay transformacion)

Tabla 2.5: Transformaciones generales (Tabla extraida de [22]).

Caracteristicas de una serie no estacionaria:

= La serie no es estacionaria en media cuando presenta tendencia o varios tramos con
medias diferentes.

= En general, un proceso con alguna raiz unitaria presenta una funcién de autocorre-
lacién muestral con un decaimiento muy lento.

Si la serie no es estacionaria en media se puede lograr la estacionariedad transformandola,
tomando diferencias. Asi, si la serie no es estacionaria en media, se tomaran d sucesivas
diferencias de orden 1 sobre la serie hasta obtener una serie estacionaria.

Las primeras diferencias de los valores de la serie temporal x1, o, ..., x, son:

zt =x¢ — 241 donde t=2,...,n.

Sucesivamente se pueden obtener las siguientes diferencias, por ejemplo, las segun-
das diferencias de los valores de la serie temporal x1, x2, ..., Z, son:

2t = (lUt - xt—l) - (33t—1 - xt—2)

=xy—2m1 +x4—9 para t=3,4,...,n [17].

En la Figura 2.15 se muestra una serie de tiempo del uso mensual de tarjetas de
débito en Islandia (millones de ISK). Los datos fueron recolectados en enero 2000 hasta
agosto 2013. En la primera gréafica se muestra la serie de tiempo original y la segunda
grafica se muestra la serie transformada por diferencias.
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Serie de tiempo original.

Millones de délares
o

1992 1094 1996 1998 2000 2002 004 2006 008
Tiempa

Serie transformada con A = 0.

Millones de dolares.

1992 1994 1996 1998 2000 2002 2004 2006 08
Tiempo

Figura 2.14: Ejemplo de la transformaciéon Box-Cox (De autoria propia).

Serie de tiempo original

Millones de ISK

2000 2002 2004 2006 2008 2010 2012 2014
Tiempo

Primera diferencia

Millones de 5K

2000 2002 2004 2006 2008 010 2012 014
Tiempo

Figura 2.15: Ejemplo de transformacion por diferencias (De autoria propia).
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2.7. Modelos multiplicativos

Muchas series de tiempo econémicas y de negocios contienen un fendémeno estacional
que se repite después de un periodo de tiempo regular. El periodo de tiempo mas pequenio
para este fenémeno repetitivo se denomina periodo estacional. Por ejemplo, la serie tri-
mestral de ventas de helados es alta cada verano y la serie repite este fenémeno cada ano,
dando un periodo estacional de 4. De manera similar, las ventas mensuales de automéviles
y las ganancias tienden a disminuir durante agosto y septiembre de cada ano debido al
cambio a nuevos modelos, y las ventas mensuales de juguetes aumentan cada ano en el
mes de diciembre. El periodo estacional en estos ultimos casos es de 12. Los fenémenos
estacionales pueden deberse a factores como el clima, que afecta muchas actividades co-
merciales y econémicas como el turismo y la construcciéon de viviendas; eventos culturales
como la Navidad, que estda intimamente relacionado con ventas como joyas, juguetes,
tarjetas de felicitacion y estampillas; y ceremonias de graduacién en los meses de verano,
que estan directamente relacionadas con la situacion de la fuerza laboral en estos meses [22].

Por ejemplo, en la Figura 2.16 se muestra la grafica de un conjunto de datos de
pasajeros aéreos, el conjunto de datos se obtuvo de Kaggle. Este conjunto de datos brinda
informacién sobre el niimero total de pasajeros mensuales de una aerolinea estadounidense
desde 1949 hasta 1960. La estacionalidad de la serie es evidente ya que los picos estan en
el mes de agosto y los puntos mas bajos estdn en noviembre de cada ano. El fenémeno se
repite cada 12 meses, por lo que el periodo estacional es 12.

Gréfico de la serie de tiempo de pasajeros aéreos de 1949 a 1960.

600

500

400

300 A

Numero de pasajeros.

200

100 A

T T T T T T
1950 1952 1954 1956 1958 1960
Tiempo.

Figura 2.16: Datos de pasajeros aéreos (Datos extraidos de Kaggle).

Cuando una serie temporal estacionaria presenta estacionalidad, resulta tutil describir
la evolucién del proceso estocéastico con un modelo ARM A multiplicativo denotado por
ARM A(p,q) x ARMA(P,Q)s del tipo:

¢p(B)®p(B®)X; = 6+ 64(B)Oq(B%)ar,
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donde S es la cantidad de observaciones anuales. En este modelo ¢,(B) es el operador
autorregresivo estacionario de orden p y 64(B) es el operador del proceso de media mévil
de orden ¢, en este contexto suelen denominarse operadores regulares.

Los polinomios ®p(B°) = 1 — ®(B%) — ®3(B*) — ... — &p(BY?) y 09(B°) =
1 — ©01(B%) — ©9(B?*) — --- — ©o(B?) con raices fuera del circulo unitario, suelen
denominarse operadores estacionales y a; variables independientes e idénticamente
distribuidas con media cero y varianza constante. En este modelo, los operadores regulares
modelan la correlacién entre pares de observaciones de X; separadas entre si por periodos
basicos k = 1, 2, ..., mientras que los operadores estacionales describen la correlacion entre
pares de componentes del proceso separados por desfasamientos estacionales k = 5,285, .. ..

Cuando la serie presenta variaciones ciclicas o estacionales, es decir, hay una ten-
dencia periodica, es idoneo agregar la componente de la tendencia secular d y una
componente para la parte ciclica D donde d,D > 0 esto es, un modelo multiplicativo
ARIMA(p,d,q) x ARIMA(P,D,Q)s lo cual se denota por SARIMA(p,d,q)(P,D,Q)s
y se define como sigue:

Definiciéon 2.7.1. Un modelo autorregresivo estacional integrado de media movil multipli-
cativo 0o modelo SARIMA es representado con la siguiente ecuacion:

¢p(B)®p(B%)AALY X, = § + 0,(B)Og(B”)er,
donde:
= ¢,(B), es el operador del proceso autorregresivo de orden p.
= 04(B), es el operador del proceso de media movil de orden g.
s Op(B%), es el operador estacional autorregresivo de orden P.
» Og(B?), es el operador estacional de media movil de orden Q.
= A% es el componente de diferencia de orden d.
= ASD , es el componente de diferencia estacional de orden D y de periodo s.

» Las diferencias ordinarias y estacionales son respectivamente A% = (1 — B)? y AP =

(1- B*)D

» ¢, es un proceso de Ruido Blanco [22], [24].

2.7.1. Modelo SARIMA(0,1,1)(0,1,1)12
Consideremos el modelo SARIM A(0,1,1)(0,1,1)12 con la siguiente ecuacion:

A'ALX; = 6,(B)0, (B,

o bien:
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(1-B)(1-B¥)X; = (1-6B)(1 - ©B?)¢. (2.50)

Desarrollando la Ecuacion (2.50) tenemos:

(1-B2)(X; — Xi—1) = (1 —OB)(¢; — Oey_1)

Xe—Xp 12— X 1+ X 13 =6 — O¢_12 — g1 + OOe;_13.

Despejando X; tenemos:

X=X 1+ Xi—12— Xi—13 — Oet—1 — O€p_12 + Obes_13 + €.

Se ha encontrado que este modelo es muy 1til para representar una variedad de series
temporales estacionales, como datos de lineas aéreas y series comerciales. EI modelo fue
introducido por primera vez por Box y Jenkins para representar los datos de viajes aéreos
internacionales. Por lo tanto, también se le conoce como el modelo de linea aérea en la
literatura [22].

2.8. Metodologia Box-Jenkins

Ahora nos preguntamos al tener una serie de tiempo, ;cémo sabemos si sigue un
proceso AR puro (de ser asi, cuél es el valor de p), un proceso MA puro (de ser asi, cual es
el valor de q), un proceso ARMA (de ser asi, cuéles son los valores de p y q), un proceso
ARIMA (de ser asi se deben conocer los valores de p, d y q) o un proceso SARIMA, en
cuyo caso se deben conocer los valores de p, d, q, P, D y Q7 La metodologia Box-Jenkins
resulta 1util para responder la pregunta anterior, nombrada asi en honor a los estadisticos
George E. P. Box y Gwilym Jenkins [21].

El método considera cinco pasos consecutivos:
1. Estacionariedad.
2. Identificacion.
3. Estimacion.
4. Diagnéstico.

5. Pronostico.

2.8.1. Estacionariedad

Previamente se explica que los procesos estocasticos se clasifican en estacionarios y
no estacionarios. La estacionariedad estd principalmente relacionada con la estabilidad
de una serie. De la definicién mencionada anteriormente se puede decir que una serie de
tiempo es estacionaria si su media y su varianza son constantes a través del tiempo. Este
concepto es de gran importancia para la metodologia Box-Jenkins ya que en caso de que
los datos no se comporten de manera estable a lo largo del tiempo, es necesario aplicar
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una transformacién a la serie para llevarla a ello. Existen algunas formas para conocer si
una serie es estacionaria: por medio del grafico de la serie, por medio de la funcion de
autocorrelacion simple y por la prueba de Dickey-Fuller.

1. Inspeccion grafica.

Primero graficamos la serie de tiempo, si se observa que los valores de la se-
rie fluctian respecto a una media constante, entonces es razonable pensar que la
serie es estacionaria, si no ocurre lo anterior se llega a la conclusion de que la serie
no es estacionaria. De manera visual se puede detallar si la serie es no estacionaria
si es que se detectan elevaciones o inclinaciones en las observaciones.

2. Funciones de autocorrelacion.

Como se vio anteriormente la FAC puede mostrar una variedad de comportamientos
diferentes. Dependiendo del comportamiento del correlograma correspondiente a
la funcion de autocorrelacién, éste nos puede ayudar a saber si nuestra serie es
estacionaria:

= Si en el correlograma sus valores se cortan claramente con rapidez o se desva-
necen (decrecen) muy rapidamente, entonces se debe considerar que los valores
de la serie temporal son estacionarios.

= Si por el contrario, en el correlograma sus valores se desvanecen con lentitud
extrema, entonces se debe considerar que los valores de la serie temporal son no
estacionarios [17].

3. Prueba Dickey-Fuller.

2.8.2. Identificacion

Identificacion. Es decir, encontrar los valores apropiados de los parametros p, d y q.

En la préctica, la Funciéon de autocorrelacion y la Funcién de autocorrelacion par-
cial son desconocidas, por lo que deben ser estimadas por la Funciéon de autocorrelacion
muestral y la Funcion de autocorrelacién parcial muestral, de manera que éstas coincidan
con los patrones de la Funciéon de autocorrelacién y la Funciéon de autocorrelacion parcial
para los modelos ARMA.

Si se quiere identificar un modelo ARIMA, se requiere un numero minimo de 50
observaciones y el niimero de autocorrelaciones muestrales y parciales en un lapso k
deben calcularse aproximadamente para . Aunque a veces para datos de alta calidad,
podemos usar tamanos de muestra mas pequenos para identificar modelos adecuados.
Para determinar el orden de p y g, los patrones de la Funcién de autocorrelacion muestral
y Funcién de autocorrelacion parcial muestral deben coincidir con patrones teéricos del

modelo [22].
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2.8.3. Estimacioén

Tras identificar los valores apropiados de p y ¢, la siguiente etapa es estimar los para-
metros de los términos autorregresivos y de medias moviles incluidos en el modelo. Algunas
veces, este calculo se efectiia mediante minimos cuadrados simples, pero otras hay que re-
currir a métodos de estimacion no lineal (en parametros). Como esta labor se lleva a cabo
ahora a través de rutinas en diversos paquetes estadisticos, en la practica no es preciso
preocuparse por los desarrollos matematicos de la estimacion [21].

2.8.4. Diagnéstico

Después de seleccionar un modelo particular y de estimar sus parametros, tratamos
de ver si el modelo seleccionado se ajusta a los datos en forma razonablemente buena,
pues es posible que exista otro modelo que también lo haga. Es por lo que el diseno de
modelos de Box-Jenkins es un arte méas que una ciencia; se requiere gran habilidad para
seleccionar el modelo correcto. Una simple prueba del modelo seleccionado es ver si los
residuales estimados a partir de este modelo son de ruido blanco; si lo son, aceptamos
el ajuste particular; si no lo son, debemos empezar de nuevo. Por tanto, la metodologia
Box-Jenkins es un proceso iterativo [21].

El analisis de residuos consiste en una serie de contrastes de diagnoéstico con el objetivo
de determinar si los residuos replican el comportamiento de un ruido blanco, es decir, si su
media es cero, su varianza constante y las autocorrelaciones nulas. Algunas maneras que
se puede hacer este analisis se mencionan a continuacion:

= Para comprobar si la media es cero, se realiza un analisis grafico, representando los
residuos a lo largo del tiempo y observando si los valores oscilan alrededor de cero.

= Varianza constante. Si en el grafico de los residuos la dispersion de estos es constante,
concluiremos que la varianza de los residuos permanece constante.

= Si los residuos se comportaran como un ruido blanco, los coeficientes de la FAC y
FACP muestrales deben ser practicamente nulos para todos los retardos.

= Otra alternativa es realizar pruebas de hipétesis por ejemplo la Prueba de Ljung-Box

[18].

2.8.5. Pronoéstico

Una razon de la popularidad del proceso de construcciéon de modelos con la Meto-
dologia de Box-Jenkins es su éxito en el pronédstico. En muchos casos, los prondsticos
obtenidos por este método son mas confiables que los obtenidos por otros modelos, en
particular en el caso de pronosticos de corto plazo [21].

La Figura 2.17 muestra un diagrama de flujo el cual representa los pasos a seguir
para la metodologia Box-Jenkins.
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Figura 2.17: Diagrama de Flujo de la metodologia Box-Jenkins (De autoria propia).
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Capitulo 3

Redes Neuronales Artificiales

3.1. Machine learning

El machine learning es una rama de la inteligencia artificial que permite que las maqui-
nas aprendan sin la necesidad de ser programadas para ello. Una habilidad indispensable
para hacer sistemas capaces de identificar patrones entre los datos para hacer predicciones.
Esta tecnologia estd presente en un sinfin de aplicaciones como las recomendaciones de
Netflix o Spotify, las respuestas inteligentes de Gmail o el habla de Google Home y Alexa
[26].

Los sistemas de computacién utilizan algoritmos de machine learning para procesar
grandes cantidades de datos histéricos e identificar patrones de datos. Esto les permite
generar resultados con mayor precisién a partir de un conjunto de datos de entrada.

El origen del machine learning se remonta al siglo pasado. “La estadistica es sin
duda la base fundamental del aprendizaje automético, que basicamente consiste en una
serie de algoritmos capaces de analizar grandes cantidades de datos para deducir cuél es
el resultado mas 6ptimo para un determinado problema”, menciona José Luis Espinoza,

cientifico de datos de BBVA México [26].

El machine learning ha avanzado de forma exponencial durante los dltimos 20 afnos, y
es responsable de crear programas capaces de derrotar a jugadores humanos en distintos
juegos para lograr esto es, en concreto, el aprendizaje por refuerzo que es una de las
cuatro clasificaciones de estilos de aprendizaje en funciéon de la salida esperada y del tipo
de entrada [26]:

1. Aprendizaje supervisado.

\V)

. Aprendizaje no supervisado.
3. Aprendizaje semisupervisado.

4. Aprendizaje por refuerzo.

48



Redes Neuronales Artificiales
3.2 Conjunto de entrenamiento y conjunto de prueba (Training set y Test set)

3.2. Conjunto de entrenamiento y conjunto de prueba (Trai-
ning set y Test set)

Los algoritmos de Machine Learning aprenden de los datos con los que los entrena-
mos. A partir de ellos, intentan encontrar o inferir un patrén que les permita predecir el
resultado para un nuevo caso. Pero, para poder calibrar si un modelo funciona, necesita-
remos probarlo con un conjunto de datos diferente. Por ello, en todo proceso de Machine
Learning, el conjunto de datos se divide en dos subconjuntos:

1. Conjunto de entrenamiento: Es un subconjunto para entrenar un modelo.

2. Conjunto de prueba: Es un subconjunto para probar el modelo entrenado.

Los datos de entrenamiento o training data son los datos que usamos para entrenar un
modelo. La calidad de nuestro modelo de aprendizaje automético va a ser directamente
proporcional a la calidad de los datos. Por ello las labores de limpieza o depuracién es
muy importante.

Por otro lado, los datos de prueba, o testing data, son los datos que nos “reser-
vamos’ para comprobar si el modelo que hemos generado a partir de los datos de
entrenamiento “funciona’. Es decir, si las respuestas predichas por el modelo para un caso
totalmente nuevo son acertadas o no.

Es importante que el conjunto de datos de prueba tenga un volumen suficiente como para
generar resultados estadisticamente significativos, y a la vez, que sea representativo del
conjunto de datos global.

Normalmente el conjunto de datos se suele repartir en un 70% de datos de entre-
namiento y un 30% de datos de prueba, pero se puede variar la proporcion segun el
caso. Lo importante es ser siempre conscientes de que hay que evitar el sobreajuste u
“overfitting”.

3.3. Sobreajuste u overfitting

El sobreajuste es un concepto en machine learning, que ocurre cuando un modelo se
ajusta exactamente a sus datos de entrenamiento. Cuando esto sucede, el algoritmo des-
afortunadamente no puede funcionar con precisién contra datos no conocidos, frustrando
su proposito.

Cuando se construyen algoritmos de machine learning, se utiliza un subconjunto de
datos para entrenar el modelo. Sin embargo, cuando el modelo se entrena durante
demasiado tiempo con o cuando el modelo es demasiado complejo, puede comenzar a
aprender el “ruido” o informacion irrelevante dentro del conjunto de datos. Cuando el
modelo memoriza el ruido y se ajusta demasiado al conjunto de entrenamiento, el modelo
se “sobreajusta’ y no puede generalizar bien a los nuevos datos. Si un modelo no puede
generalizarse bien a nuevos datos, entonces no podra realizar las tareas de clasificacion o
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prediccion para las que fue disenado. Si los datos de entrenamiento tienen una tasa de
error baja y los datos de prueba tienen una tasa de error alta, indica un sobreajuste [29].

. Cémo podemos evitar el sobreajuste?

A continuacién, se muestran una serie de técnicas que pueden ayudar a evitar el sobre-
ajuste [29]:

= Parada anticipada: Este método busca pausar el entrenamiento antes de que el
modelo comience a aprender el ruido dentro del modelo. Este enfoque corre el riesgo
de detener el proceso de entrenamiento demasiado pronto, lo que lleva al problema
opuesto de subajuste. Encontrar el punto 6ptimo entre el subajuste y el sobreajuste
es el objetivo final aqui.

= Entrenar con mas datos: Expandir el conjunto de entrenamiento para incluir mas
datos puede aumentar la precisiéon del modelo al brindar méas oportunidades para
analizar la relacion dominante entre las variables de entrada y salida. Dicho esto,
este es un método mas eficaz cuando se inyectan datos limpios y relevantes en el
modelo. De lo contrario, podria continuar agregando més complejidad al modelo,
haciendo que se sobreajuste.

» Aumento de datos: Si bien es mejor inyectar datos limpios y relevantes en sus
datos de entrenamiento, a veces se agregan datos ruidosos para hacer que un modelo
sea més estable. Sin embargo, este método debe realizarse con prudencia.

= Seleccion de caracteristicas: Cuando construye un modelo, tendra una serie de
parametros o caracteristicas que se utilizan para predecir un resultado dado, pero
muchas veces, estas caracteristicas pueden ser redundantes para otras. La seleccidon
de caracteristicas es el proceso de identificar las méas importantes dentro de los datos
de entrenamiento y luego eliminar las irrelevantes o redundantes.

= Regularizacién: Si se produce un sobreajuste cuando un modelo es demasiado com-
plejo, tiene sentido que reduzcamos el nimero de funciones. Pero jqué pasa si no
sabemos qué entradas eliminar durante el proceso de seleccion de funciones? Si no
sabemos qué caracteristicas eliminar de nuestro modelo, los métodos de regulariza-
cién pueden ser particularmente ttiles. La regularizacién aplica una penalizacién a
los parametros de entrada con los coeficientes més grandes, lo que posteriormente
limita la cantidad de varianza en el modelo. Si bien existen varios métodos de regu-
larizacién, como la regularizaciéon L1, la regularizaciéon de Lasso y la deserciéon, todos
buscan identificar y reducir el ruido dentro de los datos.

3.4. Normalizacion de los datos

Para que funcionen mejor muchos algoritmos de Machine Learning, hay que normalizar
las variables de entrada al algoritmo. Normalizar significa, en este caso, comprimir o
extender los valores de la variable para que estén en un rango definido. Lo primero de
todo es preprocesar los datos para facilitarle la faena lo méximo posible a nuestra red. En
caso contrario, puede pasarnos que, por ejemplo, al tener datos que van de 0 a 255, la red
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nunca llegue a aprender nada [32].

El objetivo de la normalizaciéon es transformar los atributos para que estén en una
escala similar. Esto mejora el rendimiento y la estabilidad del entrenamiento del modelo.

3.4.1. Técnicas de normalizacion

Cuatro técnicas comunes de normalizaciéon que pueden ser tutiles son las siguientes:

Escalamiento a un rango.

Recorte.

Escalamiento logaritmico.

Puntuacion z.

En la Figura 3.1 se muestra el efecto de cada técnica de normalizacion en la distribucion
de la caracteristica sin procesar (precio). Los graficos se basan en el conjunto de datos del
Yearbook de Automotive de Ward de 1985 que forma parte del UCI Machine Learning
Repository en Automobile Data Set [32].

Precio (sin procesar) Escalamiento a un rango Recorte
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Escalamiento logaritmico Puntuacién z
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8s 20 as 100 105 10 1 1 2 3 4

Figura 3.1: Técnicas de normalizacion (Figura extraida de [32]).
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Escalamiento a un rango

El escalamiento significa convertir los valores de atributos de punto flotante de su rango
natural (por ejemplo, de 100 a 900) en un rango estandar, por lo general, de 0 a 1 (o a
veces de -1 a +1). La siguiente formula nos ayuda a escalar nuestros datos a un rango:

o/ = L Tmin_ (3.1)

Tmazr — LTmin

donde:
= Tin €s el dato més pequeno del conjunto de datos.
= Tar €S el dato méas grande del conjunto de datos.

El escalamiento a un rango es una buena opcién cuando se cumplen las siguientes
condiciones:

= Se conoce los limites inferior y superior aproximados de los datos con pocos valores
atipicos o sin valores atipicos.

= Los datos se distribuyen de manera aproximadamente uniforme en ese rango.

Recorte

Si el conjunto de datos contiene valores atipicos extremos, se puede probar el recorte
de atributos, que limita todos los valores de atributos anteriores (o inferiores) a un valor
determinado. Por ejemplo, se puede recortar todos los valores de temperatura por encima
de 40 para que sean exactamente 40. Puedes aplicar el recorte de atributos antes o después
de otras normalizaciones.

Escalamiento logaritmico

El escalamiento logaritmico es util cuando varios de tus valores tienen muchos puntos,
mientras que la mayoria de los demas valores tienen pocos puntos. Esta distribuciéon de
datos se conoce como distribuciéon de ley de energia. Las calificaciones de peliculas son un
buen ejemplo. En la Figura 3.2, la mayoria de las peliculas tienen muy pocas calificaciones
(los datos en la cola), mientras que unas pocas tienen muchas calificaciones (los datos en
la cabeza). El escalamiento logaritmico cambia la distribucion, lo que ayuda a mejorar el
rendimiento del modelo.

La formula para realizar esta técnica es la siguiente:

7' = log(x).
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Ratings per movie Log ratings per movie

Figura 3.2: Ejemplo de la técnica escalamiento logaritmico (Figura extraida de [32]).

Puntuacién Z

La puntuaciéon Z es una variacién del escalamiento que representa la cantidad de
desviaciones estandar de la media. Usa la puntuacién Z para garantizar que las distri-
buciones de atributos tengan una media = 0 y un valor de desviacién estandar igual
a 1. Es atil cuando hay algunos valores atipicos, pero no tan extremo que necesitas recortar.

La férmula para calcular la puntuacién z de un punto, x, es la siguiente:

.%'/: (.CC—,U,)
o )

donde:
= 1 es la media del conjunto de datos.

» 0 es la desviacion estandar del conjunto de datos, recordando que o = /Var(z;).
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3.5. Perceptron

Los perceptrones fueron desarrollados en las décadas de 1950 y 1960 por el cientifico
Frank Rosenblatt, inspirado en trabajos anteriores de Warren McCulloch y Walter Pitts.
Hoy en dia, es mas comin utilizar otros modelos de neuronas artificiales. Pero para
entender los otros tipos de neuronas, vale la pena comprender primero los perceptrones.

Entonces, ;jcomo funcionan los perceptrones? Un perceptréon toma varias entradas
binarias, x1,r3, ..., y produce una sola salida binaria:

X4
X2 Salida

X3

Figura 3.3: Diagrama de perceptron (De autoria propia).

En la Figura 3.3 se muestra un perceptrén que tiene tres entradas, x1, x2, 3. En general
podria tener mas o menos entradas. Rosenblatt propuso una regla simple para calcular la
salida. Introdujo pesos, w1, ws, ..., w; nimeros reales que expresan la importancia de
las entradas respectivas a la salida donde w; € (0,1). La salida de la neurona es 0 o 1,
estd determinada por si la suma ponderada ) ; Wj; €s menor o mayor que algin valor
de umbral. Al igual que los pesos, el umbral es un niimero real que es un parametro de la
neurona. En términos algebraicos es lo siguiente:

Salida — 0 s? > wjr; < umbral. (3.2)
1 si > wjz; > umbral.

Simplifiquemos la forma en que describimos los perceptrones. La condiciéon ) S WiTj >
umbral es engorrosa y se puede hacer dos cambios de notacién para simplificarla. El primer
cambio es escribir }; wj;z; como un producto escalar, w -z = ., wj;z;, donde w y x
son vectores con la misma dimensién cuyos componentes son los pesos y las entradas,
respectivamente. El segundo cambio es mover el umbral al otro lado de la desigualdad y

reemplazarlo por lo que se conoce como el sesgo del perceptrén, b = —umbral. Usando el
sesgo en lugar del umbral, la regla del perceptréon se puede reescribir:
. 0 si w-z+b<o.
Salida = . - (3.3)
1 si w-xz+b>0.

Introducir el sesgo es solo un pequenio cambio en cémo describimos los perceptrones,
pero la ventaja es que conduce a més simplificaciones de notacién. Debido a esto, no
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usaremos el umbral, siempre usaremos el sesgo.

En general, dentro de cada neurona ocurre la siguiente ecuacion:

w1
XWt = Bl [ e 4
= (21,22, .yzn) | . | = Zm,wz. (3.4)
: i=1
Wn,

El valor de la ecuacién anterior se le conoce como el valor neto de entrada a la neu-
rona. Luego, este valor se pasa por una funciéon, conocida como funcién de activaciéon, ver
Ecuacion (3.5), que transforma el valor neto de entrada en un valor de salida.

¢ Zﬂfz’wz’ . (3.5)
i=1

En la Figura (3.4) se observa el comportamiento de una red neuronal artificial.

X1 ———————> Wi
X ——  w o) ——y
X3 ——— W3
Funcion
Entradas Pesos Sumatoria de Salida
activacion

Figura 3.4: Comportamiento de una neurona artificial (De autoria propia).

3.6. Funcion de activacion

En la salida de la neurona, existe un filtro o umbral, que modifica el valor del resultado
o impone un limite que se debe sobrepasar para decidir si una neurona debe activarse o no.
Esta funcién se denomina funcién de activacién. Una funcién de activacion es, por tanto,
una funcién que transmite la informacién generada por la combinacién lineal de los pesos
y las entradas, es decir, son la manera de transmitir la informaciéon por las conexiones
de salida. La informacién puede ser transmitida sin modificacion, esto lo hace la funcién
identidad. Dado que el objetivo de las redes neuronales es poder resolver problemas cada
vez més complejos, las funciones de activacién a menudo hacen que el modelo no sea
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lineal.

Las funciones de activacion mas utilizadas o conocidas son:

Funcién Lineal.

La funcién de activacién lineal, también conocida como sin activacién o funcién
identidad es donde la activacién es proporcional a la entrada. La funcién no hace
nada con la suma ponderada de la entrada, simplemente devuelve el valor que se le
dio. La funcién de activacién lineal es la siguiente:

f(z) ==z, para z € [—00,00]. (3.6)

En la Figura (3.5) podemos ver su comportamiento grafico.

Figura 3.5: Grafica de la funcién lineal.

Funcién Escalon.

La funcién escalén es también conocida como funcién de paso binario o funciéon
umbral, esta funcién depende un valor de umbral que decide si una neurona debe
activarse o no.

La entrada alimentada a la funciéon de activacién se compara con un cierto
umbral; si la entrada es mayor que ella, entonces la neurona se activa; de lo
contrario, se desactiva. Mateméticamente se puede representar como:

o) = 0 para xz <0, (3.7)

1 para x >0.

En la Figura (3.6) podemos ver su comportamiento grafico.
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-0.5 0 0.5

Figura 3.6: Gréfica de la funcién escaldn.

= Funcién Sigmoide.

Esta funcién también conocida como funcién logistica, esta en un rango de valores de
salida entre cero y uno por lo que la salida es interpretada como una probabilidad.
Si se evalia la funcién con valores de entrada muy negativos, la funcién seréd
igual a cero, si se evalta en cero la funcién darda 0.5 y en valores altos su valor es
aproximadamente a 1.

Matematicamente se puede representar como:

1

f(z) = Ttrea’

para x € [0,1]. (3.8)

Actualmente la sigmoide no es una funciéon muy utilizada debido a que no esté cen-
trada y esto afecta en el aprendizaje y entrenamiento de la neurona por lo que influye
con el problema de desaparicién de gradiente.

En la Figura (3.7) podemos ver su comportamiento grafico.

-

05

Figura 3.7: Gréafica de la funcion sigmoide.
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s Funcién ReLu.

ReLu (Rectified Lineal Unit) significa Unidad lineal rectificada. Esta funcion es la
mas utilizada en este momento debido a que permite el aprendizaje muy rapido en
las redes neuronales. Si a esta funcién se le da valores de entrada muy negativos el
resultado es cero, pero si se le da valores positivos queda igual y ademés el gradiente
de esta funcion sera cero en el segundo cuadrante y uno en el primer cuadrante.
Cuando se tiene que la funcién es igual a cero y su derivada también lo es se genera
lo que es la muerte de neuronas.

Matematicamente se puede representar como:

f(z) = méx (0, z). (3.9)

En la Figura (3.8) podemos ver su comportamiento grafico.

Figura 3.8: Grafica de la funcion ReLu.

» Funcién Tangente Hiperbdlica.

La funcién tangente hiperbolica es muy similar a la funcion de activacion sigmoide,
e incluso tiene la misma forma de S con una diferencia en el rango de salida de -1 a
1. En esta funcion, cuanto mayor sea la entrada (méas positiva), més cercano sera el
valor de salida 1.0, mientras que cuanto menor sea la entrada (més negativa), mas
cerca estara la salida -1.0. Mateméticamente se puede representar como:

et —e T

)= S (3.10)

er 4 e’

En la Figura (3.9) podemos ver su comportamiento grafico.
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Figura 3.9: Grafica de la funcién Tangente hiperbélica.

3.7. Red neuronal artificial

Las redes neuronales, también conocidas como redes neuronales artificiales, son un
subconjunto del machine learning y estan en el corazén de los algoritmos de aprendizaje
profundo. Su nombre y estructura estan inspirados en el cerebro humano, imitando la
forma en que las neuronas biolégicas se envian sefiales entre si.

Las redes neuronales se componen de capas de neuronas artificiales, que contienen
una capa de entrada, una o mas capas ocultas y una capa de salida. Cada neurona, se
conecta con otro y tiene asociado un peso y un umbral.

Las redes neuronales se basan en datos de entrenamiento para aprender y mejorar
su precision con el tiempo. Sin embargo, una vez que estos algoritmos de aprendizaje
se ajustan con precisién, se convierten en herramientas poderosas en informética e
inteligencia artificial, lo que nos permite clasificar y agrupar datos a alta velocidad [27].

3.8. La arquitectura de las redes neuronales

Como se menciond anteriormente, una red neuronal estd formada por capas por
ejemplo en la Figura 3.10(a) se muestra una red neuronal donde la capa que estd mas a
la izquierda en esta red se llama capa de entrada (input layer), y las neuronas dentro de
la capa se llaman neuronas de entrada. La capa que estd mas a la derecha se le llama
capa de salida (output layer) y contiene las neuronas de salida o, como en este caso, una
tnica neurona de salida. La capa intermedia se denomina capa oculta (hidden layer),
va que las neuronas de esta capa no son ni entradas ni salidas, esta capa recibe los
valores de la capa de entrada, ponderado por los pesos (flechas negras). La red anterior
tiene una sola capa oculta, pero algunas redes tienen varias capas ocultas. Por ejem-
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Capa de Capa Capa de
entrada oculta salida

(a) Diagrama de una red neuronal con una capa oculta.

Capa de Capas Capa de
entrada ocultas salida

(b) Diagrama de una red neuronal con dos capas ocul-
tas.

Figura 3.10: Ejemplos de redes neuronales (De autoria propia).

plo, en la Figura 3.10(b) se muestra una red de cuatro capas la cual tiene dos capas ocultas.

De manera un tanto confusa, y por razones historicas, estas redes de multiples ca-
pas a veces se denominan perceptrones multicapa o MLP.

Si bien el diseno de las capas de entrada y salida de una red neuronal suele ser
sencillo, el diseno de las capas ocultas puede ser todo un arte. En particular, no es posible
resumir el proceso de disenio de las capas ocultas con algunas reglas generales simples.
En cambio, los investigadores de redes neuronales han desarrollado muchas heuristicas de
diseno para las capas ocultas, que ayudan a las personas a obtener el comportamiento
que desean de sus redes. Por ejemplo, tales heuristicas se pueden usar para ayudar a
determinar cémo compensar la cantidad de capas ocultas con el tiempo requerido para
entrenar la red [34].

Hasta ahora, hemos estado discutiendo redes neuronales donde la salida de una ca-
pa se usa como entrada para la siguiente capa. Este tipo de redes se denominan redes
neuronales feedforward. Esto significa que no hay bucles en la red. Si tuviéramos
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bucles, terminariamos con situaciones en las que la entrada a la funcién de activacién
dependiera de la salida. Eso seria dificil de entender, por lo que no permitimos tales bucles.

Sin embargo, existen otros modelos de redes neuronales artificiales en los que son
posibles los bucles de retroalimentaciéon. Estos modelos se denominan redes neuronales
recurrentes. La idea en estos modelos es tener neuronas que se disparen durante un
periodo de tiempo limitado, antes de volverse inactivas. Ese disparo puede estimular otras
neuronas, que pueden dispararse un poco mas tarde, también por una duracién limitada.
Eso hace que se disparen aiin més neuronas, y asi, con el tiempo, obtenemos una cascada
de disparos de neuronas. Los bucles no causan problemas en dicho modelo, ya que la salida
de una neurona solo afecta su entrada en un momento posterior, no instantaneamente

[34].

Las redes neuronales se pueden clasificar en términos generales en redes neuronales
feedforward, redes neuronales recurrentes y sus hibridos, en la Figura 3.11 se muestra
algunos ejemplos de estos [33].

e
\\\_//

(a) Red neuronal feedforward.

(b) Red neuronal recurrente.

Figura 3.11: Tipos de redes neuronales (De autoria propia).
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3.9. Funciéon de Costo

En un modelo de Machine Learning se busca tener un nivel alto de precisién para
funcionar bien con aplicaciones del mundo real. Pero ;como calcular la precision del
modelo?, es decir, jqué tan bien o mal funcionara nuestro modelo en el mundo real? En
tal caso, surge la funcién de costo.

;,Qué es la funcion de costo?

Una funcién de costo es un parametro importante que determina qué tan bien fun-
ciona un modelo de Machine Learning para un conjunto de datos determinado. Calcula la
diferencia entre el valor esperado y el valor pronosticado.

Una vez que entrenamos nuestro modelo, queremos ver qué tan bien se estd desem-
pefiando. Aunque hay varias funciones de precision que le indican el rendimiento de su
modelo, no le daran informacién para mejorarlas. Por lo tanto, necesitamos una funcién
que pueda encontrar cuando el modelo es mas preciso al encontrar el punto entre el
modelo subentrenado y el sobreentrenado.

En otras palabras, "La funcién de costo mide qué tan equivocado estd el modelo,
al estimar la relacién entre el parametro X (entrada) y Y (salida)". Una funciéon de
costo a veces también se denomina funcién de pérdida y se puede estimar ejecutando
iterativamente el modelo para comparar las predicciones estimadas con los valores
conocidos.

Las funciones de costo pueden ser de varios tipos dependiendo del problema. No
obstante, se pueden clasificar en tres tipos, que son los siguientes:

= Funcién de costo de regresion.
» Funciones de costo de clasificacion binaria.

= Funciéon de costo de clasificacidén multiclase.

Como en este trabajo se plantea un problema de regresiéon entonces describiremos las
funciones de costo para este problema.

Funcién de costo de regresion

Los modelos de regresion se usan para hacer una predicciéon de las variables continuas,
como el precio de productos, la prediccién de la temperatura, las predicciones de acciones,
etc. Las funciones de costo de regresion se calculan basado en la distancia, como:

Costo = Dato real — Dato pronosticado.

Las funciones de costo de regresion comtnmente utilizadas son las siguientes:
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3.9.1. Error cuadratico medio

El Error cuadratico medio (MSE, por sus siglas en inglés, Mean Squared Error), es
uno de los métodos de funcién de costo mas utilizados. Mide el promedio de los errores al
cuadrado, es decir, la diferencia entre el valor real y el valor pronosticado.

La férmula para calcular el MSE se da a continuacion:

Clw,b) = 53 lly(e) —al?, (3.11)

donde w denota la coleccién de todos los pesos en la red, b todos los sesgos, n es el niimero
total de entradas de entrenamiento, a es el vector de salidas de la red cuando se ingresa
z y la suma es sobre todas la entradas de entrenamiento, x. Por supuesto, la salida a
depende de x, w y b, pero para simplificar la notacién, no se indicada explicitamente esta
dependencia.

Al inspeccionar la forma de la funcion de costo cuadratica, vemos que C(w,b) no
es negativa, ya que todos los términos de la suma no son negativos. Ademas, la funcion
de costo C(w,b) se vuelve pequeno, es decir, C(w,b) ~ 0, precisamente cuando y(x) es
aproximadamente igual a la salida, a, para todas las entradas de entrenamiento, x [34].

En el MSE, cada error se eleva al cuadrado y ayuda a reducir una pequena desvia-
cion en la predicciéon. Pero si el conjunto de datos tiene valores atipicos, entonces el
cuadrado de este error aumentara ain més el error. Por lo tanto, podemos decir que el
MSE es menos resistente a los valores atipicos.

3.9.2. Error absoluto medio

El error absoluto medio (MAE, por sus siglas en inglés, Mean Absolute Error), consiste
en promediar el error absoluto de las predicciones. La féormula para calcular el error absoluto
medio se da a continuacién:

Clwb) = - |y(x) —al, (312)

donde w denota la coleccién de todos los pesos en la red, b todos los sesgos, n es el niimero
total de entradas de entrenamiento, a es el vector de salidas de la red cuando se ingresa x
v la suma es sobre todas las entradas de entrenamiento, x.

El MAE no se ve afectado por el ruido o los valores atipicos, por lo que ofrece me-
jores resultados si el conjunto de datos tiene ruido o valores atipicos a comparacion del
MSE.
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3.10. Aprendizaje con Descenso de Gradiente (Gradient des-
cent)

Ahora que tenemos un disefio para nuestra red neuronal, jcéomo puede aprender
nuestra red?.

Lo que nos gustaria es un algoritmo que nos permita encontrar pesos (w) y sesgos (b) para
que la salida de la red se aproxime a y(z) para todas las entradas de entrenamiento x.
Para cuantificar qué tan bien estamos logrando este objetivo se usa alguna funcién de costo.

El objetivo de nuestro algoritmo de entrenamiento serd minimizar la funcién de
costo C(w, b) en funcion de los pesos y sesgos. En otras palabras, queremos encontrar un
conjunto de pesos y sesgos que hagan que el costo sea lo mas pequeno posible. Lo haremos
usando un algoritmo conocido como Descenso de Gradiente [34].

Descenso de Gradiente es un algoritmo de optimizacién que se usa cominmente pa-
ra entrenar modelos de machine learning y redes neuronales. Los datos de entrenamiento
ayudan a estos modelos a aprender con el tiempo, y la funcién de costo dentro del
Descenso de Gradiente actia especificamente como un barémetro, midiendo su precision
con cada iteracion de actualizaciones de pardametros. Hasta que la funcién sea cercana
o igual a cero, el modelo continuara ajustando sus pardmetros para producir el menor
error posible. Una vez que los modelos de aprendizaje automatico se optimizan para la
precision, pueden ser herramientas poderosas para aplicaciones de inteligencia artificial
(IA) y ciencias de la computacion [28].

. Como funciona el algoritmo Descenso de Gradiente?

Para comprender facilmente el algoritmo Descenso de Gradiente supongamos que
estamos tratando de minimizar alguna funcion, C(v). Esta podria ser cualquier funcién
de valor real de muchas variables, v = v1,v9, .... Tengamos en cuenta que se reemplazé la
notacién w y b por v para enfatizar que esto podria ser cualquier funcién; ya no estamos
pensando especificamente en el contexto de las redes neuronales. Para minimizar C(v),
ayuda imaginar a C' como una funcién de solo dos variables, a las que llamaremos v1 y v
(véase Figura 3.12):

Y también utilicemos la siguiente analogia, pensemos en nuestra funcién como una
especie de valle e imaginamos una pelota rodando por la ladera del valle. Nuestra
experiencia cotidiana nos dice que la pelota finalmente rodara hasta el fondo del valle.
;Quizas podamos usar esta idea como una forma de encontrar un minimo para la funcién?
Elegiriamos al azar un punto de partida para una pelota (imaginaria) y luego simulariamos
el movimiento de la pelota mientras rodaba hacia el fondo del valle. Podriamos hacer esta
simulacion simplemente calculando las derivadas (y quizas algunas segundas derivadas) de
C'; esas derivadas nos dirfan todo lo que necesitamos saber sobre la forma local del valle y
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Figura 3.12: Ejemplo del funcionamiento del algoritmo Descenso de Gradiente (Figura
extraida de [34]).

por lo tanto, cémo deberia rodar nuestra bola.

En realidad, no vamos a tomarnos la analogia de la pelota rodando tan en serio,
estamos disenando un algoritmo para minimizar C, no desarrollando una simulacion
precisa de las leyes de la fisica.

Pensemos en lo que sucede cuando movemos la pelota una pequena cantidad de
Awip en la direccién v y una pequena cantidad de Awy en la direccion vs. El calculo nos
dice que C' cambia de la siguiente manera:

oC oC
AC =~ %A’Ul + %A’Ug. (313)

Vamos a encontrar una manera de elegir Av; y Awv, para que AC sea negativo; es
decir, los elegiremos para que la pelota ruede hacia el valle. Para descubrir cémo hacer
tal eleccion, es ttil definir Av como el vector de cambios en v, Av = (Avy, Avg)T |
convirtiendo los vectores de fila en vectores de columna . También definiremos el gradiente

T
de C' como el vector de derivadas parciales, (3—5’;, 37(’;) . Denotamos el vector gradiente

por VC, es decir:

oC oc\7T
= (== =) . 14
VC ((91)178’1)2) (3 )

Con lo anterior, la Expresion (3.13) para AC' se puede reescribir como:

AC = VC - Av. (3.15)

Esta ecuaciéon ayuda a explicar por qué VC se llama vector gradiente: VC' relaciona
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los cambios en v con los cambios en C, tal como esperariamos que hiciera algo llamado
gradiente. Pero lo realmente emocionante de la ecuacién es que nos permite ver como elegir
Av para hacer que AC sea negativo. En particular, supongamos que elegimos:

Av = -V, (3.16)

donde 7 es un pardmetro positivo pequeno (conocido como tasa de aprendizaje). Entonces
la Ecuacién (3.15) nos dice que AC ~ —nVC-VC = —n||VC|[2. Debido a que ||[VC|> > 0,
esto garantiza que AC < 0, es decir, C siempre disminuira, nunca aumentara, si cambia-
mos v de acuerdo con la Ecuaciéon de (3.16). (Dentro, por supuesto, de los limites de la
aproximacion en la Ecuacion (3.15)). jEsta es exactamente la propiedad que queriamos! Y
entonces tomaremos la Ecuacion (3.16) para definir la “ley de movimiento” para la pelota
en nuestro algoritmo de descenso de gradiente. Es decir, usaremos la Ecuacion (3.16) para
calcular un valor para Av, luego moveremos la posicion v de la pelota en esa cantidad:

v—v =v-—nVC. (3.17)

Entonces usaremos esta regla de actualizaciébn nuevamente, para hacer otro movi-
miento. Si seguimos haciendo esto, una y otra vez, seguiremos disminuyendo C' hasta que
lleguemos a un minimo global.

En resumen, la forma en que funciona el algoritmo Descenso de Gradiente es calcu-
lar repetidamente el gradiente VC' y luego moverse en la direccién opuesta, cayendo por
la pendiente del valle. Podemos visualizarlo en la Figura (3.13):

“ 2

Figura 3.13: Segundo ejemplo del funcionamiento del algoritmo Descenso de Gradiente
(Figura extraida de [34]).
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Para lograr que el algoritmo Descenso de Gradiente funcione correctamente, debe-
mos elegir que la tasa de aprendizaje n sea lo suficientemente pequena como para que la
Ecuaciéon (3.15) sea una buena aproximacion. Si no lo hacemos, podriamos terminar con
AC > 0. Al mismo tiempo, no queremos que 7 sea demasiado pequeno, ya que eso hara
que los cambios de Av sean pequenos y por lo tanto, el algoritmo Descenso de Gradiente
funcionara muy lentamente. En las implementaciones practicas, n suele variar, de modo
que la Ecuacion (3.15) sigue siendo una buena aproximacion.

Se ha explicado el algoritmo Descenso de Gradiente cuando C es una funciéon de
solo dos variables. Pero, de hecho, todo funciona igual de bien incluso cuando C' es una
funcién de muchas més variables. Supongamos en particular que C' es una funciéon de m
variables, v1, ..., Uy,. Entonces el cambio AC en C' es producido por un pequeno cambio

Av = (Avy, ..., Avy,)T es:
AC = VC - Av, (3.18)
donde el gradiente VC es el vector:
T
VC = (80 o¢ ) . (3.19)

dvy” T oy,

Al igual que para el caso de dos variables, podemos elegir:

Av = -—nVC, (3.20)

y estamos garantizados que nuestra Expresion (3.18) (aproximada) para AC' seréa negativa.
Esto nos da una forma de seguir el gradiente al minimo, incluso cuando C' es una funcién
de muchas variables, aplicando repetidamente la regla de actualizacion:

v—v =v-—nVC. (3.21)

Ahora ;Cémo podemos aplicar el algoritmo Descenso de Gradiente para aprender
en una red neuronal? La idea es usar el algoritmo Descenso de Gradiente para encontrar
los pesos wy, y los sesgos b; que minimizan la funcién de costo. Para ver como funciona esto,
reformulemos la regla de actualizacion del algoritmo, con los pesos y sesgos reemplazando
las variables v;. En otras palabras, nuestra “posiciéon” ahora tiene componentes wy y by, y
el vector gradiente VC' tiene componentes correspondientes dC /0wy y 0C/0b;.

Escribiendo la regla de actualizacién del algoritmo Descenso de Gradiente en térmi-
nos de componentes, tenemos:

oC

Wy — W), = Wk, — na—wk. (3.22)
oC
by — by =b —n—m-. 2
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Al aplicar repetidamente esta regla de actualizacion, podemos bajar la colina y, encon-
trar un minimo de la funcién de costo. En otras palabras, esta es una regla que se puede
usar para que una red neuronal aprenda.

3.10.1. Descenso de gradiente estocastico (Stochastic Gradient Desent)

Desafortunadamente el algoritmo Descenso de Gradiente en la practica, cuando la
cantidad de entradas es muy grande, puede llevar mucho tiempo y por lo tanto, el
aprendizaje ocurre lentamente. Para hacer mas rapido el algoritmo podemos utilizar el
algoritmo llamado Descenso de gradiente estocéstico.

El cual consiste en tomar un subconjunto para estimar el gradiente VC' calculando
VC, para una pequena muestra de entradas de entrenamiento elegidas al azar. Al
promediar esta pequena muestra, resulta que podemos obtener rapidamente una buena
estimacion del verdadero gradiente VC', y esto ayuda a acelerar el algoritmo Descenso de
Gradiente y por lo tanto el aprendizaje [34].

Para hacer estas ideas mas precisas, el Descenso de gradiente estocéstico funciona
seleccionando al azar un pequeno nimero m de entradas de entrenamiento elegidas al azar.
Etiquetaremos esas entradas de entrenamiento aleatorias como X1, Xo, ..., X,,, vy se refieren
a ellos como un mini lote (mini-batch). Siempre que el tamano de la muestra m sea lo
suficientemente grande, esperamos que el valor promedio de VCx; sea aproximadamente
igual al promedio de todos los VCy, es decir:

Z;n:1 VCX]' N Zx vC, _

m - n N

donde la segunda suma es sobre todo el conjunto de datos de entrenamiento. Intercam-
biando lados obtenemos:

Ve, (3.24)

1 m
VO~ —3 VCx,, (3.25)
j=1
lo cual nos dice que podemos estimar el gradiente general calculando gradientes solo para
el mini-lote elegido al azar.

Para conectar esto explicitamente con el aprendizaje en las redes neuronales, su-
pongamos que wy y b; denotan los pesos y sesgos en nuestra red neuronal. Luego, el
Descenso de gradiente estocéstico funciona seleccionando un mini-lote elegido al azar de
entradas de entrenamiento y entrenando asi tenemos:

5 _n OCXJ
Wy = Wy, = W — j Gy (3.26)
ICx.
by — b = b — j 3.97
P by =bi— o, , (3.27)

donde las sumas son sobre todos los datos de entrenamiento X; en el mini-lote actual.
Luego elegimos otro mini-lote elegido al azar y entrenamos con esos. Y asi sucesivamente,
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hasta que hayamos agotado las entradas de entrenamiento, a lo que se dice que completa
una época de entrenamiento. En ese momento comenzamos de nuevo con una nueva época.

3.11. Aprendizaje con Backpropagation

Anteriormente vimos céomo las redes neuronales pueden aprender sus pesos y sesgos
utilizando el algoritmo Descenso de gradiente. Sin embargo, hubo una brecha en la
explicacion: no discutimos cémo calcular el gradiente de la funcién de costo. Un algoritmo
rapido para calcular tales gradientes es conocido por el nombre de Backpropagation.

El algoritmo de backpropagation se introdujo originalmente en la década de 1970,
pero su importancia no se aprecié por completo hasta un famoso articulo de 1986 de
David Rumelhart, Geoffrey Hinton y Ronald Williams. Ese documento describe varias
redes neuronales en las que el algoritmo backpropagation funciona mucho més réapido que
los enfoques anteriores de aprendizaje, lo que hace posible el uso de redes neuronales para
resolver problemas que antes eran insolubles [34].

El aprendizaje con el algoritmo Backpropagation es el mas popular para realizar
tareas de aprendizaje supervisado. No solo se usa para entrenar redes feedforward, sino
que también se adapta a redes neuronales recurrentes. Gracias al algoritmo Backpropaga-
tion, una red neuronal puede estar formada por multiples capas [33].

En el corazon del algoritmo backpropagation hay una expresion para la derivada
parcial 9C' /0w de la funcion de costo C' con respecto a cualquier peso w (o sesgo b) en la
red. La expresion nos dice qué tan rapido cambia el costo cuando cambiamos los pesos y
sesgos. Y si bien la expresion es un tanto compleja, también tiene una belleza, ya que cada
elemento tiene una interpretaciéon natural e intuitiva. Y asi, el backpropagation no es solo
un algoritmo rapido para aprender. En realidad, nos brinda informacion detallada sobre
como cambiar los pesos y sesgos para cambiar el comportamiento general de la red [34].

({Como funciona el algoritmo Backpropagation?

El objetivo del algoritmo backpropagation es calcular las derivadas parciales 9C/0w y
0C'/0b de la funcion de costo C' con respecto a cualquier peso w o sesgo b en la red. Para
explicar el algoritmo necesitamos la siguiente notacion:

] wé-k: Peso del enlace entre la neurona k de la capa [ — 1 y la neurona j de la capa [.

] bé-: Sesgo de la neurona j en la capa .

. aé-: Activacion (salida) de la neurona j en la capa [, donde aé =o(> s wékai;_l + bé)

En la Figura 3.14 se encuentra un diagrama donde se muestran ejemplos del uso de

estas notaciones, por ejemplo, muestra el peso de una conexién desde la cuarta neurona
en la segunda capa hasta la segunda neurona en la tercera capa de una red.
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Capa 1 Capa 2 Capa 3

Figura 3.14: Ejemplo del uso de la notaciéon para el algoritmo Backpropagation (Figura
extraida de [34]).

Al argumento de la funcién o le llamaremos zé, en otras palabras zé- => wé- kafl —I—bé.

Para emplear la notacién compacta, es necesario vectorizar la funcion o (funcion de
activacion), es decir o(2); = o(z;).

De modo que podemos escribir:

al =co(wla =t + ), donde 2'=wla"t 4+ (3.28)

por lo que:

Ahora como:

entonces:
oC 1 oC,
— == . 3.29
ow n ~ ow ( )
Ahora nos enfocaremos en calcular:
oC, 0C,
ow Y ob -
Definiremos una variable auxiliar llamada error:
oC.
l x
5j =4 (3.30)

o bien
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sl=|9|. (3.31)

Empezaremos calculando 5JL (el error de la tltima capa):
P %%
J 8@5; 3ZJ-L

pero como C, = %Hy(x) — ||

o0, da¥  Oo(z)
“out VW4 Y G =i =)
J J J
es decir:
oC
L T L
0y = 519 (%)

oC. dC, 0z oC
8 =—F= donde: o=
j 8z§. Z PSR onde ’l€+1 j
entonces:
azlJrl
_ ki1
5] - Z azl 0

Notemos también que:
l+1 Z wl+1 Ly b?—l

por lo que:

azl—l-l
%k 1+1 s
=W o (z]-)
0z; J

al sustituir tenemos:

E wl+1 / 5l+1

Finalmente,
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l
8Cx _ 8Cx azj _ 51' 0 (Z wl‘kai—l 4 bl-_1>
8w§k Gzé- Owé.k ]8w§k - J J

0C,

— 5l‘(llil.
! 17k
8ugk
De forma similar se obtiene:
oCc, 5
ot I

Resumiendo:

1. 6 =VC, © o' (z).

2. 6" = ()T © o’ (2') o bien 85 = 37, wgla’(z;)éf;“l.

0Cy _ sl
3. 6! —6j.
9C, _ 1-141
4. ol = a, 5j.

Nota: ® representa el producto Hadamard (entrada por entrada).

3.11.1. Algoritmo

El algoritmo es como sigue:

1. Input x: Propagamos hacia adelante 1 vez y guardamos en memoria las a5 y zs.

2. Calculamos el error 6%:
6t =v.Codh).

3. Propagamos hacia atras el error: Calcular para cada capa
5l — ((wl+1)T5l+1) o) O'I(Zl).
4. Salida: Finalmente calculamos las componentes del gradiente

oC,
811);. K

_ -1
= a

ocC.

l T _ gl
i Y =
J
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3.12. Aprendizaje profundo

Gracias al algoritmo Backpropagation se puede utilizar varias capas en una red
neuronal, esto se conoce como Aprendizaje profundo.

El aprendizaje profundo es un tipo de técnica de machine learning que se basa en
el cerebro humano. Los algoritmos de aprendizaje profundo analizan los datos con una
estructura logica similar a la que utilizan los humanos. El aprendizaje profundo utiliza
sistemas inteligentes, denominados redes neuronales artificiales, para procesar informacion
por capas. Los datos fluyen desde la capa de entrada a través de varias capas de redes
neuronales “profundas” ocultas antes de llegar a la capa de salida. Las capas adicionales
ocultas permiten un aprendizaje mucho mas eficaz que el de los modelos estandar de
machine learning [25].

3.13. Optimizadores alternativos

El algoritmo Descenso de gradiente estocastico con Backpropagation da muy buenos
resultados y es muy popular, por ejemplo, en el problema de clasificaciéon de digitos. Sin
embargo, hay muchos otros enfoques para optimizar la funciéon de costo y, a veces, esos
otros enfoques ofrecen un rendimiento superior al Descenso de gradiente estocéstico.

3.13.1. Descenso de Gradiente con momentum

Para comprender la técnica de Descenso de Gradiente con momentum, pensemos
en la Figura original del Descenso de Gradiente (3.13), en la que considerdbamos una
pelota rodando hacia un valle. Anteriormente, observamos que el Descenso de Gradiente
es, solo vagamente similar a una pelota que cae al fondo de un valle. La técnica con
momentum modifica al Descenso de Gradiente de dos maneras que lo hacen méas similar
a la analogia fisica. Primero, introduce una nocién de “velocidad” para los parame-
tros que estamos tratando de optimizar. En segundo lugar, el método con momentum
introduce una especie de término de friccién que tiende a reducir gradualmente la velocidad.

Veamos una descripciéon matematica més precisa. Introducimos las variables de ve-
locidad v = v1,v2, ..., uno para cada variable w; correspondiente. Luego reemplazamos la
regla de actualizacion del Descenso de Gradiente w — w’ = w — nVC por:

v— v =pv—nVC (3.32)

w—w =w+. (3.33)

En estas ecuaciones, p es un hiperparametro que controla la cantidad de amortigua-
miento o friccién en el sistema. Para comprender el significado de las ecuaciones, es ttil
considerar primero el caso donde pu = 1, que corresponde a la ausencia de fricciéon. Cuando
ese es el caso, la inspeccion de las ecuaciones muestra que la “fuerza” VC' ahora modifica la
velocidad, v, y la velocidad controla la tasa de cambio de w. Intuitivamente, construimos
la velocidad agregando repetidamente términos de gradiente. Pensemos, por ejemplo, en
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lo que sucede si nos movemos en linea recta cuesta abajo:

Con cada paso, la velocidad se hace mayor cuesta abajo, por lo que nos movemos
mas y més rapidamente hacia el fondo del valle. Esto puede permitir que la técnica
de momentum funcione mucho mas rapido que el Descenso de Gradiente estandar.
Un problema es que una vez que lleguemos al fondo del valle nos pasaremos. O, si el
gradiente cambiara rapidamente, entonces podriamos estar moviéndonos en la direcciéon
equivocada. Esa es la razon del hiperparametro p en (3.32). Antes se menciond que p
controla la cantidad de friccion en el sistema; para ser un poco mas preciso, debe pensar
en 1 — p como la cantidad de fricciéon en el sistema. Cuando p = 1, como hemos visto,
no hay friccién y la velocidad estd completamente impulsada por el gradiente VC'. Por
el contrario, cuando pu = 0 hay mucha fricciéon, la velocidad no puede acumularse, y las
Ecuaciones (3.32) y (3.33) se reducen a la ecuaciéon usual para el Descenso de Gradiente,
w — w = w — nVC. En la practica, usar un valor de p intermedio entre 0 y 1 pue-
de darnos gran parte del beneficio de poder aumentar la velocidad, pero sin causar excesos.

Lo bueno de la técnica con momentum es que casi no requiere trabajo modificar una
implementacion de Descenso de Gradiente para incorporar momentum. En la practica, la
técnica con momentum se usa comtinmente y, a menudo, acelera el aprendizaje.

3.13.2. RMSProp (Root Mean Square Propagation)

El gradiente descendente estocastico con momentum usa una tnica tasa de apren-
dizaje para todos los parametros. Otros algoritmos de optimizacién buscan mejorar el
entrenamiento de red usando tasas de aprendizaje que difieren segiin el parametro y
pueden adaptarse automaéaticamente a la funciéon de pérdida que se optimiza. RMSProp
(propagacion del valor cuadréatico medio) es uno de estos algoritmos. Mantiene una media
movil de los cuadrados a nivel de elemento de los gradientes de parametros,

g1 = Bagi—1 + (1= B2) [VE(0)]?,

B9 es la tasa de decaimiento de la media movil. Los valores comunes de la tasa de decai-
miento son 0,9, 0,99 y 0,999. Las correspondientes longitudes medias de los gradientes
cuadrados son iguales a 1/(1 — f32), es decir, 10, 100 y 1000 actualizaciones de parametros,
respectivamente. Los lenguajes de programacion nos permiten especificar 8o. El algoritmo
RMSProp utiliza esta media moévil para normalizar las actualizaciones de cada parametro
individualmente,

VE(6
01 =10, — v EG)

VI e’

donde la divisiéon se realiza a nivel de elemento. Utilizando RMSProp se reducen de forma
efectiva las tasas de aprendizaje de los parametros con gradientes grandes y se incrementan
las tasas de aprendizaje de los parametros con gradientes pequenos. € es una constante
pequeiia anadida para evitar la divisién entre cero. También los lenguajes de programaciéon
nos permiten especificar €, pero el valor predeterminado normalmente funciona bien [31].
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3.13.3. ADAM (Adaptive Moment Estimation)

ADAM es un algoritmo para la técnica de optimizaciéon. El método es realmente
eficiente cuando se trabaja con un gran problema que involucra una gran cantidad de datos
o parametros. Requiere menos memoria y es eficiente. Intuitivamente, es una combinacién
del algoritmo Descenso de gradiente con momentum y el algoritmo RMSProp. Mantiene
una media moévil a nivel de elemento tanto de los gradientes de parametros como de sus
valores cuadrados,

my = Brmy—1 + (1 = 1)VE().

u = Bavir + (1 — B2) [VE(O))? -

Los lenguajes de programaciéon nos permiten especificar las tasas de decaimiento 5 y [o.
Adam usa las medias moviles para actualizar los pardmetros de red como:
nmi

O =0, — ——+
+1 l U+ €

Si los gradientes a lo largo de varias iteraciones son similares, utilizar una media
movil del gradiente permite a las actualizaciones de parametros coger impulso en una
determinada dimension. Si los gradientes contienen principalmente ruido, la media moévil
del gradiente se reduce, por lo que las actualizaciones de pardmetros también se reducen.
También los lenguajes de programacion nos permiten especificar e. El valor predeterminado
normalmente funciona bien, pero para ciertos problemas, un valor tan grande como 1
funciona mejor [31].

3.14. Redes Neuronales Recurrentes (RNN)

Una red neuronal recurrente (recurrent neural network) es una red neuronal artificial
que utiliza datos secuenciales o de series temporales. Estos algoritmos de aprendizaje pro-
fundo se utilizan a menudo para problemas secuenciales o temporales, como la traduccién
de un idioma a otro, reconocimiento de voz, anélisis del sentimiento y pronoésticos.

Al igual que las redes neuronales feedforward, las redes neuronales recurrentes usan
datos de entrenamiento para lograr aprender. Se distinguen por su “memoria”, ya que
toman informacion de entradas anteriores para utilizarse en los datos de entrada y en los
resultados.

Mientras que las redes neuronales profundas tradicionales asumen que los datos de
entrada y salida son independientes entre si, la salida de las redes neuronales recurrentes
depende de elementos previos en la secuencia. Aunque los eventos futuros también serian
utiles para determinar el resultado de una secuencia determinada, las redes neuronales
recurrentes unidireccionales no pueden tener en cuenta estos eventos en sus predicciones

[30].
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3.15. Arquitecturas variantes de RNIN

Redes neuronales bidireccionales recurrentes (BRNN)

Se trata de una variante de la arquitectura de las RNN. Mientras que los RNN unidirec-
cionales solo pueden extraerse de datos de entrada anteriores para hacer predicciones sobre
el estado actual, los RNN bidireccionales extraen datos futuros para mejorar su precision.

Memoria a largo plazo a corto plazo (LSTM)

Esta es una arquitectura de red neuronal recurrente muy popular, la cual fue introdu-
cida por Sepp Hochreiter y Jiirgen Schmidhuber como una solucién al problema de desva-
necimiento o explosion de gradiente. En su articulo cientifico, ellos abordan el problema de
las dependencias a largo plazo. Es decir, si el estado anterior que influye en la predicciéon
actual no es del pasado reciente, es posible que el modelo Red neuronal recurrente no pueda
predecir con precisién el estado actual.

Unidades recurrentes cerradas (GRU)

Esta variante de red neuronal recurrente es similar a la variante LSTM, ya que también
puede resolver el problema de la memoria a corto plazo de los modelos de redes neuronales
recurrentes. En lugar de utilizar una informacién de regulacién de “estado de celda”, utiliza
estados ocultos y, en lugar de tres puertas, tiene dos: una puerta de reinicio y una puerta
de actualizacion. Al igual que las puertas dentro de los LSTM, las puertas de reinicio y
actualizacion controlan cuanta y qué informacion retener [30].

3.16. Red de memoria a largo plazo a corto plazo (LSTM)

Como se mencion6 anteriormente las redes LSTM son una forma especializada de
arquitectura RNN. En la practica, las RNN simples tienen una capacidad limitada para
aprender dependencias a mas largo plazo. Los RNN comtunmente se entrenan a través del
algoritmo backpropagation, en la que pueden experimentar un problema de gradiente de
desaparicion o explosion. Estos problemas hacen que los pesos de la red se vuelvan muy
pequeiios o muy grandes, lo que limita la efectividad en aplicaciones que requieren que la
red aprenda relaciones a largo plazo.

Para superar este problema, las redes LSTM usan puertas adicionales para contro-
lar qué informacién en la celda oculta se exporta como salida y al siguiente estado
oculto. Las puertas adicionales permiten que la red aprenda relaciones a largo plazo en
los datos de manera més efectiva. La menor sensibilidad al intervalo de tiempo hace
que las redes LSTM sean mejores para analizar datos secuenciales que las RNN simples [35].

Ademas del estado oculto en los RNN tradicionales, la arquitectura de un bloque
LSTM generalmente tiene una celda de memoria, una puerta de entrada, una puerta de
salida y una puerta de olvido, como se muestra en la Figura (3.15).

Los pesos y sesgos de la puerta de entrada (input gate) controlan la medida en que
un nuevo valor fluye hacia la celda. De manera similar, los pesos y sesgos de la puerta
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Olvido Actualizacion Salida

Ct-1 ‘ it X,: Entrada (Input)
h,: Estado oculto (Hidden state)

£ o C,: Estado de la célula (Cell state)
f: Puerta de olvido (Forget gate)
g: Célula de memoria (Memory cell)

ht-1 ht i: Puerta de entrada (Input gate)
o0: Puerta de salida (Output gate)

Xt

Figura 3.15: Arquitectura de un bloque LSTM (Figura extraida de [35]).

de olvido (forget gate) y la puerta de salida (output gate) controlan la medida en que un
valor permanece en la celda y la medida en que el valor de la celda se usa para calcular la
activacion de salida del bloque LSTM, respectivamente [35].

3.16.1. Arquitectura de red de LSTM

Los componentes principales de una red de LSTM son una capa de entrada de
secuencias y una capa de LSTM. Una capa de entrada de secuencias introduce datos
secuenciales o de series de tiempo en la red. Una capa de LSTM aprende dependencias a
largo plazo entre las unidades de tiempo de los datos secuenciales.

En la Figura 3.16 se muestra un diagrama que ilustra la arquitectura de una red
de LSTM sencilla para regresion. La red comienza con una capa de entrada de secuencias
seguida de una capa de LSTM. La red termina con una capa totalmente conectada y una
capa de regresion de salida [36].

Entrada de Completamente Salida de la

secuencias. conectado. regresion.

Figura 3.16: Diagrama de una red LSTM (Figura extraida de [36]).
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Capitulo 4

Caso de estudio

En este capitulo se expone el principal aporte de este trabajo, que es la aplicacién
de la teoria previamente expuesta la cual consistente en un anélisis del comportamiento
de la variable meteorolégica radiacién solar en la zona norte del municipio de Puebla,
considerando un conjunto de datos la cual fue recolectada en la estaciéon meteorologica
ubicada en la Universidad Tecnologica de Puebla.

La limpieza y el procesamiento de los datos de la variable radiacion solar se puede
ver en el Apéndice B. Antes de iniciar el anélisis, se describird brevemente algunas
caracteristicas de la zona de estudio (municipio de Puebla), incluyendo algunas influencias
meteorologicas como “El Nino”, “La Nina” y la canicula.

4.1. Zona de estudio

El municipio de Puebla se encuentra localizado en el valle de Puebla—Tlaxcala en la
zona central del estado e inmediatamente al sur del limite con el estado de Tlaxcala,
sus coordenadas y altitud son entre los paralelos 18° 50’ y 19° 14’ de latitud norte; los
meridianos 98° 01’ y 98° 18’ de longitud oeste; altitud entre 1 980 y 4 500 m. Su extension
territorial es de 534.33 km? que lo convierten en el quinto municipio més grande del
estado de Puebla.

Limita al noreste con el municipio de Tepatlaxco de Hidalgo, al este con el municipio de
Amozoc y con el municipio de Cuautinchan, al sureste con el municipio de Tzicatlacoyan,
al sur con el municipio de Huehuetlan el Grande y con el municipio de Teopantléan, al
suroeste con el municipio de Ocoyucan, al oeste con el municipio de San Andrés Cholula
y con el municipio de San Pedro Cholula y al noroeste con el municipio de Cuautlancingo;
al norte limita con el estado de Tlaxcala, en particular con el municipio de Papalotla
de Xicohténcatl, el municipio de Tenancingo, el municipio de San Pablo del Monte y el
municipio de Teolocholco.

El clima es templado subhiimedo con lluvias en verano, de mayor humedad (48.69 %),
templado subhtimedo con lluvias en verano, de humedad media (47.30%) y semifrio
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subhtimedo con lluvias en verano (4.01%). El rango de precipitacion es de 400 — 900
milimetros [12].

T
Ty

A i

Figura 4.1: Localizacion geografica del municipio de Puebla, Puebla (Figura extraida del
Instituto Nacional de Estadistica y Geografia (INEGI)).

Canicula

La canicula es un evento climatico que sucede a mediados del mes de julio y termi-
na a finales de agosto, dura aproximadamente 40 dias y se caracteriza por ser un
periodo de aumento de la temperatura debido a un calentamiento excesivo del aire, cielos
despejados y baja precipitacion.

Las lluvias disminuyen porque los vientos alisios, al soplar con fuerza desde el Este,
impiden la formaciéon de nubes sobre el océano, con lo cual se reducen las lluvias en la
parte del territorio continental. Se presenta en algunas regiones del pais entre ellos en el
estado de Puebla.

La canicula es generada por los llamados vientos .2lisios", que soplan con fuerza
en el Golfo de México, impidiendo el desarrollo de nubes convectivas en el océano vy,
como resultado, la formacién de lluvia en el territorio continental de México. La palabra
Canicula se deriva de la palabra “canes”, que significa “perros”, y su alusion al fendémeno
de calor abrasivo tiene una base astronémica, ya que se refiere a la constelacion del Can
Mayor y su estrella Sirio “La Abrasadora”, que aparecié por primera vez en el horizonte
coincidia con el fenémeno de calor excesivo [13], [14].

El nino

El Nifio es un fenémeno climético que describe el calentamiento inusual de las aguas
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superficiales en el Océano Pacifico oriental. El Nino tiene un impacto en las temperaturas
del océano, la velocidad y la fuerza de las corrientes oceénicas, la salud de las pesquerias
costeras y el clima local desde Australia hasta América del Sur y més alla. Los eventos de
El Nifio ocurren irregularmente en intervalos de dos a siete afios. Sin embargo, El Nino
no es un ciclo regular, ni predecible en el sentido en que lo son las mareas oceanicas. El
Nino fue reconocido por los pescadores de la costa de Perti como la aparicién de aguas
inusualmente calidas.

El Nino también produce cambios generalizados y a veces severos en el clima. La
conveccién sobre las aguas superficiales més calidas provoca un aumento de las precipita-
ciones. Por lo general, alcanza su punto méaximo entre los meses de noviembre y enero,
aunque las acumulaciones se pueden detectar con meses de anticipaciéon y sus efectos
pueden tardar meses en extenderse por todo el mundo [15].

La nina

La Nina es un fenémeno climatico que describe el enfriamiento de las aguas superficiales
del océano. Se caracteriza por una presion de aire mas baja de lo normal sobre el Pa-
cifico occidental. Estas zonas de baja presion contribuyen al aumento de las precipitaciones.

Se considera que La Nifia es la contraparte de El Nino, que se caracteriza por
temperaturas oceanicas inusualmente calidas en la region ecuatorial del Océano Pacifico.
Los eventos de La Nina a veces siguen a los eventos de El Nino, que ocurren en intervalos
irregulares de alrededor de dos a siete anos. Los efectos locales sobre el clima causados
por La Nina son generalmente opuestos a los asociados con El Nino.

La Nina es causada por una acumulacién de aguas mas frias de lo normal en el Pacifico
tropical, el area del Océano Pacifico entre el Tropico de Céncer y el Trépico de Capricornio.

Tanto El Nino como La Nina afectan los patrones de lluvia, la presién atmosférica y
la circulaciéon atmosférica global. La circulacion atmosférica es el movimiento de aire a
gran escala que, junto con las corrientes oceénicas, distribuye energia térmica sobre la
superficie de la Tierra. Estos cambios son las principales fuentes de variabilidad del clima
en muchas areas del mundo [16].

En la Figura 4.2 se muestra una imagen extraida del NOAA (Oficina Nacional de
Administracion Oceanica y Atmosférica) que muestra anomalias (desviaciones de lo
normal) de temperaturas en la superficie del mar. Los colores azules representan aguas
mas frias de lo normal, mientras que las rojas representan aguas mas calientes de lo
normal. Cuando estd mas caliente de lo normal en esa regién del Pacifico oriental, se le
conoce como el fenémeno de El Nino, mientras que cuando esta més frio de lo normal, se
le conoce como La Nina. Este ciclo de temperaturas de més calientes a mas frias es normal
en las corrientes del océano del hemisferio sur, y por eso se le conoce como la Oscilacion
del Sur-El Nifo.
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La Mifa

- 3 o 2 4

Figura 4.2: Imagen de NOAA.

4.2. Anilisis del conjunto de datos de la radiaciéon solar del
municipio de Puebla

4.2.1. Analisis usando la metodologia Box-Jenkins

En la Figura 4.3 se puede observar la grafica de la serie de tiempo de la radiacion del
municipio de Puebla promediada semanalmente, podemos observar que la serie de tiempo
presenta cierta estacionalidad y no presenta una tendencia muy visible, pero analizaremos
esto para saber si la serie es estacionaria, claramente podemos observar que la serie de
tiempo no oscila alrededor del cero.

Serie de tiempo de datos semanales (2020-2022)
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Figura 4.3: Grafica de la serie de tiempo de la radiacion solar.
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Primeramente, se analizard la estacionalidad. Con la ayuda de la funcién seaso-
nal_ decompose de la paqueteria statsmodels del Software Python podemos hacer una
descomposiciéon de la serie de tiempo la cual se puede observar en la Figura 4.4, esta
descomposicion nos divide la serie de tiempo en tres partes:

= Tendencia.
s Estacional.

= Residual.
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Figura 4.4: Descomposicion aditiva de la serie de tiempo de la radiacion solar (De autoria

propia).

En la Figura 4.5 se observa con mayor claridad la parte estacional de la descomposicion,
esta Figura nos ayuda a observar que hay presencia de estacionalidad.

Jan 1 Jan ] Jan i Jan
2020 2021 2022 2023
Fecha

Figura 4.5: Parte estacional de la descomposicion aditiva (De autoria propia).
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Para reafirmar la presencia de estacionalidad se realizé un anélisis de cajas y bigotes,
ver Figura 4.6. Se grafico agrupando las mismas semanas ano por afo, de ahi que en el
diagrama de cajas tenga 53 cajas ya que el afio 2020 cuenta con 53 semanas mientras
los afios 2021 y 2022 cuentan con 52 semanas. Este analisis se realizdé para verificar la
estacionalidad, y concluimos que si es estacional.

Ademés, se analizaron las partes del diagrama basédndonos en los reportes del Clima

en México los cuales son restimenes anuales relacionados con el clima en la escala nacional

[37]. En estos reportes se mencionaron los fenémenos recurrentes tales como “La nina”, “el

nino”, sequias, huracanes, ondas de calor, etcétera.

Diagrama de cajas semanal de la radiacién del municipio de Puebla
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Figura 4.6: Grafica de Cajas y bigotes (De autoria propia).

Analisis

Mayor valor maximo

En la Figura 4.6 se puede observar que el mayor valor maximo se presenta en la semana 13
la cual corresponde aproximadamente a la ultima semana de marzo (2020-2022) donde este
valor se encuentra por arriba de los 280 (watts/m?)? esto se podria deber a la ausencia de
lluvias durante esta temporada a excepciéon del ano 2022, en el que se registraron lluvias
en estas fechas. Ademés, que el ano 2020 fue el ano més célido, mientras que para 2021 y
2022 fueron anos mas frescos con un umbral de 5 a 15°.

Ahora, enfocédndose en la caja 10, la cual corresponde a la primera semana de marzo,
aproximadamente, se observa que para estas semanas se alcanza un valor maximo mayor
a 260 (watts/m?), sin sobrepasar los valores de la caja 13, cabe recalcar que ambas cajas
tienen valores similares pues tienen apenas unas semanas de diferencia.

Para la caja 12 y 15 se tienen valores similares, siendo mayores a 260 como en la caja
10 pero no llegan a rebasarlos. La caja 12 corresponde del 21 al 27 de marzo, aproxima-
damente; mientras que la caja 15 corresponde del 11 al 17 de abril, aproximadamente.
A diferencia de las anteriores cajas el mes de abril cuenta con mayores precipitaciones,
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especialmente en el ano 2020, y ésta es una de las razones por las que llega a ser la que
tenga el mayor valor méximo.

Por tltimo, se tienen las cajas 11 y 16 las cuales pertenecen a la segunda semana de marzo
y tercera semana de abril, donde hubo mayor precipitacién en el ano 2020.

Menor valor minimo

El menor valor minimo se presenta en la caja 24, la cual pertenece a la segunda semana de
junio, aproximadamente, donde se registraron lluvias arriba de lo normal, especialmente
en el ano 2021, ademés que, junio de este ano fue el que tuvo menor temperatura media,
es decir, fue uno de los mas frios en el estado de Puebla.

A esta caja le sigue la caja ntmero 28, en cuestion de valores minimos, esta caja
corresponde a la segunda semana de julio, aproximadamente. La diferencia de esta caja a
la 24 podria deberse a que durante el mes de julio se registraron menos lluvias en el ano
2021 y 2022, mientras que en el ano 2020 se registraron casi la misma cantidad de lluvias.
A continuacion, le sigue la caja 26 y 27, las cuales representan la peniltima y tultima
semana de junio. Cabe mencionar que como estas cajas se encuentran entre la caja 24 y
28, mencionadas anteriormente, las condiciones climaticas son similares.

La caja que le sigue seria la 37 y 38, las cuales corresponden a la segunda y tercera
semana de septiembre, esto podria deberse a que en el ano 2022 hubo un frente frio
durante la tercera semana de septiembre la cual trajo consigo lluvias y bajas temperaturas.

Cajas largas
La caja més larga es la 38 la cual pertenece a la tercera semana de septiembre en la cual
se tuvo un frente frio en el ano 2022, ademéas de ser uno de los meses que tiene mas lluvias
registradas, sin embargo, también mantuvo temperaturas méximas arriba de los 24°C.
Le caja que le sigue es la 19, la cual representa a la segunda semana del mes de mayo, el
largo de esta caja podria deberse a que en el ano 2021 hubo un frente frio el cual provocod
lluvias intensas en Puebla ademas que hubo temperaturas méaximas superiores a los 28°C
y hasta los 30°C.

Caja pequena
La caja mas pequena es la correspondiente a la semana 14 la cual abarca la primera semana
de abril, lo cual podria deberse a que la temperatura promedio del mes de abril para
los afios 2020,2021,2022 es similar, siendo ésta 22.4°C, 20.9°C y 20.7°C, respectivamente.
Ademas, se registré un frente frio durante esta semana en el ano 2022, sin embargo, éste
frente frio fue corto y no trajo consigo temperaturas minimas extremas.

Cajas ligeramente pequenas
Las cajas que le siguen a la més pequena son: 1,8,9,21,22,23,26,27,30,35,44,45,50; es
importante destacar que la mayoria de las cajas mencionadas anteriormente no tienen
bigotes, o bien, sus bigotes son pequeiios.
Caja 1: Representa a la primera semana del mes de enero.
Caja 8: Representa a la ultima semana del mes de febrero.
Caja 9: Representa a la primera semana del mes de marzo.
Caja 21: Representa a la dltima semana del mes de mayo.
Caja 22: Representa a la primera semana del mes de junio.
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Caja 23: Representa a la segunda semana del mes de junio.

Caja 26: Representa a los tltimos dias de junio y primeros de julio.

Caja 27: Representa a la primera semana del mes de julio.

Caja 30: Representa a la dltima semana del mes de julio.

Caja 35: Representa a los tltimos dias de agosto y primeros de septiembre.
Caja 44: Representa a la primera semana del mes de noviembre.

Caja 45: Representa a la segunda semana del mes de noviembre.

Caja 50: Representa a la segunda semana del mes de diciembre.

Mayor mediana

La mayor mediana esta en la caja 15, la cual representa a la segunda semana del mes de
abril. Es probable que aqui se encuentra la mayor mediana puesto que no ocurren frentes
frios durante esta semana, también es el mes que mayor temperatura maxima tiene, siendo
la tnica excepcién el ano 2022 donde la mayor temperatura maxima fue durante mayo
anadiendo que es el mes donde menos lluvias se registraron.

Seguida de esta caja se encuentra la correspondiente a la semana 13, la cual representa
a los ultimos dias del mes de marzo y primeros del mes de abril diferencia entre ambas
cajas probablemente sea que la temperatura registrada para el mes de marzo sea menor
que la de abril.

Menor mediana
La menor mediana es la de la caja 22 y le sigue la caja 23, la cual representa a la primera
y segunda semana del mes de junio esto podria deberse a que regularmente en estas
temporadas salian los frentes frios, ademas que junio se encuentra entre los 3 meses con
mayor cantidad de lluvias.

Valores atipicos
Es importante mencionar que no hay valores atipicos, es probable que esto sea porque no
hubo mucha variacién en las precipitaciones de cada ano, y tampoco en las temperaturas
méximas y temperaturas promedio de comparandolas afio con ano.

Por otro lado, para analizar la estacionariedad de una serie de tiempo, primero se
verifica si la serie es al menos débilmente estacionaria. Se grafico la FAC y el FACP de
la serie de tiempo, consulte las Figuras 4.7(a) y 4.7(b). Podemos observar que FAC se
corta con rapidez y se extingue en forma de onda sinusoidal amortiguada, para la FACP
se puede observar que se extingue desde el primer retraso y vuelve a ser significativo en
los retrasos 6, 35, 36, 44, 48, 49.

Las autocorrelaciones de la serie de tiempo sugieren que es una serie de tiempo
estacionaria, por lo que para estar seguros de esto se decidi6 ocupar la prueba de
estacionariedad de Dickey—Fuller, nétese que la serie de tiempo en la Figura 4.3 esta
fluctuando alrededor de una media distinta de cero entonces se utilizara la versiéon 2 de la
prueba de Dickey—Fuller. Esta version se aplica cuando la serie tiene término constante
pero no tendencia.

La Tabla 4.1 muestra los resultados de la prueba de Dickey-Fuller.
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Figura 4.7: FAC'Y FACP de la serie de tiempo.
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Hy: La serie es no estacionaria vs H,: La serie es estacionaria

Estadistico Valor critico | Valor critico | Valor critico
de prueba al 1% al 5% al 10%
Dickey-Fuller
) -4.11777 -3.47441 -2.88088 -2.57708
con Intercepto

Tabla 4.1: Version 2 de la prueba de Dickey—Fuller para la serie de tiempo (De autoria

propia).
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Gréafica de la serie de tiempo con una diferencia regular.
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Figura 4.8: Trayectoria, FAC y FACP de la serie de tiempo de la radiacién solar con una
diferencia regular (De autoria propia).

Realizando el contraste de hipotesis, la hipotesis nula es rechazada en cualquier nivel
de significancia. Por lo tanto, la serie de tiempo es estacionaria y presenta estacionalidad.

Sin embargo, en busca del mejor y més simple modelo, se decidi6 aplicar una diferencia
regular a la serie de tiempo original y una diferencia estacional a la serie con la diferencia
regular, obsérvese las Figuras 4.8(a) y 4.9(a) y podemos notar que ambas fluctian
alrededor de una media cero.

Ahora verifiquemos que la serie de tiempo con la diferencia regular y la serie de tiempo
con la diferencia regular y estacional son estacionarias, con la ayuda de la prueba de
Dickey—Fuller, pero ahora utilizaremos la versiéon 1 ya que las series de tiempo oscilan
alrededor de una media igual a cero. En las Tablas 4.2 y 4.3 podemos observar los
resultados de la version 1 de la prueba Dickey—Fuller en ambos casos a hipdtesis nula
es rechazada en cualquier nivel de significancia, por lo tanto ambas series son estacionarias.
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Grafica de la serie de tiempo con una diferencia regular y una diferencia estacional.
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Figura 4.9: Trayectoria, FAC' y FACP de la serie de tiempo de la radiacién solar diferen-
ciada regularmente y estacionalmente (De autoria propia).

La FAC y la FACP de la serie con una diferencia regular se pueden observar en
las Figuras 4.8(b), 4.8(c) mientras que la FAC y la FACP de la serie de tiempo con una
diferenciada regular y una estacional, se pueden observar en las Figuras 4.9(b) y 4.9(c).

La FAC y la FACP de las Figuras 4.8(b) y 4.8(c) ayudan a definir los érdenes de p y
q para describir la parte no estacional de un modelo de series de tiempo. Observemos que
la FAC del la Figura 4.8(b) sobresale la espiga del primer retraso y después se extingue.
Entonces ¢ puede tomar el valor de 0 o 1.

Mientras que en la FACP, hay 2 espigas prominentes, una en el primer retraso
donde en esta se corta y la otra espiga que sobresale es en el 14 retraso. Entonces el valor
de p puede ser 0 o 1. Por tanto, se propone el modelo ARIMA(1,1,1) para la parte no
estacional del modelo.

Por otra parte, se analizan la FAC y la FACP del grifico de la Figura 4.9. Pode-
mos ver que la FAC tiene una espiga prominente en el primer retraso, y se corta, después
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Hy: La serie es no estacionaria vs H,: La serie es estacionaria
Estadistico Valor critico | Valor critico | Valor critico
de prueba al 1% al 5% al 10%
Dickey-
Fuller con | -15.53969 -2.58031 -1.94286 -1.61521
intercepto

Tabla 4.2: Version 1 de la prueba de Dickey—Fuller para la serie con una diferencia regular
(De autoria propia).

Hy: La serie es no estacionaria vs H,: La serie es estacionaria
Estadistico Valor critico | Valor critico | Valor critico
de prueba al 1% al 5% al 10%
Dickey-
Fuller con | -6.41473 -2.59075 -1.94432 -1.61419
intercepto

Tabla 4.3: Version 1 de la prueba de Dickey—Fuller para la serie con una diferencia regular
y una diferencia estacional (De autoria propia).

otros 2 picos son prominentes, pero son muy pequenos. Entonces el valor de ) puede ser
igual a 0 o 1.

Mientras la FACP, hay 4 espigas prominentes en los primeros seis retrasos y se
corta después del retraso 4, luego las espigas 6 y 10 son prominentes, pero son muy
pequenos, como la espiga 3. Por lo que el valor de P puede ser 0, 1, 2, 3 o 4. Por tan-
to para la parte estacional del modelo, se propone con s = 52 el modelo ARIM A(1,1,0)52.

Por lo tanto, el modelo propuesto es SARIMA(1,1,1)(1,1,0)52.

Se plantearon otros 3 modelos con la ayuda de la paqueteria pdmarima del softwa-
re Python. Los resultados se pueden observar en la Tabla 4.4.

Modelos propuestos.

Modelo. AIC BIC
ARIMA(1,1,1) 1424.088 | 1433.238
ARIMA(2,0,2) 1416.567 | 1434.905

SARIMA(0,1,1)(2,0,0)52 | 1415.580 | 1427.779
SARIMA(1,0,0)(1,1,0)52 | 956.414 | 964.376
SARIMA(1,1,1)(1,1,0)52 | 952.448 | 963.026

Tabla 4.4: Diferentes modelos propuestos (De autoria propia).

89



Caso de estudio
4.2 Analisis del conjunto de datos de la radiaciéon solar del municipio de Puebla

Tras observar los resultados obtenidos segiin el criterio de informacién bayesiano y el
criterio Akaike, el modelo escogido es SARIM A(1,1,1)(1,1,0)52, ya que toma el menor
valor segtn los criterios.

Por lo tanto, el modelo propuesto queda:

®1(B*?)¢1(B)Vi, VX, = 01(B)e;. (4.1)
donde V}, = (1 - B%) y V! = (1 - B).

Desarrollando 4.1 resulta lo siguiente:

(1-6,B)es = (1 — ®,B*)(1 — ¢ B)(1 — B*)(1 - B)X;

— 01 = (1 — &1 B?)(1 - ¢1B)( - B?)(X; — X;_1)

—bre1 = (1 - ®1B*?)(1 — 1 B)(X; — Xp—50 — Xi1 + Xy -53)

—Orei—1 = (1 — ®1B°?)(Xy — g1 Xp—1 — Xyoso + d1Xs—53 — Xom1 + 91 Xi—2 + Xy_53
— $1X¢54)

=011 =Xy — 01 X1 — Xy 50+ 01Xy 53— X1+ 01Xy o+ Xy 53— 01Xy 54
— D1 Xy 52 + P11 Xt 53 + P1 X104 — P11 Xt—105 + P1Xt—53 — P11 Xt 54
= ®1.X1105 + P11 Xt—106-

Despejando X; tenemos:

Xe=Xi 1+ 01 X1 — 01 Xp—2 + Xy52 + P1 X 50 — Xy—53 — 91 X453 — P1.Xy 53
— D101 X—53 + P01 X450 + P11 Xy 50 — P1 X104 + P1Xi—105 + P11 X105
— ®101 X106 — O1€1—1 + €.

Con la ayuda del software Python, se utiliza el método de méaxima verosimilitud
para la estimacién de los parametros, y los resultados se muestran en la Tabla 4.5.

Estimacion de pardmetros.
Parametro. Parametro estimado. | Error estandar.
AR(1) 0.2471 0.102
MA(1) -0.9572 0.053
SAR(1) -0.5199 0.107

Tabla 4.5: Valores obtenidos del modelo (De autoria propia).
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Una vez estimados los pardmetros, el modelo se escribe de la siguiente manera:

X, = (1.2471) X1 — (0.2471) X;_o + (0.4801) X, _50 — (0.598733) X;_53 -+ (0.118633) X, _54
+ (0.5199) X;_104 — (0.64836729) X;_105 + (0.12846729)X;_106 + (0.9572)€,—1 + €.

En la Figura 4.10 se muestra la serie de tiempo original sobre la ajustada.

300 4 = ==
—— Serie original

Serie ajustada
275 1

)
250 A = \ fl
|

", | f I‘:I

I A ﬁj/\ \, TN
: \\W/ \« \f\\ ! Lﬁ ul \‘\

T
2021-05

225 4

200 4

150 +

125 4

T T T T T T T T T
2020-01 2020-05 2020-09 2021-01 2021-09 2022-01 2022-05 2022-09 2023-01

Figura 4.10: Serie original y ajustada (De autoria propia).

Para la realizacion del pronoéstico se utilizaron las 5 primeras semanas del ano 2023, esto
con la finalidad de comprobar la eficiencia del modelo propuesto mediante el error, a con-
tinuacién, se comparan los datos reales de las primeras 5 semanas del ano 2023 contra los
valores pronosticados, obsérvese Tabla 4.6. Y la Figura 4.11 se puede observar el pronostico.

Pronosticos obtenidos 2023
Periodo Dato real Box—. Error absoluto Errore relativo
Jenkins eq = |V = V. er = ¢
08-01-2023 195.08 157.41 37.67 0.1931
15-01-2023 187.60 148.78 38.82 0.2069
22-01-2023 187.72 173.11 14.61 0.0778
29-01-2023 197.75 195.58 2.17 0.0109
05-02-2023 211.30 206.63 4.67 0.0221

Tabla 4.6: Resultados con la metodologia Box-Jenkins (De autoria propia).
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Figura 4.11: Pronéstico de 5 semanas con la metodologia Box-Jenkins (De autoria propia).

Ahora validemos el modelo ya que es importante para demostrar la idoneidad de este.
Analizar los residuales son una buena estrategia de diagnéstico para la validacién del
modelo. Para analizar los residuales, se utilizo de la funciéon plot  diagnostics del software
Python.

Observemos que en la primera grafica de la Figura 4.12 muestra los residuales es-
tandarizados, de los cuales se puede observar que estdn distribuidos aleatoriamente
alrededor de cero sin ninguna tendencia alguna, entonces estos los podemos considerar
independientes.

En la segunda grafica se observa la densidad teoérica de una distribuciéon normal es-
tandar en color naranja y en verde se observa la densidad de los residuales generado por
el método Kernel, estas dos curvas son muy parecidas y es posible observar presencia
de simetria por lo que es posible considerar el supuesto de normalidad. En la tercera
grafica se observa un grafico Q-Q gracias a este podemos observar que los residuales
se distribuyen en linea recta, y la linealidad de los puntos indica que los residuales se
distribuyen normalmente.

En la cuarta y tdltima imagen, se muestra la FAC de los residuales la cual se ase-
meja a la FAC' de un proceso de ruido blanco.

Gracias al analisis que se muestra en la Figura 4.12, se puede observar que los resi-
duales muestran que el componente estocastico de estos es muy parecido a un ruido
blanco entonces se puede concluir que se apoya la suposicién de que los residuos tienden
a distribuirse normalmente.

Por consiguiente, se puede concluir que el mejor modelo que representa adecuadamente
los datos es el modelo SARIMA(1,1,1)(1,1,0)s5.
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Figura 4.12: Grafico de residuales del modelo SARIM A(1,1,1)(0,1,1)52 (De autoria pro-
pia).
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4.2.2. Analisis usando Redes Neuronales Artificiales

Ahora en esta seccién se hard un anélisis de los datos de la radiacién solar, utilizando
la metodologia de Redes Neuronales Artificiales con el objetivo de crear una RNN que
pronostique datos futuros de la radiacién solar a base de entrenamiento.

Se usard el mismo conjunto de datos con los que se realiz6 el analisis con la meto-
dologia Box-Jenkins, recordando que estos datos estan promediados semanalmente y
comprenden desde la primera semana del ano 2020 hasta la quinta semana del afio 2023,
el comportamiento de este conjunto de datos se muestra en la Figura 4.13. El conjunto de
datos se dividira en dos, en el subconjunto de datos de entrenamiento y en el subconjunto
de datos de prueba.

Teniendo el conjunto de datos listo con ayuda del Software Python se procede a
crear una red neuronal que sea capaz de pronosticar dicha variable a través del tiempo.
Existen diversos métodos para hacer pronodsticos. Anteriormente se utilizo6 el modelo
SARIMA, el cual arrojos buenos resultados.

En esta seccion se aplicardA un modelo Machine Learning: una Red Neuronal LSTM
para hacer el prondstico. Crear esta red es completamente computacional con la ayuda de
la paqueteria TensorFlow de Python. Se usara una arquitectura sencilla de Red Neuronal
LSTM (Long Short-Term Memory), con varias neuronas y con una funciéon de activacion
ReLU.

Serie de tiempo de datos semanales (2020-2022)
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Figura 4.13: Gréafica del conjunto de datos de la radiacion solar (De autoria propia).
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4.2.3. Preparacion de los datos

Primeramente, se convierte a la columna Fecha en formato Datetime especificando
que nuestros datos estan ordenados semanalmente después a esta misma columna la
convertimos en nuestro indice, todo esto es porque vamos a trabajar con una serie de
tiempo.

Ahora dividimos el conjunto de datos en dos, en el subconjunto de datos de entre-
namiento y en el subconjunto de datos de prueba, los datos de entrenamiento abarcaran
el 80% de los datos y el 20% restante seréa el conjunto de datos de prueba. El conjunto
de datos de entrenamiento abarcari desde la primera semana del afio 2020 hasta la tltima
semana del mes de mayo del ano 2022. Mientras el conjunto de datos de prueba empieza
desde la primera semana del mes de junio del ano 2022 y terminara hasta la ltima
semana del ano 2022.

Por otro lado, como se menciondé en la parte teérica para ayudar a que nuestra
Red neuronal artificial aprenda se puede utilizar una técnica de normalizacién al
conjunto de datos. Por lo que a los datos de la radiacién solar se le realiz6 una nor-
malizacion, utilizando la técnica de escalamiento a un rango. El rango fue entre 0 y 1,
esto se hizo con la funcién MinMazScaler de la paqueteria scikit-learn del software Python.

Una vez escalados los datos, es importante que los datos de series temporales de-
ben transformarse en una estructura de muestras con componentes de entrada y salida
antes de que puedan usarse para ajustarse a un modelo de aprendizaje supervisado.

La biblioteca Keras del software Python proporciona la funcion TimeseriesGenera-
tor para transformar automaticamente datos de series temporales tanto univariantes como
multivariantes en muestras, listas para entrenar modelos de aprendizaje profundo.

Ahora se aplica la funciéon mencionada al conjunto de datos escalados, proporcionando los
siguientes argumentos:

» Datos: Datos escalados.
» n_input: 52 entradas.

= n_output: 1 salida.
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4.2.4. Analisis de los datos para la creaciéon de la Red

En la Figura 4.14 podemos observar el comportamiento de nuestros datos de entrena-
miento y datos de prueba. Mientras que en las Tablas 4.7 y 4.8 se muestran céomo estan
formados estos conjuntos en forma de tabla, en donde podemos observar que del lado
izquierdo se encuentran las fechas que funciona como indice a los valores de la variable a
estudiar y del lado derecho los valores obtenidos de la radiacién solar.

Serie de tiempo de datos semanales (2020-2022)
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Figura 4.14: Gréafica de la serie de tiempo de la radiacion solar (De autoria propia).

Fecha Radiaciéon solar
2020-01-05 173.237500
2020-01-12 190.791667
2020-01-19 165.910714
2020-01-26 159.541667
2020-02-02 205.110119
2022-05-01 237.005952
2022-05-08 242.136905
2022-05-15 243.336310
2022-05-22 219.937500
2022-05-29 183.648810

Tabla 4.7: Conjunto de datos de entrenamiento (De autoria propia).

En la Tabla 4.9 se puede observar un resumen estadistico de la informacion de los
datos de la radiacién solar, se observan 157 datos con una media total de 201.327778, una
desviacion estandar de 37.701579, como dato minimo se tiene 125.458333 y como méximo
dato se tiene 284.958333.
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Fecha Radiacion solar
2022-06-05 137.794643
2022-06-12 161.761905
2022-06-19 126.997024
2022-06-26 153.904762
2022-07-03 152.732143

2022-12-04 180.809524
2022-12-11 192.220238
2022-12-18 187.279762
2022-12-25 159.083333
2023-01-01 154.550595

Tabla 4.8: Conjunto de datos de prueba (De autoria propia).

Radiacion solar

count 157
mean 201.327778
std 37.701579

min 125.458333
25 % 173.237500
50 % 194.511905
75 % 231.083333
max 284.958333

Tabla 4.9: Resumen estadistico descriptivo (De autoria propia).

4.2.5. Creacion de la Red Neuronal Artificial

Nuestro objetivo es crear una red neuronal artificial recurrente LSTM, ya que vamos
a trabajar con una serie de tiempo.

Para conseguir el mejor modelo de red neuronal, se hicieron varios entrenamientos
cambiando parametros, nimero de neuronas, namero capas, etc. Se decidié por el mejor
modelo el cual tenga menor error relativo entre los datos de prueba con los datos
pronosticados.

En la Figura 4.15 se muestra distintos resultados de cuatro redes neuronales, selec-
cionando la que tiene menor error relativo, es decir se ajusta mejor a los datos.
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Figura 4.15: Resultados de distintas redes neuronales (De autoria propia).
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4.2.6. Descripciéon de la Red Neuronal Artificial

En la RNN elegida se utilizé un modelo secuencial, con una capa de entrada, una capa
intermedia y una capa de salida.

Por lo que la arquitectura de la red neuronal recurrente queda de la siguiente ma-
nera:

= Modelo secuencial.

= La capa de entrada es de tipo LSTM con 200 neuronas.
= 1 capa intermedia u oculta LSTM con 200 neuronas.

= La salida es una capa densa con una tnica neurona.

= Como funciéon de activacion se utiliza la funcion ReLU.
= Por optimizador se utiliza el Método Adam.

» Por funcién de costo se utilizo el Error cuadréatico medio (MSE).

En la Figura 4.16 se muestra la estructura de la RNN implementada para el pronostico
de la variable meteorolégica radiaciéon solar del municipio de Puebla.

Capa de Capa Capa de
entrada oculta salida

Figura 4.16: Estructura de la red neuronal artificial implementada (De autoria propia).
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4.2.7.

Pronoéstico con la Red Neuronal Artificial

Para el entrenamiento de la red neuronal se ocuparon 100 épocas, en la Figura 4.17
se puede observar el comportamiento de la funcién de costo a lo largo de las 100 épocas,
observemos que la funcion disminuye al paso de éstas.
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Figura 4.17: Funcién de costo (De autoria propia).

Finalmente se comparan los pronodsticos arrojados por la Red Neuronal Artificial con
los datos reales de la radiacién solar del municipio de Puebla, para asi poder observar la
eficacia de nuestra Red Neuronal, mediante los errores totales y relativos. Recordando que
estos datos son las primeras 5 semanas del ano 2023.

La comparacién y los errores se presentan en la Tabla 4.10.

Pronoésticos obtenidos 2023
Periodo. Dato real. | Pronoéstico. Error absoluto | Hrror relativo
eq = |V — V. eT:%i.
08-01-2023 | 195.08 171.04 24.04 0.1232
15-01-2023 | 187.60 177.33 10.27 0.0547
22-01-2023 | 187.72 184.65 3.07 0.0164
29-01-2023 | 197.75 198.25 0.5 0.0025
05-02-2023 | 211.30 216.73 5.43 0.0257

Tabla 4.10: Comparacion entre los datos reales y los datos pronosticados de la RNN;, y los
errores (De autoria propia).

Finalmente, en la Figura 4.18 se muestra la comparacion de los datos reales con los
datos pronosticados de la RNN en forma grafica.
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Datos reales vs Red Neuronal Artificial
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Figura 4.18: Comparacion entre los datos reales de la variable meteoroldgica radiaciéon solar
del municipio de Puebla y el pronostico de la RNN (De autoria propia).
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Capitulo 5
Analisis y conclusiones

Este trabajo se inici6 dando una explicaciéon de los conceptos meteorolégicos donde
se mencion6 la definicién de las variables atmosféricas, gracias a estas, es posible el
estudio del tiempo meteorolégico y del clima, después nos centramos en la variable a
estudiar la cual es la radiaciéon solar. Con esta variable se profundizo los conceptos para
el entendimiento de esta, por ejemplo, de donde proviene esta variable, los instrumentos
de medicién, las unidades con la que se mide, etc.

Después se expuso la teoria necesaria para explicar y aplicar la teoria de series de
tiempo, tratando de analizar la radiacién solar del municipio de Puebla siguiendo la
metodologia de Box-Jenkins y Redes Neuronales Artificiales, para asi comparalas y tratar
de concluir que metodologia es mas conveniente para este tipo de analisis.

Al analizar los datos de la radiacién solar nos damos cuenta de que presenta cier-
ta estacionalidad, después con un analisis de cajas y bigotes confirmamos esto, asi
al aplicar la metodologia Box-Jenkins sabemos que podemos ocupar un modelo

SARIMA(p,d,q)(P, D,Q)s.

Al aplicar la metodologia Box-Jenkins a los datos de la radiacién solar, en un prin-
cipio se realiza una prediferenciaciéon para disminuir la variabilidad, pero notamos que no
hay gran diferencia con los datos originales, por lo cual se decide ocupar los datos sin
prediferenciacion.

Después se lleva a cabo un anélisis de la serie original con lo cual se concluye que
la serie es estacionaria pero como se busca obtener el mejor modelo y el més sencillo se
decide realizar una diferencia regular y una diferencia estacional.

Se observa mediante el anélisis de las FAC y FACP de la serie diferenciada regu-
larmente, que los valores que g puede tomar son 0 o 1, mientras que los valores que p
puede tomar son también 0 o 1. En el anélisis de la FAC y FACP de la serie de tiempo
con una diferencia regular y una diferencia estacional, se observa que los valores que @)
puede tomar son 0 o 1 mientras que los valores que P puede tomar son 0, 1, 2, 3 o 4.
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El modelo propuesto por el anéalisis que se hizo fue el modelo SARIM A(1,1,1)(1,1,0)s52.

Después con ayuda del criterio de Akaike y el criterio de informacion Bayesiano se
comparan varios modelos y se elige al mejor modelo. Por lo que el modelo propuesto es:

SARIMA(1,1,1)(1,1,0)5,.

Este modelo es idéneo para la prediccion de datos de la radiaciéon solar de acuerdo con
el analisis de los residuos y la prueba de Ljung-Box.

Una vez obtenido el mejor modelo para pronosticar la radiacién solar del municipio
de Puebla por la metodologia Box-Jenkins se procede a la creaciéon de un Red Neuronal
Artificial para el pronodstico de la radiacién solar del municipio de Puebla y una vez
obtenidos los resultados se comparan los pronoésticos de las dos metodologias utilizadas
para tratar de determinar cual modelo pronostica de la mejor manera.

Las redes neuronales artificiales se han aplicado con éxito a varios tipos de proble-
mas, como detecciéon de digitos, clasificacion de imagenes, prediccién, etc. En los
problemas de predicciones se ha mostrado que las redes neuronales son capaces de modelar
y pronosticar series de tiempo como lineales y no lineales con alta precisién, captura
cualquier tipo de relacién entre los datos y no necesitan tener ninguna distribucién en los
datos de origen, estos pueden o no tener correlacion. El objetivo de las redes neuronales
es formar un sistema inteligente que pueda realizar con éxito tareas complejas. Para el
analisis de este caso de estudio se decidi6 crear una red neuronal recurrente que fuera capaz
de pronosticar los datos de la radiacién del municipio de Puebla a través de su informacion
histérica y el entrenamiento para poder tener el mejor prondstico para las semanas futuras.

Para realizar la Red neurona artificial recurrente se empezdé con un pequeno anéli-
sis del conjunto de datos para observar como esta conformado, su comportamiento, etc.
Después se prosiguié con la normalizaciéon de los datos con la técnica de escalamiento en
un rango, esto para que nuestra Red neuronal aprenda facilmente.

Una vez teniendo los datos normalizados se divide el conjunto de datos en dos sub-
conjuntos:

= Conjunto de datos de entrenamiento.

= Conjunto de datos de prueba.

Después se sigue con la creacion de la Red Neuronal Recurrente, para conseguir el
mejor modelo, se hicieron varios entrenamientos cambiando pardmetros, nimero de neuro-
nas, nimero capas, etc. obteniendo que el modelo con mejor adaptacién tiene la siguiente
arquitectura:

» Modelo secuencial.

= La capa de entrada es de tipo LSTM con 200 neuronas.
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= 1 capa oculta LSTM con 200 neuronas.

= La salida es una capa densa con una tnica neurona.

= Como funcién de activacion se utiliza la funcién ReLU.
= Por optimizador se utiliza el Método Adam.

» Por funcién de costo se utilizo el error cuadratico medio (mse).

Este modelo se entrend durante 100 épocas.

5.1. Analisis y Resultados

En este trabajo se disenaron dos modelos con distintas metodologias para tratar
de pronosticar valores futuros de la radiacién solar del municipio de Puebla, en ambas
metodologias se obtuvieron dos posibles pronésticos para las primeras 5 semanas del ano
2023. A continuacion, se presenta la informacién obtenida y su comparacion con los datos
reales.

En la Tabla 5.1 se muestran los prondsticos obtenidos mientras que en la Figura 5.1
se muestra el comportamiento de ambos pronésticos en forma grafica.

Pronoésticos obtenidos 2023
Periodo. Red Neuronal. Metodologia B-J. | Diferencia.
08-01-2023 | 171.04 157.41 13.63
15-01-2023 | 177.33 148.78 28.55
22-01-2023 | 184.65 173.11 11.54
29-01-2023 | 198.25 195.58 2.67
05-02-2023 | 216.73 206.63 10.1

Tabla 5.1: Pronosticos de las primeras 5 semanas del ano 2023 (De autoria propia).

Red Neuronal Artificial vs Box-Jenkins

—e— Box-Jenkins.
—e— Red Neuronal.

Radiacion Solar

2023-01-09 2023-01-13 2023-01-17 2023-01-21 2023-01-25 2023-01-29 2023-02-01 2023-02-05
Tiempo

Figura 5.1: Comparacion grafica entre los pronosticos obtenidos (De autoria propia).
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Se observa que ambas graficas tienen una tendencia parecida con un punto maximo en
la quinta semana del ano 2023 mostrando un poco mas definido la Red Neuronal, mientras
el punto minimo es diferente.

Al parecer ambos pronodsticos cuentan con un comportamiento semejante con cierta
variabilidad no tan alta en la mayoria de los puntos excepto por los datos de la segunda
semana del afio 2023 la cual hay mayor presencia de diferencia.

Ahora se procede a realizar la comparaciéon de ambos pronosticos con los datos reales
obtenidos en la pagina web de SINAICA. En la Tabla 5.2 se muestran los pronosticos
obtenidos y los datos reales de la radiacién solar del municipio de Puebla.

Pronoésticos obtenidos 2023
. Metodologia
Periodo. Dato real. | Red Neuronal. )
Box-Jenkins.
08-01-2023 | 195.08 171.04 157.41
15-01-2023 | 187.60 177.33 148.78
22-01-2023 | 187.72 184.65 173.11
29-01-2023 | 197.75 198.25 195.58
05-02-2023 | 211.30 216.73 206.63

Tabla 5.2: Datos reales obtenidos en la pagina web de SINAICA y prondsticos obtenidos
por la metodologia Box-Jenkins y RNN para las primeras 5 semanas del afio 2023 (De
autoria propia).

En la Figura 5.2 se muestra el comportamiento grafico de los resultados obtenidos
en ambas metodologias comparados con el comportamiento de los datos reales obtenidos
por SINAICA. Se puede apreciar que los comportamientos de las dos metodologias son
parecidos con los datos reales, acercaAndose més a la realidad el pronéstico de la Red
Neuronal Artificial.

En la Figura 5.3 se muestran diagramas de densidad generadas por el método Kernel
y se puede observar normalidad en las tres figuras, sin embargo se puede decir que la
metodologia que se asemeja mas a la densidad de los datos reales es la Red Neuronal
Artificial, por lo que podemos tener como primera conclusion que para el caso estudio del
pronoéstico de la radiacién solar del municipio de Puebla el mejor pronosticador es el modelo
de Red Neuronal Artificial ya que presenta un comportamiento mas semejante a la realidad.

Seguidamente en la Tabla 5.3 se comparan los pronodsticos obtenidos por ambas
metodologias y se muestran los errores relativos para cada pronéstico.
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Datos reales vs Red Neuronal Artificial vs Box-Jenkins
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Figura 5.2: Comparacion grafica entre los datos reales y los prondsticos obtenidos por las
dos metodologias (De autoria propia).

Pronosticos obtenidos 2023

Error Error
Periodo Dato real BOX_. Red Neu- | relativo relativo
Jenkins ronal Box-
. RNA
Jenkins

08-01-2023 | 195.08 157.41 171.04 0.193104 | 0.12321
15-01-2023 | 187.60 148.78 177.33 0.206932 | 0.05477
22-01-2023 | 187.72 173.11 184.65 0.077848 | 0.01635
29-01-2023 | 197.75 195.58 198.25 0.011009 | 0.0025
05-02-2023 | 211.30 206.63 216.73 0.022111 | 0.0257

Tabla 5.3: Comparacion de los prondsticos obtenidos para las primeras 5 semanas del ano
2023 (De autoria propia).

En la Tabla 5.3 se puede observar que la metodologia de Redes neuronales artificiales
tiene menor error relativo en casi todos los pronésticos excepto por la quinta semana del
ano 2023, aunque esta es muy poca diferencia al error relativo del método de Box-Jenkins.
El comportamiento del modelo de Redes neuronales parece tener un comportamiento mas
estable, mientras que con la metodologia Box-Jenkins los resultados obtenidos estdn un
poco bajos, pero en la mayoria de los pronésticos conservan un comportamiento similar.
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5.1 Anaélisis y Resultados
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Figura 5.3: Diagramas de densidad generadas por el método Kernel (De autoria propia).
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Analisis y conclusiones
5.2 Conclusiones

5.2. Conclusiones

En este trabajo se han presentado los resultados obtenidos con los datos de la radia-
cion solar del municipio de Puebla con la metodologia Box-Jenkins y Redes neuronales
artificiales para la predicciéon a corto plazo de la radiaciéon solar. El desempenio del modelo
predictivo RNN desarrollado en este trabajo se comparé con el modelo Box-Jenkins
SARIMA, que ha sido ampliamente utilizado para el prondstico de series de tiempo.
Nuestros hallazgos revelaron que tanto el modelo SARIMA como el modelo de Red
Neuronal recurrente pueden lograr un buen pronéstico en la aplicacién a problemas de
la vida real y, por lo tanto, pueden emplearse de manera efectiva para la prediccion de
variables meteorolégicas.

Se puede decir que ambas metodologias son buenas ya que generan un pronéstico
bastante adecuado a la realidad. Pero existen diferencia entre la metodologia de Box
Jenkins y la utilizaciéon de redes neuronales para pronosticos de series de tiempo, entre ellas
se destaca que para trabajar con redes neuronales no es necesario que los datos necesiten
estacionariedad o estacionalidad. Lo anterior se cumple porque las Redes Neuronales
Artificiales aprenden sobre sus mismos datos y su propio comportamiento dando una gran
ventaja, sin embargo no se puede dejar de lado la metodologia que hay detras de cada
una de estas, ya que la metodologia Box-Jenkins cuenta con respaldo mas sélido desde
el punto de vista matemético y las Redes Neuronales Artificiales son ain un método un
tanto descriptivo ya que para poder llegar a un pronostico adecuado, se tuvieron que
hacer varios modelos para asi determinar el mejor.

Los resultados muestran que el modelo de RNN supero al modelo SARIMA en nuestro
problema de pronéstico, pero fue muy poca diferencia. Esto hace que la eleccién final del
método a utilizar dependa definitiva de otros factores, como pueden ser el conocimiento
més profundo de algtin de los dos métodos o bien la relativa sencilles del aprendizaje y
costo de aplicaciéon para cada usuario en cuestion, de un método respecto al otro.

La mejor solucién posiblemente sea no dejar al lado ninguno de los dos métodos, y
utilizarlos conjuntamente de forma que los resultados obtenidos finalmente puedan ser
validados por el otro método.
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Apéndice A

Prueba de Dickey—Fuller

La prueba de Dickey—Fuller esta disefiada para determinar si existe una raiz unitaria
en una serie de tiempo. La hipotesis nula de esta prueba es que existe una raiz unita-
ria en la serie. Hay tres versiones principales de la prueba, a continuacion, las expondremos:

= Version 1: sin término constante y sin tendencia.

Supongamos el siguiente proceso AR(1):

X; =¢Xi—1+¢ donde € ~ RB(0, 02), (A.1)

que es estacionario si |¢1]| < 1. Si en cambio, ¢ = 1 el proceso X; no es estacionario
porque tiene una raiz unitaria, observemos que seria un modelo de caminata aleatoria:

Xt = Xt—l + €.
Por lo tanto, se podria pensar en contrastar la hipdtesis de existencia de raiz unitaria
en la serie X; (no estacionariedad) contrastando la hipotesis nula Hy : ¢ = 1
vs H, : ¢ < 1 en el modelo (A.1), pero esta prueba de cola izquierda es posible

expresarla de una manera mas conveniente.

El modelo (A.1) se puede escribir como sigue restando X;_; en ambos lados,

Xt — Xt,1 = ¢Xt71 - thl +€ O bien:

AX; =Xy 1+¢ con [=¢—1. (A.2)

Ahora, contrastar la hipotesis nula de raiz unitaria equivale a plantear el siguiente
contraste de hipotesis en el modelo (A.2):

Hy:8=0 ws H,:p<0.
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El modelo (A.2) es un modelo de regresion y el estadistico habitual para realizar este
tipo de contraste es:

=0 — 0 (A.3)
V(B)
donde:
B:M y V(B):L_ (A.4)
Z?:Z 95?71 ZtT:Q x?fl

Al estadistico t se le denomina estadistico de Dickey-Fuller. Este estadistico ¢ no
sigue ninguna distribucién conocida bajo la hipoétesis nula de no estacionariedad
por lo que Dickey-Fuller calcularon los percentiles de este estadistico bajo la Hy
proporcionando las tablas con los niveles criticos correctos para el estadistico en
funcion del tamano muestral (7') y el nivel de significacion («).

Se rechaza Hy, es decir, la existencia de raiz unitaria a un nivel de significa-
cion « si el valor muestral del estadistico ¢ es menor que el valor critico de las tablas
de Dickey-Fuller (DFy,):

t < DF,.

Version 2: con término constante, pero sin tendencia.

Si el modelo AR(1) incluye una constante:

X;=c+¢Xi1+e, e~RB0,0%). (A.5)

El contraste de existencia de raiz unitaria se realiza de forma similar a la versién 1.
Restando X;_1 en ambos lados del proceso se obtiene:

AXy=c+ BXi1+ e,

P (A.6)

El contraste de la hipdtesis nula de raiz unitaria se plantea en este modelo (A.6)
como sigue:

Hy:8=0 ws H,:p<0.

y el estadistico de contraste es:
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donde B es el estimador MCO de 8y V(B) el de su varianza. Como anteriormente,
Dickey-Fuller construyeron las tablas que proporcionan los niveles criticos correctos
para el estadistico t. en funcién del tamano muestral, T', y el nivel de significacion,
Q.

= Version 3: con término constante y con tendencia.

Si el modelo AR(1) incluye el término constante y una tendencia lineal:

Xe=cH+yt+oXe 1+e, e~ RB(O,O’Q). (A.7)

El modelo que se estima por MCO es:

AXi=c+yt+ X1 + € (A.8)

y se utiliza el estadistico ¢ que denotaremos por ¢, para contrastar la hipétesis nula
de raiz unitaria Hp : § = 0 frente H, : § < 0 [18].

Se han visto tres versiones de la prueba Dickey-Fuller, ahora la pregunta es: ;Cual
version de la prueba usar?

En respuesta de la pregunta anterior tenemos lo siguiente:

= Si la serie parece estar fluctuando alrededor de una muestra de media cero, usar la
version 1 de la prueba Dickey-Fuller.

= Si la serie parece estar fluctuando alrededor de una muestra de media que no es cero,
usar la versién 2 de la prueba Dickey-Fuller.

= Si la serie parece estar fluctuando alrededor de una tendencia lineal, usar la versiéon
3 de la prueba Dickey-Fuller [24].
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Apéndice B
Prueba de Ljung-Box

El analisis de residuos consiste en una serie de contrastes de diagnostico con el objetivo
de determinar si los residuos replican el comportamiento de un ruido blanco, es decir, si
su media es cero, su varianza constante y las autocorrelaciones nulas.

Un método para el anélisis de residuos es realizar un contraste de significatividad sobre
los coeficientes de la FAC, siendo la hipdtesis nula,

Ho:pr=p2=---=px=0

v la hipétesis alternativa que algin coeficiente pp sea no nulo, para k =1,..., K. El esta-
distico mas utilizado para contrastar esta hipotesis es el propuesto por Ljung-Box(1978):

pr”
n—=k

K
Q=n(n+2) Z
k=1

donde @) es también conocido como estadistico de Ljung - Box. Este estadistico sigue
aproximadamente una distribucion chi-cuadrada con (K — m) grados de libertad, donde
m = p + q es el namero total de pardmetros estimados.

Se rechaza la hipo6tesis nula de ausencia de correlacion serial, para un nivel de signifi-
cacion del 5 %, para valores grandes del estadistico, es decir, si

Q> X3.05(K —m).

En este caso, existiria correlaciéon serial en los residuos del modelo por lo que se concluye
que el modelo no ha sido capaz de reproducir el patréon de comportamiento sistemético de
la serie y habria que reformularlo [18].
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Apéndice C

Codigo en Python para el analisis de

la Metodologia Box-Jenkins

#Cargando paqueterias necesarias.

import numpy as np

import pandas as pd

import warnings

warnings.filterwarnings (’ignore’)
import matplotlib.pyplot as plt

import statsmodels.tsa.stattools as sts
import statsmodels.graphics.tsaplots as sgt
import statsmodels.tsa.statespace
import statsmodels.api as sm

import matplotlib.pyplot as plt
plt.rcParams["figure.figsize"] = (11,6)

#Cargando el conjunto de datos de la radiacion solar.
df = pd.read_excel(’Dfl.xlsx’)

#Se selecciona la columna Fecha como indice.

df [’Fecha’]=pd.date_range (pd.datetime (2020,1,1), periods=157,

df [’Fecha’]=pd.to_datetime (df [’Fecha’])
df .set_index (’Fecha’,inplace=True)

#Grafica de la serie de tiempo.

fig, ax = plt.subplots(figsize=(15,6))

ax.plot (df.index, df [’Radiacion_solar’], color=’r’, marker=’o0’,

-7)

ax.set_title("Datos promediados semanalmente (2020-2022)")

plt.xlabel (’Semana’)
plt.ylabel (’Radiacion Solar?’)
plt.grid ()

plt.show ()
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Coédigo en Python para el analisis de la Metodologia Box-Jenkins

7 #Descomposicion aditiva de la serie temporal.

descomposicion_aditiva_RS = seasonal_decompose(df[’Radiacion_solar’], model
="additive")

descomposicion_aditiva_RS.plot ()

plt.figure(figsize=(15,5))

plt.show ()

#Grafica del diagrama de cajas para verificar la estacionalidad.
fig, ax = plt.subplots(figsize=(15,6))
sns.boxplot (data=df, x=’Semana’, y=’Radiacion_solar’).set(title=’Diagrama

de cajas semanal de la radiacion del municipio de Puebla.’)
plt.show ()

sgt.plot_acf (df [’Radiacion_solar’], lags=100, zero=True)
plt.show ()

sgt.plot_pacf (df [’Radiacion_solar’], lags=50, zero=True, method=(’ywm’))
plt.show ()

# Test Dickey - Fuller para la serie de tiempo
# Version 2: con termino constante pero sin tendencia

sts.adfuller (df [’Radiacion_solar’], regression=’c’)

# Primera diferencia regular

5 dfl=statsmodels.tsa.statespace.tools.diff (df, k_diff=1, k_seasonal_diff=

None, seasonal_periods=1)
fig, ax = plt.subplots(figsize=(15,6))
ax.plot (dfl.index, dfl[’Radiacion_solar’], color=’r’, marker=’o0’, linestyle

=7_7)

ax.set_title("Grafica de la serie de tiempo con una diferencia regular.")
plt.xlabel (’Tiempo.’)

plt.ylabel (’Radiacion Solar.’)

plt.grid ()

plt.show ()

# Test Dickey - Fuller para la serie de tiempo con una diferencia regular
# Version 1: sin t rmino constante y sin tendencia.

sts.adfuller (dfi1[’Radiacion_solar’], regression=’nc’)

sgt.plot_acf(dfi[’Radiacion_solar’], lags=100, zero=True)
plt.grid ()
plt.show ()

; sgt.plot_pacf(dfi[’Radiacion_solar’], lags=50, zero=True, method=(’ywm’))
7 plt.grid ()

plt.show ()
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Coédigo en Python para el analisis de la Metodologia Box-Jenkins

# Diferencia regular y despues una estacional

diff_esta2=statsmodels.tsa.statespace.tools.diff(dfl, k_seasonal_diff=1,
seasonal_periods=52)

fig, ax = plt.subplots(figsize=(15,6))
ax.plot (diff_esta2.index, diff_esta2[’Radiacion_solar’], color=’r’, marker=
’0’, linestyle=’-’)

ax.set_title("Grafica de la serie de tiempo con una diferencia regular y
una diferencia estacional.")

plt.xlabel (’Semana’)

plt.ylabel (’Tiempo’)

plt.grid ()

plt.show ()

# Test Dickey - Fuller para la serie de tiempo con una diferencia regular y
una estacional.
# Version 1 del Test Dickey - Fuller.

sts.adfuller (diff_esta2[’Radiacion_solar’], regression=’nc’)

sgt.plot_acf (diff_esta2[’Radiacion_solar’], lags=100, zero=True)
plt.grid ()
plt.show ()

sgt.plot_pacf (diff_esta2[’Radiacion_solar’], lags=40, zero=True, method=(’
ywm’))

5 plt.grid ()

plt.show ()
# Creando el modelo $SARIMA(1,1,1)(1,1,0)_4{52}3%

modelo = SARIMAX(df[’Radiacion_solar’], order=(1,1,1), seasonal_order=(1,
1, 0, 52))
resultados = modelo.fit ()

#Resumen del modelo creado.

print (resultados.summary ())

# Grafico de los datos originales y el modelo ajustado.

fig, ax = plt.subplots(figsize=(15,6))

plt.plot(df [’Radiacion_solar’], color="red", label=’Serie original?’)

plt.plot(resultados.fittedvalues.iloc[1:], color="royalblue", label=’Serie
ajustada’)

ax.legend ()

plt.grid ()

plt.show ()
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. # Imprimimos 5 predicciones del modelo.

resultados.predict (0,165) .tail (6)

2 # Grafico de las predicciones del modelo.

fig, ax = plt.subplots(figsize=(15,6))

ax = df [’Radiacion_solar’].plot(ax=ax, marker=’o’)
; plot_predict(resultados, 22023-01-01’, >2023-02-05’ ,ax=ax)
- plt.grid ()

plt.show ()
# AutoArima

model_auto = pmdarima.auto_arima(df[’Radiacion_solar’], test=’adf’,
start_p=0,
start_q=0,
max_p=3,
max_q=3,
d=1,
D=1,
m=52,
seasonal=True,
error_action=’ignore’,
trace=True,
suppress_warnings=True,
stepwise=True)

#Resumen del modelo generado por AutoArima.
model_auto.summary ()
# Analisis de los residuales.

model_auto.plot_diagnostics(figsize=(14,10))
plt.show ()

Listing C.1: Codigo en Python.
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Apéndice D

Codigo en Python para el analisis
Redes Neuronales Artificiales

#Cargando paqueterias necesarias.

import numpy as np

import pandas as pd

import warnings
warnings.filterwarnings ("ignore")
import matplotlib.pyplot as plt
%matplotlib inline

from sklearn.metrics import mean_squared_error

from sklearn.preprocessing import MinMaxScaler

from statsmodels.tools.eval_measures import rmse

from keras.preprocessing.sequence import TimeseriesGenerator
from keras.models import Sequential

from keras.layers import Dense

from keras.layers import LSTM

#Cargando el conjunto de datos de la radiacion solar.
df = pd.read_excel(’Df_rn.xlsx’)

#Se selecciona la columna Fecha como indice.

df [’Fecha’]=pd.date_range (pd.datetime (2020,1,1), periods=157, freq="w"

df [’Fecha’]=pd.to_datetime (df [’Fecha’])
df .set_index (’Fecha’,inplace=True)

#Imprimimos un resumen del conjunto de datos.

df .info ()

de

# Observamos una estad stica descriptiva de nuestro conjunto de datos.

df .describe ()
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#Graficamos el conjunto de datos

fig, ax = plt.subplots(figsize=(15 ,6))

ax.plot (df.index , df ["Radiacion_solar"], color = ’r’, marker = ‘07,
linestyle = ’-7)

ax.set_title(" Datos promediados semanalmente (2020 -2022)")

plt.grid ()

plt.show ()

#Dividimos al conjunto de datos en dos subconjuntos

Train__data = df[:1len(df) -31]

Test__data = df[len(df) -31:]

#Definimos nuestro m todo de normalizaci n de datos.

scaler = MinMaxScaler ()

#scaler = MinMaxScaler (feature_range=(-1, 1))

#Normalizamos al conjunto de datos de entrenamiento y prueba.
scaler.fit(Train__data)

scaled_Train__data = scaler.transform(Train__data)

scaled_Test__data = scaler.transform(Test__data)

# Como vamos a trabajar con datos temporales estos deben transformarse en

7 # una estructura de muestras con componentes de entrada y salida antes de

# que puedan usarse para ajustarse a un modelo de aprendizaje supervisado.

from keras.preprocessing.sequence import TimeseriesGenerator

n_input = 52

n_features= 1

generator = TimeseriesGenerator (scaled_Train__data, scaled_Train__data,
length=n_input, batch_size=1)

# Generamos nuestro modelo de Red Neuronal

Modelo_LSTM = Sequential ()

Modelo_LSTM.add (LSTM (200, activation=’relu’, return_sequences=True,
input_shape=(n_input, n_features)))

Modelo_LSTM.add (LSTM (200, activation=’relu’))

Modelo_LSTM.add (Dense (1))

# Definimos el optimizador que utilizaremos y la funcion de costo

Modelo_LSTM.compile (optimizer=’Adam’, loss=’mse’)

#0bservamos el resumen de nuestra red neuronal.

Modelo_LSTM. summary ()
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2 # Entrenamos a nuestra Red Neuronal durante 100 epocas.

Modelo_LSTM.fit_generator (generator ,epochs=100)

#Graficamos el comportamiento de la funcion de costo.
losses_lstm = Modelo_LSTM.history.history[’loss’]
plt.figure(figsize=(11,5))

plt.xticks (np.arange (0,21,1))
plt.plot(range(len(losses_lstm)),losses_lstm);

Predicciones_LSTM_escalados = list ()

batch = scaled_Train__datal[-n_input:]

; CurrentBatch = batch.reshape((1l, n_input, n_features))

for i in range(len(Test__data)):
Pred_LSTM = Modelo_LSTM.predict (CurrentBatch) [0]
Predicciones_LSTM_escalados.append(Pred_LSTM)

CurrentBatch = np.append(CurrentBatch[:,1:,:],[[Pred_LSTM]],axis=1)

Predicciones_LSTM_escalados

Predicciones_LSTM = scaler.inverse_transform(Predicciones_LSTM_escalados)

# Guardamos los datos pronosticados en una columna de nuestro dataframe.

Test__data[’Predicciones_LSTM’] = Predicciones_LSTM

# Imprimimos a los pronosticados.

; Test__data

# Graficamos el conjunto de datos de prueba junto a los datos pronosticados

Test__data[’Radiacion_solar’].plot(figsize = (15,6), legend=True)

Test__data[’Predicciones_LSTM’].plot(legend = True)
Listing D.1: Codigo en Python.
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Apéndice E
Seleccion de datos

Para la seleccion de datos se realizé lo siguiente.

1. En el conjunto de datos de meteorologia de la estaciéon UTP se encuentra informacion
a partir del 1 de enero del 2001 al 31 de diciembre del 2021 de distintas variables por
ejemplo velocidad del viento, intensidad del aire, temperatura, radicacién solar, etc.
pero en este trabajo se enfocé solamente en los datos de la radiacién solar, los cuales
estan disponibles del 1 de enero del 2017 al 31 de diciembre del 2021 y se completd
este conjunto de datos con datos del afio 2022 los cuales fueron descargados de la
péagina de SINAICA. El conjunto de datos se recoleta con una frecuencia de hora,
por ejemplo, para la fecha 01/01/2019 se pude observar lo siguiente:

= En la Figura E.1, obsérvese que la recolecciéon de informacion inicia a las 12:00
a.m. y a partir de ahi cada hora, hasta las 11:00 p.m.

Continuando sobre el mismo ejemplo, se decidié encontrar el promedio de la
columna Radiacion solar de la fecha 01/01/2019 tomando todos los valores
e incluso los ceros que aparecen. Asi, se obtuvo que el promedio de la fecha
01/01/2019 y fue 200.75.

De la misma manera se ejecuté lo mismo sobre la totalidad del conjunto de
datos, siempre y cuando ya estuvieran completos los datos.

2. Por otro lado, se observd datos faltantes en todos los anos 2017-2022. Para los anos
2017 y 2018 tenemos demasiados datos faltantes, 3343 y 3458 correspondientemente
y mientras que el ano 2019 contenfa inconsistencias en los datos, por lo cual estos
anos fueron descartados. Para los afios 2020, 2021 y 2022 contaban con pocos datos
faltantes 450, 381 y 2000 correspondientemente. Entonces, para completar los datos
faltantes, se hizo lo siguiente.

= Primero, se inici6 completando los datos que faltan para 2022, lo cual se
hizo tomando las mismas fechas y horas de los dos anos anteriores para
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posteriormente promediarlos (obsérvese la Figura E.2).

Por ejemplo, en la Figura E.2, hacia falta el dato de la fecha 01/01,/2022 08:00
entonces se relleno con la parte entera del promedio de las fechas 01/01/2020
08:00 y 01/01/2021 08:00.

Para los afios 2020 y 2021 se hizo anilogamente a lo anterior, para el ano 2021
se realiz6 con las fechas de un ano anterior (2020) y uno siguiente (2022), y
para el ano 2020 se realiz6 con las fechas de los dos afios siguientes (2021 y 2022).

Ya realizado lo anterior aun existan algunos datos faltantes, no se pudo hacer
un promedio ya que el dato faltaba en los cuatro afos en la misma fecha y hora
(ver Figura E.3). Por lo cual se prosigui6 a juntar todas las fechas de todos los
anos en una sola columna, después con la paqueteria forecast de R se utiliz6 la
funcién na.interp la cual nos ayuda hacer una interpolacién para rellenar estos
datos faltantes.

3. Una vez completos todo el conjunto de datos, con funciones de la paqueteria pandas
de Python se agrupo por semana y por altimo se empez6 a promediar semanalmente,
hasta obtener un conjunto de datos como se observa en la Figura E.4.

= Kl conjunto de datos cuenta con 157 filas ya que los afios 2021 y 2022 cuentan
con 52 semanas mientras el afio 2020 cuenta con 53 semanas.

La primera semana empieza desde el 01/01,/2020 00:00:00 hasta el 05/01/2020
23:00:00, asi que, el promedio de la semana del 1 al 5 de enero de 2020 resulta
ser 173.23750, la segunda semana empieza a partir del 06/01,/2020 00:00:00 al
12/01/2020 00:00:00 y su respectivo promedio es 190.791667, este proceso conti-
nia sucesivamente hasta obtener un conjunto de datos de promedios semanales
el cual es el que se utiliza para realizar el anélisis.
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Fecha Hora Radiacién solar.
17/07/2020 12:00 a. m. 0
17/07/2020 01:00 a. m. 0
17/07/2020 02:00 a. m. 0
17/07/2020 03:00 a. m. 0
17/07/2020  04:00 a. m. 0
17/07/2020 05:00 a. m. 0
17/07/2020  06:00 a. m. 0
17/07/2020 07:00 a. m. 0
17/07/2020 08:00 a. m. 36
17/07/2020  09:00 a. m. 51
17/07/2020 10:00 a. m. 712
17/07/2020  11:00 a. m. 75
17/07/2020 12:00 p. m. 84
17/07/2020 01:00 p. m. 393
17/07/2020 02:00 p. m. 502
17/07/2020 03:00 p. m. o/77
17/07/2020  04:00 p. m. 586
17/07/2020 05:00 p. m. 631
17/07/2020 06:00 p. m. 425
17/07/2020 07:00 p. m. 99
17/07/2020 08:00 p. m. 30
17/07/2020  09:00 p. m. 0
17/07/2020  10:00 p. m. 0
17/07/2020  11:00 p. m. 0

Figura E.1: Datos del 17 de julio de 2020.

Fecha Radiacion solar 2020 Radiacion solar 2021 Radiacion solar 2022
01/01/2020 08:00 58 95
01/01/2020 09:00 142 217
01/01/2020 10:00 167 413
01/01/2020 11:00 498 562
01/01/202012:00 400 666
01/01/2020 13:00 331 709
01/01/2020 14:00 496 689
01/01/2020 15:00 495 603
01/01/2020 16:00 426 458
01/01/2020 17:00 304 268
01/01/2020 18:00 75 67
01/01/2020 19:00 1 1
01/01/2020 20:00 0 0
01/01/2020 21:00 0 0
01/01/2020 22:00 0 0
01/01/2020 23:00 0 0

Figura E.2: Datos faltantes 2022.
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Seleccion de datos

01/01/2020
02/01/2020
03/01/2020
04/01/2020
05/01/2020
06/01/2020

07/01/2020
08/01/2020
09/01/2020
10/01/2020
11/01/2020
12/01/2020
13/01/2020
14/01/2020

Figura E.3: Datos faltantes en todos los afios.

Fecha
2020-01-05
2020-01-12
2020-01-19
2020-01-26

2020-02-02

2022-12-04
2022-12-11
2022-12-18
2022-12-25

2023-01-01

Figura E.4: Conjunto de datos semanalmente.

Semana Radiacion solar

51

52

173.237500

190.791667

165.910714

159.541667

205.110119

180.809524

192.220238

187.279762

159.083333

154.550595

Radiacion solar 2020 Radiacion solar 2021 Radiacion solar 2022
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