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Resumen

El presente trabajo de tesis consiste en la investigacion de estrategias para la rea-
lizacién experimental de osciladores cadticos de orden entero y fraccional, a partir del
cémputo en hardware embebido de los modelos matematicos que describen a este tipo
de sistemas. Particularmente, se ha realizado el estudio tedrico del sistema de Chen
y el sistema de Multiples-Enrollamientos basado en una serie de funciones no lineales
saturadas. Para la solucién de sistemas de orden entero se ha descrito la formulacién
matematica de los métodos de Runge-Kutta de orden superior, para el caso de sistemas
de orden fraccional se abordan las definiciones de cédlculo fraccional en el sentido de
Grunwald-Letnikov, Riemman-Liouville y de Caputo para la descripcion de los métodos
de Grumwald-Letnikov y de Descomposicion de Adomian, las formulaciones tedricas se
validan mediante simulaciones numéricas elaboradas en MATLAB. Adema4s, se reali-
za el desarrollo experimental de los osciladores caéticos en una plataforma ARM SoC
(BCM2837). La validacion de los resultados experimentales obtenidos, se realiza me-
diante la construccion de mapas de Poincaré y la obtencién del maximo exponente de

Lyapunov de cada oscilador cadtico.
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Capitulo 1

Introduccion

En los sistemas deterministas se tiene definido que el estado inicial determina el
estado final del sistema. Si un sistema determinista presenta alta sensibilidad a sus
condiciones iniciales, pequenas variaciones tienen como resultados efectos no semejan-
tes, es decir, una diferencia pequena en sus estados iniciales hard que predicciones
se degraden a medida que pasa el tiempo, este fenémeno no lineal es conocido como
“caos”. El meteordlogo teodrico estadounidense E. N. Lorenz fue el primero en recono-
cer el comportamiento cadtico mediante el modelado matemético de un sistema para
predecir condiciones meteorologicas, observé de forma empirica que existen sistemas
cuya evoluciéon temporal presentan un comportamiento quasi-aleatorio imposible de
predecir a largo plazo, pero con trayectorias en el espacio de fase las cuales evolucionan
desde un determinado estado inicial a una zona de atracciéon en la cual se encontraran
en continuo movimiento y sin repetir nunca un mismo estado. Lorenz efectud trascen-
dentes aportes a la teoria del caos, introduciendo los conceptos de “efecto mariposa” y
“atractor extrafio” [1].

Los sistemas caoticos, también denominados “Osciladores cadticos”, han tenido
un gran potencial en muchas disciplinas, tales como en sistemas de comunicacién [2],
criptografia [3], sistemas de antena y radar [4], sistemas de potencia [5], robdtica [6],
de ingenierfa biomédica en el estudio del cerebro y del corazén humano [7, 8] por
mencionar algunos casos. Ademads, el estudio de la dindmica cadtica ha ayudado a
comprender el fenomeno evolutivo de varios sistemas cuando sus parametros asumen
cierto rango de valores criticos. Por otra parte, la generacién de caos tiene resultados
altamente complejos, alin en sistemas de comportamientos dindmicos bien organizados,

que en un principio pueden ser estables, es posible crear caos mediante la aplicacion de



Introduccién

métodos estudiados como el acoplamiento de series de funciones no lineales saturadas
(SNF'S) descritas por funciones lineales por segmentos (funciones PWL) [9]. En cuanto
a los sistemas auténomos es bien sabido que solo pueden exhibir caos cuando se tiene
un orden mayor o igual tres. Sin embargo, se ha encontrado presencia de caos en
sistemas de orden inferior, siendo estos de orden fraccional [10]. Esto quiere decir que
el orden total del sistema corresponde a la suma de cada derivada fraccional. De forma
general, el estudio del calculo fraccional se ha convertido en un tema de gran interés,
dado que las integrales y derivadas de orden fraccional tienen un excelente enfoque
para la descripcién de propiedades hereditarias o de memoria de fenémenos fisicos [11].
Cabe senalar que este tipo de derivadas ofrecen una representacion mas compacta del
sistema, dado que estan definidas como una generalizacién del las derivadas de orden
clasico, ademds, las derivadas de orden fraccional anaden un grado extra de libertad al
sistema, y dado que sus parametros se pueden ajustar a distintos valores de la derivada
y conservar el régimen cadtico, el alcance de aplicaciones basadas en caos se ha visto
incrementada, por ejemplo, en aplicaciones de seguridad como el encriptamiento de
datos, la derivada fraccional permite generar un espacio de claves mas amplio, no
obstante, las aplicaciones de sistemas caodticos tanto de orden entero como fraccional,
requieren del diseno electréonico y su implementacion en hardware para ser ttiles en
la ingenieria. Para este proposito, la literatura indica que la implementacion fisica
de osciladores cadticos se puede realizar de forma analégica donde los valores de las
senales varian en un rango de tiempo continuo y de forma digital donde los valores de

las sefiales varfan en un rango de tiempo discreto [12].

1.1. Antecedentes

El “diseno analdgico de osciladores cadticos” se realiza empleando circuitos analogi-
cos elaborados a partir de amplificadores operacionales, resistencias, capacitores, in-
ductores, diodos entre otros componentes. Esta tecnica resulta en una tarea de gran
complejidad debido a los efectos no lineales intrinsecos en los componentes pasivos y
activos. La complejidad antes mencionada es evidente en diversas publicaciones cientifi-
cas. Por ejemplo, en [13] se reporté la construccién de un oscilador cadtico de orden
entero donde la existencia de puntos de equilibrio depende de un 1inico parametro, cuyo
régimen caético fluctia entre -0.001x1072 y -0.005x 1072 para el caso estable e ines-

table respectivamente. Sin embargo, a nivel circuito esa minima variacién puede estar
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relacionada con las tolerancias y los efectos de segundo orden de dispositivos electroni-
cos, conduciendo a que ese método sea fuertemente dependiente del diseno electronico.
En [14] se introdujo un nuevo método para la generacién de caos basado en una es-
trategia de conmutacion para el anti-control de un sistema no estable de orden entero.
Aunque se realiza la implementacion electrénica con amplificadores operacionales, su
diseno requiere de funciones tangente hiperbdlicas cuyo parametro de control tiene el
valor de 1.3919. Si este valor se modificara ligeramente por cualquier efecto no ideal
de los dispositivos electronicos, los puntos de equilibrio y los planos de conmutacién
se afectarfan y limitarian la validez del método. Estos casos no son aislados, se han
publicado diversos métodos para generar caos en sistemas cadticos de orden entero,
los cuales son realizables desde un punto de vista de simulaciones computacionales.
Sin embargo, a nivel experimental los efectos de segundo orden de los dispositivos
electronicos perturbarian o destruirian el comportamiento cadtico. Respecto a la reali-
zacion analdgica de osciladores cadticos de orden fraccional la problematica es similar
al caso de orden entero. No obstante, existe un problema adicional causado por el or-
den fraccional en las derivadas que definen al sistema dindmico [15]. Esto incrementa la
complejidad para su realizacién experimental con dispositivos electrénicos analdgicos.
El proceso de diseno tipico y méas ampliamente utilizado para obtener una derivada
de orden fraccional consiste en disenar una cadena de resistores-capacitores en la red
de retroalimentacion de un amplificador operacional de ganancia inversora, resultado
en una impedancia de orden fraccional, conocida como fractancia [16]. Nuevamente,
las tolerancias y los efectos no ideales de los dispositivos electrénicos pasivos y activos
pueden afectar no solo los valores de los pardmetros del sistema sino también el orden
de fraccional del sistema cadtico y su consecuente comportamiento cadtico. En [17] se
reporta un sistema cadtico sin puntos de equilibrio. En ese trabajo se propone un nuevo
oscilador cadtico de orden fraccional de valor 0.98. Como se observa, el comportamiento
caotico de orden fraccional estd comprometido a una minima variacién a nivel circuito

para interferir o nulificar el comportamiento cadtico.

Los problemas antes mencionados se pueden superar al adaptar propiedades tedricas
a algoritmos factibles que pueden ser implementados en plataformas digitales, de esta
forma el “diseno digital de osciladores cadticos” se realiza a partir de la discretizacién de
los modelos matematicos que representan a estos sistemas [12], para este propésito exis-
ten dos principales esquemas [18]. Por una parte, estd el enfoque no-embebido orientado

hacia el computo paralelo en FPGAs desarrolladas por algin lenguaje de descripcion
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de hardware como Verilog HDL, el cual describe la estructura y comportamiento del
diseno digital en formato de texto. Por otra parte, se encuentra el enfoque embebido
orientado hacia el computo secuencial en procesadores en plataformas basadas en chips
ARM [19], los cuales son realizados con lenguajes de alto nivel de programacién como
C o Python, entonces la complejidad del diseno de los osciladores cadticos recae en la

formulacién de algoritmos elegantes basados en métodos numéricos:

» Para el caso clésico un sistema cadtico es representado por una ODE (Ecuacién
Diferencial Ordinaria) de tercer orden. Las caracteristicas que presentan este tipo
de ecuaciones es de naturaleza no lineal y por lo tanto su solucién es imposible
de obtener de forma analitica. El método numérico mas reconocido para estudiar
este tipo de sistemas es el método de Runge-Kutta de orden superior [20], el
cual presentan una gran aproximaciéon a la solucion del sistema a partir de un

conjunto de valores iniciales.

= Por otro lado, el analisis numérico de derivadas de orden fraccional requiere de
algoritmos que puedan representar adecuadamente las propiedades de herencia o
de memoria, en trabajos como [21, 22|, el método de Adams-Bashforth-Moulton
(ABM) es ampliamente reconocido para para estudiar este tipo de sistemas, no
obstante, es un método no apto para aplicaciones de ingenieria dado el costo
computacional que requiere. En trabajos como [23, 24] se utiliza el método de
Griinwald-Letnikov como alternativa a ABM para la implementacién de sistemas
caoticos en FPGA, reduciendo pero no evitando un alto consumo de recursos de
hardware, finalmente en [25, 26| se utiliza el Método de Descomposicién de Ado-
mian (ADM) para implementaciones basados en hardware embebido, no obstante,
estas implementaciones son de caso particular y no aborda la implementacién de
familias de sistemas cadticos basados en funciones PWL. Es por este motivo que

el diseno digital de este tipo de sistemas es un area de investigacion abierta.

1.2. Justificacion

Actualmente el mercado electrénico tiene una fuerte expansion hacia el mundo di-
gital, siendo el hardware embebido un concepto altamente utilizado, particularmente,
las plataformas ARM se encuentran en diversos dispositivos electrénicos de consumo

tales como: Smart-phones, Tablets, Laptops y otros dispositivos de desarrollo tales
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como Arduinos, RaspBerrys y FPGAs. Con lo cual ha crecido un gran interés en la
implementacion de la dindamica caodtica para el desarrollo de aplicaciones en sistemas
embebidos, no obstante muchas de estas aplicaciones, no son llevadas mas alla del mar-
co tedrico dada la complejidad existente en el diseno de los osciladores cadticos. Con
base en lo anterior, el presente trabajo de tesis se encuentra orientado al diseno de
estrategias para la implementacion embebida de sistemas cadticos de orden entero y
fraccional. Con los resultados obtenidos se busca generar nuevo conocimiento cientifico
respecto a una metodologia estructurada para la realizacion de osciladores cadticos a
través de modelos matematicos basados en métodos numéricos. Cabe destacar que la
ventaja de tener uno o varios sistemas cadticos implementados de manera digital frente
a la implementacién en circuiteria electronica analdgica es principalmente la reduccién

del tamano lo que facilita la portabilidad de los mismos.

Los objetivos planteados para el presente trabajo de tesis se describen a continua-

cion.

1.2.1. Objetivo general

= Generar osciladores cadticos de orden entero y fraccional para su implementacién

electronica usando hardware embebido.

1.2.2. Objetivos especificos

1. Determinar los sistemas cadticos de orden entero y fraccional para su estudio y

caracterizacion de sus modelos mateméaticos mediante simulaciones numeéricas en

MATLAB.

2. Sintetizar sistemas caoticos de orden entero, representados por modelos ma-

tematicos, en hardware embebido, utilizando al menos uno de los siguientes: DSP,

FPGA, ARM-chips.

3. Mediante la técnica desarrollada en el objetivo anterior, adaptarla para realizar
la sintesis de sistemas cadticos de orden fraccional, representados por modelos

matematicos, en hardware embebido, utilizando al menos uno de los siguientes:
DSP, FPGA, ARM-chips.
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4. Validar los analisis anteriores mediante la realizacién experimental de sistemas
caoticos de orden fraccional y entero para obtener el maximo exponente de Lya-

punov.

5. Publicacion de resultados.

1.3. Organizacién del documento

Este documento de tesis esta organizado en cinco capitulos. En el primer capitulo se
presenta una introduccion general sobre el diseno de osciladores cadticos. Antecedentes,

justificacién y los objetivos de este trabajo.

En el segundo capitulo se introducen conceptos generales relacionados con el anali-
sis de sistemas dindmicos no lineales. Representacién en espacio de estados, andlisis de
de estabilidad de puntos de equilibrio, criterios para la caracterizacién de la dindamica
cadtica y su desarrollo para el analisis numérico de sistemas cadticos de orden entero
y fraccional. Para la solucion de sistemas de orden entero se ha descrito la formula-
ciéon matemaética de los métodos de Runge-Kutta de orden superior, para el caso de
sistemas de orden fraccional se han abordado las definiciones del célculo fraccional en
el sentido de Griinwald-Letnikov, Riemman-Liouville y de Caputo para la descripcion
de los métodos de Griinwald-Letnikov y Descomposicion de Adomian. Finalmente se
presenta una descripcién del hardware utilizado para el desarrollo experimental de los

osciladores cadticos.

En el tercer capitulo se realiza el analisis y simulacién sistemas caoéticos de orden
entero y fraccional. Los estudios que se realizan en este capitulo, comprenden la evo-
lucion y la complejidad del comportamiento cadtico a partir de sistemas dindmicos no
lineales. Como caso de estudio se utiliza el sistema de Chen y el sistema de Muiltiples
Enrollamientos basado en una serie de funciones no lineales saturadas (SNFS), este ulti-
mo para el caso particular de cuatro enrollamientos. Los analisis antes mencionados se

realizan a nivel simulacién utilizando el software de programacién MATLAB.

En el cuarto capitulo se presenta la descripcion de la metodologia basada en mo-
delos matematicos para el disenio de osciladores cadticos de orden entero y fraccional.
Esta metodologia comprende la implementacién de algoritmos eficientes basados en los
métodos de Runge-Kutta para el caso clasico y los métodos de Griinwald-Letnikov y

de Descomposicién de Adomian para el caso de orden fraccional. Ademas, se desarrolla
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una extensién al método tradicional de Adomian para la solucion de sistemas basados

en funciones lineales por segmentos (PWL).

En el quinto capitulo se lleva a cabo la realizaciéon experimental de estos sistemas
en una plataforma ARM SoC (BCM2837), utilizando el lenguaje de programacién C
para la implementacién de los algoritmos formulados. La validacion de los resultados
experimentales se realiza mediante la construccion de mapas de Poncairé y la obtencién

del maximo exponente de Lyapunov de cada oscilador cadtico.

Finalmente se presentan las conclusiones de este trabajo. Parte de los resultados
obtenidos durante el desarrollo de esta Tesis, se han presentado en un congreso interna-

cional y han servido para el desarrollo de un proyecto de investigacion en el extranjero.



Capitulo 2

Preliminares matematicos

2.1. Representacién en el espacio de estados de un

sistema dinamico no lineal

Un sistema dinamico se caracteriza por un conjunto de variables relacionadas que
pueden cambiar con el tiempo, para hacer un progreso cuantitativo en la comprension
del comportamiento de este sistema, se necesita un modelo matematico. Tal modelo
puede formularse de muchas maneras, pero su caracteristica esencial es permitir pre-
decir el comportamiento futuro del sistema dada su condicion inicial y el conocimiento
de las fuerzas externas que lo afectan. La estructura matemadatica mds naturalmente
adaptada para este propdsito es la representacion en el espacio de estados [27]. Es-
ta representacion consiste en un conjunto de ecuaciones diferenciales de primer orden
las cuales describen la evolucién de las variables del sistema, estas se conocen como
las variables de estado y sus condiciones iniciales para un tiempo fijo deben contener
informacion suficiente para predecir la evolucién del sistema dado que las influencias ex-
ternas (o variables de entrada) que actiian sobre él son conocidas. Se define la siguiente

representacion en el espacio de estados de un sistema no lineal como:

T = f(x,u,t), (2.1)

y = h(z,u,1),

donde el punto denota la derivada con respecto al tiempo (t), las funciones f y h son

en general, no lineales. Para facilitar la notacion, es comin recopilar las variables de



2.2 Sistemas Auténomos

estado en un vector x(t) € R™. Las funciones no lineales pueden surgir en un modelo
dindmico ya sea porque son intrinsecas a la naturaleza del sistema o porque en un caso
como un sistema de control han sido deliberadamente introducidos por el disenador
para un proposito especifico [28]. Primero, existen funciones analiticas simples como
funciones sinusoides y exponenciales de una sola variable, o productos de diferentes
variables. Una caracteristica importante de estas funciones es que son lo suficiente
suaves como para poseer convergentes expansiones de Taylor en todos los puntos y por
lo tanto es posible linealizarlas [27]. Un tipo de funcién no lineal de uso frecuente en
modelado de sistemas es la aproximacién PWL [29, 30] que consiste en un conjunto
de relaciones lineales validas en diferentes regiones. Tienen la ventaja de pasar de
ecuaciones dindmicas no lineales a ecuaciones lineales (por lo tanto, solucionables) en
cualquier region en particular y las soluciones para diferentes regiones se pueden unir
en los limites. Aunque el objetivo de esta tesis se refiere principalmente a fenémenos
no lineales, es apropiado revisar la representacion de estados para el caso de sistemas
lineales, dado que la linealizacion es ampliamente aplicable para resolver problemas
de sistemas no lineales [31]. Se define la siguiente representacién de un sistema lineal

CO1Mo:

z(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t), (2.2)

donde el punto denota la derivada con respecto al tiempo (t), x(t) € R™ es el vector
de estados, A(t) € R™™ es la matriz el sistema, B(t) € R™™ es el vector de entrada,
C(t) € RP*™ es el vector de salida y D(t) € RP*™ es la matriz de transmisién directa
(en la mayoria de sistemas es nula), note que al ser un sistema no auténomo las matrices

A,B,C y D se encuentran en funcién del tiempo [32].

2.2. Sistemas Autonomos

Aunque las ecuaciones de un modelo dindmico, en general, dependen del tiempo ya
sea de manera explicita, a través de la funcién de entrada u(t), o ambas, gran parte
de la teoria de sistemas no lineales se refiere a casos en los que no existe dependencia
del tiempo [33]. Estos sistemas son auténomos y surgen de manera bastante natural

en la préctica, por ejemplo, cuando el vector de entrada se mantiene fijo. En cualquier
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caso, la representacion en espacio de estados de la ecuacién diferencial de un sistema

no lineal toma la siguiente forma [27]:

&= f(x,a), (2.3)

donde @ es un vector constante, Por lo tanto, los puntos de equilibrio en el espacio
de estados estan determinados por f(x,%) = 0. Asumiendo que f(x, @) satisface
la condicién de Lipschitz, la ecuacién diferencial tendrd una tnica solucién x(t) € R™
para cualquier condicién inicial z(0) [27]. La trayectoria trazada en el espacio de fase
por z(t) se llama trayectoria del sistema y debido a la propiedad de unicidad [34],
habra una y solo una trayectoria que pase por cualquier punto dado. Si se suprime la
dependencia de i, la representacién en espacio de estados para un sistema no lineal

autonomo puede escribirse simplemente:

i = f(x) (24)

y el conjunto de todas las trayectorias de esta ecuacién proporciona una representacion
geométrica completa del comportamiento dinamico no lineal del sistema bajo ciertas
condiciones iniciales. Para el caso de un sistema lineal auténomo o invariante en el

tiempo la representacion en espacio de estados se escribe de la siguiente manera:

8.
~~
~~
~—
I

Az (t) + Bu(t), (2.5)
y(t) = Cx(t) + Du(t).

Por lo general suele omitirse la variable independiente de tiempo ¢ de la representacién

(2.5) por ser implicita.

2.3. Calculo fraccional

El célculo fraccional se refiere a la generalizacion de derivadas e integrales de orden
arbitrario. Este es considerado un tema tanto antiguo como novedoso dado que fue
discutido por Leibniz y L’Hospital en 1965, sin embargo, es recientemente que las
aplicaciones del calculo fraccional en diversos campos de la ciencia e ingenieria se

han convertido en un foco de gran interés [35]. Como se explica en [36], la definicién de
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4
derivada e integral fraccional no es inica e inicia con responder el significado de ol f(t)

cuando 0 < ¢ < 1, es necesario remarcar que la definicién puede ser generalizada
para incluir cualquier ¢ € Ry. A continuacién se presentan las definiciones y métodos

utilizados para analizar sistemas cadticos de orden fraccional.

2.3.1. Derivada fraccional de Grunwald-Letnikov

De acuerdo con Griinwald-Letnikov [36], la g—ésima derivada fraccional para una

funcién continua f(t) se define de la siguiente manera

DIf(t) = lim L 3 (~1y (j)f(t—jm, (2.6)

donde Dj es el operador derivativo de Griinwald-Letnikov y (3) son los coeficientes

binomiales calculados de la siguiente forma:

i) =1 ;1 :F(j+g>r<q_j+1),j:1,2,...,00. 2.7
PR —— -

Aqui se debe mencionar la funcién mas importante utilizada en el cdlculo fraccional, co-

nocida como la funcién Gamma de Euler I'(+), la cual es definida como la generalizacién
del factorial (¢ — 1)!, ¢ € R;:

I'(q) = /000 tletdt. (2.8)

2.3.2. Integral fraccional de Riemman-Liouville

De acuerdo con el enfoque de Riemman-Liouville del célculo fraccional, el concepto
de una integral fraccional de orden ¢ > 0, se encuentra dado por la siguiente integral

de tipo convolucién [37]:

1 t
JOF(t) = _/ (t— )0 f(r)dr, t € [to.ty], g € RY, (2.9)
F(q) to
donde J{ es el operador integral fraccional de Riemman-Liouville de orden ¢ > 0, el cual

existe para casi todos los intervalos t € [to, ], que se define como el operador identidad

Jt% = I, cuando ¢ = 0. A continuacién se describen las propiedades fundamentales de
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este operador:

» (a) Commutatividad y aditividad
JEIR () = JETf(t) <= TR fO)JE f(t) = T T f () (2.10)

» (b) Dada una funcion f(t) =t7, v > —1

F(y+1)
JIt = —————(t — 1), 2.11
to P(’Y+ 1 +q)( 0) ( )
» (¢) Dada una constante C € R
PO = ——(t — ). 2.12
JtOC F(q+ 1)( 0) ( )

2.3.3. Derivada fraccional de Caputo

Una definicién de derivada fraccional es propuesta por Caputo [37], dado por el
operador derivativo fraccional *Df = JI D" f(t) conm € N*, g € R*, m—1 < ¢ <

m, este operador esta definido de la siguiente manera:

L)
d ~1
DI f(t) = { Lim—q) /to ((—pmion T Mo asm (2.13)

g 0=m.

Al aplicar el operador *D{ al operador integral fraccional Ji, se tiene el operador
identidad *D{ J = I, lo cual implica que *D{ J f(t) = f(t). No obstante dicha ope-
raciéon no es conmutativa, es decir *D{ J{ f(t) # *J{ D{ f(t); Observe que al expandir

*JiL D} f(t) se obtiene obtiene la siguiente expresion:

T D1 (0) =T (D) F(0),
=T DS () -

—f(t) - Z Fon ok
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2.4. Puntos de equilibrio

Los puntos de equilibrio de un sistema auténomo Dix = f(x), (t) € R" con ¢ = 1
y 0 < ¢ < 1 para el caso clasico y fraccional, respectivamente, también se conocen como
puntos singulares cuando f(&) = 0. Denotados como & € R" parecen violar la regla
general de que sélo una trayectoria puede pasar por un punto determinado [28]. En
realidad, la violacion es solo aparente, ya que las trayectorias que se encuentran en un
punto singular realmente no pasan a través de él, sino solo se acercan o se alejan de él

asintticamente [34].

2.4.1. Estabilidad de puntos de equilibrio para sistemas de

orden entero

La linealizacién [38] responde al objetivo de “aproximar localmente” una funcién

no lineal por una lineal, siempre mas sencilla de manejar. Considere las funciones

fi(z1, g, ..., x,), cuyas derivadas gg;, con j = 1,2,...,n para algtn ¢ son continuas en el

conjunto abierto 2 € R", por tanto, se garantiza que las funciones f; son diferenciables
en todo punto de €.

Sea entonces & = [Ty, Ty, ...,T,]7 un punto de equilibrio para sistema no lineal
dado por & = f(x). Se llama linealizacién o aproximacién lineal a la matriz jacobiana

J(x) € R evaluada en &, es decir:

aixlfl(m,xg,...,xn) %fl(xl,xg,...,xn) %fl(xl,@,...,xn)
-\ %f2(x17$27“'71:n) %fQ(xlyx27...7$n) %fi(l’l,l’g,...,l’n)
I(2) = |
| 92171 1, L2y vy T g J M\ 1y L2y ey by By, ALy L2y ooy n) |
(2.15)
donde iy
i
axj (21,22, T )=(T1,225--,Tn)

El objetivo de la linealizacién es que las propiedades de estabilidad para un punto de
equilibrio & de un sistema no lineal & = f(x) sean las mismas que de un sistema
lineal & = Ax(t). Si  es un punto de equilibrio hiperbdlico, es decir, tiene valores

propios con parte real diferente de cero Re()\;) # 0, se determina por el teorema de
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Hartman-Grobman, que el comportamiento de las soluciones x(t) € R" cercanas
al punto de equilibrio Z, es topolégicamente conjugado (existe un homeomorfismo, es
decir, una funcion que tiene inversa y ambas continuas definida en un entorno abierto
U del origen), a las soluciones del sistema linealizado . Esto implica que la estabilidad
del punto de equilibrio & es equivalente respecto al comportamiento de las trayectorias
en un entorno cercano del mismo.

Sean Aq, Ag, ..., A, los valores propios de J(&):

1) Si Re(\;)) <0V i=1,2,...,n entonces el equilibrio = es asintéticamente estable
en forma local. Es tipo atractor local (sumidero).

2) Si Re(\;)) > 0V i = 1,2,...,n entonces el equilibrio Z es intestable. Es tipo
repulsor local (fuente).

3) Si Re(\;) > 0 para algun j, y Re(\;) < 0 para algun k # j entonces el equilibrio
Z es inestable. Es un punto tipo silla.

4) si Re(\;) = 0 para algun j, entonces no se puede concluir nada sobre la estabilidad

de .

Para tener obtener una formulacion tedrica al atractor cadtico, es de interés identificar

los puntos de equilibrio @ tipo silla de indice uno y dos, por simplicidad, sea n =3 :

= Un punto de equilibrio & tiene estabilidad de tipo silla de indice uno si le corres-

ponden valores propios que satisfacen Ay =a; >0y Aog=axficona <0y

B e R.

= Un punto de equilibrio & tiene estabilidad de tipo silla de indice dos si le corres-

ponden valores propios que satisfacen \y = a <0y A3 =a £ ficona >0y

B#0.

Donde el niimero de puntos de equilibrio tipo silla de indice dos indican el ntimero de
enrollamientos presentes en el atractor cadtico, los cuales se encuentran unidos por los

puntos de equilibrio tipo silla de indice uno.

2.4.2. Estabilidad de puntos de equilibrio para sistemas de

orden fraccional

El analisis de estabilidad para los puntos de equilibrio de un sistema de orden

fraccional se divide cuando el sistema es de orden conmensurado y cuando es de orden
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inconmensurado. Considere el siguiente sistema de orden fraccional:

Dglﬂfl = fl(l‘l, T2y .uny ZEn),

DZZIQ = f?(xhx% "'7ITL)7

(2.16)
qn _
Di*x, = fo(x1, 29, ..., xy),
donde D{ expresa la derivada de orden fraccional, con i = 1,2, ..., n.
Para el caso de orden conmensurado ¢; = ¢s = ... = ¢,, de acuerdo con el teorema

de Estabilidad para orden fraccional conmensurado [36], el punto de equilibrio
[Z1, To, ..., Tp|T del sistema (2.16) es asintoticamente estable si todos los valores propios
Ai, (i = 1,2,...n), de la matriz jacobiana de (2.16) evaluada en el punto de equilibrio

J(x), satisface la condicién:

|arctan (eig(J(a:)))| = |arctan(X;)| > qg, i=1,2,...,n. (2.17)

Para el caso de orden inconmensurado ¢; # ¢o # ... # qn, de acuerdo con el
teorema de Estabilidad para orden fraccional inconmensurado [36], se define m
al minimo comun multiplo del denominador u; de ¢;, donde ¢; = v;/u;, con v;, u; € 7+
parai=1,2,...,ny se define v = 1/m. Entonces el punto de equilibrio [Z;, T, ..., T,

es asintoticamente estable si:

larctan(A;)| > fyg, (2.18)
para todas las raices A de la siguiente ecuacién:
det(diag\™ ' X"\ — J (&) = 0. (2.19)

Una condicion necesaria para que un sistema de orden fraccional presente un com-
portamiento cadtico, es que al menos un valor propio A se encuentre dentro de la region
inestable. Asumiento que un atractor cadtico de tres dimensiones tiene solo tres pun-
tos de equilibrio, si el sistema tiene un atractor de doble enrollamiento, este tiene dos
puntos de equilibrio tipo silla de indice dos rodeados por estos enrollamientos, mas
un punto de equilibrio tipo silla adicional de indice uno. Suponiendo que un sistema

tiene los valores propios correspondientes a un enrollamiento Ao 3 = o & 43. La condi-
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cion necesaria para que el sistema presente un atractor de doble enrollamiento, es que
los valores propios Ag 3 permanezcan en la region inestable. La condicién minima para

sistemas de orden fraccional conmensurado se expresa en la siguiente ecuacién [39]:

9 ,
q > —min <a7’ctcm (M) ),j =1,2. (2.20)

m Ozj

9 ‘
En otras palabras, cuando ¢ = —min (arctcm (@) ) + 0 tal que ¢ < 1, existe un
™ (6%}

intervalo donde el sistema (2.16) exhibe un comportamiento caético.

2.5. Caracterizacion de la dinamica caotica

El caos se refiere a un tipo de comportamiento dindmico no lineal el cual posee
caracteristicas muy especiales tales como: extrema sensibilidad a pequenas variaciones
de las condiciones iniciales y de sus parametros, trayectorias limitadas en el espacio de
fase pero con un exponente maximo de Lyapunov positivo. De acuerdo con [40] existen
3 identificadores basicos para que exista el caos determinista. Un sistema dinamico no

lineal debe cumplir con los siguientes puntos:

1) Tener un conjunto denso de drbitas periddicas, La densidad en drbitas periddicas
implica que cualquier trayectoria periddica de la érbita visita un barrio arbitra-
riamente pequeno de una no periddica.

2) Ser transitivo, la transitividad se relaciona con la existencia de los puntos a, b
para lo cual se puede encontrar un tercer punto ¢ que estd arbitrariamente cerca
de a y cuya orbita pasa arbitrariamente cerca de b.

3) Sensible a las condiciones iniciales. Finalmente, la sensibilidad a las condiciones
iniciales es la propiedad de qué condiciones similares den lugar a érbitas que

finalmente se separan por una cantidad finita.

2.5.1. Exponente Maximo de Lyapunov

El estudio de las trayectorias de un sistema dinamico es un diagnostico fundamental
para determinar si este tiene un comportamiento caético. Considere dos trayectorias
que inician cercanas entre si, en x(to) = f(z(to)) v z(to) + dz(ty) = f(x(to) + dz(to)),

si la evolucion de las trayectorias convergen hacia una misma orbita, el atractor es un
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punto fijo o un ciclo limite. Sin embargo, si estas trayectorias divergen y mas aun, si se
separan de forma exponencial en un tiempo finito, entonces el atractor es cadtico, un
indicador general que se utiliza para determinar y cuantificar este comportamiento, es

el exponente maximo de Lyapunov (LLE) [41]:

N = lim 21 220

i Jinl =) (2.21)

En general un sistema n- dimensional tiene n exponentes de Lyapunov. No obstante
para determinar si una serie de tiempo presenta una régimen cadtico, se procede a
calcular el exponente maximo de Lyapunov, cuando A, > 0 entonces la serie de
tiempo analizada presenta un comportamiento cadtico.

Obtener el LLE es una tarea compleja independiente del orden del sistema. Por tal
motivo se recurre al uso de métodos numéricos. Para este caso se utiliza el algoritmo de
Rosenstein-Kantz [42], el cual reconstruye una aproximacién de la dindmica del sistema
a partir de un conjunto de datos proporcionado de la siguiente manera:

Sea X una serie de tiempo para alguna variable del sistema @& (t) = f(x(t)), asumiendo
que X = [X;, Xy, ... Xn|T, la reconstruccién del espacio de fase se encuentra dada

por la siguiente expresion:
X :[X,L, X2'+j, Xi_,_(m_l)j}T, (222)

dondei =1,2,.M, M = N—(m—1)j, j es el retardo de construccién de la trayectoria,
m es la dimensién embebida del sistema determinada por el nimero de espacios de fase
o variables de estado del sistema.

En la reconstruccion de la dindmica, el algoritmo localiza el vecino mas cercano de

cada punto de la trayectoria

donde d;(0) es la distancia inicial del primer punto con su vecino més cercano. Esto
es encontrar el punto mas cercano de un punto de referencia inicial, como restriccién

adicional se supone que este punto tiene una separacién temporal superior al reciproco
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del espectro de frecuencia:

d;(0) > [Freqmaa: <|i x(n)eﬂ”km)] : (2.24)

Esto permite considerar cada parte de las vecindades como una condiciéon inicial pa-
ra diferentes trayectorias, como resultado se tiene una construccién de la divergencia

promedio desde el punto inicial:

k
1 . .
=1

Finalmente, se grafica d;(t;) contra el nimero de puntos k, para la cual existe una

regién cuya pendiente es igual al valor tedrico A,qz-

2.5.2. Mapas de Poincaré

Los mapas de Poincaré permiten que representacion de un espacio n dimensional
sea reducido a una representacién de (n — 1) dimensiones. Esto permite identificar la
periodicidad (si existe) de una trayectoria o, cuando su comportamiento completo en
el espacio de fase es muy complicado (e.g n > 3). Tales mapas son valiosos para un
analisis mas detallado, Comportamiento cadticos y de otro tipo se pueden distinguir
visualmente entre si dado que preserva las propiedades de estabilidad del sistema [43].
Los pasos para la construccién de un mapa de Poincaré se explican a continuacién [44].

Considere el siguiente sistema auténomo

Dgl’l = fl(xl,arg, ...,SL’n),

Dg$2 :fQ(x17$2>"'7xn)7 (2 26)

a,. _
Dix, = fu(x1,29,...,2,),
cong=1y0<qg<1para el caso clasico y fraccional,
» Primero, se define una seccién de Poincaré S, (tal como se muestra en la figura

2.1). Sin pérdida de generalidad, se considera S € z,,. De esta forma, se capturan

los puntos de interseccién de la trayectoria [xy, s, ..., 2, 1]7, cada vez que z,
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pasa por S.

= Por simplicidad, las trayectorias asociadas a esta interseccién, se almacenan en
los vectores G1,Go,...,G,_1 € R’ respectivamente, donde la dimensién pa-
ra cada vector, es determinado por la k-ésima interseccién de la trayectoria

(21, %9, ..., p_1]|T con S.

» Finalmente, al graficar en el espacio de fase los vectores obtenidos, se forma un

plano denominado Mapa de Poincaré ¥(G1, Ga, ..., G, 1).

Figura 2.1: Seccién de Poincaré S € z,, se aprecian tres puntos de interseccién Py, P» y Ps.

Cabe recalcar, que el valor para la seccién de Poincaré no puede ser determinado de
forma analitica para casi cualquier flujo de interés fisico, ya que requiere de cierto

conocimiento de las estructuras geométricas del espacio de fase del sistema.

2.6. Métodos para el analisis numérico de sistemas

de orden entero y fraccional

Por lo general, las ecuaciones diferenciales que describen un sistema dindmico no
lineal no pueden resolverse de forma analitica, de modo que, para poder estudiarlos
es necesario utilizar métodos de integracién numérica 6 algoritmos de aproximaciéon
numérica. Estos, apuntan a la reconstruccién de trayectorias a partir de un valor ini-
cial conocido y su planteamiento matematico implica una discretizacién del sistema
dindmico, no obstante, vale la pena mencionar que cualquier metédo o algoritmo im-

plementado en una plataforma digital tiene resultados fisicos implicitamente discretos.
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2.6.1. Meétodos de Runge-Kutta para sistemas de orden entero

Los métodos de Runge-Kutta son reconocidos como uno de los mas importantes
para el estudio de sistemas no lineales de orden entero (2.4). Dichos métodos se basan

en aproximar la solucién a través de una expansién en series de Taylor [45].

T(tes1) = x(ty) + hf (te, z(t)) + %f’(tk, z(te)) + %f”(ik,x(tk)) + ..

+ gfpl(tkal'(tk))a

(2.27)

para el p—ésimo término de interés, t; es el tiempo discreto y h = (tx11 — (1)) es
el paso de integracion, el cual especifica la distancia entre subintervalos o iteraciones

(z(to), z(t1), z(ts), ..., z(ty)) para una trayectoria de interes, donde

2(tn) — x(to)
h

Dentro de esta familia, el método més simple es el método de Euler 6 Runge-Kutta

N = +1. (2.28)

de primer orden, este utiliza una serie de expansion de Taylor de primer orden, y se

encuentra dado de la siguiente manera:

ky = f(te, z(ty)),

z(trr1) = z(ty) + hik. (2.29)

En general, el error global de los métodos de Runge-Kutta (error acumulado tras N
iteraciones) es proporcional a h?~!. Para el método de primer orden, esto implica una
correlacion lineal del error con el paso de integracion, por tal motivo su convergencia
requiere de valores muy pequenos de h. Como se observa en la expresién (2.28) esto
implica un mayor nimero de iteraciones para lograr una aproximacion aceptable en
la solucion del sistema. Es por tal motivo que en la practica se utilizan métodos de
Runge-Kutta de orden superior, tal es el caso del el método de Runge-Kutta cuarto
orden, el cual es reconocido como una valiosa herramienta de calculo por la buena

aproximacién que produce [46].

El método de Runge-Kutta de cuarto orden se encuentra dado de la siguiente ma-
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nera:

kl - hf(t/thk)?
1 1
hf(t, + §h,9€tk + 5751),
1
hi( 5/74:2), (2.30)
(tk + h, Ty, + kg),

1
tk‘ + §h7 xtk +

1

Dado que este método utiliza una expansiéon de Taylor de cuarto orden (p = 5), el error

global es proporcional a h?.

2.6.2. Meétodo de Griinwald-Letnikov para sistemas de orden

fraccional

Como se ha mencionado anteriormente, las derivadas de orden fraccional son consi-
deradas como una generalizacién de las de orden entero, esto se puede observar clara-
mente en la definicién presentada por Caputo (2.13). No obstante, la definicién presen-
tada por Griinwald-Letnikov (2.6) resulta una opcién mds conveniente para propositos
de andlisis numérico [47]. En este sentido, la solucién numérica para un sistema de

orden fraccional

Dj, = f(te, x(ts)), (2.31)

se obtiene de la siguiente manera:

$(tk+1) = f(tk, ZC T tk J (232)

donde los coeficientes binomiales (2.7) expresados en la forma CY, son calculados de la
siguiente forma recursiva

cl =1, c;!:(1——1jq>cq

Jj=b

i=12 . k. (2.33)

Cabe senalar que la propiedad de herencia en la derivada de Griinwald-Letnikov es

representada mediante el operador de suma, por lo tanto, la expresion (2.32) requiere
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el conocimiento de toda la historia pasada o memoria, esto significa que esta deriva-
da fraccional a diferencia de las derivadas estandar, ya no es local sino global. Para
propésitos de analisis numérico utilizar la memoria completa permite mayor aproxima-
cion al valor real de la derivada, no obstante, para aplicaciones practicas esto implica
un gran consumo de recursos computacionales. Para solventar este problema, el indice

superior de la suma necesita ser modificado por k = v, donde

Lm
1 k<T,

Lm Lm
m > Lm

Esto es conocido como el “principio de memoria corta” en el método de Griinwald-
Letnikov, donde L,, es la longitud de memoria propuesto. Cuando se utiliza esta sim-
plificacién, el método aproxima la solucién z(t;41) utilizando solo los valores que se
encuentran dentro de un intervalo fijo de tiempo [tk_LTm Lt

Es evidente que existe una compensacién al utilizar la técnica anterior, es de-
cir, la demanda de recursos computacionales disminuye pero también disminuye la
aproximacién al valor de la solucién. Especificando la longitud de memoria L, y si
|f(te)] < M, ¥ a <ty <b, es posible definir y estimar el error A(¢) para un € > A(t),

de la siguiente forma [48]:

L > (ﬁ))l/q. (2.34)

2.6.3. Meétodo de Descomposicion de Adomian para sistemas

de orden fraccional

El Método de Descomposicién de Adomian (ADM) es considerado como un método
analitico para resolver ecuaciones diferenciales de orden entero y fraccional [49]. La idea
fundamental de este método es realizar una expansion en los “denominados polinomios
de Adomian”, de las no linealidades que se presentan en un sistema dinamico.

De acuerdo con la definicién de derivada fraccional de Caputo (2.13), considere el
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siguiente sistema de orden fraccional:

*D?O.I'l(t) = fl(xbx??“'axn)a
*Dgol'g(t) = fg(xl, T2, ..., .I‘n), (2 35)
*Dgo$n(t) = fn(xlax27"'axn)a

donde n € IN*. El sistema anterior es divido en tres partes como se muestra en la

siguiente expresién [50]:
*Di x(t) = Lx(t) + Nx(t) + g(1), (2.36)

donde *Dj es el operador derivativo de Caputo, x(t) € R" es el vector de variables de
estado, L y N representan el operador lineal y no lineal respectivamente y g(t) € R"
es una funcién analitica conocida. Al aplicar el operador J{ a ambos lados de (2.36),

se obtiene la siguiente expresion:

[y

m—

z(t) =) f““)(tg)(tl;—'t“)k + J] La(t) + JE Na(t) + Ji g(t). (2.37)
k=0 )

Por simplicidad denotamos n = S ' fF®)(t5 )(tl;%)k, considerando m = 1, el vector
7 se define como el vector de condiciones iniciales f©(t5) = x(*)(ty). Por otra parte,
el vector no lineal del sistema Nx(t) es expresado en la forma de descomposicién de

Adomian de la siguiente manera:
Na(t) =) AM@’, .ah), i=12, ., 0. (2.38)

donde A* € R" son los denominados polinomios de Adomian, calculados de la siguiente

manera [50]:
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Considerando la expresién (2.37), la solucién para el sistema de orden fraccional (2.35)

es la siguiente

x'(t) =Ji g(t) +n,
x'(t) =JE La(t) + JL A% (2°(1)),

. ‘ ‘ ‘ (2.41)
o' (t) =JE L'~ ' (t) + JL A (&0(t), .., ' (t)),

z(t) =) xh(t).

Cabe senalar que la solucion anterior presenta un radio de convergencia bastante
pequeno en relacién con la trayectoria real del sistema (2.35), mediante simulaciones
numéricas es facil verificar que difiere de la verdadera solucién en largos periodos de
tiempo. Para solventar este problema, el estudio de la trayectoria en un espacio de
tiempo [to,t] se realiza en M subintervalos [to, 1], [t1, 2], ..., [tar—1, tar], divididos por
un tamano de paso h = (tp; — tpr—1) de esta forma, los valores para cada intervalo de
tiempo son calculados a partir de un valor pasado.

Dada la explicacién anterior y de acuerdo con las propiedades (2.10) y (2.12), la
solucién para el sistema de orden fraccional (2.35) es reescrita en la siguiente forma:
2(t)) = g(t) +
I'(g+1) ’
a'(t;) =La’(t;) + A°(2°(t))),

(2.42)
a:z(t]) :Lwi_l(t]‘) —+ 141'_1 (Q}'O(tj)7 ceey wi_l(tj)),
wltyo1) = - (1) s

con j=1,2,..., M.

2.7. Hardware embebido

El hardware embebido se refiere a la arquitectura informética- electrénica de los sis-

temas embebidos. Este se encuentra disenado digitalmente para ser flexibles y cumplir
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con una amplia gama de aplicaciones. Por lo general, este tipo de hardware integra un
procesador asociado a una amplia variedad de dispositivos de entrada y salida, siendo

el software el que dicta la orientacion de la aplicacion.

2.7.1. Filosofia de diseno RISC

Actualmente se puede diferenciar entre dos filosofias de diseno de arquitecturas
de procesamiento: Computador de instrucciones reducido (RISC) y computador de
un conjunto de instrucciones complejo (CISC) [51]. Las principales caracteristicas que

presenta una arquitectura RISC son:

= Un conjunto limitado y simple de instrucciones. Se cuenta con un conjunto cons-

tituido por instrucciones capaces de ejecutarse en un ciclo de reloj.

= Instrucciones orientadas a los registros con acceso limitado a memoria. ofrece
pocas instrucciones basicas “LOAD” y “Store” que pueden ingresar a la memoria.

El resto de ellas operan exclusivamente con registros.

= Un gran banco de registros. Los procesadores de tipo RISC contienen muchos
registros de manera que las variables y los resultados intermedios usados durante

la ejecucion del programa no requieran utilizar la memoria.

En resumen RISC, es una filosofia que se concentra en reducir la complejidad de las
instrucciones realizadas por el hardware, dado que se requiere proporcionar una mayor
flexibilidad e inteligencia en el software. Este tipo de arquitectura esta destinada a
ofrecer instrucciones simples pero potentes que se ejecutan en un solo ciclo a una gran
velocidad de reloj. Por otro lado, en los iltimos afnios los sistemas integrados ha venido
incrementando su potencial, tanto de procesado como de integracion en un chip para
dar la posibilidad a sistemas mas complejos. Los sistemas integrados en Chip (SoCs),
son disenos complejos que ponen todo el sistema en un solo piso de silicio en lugar de
placas de circuitos impresos que contienen una gran cantidad de Chips. Cuentan con
procesadores integrados, subsistemas de memoria y periféricos especificos de la aplica-

cién requerida [52].
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2.7.2. Plataformas ARM

La filosofia RISC ha tenido influencia en la arquitectura de numerosos procesadores
[51], incluyendo la arquitectura ARM (Maquina tipo RISC avanzada). Aunque existen
varios procesadores RISC empleados en SoC, como son: AVR, AIPHA SPARC, UltraS-
PARK, OpenRISC, etc. Hoy en dia los procesadores ARM tienen una gran presencia en
dispositivos electréonicos de consumo, tales como: smart-phones, tablets, computadoras,
smart-TVs y en otros dispositivos de desarrollo tales como Arduino, FPGAs y Rasp-
Berrys.

Considerando la motivacién anterior, el disenio de osciladores cadticos que se plan-
tea en esta tesis, se desarrolla en una plataforma ARM SoC. Este enfoque consiste
en una micro-computadora que se encarga de procesar los datos digitales, similar a
los DSPs (procesadores de senales digitales) los procesadores ARM realizan de forma
rapida y repetida operaciones aritméticas basadas en formato de punto flotante de
precision simple o doble, las instrucciones pueden ser programadas desde lenguaje de
bajo nivel ensamblador y dependiendo del fabricante es posible programar en lenguajes

estructurados de alto nivel como C o Python.

2.7.3. Raspberry Pi

Raspberry Pi es un tipo de computador de bajo costo basado en ARM SoC. Estas
tarjetas cuentan con interfaces de hardware que permiten la integracién con otros
dispositivos electrénicos, una gran cantidad de librerias de propdsitos especificos y una
gran comunidad desarrollando aplicaciones [19, 53, 54]. Para este trabajo se utiliza una
tarjeta “Raspberry Pi 3 B4+” (R-Pi 3 B+) basada en un ARM Cortex A53 de 64 bits.

La computadora R-Pi 3 B+ y su arquitectura se ilustran en la figura 2.2.

24 GHZ y 5 GHZ
ETHERNET IEEE 802.11n,

BLUETOOTH 4.2

4XUSB2.0

<> I
DRaM || GPU
VIDEO \—i—‘ Lr‘
AUDIO ]|, |

GPIO

ARM Cortex-A53
LaGHs
-
UsB

Figura 2.2: Tarjeta y arquitectura de la computadora SoC Raspberry Pi 3 modelo B+.
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En la tabla 2.1 se presenta una breve descripciéon de las capacidades de hardware

de esta tarjeta.

SoC, CPU Bradcom BCM2837B0, Cortex-A53(ARMvS) 64 bits
GPU VideoCore IV 400 MHz
Frecuencia de reloj 1.4 GHz
Memoria (DRAM) 1 GB LPDDR2

Conexion de red

Ethernet RJ45

Conectividad inaldmbrica

2.4 GHz IEEE y 5 GHz 802.11 n, Bluetooth 4.2

PUERTOS

GPIO 40 pines

HDMI

4 x USB 2.0

CSI (cdmara Raspberry Pi)

DSI (pantalla tactil)

Micro SD

Micro USB (Alimentacién 5.1 v)

Audio Jack 3.5 mm

Tabla 2.1: Especificaciones de la tarjeta Raspberry Pi 3 modelo B+.



Capitulo 3

Analisis y simulacion de osciladores
caoticos de orden entero y

fraccional

3.1. Oscilador cadtico de Chen

En 1999, G. Chen encontré un atractor cadtico en un sistema auténomo tridimensio-
nal [55], como se observa en la referencia [56] el sistema de Chen pertenece a una clase
particular de sistemas cadticos que, junto junto al sistema Lorenz y de Lii comparten
ciertas caracteristicas, tales como: niimero de parametros, propiedades en sus puntos
de equilibrio, simetria y disipatividad pero con una topologia diferente [57], siendo
el sistema de Chen quien presenta una dindmica mas compleja. Es por tal motivo la

importancia de su estudio en esta tesis.

3.1.1. Modelo de orden entero

El sistema de Chen de orden entero se encuentra representado de la siguiente manera

T =a(ry — x1),
y=(c—a)ry — 123 + CT9, (3.1)

z = T1To — bl’g,
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donde a, by ¢ son pardametros reales positivos.
Los puntos de equilibrio del sistema (3.1) se obtienen resolviendo el siguiente sistema

de ecuaciones

a(xy —x1) =0,
(c—a)xy — 123 + cre = 0, (3.2)

T1Xg — beg =0.
De la expresion anterior se encuentran los siguientes puntos de equilibrio (Z1, Tz, T3):

Pe; = (0,0,0),
Pey = (1/b(2¢ — a), \/b(2¢ — a),2c — a), (3.3)
Pes = (—/b(2¢c — a), —/b(2¢c — a),2c — a).

Sustituyendo (3.3) por los valores correspondientes
a=35 b=3, c=28, (3.4)
se obtienen los siguientes resultados numéricos

P61 = (0,0,0),
Pes = (7.9373,7.9373,21), (3.5)
Peg = (—7.9373,—7.9373, 21).

Ahora se procede a determinar si los puntos equilibrio encontrados son hiperbdlicos o

no hiperbdlicos. Considere la matriz jacobiana del sistema (3.1)

—a a 0
Jx)=|c—a—xz3 ¢ -z, (3.6)
i) T —b
para la cual se obtiene la ecuacién caracteristica |/\] — J(fl,fg,i3)| = 0, para cada

punto de equilibrio Pe;, Peyy P3 (3.5).
En Pey
|AI = J(0,0,0)] = A* + 10A* — 714\ — 2205 (3.7)
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donde
A = —30.8359,
Ao = 23.8359, (3.8)
A3 = —3.

En Pes y Pes

|\l — J(7.9373,7.9373,21)| = |AI — J(—7.9373,—7.9373,21)] 39)
= A% + 1022 4 84\ + 4410, ’
donde

A\ = —18.4280,
Ao = 4.2140 + 14.8847i,
A3 = 4.2140 — 14.8847i.

De los valores propios obtenidos, se observa que existe un Re();) > 0 para algin
J, v Re(Ax) < 0 para algin k # j. Por lo tanto, los puntos de equilibrio (3.5) son
hiperbdlicos, de acuerdo con el teorema de Hartman-Grobman se garantiza que la
estabilidad estos puntos es preservada cuando se linealiza el sistema (3.1) alrededor de

estos mismos.

A partir del anédlisis realizado se deduce lo siguiente:

» A P, le corresponden valores propios A;3 < 0 y Ay > 0 correspondientes a un

punto de equilibrio tipo silla de indice uno.

= Los puntos de equilibrio P, y P3 les corresponden valores propios que satisfacen
M<0yXsg=axpficona>0y /S #0. Con lo que se puede determinar que

estos puntos de equilibrio son de tipo silla de indice dos.

Por tanto se puede determinar que al atractor cadtico le corresponden dos enrollamien-
tos formados alrededor de los puntos de equilibrio Pes v Peg, los cuales estan unidos
por el punto de equilibrio Pe;.

La solucién para del sistema de Chen (3.1) utilizando el método de Runge-Kutta
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de cuarto orden (2.30), tiene la siguiente forma

1
I (tk+1) =T (tk) —+ 6(1601 + 2k92 + 2k93 + hl{?04),
1
Ta(thr1) = z2(te) + g(k‘fﬁl + 2k¢2 + 2k¢s + hkga), (3.10)

1
w3(trs1) = z3(te) + gh(k‘ﬂl + 2kpy + 2kp3 + hkpy).

60
50

40

X3 30
20
10
0
40
%
60 60
50 501
40 - 40 -
X330+ X330
20 - 20
10 10
% 2 0 o 10 20 & ® &% 2w 40 o 10 20 g
X1 X2

Figura 3.1: Resultado de la simulacién del sistema de Chen de orden entero, realizada con
tiempo de simulacién Tg;, = 90 s, paso de integracion h = 0.008 y condiciones iniciales
(:L‘l(to), wg(t()), l’g(t())) = (1, 0, 30)
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donde

k(gl = a(l'g(tk) — £C1<tk)),
ko1 = (c — a)xy(ty) — z1(tr)xs(ty) + cra(ty),
kpy = 1 (tr)w2(ts) — bxs(ts),

kb, — a((:vg )+ Bn) — (a(t) + hkél))

ks = (e — a) (o (1) + Sh01) — (ea(ti) + ko) (23(10) + o) + elalta) + ohon).
oo = (e2(t4) + ohth) () + S ko) — blas(t) + Shp),

ks — a((xg(tk) +okn) — (ra(t) + gkez)),

ks = (c— a) (1 (1) + gk@) — (w1(ty) + gk:ez) (z3(ty) + gk}pg) + e(za(ty) + gkqbz),
by = (e2(04) + oh02) (a(5) + Ské) — b(as(t) + Shp)

ko, — a((xg(tk) © hks) — (m1(ts) + hkreg)),

koa = (c — a)(z1(ty) + hkbs) — (z1(tx) + hkbs) (z3(t) + hkps) + c(za(ty) + hkos),
kps = (21(tr) + hkO3) (z2(tr) + hkds) — b(xs(te) + hkps).

En la figura 3.1 se presentan los resultados de simulacién en MATLAB a partir de la
solucién (3.10).

3.1.2. Modelo de orden fraccional

El sistema de Chen de orden fraccional se encuentra representado de la siguiente

manera [47]:

Dixy = a(xy — x1),
Dixy = (¢ — a)ry — 2123 + CTa, (3.11)
Dg,fg = T1T9 — bl’g,

donde D es el operador derivativo de Griinwald-Letnikov, a, b y ¢ son pardmetros

reales positivos, definidos en (3.4). Como se puede observar la variacién en este modelo

de Chen, es exclusivo en su orden derivativo 0 < ¢ < 1, por lo tanto, garantiza que los
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puntos de equilibrio determinados en la expresién (3.5), son consistentes con los puntos
de equilibrio en el sistema de Chen de orden fraccional.
En la tabla 3.1 se presentan los puntos de equilibrio del sistema (3.11) con sus respecti-

vos valores propios. Para realizar el analisis de estabilidad de sus puntos de equilibrio,

] Punto de equilibrio (Z1, T2, T3) \ Valores propios A1, Ao, A3, \

A = —30.8359
Pe; = (0,0,0) s = 23.8359
A3 = —3
A = —18.4280

Pey s = (£7.9373,£7.9373,21) | Aoy = 4.2140 + 14.8847:
A3 = 4.2140 — 14.88473

Tabla 3.1: Puntos de equilibrio del sistema de Chen de orden fraccional y sus respectivos
valores propios.

es conveniente determinar el minimo orden fraccional ¢, donde el sistema de Chen pre-
senta un comportamiento cadtico. Considerando la expresion (2.20) y sustituyendo por
los valores propios correspondientes a los puntos de equilibrio Pey y Pes, el minimo

orden fraccional ¢ es el siguiente:

2 (|214.8847]

—arctan \ ——————

L 42140 ) (3.12)
g > 0.8244.

A partir de este resultado, se tiene el intervalo conocido 0.8244 < ¢ < 1, donde el
sistema de Chen presenta un comportamiento cadtico.

Sin pérdida de generalidad, se considera un valor arbitrario ¢ € (0.8244, 1). Sea entonces
q = 0.9, se procede a determinar la estabilidad de los puntos de equilibrio.
Estabilidad en Pe; = (0,0,0):

larctan(Ay)| 0

larctan(X2)|| = 0],

larctan(As)| 0 (3.13)
larctan();)| < qg, i=1,2,3.
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Estabilidad en Peg g = (£7.9373, £7.9373, 21):

larctan(Ay)| 0
larctan(X2)|| = |1.29] ,
|arctan(Az))| 1.29 (3.14)

larg(\)] < qg, i=1,2,3.

Con esto se demuestra que los puntos de equilibrio son inestables.

50

40

35

30
X3

5
-30 -20 -10 0 10 20 30 -30 -20 -10 0 10 20 30

Figura 3.2: Resultado de la simulacién del sistema de Chen de orden fraccional ¢ = 0.9,
realizada con tiempo de simulacién T, = 90 s, paso de integracion h = 0.007 y condiciones
iniciales (z1(to), z2(to), z3(to)) = (1,0, 25).

La solucién numérica del sistema de Chen de orden fraccionario por el método de
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Griinwald-Letnikov (2.32), tiene la siguiente forma:

1+4+gq ‘
Cci=1, CI=(1- T)(Jj =12k,
k
T1(tpy1) = a(ilf2(tk) — Iy tk Z 1(tk—j)

(3.15)
To(trs1) = ((c— a) (xl(tk) — 1 (tg)x3(ty) + cxo(ty) )hq Z C’ To(tr—j)

r3(th) = (xl(tk)x2(tk) — bas( tk Z C x3(ty—;)

La solucién numérica (3.15) corresponde a los retratos de fase presentados en la figura
3.2. De forma cualitativa es facil observar que, bajo un mismo conjunto de parametros,
el espacio de estados del sistema de Chen de orden fraccional ¢ = 0.9 es geograficamente

constrenido respecto al sistema de Chen de orden entero.

3.2. Oscilador caético de Multiples-Enrollamientos

Dentro de los métodos existentes para generar senales caodticas, se encuentra el
acoplamiento de funciones lineales por segmentos a sistemas dinamicos. Una funcién
lineal por segmentos (PWL) es una funcién que envuelve a la variable de estado x y
se denota como f(x;). Se encuentra formada por un conjunto de n regiones lineales,
cuya membresia se encuentra definida por alguna condicion, que no necesariamente
incluye la variable de estado. El objetivo de estas funciones es modelar senales cuyo
comportamiento complejo no permite ser expresado de forma analitica. Un ejemplo

clasico de funcién PWL es la funcién valor absoluto |z|, definida de la siguiente manera

fz) = (3.16)

Se encuentra reportado que la aproximacion de no linealidades de un sistema via fun-
ciones PWL, preserva fenémenos importantes de la regién que ha sido modelada. De
esta forma la dinamica puede ser reconstruida y estudiada sobre un cierto rango de
parametros, como ejemplo se tiene la referencia [58] donde se propuso un nuevo modelo

de célula beta basada en aproximaciones PWL.
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En particular las funciones PWL han sido ampliamente utilizadas para generar caos:
en la referencia [59] se propusé un sistema caético de Chen PWL; estd reportado que el
acoplamiento de funciones PWL en sistemas que en principio presentan una dindmica
estable generan caos, tal es el caso del sistema caodtico de Multiples Enrollamientos
que se estudia en esta tesis, la complejidad de la dindmica puede incrementarse para
generar atractores en orientaciones 1D, 2D, 3D, mediante conmutacién de control [60],
en sistemas ampliamente estudiados como el sistema caoético de Chua, se encuentran
atractores cadticos sin puntos de equlibrio [61]. Otros sistemas caéticos desarrollados
a partir de la misma técnica se presentan en [62-65].

La forma de solucionar sistemas con funciones PWL es un area de investigacion abierta,
incluso en sistemas que presentan una dindamica no caotica, el analisis incrementa en

complejidad dadas las discontinuidades existentes entre las regiones de la funcion PWL.

3.2.1. Modelo de orden entero

Considere el siguiente sistema auténomo lineal de la forma & = Ax de tercer orden.

Z1 0O 1 0 1
=10 0 1 T, (3.17)
T3 —a —-b —c| |z3

donde a = 0.7, b= 0.7, ¢ = 0.7. Al resolver el siguiente sistema de ecuaciones

To = O,
3 =0, (3.18)

—axry — bxy — cx3 =0,

se hace evidente que el sistema (3.17) tiene un solo punto de equilibrio en el origen

Peq(0,0,0). Cuya ecuacién caracteristica ‘)\I — A:c| = 0, tiene la siguiente forma:

N4+ +bA+a=0, (3.19)
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sustituyendo en (3.19) los valores de pardmetros correspondientes, se obtienen los si-

guientes valores propios

A = —8480,
A2 = 0.0740 + 0.90554, (3.20)
A3 = 0.0740 — 0.90554.

Los valores propios obtenidos satisfacen un punto silla de indice dos, por lo tanto, las
trayectorias de (3.17) divergen de forma oscilatoria cuando ¢ — oo. Se hace evidente
que la regién de atraccion cadtica es inexistente. Ahora, considere la siguiente funcién

en series saturadas

p
(2qs + 1)ks Ty > QShs + 17

k‘s<l‘1 — Zhs) + 22k3 ‘.’L‘l — Zhsl § 1,

—DPs S Z S qs,
f(xl; ksa h57ps’ QS) - (321)
(2i + 1)k, ihy +1 <z < (i + 1)hy — 1,

_pSSZSQS_la

k_<2ps + ]-)ks T < _pshs - 1a

donde ks = 10 es el factor multiplicativo de la pendiente, hy = 2k, es el factor multipli-
cativo de las regiones saturadas; considerando p, = q; = 1 se tiene que i, = —1, iy =
0,i3 = 1. Como se ilustra en la figura 3.3, la funcién en series saturadas (3.21) tiene 7

segmentos, para generar 4 enrollamientos en orientacién 1D.

4 f(x1i ks hs, ps Gs)

3k,

1 h—1 hy+1

Figura 3.3: Descripcién de una serie de funciones saturadas para generar 4 enrollamientos.
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Sumando esta no linealidad al sistema (3.17), se obtiene la siguiente expresién

Ty 0O 1 0 1 0,
3:‘2 = -1 0 0 X2 + 07 f(xl;kah7p7 q)? (322>
T3 —a —b —c| |x3 d

En (3.22) existen (2(ps + ¢s) + 3) puntos de equilibrio, y se obtienen al resolver el

siguiente sistema de ecuaciones:

To = 0,

—axy — bxy — cxs + df (v1; ks, hs, ps, gs) = 0.

Se hace evidente que la linea de puntos de equilibrio en el eje z; depende de la siguiente

ecuacion:
_:Ul_'—f(xl;ksyhsapsaq(s) :07 Va=deR (324)

y de acuerdo con (3.21), se obtienen los siguientes puntos de equilibrio:

Pe;, = (0,0,0),
Peys = +(10,0,0),
Peys = +(20,0,0),
Peg.z = £(30,0,0).

(3.25)

Ahora se procede a determinar si los puntos equilibrio encontrados son hiperbdlicos o
no hiperbdlicos.

Cuando f(x1; ks, hs, ps,qs) = k(x — ihg) + 2iks, con i = —1,0,1 le corresponden los
puntos de equilibrio: Pe; = (0,0,0) y Pess = £+(20,0,0). La matriz jacobiana del

sistema (3.22) toma la siguiente forma:

0 1 0
Jx)=10 0 1, (3.26)
6.3 —0.7 —0.7



3.2 Oscilador cadtico de Multiples-Enrollamientos

39

para la cual se obtiene la ecuacién caracteristica ’)\I -J (a:)| =0, esto es

N 4070+ 070 —6.3=0 (3.27)
donde
A1 = 1.5300,
Ay = —1.1154 + 1.6944i, (3.28)

A3 = —1.1154 — 1.69444.

Cuando f(x1; ks, hs, ps,qs) # k(x1 — ihg) + 2iks, con ¢ = 1,2,3 le corresponden los
siguientes puntos de equilibrio: Pess = £(10,0,0) y Pesr = £(30,0,0), la matriz

jacobiana del sistema (3.22) toma la siguiente forma:

0o 1 0
Jxy=]0 0o 1 |, (3.29)
0.7 —0.7 —0.7

para la cual se obtiene la ecuacién caracteristica ’/\I -J (a:)| =0, esto es

N 40702+ 0.7A +0.7=0 (3.30)
donde
A1 = —0.8480,
Ao = 0.0740 + 0.90554, (3.31)

Az = 0.0740 — 0.9055:.

Los puntos de equilibrio que definen a la ecuacién caracteristica (3.37), les corres-
ponden los valores propios que satisfacen Ay > 0y A3 =a £ ficona <0y S #0,
mientras que a los puntos de equilibrio que definen a la ecuacién caracteristica (3.40),
les corresponden valores propios que satisfacen \y < 0y A3 = a£ i cona > 0y

B # 0. Por lo tanto todos los puntos de equilibrio encontrados son hiperbdlicos.

A partir del analisis realizado se deduce que los puntos de equilibrio P, y P, 5 son
inestables de tipo silla y de indice uno, mientras que los puntos de equilibrio P 3y Fs 7

son inestables de tipo silla de indice dos. Ademés dado que el enrollamiento solo es
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generado alrededor de los puntos silla de indice dos, el sistema (3.22) tiene la posibilidad
de generar (ps + gs + 2) enrollamientos para los valores adecuados de los parametros
a,b,c,d, ks y hs. Es necesario enfatizar que los (p + ¢ + 1) puntos de equilibrio que
definen a (3.37) son responsables de conectar los (ps + ¢s + 2) enrollamientos de todo
el atractor cadtico y cada punto corresponde a una unica pendiente de la serie de
funciones saturadas (3.21). Por otra parte, cada punto de equilibrio de (ps + ¢s + 2)
que define a (3.40), corresponde a una regién saturada de (3.21) y le corresponde un

tunico enrollamiento de todo el atractor [40].

La solucién numérica del sistema de Multiples-Enrollamientos de orden entero, por

el método de RK-4 (2.30) tiene la siguiente forma:

1
T (tk+1) =T (tk) + 6(/?91 + 2k92 + 2/{93 + hk94),
1
To(tky1) = wa(ty) + g(kﬁbl + 2k s + 2kos + hkoy), (3.32)

1
r3(tpy1) = x3(ty) + é(kpl + 2kpy + 2kp3 + hkpy),

donde
kO = xo(ty),
ko1 = x3(ty),
kpl = —aajl(tk) — bxz(tk) — C.Tg(tk) + df(-xl(tk); ksa hs>psa q5)7
h
kOy = zo(ty) + §k¢1>
h
koo = x3(ty) + §/€P1,
h h h h
kps = —a(z1(ty) + §/€91) — b(za(te) + §k¢1) — c(zs(te) + 57@01) + df (z1 () + §k91; ks, hs, Ds, Gs)
h
]{393 = Ig(tk) + §]€¢2,
h
kps = x3(ty) + §kP2=

kps = —a(21(te) + ngQ) — b(za(te) + gk%) — c(zs(tr) + gk‘m) + df (1 (k) + gk92; ks, hs, Ds, Gs)
kOy = xo(ty) + hkoa,

koy = w3(tr) + hkpy,

kps = —a(z1(ty) + hkb3) — b(wa(ty) + hkos) — c(xs(ty) + hkps) + df (v1(ty) + hkOs; ks, hs, ps, gs)-
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-10 -
20

50 40 30 20 -10 0 16 20 30 40 50 -15 -10 -5 0 5 10 15

Figura 3.4: Resultado de la simulacién del sistema de Miutiples Enrollamientos de orden
entero, realizada con tiempo de simulacion Ty, = 2500 s, paso de integracién h = 0.25 y
condiciones iniciales (z1(to), z2(to), z3(to)) = (1,0,1).

Puntos silla de indice 1 | Puntos silla de indice 2
Puntos de equilibrio (Pendiente) (Saturacién)
7 3 4
(0,0,0) (0,0,0) +(10,0,0)
+(10,0,0) +(20,0,0) +(30,0,0)
+(20,0,0)
+(30,0,0)

Tabla 3.2: Ubicacién de los puntos de equilibrio del sistema (3.22) dentro de la funcién en
series saturadas (3.21).
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La solucién (3.32) corresponde a los retratos de fase presentados en la figura 3.4.
De forma cualitativa se observa facilmente que el comportamiento de los puntos de

equilibrio es consistente con las formulaciones tedricas presentadas en la tabla 3.2.

3.2.2. Modelo de orden fraccional

El sistema de Multiples Enrollamientos de orden fraccional se encuentra represen-

tado de la siguiente manera.

D?i[)l = T9,
Dizy = a5, (3.33)

Dgﬁs = —axry — bx2 — CX3 + df(xl; k57 hsaPsz)a

donde D} es el operador derivativo de Griinwald-Letnikov, a, b, ¢y d son pardme-
tros reales positivos y f(z1;k, h,p,q) es una funcién en series saturadas, descrita por
(3.21). De forma andloga al modelo de orden entero (3.22), el sistema de Multiples-
Enrollamientos de orden fraccional tiene (2(ps + ¢5) + 3) puntos de equilibrio, conside-

rando que a = d y b = ¢, estos se definen de la siguiente manera:

jlj —T1+ f(xh ksa hmps; QS) =0
=T ; ’ 3.34

j=12..2(ps+¢qs)+3), Va=deR.

la membresia de estos puntos de equilibrio respecto a la funcién en series saturadas
f(z1; ks, hs, ps, qs), se encuentran descritos en la tabla 3.3. Ahora se procede a deter-
minar la estabilidad de los puntos de equilibrio encontrados.

Considere la siguiente la variacién en los parametros
a=22 b=14, ¢c=0.6, d=2.2. (3.35)

En Pe; = (0,0,0) y Peys = £(20,0,0). La matriz jacobiana del sistema (3.33) toma

la forma
0 1 0

Jx)=10 0 1|, (3.36)
198 —1.4 —06
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para la cual se obtiene la ecuacion caracteristica

N4+ 0.60% +1.4)X—19.8=0 (3.37)
donde
A1 = 2.3604,
Ay = —1.4802 + 2.4893i, (3.38)

A3 = —1.4802 — 2.4893.

En Pess = £(10,0,0) y Pegr = £(30,0,0), la matriz jacobiana del sistema (3.22)

toma la forma
0 1 0

Jx)=1| 0 0 1|, (3.39)
—22 —14 —0.6

para la cual se obtiene la ecuacion caracteristica

N 0602 +14)1+22=0 (3.40)
donde
A = —1.1146,
Ao = 0.2573 + 1.38114, (3.41)

A3 = 0.2573 — 1.38111.

Funcién en series saturadas Puntos de equilibrio

) _ . . . Pe; =(0,0,0)
f(xlak57h87p87qs) - ks(‘rl ZhS) +22k$7 con ¢ = 17071 P€475 = :E(Q0,0, 0)
. . . - P€273 = :I:(lO, O, 0)
f(wla ksv hsapsv qs) 7é ks(xl Zhs) + 22]{:8’ con v = 17 O’ 1 Peﬁ,? - :t(307 07 0)

Tabla 3.3: Membresia de los puntos de equilibrio del sistema (3.33) respecto a la funcién en
series saturadas (3.21).



44 Analisis y simulacion de osciladores cadéticos de orden entero y fraccional

Ahora se procede a determinar el minimo orden fraccional ¢, donde el sistema de
Multiples-Enrollamientos presenta un comportamiento cadtico. Considerando la ex-
presién (2.20), y sustituyendo por los valores propios correspondientes a los puntos de

equilibrio Pe; 45, el minimo orden fraccional g se determina de la siguiente manera:

2 (| + 1.3811|)
q > —arctan | —————1 ,
s

0.2573 (3.42)

q > 0.8827.

A partir de este resultado, se tiene el intervalo conocido 0.8827 < ¢ < 1, donde el
sistema de Chen presenta un comportamiento cadtico.

Sin pérdida de generalidad, se considera un valor arbitrario ¢ € (0.8244,1). Sea
entonces ¢ = 0.9, se procede a determinar la estabilidad de los puntos de equilibrio.
Estabilidad en Pe; = (0,0,0) y Peys = £(20,0,0):

larctan(Ay)| 0

larctan(X2)|| = |1.0343

larctan(As)| 1.0343 (343)

larctan(\;)| < q—, i=1,2,3.
Estabilidad en Pegs = £(10,0,0) y Peg7 = +(30,0,0):

larctan(Ay)| 0

larctan(Ag)|| = |1.3866

larctan(Xs)|| | 1.3866 (3-44)

larctan(\;)| < q—, i =1,2,3.

Con esto se demuestra que los puntos de equilibrio son inestables.
La soluciéon numérica del sistema de Multiples Enrollamientos de orden fraccionario

por el método de Griinwald-Letnikov (2.32), tiene la siguiente forma:

1+q

ci=1, C'=(1-—"Det j=1,2 .k

]17 ) <y
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k
ml(tk—l-l) = I‘Q(tk)hq - Z C?xl(tk—j)7
7j=1
k
l’g(tk_H) = mg(tk)hq — Z ngg(tk_j),
7j=1

k
z3(ter1) = (= azy(te) — bra(te) — cas(ty) + df (w1(t); ks, hs, ps, @5) ) b7 — Z Clos(te).
=1

(3.45)

La solucién numérica (3.45) corresponde a los retratos de fase presentados en la figura
3.5. La estructura geométrica obtenida presenta una ligera deformacion respecto al
atractor de orden entero. No obstante, se observa que la linea de puntos de equilibrio

en el eje z; es consistente en ambos modelos.

40

20

-40
50

Figura 3.5: Resultado de la simulacién del sistema de Mutiples Enrollamientos de orden
fraccional ¢ = 0.9, realizada con tiempo de simulacién Ty, = 3000 s, paso de integracién
h = 0.15 y condiciones iniciales (z1(to), z2(to), z3(to)) = (1,0,1).



Capitulo 4

Metodologia para el diseno de
osclladores caoticos de orden entero

y fraccional

4.1. Meétodo 1: Runge-Kutta para sistemas de or-

den entero

De forma general, la implementacion de sistemas cadticos de orden entero es bastan-
te similar al analisis realizado mediante simulaciones numeéricas. La principal diferencia
es que el método numérico necesita ser adaptado a las especificaciones del hardware
donde se plantea la realizacién experimental. Considerese el método de Runge-Kutta

de cuarto orden

ki = hf (t, z1,),

ba = (1t ghoa, + 5h),

ks = hf(te + %h,xtk + %kg), (4.1)
ko = hf (te + b, 2y, + k),

1
iE(tk;_H) = l’(tk) + 6(/{71 + 2k‘2 + 2]{33 + ]{34)
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( Inicio )

Lectura de datos de entrada

e Parametrosa, b, c ...

* Condiciones iniciales
X0 € ]Rn

* Tiempo de computo ty
(indefinido para
aplicaciones reales)

* Paso de integracidon h

v

Calculando iteraciones

t
it=TN+1

Computo de la solucion del sistema
k1 = hf (ty, xo)
1 1
ky = hf (ti+2h,xo + 2k )
1 1
ks =hf (ty +3h, %0+ k)
k4 = hf(tk + h,xo +k1)

1
X =x0+€(k1+2k2+2k3+k4)

Captura de datos
generados x € R"

Reemplazado las condiciones
iniciales

x0=x

Figura 4.1: Diagrama de flujo para resolver sistemas cadticos en hardware embebido por el
método Runge-Kutta .

Alimplementar la expresién (4.1) en algtn software matemético como MATLAB, de

forma explicita el método almacena los puntos que forman la trayectoria de la solucion
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para intervalo de tiempo [0, y], en el vector z(t;) € R*!. No obstante, este método
obtiene la solucién (x(t;)) para un problema de condicién inicial (x(t)) € R, de forma
consecutiva, para determinar la solucién en x(t5) la condicién inicial es reemplazada por
x(t1). En este sentido, lo més conveniente es utilizar la menor memoria fisica disponible
en el hardware embebido al momento de resolver el modelo matematico.
Considerando la explicacion anterior, el esquema metodolégico para implementar
sistemas caoticos de orden entero se ilustra en el diagrama de flujo de la figura 4.1. Cabe
senialar que este esquema no compromete la manera de resolver el sistema respecto al
método (4.1), por lo tanto no existe una alteracién en el resultado numérico de los

sistemas de orden entero (3.1) y (3.22).

4.2. Método 2: Grunwald-Letnikov para sistemas

de orden fraccional

Considere el método de Grunwald-Letnikov con principio de memoria corta
w(tisn) = f (e, 2(t) Bt =Y Cla(tiy), (4.2)
j=1

donde v y Cf estén definidos de la siguiente manera

1 k< im
v =
Lm Lm
o k=25

1 L
Ci=1,Cl = (1 - ﬂ) Cl o j=1,2, ... (4.3)
J

. j—1> _h .
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Al analizar la expresion (4.2), se observa que la funcién de suma puede ser representado

como la siguiente operacion de producto punto:

> Cla(tey) = |Cf Cf CF ¢ .. Co |w(te-s)], (4.4)
=1 ~ :

-~
C7 e R

‘T(tk,v)

z € RY

de forma aparente el vector x € R" tiene una dimension fija, cabe senalar sus elementos
mantienen una fuerte dependencia al tiempo discreto, esto implica que el valor de los
elementos x(ty_1), x(tx_2), ..., x(tr_,), necesitan ser actualizamos para cada intervalo
subintervalo [tx,tx.1]. por otra parte el valor definido o indefinido de ) esté sujeto al
disenador. Desde el punto de vista computacional, el método de Griinwald-Letnikov
presentado en (4.2) no elimina las soluciones anteriores a x(tx_,) que ya han sido
utilizadas. En consecuencia, obtenemos un vector de soluciones z(t;) € R**!, con una
dimension tan alta como el niimero de iteraciones tiende al infinito. La figura 4.2 ilustra

este problema.

Lm
""" h
|

| ‘

x(tej)  te=12

Muestras x(t;)

x(tej), t =LT’“+ 1,LT"‘+2 ..... Z(LT"‘)

A
| | |

Muestras x(ty)

L L L
x(te-y) e =202)+1, 2(B) +2,...,3(2)

|
| | | |
)

Figura 4.2: Enfoque numeérico usual para resolver sistemas de orden fraccional con el método
de Griinwald-Letnikov. Los paréntesis denotan solo las muestras que son utilizadas en el
principio de memoria corta, no obstante, las muestras anteriores son almacenadas para todo
el tiempo de simulacién.

Muestras x(t;
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Inicio

Lectura de datos de entrada

* Parametrosa,b,c ... Ky

* Condiciones iniciales xy € R"

* Tiempo de computo ty
(indefinido para aplicaciones
reales)

* Pasode integracién h

* Ventana de memoriaM = LT’“

Crear vector auxiliar
xa € RM, xa(M) = x, v
1 v< M
v=v+1
Calculando iteraciones N
t v
if - % + 1 v
Calculo de los coeficientes binomiales x(0) = f(xg)h? — Z qu xa(M+1—))
¢, j=12.M =1
Estableciendo contadores 1
[ =0,v =0 Captura de datos
generados x € R"

A 4

Reemplazado las condiciones
iniciales
xo = x(i)

A

xa(1l) = xa(2)

xa(i—1)
x(i)

xa(M—-1)
xa(M)

Figura 4.3: Diagrama de flujo para resolver sistemas cadticos en hardware embebido por el
método Griinwald-Letnikov.

Un aspecto crucial en las plataformas digitales basadas en procesadores son los re-
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cursos computacionales utilizados por un programa. Cabe mencionar que en general,
estas plataformas tienen limitados recursos de hardware, tal como la memoria fisica
dedicada a almacenar datos temporales. Ademas, el procesamiento de una gran can-
tidad puede reducir el rendimiento del calculo computacional a medida que pasa el
tiempo. Por lo tanto, las expresiones (4.2) y (4.2) no son convenientes para una imple-
mentacién en hardware embebido. Considerando los motivos anteriores, se propone el
esquema metodoldgico presentado en la figura 4.3. De forma especifica, este esquema
elimina las muestras anteriores a x(t; —v). En consecuencia el almacenamiento de datos
para el vector x € R”, mantiene una dimension fija determinada por LT’”, cabe senalar

que la eliminacién de estas muestras no compromete la generacién del atractor cadtico.

El nuevo enfoque numérico se ilustra en la figura 4.4.

x(ti-j),  te= 1,2,..%"
I}

M M

L Lm L
x(tk_j), ty = T+ 1,T+2,,2(T)

] | Il

Muestras x(t)

uestras x(t)

Lin Ly L
x(temj) tx = 2(2)+ 1, 2(2) +2,...,3()

A
f )
)

Figura 4.4: El enfoque numérico propuesto para implementar el principio de memoria corta
en el método de Griinwald-Letnikov. Los paréntesis denotan las muestras utilizadas para
determinar la solucién en x(tg41).

Muestras x(t;

De forma general, la aplicacién del principio de memoria corta en el método de
Grunwald Letnikov tiene como consecuencia una reduccién en la aproximacion de la
solucién del sistema cadtico. Para reducir tal efecto se requiere de una longitud de
memoria L,, apropiada, cabe senalar que en la practica no existe una formulacién
tedrica para determinar este valor, por este motivo se realiza un analisis de barrido en
funcion la longitud de memoria, dicho analisis consiste en resolver el sistema utilizando

diferentes valores para L,,, hasta obtener un resultado consistente. En la siguiente
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subseccién se presenta dicho barrimiento para los sistemas de Chen y de Muiltiples

Enrollamientos de orden fraccional.

4.2.1. Oscilador caético de Chen de orden fraccional basado

en Griunwald-Letnikov

La solucién numérica del sistema de Chen de orden fraccional, considerando el

principio de memoria corta en el método de Grunwald-Letnikov tiene la siguiente forma

1 —|— q ‘ L,
ngl, C]q: ( )Cg 1s :1727"'a77
(tk;—H) = CL(IQ(ka) — T tk Z C 1 tk ]
. (4.5)
l‘g(tk_H) = ((C — a) (Z’l(tk) — xl(tk)ilﬁg(tk) + CxQ(tk))) h? — Z Cgﬂfg(tk_j),
j=1
23(th) = (xl(tk)xQ(tk) — bas( tk Z C z3(tr—j)
con
koook< i
U= Lm Lm .
o k=T

En la tabla 4.1 se ilustra diferentes tipos de comportamiento cadtico, obtenidos al
variar el valor de L,, para el sistema de Chen de orden fraccional, considerando los
parametros, paso de integracion y valores iniciales establecidos en la seccién 2.1.2.
En la primera columna, el atractor cadtico es reconstruido considerando una longitud
de memoria 0.112s, este valor es el minimo requerido para garantizar convergencia al
atractor cadtico. En esta configuracion la evolucién del sistema presenta una convergen-
cia bastante sensible a los parametros establecidos, por lo tanto, una pequena variacién
de estos valores tiene como consecuencia la destruccién del atractor cadtico. En la se-
gunda columna se considera una longitud de memoria de 2.002s. Aqui la convergencia
del atractor cadtico, presenta un comportamiento mas robusto ante la variacion en sus
parametros y condiciones iniciales, por lo tanto mantiene un mayor rango dinamico,
lo que permite su aplicacién en la realizacién experimental. Finalmente en la tltima

columna se aprecia el atractor cadtico utilizando la memoria completa del sistema.
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Tabla 4.1: Resultados del principio de memoria corta en el método de Grunwald-Letnikov
para el sistema de Chen de orden fraccional ¢ = 0.9 a diferentes valores de L, con (a,b,c) =
(35,3,28), Tsim = 90 s,h = 0.007 y (z(to),y(to), 2(to)) = (1,0, 25).

L, =0.112 s L,, =2.002 s (Ly, — 00

) |(Tsim—>oo)

4.2.2. Oscilador caético de Miiltiples-Enrollamientos de orden

fraccional basado en Grunwald-Letnikov

La solucion numérica del sistema de Multiples-Enrollamientos de orden fraccional,

considerando el principio de memoria corta en el método de Griinwald-Letnikov, tiene

la siguiente forma:

1+(] . Lm
ngl, qu:( _—) ]6‘1_17]:1727"'777
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21(tesr) = z2(te)h? = Clay (tiy),
j=1

Ta(th) = ws(ti)h? = Clas(tyj),
J=1

23(thir) = (= axy(t) — baa(ty) — cas(ty) + df (x1(tr); ks, hs, Ps, 45) ) Y — Z Clas(tr—j),

(4.6)

con
E k<

Lm
5 k=

Lm
h
V= .
Lm
h

Tabla 4.2: Resultados del principio de memoria corta en el método de Grunwald-Letnikov para
el sistema de Multiples-Enrollamientos de orden fraccional ¢ = 0.9 a diferentes valores de L,,,
con (a,b,c,d) =(2.2,1.4,0.6,2.2), Tsim = 2500 s, h = 0.15 y (x(to),y(to), 2(to)) = (1,0,1)

L,=15s L,=82s (L — 00)]

(Tsim—ﬂ)o)

De igual forma, en la tabla 4.2 se ilustran los tipos de comportamiento cadtico,
obtenidos al variar el valor de L,, para el sistema de Chen de Multiples-Enrollamientos

de orden fraccional. En la primera columna, el atractor cadtico es reconstruido conside-
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rando una longitud de memoria minima, si bien existen una convergencia a un atractor
caotico para L,, > 300 us, no es hasta que L,, = 1.5 s, cuando el atractor cadtico tiene
una convergencia similar al atractor original, no obstante se hace evidente que para
este valor no es posible reconstruir todas las trayectorias. En la segunda columna se
considera una longitud de memoria de 8.2 s, bajo esta configuracion es que el atractor
caotico es considerado apto para su realizacion experimental. Finalmente en la tltima

columna se aprecia el atractor cadtico utilizando la memoria completa del sistema.

Cabe senalar que este tipo sistemas, requieren de una mayor longitud de memoria
para preservar un mayor rango dinamico, esto se debe a que la evolucién temporal
requerida para formar el atractor cadtico es mayor en comparacion con otros sistemas
caoticos. Otro factor que implica un mayor valor en la longitud de memoria L,,, es
el valor del paso de integraciéon h, no obstante, esto implica una mayor ventana de
memoria L = LT’", es decir, un mayor nimero de elementos o de muestras embebidos,
que termina compensando el incremento o decremento de la longitud de memoria.
Como se ha explicado en la secciéon 3.2, desde el punto de vista computacional es

recomendable utilizar la minimo nimero de elementos para resolver el sistema.

4.3. Meétodo 3: Métodos de Descomposicion de Ado-

mian para sistemas de orden fraccional

Como se ha abordado en el Capitulo 1, el Método de descomposicién de Adomian
(ADM) devuelve una solucién analitica para cortos periodos de tiempo. Cuya compleji-
dad recae en la descomposicién en polinomios de Adomian de los tipos de no-linealidad
presentes en varios sistemas dinamicos. No obstante, este método no considera funciones
no lineales tales como: Heaviside, signo, valor absoluto, dientes de sierra, conmutacién
y funciones saturadas, las cuales son representados en varios sistemas dindmicos en la
forma de funciones lineales por segmentos (PWL).

Considerando la motivacién anterior, en esta seccién describe la metodologia para
resolver sistemas de orden fraccional utilizando ADM y se propone un método basado
en Adomian para resolver sistemas con funciones lineales por segmentos PWL. Este
método se ha denominado Método de Descomposicion de Adomian PWL, cuya prin-
cipal caracteristica es sustituir la descomposicién en polinomios de Adomian, por un

analisis de la soluciones obtenidas en cada region que compone una funcion PWL.
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4.3.1. Meétodo de Descomposicion de Adomian

Considere el Método de Descomposiciéon de Adomian (ADM)

2°(t;) :ﬁgw T a(t),

w!(t;) =La’(t;) + A°(z(t))),

(4.7)
ar:i(tj) :Lmi_l(tj) + At (aco(tj), e :ci_l(tj)),
i ) Bk
T(tin) =) =z <tj)1“(Tj]r1)’

k=0

con j = 1,2,..., M. Por conveniencia, los términos z*(¢) en (4.7) son expresados como
un vector de coeficientes de Adomian C* € R™, donde C° = z°(t;), C' = z'(t;) y asf
sucesivamente C* = x'(t;). De esta forma la expresion (4.7) es reescrita de la siguiente

forma matricial:

— - — B 1
.Tl(tj+1) O? Cll C{ ha
i r 1
J]Q(tj_H) . CS 021 02 (}?;; ) A
U= T e | (48)
_xn(tj+1)_ _Cg C}L Cz_ h;q

donde C* € R*(k = 1,2, ...,i), se define de la siguiente manera:

cl [ gty +a(to)
C' C’+ A°(C")
c’l=| c'raecy) | (4.9)

Ci _Cz’—l 4 Ai_l(CO, ...,Ci_l)

Existen dos esquemas principales para obtener y organizar los polinomios de Ado-
mian. Como se observa en la expresion (2.40), el primer esquema consiste en derivar

el operador no lineal Nz(t) y evaluar este acorde al tipo de no linealidad. De acuerdo
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con la referencia [66] , los primeros polinomios se determinan de la siguiente manera:

A® =F(2),
Al =21 F' (29,
A =P F/(a) 4 ()R a),
AP =23 F'(2°) + 2'2* F"(2°) + %(xl)SF’”(xO), (4.10)
A =2 F'(2%) + (%(xQ)Q + xlx?’) F(2") + %(xl)QmZF”’(:ﬂO)
+ %(ml)‘lFi”(xo).

El segundo esquema consiste en realizar una expansion en series del operador no lineal

Nz(t) de la siguiente forma:

i1 i1 i1 i1
Flay,an,m) = (Y o))" () a5)” :cfl_l)v"fl(fofb)% (4.11)
k=0 k=0 k=0 k=0

= Cabe senalar que la expansion anterior puede variar dependiendo del tipo de no
linealidad del sistema; las expansiones en serie para la mayoria de no linealidades
son mediante operaciones algebraicas, identidades trigonométricas o expansion

en series de Taylor.

= La expansion en series obtenida por alguna técnica del punto anterior deben
separarse apropiadamente para formar los polinomios de Adomian A?, dos reglas

son presentadas a continuacién:

e A" depende de la condicion inicial zg, A' depende de 2°, 2! y asi sucesiva-

mente A depende de 2°, 2!, ..., z°.

e La suma de los superindices de los polinomios de Adomian para A’ debe ser
igual a i, por lo tanto no todos los términos obtenidos de la expansién en

series son tomados en cuenta para la aplicaciéon del método.
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Finalmente, el esquema metodoldgico para implementar sistemas cadticos de orden

fraccional mediante el Método de Descomposicion de Adomian se ilustra en la figura

4.5.
Lectura de datos de entrada ki
* Parametrosa,b,c ...
* Condiciones iniciales xg € R" Cémputo de los coeficientes de
* Tiempo de computo ty; (indefinido para Adomian
aphcacmm?s.reales) . Co=xp + g(®
*  Valor numérico de funciones Gamma de Euler I'(g+1)
» Terminos con h*4 Cl=C°+A°(C%
nka c:=c'+A(cchH)
_—, k=12,..,1. :
F(kq + 1) Ci — Ci—l + Ai—l (CO, ...,Ci_l)
* Residuos de la descomposicion de
Adomian gC ;f‘l sz Y
Computo de la solucion del
= F(O’b +h)a+ 1) sisterlzll; ’
F(¥q+ DT (Bq+1) ;
1 e
= C
x Z [(kq + 1)
Calculando iteraciones k=0
t
h Captura de datos

generados x € R™

Reemplazado las condiciones
iniciales
Xg =X

NO

SI
Fin

Figura 4.5: Diagrama de flujo para resolver sistemas cadticos en hardware embebido por el
Método de Descomposicién de Adomian.

Como se observa en el esquema anterior los términos que envuelven la funcion

gamma de Euler NQTkil) k=1,2,...,7, son previamente calculados para ahorrar tiempo
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de cémputo. Estos valores son fijos y solo requieren ser calculados una vez durante
todo el proceso iterativo. Otro tipo de términos que envuelven funciones gamma de
Euler son los denominados residuos de la descomposicién de Adomian, los cuales son

obtenidos a partir de obtencién de los polinomios de Adomian
JgC¥ C8 € (A°(CP), AHCP,CY), ..., ATHCO, ..., h), (4.12)
——

donde a1, ay definen la membresia de variables de estado para los coeficientes, ¥ y
definen los nimeros de serie de la expansion y g es el residuo del método, determinado

de la siguiente manera:

g= L@+Ba+1]
[(qg+ 1) (Bg + 1)

En este método no existe un nimero fijo de funciones gamma de Euler, esto es debido

(4.13)

por la expansion en series que devuelve un niimero no determinado de productos para

cada no linealidad.

4.3.2. Meétodo de Descomposicion de Adomian PWL

Considere entonces que el término no lineal de la expresién (2.36) sea una funcién
PWL Nxz(t) = f(x;), dada su naturaleza no puede ser expandida en polinomios de
Adomian. Una forma general de aplicar la descomposicién de Adomian para este tipo
de no linealidad no se encuentra reportada. En la referencia [67] se propuso un método
de interpolacién polinomial para aproximar la combinacion de una senal sinusoidal con
una funcién PWL; con los polinomios interpolantes se realizé la expansién mediante
método formal (2.38), no obstante, esta metodologia devuelve un polinomio de grado
superior, lo cual complica la expansién de Adomian dado el nimero de residuos que
se generan (4.13). Lo que se propone en esta tesis, es una descomposicién de Adomian
basada en la construccion de modelos sobre diferentes regiones en la forma de sistemas

lineales Az (t) + Bu(t). Este método propuesto se describe a continuacion.

Por simplicidad, considere el siguiente sistema de orden fraccional

"Di x1(t) = axy + f(x1(t);mu, by ), (4.14)
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donde *D} es el operador derivativo de Caputo, a € Ry

4
mo1(t) + bo, Vo,

maz1(t) + by, V1,
f(@i(t);mm, b)) = § ‘ (4.15)

(M (t) +bar, v

donde vy y myx+by con H = 1,2, ..., M son las condiciones de membresia y ecuaciones
de la recta respectivamente, estos elementos definen cada segmento lineal de la funcién
PWL. Entonces, para una condicién inicial z(ty) , se procede a determinar la seccién

de membresia de la funcién
f(@1(to); mu, by) = mux1(to) + b, (4.16)
se sustituye el operador no lineal Nx(t) de la expresion (2.37) por (4.16),
x1(t) = x1(to) + Ji Lay (t) + Jimpa (to) + JL g(t), (4.17)

donde ¢(t) = by. Considerando la forma general de la solucién en series infinitas

x(t) =Y a(1), (4.18)

k

los componentes x°, k = 1,2,...,7 para el sistema (4.14) son obtenidos mediante la

siguiente forma recursiva, la cual se ha denominado método recursivo de Adomian

PWL:

29 (t) =z1(to) + Ji ba,
x1(t) :JZ)Lx(l)(t) + JmeHx(l](t),
2y (t) =J% Loy (t) + JEmyai(t), (4.19)

0

zt(t) :J,?()L:Ei_l(t) + Jg)mHﬂ_l(t).

De forma andloga al Método de Adomian tradicional, la solucién (4.18) tiene un radio

de convergencia bastante pequeno, por tal motivo la trayectoria en un espacio de tiempo
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[to, t] se realiza en M subintervalos [tg, t1], [t1, 2], ..., [tar—1, tar], divididos por un tamano

de paso h = (tpr —tpr—1), y considerando que CY = z9(t;), C] = x1(t;) y sucesivamente

Ci =2 (t;), con j =1,2,..., M. La solucién del sistema (4.14) toma la siguiente forma
ha

NOESY

C} =LC} +mgyCY,

C2 ZLCY 4 my

O? :$1<t0) +

(4.20)

Ci —LC 4+ my it

h¥q
21(tj+1) :ZC{“— kE=1,2,.. 1.
— I'(kg+1)

Con base en la solucién anterior, la técnica para generar atractores cadticos en orien-
taciones 1D, 2D y 3D presentada en la referencia [17] se puede adaptar de la siguiente

forma:

h4
T b
(¢+1) (4.21)

C"=AC* ' + BU(C*  my,), 1 =1,2,...,n, k=1,2,....4,

C’=z"+

donde x° es el vector de condiciones iniciales, C* € R™ es el vector de coeficientes
de Adomian que se desea calcular, A € R"™*" es la matriz constante del sistema,
C*=1 € R" es el vector de coeficientes de Adomian calculados y B € R™ " es la matriz

de coeficientes asociados al control PWL, U(C*~!;my,) € R", definido como:

fl (Cf_l; mHl)

k—1.
UCH Y my,) = f2(C3 _’mHQ) . (4.22)
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La representacién matricial de (4.21) toma la siguiente forma:

[ 1- i 171 0- [ 17T 0. i
Cl 11 Q12 e Q1 Cl bl,l b172 bl,n fl(Cl 3 mHl)
1 0 0.
02 21 Q22 ce Q2 02 b271 bgﬂg bg’n f2(02 s mH2)
= + ,
1 0 0.
Cn aml an72 an,n Cn bn,l bn72 bn,n fn(Cn, mHn)
[ 2- i 171 1- [ 171 1. ]
Cl Q11 A12 e Q1 Cl b171 b172 bl,n fl(Cla mHl)
2 1 1.
Cg Qg1 A22 ... Q2p Cg b2,1 b2,2 b2,n f2(02 ) mHQ)
= -+ ,
2 1 .
Cn CLn,l an,Q an,n Cn bn 1 bn 2 bn n fn(Cna mH,,L)
B ,_ B N B -71_ B T B 471‘ T
Ci a1 Qir2 ... Qain Ci b171 b172 bl,n f1<Ci ,mHl)
i i—1 i—1,
5 21 Q22 a2 n 2 bg’l 62,2 bg’n f2<02 3 mHz)
_ + ;
i i—1 i—1.
C}l Qp1 Ap2 ... QApn C;L bn,l bp,2 bn,n fn(C; ) mHn)

(4.23)

Finalmente la solucién para un sistema de orden fraccional (2.35) basado en funciones

PWL, tiene la siguiente forma matricial:

_ _ _ - [ 1
l‘l(tj + 1) C? Cll i ha
i I'(g+1
= . | |rean | (4.24)
ZL‘n(tJ + ].) Cg Crll C,rll hid
B B B ~ LT(ig+1)

Cabe senalar que la solucién de un sistema de orden fraccional obtenida mediante
los métodos de Adomian y Adomian PWL dependen de un valor apropiado h para
garantizar la convergencia, no obstante, dado que con Adomian PWL no se realiza una
expansion en series, el método no genera productos entre coeficientes y por lo tanto el
ntimero de funciones Gamma de Euler de (4.24) siempre es igual a i, esto facilita las

operaciones matematicas, dado que el nimero de productos es menor.
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Finalmente el esquema metodoldgico para implementar sistemas cadticos de orden

fraccional mediante el Método de Descomposicién de Adomian PWL se ilustra en la

figura (4.6).

kit
Lectura de datos de entrada
e Parametrosa,b,c ...
* Condicionesiniciales xy € R™ Evaluando la funcion PWL en la
* Tiempo de computo ¢, (indefinido para condici6n inicial dada
aplicaciones reales) f(xo;m,b) = myx + by
*  Valor numérico de funciones Gamma de Euler f(xg;m,b) = myC° + by,
+ Términos con h*4 1
kq )
h—, k=12, .., Computo de los coeficientes de
I(kq +1) Adomian
C'=xy +———b
1 o+t T(g+1) *
Calculando iteraciones €' =C°+mC°
oty Cc?=C'+mC?
| C'=C""+mcC?t

!

Cémputo de la solucion del
sistema

i ) Lka
x=) O
~ (kg + 1)

l

Captura de datos
generados x € R™

Reemplazado las condiciones
iniciales
X =X

NO

SI
Fin

Figura 4.6: Diagrama de flujo para resolver sistemas cadticos en hardware embebido por el
Método de Descomposicién de Adomian PWL.
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4.3.3. Oscilador cadotico de Chen de orden fraccional basado

en ADM

A continuacién se presentan las ecuaciones que describen al sistema cadtico de Chen

de orden fraccional:

*Di x1 = a(wy — 1),
"Di xo = (¢ — a)x1 — x2w3 + CTa, (4.25)

"Dl x5 = x129 — by,

con parametros a = 35,b = 3, c = 28.

Como se puede observar, el sistema de Chen no se encuentra definido mediante fun-
ciones PWL, por lo tanto se utiliza el método convencional de ADM para resolver este
sistema:

Primero, se procede a calcular los respectivos polinomios de Adomian para los términos
no lineales z123 y x125. De acuerdo con (4.11), la expansion en series para los productos
de variables de estado encontrados en (4.25), se realiza de la siguiente manera:

considere la funcion

Flay,a) = (Y af)" () %)™, (4.26)

con (71 = 72 = 1). Considerando los primeros i = 4 términos de la expresién matricial

(4.24), la expansion en series toma la siguiente forma

F(xy,22) =(2] + 21 +af + a7) (w3 + 25 + 25 + 23),
:m?xg + x?x% + xixg + x?x% + x%x% + x%xg (4 27)
+ 2928 + wla? + a4 23ad + atad '
+ x%x% + x?x% + x%x% + xi’x% + x?x%

Posteriormente, se procede a separar los términos de (4.27) en los respectivos polino-

mios de Adomian

0_.0.0
A =TTy,
Al =20zy + s
1% 1%2; (4.98)
A2 =022 4 plpl 4 42,0
=TTy T 1Ty T L Ly,

3_,03_ 1.2 2.1 30
A” =ayxy + 2125 + 215 + 177,
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se hace evidente que para

i—1 i—1
Flay,as) = (Y o)™ () af)”, (4.29)
k=0 k=0
con (7; =73 = 1). Se descompone en los siguientes polinomios de Adomian
A° =202y,
Al =az} + 212},
173 T 123 (4.30)

2_.0,2 1.1 20

A® =xia5 + x5 + i,
3_.03 1.2, 21 3.0

A® =ziz5 + 225 + w105 + Ti05.

De acuerdo con las expresién (4.9) y (4.13), la serie de coeficientes de Adomian C* € R3

k=0,1,...,4, para el sistema de Chen se definen de la siguiente manera:

C™ {09 = w1(to), €9 = as(t), CF = ws(to),

() = a(C3 - ).

C'{Cl=(c—a)d®+cCY—COCY,

| Cd = —bCY + C9CY,

(C? =a(c} - O}).

C? 4 C2 = (c—a)ct + cCL — (COCL + C1CY),

|03 = —bC3 + 903 + C1CY, (4.31)
(0 = a(C3 - ),

C*S 03 = (c— )+ cC2 — (COC2 + C2CY + g, CLCY),

| C§ = —bC3 + CYC2 + C3CY + 9101 C3,

(Cf = a(C3 - ).

C*{ Cf = (c— a)c + cC§ — [C3CY + CFCY + go(CLC3 + CCY)),
| C3 = —bC3 + CYCY + CYCY + go(C1C5 + CFC3),

donde I(2g +1) (3¢ +1)
q-+ q
= —’ = . 4.32
9 (g+1) 92 T(g+ 1)T(2¢+ 1) (4.32)
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La solucién numérica queda representada como

zy(t; +1) —Co—i-ClL-i-Czh—Qq"‘Cg e +Cy i
1(t; TG+ T (2g ) 'TB¢+1) " 'T(g+1)
oot + 1) =0+ O o M oa MM s M (4.33)
BTV T+ TR+ 1) TBg+1) | PTEg+ 1) '
ha h24 h1 hie
i+ 1) =C3 + 35— + Cimo—— + C3 ; '
z3(t; +1) =Cj +C3F(q+1) +Cf*r(2q+1) +C3F(3q+1) G I(4g+1)

En la figura 4.7 se presenta los resultados de la simulacién numérica a partir de la
solucién (4.33).

Figura 4.7: Resultado de la simulacién del sistema de Chen de orden fraccional ¢ = 0.9,
realizada para M = 10,001 subintervalos, con Tj; = 60 s, tamano de paso h = 0.006 y
condiciones iniciales (z1(to), z2(to), z3(to0)) = (1,0,25).
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4.3.4. Oscilador cadtico de Miiltiples-Enrollamientos de orden

fraccional basado en ADM PWL

A continuacién se presentan las ecuaciones que describen al sistema caodtico de

Muiltiples-Enrollamientos:

*DgofEl =XT2,
*DgOIQ =XIs, (434)

*D§0$3 = —ar; — bIQ —cx3+ df(xl; k57 h57p57 QS>7

con parametros a = 2.2b=1.4, ¢c=0.6 y d = 2.2. Como se puede observar, el sistema
de Muiltiples Enrollamientos se encuentra definido por una serie de funciones saturadas,
por lo tanto se utiliza el método propuesto de Adomian PWL para resolver este sistema.
Al expandir las series de funciones saturadas f(x1; ks, hs, ps, ¢s) descrita en (3.21), se

obtienen las condiciones para siete segmentos lineales myx + by, H =0,1,2,3,4,5,6

(

mox1 + by, s> qshs+ 1,

miwy + b1, |z —iths <1, —p, <y < g,

max1 + by, 25| <1, —ps <0 < g,

f(@1; ks, hs, s, gs) =  maxy + bs, |2 —izh| <1, —ps <y < g,

maxy + by, the+1<ay < (i1 +1)hs—1, —ps <iy < g — 1,
msx1 + bs, dohs+ 1 <z < (ia+ 1)hs — 1, —ps <iip < qs — 1,

\m6x1 + b67 T < _pshs - 17

(4.35)
donde

mo = 0, bo = (2¢s + 1)ks,

my = ks, by = —ksirhs + 211 ks,

ma = ks, by =0,

mg = kg, bs = —kgiohs + 2isks,

my = 0, by = (21 + 1)k,

ms = 0, bs = ks,

me = 07 b6 = _(2p8 + 1)k87 (436>
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coni; =—1leiy=

1.

Ahora se procede a evaluar (4.35) en la condicién inicial 4 (¢y) para determinar su mem-

bresia, posteriormente se reemplaza la variable de estado por su respectivo coeficiente

de Adomian:

f(l’l(to); k:sa hs>psa QS) =mgx, + bHa
f(xl(tO); ksa hsapsa qs) :mHC? + bH7

(4.37)

de acuerdo con las expresiones (4.23) y (4.24), las series de coeficientes de Adomian

CFc Rk =0,1,..,4, para el sistema de Multiples-Enrollamientos se definen de la

siguiente manera

0 Ty
C {C? = 21(t), C3 = 22(to), CF = w3(to) + ooy bH,
(
Ci =9,
1
C S ci =09,
| C} = —aC) —bCY — cCF + dmyCY,
(
Ct = Cy,
2
C{C2 =01,
| C2 = —aC} — bC} — cC} + dmy.C},
(
C} = C3,
3
C*{C3 =2,
\C?i’% = —aC? — bCs — cC2 + dm,C?,
.
Cf =3,
4
C* {Ct=0C3,
| O3 = —aC} — bC§ — C% + dmyC3.
La soluciéon numérica queda representada de la siguiente manera:
ha h2a . h% hta
z1(tj +1) =Cy + €y T(g+1) +O I'(2¢+1) TG I'(3¢+1) G I(4g+1)’
ha h24 h34 hta
4 1) =09  — R Y > ;
oty +1) =Cy O T TRy T T T
(t+1) _CO_*_CJL{—CQL—‘,—CB h?’q +C4 h4q
T =TT 1) T T Re 1) | STBg+ D) | 3T(dg+ 1)

(4.38)

(4.39)
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En la figura 4.8 se presenta los resultados de la simulacién numérica a partir de la
solucién (4.39).

40

20

-40
50 50

x,0 0x,
50 -50

Figura 4.8: Resultado de la simulaciéon del sistema de Multiples-Enrollamientos de orden
fraccional ¢ = 0.9, realizada para M = 200,001 subintervalos, con Tj; = 2000 s, tamaino de
paso h = 0.01 y condiciones iniciales (x1(to), z2(to), x3(to)) = (1,0,1).



Capitulo 5

Realizacion de osciladores cadticos
de orden entero y fraccional

utilizando una plataforma ARM
SoC

5.1. Configuracion de la plataforma ARM SoC

El diagrama de bloques para la validacion experimental de este trabajo se muestra
en la figura 5.1. En la primera parte, el ARM SoC se encarga de resolver los modelos
matematicos correspondientes a los sistemas cadticos de orden entero y fraccional, en la
segunda parte los datos obtenidos pasan por un proceso de conversion Digital-Analégico

(D/A), finalmente los resultados obtenidos son capturados por un osciloscopio.

Generador de Conversion de datos Captura de
Sefales cadticas Digital-Analédgico datos
” "I Osciloscopio
ARM SoC KEYSIGHT

A\ 4

ADS569 > DSO-X-2012A

Figura 5.1: Diagrama de bloques para la validacién experimental de osciladores cadticos de
orden entero y fraccional.
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El hardware experimental para la realizacién de osciladores cadticos de orden entero
y fraccional, se muestra en la figura 5.2. La configuracion de la tarjeta R-Pi 3 es similar
al de una computadora convencional, por tal motivo se requieren periféricos de entrada
y salida: ratén, teclado y una mini-pantalla HDMI para visualizar la interfaz gréfica.
De igual forma, las tarjetas R-Pi requieren de una unidad de almacenamiento. Para

este trabajo una tarjeta microSD de 8Gb es suficiente para guardar la configuracién

del software.

Figura 5.2: Hardware experimental utilizado para la implementacién digital: 1) ARM SoC,
2) Periféricos USB para teclado y ratén, 3) Pantalla HDMI, 4) Convertidores D/A AD569 y
5) Fuente de alimentacién.

5.1.1. Caracterizacion de los convertidores Digital-Analégico

La principal ventaja de las plataformas de desarrollo ARM SoC, frente a las compu-
tadoras de escritorio y portatiles, es la existencia del puerto GPIO (Entradas/Salidas
de propdsito general), con el cual es posible comunicar de forma directa y controlar
componentes de hardware y microcontroladores. Para el caso de la tarjeta R-Pi 3, el
puerto GPIO consiste de 40 pines de los cuales 28 son exclusivamente pines de sali-
da/entrada digitales. En la figura 5.3 se ilustra la localizacién en el puerto GPIO de

los pines digitales respecto a la numeracién BCM (Broadcom SoC).




Realizacién de osciladores cadticos de orden entero y fraccional utilizando una
72 plataforma ARM SoC

©|l0|0|©0|0|0|©|0|0|0|0|©0|0|O0|0|0|0O
©l©0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0O
~ =~ o = 22 2 23 3 3883 F 8353

Figura 5.3: Numeracién de los pines de entrada/salida digitales del puerto GPIO.
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Figura 5.4: Diagrama esquemético para la conversién D/A. Primero, se definen dos canales
A, B, a partir de estos se extraen los datos en formato Q14 (formato binario de 14 bits) de
las senales que conforman los retratos de fase xix3, x122 v xox3 respectivamente. Después,
cada canal es conectado a un convertidor D/A AD569. Finalmente, las senales analégicas S;
y S2, son acondicionadas mediante un filtro RC.

La visualizacion de los datos generados por la realizaciéon experimental de osci-
ladores cadticos, es un proceso que permite comparar y determinar de forma simple
(en caso de existir) consistencia entre los resultados experimentales obtenidos por la
metodologia propuesta y resultados obtenidos por simulaciones numéricas. Para este
proposito, considere el diagrama esquematico presentado en la figura 5.4. Cabe senalar
que el convertidor AD569 tiene una resolucion maxima de 16 bits, no obstante, este

se ha configurado de acuerdo con los recursos disponibles de la tarjeta R-Pi 3. Por
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otra parte, dado que la transferencia de bits entre estos dispositivos se realiza de forma
serial, un filtro pasa-bajas es conectado a la salida de cada convertidor. El objetivo de

este filtro es retener el valor real de la senal cadtica para cada instante de tiempo .

Salida s el
analégica ™
(Volts)
[
8 [~
A
,L I
oL
4 ‘ ‘ ‘ ‘
Q O O O L N L L O O O O
AN} i\ N A\ N AN} O
S S L L L s \@"bq’

Entrada digital
(bits)

Figura 5.5: Respuesta tipica de los convertidores D/A utilizados en el hardware experimental.

De forma ideal, un convertidor D/A estd determinado por una funcién de transfe-
rencia lineal (salida analdgica/entrada digital), no obstante, en la préctica se obtienen
resultados no lineales asociados con errores de offset y ganancia intrinsecos a cualquier

dispositivo analogico. Estos errores pueden ser expresados y corregidos usando

y=k(mx)+b— H, (5.1)

donde y es la respuesta del convertidor, m es la pendiente que determina el error de
ganancia, entonces k es la constante que ajusta esta pendiente; b es el error de offset y
H = b es una constante que compensa este error.

Por lo general el error de offset es un valor contante, y dada la configuracién que se
utiliza en esta tesis (figura 5.4), el compensador H puede implementarse facilmente
mediante la configuracién del software, agregando el mismo valor a la entrada del DAC
para el caso de offset negativo o anadiendo un restador a la salida del DAC para el
caso de offset positivo. Por otra parte, el error de ganancia descrito por m presenta
una mayor sensibilidad a las variaciones de temperatura del dispositivo y su ajuste

matematico k requiere la implementacion de circuitos electrénicos mas complejos a los
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cuales este trabajo de tesis no se encuentra orientado. Cabe senalar que para aplicacio-
nes experimentales, donde el uso de convertidores D/A esta orientado a la observalidad

de los datos y la precision absoluta no es critica, el error de ganancia es despreciable.

Considerando la explicacién anterior, la respuesta tipica de los convertidores D/A
que se utilizan en esta tesis se observan en la figura 5.5, la gréafica ilustra la respuesta
obtenida en volts en relacién con la entrada digital (0— (21— 1)) El error de offset para
ambos convertidores es menor a |5|mw, por ser negativo, la constante de compensacién

H puede ser anadida mediante la configuracion del software.

5.1.2. Interfaz grafica

De forma analoga a las computadoras convencionales, las tarjetas R-Pi requieren
de un sistema operativo por el cual acceder a las funciones del hardware, para este
propésito, se instala Raspbian una distribucién de Linux basada en Debian jessie con
una interfaz grafica de escritorio. Aunque en la actualidad existe un gran nimero de
sistemas operativos que permiten ser cargados y utilizados por este tipo de hardware
SoC, trabajar en un entorno de escritorio Linux simplifica la codificacién, compilacion
y ejecucion de programas de forma simple y eficiente. Por otra parte, el desarrollo de
algoritmos dentro de esta plataforma se encuentra altamente orientada a lenguajes de
alto nivel como Java o Python. No obstante, el uso de lenguajes de propdsito general
para aplicaciones basadas en hardware (concretamente el lenguaje de programacion
C), incrementan en rendimiento y permiten la portabilidad de estas aplicaciones (mi-

gracion de los esquemas disenados a otros ordenadores o plataformas ARM).

Considerando la motivacion anterior, en la figura 5.6 se ilustra el desarrollo de un
programa en lenguaje C dentro de un ambiente de grafico Linux. Primero, un archivo
de texto de extensién .C es requerido, en este archivo se desarrolla la estructura del
codigo del programa, posteriormente el cédigo es procesado por el compilador “gec”
(coleccién de compiladores GNU). Este compilador es nativo de las distribuciones de
Linux y es facilmente accesible desde la consola o terminal de Linux. De forma general,
esta herramienta permite la interaccion grafica del usuario-méquina sin sacrificar un

alto consumo de recursos computacionales.
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File FEdit Search Options Help pi@raspberryp -0 X
#include <stdio.h=
#include =<curses.h=
#include <math.h=
#include <time.h=
#include <stdlib.h=
#include <wiringPi.h=

int main() {

return @;

i

(a) (b)

Figura 5.6: (a) Editor de texto para el desarrollo del programa y (b)Terminal de Linux

En la tabla 5.1 se presentan los comandos bésicos para compilar, depurar y ejecutar
el programa.

Comando Descripcion
gce programa.c -lm -o ejecutable - | Compila el codigo en C y crea
lwiringPi el archivo “ejecutable” correspon-

diente al programa disenado.

./ejecutable Inicia el programa.

gce -g programa.c -lm -o ejecutable - | Incluye la informacién necesaria

lwiringPi para depurar el programa.

gdb ./ejecutable

R Corre el programa e informa el
un

error del mismo.

Tabla 5.1: Comandos requeridos para el desarrollo de un programa en C dentro de la terminal
de Linux.

Finalmente, en la figura 5.7 se ilustra el diagrama general para la realizacién experi-
mental de osciladores caéticos de orden entero y fraccional. Primero, la tarjeta R-Pi 3 es
inicializada, posteriormente el programa confirma los datos introducidos: parametros,
condiciones iniciales, etc. Durante el cémputo iterativo, la solucion para un sistema
caotico de orden entero o fraccional es obtenida mediante la respectiva metodologia
presentada en el Capitulo 3. Posteriormente, los datos generados para un tiempo tj
son enviados a través del puerto GPIO para su conversion D/A. Debido a que las

variables de salida son digitales, una técnica de post-procesamiento es requerido para



Realizacién de osciladores cadticos de orden entero y fraccional utilizando una
76 plataforma ARM SoC

redondear y compensar estos valores de salida, cabe senalar que esta técnica no afecta
el computo de la solucién debido a que no existe una retroalimentacién de la salida
a la entrada digital. Después de la conversién D/A un tiempo de espera es anadido,
esto para variar el ancho de banda Bw del puerto GPIO, considerando el diagrama es-
quematico de la figura 5.4 se normaliza Bw < f.. Finalmente las condiciones iniciales

son remplazadas por los nuevos valores generados.

Inicializacion de la
plataforma ARM SoC

Lectura de datos
de entrada

Cémputo iterativo de la NO
solucién

SI
Fin

Procesamiento de datos

!

Conversion D/A

|

Esperar...

|

Reemplazando
condiciones iniciales

Figura 5.7: Diagrama de flujo de la implementacion digital.

5.2. Resultados Experimentales

En esta seccion se presentan los resultados obtenidos por la realizacion experimen-
tal de osciladores cadticos de orden entero y fraccional. La observacion experimental se
da de la siguiente manera: en las figuras 5.8-5.10 el oscilador cadtico experimental de
Chen es visualizado. De igual forma en las figuras 5.11-5.13 se presentan los resultados

del oscilador Cadtico experimental de Multiples-Enrollamientos. Para el caso clasico, se
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han implementado los modelos (3.10) y (3.32) basados en el método de Runge-Kutta de
cuarto orden. Para el caso de orden fraccional se han implementado los modelos (4.5)
y (4.6) basados en el principio de memoria corta del método de Griinwald-Letnikov y
los modelos (4.31,4.38) basados en ADM y ADM PWL, respectivamente. Las figuras
antes mencionadas ilustran las series de tiempo de las variables de estado x1, x5 y 23 v
los respectivos retratos de fase del sistema. Cabe senalar que en la realizacion experi-
mental se ha utilizado la misma configuracién (parametros, condiciones iniciales, etc.),
utilizada para las simulaciones numéricas en MATLAB.

En los retratos de fase obtenidos es posible observar de forma clara el nimero de
enrollamientos generados por cada oscilador, ademas, de las series de tiempo se puede
inferir un comportamiento oscilatorio. De forma general, los resultados a nivel experi-
mental muestran consistencia con los resultados obtenidos por simulaciones numérica,
esto puede verificar la efectividad de la implementacion de la metodologia propuesta

en este trabajo.
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Figura 5.8: Resultados experimentales del oscilador caético de Chen de orden entero basado
en Runge-Kutta.
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Figura 5.9: Resultados experimentales del oscilador cadtico de Chen de orden fraccional ba-
sado en Griinwald-Letnikov.
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Figura 5.10: Resultados experimentales del oscilador cadtico de Chen de orden fraccional

basado en ADM.
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Figura 5.11: Resultados experimentales del oscilador caético de Multiples-Enrollamientos de
orden entero basado en Runge-Kutta.
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Figura 5.12: Resultados experimentales del oscilador caético de Multiples-Enrollamientos de
orden fraccional basado Griinwald-Letnikov.
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Figura 5.13: Resultados experimentales del oscilador caético de Multiples-Enrollamientos de
orden fraccional basado en ADM PWL.

5.3. Validacion del regimen cadtico

Mediante los resultados obtenidos por la realizacion experimental de osciladores
caoticos, es observable que las trayectorias obtenidas convergen a una forma similar
de atractor obtenido por simulaciones numeéricas, por esta razon es tentativo afirmar
que un oscilador experimental mantiene un comportamiento cadtico, no obstante, esta
simple observacién no afirma que para largos periodos de tiempo una trayectoria ar-
bitraria pueda evolucionar desde un transciende cadtico a un espacio restringido por
curvas cerradas. Es por tal motivo, que en esta seccién se realiza la validacion del
régimen caotico de cada oscilador cadtico. Dicha validacién es realizada a partir de las

series de tiempo obtenidas de la realizacién experimental.

5.3.1. Mapas de Poincaré

Uno de los criterios para que un sistema dindmico presente un comportamiento
caotico es la existencia de un conjunto denso de érbitas periddicas, en este sentido uno
puede observar las consecuencias de estas 6rbitas mediante la construccion de mapas

de Poincaré.
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Considerando la motivaciéon anterior, en la figura 5.14 se ilustra la manera en que se

obtienen los mapas de Poincaré para los osciladores cadticos experimentales.

Lectura de datos de entrada
+ Series de tiempo
X;[t,N], X;[1,N], ..., X, [T, N]
* Numero de iteraciones
ir=(N-—-1)
» Estableciendo contador
p=20
* Seccién de Poincaré
S € X,[t,N]

No

Gra[p] = Xp_a[K]
I |

Figura 5.14: Diagrama de flujo para obtener el respectivo mapa de Poincaré de los osciladores
cadticos experimentales.

En la tabla 5.2 se presenta la configuracién utilizada en la generacion de los mapas
de Poincaré y el niimero intersecciones encontradas para un intervalo de tiempo [7, N].
Se ha considerado un valor de 7 = 0.1V, esto para eliminar posibles trayectorias que
resulten en los mismos puntos de interseccién obtenidos para los sucesivos puntos de
partida de un estado transitorio [0, (N — 7)]. Posteriormente la seccién de Poincaré es

asignada mediante el andlisis previo de la geometria de cada atractor cadtico.
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Finalmente, en las figuras 5.15 y 5.16 se presentan los mapas de Poincaré de los
osciladores experimentales, los cuales ilustran en un espacio de fase de dos dimensiones
los puntos capturados durante la interseccién de S.

Los resultados obtenidos por la cuantificacion de los puntos de interseccién esta di-
rectamente relacionado con el conjunto de érbitas periddicas existentes, por otra parte,
la densidad de estas érbitas es facilmente observable en los mapas de Poincaré obteni-
dos, con lo cual se valida el comportamiento cadtico de los osciladores experimentales.

Oscilador Muestras Seccién de Numero de

cadtico experimental (N) Poincaré S intersecciones p

Chen de orden
entero basado 100,000 | S =5.3 € Xy, N] 1247

en Runge-Kutta

Chen de orden
fraccional basado 114,286 S =5¢€ Xy, N] 1158

en Grinwald-Letnikov

Chen de orden
fraccional basado 133,334 S =5¢ Xy, N] 2040

en ADM

Muiltiples-Enrollamientos
de orden entero basado 20,000 S =4.3 € X;[r, N] 692

en Runge-Kutta

Multiples-Enrollamientos
de orden fraccional basado 12,000 S =4 € Xj[r,N]| 351

en Grinwald-Letnikov

Muiltiples-Enrollamientos
de orden fraccional basado | 300,000 S =4¢€ X3[r,N] 889
en ADM PWL

Tabla 5.2: Configuracion y puntos de intersecciéon encontrados para la generacién de mapas
de Poincaré de los osciladores cadticos experimentales.
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Figura 5.15: Mapas de Poincaré de los osciladores cadticos experimentales de Chen. a) Chen
de orden entero basado en Runge-Kutta, b) Chen de orden fraccional basado en Griinwald-
Letnikov y ¢) Chen de orden fraccional basado en ADM.
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Figura 5.16: Mapas de Poincaré de los osciladores cadticos experimentales de Multiples-
Enrollamientos. a) Multiples-Enrollamientos de orden entero basado en Runge-Kutta, b)
Muiltiples-Enrollamientos de orden fraccional basado en Griinwald-Letnikov y ¢) Multiples-
Enrollamientos de orden fraccional basado en ADM PWL.

5.3.2. Exponente maximo de Lyapunov

El analisis del exponente maximo de Lyapunov A, es una técnica fuertemente
usada para determinar Caos, este cuantificador indica la separaciéon exponencial en
el tiempo de dos drbitas adyacentes en el espacio de fase con condiciones iniciales
cercanas, y es una opcion bastante util cuando no se tiene la suficiente informacién
sobre el sistema en cuestion. El calculo de este exponente consiste en el analisis de las
series de tiempo generadas por los osciladores cadticos experimentales (figuras 5.8-5.13)

mediante el algoritmo de Rosenstein-Kantz. Para facilitar su aplicacién se ha recurrido
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a Tisean [68]. Este software dispone de librerfas con métodos diseniados para el andlisis
de series temporales para sistemas dinamicos no lineales. Estas librerias son facilmente
implementables en lenguajes de alto nivel de programacion desde C hasta MATLAB.

En la tabla 5.3 se muestran los pardmetros utilizados para la aplicacién del algoritmo
de Rosenstein-Kantz y los resultados obtenidos para el exponente maximo de Lyapunov

de cada oscilador cadtico.

Oscilador Dimensién | Retardo | Vecindad

cadtico experimental (m) (7) (minx) Amaz

Chen de orden
entero basado 3 2 0.07 0.4788

en Runge-Kutta

Chen de orden
fraccional basado 3 2 0.09 0.3894

en Griunwald-Letnikov

Chen de orden
fraccional basado 3 4 0.09 0.5945
en ADM

Muiltiples-Enrollamientos
de orden entero 3 18 0.08 0.2169
basado en Runge-Kutta

Multiples-Enrollamientos
de orden fraccional 3 9 0.09 0.5090

basado en Grunwald-Letnikov

Multiples-Enrollamientos
de orden fraccional 3 12 0.06 0.5107

basado en ADM PWL

Tabla 5.3: Pardametros utilizados en el algoritmo de Rosenstein-Kantz para determinar el
maximo exponente de Lyapunov.

Los resultados en la tabla anterior muestran que la existencia de un exponente
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maximo de Lyapunov positivo A\, > 0, para cada oscilador experimental, lo cual
demuestra que las senales obtenidas por la realizacién experimental tienen un compor-
tamiento cadtico. Finalmente, en la tabla 5.4 se presentan las graficas devueltas por
el algoritmo: la funcién d;(tx) contra el tiempo de reconstruccién ty implicito por el
nimero de muestras (t). Después de un periodo de transicién, existe una regién qué
se aproxima mediante una recta, el valor de la pendiente de dicha recta es igual al
valor tedrico A\jee = limy o %ln[

el sistema estd acotado en el espacio y la tasa media de divergencia exponencial no

ox(t)
&L‘(to)

|, luego la curva logaritmica se satura dado que

puede exceder la regién que ocupa el atractor en este espacio.

Tabla 5.4: Graficas de la divergencia promedio de las trayectorias correspondientes a cada

oscilador cadtico.
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Capitulo 6
Conclusiones y Trabajo a futuro

En este trabajo de tesis se ha realizado el estudio tedrico de los osciladores caoti-
cos de Chen y de Multiples-Enrollamientos, ambos en sus modelos de orden entero y
fraccional. Las formulaciones tedricas se han validado numéricamente mediante simu-
laciones elaboradas en MATLAB. Para el caso de osciladores cadticos de orden entero,
las simulaciones de los respectivos atractores cadticos se han realizado a partir de la
soluciéon numérica formulada por el método de Runge-Kutta de cuarto orden. Dicho

método ha resultado factible para su implementacion en hardware embebido.

Para el caso de osciladores cadticos de orden fraccional se ha utilizado el método
de Griinwald-Letnikov para las simulaciones de los respectivos atractores cadticos, me-
diante este enfoque se analizd la propiedad de herencia o memoria de la derivada de
orden fraccional, haciendo énfasis en la longitud de memoria como herramienta pa-
ra analizar la derivada de una trayectoria de forma global y sus implicaciones en el
consumo de recursos computacionales. Ademas, se estudio el concepto del principio de
memoria corta en el método de Griinwald-Letnikov como alternativa para reducir el
costo computacional en la obtencién de las soluciones de osciladores cadticos de orden
fraccional. No obstante, se detectd que esta técnica preserva elementos no requeridos
en el computo numeérico de la solucién de un sistema, por tal motivo, se propuso una
metodologia para el manejo eficiente del principio de memoria corta en el método de
Griinwald-Letnikov para la realizacién de osciladores cadticos experimentales. Ademas,
se han realizado simulaciones con el objetivo de caracterizar la longitud de memoria

adecuada para los sistemas de Chen y de Multiples-Enrollamientos de orden fraccional.
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Otro método propuesto paras estudiar la dindmica cadtica en orden fraccional, ha
sido el método de descomposicion de Adomian (ADM). Con este método se ha construi-
do una solucién cerrada semi-analitica para el oscilador cadtico de Chen. Las funciones
no lineales de este sistema se han aproximado mediante una expansiéon en series para
formar los denominados “polinomios de Adomian”, con lo cual se eliminé la necesidad
de establecer una longitud de memoria, dado que se observa la solucion del sistema con
una longitud de memoria completa para el nimero de expansiones en series realizadas.
Cabe senalar que esto ha reducido el costo computacional considerablemente. Ademas
se ha formulado un esquema metodoldgico para visualizar y facilitar la obtencién de los
denominados “residuos del método de Adomian”. Los resultados obtenidos por simu-
laciones son consistentes respecto a los resultados obtenidos por Griinwald-Letnikov.

Dada la importancia que tienen las funciones PWL para generar caos, se propuso un
método de descomposicién de Adomian lineal por segmentos, el cual es una extension
del método clasico de ADM para sistemas de orden fraccional. El concepto fundamental
de este método ha sido el estudio cualitativo de las funciones PWL, con lo cual se ha
eliminado la expansion en polinomios de Adomian y se ha reducido la complejidad del
esquema de Adomian clasico. Adicionalmente se observo que ambos métodos convergen
de forma rapida y permiten una implementacion digital mas conveniente dado que no

requieren de un manejo complejo para el almacenamiento de datos.

Posteriormente, se llevé acabo la realizacién experimental de osciladores cadticos
en una tarjeta de bajo costo “Raspberry Pi 3 B4+” acoplada a dos convertidores Di-
gitales/Anal6gicos AD569, una caracterizacion de estos dispositivos fue realizada para
obtener senales consistentes a partir de los datos de entrada digitales de los converti-
dores. Un enfoque abordado de este trabajo ha sido reducir los recursos de hardware
que normalmente se utilizan en esquemas tradicionales de diseno digital de osciladores
caoticos, por este motivo un factor discutido, fue el enfoque de programacién. Depen-
diendo del paquete de software que se utilice la programacion puede ser mas sencilla,
pero el script (cédigo) debe abordar la recursividad y la creacién de las variables in-
termedias de manera eficiente para evitar usar demasiada memoria, por este motivo se
decidi6 utilizar el lenguaje de programacién C, con una interfaz gréfica minima para
evitar una sobrecarga involucrada al crear los archivos necesarios de la realizacién ex-
perimental.

Los resultados experimentales capturados por un osciloscopio han sido consistentes



88

Conclusiones y Trabajo a futuro

con los resultados obtenidos por simulaciones numéricas. Ademaés, se han obtenido los
mapas de Poincairé y exponentes maximos de Lyapunov a partir las series de tiem-
po generadas por cada oscilador cadtico. Los resultados obtenidos por ambas técnicas
validan que el comportamiento observado a nivel experimental es cadtico. El trabajo
aqui presentado es una base que permitira el desarrollo de nuevos algoritmos para el

analisis y solucion de sistemas cadticos de orden entero y fraccional.

Como camino a seguir en trabajos futuros, se proponen los siguientes puntos:

» Implementar una arquitectura de diseno embebido en FPGA, para la realizacién
experimental de osciladores cadticos mediante la metodologia propuesta en este

trabajo.

= Explorar aplicaciones de ingenieria basadas en caos para su realizacion experi-

mental a partir de los osciladores cadticos disenados.
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Abstract—In this work, an efficient scheme to compute the
short memory principle of the Griinwald-Letnikov (GL) method
is proposed. This scheme can be straightforwardly applied to im-
plement fractional-order systems on processor-based hardware.
To demonstrate its usefulness, a hyperchaotic fractional-order
memristive system with hidden attractors is implemented on an
ARM SoC low-cost board. The experimental phase portraits are
consistent with the results obtained by numerical simulations.

Index Terms—Fractional-order, Griinwald-Letnikov, ARM,
Hyperchaotic systems, Memristor, Hidden attractor.

I. INTRODUCTION

The application of fractional calculus to the analysis and
implementation of chaotic systems has recently become a
topic of interest in science and engineering [1]-[8]. Fractional-
order derivatives preserve hereditary properties of diverse real
phenomena, for instance, a fractional-order chaotic system
with different families of self-exited and hidden attractors was
introduced in [1] and a fractional-order financial system with
negative parameters have been proposed in [2]. From the tech-
nical realization viewpoint, there are two common approaches
to implement fractional-order chaotic systems using digital
hardware [4]. By one hand, FPGA (Field Programmable Gate
Array) realizations are a non embedded approach obtained
with Verilog HDL [5]. On the other hand, an embedded
approach oriented to the processors in ARM (advanced RISC
machine)-based platforms is used [6].

In this work, we focus on implementations based on ARM
platforms since the design is less complex than FPGAs
implementations and the setup is performed by the Python
or C programming languages [4]-[6]. Also, they are useful
for Ethernet transmission. Therefore, ARM-based realizations
of fractional-order chaotic systems could be more suitable
for increasing security in novel applications, such as the
Internet of Things (IoT), sensor networks, etc. because the
ARM architectures are extensively used in consumer electronic
devices (smart-phones, tablets, and other mobile devices).

However, the main issue of the ARM-based implementa-
tions is related to the complexity of the numerical algorithm
used to discretize the fractional-order dynamical system. In
literature, a good proposal oriented to minimize the com-
putational effort consists of applying the Griinwald-Letnikov
method which incorporates the short-memory principle [7].

978-1-7281-1184-1/19/$31.00 ©2019 IEEE

It permits to select a memory length (L,,) to approximate
the fractional-order. A proper selection of L,, is crucial to
obtain accurate results of chaotic behaviors as was shown in
[5]. Nevertheless, due to the Griinwald-Letnikov method was
conceived as a numerical algorithm and ARM platforms are
based on processors, the data generated by this algorithm for
all simulation time are not deleted causing an accumulation of
stored data in the RAM memory of the hardware [4]-[6].

In this manner, we introduce an efficient computational
scheme to compute the short-memory principle of the
Griinwald-Letnikov method in digital hardware. We have
proved the proposed method by implementing a hyperchaotic
fractional-order memristive system with hidden attractors on
an ARM SoC low-cost board. Additionally, the scheme can be
straightforwardly applied to implement fractional-order sys-
tems on processor-based hardware without loss of generality.

The paper is organized as follows. Section II gives the
mathematical background of the Griinwald-Letnikov method.
Section III introduces the proposed efficient scheme for the
short-memory principle. Section IV describes the hyperchaotic
fractional-order memristive system with hidden attractors. Sec-
tion V shows the experimental results on embedded hardware.
Finally, the conclusion is summarized in Section VI.

II. GRUNWALD-LETNIKOV METHOD

According to the explicit numerical approximation of
Griinwald-Letnikov, the fractional-order derivative ¢ for a
discrete function f(¢x) can be described as follows [2]:

k
bt DY f(t) R W70 CF f(tey), $))
Jj=0
where L,, is the memory lenght, h is the integration step
size, and C’]‘.I are the binomial coefficients which are calculated
recursively with

J ;

cl=1, 0= (1 - %) Cl,j=12.k @

Then, the numerical solution for a fractional-order differential
equation (FODE) expressed in the form

ngx(tk) = f(z(tk))v 3
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x(tk_j), ty = 1,2,..Tm

x(t,) samples

(ti-), te=2+1242,.,2¢2)

x(t) samples
x(teey) te=202)+1, 282)+2,...,3¢B)

/—*—\
L

x(ty) samp es
Fig. 1. A usual numerical approach for solving FODEs with the Griinwald-
Letnikov method (4). The parentheses denote just the samples used to compute
the short-memory principle in (5), however, the preceding samples are stored
for all simulation time.

can be obtained by

(I

z(ty) = f(2(tp-1) Cla(ty-;) C))

||'Ma

for 0 < ¢ < 1. Expression (4) requires 1nﬁmty memory length
for numerical solution since the summation term depends on
the discritized time tj. This implies relatively high simulation
times.
To reduce the computational time, the upper bound of
summation needs to be modified by k = v, where
k, k<M,
v= &)
L, k> M.
This is known as the short-memory principle, where M is the
memory window with a width defined by M = ==. As was
reported in [5], the accuracy increases by aumetmg the width
of memory window.

III. EFFICIENT COMPUTATION OF THE SHORT-MEMORY
PRINCIPLE IN GRUNWALD-LETNIKOV METHOD

An crucial aspect for digital platforms based on processors
is the computational resources utilized by the computation of
a program. By analyzing expression (4), we observe that the
summation term can be represented by a dot product operation
as follows

2(tg—1)
z(tk,Q)

[c? ci cg ... c1]|e(te-3)]. (6)

2(ths)

where C9 € RY*? is a binomial coefficients vector with fixed
dimension, and z(ty_,) € RV*! represents the vector of the
preceding solutions. However, ¢;, does not have a fixed value,
and hence x(t,—1) needs to be updated after each iteration

L
x(tk—j),  te= 1,2,.‘7"‘

x(ty) samples

Lm Lm Lm
x(tey), o= BHLE42,..,200)

x(t) samples
(i) te=202)+1, 2¢2) +2,...,3¢8)

| A

x(t) samples

Fig. 2. The proposed approach to compute the short-memory principle where
the previous samples are omitted. The parenthesis denotes the x(tj,) samples
used in vector @(t;—1) as the number of iterations increases.

tx+1. From a computational viewpoint, the Griinwald-Letnikov
method (4) with the short-memory principle (5) does not
remove the preceding solutions x(¢), which have been already
utilized. Accordingly, we obtain a vector of the solutions
x(t;) € R™ with a high dimension as the number of iterations
tends to infinity. Figure 1 depicts this issue.

Nevertheless, the digital platforms based on processors
(ARM boards) have limited hardware resources, such as the
computational memory dedicated to storing data. Besides, a
large number of stored data may reduce the performance of
the computation as time increases. Therefore, the expressions
(4) and (5) are not still suitable for digital implementation.
In this manner, we introduce an efficient computation of
the short-memory principle. More specifically, the proposed
approach deletes the preceding samples and only preserves
the last samples of the vector z(tx) as shown in Fig. 2. As
a consequence, the stored data are limited by the memory
window M = LT Due to that engineering applications based
on chaos regularly requires just a few samples of the solution
as in random number generators, the deleted samples of the
solution do not corrupt the chaotic behavior. It is obvious that
this approach cannot reconstruct the whole chaotic attractor
for reduced sizes of M. To carry out the proposed approach,
we propose the algorithm presented in Fig. 3.

IV. 4-D HYPERCHAOTIC FRACTIONAL-ORDER
MEMRISTIVE SYSTEM WITH HIDDEN ATTRACTORS

In this section, the memristive system we proposed for the
digital implementation on an ARM board is given. Recently,
Volos et al. [8], have proposed a novel 4D-fractional-order
memristive system, which is defined by

Dix = — 10z — bu — uz,
Diu = —6x+ 1.222 + 0.1y(u,w) — ¢,

q 2 @)
Dz =—2z—12u%,

Gy —
Diw =u,
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Set discrete time and step size
ty, b
Set initial condition
x(to)
Set the memory window size
M=lm

Create auxiliar and solution
array with fixed size
Aux,x € RM1

|

Set x, =x(t,)
Set Aux(M — 1) = x(t,)
Setcounters { =0, v =0

*(0) = £(3%,) = Y. G Aux(¥ - )

J=1

Compute the binomial coefficients
¢ j=12,.m
Compute number of iterations

tk
n=-=%
h Aux(0) = Aux(1)

Start iteration process

Aux(M—2) = Aux(i-1)
Aux(M —1) = x(i)

Finish ?

Fig. 3. Proposed algorithm for a efficient implementation of the short memory
principle in (4). The solution vector @ (t)) has fixed dimension whereas an
auxiliary vector Aux is generated with the previous solution vector.

where b and ¢ are positive constant, ¢ is the fractional-order,
and y(u,w) is the memristive device described by

y(u, w) = (1 +0.24w? — 0.0016w? )u. )

As well known, equation (8) describes the change of its
resistance by the charge that flows through it. The numerical
solution of fractional-order memristive system (7) is obtained
by applying the Griinwald-Letnikov method (4) as follows

z(ty) =f1 (m(tk,1),u(tk,1),z(tk,1))hq — Z C;l‘(tkfj),

=1

k
u(tr) =fa(@(tr—1),w(te-1), 2(tx—1), w(te—1))h? — Zcfu(tk_j),

2(tr) =f3(u(tr—1), 2(tr—1))h* — ZC}’Z(tk—j%

k
w(tr) =fa (u(tk,1))hq - ZC;w(tkfj)A
j=1

©
In this case, the short-memory principle has not been applied.
It means that the memory length L,, tends to infinity as
the iterations k increases. Figure 4 shows the simulation
results with commensurate fractional-order ¢ = 0.98, b = 5,
¢ = 0.001, and initial conditions (z(t), u(to), z(to), w(to)) =
(0.1,0.2,0.3,0.4). Since there is no equilibrium points in
system (7) the resulting chaotic attractors are hidden.

V. PHYSICAL IMPLEMENTATION ON ARM-BASED BOARDS

The embedded implementation of fractional-order mem-
ristive system is developed on an ARM platform (SoC

Fig. 4. Hidden chaotic attractors of the fractional-order memristive system
(7) obtained with a memory length Ly, = k and h = 0.01.

BCM2387) as shown in Fig. 5. The C programming language
is chosen for the set-up due to is highly portable and widely
used in many operating systems.

By considering the proposed algorithm in Fig. 3 for efficient
computation of the short-memory principle, the steps for
implementing fractional-order systems are as follows. First,
the input data are read. This includes the initialization of
parameters values as well as the simulation time ¢;, which is
computed indefinitely for real engineering applications. Then,
a memory window M for the Grunwald-Letnikov method
must be defined prior the iterative process. In this manner,
M defines the dimension of the vector Aux. Previous solu-
tions are deleted since the vector Aux has always a fixed
dimension. Next, the solution of system (7) are continuously
computed with a proper memory window M. Finally, the
output variables (x,u,z) are observed in an osciloscope by
using a general purporse I/O port of the ARM board, and
external 8-bits DACs. Due to the output variables are digital, a
post-processing tehcnique to round and offset the output values
is needed. This post-processing does not affect the computed
solution since there is no feedback from analog output to
digital input. Figure 6 shows the experimental results of the
fractional-order memrestive system (7) by using different sizes
for the memory window M in the proposed approach given
in section III. As can be seen from Fig. 6, the smaller the
size of M, the smaller the dimension of auxiliary vector Aux
in Fig. 3. It means that the use of computational memory
of the embedded hardware (e.g. a RAM memory) can be
optimized as shown in Fig. 7. For that case, we compare the
required hardware resources for memory windows M = 100
and M = 100, 000. In the column “VIRT” of Fig. 7, we can
observe the total amount of computational memory consumed
in kB. As expected, the computational memory consumption

Fig. 5. Proposed experimental setup for ARM SoC digital implementation of
Fractional-order Memristive Hyperchaotic System.
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L,, = 1000, h = 0.01
M = 100, 000

L,, = 100, h

Phase portrait M = 10,000

0.01 | L,, = 10, h = 0.01
M = 1,000

Lm = 1, h = 0.01
M = 100

Tu

uz

Fig. 6. Experimental results obtained from the ARM-based implementation using the proposed approach of section IIl. By reducing the window size M

lesser information from hyperchaotic attractor is visualized on the oscilloscope.

of the embedded implementation in ARM board is reduced
for short-size memory windows M, and therefore requires less
hardware resources.

PID USER PR_NI __ VIRT | PID USER PR_NI _ VIRT
13915 pi 26 @ 2972 3959 pi 26 @ 6752
(2) (®)

Fig. 7. Computational memory consumptions of proposed algorithm on the
ARM platform for the memristive system (7): a) Memory window M = 100,
b) Memory window M = 100, 000.

VI. CONCLUSION

The physical implementation of a 4D- fractional-order
memristive system with hidden attractors based on ARM
SoC plattform has been presented. By introducing an efficient
computation of the short-memory principle in the Griinwald-
Letnikov method, the size of the solution vector is optimized,
and therefore the required hardware resources for embedded
realizations were reduced as showed herein. The experimental
results were consistent with theoretical formulations. This
work could open new areas for developing ARM platforms-
based applications using fractional-order chaotic systems. Al-
though the algorithm presented here is designed for sequential
data processing, it could be adjusted to perform parallel
computing by using FPGA platforms.
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Reporte de Actividades de la estancia académica

H. Puebla de Zaragoza, 5 de
julio de 2019

El que suscribe Ing. Daniel Clemente Lopez, por medio del presente hago informe de las
actividades realizadas en la estancia académica, realizada en el periodo del 1° de mayo al

30 de junio de 2019.

Nombre y CVU del becario: Daniel Clemente Lopez, 859036.

No. de becario: 629054.

Institucion de origen: Benemérita universidad Auténoma de Puebla.

Nombre del programa de posgrado: Maestria en Ciencias de la Electrénica Opcion en
Automatizacion.

Institucion receptora: Universidad Aristoteles de Salonica, Salonica, Grecia

Fecha de inicio y término de la beca de movilidad otorgada: 1° de mayo al 30 de junio de
2019.

Titulo del proyecto de investigacion: Implementacion de sistemas cadticos de orden
fraccional en plataformas FPGA.

Objetivos y actividades propuestos para la estancia:

El objetivo de este proyecto es disefiar estrategias para la realizacion digital de sistemas
cadticos de orden fraccional, de esta manera empleamos Griinwald-Letnikov (GL) y el
método de descomposicion de Adomian (ADM) para resolver las ecuaciones diferenciales
de orden fraccional. El objetivo principal consiste en disehar esquemas eficientes para
implementar ambos métodos (GL y ADM) en plataformas FPGA.

De forma especifica, los sistemas cadticos de orden fraccional a estudiar son los siguientes:

a) Sistema de Chen.

b) Sistema de multiples enrollamientos de orientacion 1-D y 2-D.

El cronograma de actividades de presenta en la siguiente tabla:

Actividades Abril | Junio
1. Caracterizacion de los sistemas de orden fraccional mediante X

simulaciones numéricas elaboradas en MATLAB.

2. Disefiar esquemas para la implementacion de los métodos de ADM y GL X
en FPGA.
3. Analizar la compensacion entre precision y costo de hardware. X
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4. Validar los resultados experimentales mediante la obtencion de mapas X
de Poincaré y exponentes maximos de Lyapunov.

5. Estudiar varios sistemas caodticos de orden fraccional de acuerdo a los X
esquemas disefiados en este trabajo, mediante simulaciones numéricas
en MATLAB.

6. Preparar un borrador de un articulo de revista. X

Avances y descripcion de los objetivos comprometidos.

1. Los resultados obtenidos mediante caracterizacion de sistemas cadticos mediante
simulaciones numéricas en MATLAB ha permitido observar el régimen cadtico de los
sistemas designados para este trabajo. Este primer paso ha servido como punto de validacion
para los resultados experimentales.

2. La implementacion de sistemas cadticos de orden fraccional se ha desarrollado en una
tarjeta de desarrollo DEO-Nano, esta tarjeta cuenta con un FPGA Cyclone IV
EP4CE22F17C6N, para analizar la sefial cadtica generada por el FPGA se ha utilizado un
convertidor digital-analogico de 16 bits (AD569), finalmente el retrato de fase es capturado
de forma aleatoria mediante un osciloscopio. En la fig. 1 se presenta la configuracion
experimental que se ha utilizado para la implementacion de sistemas cadticos.

Fig. 1 Configuracion experimental para la implementacion de sistemas cadticos.

En la fig. 2 se ilustran los pasos que se han utilizado en el disefio digital en FPGA para la
implementacion de sistemas caoticos de orden fraccional. Primero se introducen los datos
del sistema, esto incluye el tiempo discreto t;, durante el cual se ejecutara el calculo
computacional, el cual es indefinido para aplicaciones de ingenieria. Lo siguiente es realizar
el computo iterativo para obtener la solucion del sistema (en esta seccion se embebe el
método numérico a utilizar ADM o GL), lo siguiente consiste en la ejecucion de dos procesos
de forma simultanea, por una parte, la solucion obtenida requiere un procesamiento para
redondear y compensar los valores de salida digitales antes de su conversion D/A, por otra
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parte, la solucion obtenida sirve como retroalimentacion para el siguiente proceso de

Datos de entrada
Parametros
Condiciones iniciales
Orden fraccional
Tiempo discreto

l

Bucle

computo.

Calculo iterativo de la
soluci6n del sistema

Procesamiento

de datos

Conversion Reemplazo de
D/A .. .
condiciones iniciales

O

I

Fig. 2 Diagrama de flujo para la implementacion de sistemas cadticos de orden fraccional en FPGAs.

3. Durante este trabajo se han observado los siguientes retos para la implementacion de
sistemas cadticos de orden fraccional

Griinwald-Letnikov
e Requiere de un alto numero de localidades de memoria para obtener la solucion del
sistema.
e Este método paga un precio en precision al reducir el nimero de localidades.
e La implementacion de este método requiere de la reestructuracion del algoritmo
mediante el uso de contadores adicionales, estos evitan el desborde de memoria de
hardware.

Método de descomposicion de Adomian
e La complejidad de la implementacion digital depende del tipo de no linealidad del
sistema.
e La convergencia de este método incrementa en complejidad para el caso de sistemas
altamente sensibles a perturbaciones, e.g. sistemas que presenten multiestabilidad.

El disefio digital en FPGA basado en el método de Griinwald-Letnikov permite una
generalizacion en la implementacion para una familia de sistemas cadticos de orden
fraccional, no obstante, al requerir el almacenamiento de estados previos del sistema, la
demanda computacional puede incrementar o disminuir dependiendo del sistema o familia
que se requiera implementar.

ADM aproxima la solucion de un sistema caotico de orden fraccional desde el punto de vista
de memoria completa, requiriendo una localidad de memoria para almacenar la solucion del
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sistema, pese a que la implementacion de este método es de caso particular para cada sistema
cabtico. La demanda computacional se mantiene fija independientemente del orden
fraccional que se requiera implementar.

4. En la validacién de los resultados experimentales, se ha observado que los resultados por
la implementacién de sistemas cadticos de orden fraccional muestran consistencia con los
resultados obtenidos por simulaciones numéricas. Los mapas de Poncaire y exponentes de
Lyapunov obtenidos corroboran el régimen caético de la realizacion experimental.

5. Mediante el uso de simulaciones numéricas se determiné que los esquemas desarrollados
en el presente trabajo pueden ser aplicados a varios sistemas cadticos de orden fraccional.

6. Se esta desarrollando un articulo en base a los logros obtenidos durante la estancia

académica.
e 7). ( A [/ 7 -
¢ //V A / = .
Dr. JesUs el Mufioz Pacheco Dr. Chyistos Volos
Tutor Co tutor

Facultad de Ciencias de la Electronica Laboratory of Nonlinear Systems —
Benemérita universidad Autonoma de Puebla Circuits & Complexity (LaNSCom)

(BUAP), Av. San Claudio y 18 sur. C.P. 72570. Physics Department
Puebla, México Aistotle University of Thessaloniki
Teléfono: (+52) 2222 295500 GR, 54124, Thessaloniki, Greece.

Correo: jesusm.pacheco@correo.buap.mx Teléfono: (+30) 2310 998284

Correo: volos@physics.auth.gr

Ing. Daniél Clemente Lopez
Becario
Facultad de Ciencias de la Electronica
Benemérita universidad Auténoma de Puebla
(BUAP), Av. San Claudio y 18 sur. C.P. 72570.
Puebla, México
Teléfono: (+52) 9382 551504
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