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Introduccion

El presente trabajo de tesis se centra en la teoria de los continuos (un
continuo es un espacio métrico, no vacio, compacto y conexo), especifica-
mente en el analisis del cono topolégico asociado a este tipo de espacios.
Nos enfocamos en las curvas, que son continuos de dimensién 1, y particu-
larmente en las curvas localmente conexas. Este trabajo esta estructurado en
cuatro capitulos que abordan aspectos esenciales para entender el resultado
principal.

El Capitulo 1 presenta una revisién de los resultados basicos de la teoria de
los continuos, acompanada de ejemplos ilustrativos que permiten visualizar
algunos continuos. Esto proporciona una base sélida para definir el cono de
un continuo y entender su estructura espacial.

En el Capitulo 2, estudiamos los espacios contractiles y el concepto de
homotopia, asi como algunos resultados clésicos de la teoria de retractos.
Estos temas estan estrechamente relacionados con los espacios y conos que
trabajaremos.

El Capitulo 3 aborda la construccion formal del cono desde la perspectiva
de Sam B. Nadler, Jr. [15], utilizando particiones semicontinuas superiores.
Este enfoque revela conexiones profundas entre la estructura de un continuo
y la de su cono.

En el Capitulo 4, nos enfocamos en los conos de las graficas finitas, den-
dritas y dendritas locales. Se prueba que las graficas finitas que no son un
arco, una curva cerrada simple, un n-odo o una curva n-teta para n > 3 tie-
nen la propiedad del cono tnico y presentamos el resultado principal de este
trabajo, que trata sobre la unicidad del cono de curvas localmente conexas.
Se sabe que si dos espacios son homeomorfos, entonces sus conos también
son homeomorfos. Sin embargo, la pregunta inversa es méas compleja.

En particular, analizamos las investigaciones de Alejandro Illanes, Veroni-
ca Martinez-de-la-Vega y Daria Michalik en [6], quienes generalizan el resul-
tado de Daria Michalik [12], el cual dice que dadas dos curvas localmente
conexas que no son retractos de vecindad absolutos cuyos conos son homeo-
morfos, entonces las curvas originales también son homeomorfas. La generali-
zacién presentada en [6] extiende este resultado a curvas localmente conexas
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que no son arcos, curvas cerradas simples, n-odos o curvas n-teta para n > 3.

David Rodriguez Herndndez

Facultad de Ciencias Fisico Matematicas,
Benemérita Universidad Auténoma de Puebla.
Agosto de 2025
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Capitulo 1

Continuos

En este primer capitulo se tendra como objetivo presentar el material que
sera necesario para entender los capitulos consecuentes, se hablara de la no-
tacion que se ha convenido en usar, asi como algunos conceptos de la teoria
de los continuos tales como el concepto de curva que se usa en este trabajo.

Primero comencemos hablando de la notaciéon que a lo largo de este tra-
bajo convenimos en usar, a saber :

Denotamos por N, al conjunto de niimeros enteros positivos.

Denotamos por Z, Q y R al conjunto de los niimeros enteros, racionales
y reales, respectivamente.

Dado n € N denotamos como R"™ al n-ésimo espacio euclidiano.

Si X y Y son dos espacios topolégicos con A C X y f: X — Y una
funcién, denotamos por f|4 a la funcién f restringida al subespacio A.

También, si A es un subconjunto de un espacio topolégico X, denotamos:
= intx(A) como el interior de A en X,
= cly(A) como la cerradura de A en X,
= fry(A) como la frontera de A en X.

En este trabajo se utilizara la siguiente nocién de vecindad de un punto:
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Sean X un espacio topologico y x € X. Un subconjunto V de X es una
vecindad de x si existe un abierto U en X tal que x € U C V.

A lo largo de este trabajo estaremos interesados en estudiar los conos de
curvas localmente conexas, asi, es importante antes de continuar saber lo que
entenderemos por curva.

La primera definicién de continuo fue dada en 1883 por G. Cantor (1845-
1918) y nos dice que un continuo es un subconjunto cerrado y denso en si
mismo y conexo en un espacio Euclidiano. Pero esta definiciéon habia sido for-
mulada sobre la base del estudio de otro objeto de investigacion matemaética:
El concepto de linea o curva, las cuales eran mas importantes en esa época
(véase en [, pags. 225-226]).

Definicién 1.1. Un continuo es un espacio métrico, conexo, compacto y
no vacio. Ademdas si X es un continuo y Y C X se dird que Y es un sub-
continuo de X, si también Y es un continuo.

Ejemplo 1.2. Sean a,b € R, donde a < b, el intervalo [a,b] es un continuo,
visto como un espacio métrico restringiendo la métrica usual de R a [a,b].

Ejemplo 1.3. Sea X = {(z,y) € R?: d((0,0),(x,y)) = 1} donde d es la
métrica usual de R%. El espacio X es la circunferencia unitaria y es un
continuo.

Circunferencia unitaria.

Ejemplo 1.4. 5i W = {(z,sen(1)) € R?: 0 < < 1}, entonces X =
clgz (W) es un continuo, llamado la curva sinoidal del topdlogo. Obsérvese
que

X=wWu{(0,y) eR?: —1<y<1}.



El continuo X se puede observar de manera aprorimada en la siguiente figura.

Continuo sen()

Llegados a este punto es valido hacernos la pregunta: jes la union de
continuos un continuo? Y aunque la respuesta es que no necesariamente, el
siguiente teorema nos dice bajo qué condiciones esto es posible.

Teorema 1.5. La union de dos continuos es un continuo si su interseccion
es distinta del vacio.

Demostracién: Sean X; y X5 dos continuos en un espacio métrico X,
tales que X1NX, # 0. Queremos probar que Y = X;UXj es un continuo. Para
esto, obsérvese que Y # ) ya que X; # () y X, # (0, también Y es compacto
pues la unién finita de compactos es compacto. Para probar la conexidad,
supongamos por el contrario que Y no es conexo, entonces existen abiertos
UyVide X, talesque UNY £ 0, VNY #0, UNY)Nn(VNY)=0y
Y c UUV. Dado que X; es conexoy X; CY C UUV, se tiene que X; C U
o X; C V analogamente Xo C U 0 Xy C V. Sea p € X; N X5, sin perdida de
generalidad, supongamos que p € U, entonces X; C U y Xy C U, de donde
Y = X, UX, C U, entonces VNY = lo cual es una contradiccién y, por
tanto Y es conexo, finalmente al ser Y C X, restringiendo la métrica de X
a Y se tiene que Y es un espacio métrico. Asi Y es un continuo. O

Definicién 1.6. Un arco es un espacio topologico homeomorfo al intervalo

0, 1].

Sea A un arco. Para cualquier homeomorfismo f: [0, 1] — A, se tiene que
{p,q} = {f(0), f(1)}. Por esto, los puntos extremos del arco A son p y q.
Podemos decir que A es un arco de p a g o de g a p.



Continuos

Arco.

El intervalo [0, 1] es un continuo, as{ un arco es un continuo.

Definicién 1.7. Una curva cerrada simple es un espacio topologico ho-
meomorfo a la circunferencia unitaria.

Curva cerrada simple.

La circunferencia unitaria es un continuo, asi una curva cerrada simple
también es un continuo.

Definicién 1.8. Sea B" = {z € R": ||z|| < 1} la bola cerrada de R™.
Para n € N, una n—celda es un espacio topologico homeomorfo a B™, en
particular una 2—celda es un espacio topoldgico homeomorfo a [0,1] x [0, 1].

2-celda.



Definicién 1.9. Dadon € N con n > 3, un n-odo simple es la union de n
arcos los cuales se intersectan dos a dos en un unico punto llamado vértice.
Al caso particular en que n = 3, al 3-odo también se le conoce como triodo
simple.

Triodo simple y 7-odo simple.

El n-odo simple es un continuo, esto como consecuencia del teorema 1.5
y del hecho de que cada arco es un continuo.

Alrededor de 1913 H. Hahn (1879-1934) y S. Mazurkiewicz (1888-1945)
obtuvieron de manera independiente un resultado para caracterizar la cone-
xidad local, El concepto actual y por tanto con el que trabajaremos para
hablar de las curvas localmente conexas, se debe a G. Peano (1858-1932).

Definicién 1.10. Un espacio métrico X es localmente conexo enp € X
st para cada vecindad V' de p existe un subconjunto abierto y conexo U de
X tal que p € U C V. También diremos que X es localmente conexo si es
localmente conexo en cada uno de sus puntos.

Definicién 1.11. Sean X wun espacio topologico y A un subespacio de X.
Diremos que A es una componente de X si se cumplen:

(i) A es conexo.
(i1) Si B es un subespacio conexo de X que contiene a A, entonces B = A.

Los puntos anteriores nos dicen que en realidad una componente es un subes-
pacto conexo mazximal.

Teorema 1.12. X un espacio topoldogico es localmente conexo si y solo si

cada componente de un subconjunto abierto de X es un conjunto abierto de
X.
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Demostracion. Supongamos que X es localmente conexo. Sea U un
subconjunto abierto de X y sea C' una componente de U, se sigue que para
cada ¢ € C existe un abierto y conexo V, tal que c € V. C U, luego V.U C es
un subconjunto conexo de U, asi V. C (', de donde cada ¢ € C' es un punto
interior de C, por lo tanto C' es abierto de X.

Sean x € X y U un abierto de X tal que x € U. Sea C' una componente
de U tal que x € C. Por hipétesis, C' es abierto y ademdas conexo y es tal
que x € C C U, esto significa que X es localmente conexo en x. Asi, X es
localmente conexo. O

Ejemplo 1.13. Un arco, una curva cerrada simple y una 2— celda, son ejem-
plos de continuos localmente conexos.

Ejemplo 1.14. Considere P = ([0,1] x 0)U (A x [0,1]), donde A ={%:n €
N} U{0}. El conjunto P es un continuo que no es localmente conexo. Usual-
mente P es llamado Peine.

En general no sucede que Y es un continuo localmente conexo si X es un
continuo localmente conexo e Y un subcontinuo de X. Veamos el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 1.15. Sea W = {(z,sen(2)) € R?: 0 < z < 1}. Se tiene que
clgz(W) es un subcontinuo de [0,1] x [0,1] que no es localmente conezo.

Definicién 1.16. Dado un espacio topoldgico X, decimos que X es total-
mente disconexo si todas sus componentes conexas son conjuntos unita-
T408.

Definicién 1.17. Sea X un espacio topoldgico, diremos que X tiene dimen-
ston 1 si cada abierto no vacio de X contiene otro abierto cuya frontera es
totalmente disconexa. (Esta definicion en realidad nos dice que la topologia
de X tiene una base de abiertos cuya frontera es totalmente disconexa).

Definicién 1.18. Liamaremos curva a los continuos que tienen dimension
1.



Capitulo 2

Contractibilidad

Antes de comenzar con la definiciéon de contractibilidad, es necesario pa-
ra esta parte hablar del concepto de homotopia. Podemos pensar de manera
intuitiva a la homotopia como una deformacién continua de funciones conti-
nuas, donde una funcién se transforma gradualmente en otra sin “romper”
su continuidad. Formalmente tenemos:

Definicién 2.1. Sean X y Y espacios topologicos y f,g: X =Y funciones
continuas. Diremos que f y g son homotdpicas si existe una funcion conti-
nua H: X x [0,1] =Y tal que para cada x € X se tiene que H(x,0) = f(x)
y H(x,1) = g(x). Denotamos por f ~ g, cuando f y g son homotdpicas. La
funcion H es llamada homotopia.

Ejemplo 2.2. Sean f,g: R — R funciones definidas como f(x) = x y g(z) =
0. A saber, f y g son homotopicas ya que si consideramos la funcion H: R X
[0,1] — R dada por H(z,t) = (1 —t)x. Se tiene que H es continua y ademds
para cualquier v € R, H(z,0) = (1-0)x=2z= f(z) y H(z,1) = (1 - 1)z =
0= g(z), de donde f ~ g.

Ejemplo 2.3. Sean f,g: R — R? funciones definidas como f(x) = (z,2?)
y g(z) = (x,e%). A saber f y g son homotdpicas ya que si consideramos la
funcion H: R x [0,1] — R? dada por H(x,t) = (z,(1 — t)z® + te®) se tiene
que H es continua y ademds para cualquier x € R, H(x,0) = (z, (1 —0)z3 +
(0)e?) = (z,2%) = f(x) y H(z,1) = (z,(1 - 1)z + (1)e?) = (z,€") = g(x) de
donde f ~ g.

Ejemplo 2.4. Sea B"(r) =
B™(r) definidas como siguen f

s
1
hm
8 =
S

-
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homotdpicas ya que si consideramos la funcion H: B"(r) x [0,1] — B™(r)
dada por H(Z,t) = (1 — t)Z. Se tiene que H es continua y ademds para
cualquier & € B™(r) se tiene que H(Z,0) = (1-0)Z =2 = f(¥) y H(Z,1) =
(1-1)Z=0=g(Z), de donde f ~ g.

En el siguiente teorema verificamos que ~ es una relacién de equivalencia
en el conjunto de las funciones continuas entre X y Y.

Teorema 2.5. St X y Y son espacios topologicos y f,g,h: X =Y funciones
continuas, se verifica lo siguiente:

(i) f~F,
(i) si f ~ g, entonces g ~ f,
(111) si f~ g yg==h, entonces f ~ h.

Demostracién. (i) Para este caso bastard con tomar H: X x [0,1] = Y
dada por H(z,t) = f(z), claramente H es continua pues f lo es, ademas
H(z,0) = f(z) y H(z,1) = f(x) de donde f ~ f.

(ii) Si f ~ g se tiene que existe una homotopia H: X x [0,1] — Y tal que
H(z,0) = f(z) y H(x,1) = g(z). Definamos H*: X x [0,1] — Y como
H*(z,t) = H(z,1 —t). Se sigue que H* es continua del hecho de que H es
continua, ademas H*(z,0) = H(z,1 —0) = H(z,1) = g(x) y H*(z,1) =
H(z,1—-1)= H(z,0) = f(x), de donde g ~ f.

(iii) Ahora supongamos que f ~ gy g ~ h, entonces existen homotopias
Hi, Hy: X x [0,1] = Y tales que:

Hl(I,O):f(l’) Yy HI(ZL',DZQ(Z‘)

y
Hy(z,0) =g(x) y  Hy(z,1)=h(z)

luego, definamos H*: X x [0,1] — Y como sigue:

Hi(x,2t), si 0

IN

t

IN

3
H*(z,t) =

HQ(x,Qt — 1), S <t

IN
—_

1
2
Observemos que si ¢t = 3, se tiene que Hy(z,2t) = Hi(x,1) = g(z) y
Hy(z,2t — 1) = Hy(x,0) = g(z). Por el teorema de pegado de funciones
[2, Teorema (1.F.6)]. Se tiene que H*(x,t) estd bien definida y ademads es
continua, mas aun H*(x,0) = Hy(z,2(0)) = Hy(z,0) = f(z) y H*(z,1) =
Hy(x,2(1) — 1) = Hy(x,1) = h(x), de donde f ~ h. O

N[



Definicién 2.6. Sean X un espacio topologico y xo € X, diremos que X es
contractil si Idy ~ xy donde xy es una funcion constante. Es decir, X es
contrdactil, si existe una homotopia H: X x [0,1] — X tal que H(x,0) =z y
H(z,1) = zq para todo x € X.

Ejemplo 2.7. El ejemplo 2.2 nos dice que R es contractil, mientras que el
ejemplo 2.4 nos dice que cualquier bola de radio r de R™ es contrdctil.

Definicion 2.8. Sean X un espacio métrico, no vacio y separable y A un
subespacio no vacio de X. Decimos que A es un retracto de X, si existe
una funcion continua r: X — A tal que r(a) = a para todo a € A.

= La funcion r es llamada retraccion.

= Claramente X es un retracto de si mismo, considerando Idyx: X — X
como retraccion.

Teorema 2.9. Sean X un espacio métrico, no vacio y separable y A un
subespacio no vacio de X. Si A es un retracto de X, entonces A es cerrado

de X.

Demostracién. Supongamos que A es un retracto de X ysear: X — A
una retraccion, en caso de que A = X ya acabamos pues claramente A
serfa cerrado. Asi, supongamos que A # X. Sea o € X\A, obsérvese que
r(xg) # w0 y (o) € A, luego deben existir dos abiertos de X, digamos Uy y
Vo tales que zg € Uy, r(xg) € Vo y Up NV = (), luego como r es continua, se
tiene que 7~ 1(V}) es un abierto de X tal que zo € 7~ 1(Vp) ya que r(xg) € Vj.
A continuacién, consideremos Wy = Uy Nr~1(V;), notar que Wy es abierto de
X con g € Wy y ademds WoNr(Wy) = (). Supongamos que WyNA # () y sea
a € WyN A, entonces a € Wy y a € A por lo que r(a) = a y asi r(a) € Wy,
entonces a € WyNr(Wy) lo cual es una contradiccién, entonces debe suceder
que Wy C X\ Ay por tanto X'\ A abierto, con lo que concluimos que A es un
cerrado de X. O

Teorema 2.10. Un subespacio A de un espacio métrico, no vacio y separable
X es un retracto de X si y solo si, para cada espacio Y y cada funcion
continua f: A — 'Y existe una funcion continua F: X —'Y tal que F |4= f.

Demostraciéon.[=] Sea A un retracto de X y 7: X — A una retraccién.
Sean Y un espacioy f: A — Y una funcién continua. Consideremos F' = for,
a saber, F' es continua y cumple que para cualquier a € A, F(a) = f(r(a)) =
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f(a) por lo que F |4= f.

Ahora supongamos que para cada espacio Y y cada funcion f: A — Y
existe una funcién continua F: X — Y tal que F' [4= f. Si en particular
consideramos Y = Ay f = Ida, debe existir F': X — A tal que F' |4= Idy,
entonces para cada a € A, F'(a) = Ids(a) = a por lo que F' es una retraccién
y por lo tanto A es retracto de X. o

Teorema 2.11. 57 X es un espacio métrico, no vacio, separable y contrdctil
y A un retracto de X, entonces A es contrdctil.

Demostracion. Sea r: X — A una retraccién. Como X es contractil,
existe o € X y una homotopia H: X x [0,1] — X tal que H(x,0) =z y
H(z,1) = zq para cada x € X. Definamos F': A x [0,1] — A por F(a,t) =
(roH)(a,t) para cada a € A. A saber, I estd bien definida, es continua y es
tal que para cada a € A,

F(a,0) = (ro H)(a,0) = r(H(a,0)) = r(a) = a

F(a,1)=(roH)(a,1) =r(H(a,1)) =r(xg) € A.

Por tanto, A es contractil. 0

Definiciéon 2.12. Sea X un conjunto no vacio y sea f: X — X una funcion,
se dice que x € X es un punto fijo de [ si f(x) = x.

Ejemplo 2.13. Es facil verificar que la funcion f : R — R definida por
f(z) = x? — 2z tiene como puntos fijos a 0y 3.

Ejemplo 2.14. De igual forma es facil verificar que f : R — R definida por
f(x) =z + 5 no tiene puntos fijos.

Definicién 2.15. Se dice que un espacio topologico X tiene la propiedad
del punto fijo si cada funcion continua f: X — X, tiene un punto fijo.

Ejemplo 2.16. [0, 1] tiene la propiedad del punto fijo. En efecto, sean f: [0, 1]
0, 1] una funcion continua, A = {x € [0,1] : = < f(z)} y B={x € [0,1] :
r > f(x)}. Obsérvese que [0,1] = AU B y, que A y B son subconjuntos
cerrados de [0,1], ademds 0 € A y 1 € B. Entonces, como [0,1] es un cone-
ro, existe g € AN B, es decir xop € A y xg € B por lo que xg < f(xg) y
xo > f(xo) y en consecuencia f(xg) = xo.
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Ejemplo 2.17. S™ no tiene la propiedad del punto fijo. En efecto, conside-
remos la funcion f : S™ — S™ dada por f(x) = —x. Esta funcion manda
cada punto x de la esfera S™ a un punto diametralmente opuesto —x, a saber
si f es vista como una transformacion lineal, se afirma que f es continua. y
como x es siempre distinta de —z, se tiene que f(x) # = para cada x € S™.
por tanto S™ no tiene la propiedad del punto fijo.

Teorema 2.18. [13, Teorema(3.5.2.)(Teorema del punto fijo de Brouwer)]
Sea f:[0,1]" — [0, 1]™ una funcion continua, entonces f tiene un punto fijo.

Observacién: Es importante mencionar que la propiedad del punto fijo
se preserva bajo homeomorfismos. Claramente el teorema previo nos dice que
[0, 1]™ tiene la propiedad del punto fijo. Ademas, se sabe que B™ y [0, 1]™ son
homeomorfos por lo que B™ tiene la propiedad del punto fijo.

Lema 2.19. Sea X un espacio métrico, no vacio y separable que tiene la pro-
piedad del punto fijo, si A es un retracto de X, entonces A tiene la propiedad
del punto fijo.

Demostraciéon. Como A es un retracto de X, existe r: X — A retrac-
cién. Sea g: A — A una funcién continua cualquiera y definamos f: X — X
como f = gor, por la manera en que f esta definida, se tiene que f es con-
tinua. Luego, como X tiene la propiedad del punto fijo, debe existir o € X
tal que f(zg) = g, es decir g(r(xg)) = zo, obsérvese que g(r(zg)) € A, por
lo que zy € A, entonces r(xy) = zo y asi se tiene que g(zg) = o, de donde g
tiene un punto fijo y, por lo tanto, A tiene la propiedad del punto fijo. O

El teorema 2.11 nos dice que todo retracto de un contractil es contractil,
por tal hecho no podemos ignorar como estos dos conceptos se relacionan.
En la literatura sobre retractos, también aparecen los siguientes conceptos.

Definicién 2.20. Sea X un espacio métrico, no vacio y separable, y A un
subespacio no vacio de X. Diremos que A es un retracto de vecindad de
X si existe un abierto U de X tal que A C U y A es un retracto de U.

Ejemplo 2.21. El espacio S' es un retracto de vecindad de R?, para es-
to basta considerar U = R?\{(0,0)}, claramente S* C U y obsérvese que
r: U — S' dada como r(x) = Hi_l\ es una retraccion. De manera similar

se puede demostrar que, en general, S™ es un retracto de vecindad de R"*!,
n € N.
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Definicién 2.22. Sea X un espacio métrico, no vacio y separable, dire-
mos que X es un retracto absoluto, si para cada espacio Z y cada encaje
h: X — Z tal que h(X) es un subconjunto cerrado de Z se tiene que h(X)
es un retracto de Z.

Ejemplo 2.23. El intervalo [0,1] y R, son retractos absolutos, ver la obser-
vacion del teorema 2.506.

Definicién 2.24. Diremos que un espacio métrico, no vacio y separable X
es un extensor absoluto si para cada espacio Z y cada subconjunto cerrado
y no vacio A de Z y toda funcion continua f: A — X existe una funcion
continua F: Z — X tal que F |4= f.

Definicién 2.25. Diremos que un espacio métrico, no vacio y separable X
es un retracto de vecindad absoluto si para cada espacio Z y cada encaje
h: X — Z tal que h(X) es un subconjunto cerrado de Z, se tiene que h(X)
es un retracto de vecindad de Z.

Definicién 2.26. Diremos que un espacio métrico, no vacio y separable X
es un extensor de vecindad absoluto si para cada espacio Z, cada sub-
conjunto cerrado y no vacio A de Z y toda funcion continua f: A — X,
existen un subconjunto abierto U de Z tal que A C U y una funcion continua
F:U — X tal que F |a= f.

De las definiciones previas obsérvese que si A es un retracto de un espacio
X se implica que A es un retracto de vecindad de X, basta con tomar U =
X abierto de X en la definicion 2.20. Luego, es claro que si un espacio es
retracto absoluto, entonces es retracto de vecindad absoluto, también es claro
que si un espacio es extensor absoluto, entonces es extensor de vecindad
absoluto. A saber, sobre estas tltimas, los siguientes teoremas nos dice que
las propiedades de ser extensor absoluto y extensor absoluto de vecindad son
invariantes topoldgicos.

Teorema 2.27. Sean X y Y espacios métricos, no vacios y separables, ho-
meomorfos, si X es un extensor absoluto, entonces Y también lo es.

Demostracion. Dado que X y Y son homeomorfos, entonces existe
h: X — Y homeomorfismo. Sean Z un espacio cualquiera, A un subcon-
junto cerrado y no vacio de Z y f: A — Y una funcién continua. Obsérvese
que h~to f: A — X es una funcién continua y como X es extensor absoluto,
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existe una funcién continua E: Z — X tal que E |4= h™'o f, asi, convenien-
temente definamos F': Z — Y como F' = hoE, claramente F' es continua, y si
a € A, F(a) = (hoE)(a) = h(E(a)) = h((h~ "o f)(a)) = h(h™(f(a))) = f(a)

de donde F |4= f y, por lo tanto, Y es extensor absoluto. O

Teorema 2.28. Sean X y Y espacios métricos, no vacios y separables, ho-
meomorfos, si X es un extensor de vecindad absoluto, entonces Y también
lo es.

Demostraciéon. Dado que X y Y son homeomorfos, existe h: X — Y
homeomorfismo. Sean Z un espacio cualquiera y A un subconjunto cerrado
y no vacio de Z y f: A — Y continua. Obsérvese que h™ o f: A — X es
una funcién continua y dado que X es extensor de vecindad absoluto, exis-
ten U abierto de Z con A C U y una funcién continua G: U — X tal que
G |a= h7'o f. Asi, definamos F: U — Y como F': ho G, es claro que F es
continua y ademds sia € A, F(a) = (hoG)(a) = h(G(a)) = h((h'o f)(a)) =
h(h='(f(a))) = f(a), de donde F |4= f y, por lo tanto, Y es extensor de
vecindad absoluto. 0

Teorema 2.29. [11, Teorema 3.13] Sea X un espacio métrico, no vacio y
separable, entonces X es un retracto absoluto si y solo si X es un extensor
absoluto. Mds aun, X es un retracto de vecindad absoluto si y solo si X es
un extensor de vecindad absoluto.

Teorema 2.30. Sean X y Y espacios métricos, no vacios y separables, ho-
meomorfos, si X es un retracto absoluto, entonces Y también lo es.

Demostracién. Supongamos que X es un retracto absoluto, luego por
el teorema 2.29 tenemos que X es un extensor absoluto. Como X es homeo-
morfo a Y, el teorema 2.27 nos garantiza que Y es un extensor absoluto y,
nuevamente, por el teorema 2.29 Y es un retracto absoluto. O

Teorema 2.31. Sean X y Y espacios métricos, no vacios y separables, ho-
meomorfos, si X es un retracto de vecindad absoluto, entonces Y también lo
es.

Demostracion. De manera similar al teorema previo, supongamos que
X es un retracto de vecindad absoluto, luego por el teorema 2.29 tenemos
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que X es un extensor de vecindad absoluto. Como X es homeomorfo a Y,
el teorema 2.27 nos garantiza que Y es un extensor de vecindad absoluto y,
nuevamente, por el teorema 2.29 Y es un retracto de vecindad absoluto.

Definicién 2.32. Sea V un espacio vectorial real. Una norma sobre V es
una funcion ||.]| : V — [0,00) que tiene las siguientes propiedades.

= |z +yll <llzll + [yl para todo x,y € V
v ||tz|| = |t|||x|| para todot €R yx €V
» ||z|| =0 siy sdlo six=0

Nota: Si ||.|| es una norma sobre un espacio vectorial X, la funcién d :
X x X — R dada por d(z,y) = ||z — y|| define una métrica sobre X. Al par
(X, ||-]]) le llamamos espacio vectorial normado.

Definicién 2.33. Sean V un espacio vectorial métrico, separable y no vacio,
y C' un subconjunto no vacio de L. Se dice que C' es un conjunto convexo
st para cualesquiera dos elementos cy y c¢; de C, se tiene que el conjunto
{1 —=t)eo+te:te€0,1]} C C.

Teorema 2.34. [5, Teorema 4.25] Sean X un espacio vectorial normado, C
un subconjunto convexo de X, entonces C' es un retracto absoluto.

Teorema 2.35. Sean X un retracto de vecindad absoluto y A un retracto de
vecindad de X, entonces A es un retracto de vecindad absoluto.

Demostracion: Como A es un retracto de vecindad de X, existen un
abierto U de X tal que A C U y una retraccién r : U — A. Consideremos Z
un espacio y h : A — Z un encaje tal que h(A) es un cerrado de Z. Luego
h=': h(A) - A C X es una funcién continua y como X es un retracto de
vecindad absoluto, el teorema 2.29 nos dice que X es un extensor de vecin-
dad absoluto, asi deben existir un abierto V' de Z tal que h(A) C V y una
funcién continua F' : V' — X tal que F' |,4y= h™'. Dado que U abierto de
X se implica que F'~1(U) es un abierto de V' y por transitividad abierto de
Z tal que h(A) C F~Y(U). Defininimos G : F~(U) — h(A) como G =ro F,
nétese que G es continua y ademds si h(a) € h(A), G(h(a)) = (roF)(h(a)) =
r(F(h(a))) = r(h ' (h(a))) = r(a) = a = h=*(h(a)), de donde G |pa= h~"
por lo que A es un extensor de vecindad absoluto. Por el teorema 2.29 tene-
mos que A es un retracto de vecindad absoluto. O
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Teorema 2.36. [5, Teorema 4.30] Sea { X, }nen una sucesion de espacios

métricos, no vacios y separables. El espacio HX" es un retracto absoluto,

n=1
sty solo si, X, es un retracto absoluto para cada n € N.

Observaciéon: R es un espacio convexo en si mismo y a R se le puede
dar estructura de espacio vectorial normado, luego el teorema 2.34 garantiza
que R es un retracto absoluto. De manera similar siendo [0,1] convexo y
subconjunto de R, se tiene que [0, 1] es retracto absoluto, sumado a esto, por
el teorema 2.36 se tiene que el cubo de Hilbert [0, 1]%°, [0, 1], R™ y R* son
retractos absolutos.

Corolario 2.37. Para todo n € N, se tiene que S™ es retracto de vecindad
absoluto.

Demostracién: Por la observacién del teorema 2.36, tenemos que R
es un retracto absoluto, lo que implica que R"*! es un retracto de vecindad
absoluto, en el ejemplo 2.21 vimos que S™ es un retracto de vecindad de
R™*1 Tuego el teorema 2.35 nos dice que S™ debe ser un retracto de vecindad
absoluto. O

Teorema 2.38. Sea X un espacio métrico, no vacio y separable. Si X es
contractil, entonces X es conexo por trayectorias.

Demostracion: Sea X un espacio contractil, entonces existe una homo-
topifa H : X x [0,1] — X tal que para cualquier x € X, H(z,0) = z y
H(z,1) = 29 con xy € X. Sean p,q € X y a : I — X una funcién definida

CcOmao:
H(p,2t) si 0<t<4,
a(t) =

H(g,2—2t) si L<t<1,

1
2
por el lema de pegado de funciones se afirma que «a esta bien definida y es
continua. Luego, obsérvemos que «(0) = H(p,0) =py a(l) = H(q,0) = g,
de donde, se tiene que existe una trayectoria de p a ¢ en X, por lo que X es
conexo por trayectorias. O

El teorema 2.38 nos da una manera de descartar espacios que no son
contréctiles, tomemos de ejemplo a S°; como sabemos S° = {—1,1} el cual
no es conexo por trayectorias luego S° no es contréctil.
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Teorema 2.39. [13, Corolario 1.6.7] Sea X un espacio métrico, no vacio y
separable, entonces X es un retracto absoluto si y solo si X es un retracto
de vecindad absoluto contractil.

Teorema 2.40. Para todo n € N, se tiene que S™! no es un retracto de
B™.

Demostracién: Supongamos que pasa lo contrario, es decir que S™!
es un retracto de B™, se sabe que B" tiene la propiedad del punto fijo, lue-
go por el lema 2.19, S"~! debe tener la propiedad del punto fijo, lo cual es
una contradiccién al ejemplo 2.17, por lo tanto S”~! no es un retracto de B".

Teorema 2.41. Para todo n € N, se tiene que S™ ' no es contrdctil.

Demostracién: Previamente verificamos que S° no es contractil. Supon-
gamos por el contrario que S™ es contréctil, por el corolario 2.37 tenemos que
S™ es retracto de vecindad absoluto y entonces, por el teorema 2.39, S™ es
retracto absoluto, en particular, S™ puede ser encajado en B"™!, de donde
existe 7 : B"*! — S™ retraccién, lo cual es una contradiccidn. o

Teorema 2.42. Si X es un espacio métrico, no vacio y separable y A C X
es un retracto de vecindad absoluto cerrado, entonces A es un retracto de
vecindad de X .

Demostracién. Sea A un retracto de vecindad absoluto, tenemos por
el teorema 2.29 que A es un extensor de vecindad absoluto, es decir, para
cada espacio Z y cada subespacio no vacio y cerrado B de Z y toda funcién
continua f: B — A existen un subconjunto abierto U de Z tal que B C U y
una funcién continua F': U — A tal que F' |p= f. En particular, si Z = X,
B=Ay f=1I1ds: A — A existe un abierto U de X tal que A C U y una
funcién continua F': U — A tal que F' |a= Id4, es decir, F' es una retraccién
de U en Ay, por lo tanto, A es un retracto de vecindad de X. O



Capitulo 3

Espacios de descomposiciéon

En este capitulo se hablara de la descomposicion semicontinua superior
(scs) de un espacio topoldgico, especificamente de la descomposicién scs de los
continuos. Se hablara de algunos resultados de las particiones y veremos bajo
que condiciones la descomposicién de un continuo es tambien un continuo y
demostraremos que toda descomposicién scs de un continuo es un continuo,
también se abordard una tecnica para construir particiones scs.

Definicién 3.1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico, diremos que una coleccion
G de subconjuntos de X es una particion de X si los elementos de G son
ajenos dos a dos y su union es igual a X. Si ademds, los elementos de la
particion G son cerrados en X, diremos que G es una particion cerrada
de X.

Ahora consideremos (X, 7) un espacio topoldgico y G una particién. Sea
7(G) ={U C G: YU € 7}. A saber 7(G) es una topologia para G, en efecto,
al ser G una particion de X se tiene que |JG = X € 7y asi G € 7(G),
claramente como () C G es tal que | JO =0 € 7 y asi, ) € 7(G). Ahora consi-
deremos U y V en 7(G), es claro que U NV C G y se tiene que si U y V son
subcolecciones de la particién se cumple la igualdad JU NV) =JU NV
luego como JU y [JV son elementos de 7 entonces YU NV) € 7y por
tanto U NV € 7(G). Finalmente consideremos F una coleccién arbitraria de

elementos en 7(G), notemos que |JF = U (UU), y como para cada U € F,

UeF
se tiene que | JU € T, entonces |JF € 7(G).

Notacién: Diremos que (G,7(G)) es un espacio de descomposicién de

17
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X.
Observacion: Lo anterior nos dice que cada vez que tomemos una particién
de un espacio topolégico, podemos dotarla de una topologia.

Notese que por la manera en que una particién esta definida, cada vez que
consideramos un elemento x de X, este es seleccionado de un tinico elemento
de la particion G, por tanto consideremos la siguiente definicién.

Definicién 3.2. Sea X un espacio topologico y G una particion de X. A la
funcion

X =g

que asigna a x elemento de X su unico elemento de G que lo contiene la
llamaremos funcion natural.

Notese que 7 es suprayectiva pero ademas es continua. En efecto, consi-
deremos V' un subconjunto abierto de G, dado que G es una particién de X,
cada elemento G € G es un subconjunto disjunto de X, luego 7 (V) = {x €
X:n(z) eV} = U G y como V abierto de G se tiene que U G abierto de

Gev Gev
X, asf m71(V) es abierto de X y por lo tanto 7 es continua.

Los espacios de descomposicién son muy importantes en la teoria de los
continuos y seran de gran importancia en este capitulo cuando definamos el
cono sobre un espacio topoldgico, entonces vale la pena analizar la siguiente
pregunta ;El espacio de descomposiciéon de un continuo es también un con-
tinuo? La respuesta es que no necesariamente y para verificar esto, veremos
el ejemplo que sigue a continuacién:

Ejemplo 3.3. Consideremos al continuo X = [—1,1] y sea G una particion
de X dada por G = {{z,—z}: —1 <z <1}U{{-1},{1}}, A saber (G,7(G))
no es un continuo, dado que puede verificarse que (G,7(G)) no es un espacio
de Hausdorff y por tanto no es metrizable. [Véase teorema 3.0].

Como hemos visto, si G es una particién de un continuo X no necesaria-
mente sucede que (G, 7(G)) es un continuo. ;Cuando si? Los teoremas que a
continuacién se enuncian son clave para hablar de esto. [Véase teorema 3.7].

Lema 3.4. Sean X y Y espacios topologicos con X compacto e Y de Haus-
dorff. Consideremos f: X =Y, si f es una funcion continua, entonces f es
cerrada.
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Demostracion. Sea C' un cerrado de X. Por hipdtesis tenemos que X
es compacto, luego C' es compacto y al ser f continua, tenemos que f(C) es
compacto, como cualquier subconjunto compacto de un espacio de Hausdorff
es cerrado, entonces f(C) es cerrado de Y. Por lo tanto, f es una funcién
cerrada. O

Lema 3.5. Sean X y Y espacios topolégicos con X compacto ¢ Y de Haus-
dorff. Consideremos f: X — 'Y, si f es continua y suprayectiva, entonces Y
es metrizable.

Demostraciéon. Sea f: X — Y una funcién continua y suprayectiva con
X compacto e Y de Hausdorff, por el lema 3.4 f es cerrada. Consideremos
a C una base numerable para X, luego para cada subconjunto finito £ de C

definamos F, =Y — f (X — U L | . Es claro que U L es abierto de X
LeL LeL

por lo que X — U L es cerrado de X, en consecuencia, f (X — U L) es

Lel Lel
cerrado de Y, luego E, es abierto de Y, para cada £ subconjunto finito de

C.

Afirmacién: P = {Ez: L es un subconjunto finito de C} es una base nume-
rable para Y.

En efecto, obsérvese que al ser C numerable, se tiene que P es numerable.
Ahora, sean U un abierto de Y y p un elemento de U, f~!({p}) es cerrado de
Xy f7YU) es abierto de X ya que f es continua, luego como X compacto,
F7Y({p}) es también compacto, obsérvese que f~1({p}) C f~1(U), entonces
existe un subconjunto finito £’ de C tal que:

A ph e Y Lcro.

Afirmamos que p es un elemento de E., ya que de lo contrario, si p € E se

tiene que p € f (X — U L>. Asi, existe v € X — U L tal que f(x) = p.
Lec Lec
Luego, » € f'({p}) C U L, lo cual es una contradiccién. Por dltimo néte-

LeL’
se que al ser f continua y suprayectiva debe suceder que Y es compacto
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al igual que X. Asi, Y compacto y de Hausdorff, entonces regular con base
nimerable, por lo que Y es metrizable (Véase [7, pag. 241]). 0

Teorema 3.6. Sea X un espacio métrico compacto, un espacio de descom-
posicion (G, 7(G)) de X es metrizable si y solo si es de Hausdorff.

Demostracidn. Es claro que si (G, 7(G)) es metrizable, entonces es
Hausdorff.
Ahora supongamos que (G,7(G)) es de Hausdorff, como 7: X — G es
suprayectiva y continua. Por el lema 3.5, se tiene que (G, 7(G)) es metrizable.n

Teorema 3.7. Sea X un continuo, un espacio de descomposicion (G,7(G))
de X es un continuo si y solo si es de Hausdorff.

Demostracién.[=]Sea (G, 7(G)) un continuo, en particular, es de Haus-
dorff.
Ahora supongamos que (G, 7(G)) es de Hausdorff, entonces por el teo-
rema 3.6 se tiene que es metrizable, mas ain, como 7: X — G es continua,
se sigue que G tiene que ser compacto y conexo. Por tanto (G,7(G)) es un
continuo.

Este ultimo teorema nos dice como a partir de un continuo construir otros
nuevos, sin embargo, requiere la condicién de que los espacios de descompo-
sicion sean de Hausdorff. Ahora hablemos de un tipo especial de particién, la
llamada semicontinua superior; ésta nos facilitara la construcciéon de nuevos
continuos a partir de otros.

Definicién 3.8. Sean (X, T) un espacio topoldgico y G una particion de X,
diremos que G es semicontinua superior si siempre que D € G, U € T y
D CU,existeVerconDCV tal quesiAeGyANV # 0, entonces
AcCU.

Definicién 3.9. Sea (G, 7(G)) un espacio de descomposicion de un espacio
topologico X, diremos que A C X es G-saturado si existe una subcoleccion

C de elementos de G tal que A = U C.
cec
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Ejemplo 3.10. Si X un conjunto con G una particion de X y consideramos
7: X — G la funcién natural, dado B C G se tiene que 71 (B) es G-saturado,

ya que ™ 1 (B) = U B.
BeB

Teorema 3.11. Sea (G,7(G)) un espacio de descomposicion de un espacio
topoldgico X, A C X es G-saturado si y solo si 7' (m(A)) = A.

Demostracion. Sea A C X y supongamos que A es G-saturado,

entonces existe una subcoleccion C de G tal que A = U C, notese que
cec
m(A) = {n(x): z € A} = C, luego 7 H(n(A)) =7 1(C) = {z € X: n(x) €
Ct=JC=Ayasir!(n(4)) = A.
cec

Ahora supongamos que 71 (7(A)) = A, claramente 7(A) es un subcon-
junto de G y del ejemplo 3.10, tenemos que su preimagen debe ser G-saturado
de ahi que A es G-saturado. O

El siguiente teorema 3.12 nos dice que pasa con los abiertos de X si estos a
su vez son G-saturados.

Teorema 3.12. Sea X un espacio topoldgico y sea (G, 7(G)) un espacio de
descomposicion de X, si U es G-saturado y abierto de X , entonces w(U) es
abierto de G.

Demostracién. Consideremos U un conjunto G-saturado y abierto de
X, entonces por el teorema 3.11, tenemos que U = 7 !(m(U)), de don-
de 7717 (U)) = U V' es abierto de X, es decir, U V € 7x, luego

Ven(U) Ver(U)
7(U) € Gy asi m(U) € 7x(G), es decir, m(U) es un abierto de G. 0

A continuaciéon veremos un par de caracterizaciones de la particién semi-
continua superior.

Teorema 3.13. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y sea (G,7(G)) un espa-
cio de descomposicion de X, ademds consideremos a w: X — G la funcion
natural, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) G es una particion semicontinua superior,
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(1i) ™ es una funcion cerrada,

(i) si G € GyU € 17 con G C U, entonces existe V € 7 tal que V es
G-saturado y G CV C U.

Demostracién.| (i) = (ii) | Supongamos que G es semicontinua superior

y sea C' un cerrado de X . Primero veamos que 7~ 1(G —7(C)) € 7. En efecto,
sea z € m (G —7(C)), entonces 7(z) € G —m(C), luego 7(x) C X —C de lo
contrario si existiera y € 7(x) N C entonces y € 7(y) luego 7(y) N7w(x) # 0
de donde 7(z) = w(y) € w(C) porque y € C, lo cual es una contradiccién
con el hecho de que 7(x) € G — 7(C), nétese que X — C' es abierto de X y
como G es semicontinua superior, debe existir V' € 7 con w(z) C V tal que
siAe Gy ANV # (), entonces A C X — C, a saber si v € V ndtese que
n(v) € Gy ademés 7(v) NV # () por lo que w(v) C X — C. Ahora veamos
que 7(V) € G —7(C) sea B € w(V), debe existir b € V tal que 7(b) = B,
si m(b) € m(C) tendrfamos que exite y € C' tal que 7(b) = 7(y) y entonces
y € w(b) N C y por tanto 7(b) no puede estar contenido en X — C' lo cual
es una contradiccién. Por tanto m(V) C G — 7(C) y tomando preimagenes
en la contencién, entonces V C 7 1(G — w(C)) y dado que z € w(z) C V
entonces tenemos que 7 (G — 7(C)) € 7 luego, del ejemplo 3.10 sabemos
que 7 G — 7(C)) es G-saturado y asi por el teorema 3.12 tenemos que
7(m~ (G — 7(C))) es abierto de G y dado que 7 es suprayectiva, entonces
G —7(C) € 7(G) y asi finalmente 7(C) es cerrado de G y, por lo tanto, 7 es
cerrada.

(i) = (iii) |Sean G € Gy U € 7 con G C U y supongamos que 7 es cerrada.

Claramente X — U es cerrado de X por lo que tenemos que w(X — U) es
cerrado de G, luego G — (X — U) es abierto de G y dado que 7 es continua,
7 YG — (X — U)) es abierto de X. Haciendo V = 771(G — n(X — U)) ya
tenemos que V € 7 y ademas del ejemplo 3.10 también V' es G-saturado,
solo resta probar que G C V C U, veamos que en efecto G C V, sea x € G
como G € G entonces 7(x) = G, y como por hipétesis tenemos que G C U,
entonces 7(x) C U por lo que 7(z) € (X —U), es decir n(z) € G—7m(X —U)
y entonces x € m1(G — m(X — U)), es decir x € V por lo tanto G C V ya
solo veamos que V' C U, sea z € V, entonces 7(z) € G — m(X — U), asi
m(x) = A, para algin A € G — (X —U), de donde A ¢ 7(X — U) por tanto
m(x)=ACUyasiz €U, porlotanto V C U.
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(i4) = (i) | Finalmente, sea D € G, U € 7 con D C U. Por hipétesis te-
nemos que existe V € 7 tal que V es G-saturadoy D C V C U. Sea A € G
con ANV # () como V es G-saturado tenemos que existe una subcoleccion
C de elementos de G tal que V = U C, de donde A C V' y asi se concluye

cec
que A C U. Por lo tanto, G es una particion semicontinua superior. O

Lema 3.14. Sea X un espacio topoldgico tal que para todo x € X se tiene
que {x} es cerrado de X. Si G es una particion semicontinua de X, entonces
G es una particion cerrada.

Demostracion. Sean A € G cualquiera, z € A y nuevamente conside-
remos a 7 la funcién natural. Se tiene por hipétesis que {x} es cerrado de
X y por el teorema 3.13, tenemos que 7 es funcién cerrada, entonces 7({x})
es cerrado de G, obsérvese que w({z}) = {n(x)} = {A}, de donde, {A} es
cerrado de G y, como 7 continua, entonces 71 ({A}) es cerrado de X, a saber
7 {A}) ={z € X: n(z) € {A}} = {z € X: n(x) = A} = A, por lo tanto,
A es cerrado de X. Asi, G es una particion cerrada. O

Definicién 3.15. Si (G, 7(G)) es un espacio de descomposicion de un espacio
topoldgico X tal que G es semicontinua superior. Diremos que (G,7(G)) es
una descomposicion scs de X.

Lema 3.16. S7 X un espacio métrico compacto, entonces cualquier descom-
posicion scs de X es metrizable.

Demostracion. Sea G una descomposicién scs de X, queremos ver que
G es metrizable. Dado que X es métrico compacto el teorema 3.6, nos ga-
rantiza que bastara con demostrar que G es de Hausdorff. A saber, sean
G1,Gy € G con G; # Gy, asi G1 NGy = 0 y como X es normal, los conjun-
tos unipuntuales son cerrados, por lo que el lema 3.14 nos asegura que G
y (G5 son cerrados, mas aun, existen U; y Us ajenos y abiertos en X tales
que G; C Uy y Gy C Us,. Por el teorema 3.13, existen V; y V5 G-saturados
abiertos tales que G; C V; C Uy y Gy C Vo C Us. Ahora, sea x € (G, enton-
ces G1 = w(z) € w(G1) C w(V4), entonces G € w(V;) y de manera andloga
G € m(V3), nétese que Vi y Vo cumplen las hipétesis del teorema 3.12 por lo
que w(V1) y m(Vs) abiertos en G, como V; y V5 son G-saturados, el teorema
3.11 nos dice que V; = 71 (x(V})) y Vo = 7 1(x(V3)), obsérvese que como
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U; N Uy = ) se tiene también que Vi NVy =0, de donde n(Vy) Nw(Vz) =0y
asi G es de Hausdorff. 0

Teorema 3.17. Si X es un continuo, entonces cualquier descomposicion scs
de X es un continuo.

Demostracion. Sean X un continuo y G una descomposicion scs de X.
Notese que al ser X compacto y conexo, se tiene que G tambien lo es ya que
m: X — G es continua, mas aun, por el lema 3.16, tenemos que G debe ser
metrizable y por tanto G es un continuo. O

El siguiente teorema 3.18 nos da una forma interesante de obtener una par-
ticién semicontinua superior a partir de un espacio topolégico dado, eviden-
temente el plan es obtener un continuo a partir de un continuo dado via su
descomposicién scs.

Teorema 3.18. Sea (X, T) un espacio topoldgico y sea A un subconjunto
cerrado de X no vacio, entonces la particion G definida como sigue es Se-
micontinua Superior

Ga={AU{{z}: 2z € X — A},

Demostracion. Sean G € G4 y U € 7 con G C U. Primero supongamos
que G=AyseanV =UyBeGycon BNV # (. Si B= A, se sigue que
B C U y entonces G4 es semicontinua superior, por otro lado, si B = {z}
para algin z € X — A, entonces z € V y luego B C U y asi G4 es semiconti-
nua superior.

Ahora supongamos que G = {x} para algin z € X — A. Consideremos
V=UN(X-A)erTysea B &€ Gycon BNV # (. Note que B # A pues
si B = A, por un lado tendrfamos que ANV # () mientras que por otro
ANV =ANUN(X — A)) =0, por tanto B = {z} para algin z € X — A,
como {z} NV # (, se tiene que z € V.= U N (X — A) y en consecuencia
{z} = B C U y por tanto G4 es semicontinua superior. O

Nota: Dado (X, 7) un espacio topolégico y G4 definida como en el teore-
ma 3.18, denotaremos el espacio de descomposicion (Ga,7(G4)) simplemente
por X/A, a saber, podemos pensar intuitivamente a X/A como el espacio
obtenido de X al reducir A a un punto. Ademas, en el caso en que X es un
espacio metrico compacto o un continuo, claramente por el lema 3.16 y por
el teorema 3.17 X /A serd metrizable o un continuo, respectivamente.



Capitulo 4

Conos

En este capitulo, se define el cono de un epacio topolégico, en particular
se estudia este objeto sobre continuos, tales como las graficas finitas, las
dendritas y las dendritas locales.

4.1. Conos de continuos

En el capitulo 3, dados un espacio topolégico X y A un subconjunto
cerrado de X, hemos construido mediante las particiones semicontunuas su-
periores, su espacio de descomposicién, que denotamos por X/A. La siguiente
definicion esta basada en esta construccion:

Definicién 4.1. Consideremos Z = X x [0,1] con X un espacio topoldgico,
A={(z,1): z € X}. El Cono de X es Cono(X) = Z/A = (X x[0,1])/(X x
{1}).

X % [0,1] es llamado el cilindro de X,

La base del Cono(X) es el conjunto B = 7({(z,0): =z € X}),

A es el vértice del Cono(X) y lo denotaremos por vy,

Notese que en el caso en que X es un continuo, tenemos por el teorema
3.17 que Cono(X) también es un continuo,

Los puntos del Cono(X) son de la forma [(z, )] donde z € X y t € [0, 1].
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Los siguientes resultados nos dicen que de hecho solo con que X sea
métrico y compacto, se tendra que el Cono(X) es un continuo.

Teorema 4.2. Sea X un espacio topoldgico, entonces el Cono(X) es contrdactil.

Demostracién. Consideremos H: Cono(X) x [0,1] — Cono(X) como:

[(z,(1=s)t+s)], si te€]0,1),
H([(z,1)],s) =

Ux, st t=1.
Obsérvese que:

H([(z,1)],0) = [(z, (1 = 0)t + 0)] = (=, 1)]

H([(z,)],1) = [(z, (1 = Dt + D] = [(2,1)] = vx.

Vamos a probar que H es continua, en efecto, analicemos esto en dos casos,
supongamos primero que t < 1, nétese que H*: X x [0,1] x [0,1] — X x [0, 1]
dada por H*(z,t,s) = (x,(1—s)t+s), es continua y en consecuencia H = mo
H* es continua en Cono(X) x [0, 1]\{vx}x[0,1] con 7: X x[0,1] — Cono(X)
la funcién natural. Ahora bien, si ¢t = 1, H es constante para cada s € [0, 1],
a saber H(vx,s) = vx, sea U un abierto de Cono(X) que contiene a vy, a
saber, U tiene la siguiente forma: U = m(X X (1 — ¢, 1]) para € > 0, es decir
que U contiene los puntos [(z,t)] del Cono(X) para los que t > 1 —e.

Ahora bien, consideremos W = m(X x (1 —n,1]) x (s — 4,5+ ) con n = € si
s=1obienn = 5sis<1ycond> 0 suficientemente pequena, tal W es
un abierto de Cono(X) x [0, 1] tal que (vx,s) € W. Sea (v,s’) € W, para el
caso en que s = 1, se tiene que W = (X x (1 —¢,1]) x (1 — 6,1+ 9), luego
s € (1—46,149), entonces |s' — 1| < § para § tan pequena como quieramos,
digamos § < €, sit > 1—mn, entonces (1 —s')t+s > (1—5)(1—n)+s =
l—-n—s+sn+s=1-(1-5m>1—-0n>1—-3de>1—¢,y como

[(z, (1 =st+5)] si te]0,1),
H(vx,s') =
UVx St t = 1,

se tiene que H(vy,s') € Uyaque (1 —s)t+5 >1—e
Ahora bien para el caso en que s < 1, se tiene que W = 7(X x (1 — £, 1] x
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(s — 9,5+ 0)), sea (vx,s') € W, luego ' € (s —d,s +J) para § > 0 tan
pequena como quieramos, digamos § < 3, es decir, que s—s< £, entonces
s <S5+s<§5+1.8it>1—n, entonces (1 -5 )t+s > (1—5)1-n)+s =
1-(1-s)m>1-n=1-5>1~-¢, dedonde al igual que en el caso previo
H(vx,s') € Uy asi H es continua, por lo tanto Cono(X) es contractil. g

Teorema 4.3. Sea X un espacio topoldgico, entonces el Cono(X) es conexo
por trayectorias.

Demostracion. Se sigue del teorema 4.2 y del hecho de que todo espacio
contractil es conexo por trayectorias ver 2.38. O

Corolario 4.4. Sea X un espacio métrico, compacto y no vacio, entonces el
Cono(X) es un continuo.

Demostracidn. El teorema 4.3 nos dice que Cono(X) es conexo por tra-
yectorias, entonces Cono(X) es conexo y asi Cono(X) es un continuo.

Definicién 4.5. Sea X un espacio topoldgico y consideremos el Cono(X)

con base B, llamamos Suspension sobre X al espacio de descomposi-
cion Cono(X)/B el cual denotamos por Sus(X) = Cono(X)/B = ((X x

[0, 1])/(X x {1}))/(X x {0}).

Anteriormente se definié lo que era un n-odo simple [véase 1.9], a sa-
ber, si consideramos n € N y X como un espacio discreto de n puntos con
n > 3 podemos ver un n-odo simple como Cono(X) y en lo consecuente lo
denotaremos simplemente por 7,.

Definicién 4.6. Seann € N y X un espacio discreto de n puntos conn > 3,
llamamos curva n-teta al espacio Sus(X) y lo denotaremos por ©,,.

Pueden existir espacios no homeomorfos cuyos conos si lo sean, a saber,
el intervalo [0,1] y S! no son homeomorfos, sin embargo sus conos si lo son,
ya que tanto C'ono([0,1]) como Cono(S') son homeomorfos a una 2-celda.
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coxo([o,1])
[0,1]1

CONO(s1)

Otro ejemplo a destacar que tiene que ver con nuestras definiciones pre-
vias, consiste en tomar n € N: n > 2 y resulta ser que ©,, y T}, son espacios
no homeomorfos entre si, pero sus respectivos conos si lo son.

Este ejemplo previo en realidad es consecuencia de un resultado més
general, en el siguiente teorema se demuestra que dado cualquier espacio to-
poldgico X, se tiene que Cono(Cono(X)) y Cono(Sus(X)) son homeomorfos.

Teorema 4.7. [3, Lema (4.1)] Sea X un espacio topoldgico, entonces los
espacios

(i) Cono(Cono(X)),
(ii) Cono(X) x [0,1],
(iii) Sus(Cono(X)),
(iv) Cono(Sus(X)),

son homeomorfos entre ellos.

Demostracidn. | (i) =~ (i) | Consideremos la funcién f: Cono(X)x|0, 1] —
Cono(X) x [0,1] dada por

F(l(z, )], 5)) = ([(z, (1 = s)t)], s)

nétese que esta funcién deja invariante al conjunto Cono(X) x {0} y para
cada s € (0,1) manda a Cono(X) x {s} en el subcono de radio s contenido
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en Cono(X) x {s}, ademéds manda al conjunto Cono(X) x {1} a un pun-
to del Cono(X) x {1}, digamos = x {1} con z algin punto del Cono(X).
Esta funcién induce un encaje que preserva el nivel del Cono(Cono(X)) en
Cono(X) x [0,1]. A saber, la imagen de este encaje es una forma particular
de caracterizar al Cono(Cono(X)) que convenimos en denotar por C(C(X)).
Obsérvese que los espacios Cono(X)x [0, 1] y C(C(X)) contienen como subes-
pacio a z x [0, 1] el cual llamaremos eje y lo denotaremos simplemente por E,
para ilustrar esto véase la figura de abajo tomando zy = (z,0), x; = (x,1) y

z* = (z,3).

Cono(X) x [0,1] y C(C(X))

Ahora bien, dado z € Cono(X), el segmento [, del Cono(X) determina
un “cuadrado” @, = I, x [0,1] en Cono(X) x [0, 1], también [, determina
un “tridngulo rectangulo” T, en C(C(X)) tal que T, y @, tienen como lados
comunes a E y a [, ilustramos esta idea a continuacién:

Cono(X) x [0,1] y C(C(X)) son homeomorfos
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Luego para cada x podemos escoger un homeomorfismo ¢, : QQ, — T}, que
mantenga invariantes los lados comunes F y [, y usando el mismo homeo-
morfismo para cada z, podemos combinar estos en un solo homeomorfismo
U: Cono(X) x [0,1] = C(C(X)) y asi Cono(X) x [0,1] y C(C(X)) son ho-

meomorfos.

(17) =~ (i4i) | Para esta parte consideremos la funcién g: Cono(X)x[0,1] —
Cono(X) x [0,1] dada por

g(([(z, )], ) = ([(z, (1 = [1 = 2s])t)], ).

Noétese que esta funcién deja invariante al conjunto Cono(X) x {%}, manda el
conjunto Cono(X) x {0} a un punto de Cono(X) x {0} y manda el conjunto
Cono(X) x {1} aun punto de Cono(X) x {1}. La funcién g induce un encaje
que preserva el nivel de la Sus(Cono(X)) en Cono(X) x [0,1]. A saber, la
imagen de este encaje es también una forma particular de caracterizar a
la Sus(Cono(X)) que convenimos en denotar por SC(X). También aqui,
Cono(X) x [0,1] y SC(X) tienen como subespacio comun a FE, sirve de
ilustracién la figura que a continuacién se presenta:

Cono(X) x [0,1] y SC(X)

Ahora bien, dado z € Cono(X) x {0}, el segmento h, del Cono(X)
determina un “cuadrado” @, = I, x [0,1] en Cono(X) x [0, 1], también h,
determina un “tridngulo isésceles” T, en SC(X) tal que T, y (), tienen como
lado comun a E y “altura” comun h,, ilustramos esta idea a continuacién:
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Cono(X) x [0,1] y SC(X) son homeomorfos

Luego para cada x podemos escoger un homeomorfismo ,: Q, — T,
que mantenga invariantes a £ y a la altura h, y usando el mismo homeo-
morfismo para cada z, podemos combinar estos en un solo homeomorfismo
U: Cono(X) x [0,1] = SC(X) y asi Cono(X) x [0,1] y SC(X) son homeo-

morfos.

(17i) ~ (iv) | Para cada x € X, sea L, = {[(z,t)] € Cono(X): t € [0,1]}
la linea del cono que une x con vy, luego Sus(L,) es un “tridngulo” T, conte-
nido en Sus(Cono(X)). Para cadax € X, los T}, tienen en comun el segmento

A que contiene a vy y cuyos vértices son py y p1. Asi, Sus(Cono(X)) = U T,

zeX
donde T, NT,, = A para cada z # y € X.

Por otro lado, para cada = € X, sea M, = {[(z, s)] € Sus(X): s € [0,1]} la

linea en la suspensién que contiene a x, luego Cono(M,) es un “tridangulo”

T! contenido en Cono(Sus(X)), a saber, estos T, tiene en comin el segmento

A’ que contiene a vg,(x) ¥ cuyos vértices son pj y p} (polos de Sus(X)), asi

Cono(Sus(X)) = U T, con T, N T, = A’ para cada v # y € X, luego,
reX

para cada x € X, sea v¢,: T, — T, un homeomorfismo tal que 1,(po) = pj,

0
¢x(p1) = pll y ¢x(vx) = Usus(X), S€ Sigue que SUS(COTLO(X)) Yy OO?’LO(SUS(X )
son homeomorfos. O

Definicién 4.8. Sea X un continuo y sea n un numero cardinal. Diremos
que un punto x € X es de orden menor o iqual que n en X, lo cual denotamos
por ord(x, X) < n, si x tiene una base de abiertos B, tal que |frx(B)] <n
para cada B € B,. El numero cardinal n mas pequeno con esta propiedad es
llamado el orden del punto x en X y lo denotamos por ord(x, X ) =n.
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Definicién 4.9. Sea X un continuo y consideremos x € X, diremos que:
» = es un punto de ramificacion de X siord(z, X) > 3,
» = es un punto ordinario de X siord(x,X) =2,
» = es un punto extremo en X siord(r,X) =1.
Sean

R(X) = {x € X: x es punto de ramificacién de X},
O(X) = {z € X: z es punto ordinario de X},
E(X) ={z € X: x es punto extremo de X}.

Definicién 4.10. Sea X un continuo, diremos que x € X es un punto
euclidiano si existe una vecindad de x en X que es homeomorfa a R™ para
algun n € N, también diremos que x es un punto semieuclidiano de X si x
tiene una vecindad que es homeomorfa al semiespacio {(p1, ..., pn) € R": p, >
0}, ademds denotamos por:

» a(X) ={z € X: x es un punto euclidiano de X},
w B(X) ={z e X\a(X): x es un punto semieuclidiano de X},

= (X)) = X\((X) U B(X)).

Nota: Las componentes de «(X) son llamadas componentes euclidia-
nas de X.

Ejemplo 4.11. Consideremos X = [0,1] se tiene que o(X) = (0,1), ya que
cada x € (0,1) tiene una vecindad de la forma (a,b) con 0 < a <z <b <1,
tal vecindad como sabemos es homeomorfa a R, también para este ejemplo se
tiene que B(X) = {0,1} , como consecuencia de que las vecindades de 0 y 1
son de la forma [0,b) y (a, 1] respectivamente, que a su vez son homeomorfas
a [0,00). De esto tenemos que y(X) = 0. Mds ain dado que a(X) es conexo,
entonces X solo tiene una componente euclidiana, a saber (0,1).

Ejemplo 4.12. Consideramos X = S, a saber, a(X) = X ya que cada
punto de S tiene vecindades homeomorfas a R, luego, claramente B(X) = ()
yv(X) =0, ademds como a(X) = S y sabemos que S es conezo, entonces
X tiene una sola componente euclidiana, a saber S*.
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Ejemplo 4.13. Consideremos X = S'U {(z,y) € R*: 1 <z < 2,y = 0},
se tiene que a(X) = X\{(1,0),(2,0)}, B(X) = {(2,0)} y v(X) = {(1,0)},
ndtese que las vecindades de (1,0) son triodos con vértice (1,0) y en particular
estos no son puntos euclidianos ni semieuclidianos. Finalmente obsérvese que
X tiene dos componentes euclidianas, a saber S'\{(1,0)} y{(z,y) e R?: 1 <
r < 2,y=0}.

Teorema 4.14. Si X es una curva localmente conexa, entonces se cumplen:
(i) X es una curva cerrada simple si y solo si vx € a(Cono(X)),
(1) X es un intervalo si y solo si vx € B(Cono(X)),

(117) (X x[0,1)) = a(X) x (0,1).

Demostracién. (i) Si X es una curva cerrada simple cualquier ve-

cindad del vértice del Cono(X) es homeomorfa a un disco abierto que a su
vez es homeomorfo a R?, de donde vy € a(Cono(X)).
Ahora supongamos que vy € a(Cono(X)) A saber X # [0,1], ndtese
que si sucediera que X = [0, 1] tendriamos que existe una vecindad en el
Cono(X) homeomorfa a R?, pero las vecindades de vx son homeomorfas al
semiespacio euclidiano {(z,y) € R*: y > 0} y estas no son homeomorfas a
R™, para algin n. Asi, supongamos que R(X) # ) y tomemos p € R(X)
fijo, nétese que cada vecindad de vy contiene puntos de la forma [(p,t)] y
conjuntos de la forma T3 x [0, 1], tales vecindades no son planas y luego vx
no pertenece a a(Cono(X)), lo cual es una contradicciéon. Asi R(X) =0y
en consecuencia, cada punto de X es ordinario, por lo tanto, X es una curva
cerrada simple.

(17) Si X es un intervalo cualquier vecindad del vértice vx del Cono(X) es
homeomorfa al semiespacio {(z,y) € R?: y > 0}, de donde vx € B(Cono(X)).
Ahora supongamos que vx € 3(Cono(X)). Se tiene que X no puede ser
una curva cerrada simple, ya que si X lo fuera, tendriamos por el inciso ()
que vx € a(Cono(X)) y eso contradice nuestra hipdtesis. Luego, al igual que
en el inciso anterior, supongamos que R(X) # (), de igual manera tomemos
p € R(X) fijo, luego cada vecindad de vx contiene puntos de la forma [(p, t)]
y conjuntos de la forma T3 x [0, 1] y al igual que en el inciso anterior vy no
pertenece a 5(Cono(X)) lo cual es una contradiccion, de donde debe suceder
que R(X) =10y asi X es un intervalo.



34 Conos

(1i1) Sea (x,t) € a(X)x(0,1), entonces z € a(X)yt € (0,1),comoz € a(X)
existe una vecindad V' de x homeomorfa a R" para algin n € Ny como (0, 1)
homeomorfo a R, entonces V' x (0, 1) es una vecindad de (x,¢) homeomorfa
a R"™ de donde (z,t) € a(X x (0,1)), luego (z,t) € a(X x [0,1)) y asi
a(X) x (0,1) C a(X x[0,1)).

Ahora, obsérvese que a(X) = X\(8(X) U~(X)), por lo que si z € B(X) U
~v(X) se implica que = no es un punto euclidiano de X, luego (x,t) ¢
a(X x [0,1)) ya que si (z,t) es un punto euclidiano de a(X x [0,1)), exis-
te una vecindad de (x,t) homeomorfa a algun espacio euclidiano, note que
las vecindades de (x,t) son homeomorfas a un semiespacio euclidiano o bien
contienen conjuntos de la forma 75 x [0,1]. Ahora, si x ¢ S(X) U~(X) se
implica que (z,t) € a(X) x (0,1) y asi a(X % [0,1)) C a(X) x (0,1). O

Corolario 4.15. Sea X una curva localmente conexa que no es una curva
cerrada simple, entonces:

(i) Cualquier componente euclidiana M del Cono(X) es de la forma M =
N x (0,1) para alguna componente euclidiana N de X .

(i1) Para cualquier componente euclidiana N de X, se tiene que N x (0, 1)
es una componente euclidiana del Cono(X).

Demostracién. (i) Dado que X no es una curva cerrada simple se tie-
ne por el teorema 4.14(i) que vy & a(Cono(X)), de donde a(Cono(X)) =
a(X x[0,1)). Luego por el teorema 4.14(iii), implicamos que a(Cono(X)) =
a(X)x(0,1), asi, si M es una componente de a(Cono(X)), entonces M es una
componente de a(X) x (0, 1). Obsérvese que o(X) = U Cs, donde Cs compo-

nente de a(X), por lo que o(X) x (0,1) = (U C’5> x (0,1) = U(C’5 x (0,1)),
donde Cs x (0,1) conexo para cada § y (Cs x (0,1)) N (C. x (0,1)) = 0 si
d # ¢, luego M es N x (0,1) para N = Cj para alguna §.

(77) Sea N una componente de a(X), luego N x (0, 1) es un conexo conte-
nido en a(X) x (0,1) = a(X x[0,1)), de donde N x (0,1) C M para alguna
componente M de a(X x [0,1)). Por el inciso anterior M = K x (0, 1) para
alguna componente K de a(X) de donde N x (0,1) C K x (0, 1), entonces
N C K y como N es componente de a(x) se tiene que N = K, es decir,
M = N x (0,1) y por lo tanto N x (0,1) componente de a(Cono(X)).
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Ejemplo 4.16. Si consideramos el triodo simple X = Ay U Ay U As, donde
Ay, Ay y As son arcos con puntos extremos ey, ey Yy es respectivamente y
punto extremo en comun p, se tiene que:

a(X) = A\ {p,e1} U A2\{p, e2} U A3\ {p, e3},

?(C)O)TZO(X)) = (Ai\{p, e1} x(0,1))U(A2\{p, e2} x (0, 1))U(A3\{p, es} X
0,1)),

B(X) = {e1,e2,€3},

p(Cono(X)) = (X x {0}) U (B(X) x [0, 1)),

v(X) = {p},

v(Cono(X)) = {p} x [0,1].
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BLX) B(Cono(X)

f Y(X) P (Cono(X))
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Para los resultados que veremos mas adelante es necesario considerar los
siguientes subconjuntos de X y del Cono(X).

Notacién 4.17. Sea X un continuo. Consideremos lo siguientes conjuntos:
. Onu(X) = O(X) N el (B(X)),
= Ep(X) = E(X)Ndx(R(X)),
= Enp(X) = E(X)\Ep(X),

» Cx = {w € Cono(X): w pertenece al interior como variedad de una
2-celda en Cono(X)},

s Dy = Cono(X)\Cx,
» Sy ={w € Dx: w es el vértice de un triodo simple contenido en Dx},
» Tx = Dx\Sx,

» Hx = {w € Cono(X): w tiene una vecindad aplanable en Cono(X)}.

4.2. Conos de graficas finitas

En general las Grdficas se pueden caracterizar de diversas formas, para
este trabajo veamos el siguiente concepto.

Definicién 4.18. Una grdfica finita es un continuo que puede escribirse
como la union finita de arcos, tales que cualesquiera dos de ellos o son ajenos
o bien se intersectan solo en uno o en sus dos puntos extremos.

El siguiente lema generaliza la idea presentada en el ejemplo 4.16.

Lema 4.19. [0, Lema 3.1] Sea X una grdfica finita y supongamos que |R(X)| =
m > 1, entonces:

(1) v(Cono(X)) = R(X) x [0,1] y, por lo tanto, v(Cono(X)) es el cono
sobre el espacio discreto con m puntos,

(ii) Sim =1, entonces y(Cono(X)) C cleonox)(J % (0,1)) para cada com-
ponente euclidiana J de X,
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(111) Si R(X) = {p,q} con p # q, entonces yv(Cono(X)) es el arco {p,q} X
[0,1]. Si existe una componente euclidiana J de X tal que clx(J) N
{p,qa} = {p}, entonces cloono(x)(J x (0,1)) N y(Cono(X)) es el arco
{p} < [0,1].

Demostracién. (i) Consideremos J* = U{J x (0,1): J es una com-
ponente euclidiana de X}, a saber, J* = (X\(8(X) U~y(X))) x (0,1) =
a(X) x (0,1), luego por el teorema 4.14 (iii), J* = (X x [0,1)) y, en conse-
cuencia, J* C a(Cono(X)). Dado que X tiene al menos un punto de ramifica-
cion, entonces X no puede ser una curva cerrada simple y tampoco un interva-
lo, de donde por 4.14 (i) e (ii), tenemos que vy & a(Cono(X))UB(Cono(X)).
Obsérvese que ((Cono(X)) = (a(X) x {0}) U (B(X) x [0,1)) de donde
v(Cono(X)) = R(X) x [0, 1].

(1i) Como m = 1, tenemos que R(X) tien un unico elemento, entonces
denotemos por p al Unico punto de ramificacion de X, obsérvese que pa-
ra cualquier componente euclidiana J de X se tiene que p € clx(J), méas
aun, por el inciso (i) v(Cono(X)) = {p} x [0,1], de donde se tiene que
Y(Cono(X)) C cleono(x)(J x (0,1)) para cualquier componente euclidiana J
de X.

(7i1) Sea J una componente euclidiana de X tal que clx(J) N {p,q} = {p},
entonces {p} % [0,1] C cleono(x)(J % (0,1)). Obsérvese que si z € {q} x [0, 1)
existe V' vecindad de z en Cono(X) tal que VN (J x (0,1)) = 0, por lo que
2 & cloonox)(J x (0,1)) para cualquier z € {g} x [0,1) y asi cloono(x)(J X
(0,1)) N 1(Cono(X)) = {p} x [0, 1], -

Lema 4.20. Consideremos a X como una grdfica finita y a Y una curva
localmente conexa. Si Cono(X) y Cono(Y) son homeomorfos, entonces Y es
una grdfica finita.

Demostraciéon. Como X es una grafica finita se tiene que X tiene un
nimero finito de componentes euclidianas y también un nimero finito de
puntos de ramificacion, luego el corolario 4.15 nos dice que por cada compo-
nente euclidiana en X hay una componente euclidiana en Cono(X) y vice-
versa, de donde C'ono(X) tiene un nimero finito de componentes euclidianas.
Ademas, Sy es un conjunto finito. Luego, tenemos por hipétesis que Cono(X)
y Cono(Y') son homeomorfos y recordemos que el nimero de componentes es
un invariante topolégico, entonces C'ono(Y') tiene un nimero finito de com-
ponentes euclidianas y Sy es un conjunto finito, argumentando de manera



4.2 Conos de graficas finitas 39

similar por el corolario 4.15, se tiene que Y tiene un niimero finito de compo-
nentes euclidianas y un ntmero finito de puntos de ramificacién. Por tanto
Y es una grafica finita. O

El siguiente teorema y corolario nos ayudaran a demostrar el corolario
4.24, mismo que sera de gran utilidad en el resultado principal de este trabajo.

Teorema 4.21. [12, Teorema (4.1)] Si X yY son curvas localmente conezxas
y X x [0,1) es homeomorfo a' Y x [0,1), entonces X y Y son homeomorfos.

Corolario 4.22. Si X y Y son curvas localmente conexas y h: Cono(X) —
Cono(Y') un homeomorfismo tal que h(vx) = vy, entonces X y Y son ho-
meomorfos.

Demostracién. Sean X y Y curvas localmente conexas, como
h: Cono(X) — Cono(Y) es homeomorfismo tal que h(vx) = vy, entonces
h(X x[0,1)) =Y x [0,1), de donde X x [0,1) e Y x [0, 1) son homeomorfos
y asi por el teorema 4.21, X y Y son homeomorfos. O

Lema 4.23. Sea Y un continuo y consideremos a X una grdfica finita que no
sea un intervalo, una curva cerrada simple, un n-odo o una n-teta paran > 3.
Si h: Cono(X) — Cono(Y') es un homeomorfismo, entonces h(vyx) = vy.

Demostraciéon. Supongamos que X tiene al menos un punto de ra-
mificacién, es decir que |R(X)| = m > 1, por tanto, supongamos pri-
mero que m > 3, por el lema 4.19 (i) y dado que Cono(X) y Cono(Y)
son homeomorfos se tiene que v(Cono(X)) y v(Cono(Y)) son conos so-
bre el espacio discreto de m puntos, es decir, son m — odos simples, luego
h(y(Cono(X))) = v(Cono(Y')) y h manda el corazén de y(Cono(X)) en el
corazén de y(Cono(Y')), en consecuencia h(vy) = vy.

Ahora supongamos que m = 2 y digamos que R(X) = {p,q} con p # ¢, a
saber, existe una componente euclidiana J de X tal que clx(J)N{p, ¢} contie-
nen un solo elemento p o ¢, ya que si clx(J) N{p, ¢} = {p, ¢}, para toda com-
ponente euclidiana de X, se tendria que X es una n-teta lo cual seria una con-
tradiccion. Sin pérdida de generalidad supongamos que clx(J)N{p, ¢} = {p},
asi por el lema 4.19 (iii), cloono(x)(J % (0,1)) N y(Cono(X)) es el arco
{p} x [0,1]. Ademds por el corolario 4.15 (ii), el conjunto E = J x (0,1)
es una componente euclidiana de Cono(X) por lo que h(E) es una compo-
nente euclidiana de Cono(Y), por el Corolario 4.15 (i), existe una componente
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euclidiana L de Y para la que h(F) = L x (0,1). El lema 4.19 nos dice que
v(Cono(X)) es el arco {p,q} x [0,1] y como Cono(X) y Cono(Y) son ho-
meomorfos, entonces v(Cono(Y')) es un arco.

Consideremos:

Jo = cleonox)(J % (0,1)) Ny(Cono(X)) = {p} x [0,1]

Lo = cleono(y)(L x (0,1)) Ny (Cono(Y)).

Obsérvese que Jy es un subarco propio del arco v(Cono(X)) y como
h(v(Cono(X))) = v(Cono(Y)), entonces h(Jy) = Lo y Lo es un subarco
propio del arco v(Cono(Y')). Por el lema 4.19 (ii), Y tiene exactamente dos
puntos de ramificacién py y qo, luego v(Cono(Y")) es el arco {po, qo} x [0, 1]. Si
L contiene a ambos puntos pg y qo, por la construccién del Cono(Y'), tenemos
que

v(Cono(Y)) = {po,q0} x [0,1] C Ly C v(Cono(Y))

y entonces Ly = v(Cono(Y)) lo cual es una contradiccién. Esto prueba
que clx (L) N {po,qo} es un conjunto unipuntual, supongamos que clx (L) N
{Po, g} = {po}. Por tanto Ly = {po} x [0, 1]. Ahora, como

h({p, q} < [0,1]) = h(y(Cono(X))) = 7(Cono(Y)) = {po, qo} x [0, 1]

y como
h({p} % [0,1]) = h(Jo) = Lo = {po} x [0, 1],

entonces h(vyx) = h(p,1) = (po, 1) = vy.

Finalmente supongamos que m = 1. Dado que X no es un n-odo para n > 3,
debe existir una componente euclidiana J de X tal que clx(J) es una curva
cerrada simple. Sea p € X tal que R(X) = {p}, luego por el corolario 4.15
(ii), B = J x (0,1) es una componente euclidiana de Cono(X) y dado que
h(y(Cono(X))) = v(Cono(Y)), entonces h(E) es una componente euclidiana
de Cono(Y), luego existe una componente euclidiana L de Y tal que h(E) =
D = Lx(0,1). Ellema 4.19 (i), nos garantiza que v(Cono(X)) = {p} x [0, 1],
entonces v(Cono(Y')) es un arco. Consideremos

Aj = cleonox)(J % (0,1)) N G(Cono(X))

AL = cleonovy (L % (0,1)) N G(Cono(Y)).
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Como h(E) = D, se tiene que h(A;) = Ap y h(clcomox)(As)) =
Cloono(v)(AL), obsérvese que cloono(x)(As) = clx(J x {0}) es una curva
cerrada simple y por tanto cloono(y) (Ap) es una curva cerrada simple.
Ahora veamos que Y contiene exactamente un punto de ramificaciéon, supon-
gamos por el contrario que Y tiene exactamente dos puntos de ramificacion
Doy qo- En el caso en que Y no es una n-teta para n > 3 notemos que Y
satisface las hipdtesis que se tenian para X en el caso anterior, de donde
h(vx) = vy, luego por el corolario 4.22 X y Y son homeomorfos, lo cual es
una contradiccién. Asi para este caso supongamos que Y es una n-teta para
algiin n > 3, entonces cloonov)(AL) = cly (L) x {0} es un arco que une los
puntos (po,0) v (qo,0), lo cual es una contradiccion, y entonces, Y contiene
exactamente un punto de ramificacion.

Sea y € Y tal que R(Y) = {y}. Si cly(L) es un arco que une a y con un
punto extremo e de Y, entonces A, = (L x {0}) U ({e} x [0, 1]), entonces
Cleono(vy(AL) es un arco que une los puntos (y,0) y vy lo cual es una con-
tradiccion. Asi cly (L) es una curva cerrada simple y entonces clcono(y)(Ar)
es la curva cerrada simple cly (L) x {0} por lo tanto h(J x {0}) = L x {0}.
Como h({p} x [0,1]) = h(y(Cono(X))) = 7(Cono(Y)) = h({y} x [0,1]),
tomando intersecciones concluimos que h(p,0) = (y,0). Entonces h manda
el otro punto extremo del arco v(Cono(X)) al otro punto extremo del arco
v(Cono(Y)) v ast h(vx) = vy. 0

Corolario 4.24. Sea X wuna grdfica finita. Entonces X tiene la propiedad
del cono unico si y solo st X es diferente de un intervalo, una curva cerrada
simple, un n-odo o una n-teta con n > 3.

Demostracién. Sea Y un continuo y supongamos que Cono(X) y
Cono(Y') son homeomorfos, sea h: Cono(X) — Cono(Y) un homeomorfis-
mo, luego por el teorema 4.23, h(vx) = vy, por el corolario 4.22; se tiene que
X y Y con homeomorfos y por tanto X tiene la propiedad del cono tnico.

4.3. Conos de dendritas

En esta seccion recordamos la definicion de dendrita y dendrita local,
se dan un par de ejemplos clasicos de estos conceptos y se prueba que la
dendrita F}, tiene la propiedad del cono tnico.
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Definicién 4.25. Una dendrita es un continuo localmente conexo que no
contiene curvas cerradas simples.

Ejemplo 4.26. El arco y T,, para n > 3 son ejemplos de dendritas.

Ejemplo 4.27. Al continuo que es homeomorfo a la union de una cantidad

infinita numerable de arcos Ay, As, ... tales que tienen en comin un punto

extremo p y lim diam(A;) = 0 se le conoce como punto peludo y es una
1— 00

dendrita, la cual denotamos por F,,.

E,.

Definicién 4.28. Una dendrita local es un continuo tal que cada punto
tiene una vecindad que es una dendrita.

Ejemplo 4.29. El arco, la curva cerrada simple, T,, y ©,, para n > 3 son
dendritas locales.

Ejemplo 4.30. Toda dendrita es dendrita local
Lema 4.31. [10, Lema 5.1] Sea X una dendrita local y sea

Kx = (X x{0}) U (Cono(E(X))\{vx})

entonces Dx = Kx si X contiene una curva cerrada simple o bien
Dx = Kx U{vx} en caso contrario. Ademdas si X es una dendrita local
diferente de un arco, se tiene que Sx = R(X) x {0} si vx € Cx y
Sx = (R(X) x {0})U{vx} sivy € Dx.

Observacion: No perdamos de vista que Dx = Cono(X)\Cx por lo
que podemos decir que si X contiene una curva cerrada simple en-
tonces Cx = [(O(X) U R(X)) x (0,1)] U {vx} y en caso contrario
Cx = (O(X)UR(X)) x (0,1).
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Lema 4.32. Sea X una dendrita que no es una grdfica finita y sea Y una
dendrita local. St Cono(X) y Cono(Y') son homeomorfos, entoncesY también
es una dendrita.

Demostracién. Consideremos a h: Cono(X) — Cono(Y) un homeo-
morfismo, En [10, Lema (4.4.2)] se demuestra que si D es una dendrita local
que no tiene puntos extremos , entonces D es una grafica finita. Afirmamos
que Y tiene puntos extremos, ya que si E(Y) = (), entonces Y es una gréfica
finita y dado que X es una curva localmente conexa, el lema 4.20, nos dice
que X es una grafica finita, lo cual es una contradiccién. Por tanto E(Y) # ().
Ahora supongamos que Y no es una dendrita, entonces Y contiene al menos
una curva cerrada simple, luego por el lema 4.31, tenemos que:

Dy = (Y x{0}) U (Cono(E(Y))\{vy})

de donde vy € Cly, ahora consideremos a e como un punto extremo de
Y, nétese que el arco abierto {e} x (0,1) estd contenido en Dy pero su
cerradura cloonoyy({e} x (0,1)) = {e} x [0,1] ¢ Dy ya que vy € Cy.
Finalmente, como h(Dx) = Dy, si J es un arco abierto contenido en
Dy, h(J) es un arco abierto de Dy, ya que los arcos abiertos de Dy son
precisamente las componentes euclidianas de Dy, ademas, para cualquier
arco abierto J contenido en Dy, se tiene que cloono(x)(J) C Dx. Luego al ser
A = {e} x (0,1) un arco abierto de Dy, h™(A) es un arco abierto contenido
en Dy, entonces cloono(x)(h ™' (A)) C Dx, por lo que, h(cleonox)(h ™' (A))) =
cleonoy)y(R(h 1 ({e} x (0,1)))) = cloonovy({e} x (0,1)) C Dy lo cual es una
contradiccién, por lo tanto Y es una dendrita. O

En [8, Teorema 16, pag. 344] se demuestra que las dendritas son retractos
absolutos, luego entonces por el teorema 2.39 se tiene que toda dendrita es
contractil.

Lema 4.33. Si X es una dendrita diferente de un arco, entonces para cada
curva cerrada simple S contenida en Dy, se tiene que vy € S.

Demostraciéon. Como X es una dendrita, se sabe que X no contiene
curvas cerradas simples, ademés X es una dendrita local, luego por el lema
4.31,

Dx = (X x{0}) U Cono(E(X)).

Sea S C Dx una curva cerrada simple y supongamos que vx € S, es
decir que S ¢ W C Cono(X) con W = (X x {0}) U (E(X) x (0,1)).
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Como las dendritas son contractiles y E(X) x (0,1) son arcos abiertos
que también son contractiles, se tiene que W es contractil, mas aun, como
S C W es un retracto de vecindad absoluto cerrado, se implica que S es un
retracto de W por lo que S es contractil, lo cual es una contradiccién. Por lo
tanto para cada curva cerrada simple contenida en Dy, se tiene que vy € S. o

Teorema 4.34. Sean X y Y dendritas diferentes de un intervalo, un punto
peludo o un n-odo paran > 3. Si h: Cono(X) — Cono(Y') es un homeomor-
fismo, entonces h(vx) = vy.

Demostracion. Sean Ky y Ky como en el lema 4.31. Observemos que
si X es una grafica finita, tendriamos justamente las hipotesis del lema 4.23
y ya acabamos. Entonces supongamos que X no es una grafica finita, luego
por el lema 4.20, se tiene que Y no es grafica finita, como X es una dendrita,
entonces es dendrita local y no contiene curvas cerradas simples por lo que
Dx = Kx U{vx}, mas ain, al ser X diferente de un arco y vy € Dx se
implica que vy € Sx = (R(X)x{0})U{vx}, de la misma manera al ser Y una
dendrita diferente de un arco Dy = Ky U{vy} y vy € Sy = (R(Y) x {0}) U
{vy }. Dado que h homeomorfismo h(Dx) = Dy y h(Sx) = h(Sy) por lo que
h(vx) € Dy y h(vx) € Sy. Afirmamos que para todo r € R(Y'), h no manda
a vy hacia (r,0). En efecto, como Y dendrita diferente de F,, y diferente del
n-odo para n > 3, tenemos que |R(Y)| > 2, sear € R(Y) fijo pero arbitrario,
a saber, r es un punto de corte de Y. Sean p € R(Y)—{r} y L la componente
de Y —{r} que contiene a p y consideremos e, f € E(cly(L))—{r} cone # f,
noétese que e y f son puntos extremos de Y, consideremos J como el arco en L
con puntos extremos e y f y obsérvese que I' = (J x {0}) U (Cono({e, f})) C
Dy es una curva cerrada simple tal que (r,0) & I' y como h(Dx) = Dy
tenemos que h~!(T") es una curva cerrada simple contenida en Dy, de donde
por el lema 4.33, vy € h~!(T"), entonces h(vx) € T' y asi h(vyx) # (r,0) para
todo r € R(Y). Por lo tanto h(vx) = vy. O

Teorema 4.35. Sea X una curva localmente conexa. Si Cono(X) es homeo-
morfo al Cono(F,), entonces X es homeomorfo a F,,.

Demostracion. No perdamos de vista que F, es una dendrita y en con-
secuencia dendrita local, luego por el lema 4.39, se tiene que X debe ser
una dendrita local. Ahora, dado que Cono(X) es homeomorfo a Cono(F,),
entonces Cono(X) tiene un nimero infinito de componentes euclidianas J;,
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i € N, cada una de la forma J; = L; x (0,1), donde L; es una componente
euclidiana de X, obsérvese que v(Cono(X)) es un arco, mas atn, para cua-
lesquiera componentes euclidianas J;, J; del Cono(X) con i # j € N, se tiene
que cleono(x)(Ji) N cleono(x)(J;) = 7(Cono(X)), como X es localmente cone-
x0, existe un punto z € X tal que para cada par de componentes euclidianas
L;,Ljde X coni# j €N, se tiene que clx(L;) Nelx(L;) = {z}. Entonces X
tiene un unico punto de ramificaciéon y un ntmero infinito de componentes
euclidianas, y dado que es localmente conexo se concluye que X debe ser
homeomorfo a F,. O

4.4. Conos de dendritas locales

En esta ltima seccion se demuestra el resultado principal de este tra-
bajo (teorema 4.43), mismo que es una generalizaciéon del trabajo de Daria
Michalik en [12]. Ademéds como parte importante para la demostracién del
teorema 4.43, se prueba que si X es una dendrita local e Y una curva local-
mente conexa, tales que sus conos son homeomorfos, se implica que Y es una
dendrita local.

Lema 4.36. [17, Observacion 4.1.3 (13)] Sean X una dendrita local y Ep,
Tx, Hx, Sx, Dx como en definicion /.17, entonces

Ep(X) x (0,1) = (Tx\clp, (Sx)) N (Tx\Hx).

Corolario 4.37. Sean X y Y dendritas locales y h: Cono(X) — Cono(Y'),
entonces h(Ep(X) x (0,1)) = Ep(Y) x (0,1).

Demostracion. Del lema 4.36 y dado que h homeomorfismo, se tiene
que h(Ep(X) x (0,1) = h((Tx\clp, (Sx)) N (Tx\Hx))

= h(Tx\ClDX (SX>) M h(Tx\Hx)
= (M(Tx)\elpy (T(Sx))) N (M(Tx)\h(Hx))

= (Ty\clpy (Sy)) N (Ty\Hy)
= Ep(Y) x (0,1). O

Lema 4.38. [17, Observacion 4.1.4] Sea X una dendrita local diferente de
un arco y una curva cerrada simple, y sea M C Cono(X). Entonces M es



46 Conos

una componente de Tx N Hx si y solo si existe una componente euclidiana
A de X tal que clx(A) tiene dos puntos extremos a # b y

A X {0} st (l,bEONL(X)UR<X),
M =
Ax {0y U{b) x [0,1) si be Eyn(X).

Lema 4.39. Sean X una dendrita local e Y una curva localmente coneza.
Si Cono(X) es homeomorfo al Cono(Y'), entonces Y es una dendrita local.

Demostracion. Dado que X es una dendrita local, para cada
(x,t) € Cono(X)\{vx} se tiene que existe U, vecindad de z en X tal que U,
es una dendrita, de donde se sigue que U, es contractil, luego Cono(U,,) es
una vecindad de (z,t) contractil en Cono(X). Por el teorema 4.2, sabemos
que Cono(X) es contrictil en vy, de donde Cono(X) es localmente contréctil
en vy por lo tanto Cono(X) es localmente contractil. Supongamos que Y
no es una dendrita local, entonces existe (y,t) € Cono(Y) para el que cada
vecindad de y en Y contiene una curva cerrada simple, digamos S, luego
cualquier vecindad de (y,t) en Cono(Y) contiene cilindros homeomorfos
a S x [0,1] que no son contrictiles de donde Cono(Y) no es localmente
contractil, lo cual es una contradiccion. o

Para lo consiguiente denotamos A, como la clase de las dendritas lo-
cales que son arcos, curvas cerradas simples o un punto peludo F,, y sea Fy
la clase de las dendritas locales dada por

Fo=AoU{O,,: m >3} U{T,: n >3}

Lema 4.40. Sea h: Cono(X) — Cono(Y) un homeomorfismo con X y Y
dendritas locales que no pertenecen a la clase Fy. Sea A una componente
euclidiana de X tal que clx(A) es un arco ep. Si e € E(X), entonces existe

una componente euclidiana By en Y tal que cly(Ba) es un arco fq con
feEY)y

Rh((A x {0}) U Cono({e})) = (Ba x {0}) UCono({f})
mds aun, si Ay # As, entonces Ba, # Ba,.

Demostracién. Supongamos que e € Exp y M = (A x {0}) U ({e} x
[0,1)). Por el lema 4.38, M es una componente de Tx N Hy, y dado que h
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homeomorfismo, entonces h(M) es una componente de Ty N Hy y existe la
componente euclidiana B4 de Y tal que cly(B4) tiene dos puntos extremos

f#qy

By x {O} ) q,fGONLUR(Y),
h(M) =
(Bax{0)U{f} x[0,1)) si feEY),

notése que vx € cloono(x)(M). Supongamos que X no es una dendrita, en-
tonces vy € Cx vy h(’Ux) e Cy N Clcgno(y)UL(M)). Como ClC’ono(Y)(BA X
{0}) € Y x {0} C Dy, entonces h(M) = (Ba x {0}) U ({f} x [0,1)).
Ahora supongamos que X es una dendrita, como X distinto de la cla-
se Fo, se tiene que X tiene al menos dos puntos de ramificacion y por
el lema 4.34, vy = h(vx) € h(clconox)(M)) = cleonoyy(h(M)) entonces
h(M) = (Bax{0})U({f} x[0,1)), luego para ambos casos se concluye que

h((A x {0}) U Cono({e})) = (Ba x {0}) U Cono({f}).

Finalmente dado que A es un homeomorfismo, B4, # Ba, para componentes
euclidianas Ay # A,. O

Lema 4.41. 57 X y Y son dendritas locales que no pertenecen a la clase Fy
y h: Cono(X) — Cono(Y') un homeomorfismo, entonces h(vx) = vy.

Demostracion. Sean X y Y dendritas locales diferentes de la clase Fy. Si
X es una grafica finita por el lema 4.23, se tiene que h(vx) = vy. Supongamos
que X no es una grafica finita, en caso de que X sea una dendrita por el lema
4.32 y el teorema 4.34, se obtiene que h(vy) = vy. Asi, supongamos que X
no es una grafica finita ni dendrita, nuevamente ocupando el resultado de
[10, Lema (4.4.2)], obtenemos que F(X) # (), sea e € E(X), si e € Ep(X)
por el corolario 4.37 existe f € Ep(Y) tal que h({e} x (0,1)) = {f} x (0,1).
Obsérvese que:

h(Cono({e})) = hlcleonox) (e} X (0,1))) = cleonofy)(h({e} x (0, 1))

= cloonop)({f} % (0,1)) = Cono({f})

y como h(Cx) = Cy, entonces:

h(vx) = h(Cono({e}) N Cx) = Cono({e}) N Cy = vy.
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Ahora bien, si e € Enxp(X), entonces existe una componente euclidiana A
de X tal que clx(A) tiene dos puntos extremos a # e, para algin a €
R(X) U Onp(X). Por el lema 4.40, existe un punto f € Enp(X) y una
componente euclidiana B4 de Y tal que cly(B4) tiene dos puntos extremos
b# fparaalginb € R(Y)UOy.(X) que satisface h((Ax{0})UCono({e})) =
(Ba x {0}) UCono({f}), obsérvese que

((Ax {0})UCono({e})) NCx = vx

((Ba x {0}) U Cono({f})) N Cy = vy

con lo que h(vy) = vy. 0

En [12], Daria Michalik prueba el siguiente resultado:

Teorema 4.42. Sean X yY curvas localmente conexas que no son dendritas
locales. Entonces Cono(X) y Cono(Y) son homeomorfos si y solo si X yY
son homeomorfos.

A saber, el resultado principal de este trabajo es una generalizacién de
dicho teorema.

Teorema 4.43. Sean X y Y curvas localmente conezxas diferentes de un
intervalo, una curva cerrada simple, un n-odo y una curva n-teta, paran > 3.
Entonces Cono(X) y Cono(Y) son homeomorfos si y solo si X y'Y son
homeomortfos.

Demostraciéon. Se sabe que si X y Y son espacios topolégicos homeo-
morfos, entonces Cono(X) y Cono(Y) son homeomorfos. Supongamos en-
tonces que h: Cono(X) — Cono(Y) es un homeomorfismo. Si X no es una
dendrita local, por el lema 4.39, se tiene que Y tampoco es dendrita local y
por el teorema 4.42 se obtiene que X y Y son homeomorfos.

Ahora supongamos que X y Y son dendritas locales, si X o Y son el punto
peludo F,,, por el teorema 4.35, se obtiene que X y Y son homeomorfos y si
sucede lo contrario, tendriamos que X y Y son dendritas locales diferentes
de la clase Fy, luego por el lema 4.41, h(vyx) = vy de donde por el corolario
4.22, concluimos que X y Y son homeomorfos. o
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