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ROMERO

DR. DAVID HERRERA CARRASCO

PUEBLA, PUE. AGOSTO 2025
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y confianza. Sus cŕıticas constructivas, su disponibilidad para discutir ideas
en cualquier momento y su rigor académico han sido fundamentales para este
trabajo.

Muchas gracias a los Doctores: Maŕıa de Jesús López Toriz, Raúl Escobedo
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realización de este trabajo en este par de años.

Este logro es también el suyo.



ii

Introducción

El presente trabajo de tesis se centra en la teoŕıa de los continuos (un
continuo es un espacio métrico, no vaćıo, compacto y conexo), espećıfica-
mente en el análisis del cono topológico asociado a este tipo de espacios.
Nos enfocamos en las curvas, que son continuos de dimensión 1, y particu-
larmente en las curvas localmente conexas. Este trabajo está estructurado en
cuatro caṕıtulos que abordan aspectos esenciales para entender el resultado
principal.

El Caṕıtulo 1 presenta una revisión de los resultados básicos de la teoŕıa de
los continuos, acompañada de ejemplos ilustrativos que permiten visualizar
algunos continuos. Esto proporciona una base sólida para definir el cono de
un continuo y entender su estructura espacial.

En el Caṕıtulo 2, estudiamos los espacios contráctiles y el concepto de
homotoṕıa, aśı como algunos resultados clásicos de la teoŕıa de retractos.
Estos temas están estrechamente relacionados con los espacios y conos que
trabajaremos.

El Caṕıtulo 3 aborda la construcción formal del cono desde la perspectiva
de Sam B. Nadler, Jr. [15], utilizando particiones semicontinuas superiores.
Este enfoque revela conexiones profundas entre la estructura de un continuo
y la de su cono.

En el Caṕıtulo 4, nos enfocamos en los conos de las gráficas finitas, den-
dritas y dendritas locales. Se prueba que las gráficas finitas que no son un
arco, una curva cerrada simple, un n-odo o una curva n-teta para n ≥ 3 tie-
nen la propiedad del cono único y presentamos el resultado principal de este
trabajo, que trata sobre la unicidad del cono de curvas localmente conexas.
Se sabe que si dos espacios son homeomorfos, entonces sus conos también
son homeomorfos. Sin embargo, la pregunta inversa es más compleja.

En particular, analizamos las investigaciones de Alejandro Illanes, Veróni-
ca Mart́ınez-de-la-Vega y Daria Michalik en [6], quienes generalizan el resul-
tado de Daria Michalik [12], el cual dice que dadas dos curvas localmente
conexas que no son retractos de vecindad absolutos cuyos conos son homeo-
morfos, entonces las curvas originales también son homeomorfas. La generali-
zación presentada en [6] extiende este resultado a curvas localmente conexas
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que no son arcos, curvas cerradas simples, n-odos o curvas n-teta para n ≥ 3.

David Rodŕıguez Hernández
Facultad de Ciencias F́ısico Matemáticas,

Benemérita Universidad Autónoma de Puebla.
Agosto de 2025
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4.2. Conos de gráficas finitas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
4.3. Conos de dendritas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
4.4. Conos de dendritas locales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

v





Caṕıtulo 1

Continuos

En este primer caṕıtulo se tendrá como objetivo presentar el material que
será necesario para entender los caṕıtulos consecuentes, se hablará de la no-
tación que se ha convenido en usar, aśı como algunos conceptos de la teoŕıa
de los continuos tales como el concepto de curva que se usa en este trabajo.

Primero comencemos hablando de la notación que a lo largo de este tra-
bajo convenimos en usar, a saber :

Denotamos por N, al conjunto de números enteros positivos.

Denotamos por Z, Q y R al conjunto de los números enteros, racionales
y reales, respectivamente.

Dado n ∈ N denotamos como Rn al n-ésimo espacio euclidiano.

Si X y Y son dos espacios topológicos con A ⊂ X y f : X → Y una
función, denotamos por f |A a la función f restringida al subespacio A.

También, si A es un subconjunto de un espacio topológico X, denotamos:

intX(A) como el interior de A en X,

clX(A) como la cerradura de A en X,

frX(A) como la frontera de A en X.

En este trabajo se utilizará la siguiente noción de vecindad de un punto:
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2 Continuos

Sean X un espacio topológico y x ∈ X. Un subconjunto V de X es una
vecindad de x si existe un abierto U en X tal que x ∈ U ⊂ V .

A lo largo de este trabajo estaremos interesados en estudiar los conos de
curvas localmente conexas, aśı, es importante antes de continuar saber lo que
entenderemos por curva.

La primera definición de continuo fue dada en 1883 por G. Cantor (1845-
1918) y nos dice que un continuo es un subconjunto cerrado y denso en śı
mismo y conexo en un espacio Euclidiano. Pero esta definición hab́ıa sido for-
mulada sobre la base del estudio de otro objeto de investigación matemática:
El concepto de ĺınea o curva, las cuales eran más importantes en esa época
(véase en [1, págs. 225-226]).

Definición 1.1. Un continuo es un espacio métrico, conexo, compacto y
no vaćıo. Además si X es un continuo y Y ⊂ X se dirá que Y es un sub-
continuo de X, si también Y es un continuo.

Ejemplo 1.2. Sean a, b ∈ R, donde a < b, el intervalo [a, b] es un continuo,
visto como un espacio métrico restringiendo la métrica usual de R a [a, b].

Ejemplo 1.3. Sea X = {(x, y) ∈ R2 : d((0, 0), (x, y)) = 1} donde d es la
métrica usual de R2. El espacio X es la circunferencia unitaria y es un
continuo.

Circunferencia unitaria.

Ejemplo 1.4. Si W = {(x, sen( 1
x
)) ∈ R2 : 0 < x ≤ 1}, entonces X =

clR2(W ) es un continuo, llamado la curva sinoidal del topólogo. Obsérvese
que

X = W ∪ {(0, y) ∈ R2 : − 1 ≤ y ≤ 1}.
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El continuo X se puede observar de manera aproximada en la siguiente figura.

Continuo sen( 1
x
)

Llegados a este punto es válido hacernos la pregunta: ¿es la unión de
continuos un continuo? Y aunque la respuesta es que no necesariamente, el
siguiente teorema nos dice bajo qué condiciones esto es posible.

Teorema 1.5. La unión de dos continuos es un continuo si su intersección
es distinta del vaćıo.

Demostración: Sean X1 y X2 dos continuos en un espacio métrico X,
tales queX1∩X2 ̸= ∅. Queremos probar que Y = X1∪X2 es un continuo. Para
esto, obsérvese que Y ̸= ∅ ya que X1 ̸= ∅ y X2 ̸= ∅, también Y es compacto
pues la unión finita de compactos es compacto. Para probar la conexidad,
supongamos por el contrario que Y no es conexo, entonces existen abiertos
U y V de X, tales que U ∩ Y ̸= ∅, V ∩ Y ̸= ∅, (U ∩ Y ) ∩ (V ∩ Y ) = ∅ y
Y ⊂ U ∪V . Dado que X1 es conexo y X1 ⊂ Y ⊂ U ∪V , se tiene que X1 ⊂ U
o X1 ⊂ V análogamente X2 ⊂ U o X2 ⊂ V . Sea p ∈ X1 ∩X2, sin perdida de
generalidad, supongamos que p ∈ U , entonces X1 ⊂ U y X2 ⊂ U , de donde
Y = X1 ∪ X2 ⊂ U , entonces V ∩ Y = ∅ lo cual es una contradicción y, por
tanto Y es conexo, finalmente al ser Y ⊂ X, restringiendo la métrica de X
a Y se tiene que Y es un espacio métrico. Aśı Y es un continuo. □

Definición 1.6. Un arco es un espacio topológico homeomorfo al intervalo
[0, 1].

Sea A un arco. Para cualquier homeomorfismo f : [0, 1] → A, se tiene que
{p, q} = {f(0), f(1)}. Por esto, los puntos extremos del arco A son p y q.
Podemos decir que A es un arco de p a q o de q a p.
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Arco.

El intervalo [0, 1] es un continuo, aśı un arco es un continuo.

Definición 1.7. Una curva cerrada simple es un espacio topológico ho-
meomorfo a la circunferencia unitaria.

Curva cerrada simple.

La circunferencia unitaria es un continuo, aśı una curva cerrada simple
también es un continuo.

Definición 1.8. Sea Bn = {x ∈ Rn : ||x|| ≤ 1} la bola cerrada de Rn.
Para n ∈ N, una n−celda es un espacio topológico homeomorfo a Bn, en
particular una 2−celda es un espacio topológico homeomorfo a [0, 1]× [0, 1].

2-celda.
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Definición 1.9. Dado n ∈ N con n ≥ 3, un n-odo simple es la unión de n
arcos los cuales se intersectan dos a dos en un único punto llamado vértice.
Al caso particular en que n = 3, al 3-odo también se le conoce como triodo
simple.

Triodo simple y 7-odo simple.

El n-odo simple es un continuo, esto como consecuencia del teorema 1.5
y del hecho de que cada arco es un continuo.

Alrededor de 1913 H. Hahn (1879-1934) y S. Mazurkiewicz (1888-1945)
obtuvieron de manera independiente un resultado para caracterizar la cone-
xidad local, El concepto actual y por tanto con el que trabajaremos para
hablar de las curvas localmente conexas, se debe a G. Peano (1858-1932).

Definición 1.10. Un espacio métrico X es localmente conexo en p ∈ X
si para cada vecindad V de p existe un subconjunto abierto y conexo U de
X tal que p ∈ U ⊂ V . También diremos que X es localmente conexo si es
localmente conexo en cada uno de sus puntos.

Definición 1.11. Sean X un espacio topológico y A un subespacio de X.
Diremos que A es una componente de X si se cumplen:

(i) A es conexo.

(ii) Si B es un subespacio conexo de X que contiene a A, entonces B = A.

Los puntos anteriores nos dicen que en realidad una componente es un subes-
pacio conexo maximal.

Teorema 1.12. X un espacio topológico es localmente conexo si y solo si
cada componente de un subconjunto abierto de X es un conjunto abierto de
X.
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Demostración. ⇒ Supongamos que X es localmente conexo. Sea U un
subconjunto abierto de X y sea C una componente de U , se sigue que para
cada c ∈ C existe un abierto y conexo Vc tal que c ∈ Vc ⊂ U , luego Vc ∪C es
un subconjunto conexo de U , aśı Vc ⊂ C, de donde cada c ∈ C es un punto
interior de C, por lo tanto C es abierto de X.
⇐ Sean x ∈ X y U un abierto de X tal que x ∈ U . Sea C una componente
de U tal que x ∈ C. Por hipótesis, C es abierto y además conexo y es tal
que x ∈ C ⊂ U , esto significa que X es localmente conexo en x. Aśı, X es
localmente conexo. □

Ejemplo 1.13. Un arco, una curva cerrada simple y una 2−celda, son ejem-
plos de continuos localmente conexos.

Ejemplo 1.14. Considere P = ([0, 1]×0)∪ (A× [0, 1]) , donde A = { 1
n
: n ∈

N}∪ {0}. El conjunto P es un continuo que no es localmente conexo. Usual-
mente P es llamado Peine.

En general no sucede que Y es un continuo localmente conexo si X es un
continuo localmente conexo e Y un subcontinuo de X. Veamos el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 1.15. Sea W = {(x, sen( 1
x
)) ∈ R2 : 0 < x ≤ 1}. Se tiene que

clR2(W ) es un subcontinuo de [0, 1]× [0, 1] que no es localmente conexo.

Definición 1.16. Dado un espacio topológico X, decimos que X es total-
mente disconexo si todas sus componentes conexas son conjuntos unita-
rios.

Definición 1.17. Sea X un espacio topológico, diremos que X tiene dimen-
sión 1 si cada abierto no vaćıo de X contiene otro abierto cuya frontera es
totalmente disconexa. (Esta definición en realidad nos dice que la topoloǵıa
de X tiene una base de abiertos cuya frontera es totalmente disconexa).

Definición 1.18. Llamaremos curva a los continuos que tienen dimensión
1.



Caṕıtulo 2

Contractibilidad

Antes de comenzar con la definición de contractibilidad, es necesario pa-
ra esta parte hablar del concepto de homotoṕıa. Podemos pensar de manera
intuitiva a la homotoṕıa como una deformación continua de funciones conti-
nuas, donde una función se transforma gradualmente en otra sin “romper”
su continuidad. Formalmente tenemos:

Definición 2.1. Sean X y Y espacios topológicos y f, g : X → Y funciones
continuas. Diremos que f y g son homotópicas si existe una función conti-
nua H : X × [0, 1] → Y tal que para cada x ∈ X se tiene que H(x, 0) = f(x)
y H(x, 1) = g(x). Denotamos por f ≃ g, cuando f y g son homotópicas. La
función H es llamada homotoṕıa.

Ejemplo 2.2. Sean f, g : R → R funciones definidas como f(x) = x y g(x) =
0. A saber, f y g son homotópicas ya que si consideramos la función H : R×
[0, 1] → R dada por H(x, t) = (1− t)x. Se tiene que H es continua y además
para cualquier x ∈ R, H(x, 0) = (1− 0)x = x = f(x) y H(x, 1) = (1− 1)x =
0 = g(x), de donde f ≃ g.

Ejemplo 2.3. Sean f, g : R → R2 funciones definidas como f(x) = (x, x3)
y g(x) = (x, ex). A saber f y g son homotópicas ya que si consideramos la
función H : R × [0, 1] → R2 dada por H(x, t) = (x, (1 − t)x3 + tex) se tiene
que H es continua y además para cualquier x ∈ R, H(x, 0) = (x, (1− 0)x3 +
(0)ex) = (x, x3) = f(x) y H(x, 1) = (x, (1− 1)x3+(1)ex) = (x, ex) = g(x) de
donde f ≃ g.

Ejemplo 2.4. Sea Bn(r) = {x⃗ ∈ Rn : ||x⃗|| ≤ r} y sean f, g : Bn(r) →
Bn(r) definidas como siguen f(x⃗) = x⃗ y g(x⃗) = 0⃗. Las funciones f y g son

7



8 Contractibilidad

homotópicas ya que si consideramos la función H : Bn(r) × [0, 1] → Bn(r)
dada por H(x⃗, t) = (1 − t)x⃗. Se tiene que H es continua y además para
cualquier x⃗ ∈ Bn(r) se tiene que H(x⃗, 0) = (1− 0)x⃗ = x⃗ = f(x⃗) y H(x⃗, 1) =
(1− 1)x⃗ = 0⃗ = g(x⃗), de donde f ≃ g.

En el siguiente teorema verificamos que ≃ es una relación de equivalencia
en el conjunto de las funciones continuas entre X y Y .

Teorema 2.5. Si X y Y son espacios topológicos y f, g, h : X → Y funciones
continuas, se verifica lo siguiente:

(i) f ≃ f ,

(ii) si f ≃ g, entonces g ≃ f ,

(iii) si f ≃ g y g ≃ h, entonces f ≃ h.

Demostración. (i) Para este caso bastará con tomar H : X × [0, 1] → Y
dada por H(x, t) = f(x), claramente H es continua pues f lo es, además
H(x, 0) = f(x) y H(x, 1) = f(x) de donde f ≃ f .
(ii) Si f ≃ g se tiene que existe una homotoṕıa H : X × [0, 1] → Y tal que
H(x, 0) = f(x) y H(x, 1) = g(x). Definamos H∗ : X × [0, 1] → Y como
H∗(x, t) = H(x, 1 − t). Se sigue que H∗ es continua del hecho de que H es
continua, además H∗(x, 0) = H(x, 1 − 0) = H(x, 1) = g(x) y H∗(x, 1) =
H(x, 1− 1) = H(x, 0) = f(x), de donde g ≃ f .
(iii) Ahora supongamos que f ≃ g y g ≃ h, entonces existen homotoṕıas
H1, H2 : X × [0, 1] → Y tales que:

H1(x, 0) = f(x) y H1(x, 1) = g(x)

y
H2(x, 0) = g(x) y H2(x, 1) = h(x)

luego, definamos H∗ : X × [0, 1] → Y como sigue:

H∗(x, t) =


H1(x, 2t), si 0 ≤ t ≤ 1

2
,

H2(x, 2t− 1), si 1
2
≤ t ≤ 1.

Observemos que si t = 1
2
, se tiene que H1(x, 2t) = H1(x, 1) = g(x) y

H2(x, 2t − 1) = H2(x, 0) = g(x). Por el teorema de pegado de funciones
[2, Teorema (1.F.6)]. Se tiene que H∗(x, t) está bien definida y además es
continua, más aún H∗(x, 0) = H1(x, 2(0)) = H1(x, 0) = f(x) y H∗(x, 1) =
H2(x, 2(1)− 1) = H2(x, 1) = h(x), de donde f ≃ h. □
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Definición 2.6. Sean X un espacio topológico y x0 ∈ X, diremos que X es
contráctil si IdX ≃ x0 donde x0 es una función constante. Es decir, X es
contráctil, si existe una homotoṕıa H : X × [0, 1] → X tal que H(x, 0) = x y
H(x, 1) = x0 para todo x ∈ X.

Ejemplo 2.7. El ejemplo 2.2 nos dice que R es contráctil, mientras que el
ejemplo 2.4 nos dice que cualquier bola de radio r de Rn es contráctil.

Definición 2.8. Sean X un espacio métrico, no vaćıo y separable y A un
subespacio no vaćıo de X. Decimos que A es un retracto de X, si existe
una función continua r : X → A tal que r(a) = a para todo a ∈ A.

La función r es llamada retracción.

Claramente X es un retracto de śı mismo, considerando IdX : X → X
como retracción.

Teorema 2.9. Sean X un espacio métrico, no vaćıo y separable y A un
subespacio no vaćıo de X. Si A es un retracto de X, entonces A es cerrado
de X.

Demostración. Supongamos que A es un retracto de X y sea r : X → A
una retracción, en caso de que A = X ya acabamos pues claramente A
seŕıa cerrado. Aśı, supongamos que A ̸= X. Sea x0 ∈ X\A, obsérvese que
r(x0) ̸= x0 y r(x0) ∈ A, luego deben existir dos abiertos de X, digamos U0 y
V0 tales que x0 ∈ U0, r(x0) ∈ V0 y U0 ∩ V0 = ∅, luego como r es continua, se
tiene que r−1(V0) es un abierto de X tal que x0 ∈ r−1(V0) ya que r(x0) ∈ V0.
A continuación, consideremos W0 = U0∩ r−1(V0), notar que W0 es abierto de
X con x0 ∈ W0 y ademásW0∩r(W0) = ∅. Supongamos queW0∩A ̸= ∅ y sea
a ∈ W0 ∩ A, entonces a ∈ W0 y a ∈ A por lo que r(a) = a y aśı r(a) ∈ W0,
entonces a ∈ W0 ∩ r(W0) lo cual es una contradicción, entonces debe suceder
que W0 ⊂ X\A y por tanto X\A abierto, con lo que concluimos que A es un
cerrado de X. □

Teorema 2.10. Un subespacio A de un espacio métrico, no vaćıo y separable
X es un retracto de X si y solo si, para cada espacio Y y cada función
continua f : A→ Y existe una función continua F : X → Y tal que F |A= f .

Demostración. ⇒ Sea A un retracto de X y r : X → A una retracción.
Sean Y un espacio y f : A→ Y una función continua. Consideremos F = f◦r,
a saber, F es continua y cumple que para cualquier a ∈ A, F (a) = f(r(a)) =
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f(a) por lo que F |A= f .
⇐ Ahora supongamos que para cada espacio Y y cada función f : A → Y
existe una función continua F : X → Y tal que F |A= f . Si en particular
consideramos Y = A y f = IdA, debe existir F : X → A tal que F |A= IdA,
entonces para cada a ∈ A, F (a) = IdA(a) = a por lo que F es una retracción
y por lo tanto A es retracto de X. □

Teorema 2.11. Si X es un espacio métrico, no vaćıo, separable y contráctil
y A un retracto de X, entonces A es contráctil.

Demostración. Sea r : X → A una retracción. Como X es contráctil,
existe x0 ∈ X y una homotoṕıa H : X × [0, 1] → X tal que H(x, 0) = x y
H(x, 1) = x0 para cada x ∈ X. Definamos F : A × [0, 1] → A por F (a, t) =
(r ◦H)(a, t) para cada a ∈ A. A saber, F está bien definida, es continua y es
tal que para cada a ∈ A,

F (a, 0) = (r ◦H)(a, 0) = r(H(a, 0)) = r(a) = a

y
F (a, 1) = (r ◦H)(a, 1) = r(H(a, 1)) = r(x0) ∈ A.

Por tanto, A es contráctil. □

Definición 2.12. Sea X un conjunto no vaćıo y sea f : X → X una función,
se dice que x ∈ X es un punto fijo de f si f(x) = x.

Ejemplo 2.13. Es fácil verificar que la función f : R → R definida por
f(x) = x2 − 2x tiene como puntos fijos a 0 y 3.

Ejemplo 2.14. De igual forma es fácil verificar que f : R → R definida por
f(x) = x+ 5 no tiene puntos fijos.

Definición 2.15. Se dice que un espacio topológico X tiene la propiedad
del punto fijo si cada función continua f : X → X, tiene un punto fijo.

Ejemplo 2.16. [0, 1] tiene la propiedad del punto fijo. En efecto, sean f : [0, 1] →
[0, 1] una función continua, A = {x ∈ [0, 1] : x ≤ f(x)} y B = {x ∈ [0, 1] :
x ≥ f(x)}. Obsérvese que [0, 1] = A ∪ B y, que A y B son subconjuntos
cerrados de [0, 1], además 0 ∈ A y 1 ∈ B. Entonces, como [0, 1] es un cone-
xo, existe x0 ∈ A ∩ B, es decir x0 ∈ A y x0 ∈ B por lo que x0 ≤ f(x0) y
x0 ≥ f(x0) y en consecuencia f(x0) = x0.
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Ejemplo 2.17. Sn no tiene la propiedad del punto fijo. En efecto, conside-
remos la función f : Sn → Sn dada por f(x) = −x. Esta función manda
cada punto x de la esfera Sn a un punto diametralmente opuesto −x, a saber
si f es vista como una transformación lineal, se afirma que f es continua. y
como x es siempre distinta de −x, se tiene que f(x) ̸= x para cada x ∈ Sn.
por tanto Sn no tiene la propiedad del punto fijo.

Teorema 2.18. [13, Teorema(3.5.2.)(Teorema del punto fijo de Brouwer)]
Sea f : [0, 1]n → [0, 1]n una función continua, entonces f tiene un punto fijo.

Observación: Es importante mencionar que la propiedad del punto fijo
se preserva bajo homeomorfismos. Claramente el teorema previo nos dice que
[0, 1]n tiene la propiedad del punto fijo. Además, se sabe que Bn y [0, 1]n son
homeomorfos por lo que Bn tiene la propiedad del punto fijo.

Lema 2.19. Sea X un espacio métrico, no vaćıo y separable que tiene la pro-
piedad del punto fijo, si A es un retracto de X, entonces A tiene la propiedad
del punto fijo.

Demostración. Como A es un retracto de X, existe r : X → A retrac-
ción. Sea g : A→ A una función continua cualquiera y definamos f : X → X
como f = g ◦ r, por la manera en que f está definida, se tiene que f es con-
tinua. Luego, como X tiene la propiedad del punto fijo, debe existir x0 ∈ X
tal que f(x0) = x0, es decir g(r(x0)) = x0, obsérvese que g(r(x0)) ∈ A, por
lo que x0 ∈ A, entonces r(x0) = x0 y aśı se tiene que g(x0) = x0, de donde g
tiene un punto fijo y, por lo tanto, A tiene la propiedad del punto fijo. □

El teorema 2.11 nos dice que todo retracto de un contráctil es contráctil,
por tal hecho no podemos ignorar como estos dos conceptos se relacionan.
En la literatura sobre retractos, también aparecen los siguientes conceptos.

Definición 2.20. Sea X un espacio métrico, no vaćıo y separable, y A un
subespacio no vaćıo de X. Diremos que A es un retracto de vecindad de
X si existe un abierto U de X tal que A ⊂ U y A es un retracto de U .

Ejemplo 2.21. El espacio S1 es un retracto de vecindad de R2, para es-
to basta considerar U = R2\{(0, 0)}, claramente S1 ⊂ U y obsérvese que
r : U → S1 dada como r(x) = x

||x|| es una retracción. De manera similar

se puede demostrar que, en general, Sn es un retracto de vecindad de Rn+1,
n ∈ N.
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Definición 2.22. Sea X un espacio métrico, no vaćıo y separable, dire-
mos que X es un retracto absoluto, si para cada espacio Z y cada encaje
h : X → Z tal que h(X) es un subconjunto cerrado de Z se tiene que h(X)
es un retracto de Z.

Ejemplo 2.23. El intervalo [0, 1] y R, son retractos absolutos, ver la obser-
vación del teorema 2.36.

Definición 2.24. Diremos que un espacio métrico, no vaćıo y separable X
es un extensor absoluto si para cada espacio Z y cada subconjunto cerrado
y no vaćıo A de Z y toda función continua f : A → X existe una función
continua F : Z → X tal que F |A= f .

Definición 2.25. Diremos que un espacio métrico, no vaćıo y separable X
es un retracto de vecindad absoluto si para cada espacio Z y cada encaje
h : X → Z tal que h(X) es un subconjunto cerrado de Z, se tiene que h(X)
es un retracto de vecindad de Z.

Definición 2.26. Diremos que un espacio métrico, no vaćıo y separable X
es un extensor de vecindad absoluto si para cada espacio Z, cada sub-
conjunto cerrado y no vaćıo A de Z y toda función continua f : A → X,
existen un subconjunto abierto U de Z tal que A ⊂ U y una función continua
F : U → X tal que F |A= f .

De las definiciones previas obsérvese que si A es un retracto de un espacio
X se implica que A es un retracto de vecindad de X, basta con tomar U =
X abierto de X en la definición 2.20. Luego, es claro que si un espacio es
retracto absoluto, entonces es retracto de vecindad absoluto, también es claro
que si un espacio es extensor absoluto, entonces es extensor de vecindad
absoluto. A saber, sobre estas últimas, los siguientes teoremas nos dice que
las propiedades de ser extensor absoluto y extensor absoluto de vecindad son
invariantes topológicos.

Teorema 2.27. Sean X y Y espacios métricos, no vaćıos y separables, ho-
meomorfos, si X es un extensor absoluto, entonces Y también lo es.

Demostración. Dado que X y Y son homeomorfos, entonces existe
h : X → Y homeomorfismo. Sean Z un espacio cualquiera, A un subcon-
junto cerrado y no vaćıo de Z y f : A→ Y una función continua. Obsérvese
que h−1 ◦f : A→ X es una función continua y como X es extensor absoluto,



13

existe una función continua E : Z → X tal que E |A= h−1 ◦f , aśı, convenien-
temente definamos F : Z → Y como F = h◦E, claramente F es continua, y si
a ∈ A, F (a) = (h◦E)(a) = h(E(a)) = h((h−1◦f)(a)) = h(h−1(f(a))) = f(a)
de donde F |A= f y, por lo tanto, Y es extensor absoluto. □

Teorema 2.28. Sean X y Y espacios métricos, no vaćıos y separables, ho-
meomorfos, si X es un extensor de vecindad absoluto, entonces Y también
lo es.

Demostración. Dado que X y Y son homeomorfos, existe h : X → Y
homeomorfismo. Sean Z un espacio cualquiera y A un subconjunto cerrado
y no vaćıo de Z y f : A → Y continua. Obsérvese que h−1 ◦ f : A → X es
una función continua y dado que X es extensor de vecindad absoluto, exis-
ten U abierto de Z con A ⊂ U y una función continua G : U → X tal que
G |A= h−1 ◦ f . Aśı, definamos F : U → Y como F : h ◦G, es claro que F es
continua y además si a ∈ A, F (a) = (h◦G)(a) = h(G(a)) = h((h−1◦f)(a)) =
h(h−1(f(a))) = f(a), de donde F |A= f y, por lo tanto, Y es extensor de
vecindad absoluto. □

Teorema 2.29. [11, Teorema 3.13] Sea X un espacio métrico, no vaćıo y
separable, entonces X es un retracto absoluto si y solo si X es un extensor
absoluto. Más aún, X es un retracto de vecindad absoluto si y solo si X es
un extensor de vecindad absoluto.

Teorema 2.30. Sean X y Y espacios métricos, no vaćıos y separables, ho-
meomorfos, si X es un retracto absoluto, entonces Y también lo es.

Demostración. Supongamos que X es un retracto absoluto, luego por
el teorema 2.29 tenemos que X es un extensor absoluto. Como X es homeo-
morfo a Y , el teorema 2.27 nos garantiza que Y es un extensor absoluto y,
nuevamente, por el teorema 2.29 Y es un retracto absoluto. □

Teorema 2.31. Sean X y Y espacios métricos, no vaćıos y separables, ho-
meomorfos, si X es un retracto de vecindad absoluto, entonces Y también lo
es.

Demostración. De manera similar al teorema previo, supongamos que
X es un retracto de vecindad absoluto, luego por el teorema 2.29 tenemos
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que X es un extensor de vecindad absoluto. Como X es homeomorfo a Y ,
el teorema 2.27 nos garantiza que Y es un extensor de vecindad absoluto y,
nuevamente, por el teorema 2.29 Y es un retracto de vecindad absoluto. □

Definición 2.32. Sea V un espacio vectorial real. Una norma sobre V es
una función ||.|| : V → [0,∞) que tiene las siguientes propiedades.

||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y|| para todo x, y ∈ V

||tx|| = |t|||x|| para todo t ∈ R y x ∈ V

||x|| = 0 si y sólo si x = 0

Nota: Si ||.|| es una norma sobre un espacio vectorial X, la función d :
X ×X → R dada por d(x, y) = ||x− y|| define una métrica sobre X. Al par
(X, ||.||) le llamamos espacio vectorial normado.

Definición 2.33. Sean V un espacio vectorial métrico, separable y no vaćıo,
y C un subconjunto no vaćıo de L. Se dice que C es un conjunto convexo
si para cualesquiera dos elementos c0 y c1 de C, se tiene que el conjunto
{(1− t)c0 + tc1 : t ∈ [0, 1]} ⊂ C.

Teorema 2.34. [5, Teorema 4.25] Sean X un espacio vectorial normado, C
un subconjunto convexo de X, entonces C es un retracto absoluto.

Teorema 2.35. Sean X un retracto de vecindad absoluto y A un retracto de
vecindad de X, entonces A es un retracto de vecindad absoluto.

Demostración: Como A es un retracto de vecindad de X, existen un
abierto U de X tal que A ⊂ U y una retracción r : U → A. Consideremos Z
un espacio y h : A → Z un encaje tal que h(A) es un cerrado de Z. Luego
h−1 : h(A) → A ⊂ X es una función continua y como X es un retracto de
vecindad absoluto, el teorema 2.29 nos dice que X es un extensor de vecin-
dad absoluto, aśı deben existir un abierto V de Z tal que h(A) ⊂ V y una
función continua F : V → X tal que F |h(A)= h−1. Dado que U abierto de
X se implica que F−1(U) es un abierto de V y por transitividad abierto de
Z tal que h(A) ⊂ F−1(U). Defininimos G : F−(U) → h(A) como G = r ◦ F ,
nótese que G es continua y además si h(a) ∈ h(A), G(h(a)) = (r◦F )(h(a)) =
r(F (h(a))) = r(h−1(h(a))) = r(a) = a = h−1(h(a)), de donde G |h(A)= h−1

por lo que A es un extensor de vecindad absoluto. Por el teorema 2.29 tene-
mos que A es un retracto de vecindad absoluto. □
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Teorema 2.36. [5, Teorema 4.30] Sea {Xn}n∈N una sucesión de espacios

métricos, no vaćıos y separables. El espacio
∞∏
n=1

Xn es un retracto absoluto,

si y solo si, Xn es un retracto absoluto para cada n ∈ N.

Observación: R es un espacio convexo en śı mismo y a R se le puede
dar estructura de espacio vectorial normado, luego el teorema 2.34 garantiza
que R es un retracto absoluto. De manera similar siendo [0, 1] convexo y
subconjunto de R, se tiene que [0, 1] es retracto absoluto, sumado a esto, por
el teorema 2.36 se tiene que el cubo de Hilbert [0, 1]∞, [0, 1]n, Rn y R∞ son
retractos absolutos.

Corolario 2.37. Para todo n ∈ N, se tiene que Sn es retracto de vecindad
absoluto.

Demostración: Por la observación del teorema 2.36, tenemos que Rn+1

es un retracto absoluto, lo que implica que Rn+1 es un retracto de vecindad
absoluto, en el ejemplo 2.21 vimos que Sn es un retracto de vecindad de
Rn+1, luego el teorema 2.35 nos dice que Sn debe ser un retracto de vecindad
absoluto. □

Teorema 2.38. Sea X un espacio métrico, no vaćıo y separable. Si X es
contráctil, entonces X es conexo por trayectorias.

Demostración: Sea X un espacio contráctil, entonces existe una homo-
toṕıa H : X × [0, 1] → X tal que para cualquier x ∈ X, H(x, 0) = x y
H(x, 1) = x0 con x0 ∈ X. Sean p, q ∈ X y α : I → X una función definida
como:

α(t) =


H(p, 2t) si 0 ≤ t ≤ 1

2
,

H(q, 2− 2t) si 1
2
≤ t ≤ 1,

por el lema de pegado de funciones se afirma que α está bien definida y es
continua. Luego, obsérvemos que α(0) = H(p, 0) = p y α(1) = H(q, 0) = q,
de donde, se tiene que existe una trayectoria de p a q en X, por lo que X es
conexo por trayectorias. □

El teorema 2.38 nos da una manera de descartar espacios que no son
contráctiles, tomemos de ejemplo a S0, como sabemos S0 = {−1, 1} el cual
no es conexo por trayectorias luego S0 no es contráctil.
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Teorema 2.39. [13, Corolario 1.6.7] Sea X un espacio métrico, no vaćıo y
separable, entonces X es un retracto absoluto si y solo si X es un retracto
de vecindad absoluto contráctil.

Teorema 2.40. Para todo n ∈ N, se tiene que Sn−1 no es un retracto de
Bn.

Demostración: Supongamos que pasa lo contrario, es decir que Sn−1

es un retracto de Bn, se sabe que Bn tiene la propiedad del punto fijo, lue-
go por el lema 2.19, Sn−1 debe tener la propiedad del punto fijo, lo cual es
una contradicción al ejemplo 2.17, por lo tanto Sn−1 no es un retracto de Bn.□

Teorema 2.41. Para todo n ∈ N, se tiene que Sn−1 no es contráctil.

Demostración: Previamente verificamos que S0 no es contráctil. Supon-
gamos por el contrario que Sn es contráctil, por el corolario 2.37 tenemos que
Sn es retracto de vecindad absoluto y entonces, por el teorema 2.39, Sn es
retracto absoluto, en particular, Sn puede ser encajado en Bn+1, de donde
existe r : Bn+1 → Sn retracción, lo cual es una contradicción. □

Teorema 2.42. Si X es un espacio métrico, no vaćıo y separable y A ⊂ X
es un retracto de vecindad absoluto cerrado, entonces A es un retracto de
vecindad de X.

Demostración. Sea A un retracto de vecindad absoluto, tenemos por
el teorema 2.29 que A es un extensor de vecindad absoluto, es decir, para
cada espacio Z y cada subespacio no vaćıo y cerrado B de Z y toda función
continua f : B → A existen un subconjunto abierto U de Z tal que B ⊂ U y
una función continua F : U → A tal que F |B= f . En particular, si Z = X,
B = A y f = IdA : A → A existe un abierto U de X tal que A ⊂ U y una
función continua F : U → A tal que F |A= IdA, es decir, F es una retracción
de U en A y, por lo tanto, A es un retracto de vecindad de X. □



Caṕıtulo 3

Espacios de descomposición

En este caṕıtulo se hablará de la descomposición semicontinua superior
(scs) de un espacio topológico, especificamente de la descomposición scs de los
continuos. Se hablará de algunos resultados de las particiones y veremos bajo
que condiciones la descomposición de un continuo es tambien un continuo y
demostraremos que toda descomposición scs de un continuo es un continuo,
también se abordará una tecnica para construir particiones scs.

Definición 3.1. Sea (X, τ) un espacio topológico, diremos que una colección
G de subconjuntos de X es una partición de X si los elementos de G son
ajenos dos a dos y su unión es igual a X. Si además, los elementos de la
partición G son cerrados en X, diremos que G es una partición cerrada
de X.

Ahora consideremos (X, τ) un espacio topológico y G una partición. Sea
τ(G) = {U ⊂ G :

⋃
U ∈ τ}. A saber τ(G) es una topoloǵıa para G, en efecto,

al ser G una partición de X se tiene que
⋃
G = X ∈ τ y aśı G ∈ τ(G),

claramente como ∅ ⊂ G es tal que
⋃

∅ = ∅ ∈ τ y aśı, ∅ ∈ τ(G). Ahora consi-
deremos U y V en τ(G), es claro que U ∩ V ⊂ G y se tiene que si U y V son
subcolecciones de la partición se cumple la igualdad

⋃
(U ∩ V) =

⋃
U ∩

⋃
V

luego como
⋃

U y
⋃

V son elementos de τ entonces
⋃
(U ∩ V) ∈ τ y por

tanto U ∩ V ∈ τ(G). Finalmente consideremos F una colección arbitraria de

elementos en τ(G), notemos que
⋃
F =

⋃
U∈F

(
⋃
U), y como para cada U ∈ F ,

se tiene que
⋃

U ∈ τ , entonces
⋃

F ∈ τ(G).

Notación: Diremos que (G, τ(G)) es un espacio de descomposición de

17
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X.
Observación: Lo anterior nos dice que cada vez que tomemos una partición
de un espacio topológico, podemos dotarla de una topoloǵıa.

Nótese que por la manera en que una partición está definida, cada vez que
consideramos un elemento x de X, este es seleccionado de un único elemento
de la partición G, por tanto consideremos la siguiente definición.

Definición 3.2. Sea X un espacio topológico y G una partición de X. A la
función

π : X → G

que asigna a x elemento de X su único elemento de G que lo contiene la
llamaremos función natural.

Nótese que π es suprayectiva pero además es continua. En efecto, consi-
deremos V un subconjunto abierto de G, dado que G es una partición de X,
cada elemento G ∈ G es un subconjunto disjunto de X, luego π−1(V ) = {x ∈
X : π(x) ∈ V } =

⋃
G∈V

G y como V abierto de G se tiene que
⋃
G∈V

G abierto de

X, aśı π−1(V ) es abierto de X y por lo tanto π es continua.
Los espacios de descomposición son muy importantes en la teoŕıa de los

continuos y serán de gran importancia en este caṕıtulo cuando definamos el
cono sobre un espacio topológico, entonces vale la pena analizar la siguiente
pregunta ¿El espacio de descomposición de un continuo es también un con-
tinuo? La respuesta es que no necesariamente y para verificar esto, veremos
el ejemplo que sigue a continuación:

Ejemplo 3.3. Consideremos al continuo X = [−1, 1] y sea G una partición
de X dada por G = {{x,−x} : −1 < x < 1}∪{{−1}, {1}}, A saber (G, τ(G))
no es un continuo, dado que puede verificarse que (G, τ(G)) no es un espacio
de Hausdorff y por tanto no es metrizable. [Véase teorema 3.6].

Como hemos visto, si G es una partición de un continuo X no necesaria-
mente sucede que (G, τ(G)) es un continuo. ¿Cuándo si? Los teoremas que a
continuación se enuncian son clave para hablar de esto. [Véase teorema 3.7].

Lema 3.4. Sean X y Y espacios topológicos con X compacto e Y de Haus-
dorff. Consideremos f : X → Y , si f es una función continua, entonces f es
cerrada.
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Demostración. Sea C un cerrado de X. Por hipótesis tenemos que X
es compacto, luego C es compacto y al ser f continua, tenemos que f(C) es
compacto, como cualquier subconjunto compacto de un espacio de Hausdorff
es cerrado, entonces f(C) es cerrado de Y . Por lo tanto, f es una función
cerrada. □

Lema 3.5. Sean X y Y espacios topológicos con X compacto e Y de Haus-
dorff. Consideremos f : X → Y , si f es continua y suprayectiva, entonces Y
es metrizable.

Demostración. Sea f : X → Y una función continua y suprayectiva con
X compacto e Y de Hausdorff, por el lema 3.4 f es cerrada. Consideremos
a C una base numerable para X, luego para cada subconjunto finito L de C

definamos EL = Y − f

(
X −

⋃
L∈L

L

)
. Es claro que

⋃
L∈L

L es abierto de X

por lo que X −
⋃
L∈L

L es cerrado de X, en consecuencia, f

(
X −

⋃
L∈L

L

)
es

cerrado de Y , luego EL es abierto de Y , para cada L subconjunto finito de
C.

Afirmación: P = {EL : L es un subconjunto finito de C} es una base nume-
rable para Y .

En efecto, obsérvese que al ser C numerable, se tiene que P es numerable.
Ahora, sean U un abierto de Y y p un elemento de U , f−1({p}) es cerrado de
X y f−1(U) es abierto de X ya que f es continua, luego como X compacto,
f−1({p}) es también compacto, obsérvese que f−1({p}) ⊂ f−1(U), entonces
existe un subconjunto finito L′ de C tal que:

f−1({p}) ⊂
⋃
L∈L′

L ⊂ f−1(U).

Afirmamos que p es un elemento de EL, ya que de lo contrario, si p ̸∈ EL se

tiene que p ∈ f

(
X −

⋃
L∈L

L

)
. Aśı, existe x ∈ X −

⋃
L∈L

L tal que f(x) = p.

Luego, x ∈ f−1({p}) ⊂
⋃
L∈L′

L, lo cual es una contradicción. Por último nóte-

se que al ser f continua y suprayectiva debe suceder que Y es compacto
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al igual que X. Aśı, Y compacto y de Hausdorff, entonces regular con base
númerable, por lo que Y es metrizable (Véase [7, pág. 241]). □

Teorema 3.6. Sea X un espacio métrico compacto, un espacio de descom-
posición (G, τ(G)) de X es metrizable si y solo si es de Hausdorff.

Demostración. ⇒ Es claro que si (G, τ(G)) es metrizable, entonces es
Hausdorff.
⇐ Ahora supongamos que (G, τ(G)) es de Hausdorff, como π : X → G es
suprayectiva y continua. Por el lema 3.5, se tiene que (G, τ(G)) es metrizable.□

Teorema 3.7. Sea X un continuo, un espacio de descomposición (G, τ(G))
de X es un continuo si y solo si es de Hausdorff.

Demostración. ⇒ Sea (G, τ(G)) un continuo, en particular, es de Haus-
dorff.
⇐ Ahora supongamos que (G, τ(G)) es de Hausdorff, entonces por el teo-
rema 3.6 se tiene que es metrizable, más aún, como π : X → G es continua,
se sigue que G tiene que ser compacto y conexo. Por tanto (G, τ(G)) es un
continuo.

Este último teorema nos dice como a partir de un continuo construir otros
nuevos, sin embargo, requiere la condición de que los espacios de descompo-
sición sean de Hausdorff. Ahora hablemos de un tipo especial de partición, la
llamada semicontinua superior; ésta nos facilitará la construcción de nuevos
continuos a partir de otros.

Definición 3.8. Sean (X, τ) un espacio topológico y G una partición de X,
diremos que G es semicontinua superior si siempre que D ∈ G, U ∈ τ y
D ⊂ U , existe V ∈ τ con D ⊂ V tal que si A ∈ G y A ∩ V ̸= ∅, entonces
A ⊂ U .

Definición 3.9. Sea (G, τ(G)) un espacio de descomposición de un espacio
topológico X, diremos que A ⊂ X es G-saturado si existe una subcolección

C de elementos de G tal que A =
⋃
C∈C

C.
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Ejemplo 3.10. Si X un conjunto con G una partición de X y consideramos
π : X → G la función natural, dado B ⊂ G se tiene que π−1(B) es G-saturado,
ya que π−1(B) =

⋃
B∈B

B.

Teorema 3.11. Sea (G, τ(G)) un espacio de descomposición de un espacio
topológico X, A ⊂ X es G-saturado si y solo si π−1(π(A)) = A.

Demostración. ⇒ Sea A ⊂ X y supongamos que A es G-saturado,
entonces existe una subcolección C de G tal que A =

⋃
C∈C

C, nótese que

π(A) = {π(x) : x ∈ A} = C, luego π−1(π(A)) = π−1(C) = {x ∈ X : π(x) ∈
C} =

⋃
C∈C

C = A y aśı π−1(π(A)) = A.

⇐ Ahora supongamos que π−1(π(A)) = A, claramente π(A) es un subcon-
junto de G y del ejemplo 3.10, tenemos que su preimagen debe ser G-saturado
de ah́ı que A es G-saturado. □

El siguiente teorema 3.12 nos dice que pasa con los abiertos de X si estos a
su vez son G-saturados.

Teorema 3.12. Sea X un espacio topológico y sea (G, τ(G)) un espacio de
descomposición de X, si U es G-saturado y abierto de X , entonces π(U) es
abierto de G.

Demostración. Consideremos U un conjunto G-saturado y abierto de
X, entonces por el teorema 3.11, tenemos que U = π−1(π(U)), de don-

de π−1(π(U)) =
⋃

V ∈π(U)

V es abierto de X, es decir,
⋃

V ∈π(U)

V ∈ τX , luego

π(U) ∈ G y aśı π(U) ∈ τX(G), es decir, π(U) es un abierto de G. □

A continuación veremos un par de caracterizaciones de la partición semi-
continua superior.

Teorema 3.13. Sea (X, τ) un espacio topológico y sea (G, τ(G)) un espa-
cio de descomposición de X, además consideremos a π : X → G la función
natural, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) G es una partición semicontinua superior,
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(ii) π es una función cerrada,

(iii) si G ∈ G y U ∈ τ con G ⊂ U , entonces existe V ∈ τ tal que V es
G-saturado y G ⊂ V ⊂ U .

Demostración. (i) ⇒ (ii) Supongamos que G es semicontinua superior

y sea C un cerrado de X. Primero veamos que π−1(G−π(C)) ∈ τ . En efecto,
sea x ∈ π−1(G −π(C)), entonces π(x) ∈ G −π(C), luego π(x) ⊂ X −C de lo
contrario si existiera y ∈ π(x) ∩ C entonces y ∈ π(y) luego π(y) ∩ π(x) ̸= ∅
de donde π(x) = π(y) ∈ π(C) porque y ∈ C, lo cual es una contradicción
con el hecho de que π(x) ∈ G − π(C), nótese que X − C es abierto de X y
como G es semicontinua superior, debe existir V ∈ τ con π(x) ⊂ V tal que
si A ∈ G y A ∩ V ̸= ∅, entonces A ⊂ X − C, a saber si v ∈ V nótese que
π(v) ∈ G y además π(v) ∩ V ̸= ∅ por lo que π(v) ⊂ X − C. Ahora veamos
que π(V ) ⊂ G − π(C) sea B ∈ π(V ), debe existir b ∈ V tal que π(b) = B,
si π(b) ∈ π(C) tendŕıamos que exite y ∈ C tal que π(b) = π(y) y entonces
y ∈ π(b) ∩ C y por tanto π(b) no puede estar contenido en X − C lo cual
es una contradicción. Por tanto π(V ) ⊂ G − π(C) y tomando preimagenes
en la contención, entonces V ⊂ π−1(G − π(C)) y dado que x ∈ π(x) ⊂ V
entonces tenemos que π−1(G − π(C)) ∈ τ luego, del ejemplo 3.10 sabemos
que π−1(G − π(C)) es G-saturado y aśı por el teorema 3.12 tenemos que
π(π−1(G − π(C))) es abierto de G y dado que π es suprayectiva, entonces
G − π(C) ∈ τ(G) y aśı finalmente π(C) es cerrado de G y, por lo tanto, π es
cerrada.

(ii) ⇒ (iii) Sean G ∈ G y U ∈ τ con G ⊂ U y supongamos que π es cerrada.

Claramente X − U es cerrado de X por lo que tenemos que π(X − U) es
cerrado de G, luego G − π(X −U) es abierto de G y dado que π es continua,
π−1(G − π(X − U)) es abierto de X. Haciendo V = π−1(G − π(X − U)) ya
tenemos que V ∈ τ y además del ejemplo 3.10 también V es G-saturado,
solo resta probar que G ⊂ V ⊂ U , veamos que en efecto G ⊂ V , sea x ∈ G
como G ∈ G entonces π(x) = G, y como por hipótesis tenemos que G ⊂ U ,
entonces π(x) ⊂ U por lo que π(x) ̸∈ π(X−U), es decir π(x) ∈ G−π(X−U)
y entonces x ∈ π−1(G − π(X − U)), es decir x ∈ V por lo tanto G ⊂ V ya
solo veamos que V ⊂ U , sea x ∈ V , entonces π(x) ∈ G − π(X − U), aśı
π(x) = A, para algún A ∈ G − π(X −U), de donde A ̸∈ π(X −U) por tanto
π(x) = A ⊂ U y aśı x ∈ U , por lo tanto V ⊂ U .
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(iii) ⇒ (i) Finalmente, sea D ∈ G, U ∈ τ con D ⊂ U . Por hipótesis te-

nemos que existe V ∈ τ tal que V es G-saturado y D ⊂ V ⊂ U . Sea A ∈ G
con A ∩ V ̸= ∅ como V es G-saturado tenemos que existe una subcolección

C de elementos de G tal que V =
⋃
C∈C

C, de donde A ⊂ V y aśı se concluye

que A ⊂ U. Por lo tanto, G es una partición semicontinua superior. □

Lema 3.14. Sea X un espacio topológico tal que para todo x ∈ X se tiene
que {x} es cerrado de X. Si G es una partición semicontinua de X, entonces
G es una partición cerrada.

Demostración. Sean A ∈ G cualquiera, x ∈ A y nuevamente conside-
remos a π la función natural. Se tiene por hipótesis que {x} es cerrado de
X y por el teorema 3.13, tenemos que π es función cerrada, entonces π({x})
es cerrado de G, obsérvese que π({x}) = {π(x)} = {A}, de donde, {A} es
cerrado de G y, como π continua, entonces π−1({A}) es cerrado de X, a saber
π−1({A}) = {x ∈ X : π(x) ∈ {A}} = {x ∈ X : π(x) = A} = A, por lo tanto,
A es cerrado de X. Aśı, G es una partición cerrada. □

Definición 3.15. Si (G, τ(G)) es un espacio de descomposición de un espacio
topológico X tal que G es semicontinua superior. Diremos que (G, τ(G)) es
una descomposición scs de X.

Lema 3.16. Si X un espacio métrico compacto, entonces cualquier descom-
posición scs de X es metrizable.

Demostración. Sea G una descomposición scs de X, queremos ver que
G es metrizable. Dado que X es métrico compacto el teorema 3.6, nos ga-
rantiza que bastará con demostrar que G es de Hausdorff. A saber, sean
G1, G2 ∈ G con G1 ̸= G2, aśı G1 ∩ G2 = ∅ y como X es normal, los conjun-
tos unipuntuales son cerrados, por lo que el lema 3.14 nos asegura que G1

y G2 son cerrados, más aún, existen U1 y U2 ajenos y abiertos en X tales
que G1 ⊂ U1 y G2 ⊂ U2. Por el teorema 3.13, existen V1 y V2 G-saturados
abiertos tales que G1 ⊂ V1 ⊂ U1 y G2 ⊂ V2 ⊂ U2. Ahora, sea x ∈ G1, enton-
ces G1 = π(x) ∈ π(G1) ⊂ π(V1), entonces G1 ∈ π(V1) y de manera análoga
G2 ∈ π(V2), nótese que V1 y V2 cumplen las hipótesis del teorema 3.12 por lo
que π(V1) y π(V2) abiertos en G, como V1 y V2 son G-saturados, el teorema
3.11 nos dice que V1 = π−1(π(V1)) y V2 = π−1(π(V2)), obsérvese que como
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U1 ∩ U2 = ∅ se tiene también que V1 ∩ V2 = ∅, de donde π(V1) ∩ π(V2) = ∅ y
aśı G es de Hausdorff. □

Teorema 3.17. Si X es un continuo, entonces cualquier descomposición scs
de X es un continuo.

Demostración. Sean X un continuo y G una descomposición scs de X.
Nótese que al ser X compacto y conexo, se tiene que G tambien lo es ya que
π : X → G es continua, más aún, por el lema 3.16, tenemos que G debe ser
metrizable y por tanto G es un continuo. □

El siguiente teorema 3.18 nos da una forma interesante de obtener una par-
tición semicontinua superior a partir de un espacio topológico dado, eviden-
temente el plan es obtener un continuo a partir de un continuo dado via su
descomposición scs.

Teorema 3.18. Sea (X, τ) un espacio topológico y sea A un subconjunto
cerrado de X no vaćıo, entonces la partición GA definida como sigue es se-
micontinua superior

GA = {A} ∪ {{z} : z ∈ X − A}.

Demostración. Sean G ∈ GA y U ∈ τ con G ⊂ U . Primero supongamos
que G = A y sean V = U y B ∈ GA con B ∩ V ̸= ∅. Si B = A, se sigue que
B ⊂ U y entonces GA es semicontinua superior, por otro lado, si B = {z}
para algún z ∈ X −A, entonces z ∈ V y luego B ⊂ U y aśı GA es semiconti-
nua superior.
Ahora supongamos que G = {x} para algún x ∈ X − A. Consideremos
V = U ∩ (X − A) ∈ τ y sea B ∈ GA con B ∩ V ̸= ∅. Note que B ̸= A pues
si B = A, por un lado tendŕıamos que A ∩ V ̸= ∅ mientras que por otro
A ∩ V = A ∩ (U ∩ (X − A)) = ∅, por tanto B = {z} para algún z ∈ X − A,
como {z} ∩ V ̸= ∅, se tiene que z ∈ V = U ∩ (X − A) y en consecuencia
{z} = B ⊂ U y por tanto GA es semicontinua superior. □

Nota: Dado (X, τ) un espacio topológico y GA definida como en el teore-
ma 3.18, denotaremos el espacio de descomposición (GA, τ(GA)) simplemente
por X/A, a saber, podemos pensar intuitivamente a X/A como el espacio
obtenido de X al reducir A a un punto. Además, en el caso en que X es un
espacio metrico compacto o un continuo, claramente por el lema 3.16 y por
el teorema 3.17 X/A será metrizable o un continuo, respectivamente.



Caṕıtulo 4

Conos

En este caṕıtulo, se define el cono de un epacio topológico, en particular
se estudia este objeto sobre continuos, tales como las gráficas finitas, las
dendritas y las dendritas locales.

4.1. Conos de continuos

En el caṕıtulo 3, dados un espacio topológico X y A un subconjunto
cerrado de X, hemos construido mediante las particiones semicontunuas su-
periores, su espacio de descomposición, que denotamos por X/A. La siguiente
definición está basada en esta construcción:

Definición 4.1. Consideremos Z = X × [0, 1] con X un espacio topológico,
A = {(x, 1) : x ∈ X}. El Cono de X es Cono(X) = Z/A = (X×[0, 1])/(X×
{1}).

X × [0, 1] es llamado el cilindro de X,

La base del Cono(X) es el conjunto B = π({(x, 0) : x ∈ X}),

A es el vértice del Cono(X) y lo denotaremos por vX ,

Nótese que en el caso en que X es un continuo, tenemos por el teorema
3.17 que Cono(X) también es un continuo,

Los puntos del Cono(X) son de la forma [(x, t)] donde x ∈ X y t ∈ [0, 1].

25
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Los siguientes resultados nos dicen que de hecho solo con que X sea
métrico y compacto, se tendrá que el Cono(X) es un continuo.

Teorema 4.2. Sea X un espacio topológico, entonces el Cono(X) es contráctil.

Demostración. Consideremos H : Cono(X)× [0, 1] → Cono(X) como:

H([(x, t)], s) =


[(x, (1− s)t+ s)], si t ∈ [0, 1),

vX , si t = 1.

Obsérvese que:

H([(x, t)], 0) = [(x, (1− 0)t+ 0)] = [(x, t)]

y
H([(x, t)], 1) = [(x, (1− 1)t+ 1)] = [(x, 1)] = vX .

Vamos a probar que H es continua, en efecto, analicemos esto en dos casos,
supongamos primero que t < 1, nótese que H∗ : X× [0, 1]× [0, 1] → X× [0, 1]
dada por H∗(x, t, s) = (x, (1−s)t+s), es continua y en consecuencia H = π◦
H∗ es continua en Cono(X)×[0, 1]\{vX}×[0, 1] con π : X×[0, 1] → Cono(X)
la función natural. Ahora bien, si t = 1, H es constante para cada s ∈ [0, 1],
a saber H(vX , s) = vX , sea U un abierto de Cono(X) que contiene a vX , a
saber, U tiene la siguiente forma: U = π(X × (1− ϵ, 1]) para ϵ > 0, es decir
que U contiene los puntos [(x, t)] del Cono(X) para los que t > 1− ϵ.
Ahora bien, consideremos W = π(X × (1− η, 1])× (s− δ, s+ δ) con η = ϵ si
s = 1 o bien η = ϵ

2
si s < 1 y con δ > 0 suficientemente pequeña, tal W es

un abierto de Cono(X)× [0, 1] tal que (vX , s) ∈ W . Sea (v, s′) ∈ W , para el
caso en que s = 1, se tiene que W = (X × (1 − ϵ, 1]) × (1 − δ, 1 + δ), luego
s′ ∈ (1− δ, 1 + δ), entonces |s′ − 1| < δ para δ tan pequeña como quieramos,
digamos δ < ϵ, si t > 1 − η, entonces (1 − s′)t + s′ > (1 − s′)(1 − η) + s′ =
1− η − s′ + s′η + s′ = 1− (1− s′)η > 1− δη > 1− δϵ > 1− ϵ, y como

H(vX , s
′) =


[(x, (1− s′)t+ s′)] si t ∈ [0, 1),

vX si t = 1,

se tiene que H(vX , s
′) ∈ U ya que (1− s′)t+ s′ > 1− ϵ.

Ahora bien para el caso en que s < 1, se tiene que W = π(X × (1 − ϵ
2
, 1] ×
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(s − δ, s + δ)), sea (vX , s
′) ∈ W , luego s′ ∈ (s − δ, s + δ) para δ > 0 tan

pequeña como quieramos, digamos δ < ϵ
2
, es decir, que s′ − s < ϵ

2
, entonces

s′ < ϵ
2
+ s < ϵ

2
+1. Si t > 1− η, entonces (1− s′)t+ s′ > (1− s′)(1− η)+ s′ =

1− (1− s′)η > 1− η = 1− ϵ
2
> 1− ϵ, de donde al igual que en el caso previo

H(vX , s
′) ∈ U y aśı H es continua, por lo tanto Cono(X) es contráctil. □

Teorema 4.3. Sea X un espacio topológico, entonces el Cono(X) es conexo
por trayectorias.

Demostración. Se sigue del teorema 4.2 y del hecho de que todo espacio
contráctil es conexo por trayectorias ver 2.38. □

Corolario 4.4. Sea X un espacio métrico, compacto y no vaćıo, entonces el
Cono(X) es un continuo.

Demostración. El teorema 4.3 nos dice que Cono(X) es conexo por tra-
yectorias, entonces Cono(X) es conexo y aśı Cono(X) es un continuo. □

Definición 4.5. Sea X un espacio topológico y consideremos el Cono(X)
con base B, llamamos Suspensión sobre X al espacio de descomposi-
ción Cono(X)/B el cual denotamos por Sus(X) = Cono(X)/B = ((X ×
[0, 1])/(X × {1}))/(X × {0}).

Anteriormente se definió lo que era un n-odo simple [véase 1.9], a sa-
ber, si consideramos n ∈ N y X como un espacio discreto de n puntos con
n ≥ 3 podemos ver un n-odo simple como Cono(X) y en lo consecuente lo
denotaremos simplemente por Tn.

Definición 4.6. Sean n ∈ N y X un espacio discreto de n puntos con n ≥ 3,
llamamos curva n-teta al espacio Sus(X) y lo denotaremos por Θn.

Pueden existir espacios no homeomorfos cuyos conos si lo sean, a saber,
el intervalo [0, 1] y S1 no son homeomorfos, sin embargo sus conos si lo son,
ya que tanto Cono([0, 1]) como Cono(S1) son homeomorfos a una 2-celda.
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Otro ejemplo a destacar que tiene que ver con nuestras definiciones pre-
vias, consiste en tomar n ∈ N : n ≥ 2 y resulta ser que Θn y Tn son espacios
no homeomorfos entre si, pero sus respectivos conos si lo son.

Este ejemplo previo en realidad es consecuencia de un resultado más
general, en el siguiente teorema se demuestra que dado cualquier espacio to-
pológico X, se tiene que Cono(Cono(X)) y Cono(Sus(X)) son homeomorfos.

Teorema 4.7. [3, Lema (4.1)] Sea X un espacio topológico, entonces los
espacios

(i) Cono(Cono(X)),

(ii) Cono(X)× [0, 1],

(iii) Sus(Cono(X)),

(iv) Cono(Sus(X)),

son homeomorfos entre ellos.

Demostración. (i) ≈ (ii) Consideremos la función f : Cono(X)×[0, 1] →
Cono(X)× [0, 1] dada por

f(([(x, t)], s)) = ([(x, (1− s)t)], s)

nótese que esta función deja invariante al conjunto Cono(X) × {0} y para
cada s ∈ (0, 1) manda a Cono(X)× {s} en el subcono de radio s contenido
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en Cono(X) × {s}, además manda al conjunto Cono(X) × {1} a un pun-
to del Cono(X) × {1}, digamos x × {1} con x algún punto del Cono(X).
Esta función induce un encaje que preserva el nivel del Cono(Cono(X)) en
Cono(X)× [0, 1]. A saber, la imagen de este encaje es una forma particular
de caracterizar al Cono(Cono(X)) que convenimos en denotar por C(C(X)).
Obsérvese que los espacios Cono(X)×[0, 1] y C(C(X)) contienen como subes-
pacio a x× [0, 1] el cual llamaremos eje y lo denotaremos simplemente por E,
para ilustrar esto véase la figura de abajo tomando x0 = (x, 0), x1 = (x, 1) y
x∗ = (x, 1

2
).

Cono(X)× [0, 1] y C(C(X))

Ahora bien, dado x ∈ Cono(X), el segmento lx del Cono(X) determina
un “cuadrado” Qx = lx × [0, 1] en Cono(X) × [0, 1], también lx determina
un “triángulo rectángulo” Tx en C(C(X)) tal que Tx y Qx tienen como lados
comunes a E y a lx, ilustramos esta idea a continuación:

Cono(X)× [0, 1] y C(C(X)) son homeomorfos
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Luego para cada x podemos escoger un homeomorfismo ψx : Qx → Tx que
mantenga invariantes los lados comunes E y lx y usando el mismo homeo-
morfismo para cada x, podemos combinar estos en un solo homeomorfismo
Ψ: Cono(X)× [0, 1] → C(C(X)) y aśı Cono(X)× [0, 1] y C(C(X)) son ho-
meomorfos.

(ii) ≈ (iii) Para esta parte consideremos la función g : Cono(X)×[0, 1] →
Cono(X)× [0, 1] dada por

g(([(x, t)], s)) = ([(x, (1− |1− 2s|)t)], s).

Nótese que esta función deja invariante al conjunto Cono(X)×{1
2
}, manda el

conjunto Cono(X)×{0} a un punto de Cono(X)×{0} y manda el conjunto
Cono(X)×{1} a un punto de Cono(X)×{1}. La función g induce un encaje
que preserva el nivel de la Sus(Cono(X)) en Cono(X) × [0, 1]. A saber, la
imagen de este encaje es también una forma particular de caracterizar a
la Sus(Cono(X)) que convenimos en denotar por SC(X). También aqúı,
Cono(X) × [0, 1] y SC(X) tienen como subespacio común a E, sirve de
ilustración la figura que a continuación se presenta:

Cono(X)× [0, 1] y SC(X)

Ahora bien, dado x ∈ Cono(X) × {0}, el segmento hx del Cono(X)
determina un “cuadrado” Qx = lx × [0, 1] en Cono(X) × [0, 1], también hx
determina un “triángulo isósceles” Tx en SC(X) tal que Tx y Qx tienen como
lado común a E y “altura” común hx, ilustramos esta idea a continuación:
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Cono(X)× [0, 1] y SC(X) son homeomorfos

Luego para cada x podemos escoger un homeomorfismo ψx : Qx → Tx
que mantenga invariantes a E y a la altura hx y usando el mismo homeo-
morfismo para cada x, podemos combinar estos en un solo homeomorfismo
Ψ: Cono(X)× [0, 1] → SC(X) y aśı Cono(X)× [0, 1] y SC(X) son homeo-
morfos.

(iii) ≈ (iv) Para cada x ∈ X, sea Lx = {[(x, t)] ∈ Cono(X) : t ∈ [0, 1]}
la ĺınea del cono que une x con vX , luego Sus(Lx) es un “triángulo” Tx conte-
nido en Sus(Cono(X)). Para cada x ∈ X, los Tx tienen en común el segmento

A que contiene a vX y cuyos vértices son p0 y p1. Aśı, Sus(Cono(X)) =
⋃
x∈X

Tx

donde Tx ∩ Ty = A para cada x ̸= y ∈ X.
Por otro lado, para cada x ∈ X, sea Mx = {[(x, s)] ∈ Sus(X) : s ∈ [0, 1]} la
ĺınea en la suspensión que contiene a x, luego Cono(Mx) es un “triángulo”
T ′
x contenido en Cono(Sus(X)), a saber, estos T ′

x tiene en común el segmento
A′ que contiene a vSus(X) y cuyos vértices son p′0 y p

′
1 (polos de Sus(X)), aśı

Cono(Sus(X)) =
⋃
x∈X

T ′
x con T ′

x ∩ T ′
y = A′ para cada x ̸= y ∈ X, luego,

para cada x ∈ X, sea ψx : Tx → T ′
x un homeomorfismo tal que ψx(p0) = p′0,

ψx(p1) = p′1 y ψx(vx) = vSus(X), se sigue que Sus(Cono(X)) y Cono(Sus(X))
son homeomorfos. □

Definición 4.8. Sea X un continuo y sea n un número cardinal. Diremos
que un punto x ∈ X es de orden menor o igual que n en X, lo cual denotamos
por ord(x,X) ≤ n, si x tiene una base de abiertos Bx tal que |frX(B)| ≤ n
para cada B ∈ Bx. El número cardinal n más pequeño con esta propiedad es
llamado el orden del punto x en X y lo denotamos por ord(x,X) = n.
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Definición 4.9. Sea X un continuo y consideremos x ∈ X, diremos que:

x es un punto de ramificación de X si ord(x,X) ≥ 3,

x es un punto ordinario de X si ord(x,X) = 2,

x es un punto extremo en X si ord(x,X) = 1.

Sean

R(X) = {x ∈ X : x es punto de ramificación de X},
O(X) = {x ∈ X : x es punto ordinario de X},
E(X) = {x ∈ X : x es punto extremo de X}.

Definición 4.10. Sea X un continuo, diremos que x ∈ X es un punto
euclidiano si existe una vecindad de x en X que es homeomorfa a Rn para
algún n ∈ N, también diremos que x es un punto semieuclidiano de X si x
tiene una vecindad que es homeomorfa al semiespacio {(p1, ..., pn) ∈ Rn : pn ≥
0}, además denotamos por:

α(X) = {x ∈ X : x es un punto euclidiano de X},

β(X) = {x ∈ X\α(X) : x es un punto semieuclidiano de X},

γ(X) = X\(α(X) ∪ β(X)).

Nota: Las componentes de α(X) son llamadas componentes euclidia-
nas de X.

Ejemplo 4.11. Consideremos X = [0, 1] se tiene que α(X) = (0, 1), ya que
cada x ∈ (0, 1) tiene una vecindad de la forma (a, b) con 0 < a < x < b < 1,
tal vecindad como sabemos es homeomorfa a R, también para este ejemplo se
tiene que β(X) = {0, 1} , como consecuencia de que las vecindades de 0 y 1
son de la forma [0, b) y (a, 1] respectivamente, que a su vez son homeomorfas
a [0,∞). De esto tenemos que γ(X) = ∅. Más aún dado que α(X) es conexo,
entonces X solo tiene una componente euclidiana, a saber (0, 1).

Ejemplo 4.12. Consideramos X = S1, a saber, α(X) = X ya que cada
punto de S1 tiene vecindades homeomorfas a R, luego, claramente β(X) = ∅
y γ(X) = ∅, además como α(X) = S1 y sabemos que S1 es conexo, entonces
X tiene una sola componente euclidiana, a saber S1.
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Ejemplo 4.13. Consideremos X = S1 ∪ {(x, y) ∈ R2 : 1 ≤ x ≤ 2, y = 0},
se tiene que α(X) = X\{(1, 0), (2, 0)}, β(X) = {(2, 0)} y γ(X) = {(1, 0)},
nótese que las vecindades de (1, 0) son triodos con vértice (1, 0) y en particular
estos no son puntos euclidianos ni semieuclidianos. Finalmente obsérvese que
X tiene dos componentes euclidianas, a saber S1\{(1, 0)} y {(x, y) ∈ R2 : 1 <
x < 2, y = 0}.

Teorema 4.14. Si X es una curva localmente conexa, entonces se cumplen:

(i) X es una curva cerrada simple si y solo si vX ∈ α(Cono(X)),

(ii) X es un intervalo si y solo si vX ∈ β(Cono(X)),

(iii) α(X × [0, 1)) = α(X)× (0, 1).

Demostración. (i) ⇒ Si X es una curva cerrada simple cualquier ve-
cindad del vértice del Cono(X) es homeomorfa a un disco abierto que a su
vez es homeomorfo a R2, de donde vX ∈ α(Cono(X)).
⇐ Ahora supongamos que vX ∈ α(Cono(X)) A saber X ̸= [0, 1], nótese
que si sucediera que X = [0, 1] tendŕıamos que existe una vecindad en el
Cono(X) homeomorfa a R2, pero las vecindades de vX son homeomorfas al
semiespacio euclidiano {(x, y) ∈ R2 : y ≥ 0} y estas no son homeomorfas a
Rn, para algún n. Aśı, supongamos que R(X) ̸= ∅ y tomemos p ∈ R(X)
fijo, nótese que cada vecindad de vX contiene puntos de la forma [(p, t)] y
conjuntos de la forma T3 × [0, 1], tales vecindades no son planas y luego vX
no pertenece a α(Cono(X)), lo cual es una contradicción. Aśı R(X) = ∅ y
en consecuencia, cada punto de X es ordinario, por lo tanto, X es una curva
cerrada simple.

(ii) ⇒ SiX es un intervalo cualquier vecindad del vértice vX del Cono(X) es
homeomorfa al semiespacio {(x, y) ∈ R2 : y ≥ 0}, de donde vX ∈ β(Cono(X)).
⇐ Ahora supongamos que vX ∈ β(Cono(X)). Se tiene que X no puede ser
una curva cerrada simple, ya que si X lo fuera, tendŕıamos por el inciso (i)
que vX ∈ α(Cono(X)) y eso contradice nuestra hipótesis. Luego, al igual que
en el inciso anterior, supongamos que R(X) ̸= ∅, de igual manera tomemos
p ∈ R(X) fijo, luego cada vecindad de vX contiene puntos de la forma [(p, t)]
y conjuntos de la forma T3 × [0, 1] y al igual que en el inciso anterior vX no
pertenece a β(Cono(X)) lo cual es una contradicción, de donde debe suceder
que R(X) = ∅ y aśı X es un intervalo.
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(iii) Sea (x, t) ∈ α(X)×(0, 1), entonces x ∈ α(X) y t ∈ (0, 1), como x ∈ α(X)
existe una vecindad V de x homeomorfa a Rn para algún n ∈ N y como (0, 1)
homeomorfo a R, entonces V × (0, 1) es una vecindad de (x, t) homeomorfa
a Rn+1, de donde (x, t) ∈ α(X × (0, 1)), luego (x, t) ∈ α(X × [0, 1)) y aśı
α(X)× (0, 1) ⊆ α(X × [0, 1)).
Ahora, obsérvese que α(X) = X\(β(X) ∪ γ(X)), por lo que si x ∈ β(X) ∪
γ(X) se implica que x no es un punto euclidiano de X, luego (x, t) ̸∈
α(X × [0, 1)) ya que si (x, t) es un punto euclidiano de α(X × [0, 1)), exis-
te una vecindad de (x, t) homeomorfa a algun espacio euclidiano, note que
las vecindades de (x, t) son homeomorfas a un semiespacio euclidiano o bien
contienen conjuntos de la forma T3 × [0, 1]. Ahora, si x ̸∈ β(X) ∪ γ(X) se
implica que (x, t) ∈ α(X)× (0, 1) y aśı α(X × [0, 1)) ⊆ α(X)× (0, 1). □

Corolario 4.15. Sea X una curva localmente conexa que no es una curva
cerrada simple, entonces:

(i) Cualquier componente euclidiana M del Cono(X) es de la forma M =
N × (0, 1) para alguna componente euclidiana N de X.

(ii) Para cualquier componente euclidiana N de X, se tiene que N × (0, 1)
es una componente euclidiana del Cono(X).

Demostración. (i) Dado que X no es una curva cerrada simple se tie-
ne por el teorema 4.14(i) que vX ̸∈ α(Cono(X)), de donde α(Cono(X)) =
α(X × [0, 1)). Luego por el teorema 4.14(iii), implicamos que α(Cono(X)) =
α(X)×(0, 1), aśı, siM es una componente de α(Cono(X)), entoncesM es una

componente de α(X)×(0, 1). Obsérvese que α(X) =
⋃

Cδ, donde Cδ compo-

nente de α(X), por lo que α(X)× (0, 1) =
(⋃

Cδ

)
× (0, 1) =

⋃
(Cδ× (0, 1)),

donde Cδ × (0, 1) conexo para cada δ y (Cδ × (0, 1)) ∩ (Cε × (0, 1)) = ∅ si
δ ̸= ε, luego M es N × (0, 1) para N = Cδ para alguna δ.

(ii) Sea N una componente de α(X), luego N× (0, 1) es un conexo conte-
nido en α(X)× (0, 1) = α(X × [0, 1)), de donde N × (0, 1) ⊂M para alguna
componente M de α(X × [0, 1)). Por el inciso anterior M = K × (0, 1) para
alguna componente K de α(X) de donde N × (0, 1) ⊂ K × (0, 1), entonces
N ⊂ K y como N es componente de α(x) se tiene que N = K, es decir,
M = N × (0, 1) y por lo tanto N × (0, 1) componente de α(Cono(X)). □
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Ejemplo 4.16. Si consideramos el triodo simple X = A1 ∪ A2 ∪ A3, donde
A1, A2 y A3 son arcos con puntos extremos e1, e2 y e3 respectivamente y
punto extremo en común p, se tiene que:

α(X) = A1\{p, e1} ∪ A2\{p, e2} ∪ A3\{p, e3},

α(Cono(X)) = (A1\{p, e1}×(0, 1))∪(A2\{p, e2}×(0, 1))∪(A3\{p, e3}×
(0, 1)),

β(X) = {e1, e2, e3},

β(Cono(X)) = (X × {0}) ∪ (β(X)× [0, 1)),

γ(X) = {p},

γ(Cono(X)) = {p} × [0, 1].
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Para los resultados que veremos más adelante es necesario considerar los
siguientes subconjuntos de X y del Cono(X).

Notación 4.17. Sea X un continuo. Consideremos lo siguientes conjuntos:

ONL(X) = O(X) ∩ clX(E(X)),

ED(X) = E(X) ∩ clX(R(X)),

END(X) = E(X)\ED(X),

CX = {w ∈ Cono(X) : w pertenece al interior como variedad de una
2-celda en Cono(X)},

DX = Cono(X)\CX ,

SX = {w ∈ DX : w es el vértice de un triodo simple contenido en DX},

TX = DX\SX ,

HX = {w ∈ Cono(X) : w tiene una vecindad aplanable en Cono(X)}.

4.2. Conos de gráficas finitas

En general las Gráficas se pueden caracterizar de diversas formas, para
este trabajo veamos el siguiente concepto.

Definición 4.18. Una gráfica finita es un continuo que puede escribirse
como la unión finita de arcos, tales que cualesquiera dos de ellos o son ajenos
o bien se intersectan solo en uno o en sus dos puntos extremos.

El siguiente lema generaliza la idea presentada en el ejemplo 4.16.

Lema 4.19. [6, Lema 3.1] Sea X una gráfica finita y supongamos que |R(X)| =
m ≥ 1, entonces:

(i) γ(Cono(X)) = R(X) × [0, 1] y, por lo tanto, γ(Cono(X)) es el cono
sobre el espacio discreto con m puntos,

(ii) Si m = 1, entonces γ(Cono(X)) ⊂ clCono(X)(J × (0, 1)) para cada com-
ponente euclidiana J de X,
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(iii) Si R(X) = {p, q} con p ̸= q, entonces γ(Cono(X)) es el arco {p, q} ×
[0, 1]. Si existe una componente euclidiana J de X tal que clX(J) ∩
{p, q} = {p}, entonces clCono(X)(J × (0, 1)) ∩ γ(Cono(X)) es el arco
{p} × [0, 1].

Demostración. (i) Consideremos J∗ =
⋃

{J × (0, 1) : J es una com-

ponente euclidiana de X}, a saber, J∗ = (X\(β(X) ∪ γ(X))) × (0, 1) =
α(X)× (0, 1), luego por el teorema 4.14 (iii), J∗ = α(X × [0, 1)) y, en conse-
cuencia, J∗ ⊂ α(Cono(X)). Dado queX tiene al menos un punto de ramifica-
ción, entoncesX no puede ser una curva cerrada simple y tampoco un interva-
lo, de donde por 4.14 (i) e (ii), tenemos que vX ̸∈ α(Cono(X))∪β(Cono(X)).
Obsérvese que β(Cono(X)) = (α(X) × {0}) ∪ (β(X) × [0, 1)) de donde
γ(Cono(X)) = R(X)× [0, 1].
(ii) Como m = 1, tenemos que R(X) tien un único elemento, entonces
denotemos por p al único punto de ramificación de X, obsérvese que pa-
ra cualquier componente euclidiana J de X se tiene que p ∈ clX(J), más
aún, por el inciso (i) γ(Cono(X)) = {p} × [0, 1], de donde se tiene que
γ(Cono(X)) ⊂ clCono(X)(J × (0, 1)) para cualquier componente euclidiana J
de X.
(iii) Sea J una componente euclidiana de X tal que clX(J) ∩ {p, q} = {p},
entonces {p}× [0, 1] ⊂ clCono(X)(J × (0, 1)). Obsérvese que si z ∈ {q}× [0, 1)
existe V vecindad de z en Cono(X) tal que V ∩ (J × (0, 1)) = ∅, por lo que
z ̸∈ clCono(X)(J × (0, 1)) para cualquier z ∈ {q} × [0, 1) y aśı clCono(X)(J ×
(0, 1)) ∩ γ(Cono(X)) = {p} × [0, 1]. □

Lema 4.20. Consideremos a X como una gráfica finita y a Y una curva
localmente conexa. Si Cono(X) y Cono(Y ) son homeomorfos, entonces Y es
una gráfica finita.

Demostración. Como X es una gráfica finita se tiene que X tiene un
número finito de componentes euclidianas y también un número finito de
puntos de ramificación, luego el corolario 4.15 nos dice que por cada compo-
nente euclidiana en X hay una componente euclidiana en Cono(X) y vice-
versa, de donde Cono(X) tiene un número finito de componentes euclidianas.
Además, SX es un conjunto finito. Luego, tenemos por hipótesis que Cono(X)
y Cono(Y ) son homeomorfos y recordemos que el número de componentes es
un invariante topológico, entonces Cono(Y ) tiene un número finito de com-
ponentes euclidianas y SY es un conjunto finito, argumentando de manera
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similar por el corolario 4.15, se tiene que Y tiene un número finito de compo-
nentes euclidianas y un número finito de puntos de ramificación. Por tanto
Y es una gráfica finita. □

El siguiente teorema y corolario nos ayudarán a demostrar el corolario
4.24, mismo que será de gran utilidad en el resultado principal de este trabajo.

Teorema 4.21. [12, Teorema (4.1)] Si X y Y son curvas localmente conexas
y X × [0, 1) es homeomorfo a Y × [0, 1), entonces X y Y son homeomorfos.

Corolario 4.22. Si X y Y son curvas localmente conexas y h : Cono(X) →
Cono(Y ) un homeomorfismo tal que h(vX) = vY , entonces X y Y son ho-
meomorfos.

Demostración. Sean X y Y curvas localmente conexas, como
h : Cono(X) → Cono(Y ) es homeomorfismo tal que h(vX) = vY , entonces
h(X × [0, 1)) = Y × [0, 1), de donde X × [0, 1) e Y × [0, 1) son homeomorfos
y aśı por el teorema 4.21, X y Y son homeomorfos. □

Lema 4.23. Sea Y un continuo y consideremos a X una gráfica finita que no
sea un intervalo, una curva cerrada simple, un n-odo o una n-teta para n ≥ 3.
Si h : Cono(X) → Cono(Y ) es un homeomorfismo, entonces h(vX) = vY .

Demostración. Supongamos que X tiene al menos un punto de ra-
mificación, es decir que |R(X)| = m ≥ 1, por tanto, supongamos pri-
mero que m ≥ 3, por el lema 4.19 (i) y dado que Cono(X) y Cono(Y )
son homeomorfos se tiene que γ(Cono(X)) y γ(Cono(Y )) son conos so-
bre el espacio discreto de m puntos, es decir, son m − odos simples, luego
h(γ(Cono(X))) = γ(Cono(Y )) y h manda el corazón de γ(Cono(X)) en el
corazón de γ(Cono(Y )), en consecuencia h(vX) = vY .
Ahora supongamos que m = 2 y digamos que R(X) = {p, q} con p ̸= q, a
saber, existe una componente euclidiana J deX tal que clX(J)∩{p, q} contie-
nen un solo elemento p o q, ya que si clX(J)∩{p, q} = {p, q}, para toda com-
ponente euclidiana deX, se tendŕıa queX es una n-teta lo cual seŕıa una con-
tradicción. Sin pérdida de generalidad supongamos que clX(J)∩{p, q} = {p},
aśı por el lema 4.19 (iii), clCono(X)(J × (0, 1)) ∩ γ(Cono(X)) es el arco
{p} × [0, 1]. Además por el corolario 4.15 (ii), el conjunto E = J × (0, 1)
es una componente euclidiana de Cono(X) por lo que h(E) es una compo-
nente euclidiana de Cono(Y ), por el Corolario 4.15 (i), existe una componente
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euclidiana L de Y para la que h(E) = L × (0, 1). El lema 4.19 nos dice que
γ(Cono(X)) es el arco {p, q} × [0, 1] y como Cono(X) y Cono(Y ) son ho-
meomorfos, entonces γ(Cono(Y )) es un arco.
Consideremos:

J0 = clCono(X)(J × (0, 1)) ∩ γ(Cono(X)) = {p} × [0, 1]

y

L0 = clCono(Y )(L× (0, 1)) ∩ γ(Cono(Y )).

Obsérvese que J0 es un subarco propio del arco γ(Cono(X)) y como
h(γ(Cono(X))) = γ(Cono(Y )), entonces h(J0) = L0 y L0 es un subarco
propio del arco γ(Cono(Y )). Por el lema 4.19 (ii), Y tiene exactamente dos
puntos de ramificación p0 y q0, luego γ(Cono(Y )) es el arco {p0, q0}× [0, 1]. Si
L contiene a ambos puntos p0 y q0, por la construcción del Cono(Y ), tenemos
que

γ(Cono(Y )) = {p0, q0} × [0, 1] ⊂ L0 ⊂ γ(Cono(Y ))

y entonces L0 = γ(Cono(Y )) lo cual es una contradicción. Esto prueba
que clX(L) ∩ {p0, q0} es un conjunto unipuntual, supongamos que clX(L) ∩
{p0, q0} = {p0}. Por tanto L0 = {p0} × [0, 1]. Ahora, como

h({p, q} × [0, 1]) = h(γ(Cono(X))) = γ(Cono(Y )) = {p0, q0} × [0, 1]

y como

h({p} × [0, 1]) = h(J0) = L0 = {p0} × [0, 1],

entonces h(vX) = h(p, 1) = (p0, 1) = vY .
Finalmente supongamos que m = 1. Dado que X no es un n-odo para n ≥ 3,
debe existir una componente euclidiana J de X tal que clX(J) es una curva
cerrada simple. Sea p ∈ X tal que R(X) = {p}, luego por el corolario 4.15
(ii), E = J × (0, 1) es una componente euclidiana de Cono(X) y dado que
h(γ(Cono(X))) = γ(Cono(Y )), entonces h(E) es una componente euclidiana
de Cono(Y ), luego existe una componente euclidiana L de Y tal que h(E) =
D = L×(0, 1). El lema 4.19 (i), nos garantiza que γ(Cono(X)) = {p}× [0, 1],
entonces γ(Cono(Y )) es un arco. Consideremos

AJ = clCono(X)(J × (0, 1)) ∩ β(Cono(X))

AL = clCono(Y )(L× (0, 1)) ∩ β(Cono(Y )).
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Como h(E) = D, se tiene que h(AJ) = AL y h(clCono(X)(AJ)) =
clCono(Y )(AL), obsérvese que clCono(X)(AJ) = clX(J × {0}) es una curva
cerrada simple y por tanto clCono(Y )(AL) es una curva cerrada simple.
Ahora veamos que Y contiene exactamente un punto de ramificación, supon-
gamos por el contrario que Y tiene exactamente dos puntos de ramificación
p0 y q0. En el caso en que Y no es una n-teta para n ≥ 3 notemos que Y
satisface las hipótesis que se teńıan para X en el caso anterior, de donde
h(vX) = vY , luego por el corolario 4.22 X y Y son homeomorfos, lo cual es
una contradicción. Aśı para este caso supongamos que Y es una n-teta para
algún n ≥ 3, entonces clCono(Y )(AL) = clY (L) × {0} es un arco que une los
puntos (p0, 0) y (q0, 0), lo cual es una contradicción, y entonces, Y contiene
exactamente un punto de ramificación.
Sea y ∈ Y tal que R(Y ) = {y}. Si clY (L) es un arco que une a y con un
punto extremo e de Y , entonces AL = (L × {0}) ∪ ({e} × [0, 1]), entonces
clCono(Y )(AL) es un arco que une los puntos (y, 0) y vY lo cual es una con-
tradicción. Aśı clY (L) es una curva cerrada simple y entonces clCono(Y )(AL)
es la curva cerrada simple clY (L)× {0} por lo tanto h(J × {0}) = L× {0}.
Como h({p} × [0, 1]) = h(γ(Cono(X))) = γ(Cono(Y )) = h({y} × [0, 1]),
tomando intersecciones concluimos que h(p, 0) = (y, 0). Entonces h manda
el otro punto extremo del arco γ(Cono(X)) al otro punto extremo del arco
γ(Cono(Y )) y aśı h(vX) = vY . □

Corolario 4.24. Sea X una gráfica finita. Entonces X tiene la propiedad
del cono único si y solo si X es diferente de un intervalo, una curva cerrada
simple, un n-odo o una n-teta con n ≥ 3.

Demostración. Sea Y un continuo y supongamos que Cono(X) y
Cono(Y ) son homeomorfos, sea h : Cono(X) → Cono(Y ) un homeomorfis-
mo, luego por el teorema 4.23, h(vX) = vY , por el corolario 4.22, se tiene que
X y Y con homeomorfos y por tanto X tiene la propiedad del cono único.□

4.3. Conos de dendritas

En esta sección recordamos la definición de dendrita y dendrita local,
se dan un par de ejemplos clásicos de estos conceptos y se prueba que la
dendrita Fω tiene la propiedad del cono único.
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Definición 4.25. Una dendrita es un continuo localmente conexo que no
contiene curvas cerradas simples.

Ejemplo 4.26. El arco y Tn para n ≥ 3 son ejemplos de dendritas.

Ejemplo 4.27. Al continuo que es homeomorfo a la unión de una cantidad
infinita numerable de arcos A1, A2, ... tales que tienen en común un punto
extremo p y ĺım

i→∞
diam(Ai) = 0 se le conoce como punto peludo y es una

dendrita, la cual denotamos por Fω.

Fw.

Definición 4.28. Una dendrita local es un continuo tal que cada punto
tiene una vecindad que es una dendrita.

Ejemplo 4.29. El arco, la curva cerrada simple, Tn y Θn para n ≥ 3 son
dendritas locales.

Ejemplo 4.30. Toda dendrita es dendrita local

Lema 4.31. [16, Lema 5.1] Sea X una dendrita local y sea

KX = (X × {0}) ∪ (Cono(E(X))\{vX})

entonces DX = KX si X contiene una curva cerrada simple o bien
DX = KX ∪ {vX} en caso contrario. Además si X es una dendrita local
diferente de un arco, se tiene que SX = R(X) × {0} si vX ∈ CX y
SX = (R(X)× {0}) ∪ {vX} si vX ∈ DX .

Observación: No perdamos de vista que DX = Cono(X)\CX por lo
que podemos decir que si X contiene una curva cerrada simple en-
tonces CX = [(O(X) ∪ R(X)) × (0, 1)] ∪ {vX} y en caso contrario
CX = (O(X) ∪R(X))× (0, 1).
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Lema 4.32. Sea X una dendrita que no es una gráfica finita y sea Y una
dendrita local. Si Cono(X) y Cono(Y ) son homeomorfos, entonces Y también
es una dendrita.

Demostración. Consideremos a h : Cono(X) → Cono(Y ) un homeo-
morfismo, En [10, Lema (4.4.2)] se demuestra que si D es una dendrita local
que no tiene puntos extremos , entonces D es una gráfica finita. Afirmamos
que Y tiene puntos extremos, ya que si E(Y ) = ∅, entonces Y es una gráfica
finita y dado que X es una curva localmente conexa, el lema 4.20, nos dice
que X es una gráfica finita, lo cual es una contradicción. Por tanto E(Y ) ̸= ∅.
Ahora supongamos que Y no es una dendrita, entonces Y contiene al menos
una curva cerrada simple, luego por el lema 4.31, tenemos que:

DY = (Y × {0}) ∪ (Cono(E(Y ))\{vY })

de donde vY ∈ CY , ahora consideremos a e como un punto extremo de
Y , nótese que el arco abierto {e} × (0, 1) está contenido en DY pero su
cerradura clCono(Y )({e} × (0, 1)) = {e} × [0, 1] ̸⊂ DY ya que vY ∈ CY .
Finalmente, como h(DX) = DY , si J es un arco abierto contenido en
DX , h(J) es un arco abierto de DY , ya que los arcos abiertos de DX son
precisamente las componentes euclidianas de DX , además, para cualquier
arco abierto J contenido en DX , se tiene que clCono(X)(J) ⊂ DX . Luego al ser
A = {e}× (0, 1) un arco abierto de DY , h

−1(A) es un arco abierto contenido
en DX , entonces clCono(X)(h

−1(A)) ⊂ DX , por lo que, h(clCono(X)(h
−1(A))) =

clCono(Y )(h(h
−1({e} × (0, 1)))) = clCono(Y )({e} × (0, 1)) ⊂ DY lo cual es una

contradicción, por lo tanto Y es una dendrita. □

En [8, Teorema 16, pág. 344] se demuestra que las dendritas son retractos
absolutos, luego entonces por el teorema 2.39 se tiene que toda dendrita es
contráctil.

Lema 4.33. Si X es una dendrita diferente de un arco, entonces para cada
curva cerrada simple S contenida en DX , se tiene que vX ∈ S.

Demostración. Como X es una dendrita, se sabe que X no contiene
curvas cerradas simples, además X es una dendrita local, luego por el lema
4.31,

DX = (X × {0}) ∪ Cono(E(X)).

Sea S ⊂ DX una curva cerrada simple y supongamos que vX ̸∈ S, es
decir que S ⊂ W ⊂ Cono(X) con W = (X × {0}) ∪ (E(X) × (0, 1)).
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Como las dendritas son contráctiles y E(X) × (0, 1) son arcos abiertos
que también son contráctiles, se tiene que W es contráctil, más aún, como
S ⊂ W es un retracto de vecindad absoluto cerrado, se implica que S es un
retracto de W por lo que S es contráctil, lo cual es una contradicción. Por lo
tanto para cada curva cerrada simple contenida enDX , se tiene que vX ∈ S. □

Teorema 4.34. Sean X y Y dendritas diferentes de un intervalo, un punto
peludo o un n-odo para n ≥ 3. Si h : Cono(X) → Cono(Y ) es un homeomor-
fismo, entonces h(vX) = vY .

Demostración. Sean KX y KY como en el lema 4.31. Observemos que
si X es una gráfica finita, tendŕıamos justamente las hipótesis del lema 4.23
y ya acabamos. Entonces supongamos que X no es una gráfica finita, luego
por el lema 4.20, se tiene que Y no es gráfica finita, como X es una dendrita,
entonces es dendrita local y no contiene curvas cerradas simples por lo que
DX = KX ∪ {vX}, más aún, al ser X diferente de un arco y vX ∈ DX se
implica que vX ∈ SX = (R(X)×{0})∪{vX}, de la misma manera al ser Y una
dendrita diferente de un arco DY = KY ∪ {vY } y vY ∈ SY = (R(Y )×{0})∪
{vY }. Dado que h homeomorfismo h(DX) = DY y h(SX) = h(SY ) por lo que
h(vX) ∈ DY y h(vX) ∈ SY . Afirmamos que para todo r ∈ R(Y ), h no manda
a vX hacia (r, 0). En efecto, como Y dendrita diferente de Fω y diferente del
n-odo para n ≥ 3, tenemos que |R(Y )| ≥ 2, sea r ∈ R(Y ) fijo pero arbitrario,
a saber, r es un punto de corte de Y . Sean p ∈ R(Y )−{r} y L la componente
de Y −{r} que contiene a p y consideremos e, f ∈ E(clY (L))−{r} con e ̸= f ,
nótese que e y f son puntos extremos de Y , consideremos J como el arco en L
con puntos extremos e y f y obsérvese que Γ = (J ×{0})∪ (Cono({e, f})) ⊂
DY es una curva cerrada simple tal que (r, 0) ̸∈ Γ y como h(DX) = DY

tenemos que h−1(Γ) es una curva cerrada simple contenida en DX , de donde
por el lema 4.33, vX ∈ h−1(Γ), entonces h(vX) ∈ Γ y aśı h(vX) ̸= (r, 0) para
todo r ∈ R(Y ). Por lo tanto h(vX) = vY . □

Teorema 4.35. Sea X una curva localmente conexa. Si Cono(X) es homeo-
morfo al Cono(Fω), entonces X es homeomorfo a Fω.

Demostración. No perdamos de vista que Fω es una dendrita y en con-
secuencia dendrita local, luego por el lema 4.39, se tiene que X debe ser
una dendrita local. Ahora, dado que Cono(X) es homeomorfo a Cono(Fω),
entonces Cono(X) tiene un número infinito de componentes euclidianas Ji,
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i ∈ N, cada una de la forma Ji = Li × (0, 1), donde Li es una componente
euclidiana de X, obsérvese que γ(Cono(X)) es un arco, más aún, para cua-
lesquiera componentes euclidianas Ji, Jj del Cono(X) con i ̸= j ∈ N, se tiene
que clCono(X)(Ji)∩ clCono(X)(Jj) = γ(Cono(X)), como X es localmente cone-
xo, existe un punto x ∈ X tal que para cada par de componentes euclidianas
Li, Lj de X con i ̸= j ∈ N, se tiene que clX(Li)∩ clX(Lj) = {x}. Entonces X
tiene un único punto de ramificación y un número infinito de componentes
euclidianas, y dado que es localmente conexo se concluye que X debe ser
homeomorfo a Fω. □

4.4. Conos de dendritas locales

En esta última sección se demuestra el resultado principal de este tra-
bajo (teorema 4.43), mismo que es una generalización del trabajo de Daria
Michalik en [12]. Además como parte importante para la demostración del
teorema 4.43, se prueba que si X es una dendrita local e Y una curva local-
mente conexa, tales que sus conos son homeomorfos, se implica que Y es una
dendrita local.

Lema 4.36. [17, Observación 4.1.3 (13)] Sean X una dendrita local y ED,
TX , HX , SX , DX como en definición 4.17, entonces

ED(X)× (0, 1) = (TX\clDX
(SX)) ∩ (TX\HX).

Corolario 4.37. Sean X y Y dendritas locales y h : Cono(X) → Cono(Y ),
entonces h(ED(X)× (0, 1)) = ED(Y )× (0, 1).

Demostración. Del lema 4.36 y dado que h homeomorfismo, se tiene
que h(ED(X)× (0, 1) = h((TX\clDX

(SX)) ∩ (TX\HX))

= h(TX\clDX
(SX)) ∩ h(TX\HX)

= (h(TX)\clDY
(T (SX))) ∩ (h(TX)\h(HX))

= (TY \clDY
(SY )) ∩ (TY \HY )

= ED(Y )× (0, 1). □

Lema 4.38. [17, Observación 4.1.4] Sea X una dendrita local diferente de
un arco y una curva cerrada simple, y sea M ⊂ Cono(X). Entonces M es
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una componente de TX ∩ HX si y solo si existe una componente euclidiana
A de X tal que clX(A) tiene dos puntos extremos a ̸= b y

M =


A× {0} si a, b ∈ ONL(X) ∪R(X),

A× {0} ∪ {b} × [0, 1) si b ∈ END(X).

Lema 4.39. Sean X una dendrita local e Y una curva localmente conexa.
Si Cono(X) es homeomorfo al Cono(Y ), entonces Y es una dendrita local.

Demostración. Dado que X es una dendrita local, para cada
(x, t) ∈ Cono(X)\{vX} se tiene que existe Ux vecindad de x en X tal que Ux

es una dendrita, de donde se sigue que Ux es contráctil, luego Cono(Ux) es
una vecindad de (x, t) contráctil en Cono(X). Por el teorema 4.2, sabemos
que Cono(X) es contráctil en vX , de donde Cono(X) es localmente contráctil
en vX por lo tanto Cono(X) es localmente contráctil. Supongamos que Y
no es una dendrita local, entonces existe (y, t) ∈ Cono(Y ) para el que cada
vecindad de y en Y contiene una curva cerrada simple, digamos S, luego
cualquier vecindad de (y, t) en Cono(Y ) contiene cilindros homeomorfos
a S × [0, 1] que no son contráctiles de donde Cono(Y ) no es localmente
contráctil, lo cual es una contradicción. □

Para lo consiguiente denotamos A0 como la clase de las dendritas lo-
cales que son arcos, curvas cerradas simples o un punto peludo Fω y sea F0

la clase de las dendritas locales dada por

F0 = A0 ∪ {Θm : m ≥ 3} ∪ {Tn : n ≥ 3}.

Lema 4.40. Sea h : Cono(X) → Cono(Y ) un homeomorfismo con X y Y
dendritas locales que no pertenecen a la clase F0. Sea A una componente
euclidiana de X tal que clX(A) es un arco ep. Si e ∈ E(X), entonces existe
una componente euclidiana BA en Y tal que clY (BA) es un arco fq con
f ∈ E(Y ) y

h((A× {0}) ∪ Cono({e})) = (BA × {0}) ∪ Cono({f})

más aún, si A1 ̸= A2, entonces BA1 ̸= BA2.

Demostración. Supongamos que e ∈ END y M = (A × {0}) ∪ ({e} ×
[0, 1)). Por el lema 4.38, M es una componente de TX ∩ HX , y dado que h



4.4 Conos de dendritas locales 47

homeomorfismo, entonces h(M) es una componente de TY ∩ HY y existe la
componente euclidiana BA de Y tal que clY (BA) tiene dos puntos extremos
f ̸= q y

h(M) =


BA × {0} si q, f ∈ ONL ∪R(Y ),

(BA × {0}) ∪ ({f} × [0, 1)) si f ∈ E(Y ),

notése que vX ∈ clCono(X)(M). Supongamos que X no es una dendrita, en-
tonces vX ∈ CX y h(vX) ∈ CY ∩ clCono(Y )(h(M)). Como clCono(Y )(BA ×
{0}) ⊂ Y × {0} ⊂ DY , entonces h(M) = (BA × {0}) ∪ ({f} × [0, 1)).
Ahora supongamos que X es una dendrita, como X distinto de la cla-
se F0, se tiene que X tiene al menos dos puntos de ramificación y por
el lema 4.34, vY = h(vX) ∈ h(clCono(X)(M)) = clCono(Y )(h(M)) entonces
h(M) = (BA ×{0})∪ ({f}× [0, 1)), luego para ambos casos se concluye que

h((A× {0}) ∪ Cono({e})) = (BA × {0}) ∪ Cono({f}).

Finalmente dado que h es un homeomorfismo, BA1 ̸= BA2 para componentes
euclidianas A1 ̸= A2. □

Lema 4.41. Si X y Y son dendritas locales que no pertenecen a la clase F0

y h : Cono(X) → Cono(Y ) un homeomorfismo, entonces h(vX) = vY .

Demostración. SeanX y Y dendritas locales diferentes de la clase F0. Si
X es una gráfica finita por el lema 4.23, se tiene que h(vX) = vY . Supongamos
que X no es una gráfica finita, en caso de que X sea una dendrita por el lema
4.32 y el teorema 4.34, se obtiene que h(vX) = vY . Aśı, supongamos que X
no es una gráfica finita ni dendrita, nuevamente ocupando el resultado de
[10, Lema (4.4.2)], obtenemos que E(X) ̸= ∅, sea e ∈ E(X), si e ∈ ED(X)
por el corolario 4.37 existe f ∈ ED(Y ) tal que h({e}× (0, 1)) = {f}× (0, 1).
Obsérvese que:

h(Cono({e})) = h(clCono(X)({e} × (0, 1))) = clCono(Y )(h({e} × (0, 1)))

= clCono(Y )({f} × (0, 1)) = Cono({f})

y como h(CX) = CY , entonces:

h(vX) = h(Cono({e}) ∩ CX) = Cono({e}) ∩ CY = vY .
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Ahora bien, si e ∈ END(X), entonces existe una componente euclidiana A
de X tal que clX(A) tiene dos puntos extremos a ̸= e, para algún a ∈
R(X) ∪ ONL(X). Por el lema 4.40, existe un punto f ∈ END(X) y una
componente euclidiana BA de Y tal que clY (BA) tiene dos puntos extremos
b ̸= f para algún b ∈ R(Y )∪ONL(X) que satisface h((A×{0})∪Cono({e})) =
(BA × {0}) ∪ Cono({f}), obsérvese que

((A× {0}) ∪ Cono({e})) ∩ CX = vX

y
((BA × {0}) ∪ Cono({f})) ∩ CY = vY

con lo que h(vX) = vY . □

En [12], Daria Michalik prueba el siguiente resultado:

Teorema 4.42. Sean X y Y curvas localmente conexas que no son dendritas
locales. Entonces Cono(X) y Cono(Y ) son homeomorfos si y solo si X y Y
son homeomorfos.

A saber, el resultado principal de este trabajo es una generalización de
dicho teorema.

Teorema 4.43. Sean X y Y curvas localmente conexas diferentes de un
intervalo, una curva cerrada simple, un n-odo y una curva n-teta, para n ≥ 3.
Entonces Cono(X) y Cono(Y ) son homeomorfos si y solo si X y Y son
homeomorfos.

Demostración. Se sabe que si X y Y son espacios topológicos homeo-
morfos, entonces Cono(X) y Cono(Y ) son homeomorfos. Supongamos en-
tonces que h : Cono(X) → Cono(Y ) es un homeomorfismo. Si X no es una
dendrita local, por el lema 4.39, se tiene que Y tampoco es dendrita local y
por el teorema 4.42 se obtiene que X y Y son homeomorfos.
Ahora supongamos que X y Y son dendritas locales, si X o Y son el punto
peludo Fω, por el teorema 4.35, se obtiene que X y Y son homeomorfos y si
sucede lo contrario, tendŕıamos que X y Y son dendritas locales diferentes
de la clase F0, luego por el lema 4.41, h(vX) = vY de donde por el corolario
4.22, concluimos que X y Y son homeomorfos. □
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