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Capitulo 1
Introduccion

Las fuerzas potenciales son de la forma F = %(8U/87%') — QU/OF, donde U = U(F,7,t) y
representan interacciones de accion a distancia. Aquellas que no se pueden expresar de
esta manera son no potenciales y representan interacciones de contacto [1]. Las fuerzas
conservativas son tales que U no depende ni de velocidades ni del tiempo, es decir, F =
VU. Las fuerzas, tanto potenciales como no potenciales, que dependen de posiciones,
velocidades y del tiempo son, en general, no conservativas [2]. La friccién lineal F = v
es un ejemplo de fuerza no conservativa no potencial. Una fuerza externa dependiente del
tiempo es no conservativa pero si es potencial F(t) = V(7. F(t)) [3]. En este trabajo
trataremos exclusivamente fuerzas no conservativas no potenciales.

Una consecuencia inmediata de la accién de las fuerzas no conservativas es la variacién
de la energia mecanica del sistema. La definicién elemental de la energia mecénica de un
sistema de n particulas puntuales es [3]

E = Z HEP 4+ V(). (1.1)

Para los sistemas conservativos se cumple, en general, que F = Zjlvzl Gq'OL /0" —

E = H donde L y H son la lagrangiana y la hamiltoniana del sistema, respectivamente,
y las ¢! son las coordenadas generalizadas. Sin embargo, en los siguientes capitulos se
describiran sistemas no conservativos en el contexto del formalismo hamiltoniano para los
que estas relaciones no son validas y se debe recurrir a la definicién bésica (1.1).

Las fuerzas no potenciales, establecidas experimentalmente, son, en general, excluidas
en las formulaciones lagrangiana y hamiltoniana de la mecéanica clasica. Esto no se con-
sidera un defecto de dichas formulaciones bajo el argumento de que las interacciones no
potenciales son el resultado conjunto de una cantidad enorme de interacciones potenciales
entre los componentes fundamentales de la materia [1, 4]. Los modelos sistema-ambiente
[5, 6, 7] se basan en esta idea. Estos recrean una dindmica no conservativa a partir de
un sistema conservativo formado por un subsistema con pocos grados de libertad inter-
actuando con otro con una cantidad mucho mayor, o infinita, de grados de libertad, este
ultimo denominado ambiente.

En general, las fuerzas no conservativas no afectan el niimero de constricciones y, por lo
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

tanto, tampoco el nimero de coordenadas generalizadas [2], esto permite incluir fuerzas no
conservativas, a mano, en las ecuaciones de Euler-Lagrange o de Hamilton convencionales.
Por ejemplo, a nivel lagrangiano

d (0L oL
— | =— ) - =— =7y, (1.2)
dt \ 0¢* oq!
donde las Dy son las fuerzas no conservativas expresadas en coordenadas generalizadas.
Las ecuaciones de Hamilton correspondientes son (suponiendo que el sistema es regular)

0H OH
== )y =——+D 1.3
q ap;’ Pr + Dy, (1.3)

o, usando el paréntesis de Poisson
8F
—{F, H} + Z (1.4)

donde F(q’, pr,t) una funcién arbitraria del espacio fase y del tiempo.

El sistema no conservativo en el que estamos interesados principalmente es el oscilador
amortiguado. Este admite una representacion en el formalismo estandar con la hamiltonia-
na de Caldirola-Kanai, Hog (g, p,t), la cual depende explicitamente del tiempo [8, 9]. No
obstante, esta hamiltoniana es de las llamadas no estdndar, porque la dependencia tem-
poral aparece no sélo en el potencial sino en el término cinético, incluso en la definicién
del momento canénico.

También contamos con la hamiltoniana de Bateman [10] o de Bateman-Feshbach-Morse
[11], Hp(x,ps,y,py), ésta no depende del tiempo pero incorpora un grado de libertad
adicional. Las ecuaciones de movimiento del sistema de Bateman corresponden a dos
osciladores, uno amortiguado y otro ‘amplificado’, este ltimo con un coeficiente de friccién
negativo. El sistema de Bateman es considerado, usualmente, como el sistema-ambiente
mas simple [5], con la energia total (conservada) dada por Hp. Sin embargo, nuestro
punto de vista es que esta interpretacion no es la mas adecuada. Por ejemplo, la energia
total, en ausencia de interacciones, deberia ser la suma de las energias de los sistemas
independientes representados por z y y, pero ocurre que, si una de ellas es cero, también
Hpg es cero.

Por otra parte, tenemos el formalismo lagrangiano de Galley [7, 12]. Este se presenta en
el contexto de un principio variacional especialmente formulado para problemas de valores
iniciales. Lo remarcable de la teoria de Galley es que permite incorporar interacciones no
potenciales mucho mas complejas que el amortiguamiento lineal. De hecho, se puede ver
como una generalizacion del sistema de Bateman, con la diferencia de que en este for-
malismo se reconoce que sélo las funciones de ciertas coordenadas representan cantidades
fisicas.

El objetivo principal de este trabajo es el estudio de la teoria cudntica correspondiente a
estas formulaciones hamiltonianas para sistemas no conservativos. El considerar esta clase
de interacciones en un contexto cuantico no debe resultar demasiado extrano. De hecho, si
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

aceptamos la idea de que los efectos no conservativos tienen un origen fundamentalmente
conservativo, deberia existir una equivalencia, en cuanto al sistema no conservativo con-
cierne, entre una descripcion basada en un modelo sistema-ambiente y una descripcién
efectiva con pocos grados de libertad.

Ahora bien, uno podria preguntarse acerca de la posibilidad de incluir interacciones no
potenciales en el formalismo estandar de la mecénica cuantica sin tener que recurrir a la
cuantizacion de alguno de los sistemas que hemos mencionado. En este sentido, se consi-
deré en [13] la posibilidad de implementar la cuantizacién de ciertos sistemas disipativos
modificando las ecuaciones de Heisenberg en forma andloga a (1.4), esto es

AFQ _ PO AE) > /0. POl w5

donde H (t) es el operador hamiltoniano conservativo (pero ahora dependiente del tiem-
po) v D;(t) = Dy(x!(t),p;(t)) son los operadores que a nivel cldsico corresponden a
fuerzas no conservativas. Sin embargo, se mostré en [14] que, cuando las D; corresponden
a interacciones no potenciales, estas ecuaciones son incompatibles con los conmutadores
bésicos

[q"(t),q”(1)] = 0, (1.6)
g (1), ps(t)] = ihd}, (1.7)
[p:(t), ps(t)] = 0. (1.8)

En efecto, derivando (1.7) respecto al tiempo y usando (1.5) y la identidad de Jacobi se
encuentra
0= [z'(t),D'(t)]. (1.9)

Esta ecuacién implica, dado que {g”’(¢)} es un conjunto completo de operadores que con-
mutan, que las D;(t) dependen sélo de los operadores de posiciéon, D;(t) = Dr(q’(t)).
Haciendo lo mismo con (1.8) se obtiene

0= [D:(t), ps(t)] + [p:(t), Dy(1)] (1.10)

Esta expresién implica que 9D;/0q" = 0D;/0q”’, que es la condicién necesaria y suficiente
para la existencia de un funcién V' (¢”) tal que D; = —9V/dq'.

En resumen, las ecuaciones (1.5) y los conmutadores béasicos constantes sélo son com-
patibles cuando las interacciones son todas potenciales. Este analisis sugiere que, cuando
el sistema es no conservativo, los conmutadores de los operadores de Heisenberg son, en
general, dependientes del tiempo. De hecho, esta caracteristica parece ineludible pues apa-
rece incluso en la imagen de Schrodinger en el caso del sistema de Caldirola-Kanai. La
cuantizacion que proponemos de la teoria de Galley, al igual que otros esquemas de cuanti-
zacién en la imagen de Heisenberg, por ejemplo [15], incorporan este resultado de manera
consistente.

El orden de este trabajo es como sigue. En el Capitulo 2 se recopilan y discuten algunos
resultados tanto clasicos como cuanticos del sistema de Caldirola-Kanai. Ademas, se pre-
senta la solucién de Schuch [16] al problema de la violacién del Principio de Incertidumbre.
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

En el Capitulo 3 se retoman algunos resultados acerca de la cuantizacién canénica del
sistema de Bateman y discutimos algunos aspectos relacionados con la interpretacion fisica
de la teoria.

En el Capitulo 4 se presenta la formulacion lagrangiana de la mecanica para sistemas
no conservativos de Galley. Aclaramos un aspecto controversial del formalismo, el llama-
do limite fisico, y desarrollamos la formulacién hamiltoniana. Cabe aclarar que Galley
perfilé en [7] una hamiltoniana que, sin embargo, no corresponde a una transformada de
Legendre de la lagrangiana y produce resultados inconsistentes.

En el Capitulo 5 se propone un esquema de cuantizacion no canénico del formalismo
hamiltoniano desarrollado en el Capitulo 4. Este esquema de cuantizacién es similar a
la imagen de Heisenberg de la mecénica cuantica y se presenta como una salida a las
dificultades que observamos en la cuantizacién candnica.

Finalmente, queremos senalar que este trabajo, como la gran mayoria de la literatura
consultada, se apega al aspecto tedrico del problema. No obstante algunas aplicaciones
practicas, tales como, circuitos RLC mesoscopicos y efecto tunel con disipacién se tratan
en [17] y [6] respectivamente.




Capitulo 2
El sistema de Caldirola-Kanai

Sea L(q',¢") un sistema conservativo con N grados de libertad I = 1,2,..N. Ahora
considere la lagrangiana

E(ql,ql,t) — e’Yt [L(ql,ql) +q1f1(t)} : (21)

donde las f;(t) son funciones sélo del tiempo y v > 0. Las ecuaciones de Euler-Lagrange
correspondientes son equivalentes a'

d (0L oL 0L

— | =— — — — = f1(t). 2.2
i (57) +5 — ar = 10 (2:2)

Estas ecuaciones diferenciales inhomogéneas llevan un término proporcional a las veloci-
dades generalizadas provisto que L sea cuadrética en ¢’.
Por ejemplo, sea L = e (277

m

; 2
donde p= m7. Un resultado inmediato es la dependencia temporal del momento angular
J(t) = e " J(ty). En [19] se realiz6 un estudio acerca de las érbitas de este problema.

La formulacién hamiltoniana se obtiene de la manera usual: H = p;¢’ — L donde

pr = g—qLI. Las ecuaciones de Hamilton son

.z oo s 5 > oAdV
77—V (r)). La ecuacién de movimiento es p+~p+75- = 0,

OH . oH
o1 = —_— Dr — _—— 2
=55 PL=—750 (2.3)

2.0.1. Variables fisicas

Motivados por la referencia [16], que se retomard en la Seccién 2.3, denominamos fisi-
cas a las variables (¢f,p; = OL/0¢' = e 'p;), en distincién de las candnicas (¢',p;).
Estas coordenadas no estan relacionadas por una transformacién canoénica debido a que
{a", ps}es = €770].

!Las ecuaciones E-L originales estdn multiplicadas por un factor . En casos como el del oscilador
amortiguado (no forzado), con este factor dependiente del tiempo la ecuacién de Euler-Lagrange tiene la
forma autoadjunta [18]




CAPITULO 2. EL SISTEMA DE CALDIROLA-KANAI
2.1. OSCILADOR AMORTIGUADO UNIDIMENSIONAL

Podemos escribir las ecuaciones dindmicas en las variables fisicas mediante una trans-
formacion general de coordenadas

¢ =, Pr— pr=e "py, t—t. (2.4)

La regla de la cadena conduce a

o 9 ) B o 0 )
2,9 I gL,9_ 7 2.
o g o5, ¢ opy ot ot 7;“8@ (2:5)

Sea F' una funcién del espacio fase canénico y del tiempo, F(q!,pr,t) = F(q', e py,t).
Usado (2.3) y (2.5),

dF
w2

OF OH OF 0H OF | oF
et O OH 9
o om’  “opmodt  Wiop | T 29

or ol or ol
dq' Opr  Opr 9q*

oF
T T Z

Notando que e H = (e "p;)¢' — L = p;¢' — L = H(q',p;) (H es la hamiltoniana
conservativa) obtenemos finalmente

OF | OF
={F,H}, — ’Vpr +o (2.7)

donde {, },, denota el paréntesis de Poisson en las coordenadas (¢’, ps).

2.1. Oscilador amortiguado unidimensional

En este caso

L=

P i) e 29

La hamiltoniana correspondiente es

2
t114% o

~2
Heoyx = et o q (2.9)

2m 2
y se conoce, principalmente en el contexto cuantico, como el sistema de Caldirola-Kanai
[8]. De acuerdo con el capitulo anterior, la energia mecanica del oscilador no esta dada
directamente por la hamiltoniana sino por
2
mwg
2

E q2 + q2 = eithCK. (210)

m.
2

Antes de revisar la teoria cuantica de este sistema veamos algunos resultados clasicos
interesantes.




CAPITULO 2. EL SISTEMA DE CALDIROLA-KANAI
2.1. OSCILADOR AMORTIGUADO UNIDIMENSIONAL

Transformacion candnica

Este problema se puede convertir en uno mucho mas conocido mediante la transformacién
canénica dependiente del tiempo [20]

Q=e?'q, P=c i+ m%e%tq, (2.11)
La nueva hamiltoniana es P2 )
mw

K = 2 2.12

o T 5@ (2.12)

y, dependiendo del valor de w, puede corresponder a un oscilador armoénico simple, una
particula libre o una particula amortiguada. Esta transformacion nos permite identificar
inmediatamente una constante de movimiento

~2
—t p O 2 vyt Y < _ m vyt 213
—2m+ 5 ¢+ b= e (¢* +wia® +74q) - (2.13)

K=e

La ecuacién de Hamilton-Jacobi

La ecuacién correspondiente al problema (2.9) es

et 8SCK 2 m W2 8SCK
—_— =0. 2.14
2m ( Jq ) i) g e 1 T ot 0 (2.14)

Siguiendo el procedimiento descrito en [21], pasamos a la variable u = e3lq, entonces

1 GSCK 2 m 5 5 8SCK Y 85@}(
Qm( ou ) +2w0u * ot —i—2u ou

= 0. (2.15)

Sustituyendo Sck(u,t) = h(u) — £t en esta expresion se encuentra

1 [dh v \° mw?
%(@+m§u> + 5 u” =¢. (2.16)

Esta ecuacién se puede integrar directamente para hallar h(u). El resultado final, para
w >0, es

Scr(u,t,€) = /\/2m£ m2w?u?du — 4 2 — &t

L lsml (%u) T (1 _ %u) ] Sz g (217)

Usando la expresion 0S¢k /0§ = —tg, donde ty es una constante, se encuentra

q(t) = q(to)e™ 2“7 coslw(t — ty)] (2.18)
donde hemos definido & = 2w?q?(to)e™™. Ademads, se verifica que
0Scx 2,050k

p(t) = 24 =e2 5 = mq(t)e". (2.19)




CAPITULO 2. EL SISTEMA DE CALDIROLA-KANAI
2.2. CUANTIZACION CANONICA

2.2. Cuantizacion canonica

Los operadores de posicién ¢ y momento p candnicos satisfacen, por definicién, |q, p| = iA.
La ecuacién de Schrodinger es, en la representacion de las posiciones,

alb(fbt) — |:_h_2 7'yta_2 'ytmwg 2

ih 5t +e q } (g, t). (2.20)

2m° 0q? 2

Para resolver esta ecuacion vamos a seguir aproximadamente el procedimiento descrito en
[21]. Otros métodos interesantes se describen en [20, 22, 23, 24].

Primero realizamos el cambio de variables (¢,t) — (y = €7*/?¢,t). Entonces la ecuacién
(2.20) se transforma en

2m Oy? * 2

2 2 2
[ "0 mwaQ] U(y,t) = ih [%+%y(%] U(y. ). (2.21)

Sustituyendo 1 (y,t) = el ¢(y), donde £ una constante, y simplificando se obtiene

R d? omwd o, ihy d
2m dy? 2 Y 2 ydy

} oy) = £0(y) (2.22)

N[

0, en términos de la variable adimensional z = (M) Y,

it et ()| p0 =0 22

Para que las funciones de onda sean normalizables se impone la condicién de frontera
lim, , |¢| = 0. Entonces se proponen soluciones de la forma

¢(z) = exp [—r2°/2] 6(z). (2.24)

La tnica condicién sobre k es que su parte real sea positiva. Sustituyendo (2.24) en (2.23)
se obtiene la ecuacién para 0(z),

& d 2
[@ _ 2 (,i _ 22%() —+ (%0 kit (I{2 - z‘wlon - 1) 22)} 0(z) =0.  (2.25)

En el caso 2wy > v podemos elegir x = wio (w+1i2), donde w = \/w — (v/2)2. Con esta

eleccion la ecuacion se reduce a

PR e S | OB (2.20

dz? CLTO% hw() Wo 2&)0
o bien
00 4 on] 6 =0 (2.27)
o2 Udv n|O(v) = )

10



CAPITULO 2. EL SISTEMA DE CALDIROLA-KANAI
2.2. CUANTIZACION CANONICA

1
donde v = (w/wp)? z y 2n = 2§/hw — 1 — iy/2w. Cuando n es un entero positivo o cero
las soluciones de esta ecuaciéon son los polinomios de Hermite H,,. Entonces

&= (n+1/2) hw + ihy/4 n=0,1,2,.. (2.28)

Las funciones de onda son ortogonales y se normalizan con un factor que no depende del
tiempo

1
mwet\ 1 e nt1/2)wt v\ mw mw\s 1t
= _ ; vyt 2 2 It
¥n(q,t) < = > T exp [ (1 + z—2w> ETR ] H, [(h ) ez q] . (2.29)

Las 1,(¢,t) no son eigenfunciones del operador hamiltoniano. Esto se puede verificar
calculando los elementos de matriz

2 2 ‘
O Fex16,0) = "2 (4 ) bt 5 (13 + 1 ) VT 2000 T Die %48, o

2

_h (ﬂ - 7) (n+2)(n + 1)e2! 8, 10, (2.30)
W

Por otro lado, de acuerdo con (2.10), el operador energia es (en la imagen de Schrodinger)

E(t)=e¢ "Hck. (2.31)

Las eigenfunciones de energia (y también del hamiltoniano) son

mwpe™\ 1 1 ( mwo o mwo\2 1t
n(q, 1) = - 7)Hn (—) 2 . 2.32
$n(q,1) (Wh)\/mexp 57 4 ¢ ) ¢*a (2.32)

Estos eigenestados no son estacionarios porque, aunque E(t) es proporcional al operador
hamiltoniano, las soluciones de (2.20) no son eigenfunciones de H¢g. Por otro lado, el
espectro de energia es discreto y se atenta con el tiempo [22]

1
E,(t) = hwye " <n + 5) : (2.33)
En t = 0 los estados de energia coinciden con los estados estacionarios del oscilador

armonico simple de frecuencia wy.
Ahora considere un estado arbitrario 1(t), el teorema de Ehrenfest nos dice que

d et d, . )

—Hla) = — ), —-(B) = —mwie™(q), (2.34)
entonces
Pl 19 g =0 239

es decir, el valor medio del operador de posicidn satisface la ecuacién de movimiento clasica
(en los estados 1, (t) trivialmente).
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CAPITULO 2. EL SISTEMA DE CALDIROLA-KANAI
2.3. EL PRINCIPIO DE INCERTIDUMBRE

2.3. El Principio de Incertidumbre

En los estados 1, (t) los valores medios de los operadores de posicién y momento son cero,
mientras que

h B w?
(q2>¢n(t) = %6 i (n + 1/2) s <p2>'¢'n(t) = mh;oeﬁyt (n + 1/2) . (2.36)

Por lo tanto b
005 = —(n+1/2) (2.37)
w
donde op = ((F?) — (F)Q)%. En general, el conmutador [q, p|] = ik implica la relacién de
incertidumbre [25]

Ox0p 2

. (2.38)

DO | St

En este problema el operador correspondiente al momento fisico estda dado por p =
m|q, Hog| y se relaciona con el momento candnico a través de p = e "'p. Entonces

[q,p] = ihe™" (2.39)

y, por lo tanto,

h
Tq0p > 56_'”. (2.40)

En la literatura se hace inmediatamente la observacién de que este resultado constituye
una violacién del Principio de incertidumbre de la mecanica cuantica. Ahora bien, desde
el punto de vista matematico no hay ninguna inconsistencia, las variables canoénicas q y
p satisfacen una relacién de incertidumbre generalizada [25]. El problema viene, en todo
caso, del establecimiento del Principio de Incertidumbre como un hecho empirico. Sélo
en este sentido se puede interpretar este resultado como una violaciéon de un principio
fundamental de la mecanica cuantica.

Ante esta situacién, algunos autores han implementado otros métodos de cuantizacion
en busca de desigualdades compatibles con el Principio de incertidumbre [26]. Por otro
lado, Schuch [16] ha sugerido que este problema se debe a una confusién entre las variables
fisicas y candnicas. Para él, no es la ¥(q,t) del sistema de Caldirola-Kanai la que debe
interpretarse fisicamente sino una (g, t), la funcién de onda fisica, definida en el espacio
de Hilbert donde los operadores de posicién y momento satisfacen [q, p| = ih. Las funciones
de onda esté relacionadas por medio de

Yy, t) = [W(z, )" (2.41)

Podemos dilucidar (2.41) a partir de consideraciones clasicas. Empecemos notando que se
puede proceder a resolver la ecuacién (2.14) sustituyendo Scx = €7'Sy 2, esto conduce a

1 (0S;\° mu? , 0Sy
— | = — — = 0. 2.42
5 ( 9 ) + g+ Sy + 0 ( )




CAPITULO 2. EL SISTEMA DE CALDIROLA-KANAI
2.3. EL PRINCIPIO DE INCERTIDUMBRE

Excepto por el término proporcional a v, esta ecuacion tiene la forma de la ecuacion H — J
para el oscilador arménico simple. Si definimos p = 95;/0q, entonces p = 0S¢k /dq = e''p,
la misma relacién entre momento canénico y fisico. Entonces podemos considerar a (2.42)
como la ecuacion H-J para el oscilador amortiguado en coordenadas fisicas.

Ahora bien, si las funciones de onda de Caldirola-Kanai y fisica se expresan como
Y(q,t) = exp (Sck(q,t)/ih) v ¥¢(q,t) = exp (Sf(g,t)/ih) respectivamente, la consistencia
en el régimen clédsico sugiere que las fases estdn relacionadas por medio de Scx = €7'S;.
Esta observacién conduce inmediatamente a (2.41).

Uno puede preguntarse ahora qué ecuacién satisface la funcién de onda fisica. En [16]
se presenta a (g, t) como solucién de la ecuacién de Schrédinger no lineal

2 92 2
Z’ha_w — _h_a_w + Mo
ot 2m 0q? 2

q — ihy In, (2.43)

también conocida como ecuacién de Schrodinger-Langevin [26, 27]. Sin embargo, si susti-
tuimos ¢ (x,t) = [ (2, )] en (2.20) no obtenemos directamente (2.43), a menos que se
cumpla la condicién 1;(9%);/0q?) = (01 /q)?* o, equivalentemente *°Scy/dg* = 0, sin
embargo, en general, esto no ocurre [28] y las razones por las que deba ser asi en este caso
no son claras.

2En [21] se presenta también la solucién de la ecuacién (2.14) por este camino.
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Capitulo 3
El sistema de Bateman

La lagrangiana de Bateman no depende explicitamente del tiempo pero incorpora otro
grado de libertad![10]

Lg=m |2y + % (zy — 2y) — wizy| . (3.1)

Las ecuaciones de Euler-Lagrange son
E+ i+ wir =0, =9+ wiy =0, (3.2)

Aunque en la lagrangiana no es evidente, las ecuaciones de movimiento muestran que x
y y son, en principio, las coordenadas de sistemas independientes. La eleccion de deter-
minados valores iniciales puede crear una interdependencia entre z(t) y y(t), lo cual se
puede ver como una reduccién de los grados de libertad. Por ejemplo, el sistema de ecua-
ciones (3.2) admite una solucién tal que y(t) = e’z(t). De hecho, si sustituimos y = ez
en la lagrangiana de Bateman se obtiene, médulo una derivada total, la lagrangiana de
Caldirola-Kanai [9, 10].
Por otro lado, la hamiltoniana esta dada por

PzD i
==Y + — (yp, — xps) + mwiry (3.3)

Hp 5

donde

Do = MY — %y, Dy = mT + %w (3.4)

Una forma de relacionar el sistema de Bateman con el de Caldirola-Kanai, en la formulacién
hamiltoniana, es por medio de la transformacién canénica dependiente del tiempo [5]?

1 _ v 1 ol
X:7< Tty 7t ) y:7<_7t v )

V2 SRR A A V2 Yoot b (3.5)
p_ L (% 7t Y ot p_ L e gl '
V2 wgpm+€ py —myel |, V=75 Py — e px+m2:c .

!Esta lagrangiana es invariante bajo las transformaciones z — X = e %2, y = Y = ey, donde « es
una constante. La cantidad conservada correspondiente es xy — ©y — yxy. Esta simetria esta relacionada
con el grupo SU(1,1) [29]. Las simetrias de la ecuacién de movimiento del oscilador amortiguado y la
accién del sistema de Caldirola-Kanai se estudian en [30]
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CAPITULO 3. EL SISTEMA DE BATEMAN
3.1. CUANTIZACION CANONICA

La nueva hamiltoniana

2 2 2 2
K=oty T (o0 My, (36)
m m

corresponde a dos sistemas de Caldirola-Kanai (sin interaccién) con coeficientes de friccion
+7. Uno puede deshacerse del sistema con coeficiente de friccién negativo (suponiendo que
v > 0) imponiendo Y =0 = P,.

3.1. Cuantizaciéon canodnica

Los conmutadores fundamentales son

[337 y] = O, [mypa:] = Zha [m7py] = 07

. (3.7)
ly. p.] =0, [y.p,] =ih, [P, py] =0,
El operador hamiltoniano correspondiente, ordenado simétricamente, es
PP g
Hp =~ +mwzy + ~ (yp, + Pyy — TP, — P.) . (38)

4

3.1.1. Eigenfunciones de Hp

Para resolver la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo seguiremos, esencial-
mente, las referencias [5, 31]. En primer lugar, notemos que la hamiltoniana (3.8) se puede
escribir como la suma de dos operadores que conmutan:

+ mw’zy, H =" (pyy — xp, +ih). (3.9)

H, — PPy
m 2

Entonces un eigenket ¢ de Hpg con eigenvalor £ también satisface
Hy¢p = hwno, Hip = hy)\o, (3.10)

tal que & = hwn + Ay, donde n y A son adimensionales.
Es conveniente usar la representacién definida en el espacio de funciones complejas

f(x,py) por: ¢f = af, p,f = —ihof/0z, yf = ihdf/0p,, p,f = p,f. Entonces las
expresiones (3.10) equivalen a

¢ =ng, (3.11)

¢ = 2o, (3.12)

2El generador de esta transformacién se presenta en el siguiente capitulo en el contexto de la hamilto-
niana de Galley.
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CAPITULO 3. EL SISTEMA DE BATEMAN
3.1. CUANTIZACION CANONICA

0, en términos de zy = x £ ip,/mw,

99 9o _
b TR 0o ne, (3.13)
0¢ g :
Z+£ + 2787 = (—2Z>\ - 1)¢ (314)
La solucién general de (3.13) es
Bz ) = g2 ) (3.15)

donde ¢ es una funcién arbitraria. Sustituyendo (3.15) en (3.14) se obtiene la expresién
22,2 g (z12-) = (n—2ix— 1)g(z12_) (3.16)
que permite determinar g. El resultado final es

2\ ? :
Ona(z4,2-) = (—) (z+,z,)’M’%. (3.17)
Z+
Los valores de n y A dependen del régimen de amortiguamiento. Por ejemplo, cuando
w > 0, ny A se eligen reales para que el espectro de Hp corresponda al de un operador
hermitico®. En este caso z_ = z7, entonces, usando z5 = e en (3.17) se encuentra

. . —in—1
Gy = e~ M2 1 — oxp [—z’n tan ™! (py/mwx)] (932 +p§/m2w2) Ae (3.18)
El espectro de Hp es, en este caso, continuo, infinita y numerablemente degenerado
§ = hwn + hyA, neZ X eR. (3.19)

Los casos de sobreamortiguamiento y amortiguamiento critico se analizan con detalle en
[5]. Se encuentra, por ejemplo, que los espectros del hamiltoniano también son continuos
e infinita pero no numerablemente degenerados.

3.1.2. Eigenvalores de energia

El sistema de Bateman es visto, usualmente, como un modelo sistema-ambiente con la
energia total (conservada) dada por Hp. Bajo esta interpretacion, el sistema cudntico
tiene un espectro de energia (3.19) que no estd acotado por debajo. De acuerdo con [5],
esto no es un problema en tanto el sistema se mantenga aislado y la energia inicial sea
positiva.

Ciertamente Hp es una cantidad conservada con unidades de energia, pero no nos es
claro su significado fisico. Como se sefialé anteriormente, las ecuaciones de movimiento
(3.2) corresponden a dos sistemas independientes que, en el limite v = 0, corresponden a

3La cuantizacién de Feshbach-Tikochinsky [32] aprovecha la estructura del grupo SU(1,1) que posee
este sistema. Sin embargo, este método conduce exclusivamente a eigenvalores de Hp complejos.
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CAPITULO 3. EL SISTEMA DE BATEMAN
3.1. CUANTIZACION CANONICA

dos osciladores arménicos de frecuencia wy. Con base en esta observacion y, de acuerdo
con la ecuacién (1.1), definimos la energia mecanica total

2
mw
4 +

2 2
Pzt P
0 (2% +y7) = xzm ’ 2

E =2 (" + %) + mw?

2 (@ +9?) + 2 (ypo —2py)  (3.20)

2

donde w? = w + (v/2)?. Ahora bien, bajo la dindmica no conservativa dictada por las
ecuaciones de Euler-Lagrange o de Hamilton, E no se conserva

dE v
— = — (=) + 77 (apy +ypa) —m- (27 =) (3.21)

Esto no es una contradicciéon porque no estamos interpretando al sistema de Bateman
como un sistema-ambiente, en cuyo caso si deberia ser conservativo.
El operador correspondiente a (3.20) se puede escribir como

E - (1 - i) (aTa + %) + (1 + i) (bTb + %) (3.22)

donde los operadores

mwy [z +y+i(e—y) p.—py—i(p:+Dy)]

— — 3.23

a | 5 T | (3.23)

ot = s [y i@ —y) PPy Ti(pe Py ] (3.24)
2h | 2 2muwy 1’ '
mwy [x+y—i(xe—y) Px_py+i(pw+py)-

b 3.25
| 5 + CTo | (3.25)
mws [z+y+i(®—y) p.—py—i(Ps+Dy)]

b — + y y 3.26
| 5 + Srias | (3.26)

satisfacen [a, a'] = 1, [b, b'] = 1 mientras que el resto de conmutadores son cero. Entonces,
los eigenvalores de E son

Enm:thrKl—QL)n%—(l%—QL)m%—l], (3.27)

W W4

donde n,m = 0,1, 2, .... Este espectro es positivo y, en el limite v = 0, corresponde a la
suma de las energias de dos osciladores independientes de frecuencia wqy. Por esta razén,
desde nuestro punto de vista, EZ es mejor candidato que Hp para representar la energia
total del sistema formado por los osciladores = y y involucrados en la lagrangiana de
Bateman de acuerdo con las ecuaciones (3.2).

En el siguiente capitulo vamos a presentar un formalismo que generaliza el sistema
de Bateman. Ademds, senialaremos algunos detalles que, en nuestra opinién, dificultan la
interpretacion de la teorfa cuantica de este sistema.
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Capitulo 4
Acciéon de Galley

Enseguida se describe un formalismo clasico para la descripcion lagrangiana de sistemas no
conservativos [7, 12]. El método se basa en la duplicacién de las coordenadas y velocidades
generalizadas, (¢, ¢') — (q{ il gk, dd ) Sea L(q’, ¢') un sistema conservativo con n grados
de libertad. La correspondiente lagrangiana no conservativa se define como

Mg 41, @2, 62) = Doty ) — L{az, d2) + K (a1, d1, 42, G2), (4.1)
donde K es antisimétrica bajo (¢f,¢l) < (¢i,¢l) y funciona como el potencial de las

fuerzas no conservativas. Las ecuaciones de movimiento se obtienen por medio de un
principio variacional. Se define la accion S como

ty
Slal ql] = / Al ! gl bt (4.2)
t;

El Principio de accion estacionaria compatible con valores iniciales de Galley establece
que la evolucién dindmica del sistema es tal que hace extrema a la accién, 6,5 = 0.
Para eliminar los términos de frontera que surgen de realizar la variacién de la accién y
establecer las ecuaciones de movimiento se imponen las siguientes condiciones

81 (t;) =0, g5 (t;) =0 (4.3)
g1 (tr) = a3 (ts), g1 (tr) = g5 (ts), 8qi (ts) = 8q3(ty). (4.4)

Las ecuaciones (4.4) constituyen la condicion de igualdad. Entonces se obtiene el sistema
de 2n ecuaciones diferenciales de segundo orden

d (OA OA
it (o) ~ o T e
o bien,
d aL(Qav Qa) aL(Qaa (ja) I
i (o ool T o
donde las D! son las fuerzas no conservativas,
d (0K 0K
D,y=(-1|—|=— ] —=—|. 4.7
= {dt (3615) 395} o
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CAPITULO 4. ACCION DE GALLEY
4.1. LIMITE FISICO

4.1. Limite fisico

Galley postula el limite fisico para deshacerse de los grados de libertad adicionales. Este
paso consiste en identificar (¢!, ¢!) con (¢i,dl) a nivel de las ecuaciones de movimiento.
Con esta operacion se obtiene un conjunto de ecuaciones de movimiento [¢f. Ec. (1.2)] con
las fuerzas no conservativas dadas por D; = (Dqr)p; (el subindice PL indica la aplicacién
del limite fisico).

Presentado de esta manera, el limite fisico parece una forma no muy elegante de
obtener las ecuaciones de movimiento no conservativas. Pero, resulta que esta manio-
bra ya estd, de cierto modo, prevista en el principio de accién estacionaria. Veamos
esto con un ejemplo simple. Sea A = 2 (¢} —¢3) + 5 (¢192 — ¢1¢2), las ecuaciones
de Euler-Lagrange (4.6) forman un conjunto de ecuaciones diferenciales simétrico bajo
(91541, G415 25 G2, G2) — (25 G2, G2, 415 G1s G ),

dl + ’VQ2 = 07 (j2 + VQI = 07 (48)
La solucion de este sencillo sistema de ecuaciones diferenciales acopladas es

q(t)=Ae "+ B +C+ D

4.9

q2(t) = Ae™"" — Be" + C — D. (4.9)
Ahora, imponiendo ¢;(tf) = ¢2(tf), como requiere el principio variacional, se obtiene D =
—Be'r. Por otro lado, la condicién ¢1(tf) = ¢2(ty) conduce a B = 0, entonces D = 0y,
finalmente,

@(t) = q(t) = Ae" + C = q(t) (4.10)

Notese que para obtener esta solucion no ha sido necesario aplicar el limite fisico tal como
lo prescribe Galley, el cual transformaria el sistema (4.8) en una sola ecuacién

G+ i =0. (4.11)

Una inconveniencia que podria surgir al tratar de resolver un problema de esta manera
seria la complejidad del sistema de 2N ecuaciones acopladas (4.6). Esto se puede solventar
usando las coordenadas £

1
I I T
=+—(q; £ ¢). 4.12
qy \/5((]1 QQ) ( )
En particular, las ecuaciones de Euler-Lagrange del problema que estamos usando como
ejemplo serian

d d
m— (q+ + =0, m— (¢ —vq—) = 0. 4.13
7 (4 +744) 7 (- —74-) (4.13)
La ecuacion de ¢, se puede identificar inmediatamente con la de una particula con amorti-
guamiento lineal. La ecuacién de ¢_ bien podria describir a ¢, (—t) pero, en concordancia
con el hecho de que ¢;(t) = ¢(t), se le debe asignar la solucién trivial.
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CAPITULO 4. AC(;I()N DE GALLEY
4.2. FORMULACION HAMILTONIANA

Con excepcion de las lagrangianas cuadraticas, las ecuaciones de Euler-Lagrange en las
coordenadas + no quedan desacopladas como en este ejemplo, no obstante, ¢’ (t) y ¢’ (t)
deben ser siempre cero, entonces, sustituyendo estas soluciones en las ecuaciones de qfr se
obtienen las ecuaciones de movimiento del sistema no conservativo. Por ejemplo, sea

—

A:—m7l“‘+-7._",+m%(7%‘+-7_’;—7._",'F+)+\f2k(77+~7_"+—2f+'77,+f‘,-7“,)7

=

VO (Fy Ty A2 T AT T) 2. (4.14)
La ecuacién de movimiento de 7, es
0= —mity — mAiy + V2k(F. — 7)) (Fy - 7y — 27 -7+ 7 7 )2
NP+ P (P - Py 27, - P 7 7) 2. (4.15)

Sustituyendo 7= =0 = P y haciendo el reescalamiento 7, /v/2 = 7 se obtiene
-, N T
mi’+myr'+ k— =0, (4.16)
r

que es la ecuacion del problema de Kepler en tres dimensiones con friccién lineal.

Una de las ventajas las coordenadas £ es que las ¢/ tienen una interpretacién fisi-
ca directa, son las coordenadas generalizadas del sistema no conservativo. No asi con las
coordenadas ¢! o ¢f, cuyo contenido fisico depende que las condiciones de frontera espe-
cialmente disenadas para este principio variacional.

En este punto finaliza lo que se hemos retomado del formalismo de Galley [7]. Galley
da una descripcién maéas detallada de esta formulacion para sistemas no conservativos y
su expansién a campos cldsicos en [12]. El resto de este capitulo es trabajo propio que
se ha hecho, principalmente la formulacion hamiltoniana, con el objetivo de tener mas
herramientas para poder construir una teoria cuantica.

4.2. Formulacion hamiltoniana

Sean 71 = (¢f,¢l) y 2 = (¢3,4%). Se definen los momentos canénicos

ON (%1, 22)
ot

ON(Z, ©s)

4.1
e

(T, 72) = Tor (T, Z2) = —

los cuales satisfacen my;(¥1,Z2) = mor (%2, #1). En efecto, debido a su antisimetria, la la-
grangiana A(Z1, ) es de la forma f(&1) — f(22) 4+ g(&1)h(Zs) — g(&2)h(ZF1), entonces

L of (& dg(Zy) , S
T (L1, 7o) = J;Effl) + ga(q'gil)h(@) — 9(72)
1 1

Oh(T)  OMN(T,,T)
ogl dg!

= 7T2[(fg, fl) (418)

La hamiltoniana H se define como la transformada de Legendre de A con respecto a las
velocidades generalizadas:
H = mrq — mordt — A (4.19)
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CAPITULO 4. ACCION DE GALLEY
4.3. TRANSFORMACIONES CANONICAS

Definida de esta manera, H resulta antisimétrica bajo (¢!, i1, ¢k, mor) — (¢4, war, ¢t 711).
Ahora, suponiendo que A no depende del tiempo explicitamente

OH OH OH OH OA OA
__dI__ I__dI__dI:d_ :d A_-]__-I_
9q] "M " 0% oe] T T oy M = 1Y ( N 645>
oN  ,  ON  , oA T oA
= — —dgy, — id | = | — ¢od | = 4.2
aq{d% + 3(]5 43 — q; (3q{) as 3(]% ;o (4.20)

igualando la derivadas parciales en esta tltima expresién y usando (4.5) se obtienen las
ecuaciones de Hamilton:

OH OH OH OH
i A T = —— To] = —. 4.21
a1 871'1[ ) ds 87'('2[ ) T1r aQ{ ) Tor aqg ( )
Las ecuaciones de Hamilton se pueden resumir en la expresion general
dF or
— ={F — 4.22
= {F e+ (422

donde F' es una funcién arbitraria que depende de coordenadas, momentos y posiblemente
del tiempo. El paréntesis {, }¢ se define como

{A,B}Gzi [aA 0B  0A OB <8A 0B  0A 83)} (423)

T 8_(]{87711 B 87?118_(]{ B 8_61587'['2[ B 871'218_(15

Este paréntesis satisface las mismas propiedades que el paréntesis de Poisson usual. Los
paréntesis basicos son:

{qu q({}G = 07 {Q£7 7TLLJ}G = (_1)a+15§7 {7Ta177TaJ}G = 07 (424)

donde I, J=1,...nya=1,2.

4.3. Transformaciones canonicas

Debido a que el paréntesis {, }¢ no coincide con la definicién usual del paréntesis de
Poisson debemos reescribir el formalismo estandar para ajustarlo al lenguaje que estamos
utilizando. En esta seccién se realizara esto para las transformaciones candénicas con base
en la referencia [33].

Se busca un cambio de coordenadas (¢!, 717, qd, mor) — (QI, 1117, QL Tlyr) tal que las
ecuaciones de movimiento mantengan la forma (4.21), es decir,

., 0K . oK L, 0K . 0K

Ql 8]._.[1[ ) 17 6@{ ) QQ aHQI ) 21 an ) ( )
donde K es la hamiltoniana. Nos vamos a restringir a transformaciones que satisfacen?
(=) QL s} = dapdy, {Q1, QY =0, {ar, Mps}e =0, (4.26)
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asi como
0Q7 0K —-H) 0Qy O(H—-K)
o Oy ot Olly (4.27)
ol O(H - K) Olly; 0K —H) '
ot ot ot 0QF
conl =1,....Nya,b=1,2.
Las condiciones (4.26) equivalen a
ii(_l)b-i-c 8Q£ Ol . Ol aQi - 5J
—1 I—1 dq] Omy, g Omr) W
2 N
an ch[ 8Hc[ an)
—1)° - — =] =0, 4.28
;;( ) ((‘9%{ dqf g Iqf (428)
if]—l)c (acx oM, Ol 9Q! ) 0
—1 =1 87raJ 67rbL 67raJ 87TbL '
(4.27) y (4.28) garantizan la existencia de la funcién generatriz F'
2 N
Y [(Fardgy — MardQL) (—1)1] + (K — H)dt = dF, (4.29)
a=1 I=1

de la cual podemos obtener la relacién entre las nuevas coordenadas y las originales por
medio de

OF OF

Har = @(—1)[1, Tal = a—qg

(—1)°+t, (4.30)

Asi como

_OF

IC—H—E.

(4.31)
Si la transformacién no involucra al tiempo explicitamente se puede elegir K = H(Q?!, T1,;).

Con las ecuaciones (4.31) y (4.30) podemos enunciar inmediatamente la ecuacién de
Hamilton-Jacobi. Suponemos la existencia de una transformacion candnica tal que la nueva
hamiltoniana es cero y, por lo tanto, las nuevas coordenadas son constantes de movimiento.
Estas condiciones conducen a

a9S a8
1 _1\a+1 —
H (qa, i) ,t) + 5 =0, (4.32)

La funcién generatriz, denotada en este caso como S = S(q!,t), depende de 2n+1 variables
pues las otras 2n son constantes de integracion.

LAunque pueden existir transformaciones que no cumplen estas condiciones y aun asi mantener la
forma de las ecuaciones de movimiento [33].
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Las coordenadas +

Para un sistema unidimensional tenemos

1
¢+ = *—=(0 £ q2), T = —=(m £ ). (4.33)

V2 2

Esta es una transformacién canénica muy simple generada por F(qi, g2, 74, 7_) = m1q1 —
Gy = (74 +7_)q1 /2 — qo(my — 7_)/\/2. Los paréntesis bésicos son

{qua qf}G = 07 {qu ’/Tf}G = Zha {q+> 7T+}G = Oa

. (4.34)
{a+. 7 }e =0, {g-, 74} = —ih, {mr.m}e=0.

Como se explicé en la Seccién 4.1, ¢, y 74 son las coordenadas relacionadas directamente
con el sistema no conservativo. Notese que, similarmente a lo que ocurre con el sistema de
Bateman, estas variables tienen un paréntesis nulo.

4.3.1. Transformaciones continuas

Consideremos una transformacién canénica dependiente del parametro «,

Q(Iz = Q({L(q&],ﬂ'aj,t,@), Hal = HaI(qguﬂ-aJataa>7 (435)

con la condicion de que o = 0 representa la transformaciéon identidad.
Derivando (4.29) con respecto a «, evaluando en o = 0 y reacomodando se obtiene

2,N
, aHal I an T 8/C
(=1 [ L~ = dm, | + — dt =
C;l da a=0 da a=0 oo a=0
oF 0Q! A ,
entonces
0Qq oG Ol oG oK oG
a — -1 a+1 a _ _1)e o _9& n
ol _ T om V Ga T Y el T o W39

Podemos ver las soluciones de las ecuaciones de las ecuaciones de Hamilton
(gl (t), mir(t), gk (t), mar(t)), con t vista como un pardmetro, corresponden a una transfor-
macién candnica continua para la cual G = H.

4.4. Oscilador arménico amortiguado

La lagrangiana de Galley es

. m~y . .
(qg - WSQS) + T(%QQ — 1G2), (4.37)
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Usando la definicién (4.19) obtenemos la hamiltoniana

2 2 2

T -7 mw v T v
===+ (6l = &) + 5(@m—pm) = —me’qiq — o (@ +mig)
(4.38)
donde
2 _ 2 7\?
wi=wy—(5) (4.39)
Las ecuaciones de Hamilton son
. Ty 7 . 2 v
4+ = — — §Q+7 Ty = —Mw g+ — §7T+7
B Y N (4.40)
G- =——+2q-, 7o = mwiq_ + <7m_.
m 2 2

Como hemos mencionado antes, sélo ¢, y 7, describen al sistema no conservativo, que en
este caso se trata del oscilador armoénico amortiguado unidimensional. La energia £ del
oscilador, como se defini6 al inicio, esta dada por

2 2 2
_Mm.y  mwy o Ty Y MWy o
E= 59+ + 5 b+ =5, T W+ + 5 I+ (4.41)
y satisface [3],
dE 2 T 2 N o
— = ML = =y T =y <§> mq; (4.42)

Ecuacion de Hamilton-Jacobi

Conviene escribir la hamiltoniana (4.38) como

H=w (PP = QiQo) = 2 (QuP- + PrQ-) (4.43)
donde
Q: = Vmwas, Py == (4.44)

En lugar de resolver (4.32) para determinar S’(Q,Q_), resolveremos la ecuacién de su
transformada de Legendre S(Q, Py ). La forma de la ecuacién es la misma, H+09S5/9t = 0,
pero ahora debemos sustituir P_ = 95/0Q, y Q_ = 0S/0P,, esto nos conduce a

oS S\ ~ oS S\ oS

Consideremos el caso w? > 0. Usando el cambio de variables Q. = rcosf, P, = rsinf se
encuentra

W — 5=+ = = 0. (4.46)




CAPITULO 4. ACCI(')N,DE GALLEY
4.5. ACERCA DE LA CUANTIZACION CANONICA

La soluciéon de esta ecuacion es

A 2 A P 2
S = —iQ + —Anr — ¢t = _e+A tan ! (—+> + =AIn\/Q% + P2 — &t (4.47)
w gl w Q+/) v
Derivando S parcialmente con respecto a & y A e igualando a las constantes —ty v a
respectivamente se obtiene
Q. = Ae 27 coslw(t — to)], Py = —Ae 270 ginfw(t — to)], (4.48)

donde definimos A = €29,

Hamiltoniana dependiente del tiempo

El sistema (4.38) se puede relacionar con el de Caldirola-Kanai usando, esencialmente, la
misma transformacién canénica (3.5). En el lenguaje de la Seccién 4.3 tenemos?

1 _ vy o 1 0% )
Q+ /5 ((J+ € 4= 5 5¢ W—) , Q- /2 <q_ +eqt omw2 )

1 [wi 1 2
n=— (Zgw_ +evlry — m;e”’thr) R | 7 <7r+ - %6_7%_ + m;q+> .
Tomando en cuenta que los pares conjugados canénicamente son (Q.,11_) y (Q_,I1,),
la nueva hamiltoniana corresponde a dos sistemas independientes de Caldirola-Kanai con
coeficientes de friccién +7:

H2 mw2 H2 mOJQ
Hl oyt — 012 At vt T+ 02—t ) 4.
c 2m 2 (e ‘ 2m * 2 77 ‘ (4.50)

(4.49)

4.5. Acerca de la cuantizacion canonica

Esta se efectiia promoviendo las cantidades clasicas a operadores y postulando

[qh (I2] = 07 [qh 771] = Zhv [qlv 772] = 07

. 4.51
(g2, m1] = 0, [qo, 72| = —ih, (71, o] = 0. (451)

Nétese que la hamiltoniana de Bateman (3.3) y la de Galley (4.38) son muy parecidas.
De hecho coinciden si identificamos (z,y, ps, py) con (¢4, —q—, 7—, 7). Aunque el forma-
lismo clasico es distinto, resulta que, con esta eleccién de los conmutadores basicos, las
descripciones cuanticas de estos sistemas son completamente equivalentes.

La principal inconveniencia que observamos en la cuantizacién canénica tiene que ver
con la prescripcién, natural en el formalismo de Galley, de asociar cantidades fisicas a
operadores de la forma F = F(q,m,). Debido a que [g,, 7] = 0, no se recupera, en
el limite v = 0, la descripcién cuantica estandar del sistema conservativo. En el siguiente
capitulo vamos a presentar un formalismo de cardcter cuantico con el que se intenta dar
salida a este problema.

2El generador de esta transformaciéon es F(qi,q_,Q+,114) = 2mw?q.q_/y — mwie '¢% /v +
V2q Ty — 2V2mwdQuq /v + Q4T e™ + 2v2mw?Qyqi e [y — 2mwi Q3 e’ [y — mw?e¥q} /v, con
I = 8F/8Q+, e —('9F/8q+, Qf = 8F/8H+, T+ = aF/aq,
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Capitulo 5
Sistema de Galley cuantico

Ahora vamos a describir una formulacién cuantica del sistema de Galley en el que la
evolucién temporal se implementa de una forma no convencional pero, consistente con
otros métodos de cuantizacion en la imagen de Heisenberg, por ejemplo, el descrito en [15]
e incluso con la descripcion basada en el sistema de Caldirola-Kanai.

En primer lugar, las cantidades clasicas se promueven a operadores, los cuales actian
sobre cierto espacio de Hilbert $) que se especificarda mas adelante. Se postulan las reglas
de conmutacion candnicas [25]

[qla (I2] = Oa [qlv 7'I'1] = Zha [qlv 772] = Oa (5 1)
(g2, ™1] =0, (@2, 2] = i, (71, m2] =0, .
Estos conmutadores basicos son compatibles con la elecciéon de gy y 7, donde
g1+ qo 7 £ 7
=+ , Ty = ———, 5.2
q+ NG + NG (5.2)

como los operadores de posicion y momento del sistema no conservativo debido a que
g+, 7] = ih.

El que la definicién del paréntesis clésico {, }¢ no coincida con la expresién usual del
paréntesis de Poisson sugiere la posibilidad de que la evolucién temporal de los operado-
res no se relacione directamente con el conmutador sino con una estructura alterna que
denotamos como {, }.

Sea O el conjunto de operadores lineales sobre §), entonces {, } : O x O — O satisface,
por definicion, las siguientes propiedades

{A> B} = _{Ba A}v (53)
{A+c¢B,C}={A,C}+{B,C}, ceC (5.4)
{AB,C}={A,C}B+ A{B,C}. (5.5)

Adicionalmente, se definen los casos particulares
{Ai(q1,m),Bi(q:, ™)} = [A1, By, (5.6)
{Al(qlaﬂ-l)vB2(q2aﬂ-2)} = Oa (57)
{A2(ga, m2), Bo(q2, m2) } = [By, Az (5.8)
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CAPITULO 5. SISTEMA DE GALLEY CUANTICO
5.1. EVOLUCION TEMPORAL

En el Apéndice A se muestra que {, } satisface, con operadores arbitrarios, la identidad
de Jacobi.

5.1. Evolucién temporal

Los operadores dependientes del tiempo, tales que F'(0) = F', se definen por medio de la

serie
tF#Hy,  L{F M} H)
Ft)=F+ ———t+ —
Q T (ih)°
El operador hamiltoniano es invariante H(qi(t), q2(t), 71(t), m2(t)) = H(q1, g2, 71, 72).
Derivando (5.9) con respecto al tiempo se obtiene

AR ()
h—
ST

Esta ecuacién diferencial es 1til en conjunto con los paréntesis basicos

{ql (t)v q2(t)} = 07 {(h (t)a ™1 (t)} = Zh’a {ql (t)7 772(t)} == 0,
{Q2(t)a ﬂl(t)} =0, {Q2(t), 772(t)} = —ih, {771(?5),7"2(75)} =0.

No es necesario postular (5.11) separadamente. Podemos conocer el valor de estos parénte-
sis en t = 0 con la definicién de {, } y los conmutadores bésicos. Luego, usando (5.9) se
muestra, en el Apéndice A, que estos valores son validos en ¢ # 0.

Antes de continuar con la discusion de este formalismo veamos un ejemplo de su fun-
cionamiento.

2+ . (5.9)

={F(t), H}. (5.10)

(5.11)

5.2. Oscilador amortiguado

El operador hamiltoniano es, de (4.38),

T, T

= mw’q,q- — % (m+q- +7-q4) (5.12)

donde w? = w3 — (%)2 (5.10) conduce a
an=""" g (1) = —mita 1) - (1), (5.13)
G (t) = —”‘T(t) n % 0 7 (t) = mwiq_(t) + %m@), (5.14)

que son idénticas a las ecuaciones clasicas. Las soluciones dependen del valor de w:

1. Amortiguamiento débil (w > 0):

. (t) =[xy cos(wt) + 7, sin(wt) /mw] e_i, (5.15)
7y (t) = [—mwz sin(wt) + 7y cos(wt)] e 2.
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CAPITULO 5. SISTEMA DE GALLEY CUANTICO
5.2. OSCILADOR AMORTIGUADO

2. Amortiguamiento critico (w = 0):

xy(t) =[xy + tmwy/m] e 2t 516)
(1) = 7"+€_%t. :
3. Sobreamortiguamiento (w = izm +i):
1 ) _ W
t) = (2-3)t L = _ T+ (43
=0=3 (et mQ) "3 (2 mQ> o (5.17)
me () = = (g +m,) el — = (mQa, —my) e (273

2 2

Las expresiones para q_(t) y 7_(t) son idénticas excepto por el signo de 7.
Alternativamente, la expresion (5.9) conduce a

art=a. 0 (T Ja) o 5 (e (1)) 0 -o)

P (G- () ) ot (-3 (3)) )+ 69
mo(t) = m ot t (-matg — Jm )+ 5 (<4 (3)) w4 mntas

s (e =a (D)) e+ (G- (3)) )+ 519

que coinciden con las series de Taylor de g (t) y 7, (t) en (5.15).

5.2.1. Conmutadores dependientes del tiempo

Los operadores dependientes del tiempo del oscilador amortiguado (en cualquiera de los
tres casos) satisfacen

g (t), m (8)] = ihe ™™, lq-(t), m—(t)] = ihe™,
lg+(t),q-(t)] =0, [ (), 7w ()] = 0, (5.20)
g+ (1), - ()] = O, lg-(1), 74 ()] =

En primer lugar, podemos ver que, en general, [A(qy(t), 7 (t)), B(q-(t),7_(t))] = 0.
Entonces, el espacio de Hilbert del sistema de Galley es de la forma £, ® $_, siendo $
el espacio de estados fisicos.

Por otro lado, en la introduccion se abordé la incompatibilidad entre conmutadores
constantes e interacciones no conservativas. Estas dos caracteristicas estan presentes en
este formalismo pero de una manera consistente. El sistema de ecuaciones diferenciales
que se obtiene derivando el lado izquierdo de (5.20), por ejemplo,

Clan(t), ()] = (1), 7 ()] — s (0, 7 (0] — melan (1), a0, (5.21)

admite el lado derecho como solucion.

Cabe senalar que los operadores dependientes del tiempo de este ejemplo verifican los
brackets (5.11).
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CAPITULO 5. SISTEMA DE GALLEY CUANTICO
5.2. OSCILADOR AMORTIGUADO

5.2.2. Eigenvalores de energia
El operador de energia dependiente del tiempo es

a7 =" g ) m) + "ER) 522)

2
mwg
2

E.(t) = %

g+ (t)* +
donde w3 = wi + (%)2
positivo.

Sustituyendo (5.15) en (5.22) obtenemos

v [,]+ denota el anticonmutador. E., (t) es, claramente, definido

Bt) =[BT — 00 la- mi]. + D0 g2 . (5.23)

donde
1 2
B(t) = " {wg — (%) cos(2wt)] — % sin(2wt),
C(t) = cos(2wt) — % sin(2wt), (5.24)
2
D(t)=1+ iz <%> cos(2wt) + ;—w sin(2wt).

2
Wo Wo

La ecuacién de eigenvalores, en la representacion de las posiciones (q+f(q+) = ¢+ f(q+),
my f(qy) = —ihdf(q4)/0q+ ), estd dada por

d? my d N (ZmE(t)e”/t m m2w2

B(t)@ - iC’(t)?qu da = - zC’(t)E — D(t) = qi>] Y =0. (5.25)

WO
h

Pasando a la variable adimensional y = ¢+ obtenemos

> Ay (2BE(t) ., A
donde
_ 7
a= T’ (5.27)

Al igual que con las funciones de onda del sistema de Caldirola-Kanai, se propone ¥ (y) =
e’%yQP(y), siendo k£ un nimero complejo con parte real positiva que puede depender del
tiempo. La eleccion conveniente de k es

= \/D(t) _ Gt 2'0“;0‘ - L a—icwa), (5.28)

B(t)  B(t) B(t)  B(t)
donde se ha usado B(t)D(t) =1+ 502(15). Entonces, (5.26) se convierte en
0

d?P dP 2F(t
B(t)— —2y— + (W(o)

m"_1)P=0. 5.29
dy? dy ‘ > (5:29)
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Realizando el cambio de variable \/B(t)z = y, esta ultima ecuacién se transforma en

2p P 2K
P d +( (1)

—_— — T _1)P=0 5.30
et -1) P=o, (5.30)

dz? ZE

la cual tiene la forma de la ecuacién diferencial de Hermite. Las soluciones compatibles
. . 2E(t

con la condicién de frontera satisfacen W(O)e”t — 1 =2n, donde n = 0,1, 2,.... Entonces,

los eigenvalores son

1
E,(t) = hwy (n + 5) e, (5.31)
mientras que las eigenfunciones estan dadas por

mwo mwo

Un(, 1) = Ay (t) exp {—m (1 —iC(t)a) qi] H, { W(t)%] (5.32)

donde H,, es el polinomio de Hermite de orden m y los coeficientes de normalizacién
satisfacen

mwo 2
hB(t)>
A, (D) = (— 5.33
O =~ (533)
Las eigenfunciones son periodicas T' = .

Para obtener las eigenfunciones de energia con amortiguamiento critico tomamos el
limite 7 — 2wy en (5.23). Los coeficientes son ahora

B(t) = 1 — 2wot + 2wit?, (5.34)
C(t) = 1 — 2w, (5.35)
D(t) = 2. (5.36)

Los pasos que utilizamos en el caso anterior siguen siendo validos porque B(t)D(t) =
1+ C?(t). Ademés, B(t) # 0 para t real. Los eigenvalores son los mismos pero las eigen-
funciones ya no son periédicas.

Finalmente, el operador de energia en el caso de sobreamortiguamiento se puede escribir
en la forma (5.23) con los coeficientes siguientes

(%)2 cosh(20Qt) — w?

_ _ T
B(t) = RE 50 sinh(20t) (5.37)
C(t) = cosh(20t) — % sinh(20¢) (5.38)
72
D(t)=1+ (22 cosh(2Qt) — L% sinh(20t) (5.39)
wg 2wj

que también satisfacen B(t)D(t) = 1 4+ 2, C(t).

4dwg
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Operadores de creaciéon y aniquilacion

Una forma alternativa de obtener los resultados previos consiste en usar los operadores de
creaciéon y aniquilacién

a(t) = ] 20 {(1 —@'l) - (1) +¢”+(t)} ¥, (5.40)

2h 2&)0 mwo

al (t) = \/% {(1 + 22%0) a.(t) — 2%1 ¥, (5.41)

que satisfacen [a(t),a’(t)] = 1. Definimos el operador N (t) = a'(t)a(t), el cual satisface,
[N(#),a(t)] = —a(t), [N(t),a’(t)] = a'(t). (5.42)

Sea |n,t) un eigenvector de IN(t), entonces se puede mostrar que
a(t)|n,t) = /nln — 1,1), a'(t)|n,t) = /n+ 1, tjn +1,1). (5.43)

El mismo razonamiento que se usa en el caso del oscilador armoénico simple conduce a que
n debe ser un entero positivo o cero. Por otro lado,

1
E, (t) = hwpe " (N(t) + 5) , (5.44)
de donde se concluye que |n,t) también es un eigenvector E(t) son eigenvalor
hwoe™ 7t (n + %) Notese que estos son los mismos eigenvalores que se encontraron en la

cuantizacion canodnica del sistema de Caldirola-Kanai.

5.3. Implementacién fisica

Como se dicho, el formalismo que proponemos en este capitulo es analogo a la imagen
de Heisenberg de la mecénica cudntica. Los operadores, entre ellos los que representan
observables, evolucionan con el tiempo. El vector de estado, por su parte, corresponde
a la preparacién del sistema [34]. Tenemos pendiente, entre otros aspectos, el desarrollo
de la ‘imagen de Schrodinger’, es decir, una formulacién alternativa en la que el vector
de estado, y no los operadores, evoluciona con el tiempo. Las dos imagenes (suponiendo
que existen) son complementarias y hay conceptos que resultan més sencillos de entender
en una u otra. En particular, los conceptos fundamentales de la mecanica cuantica, tales
como preparaciones, pruebas, estados, mediciones, etc., se presentan por lo general en la
imagen de Schrodinger (25, 34].

Encontramos que la evolucién que describe la ecuacién (5.10) no es unitaria, es decir,
los operadores dependientes del tiempo no se pueden escribir como F(t) = U'T(t)FU (t),
donde U (t)UT(t) = U'(t)U(t) = 1. Esto no nos sorprende demasiado porque una evolu-
cion unitaria implicaria reversibilidad, la cual es una caracteristica que no esperamos que
esté presente en la dindmica que intentamos describir!, la de un sistema no conservativo.

!La evolucién no unitaria se encuentra, por ejemplo, en modelos de 4tomos en interaccién con campos
electromagnéticos [25]. Sin embargo, aqui la situacién es un tanto diferente dado que no estamos usando
un modelo sistema-ambiente.
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Por otro lado, los operadores correspondientes a la posicién y el momento fisicos (de
acuerdo con la definicién del Capitulo 2) estan dados por

qt) = . (0), p(t) = 7o (t) — mLq. () (5.45)

y satisfacen,
lg(t), p(t)] = ihe™" (5.46)

Por si mismo, este resultado no genera tanto conflicto. En tanto este conmutador no
sea cero sera imposible, al menos teéricamente, determinar la posicién y el momento de
manera simultdnea [34], es decir, con un mismo experimento. En cambio, la relacién de
incertidumbre "

Tq0p > 56_%. (5.47)

sl representa, en primera instancia, una violaciéon del Principio de Incertidumbre, en el
sentido que se explicé en la Seccion 2.3. En este punto podriamos invocar una solucién
como la de Schuch porque, al igual que en el sistema de Caldirola-Kanai, las variables de la
teorfa de Galley no son las variables fisicas (en el Apéndice B se muestra que el paso a las
variables fisicas no corresponde a una transformacién canénica). Sin embargo, esto requiere
la imagen de Schrodinger, pues debemos dar la relacién entre la funcién de onda en el
espacio fisico y la funcién de onda en el espacio canénico [16]. Una posible interpretacion
de este resultado que, sin embargo, dejamos para un trabajo futuro, tiene que ver con
la pérdida del cardcter cuantico, donde entran en juego conceptos como decoherencia y
correlacion cldsica [35].

Ahora debemos comentar acerca del espectro de energia dependiente del tiempo que
obtuvimos. Cuando la evolucion corresponde a una transformacién unitaria el espectro de
un operador no cambia A, = \,¢0, — [UT(t) AU (t)][UT(t)¢n] = \u[UT(t)y]. En nuestro
caso, la evolucién no es unitaria y los eigenvalores dependen del tiempo. Entendemos
la distorsion del espectro de energia como resultado de la interaccién con los agentes
externos (que no estamos modelando) responsables de la dindmica no conservativa. Los
eigenvectores de energia forman una base del espacio de Hilbert que es continuamente
deformada. Cabe senalar que la dimensién de este espacio no cambia con respecto al caso
conservativo.

Los resultados que hemos obtenido, entre ellos el espectro de energia (5.31) y el con-
mutador dependiente del tiempo (5.46), concuerdan con los que se obtuvieron con la cuan-
tizacion canodnica del sistema de Caldirola-Kanai. Sin embargo, se han obtenido aqui en
el contexto de operadores dependientes del tiempo. La imagen de Heisenberg del sistema
de Caldirola-Kanai no es muy sencilla de implementar debido a la no conmutatividad del
operador hamiltoniano en tiempo distintos [5, 23].
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Capitulo 6
Conclusiones

Revisamos algunos resultados acerca de la cuantizacién candnica del sistema de Caldirola-
Kanai y de Bateman. En el primer caso se obtienen resultados que se ajustan relativamente
bien a lo que podriamos esperar del oscilador amortiguado cuantico. Por ejemplo, los va-
lores medios del operador de posicion y momento satisfacen las ecuaciones de movimiento
clasicas. Por otro lado, el conmutador de estos operadores tiende a cero con el paso del
tiempo, esto se ha entendido usualmente como una violacién del Principio de Incertidum-
bre. Una explicacién a este problema, basada (aunque no rigurosamente) en la conexién
no unitaria entre la descripcion cuantica en el espacio candnico y el espacio fisico, fue
descrita en la Seccion 2.3.

Por otro lado, la hamiltoniana de Bateman no depende explicitamente del tiempo.
Usualmente ésta se considera el modelo sistema-ambiente mas simple, sin embargo, tal
interpretacion conduce a ciertas inconsistencias, como el hecho de que, en el caso conser-
vativo, la energia total no es la suma de las energias de los dos sistemas independientes.

Entre los avances que se hicieron en este trabajo estan el desarrollo del formalismo ha-
miltoniano de la teoria de Galley para sistemas no conservativos. Un calculo que involucra
practicamente todo lo que presentamos en el capitulo 4 es la ecuacion de Hamilton-Jacobi
para el problema de oscilador amortiguado. Se ilustré que el limite fisico es una consecuen-
cia directa de las condiciones de frontera con que se realiza la variacion de la accion. Se
propuso un esquema de cuantizaciéon no canénico para este formalismo. La razon principal
para no cuantizar canénicamente tiene que ver con la imposibilidad de asociar observables
a los operadores cuyas contrapartes clasicas corresponden a las cantidades fisicas.

Ha quedado pendiente la formulacién en la imagen de Schrodinger. Nos interesa cono-
cer como se modifica la ecuacion de continuidad con la evolucién no unitaria y compararla
con la que se postula, por ejemplo, en el contexto de la ecuacion de Schrédinger logaritmica
(2.43). Otro aspecto por estudiar es la decoherencia y clasicalidad del oscilador amortigua-
do cudntico. Con respecto a esto, se reporta en [24], que la matriz de densidad correspon-
diente a estados gaussianos del sistema de Caldirola-Kanai no manifiestan decoherencia
en contraposicion al sistema de Bateman.
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Apéndice A

Identidad de Jacobi

Para mostrar que {, } satisface la identidad de Jacobi notemos que, como resultado de la
definicién, se cumple

1. Sean P = AB, C' y D operadores arbitrarios, entonces

{P.{C,D}} +{C.{D,P}} +{D.{P,C}} = ({A,{C,D}} +{C.{D,A}} + {D,{A,C}}) B
+A({B,{C,D}}+{C,{D,B}}+{D,{B,C}}).

2. Si, en cambio, S = A + B, entonces

{s.{C, D}} +{C.{D,5}} +{D,{S5,C}} ={A,{C,D}} +{C.{D,A}} +{D.{A,C}}
+{B,{C,D}}+{C,{D,B}}+{D,{B,C}}.

De esta manera, podemos reducir {A, {C,D}}+{C,{D,A}}+{D,{A,C}} con ope-

radores arbitrarios a sumas y productos de

{A1.{C1,D:}} + {C1,{D:, A }} + {D1,{A1, C: }},
{A1,{C1, D>}} + {C1.{D>, A1 }} + {D>,{A:,C1 }},
{A1.{C5,D:}} + {Co,{D:, A1 }} + {D1,{A1, C2}},
{A1.{C5,D>}} + {C5,{D>, A1 }} + {D>,{ A1, C>}},
{A2,{C\,D:}} +{C,{D:, A2} } + {D1,{As,C }},
{A2.{C1,D2}} + {C1,{D>, A2} } + {D>,{ A2, C1 }},
{A2,{C5,D:}} + {C5,{D:, A2} } + {D1,{ A2, C>}},
{A2,{Cs, D>} } + {Co,{D>, A2} } + {D5, { A2, C> } },

O I O Ut = W N =
~— N N~

R

donde el subindice 1 o 2 indica que dependen sélo de (g, 1) o (gz, o) respectivamente.
Debido a (5.7), (A.2)-(A.7) son cero trivialmente. Por otro lado, usando (5.6) y (5.8), (A.1)

y (A.8) se pueden escribir en términos de conmutadores y son cero idénticamente.
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APENDICE A. IDENTIDAD DE JACOBI
A.1. PARENTESIS BASICOS CONSTANTES

A.1. Paréntesis basicos constantes

Sean A y B operadores de Schrodinger tales que {{A, B}, H} = 0. Entonces, la definicién
de los operadores de Heisenberg (5.9) conduce a

{A{t),B(t)} = {A+0{A,H} + *{{A, H}, H}/2! + ... B+ 0{B,H} + 0*{{B,H}, H}/2! + ..}
={A,B} +0({A,{B,H1}} + {{A, %}, B}) + 0> {A. {{B, H}, H}}+

2{{AH}. {B.H}} + {{{A 1}, H}. BY) /2! + ... (A.9)
donde @ = —it/h. Ahora, usando la identidad de Jacobi, se encuentra, por ejemplo,
{A.{B.#H}}+{{A. #H} B} = {{A, B}, #H} =0, (A.10)

{A{B K} M1} +2{{A 1} B, H}} + {{{A,#H}, #H}, B}
={A, {{B.#H}, H}} + ({B, M1}, {H,A}} + {{A, M} {B, 1} }+
{B,{#,{A,H}}}
= {1 AAA{BH}}} - {H,{B,{#H A}}}
= {1 {A{B,H}} +{B,{H,A}}}
={{{A,B},H},H}=0. (A.11)

Es decir,

{A(t),B(t)} = {A, B} +60{{A, B}, H} + 0*{{{A, B}, H}, H}+ .. = {A,B}. (A.12)
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Apéndice B
Variables fisicas

La formulacién hamiltoniana de la teoria de Galley contiene la dindmica que describen las ecua-
ciones no conservativas (1.4). Esto se puede mostrar del mismo modo que en la Seccién 2.0.1 para
la hamiltoniana de Caldirola-Kanai. Por simplicidad, consideraremos un sistema no conservativo
unidimensional con un potencial K lineal en las velocidades y sin derivadas totales.

De la definicién de los momentos conjugados canénicos (4.17) podemos ver que

- tand) _,, 9K pp= M) o OK gy
¢ 41 942 042
Las coordenadas (qi1,71,q2,7m2) y (q1,P1,q2,p2) no estan relacionadas por una transformacién
canénica porque, en general, {pi,p2} # 0, por ejemplo, en el caso del oscilador amortiguado,
{p1,p2} = ym.
Si las variables (q1,p1,¢q2,p2) son funcionalmente independientes podemos implementar la
transformacion general de coordenadas (g1, 71, g2, m2) — (¢1,P1, ¢2, p2). Bajo esta transformacién

20 (00K)0 0,0
oq1 oq1 9q1 042 ) Ops’ om op1’ (B.2)
9 .9 (35K> 9 90 .9 '
0 Oqo g2 0¢1 ) Op1’ dmy  Opa’
Por otro lado,
0K 0K 0K
H=(pi+ o)+ o0 — (p2— 2= ) do — Lg1,d1) + L(g2, o) — K
<p1 aq1> aql <p2 aq2> q2 (Q1 QI) (QQ Q2)
0K 0K
—H —H Cail AR ¢ B.
(q1,p1) (q2,p2) + o0 g1+ s o , (B.3)

donde 41 = ¢1(q1,p1) ¥ G2 = G2(q2,p2) y H es la hamiltoniana conservativa asociada a L. Cuando
K es homogénea lineal en las velocidades, g—gql + g—qu — K = 0 [3], sin embargo, es conveniente
mantener la expresion (B.3) sin hacer esta simplificacién.
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APENDICE B. VARIABLES FISICAS

Las ecuaciones de movimiento (4.21) equivalen a

_oH, 0Koh 0K

Op1 0¢10p1 Opi’

d OK 0H, 0K Jd¢1 0K ( 0 (9K> . ( 0 6K> ( 0Hy 0K 0qo 8K)
= N\ ) (57

0q1 O0¢2 dq1 94

q1
) + . a. — T 5 T aA. A =
P10t B4, 91 941 9q1 ' O
0H, 0K 04y | OK

~dps D Opy  Opa

© = Op 04 Ops  Opa
. dOK _ 0Hp (aaK>_ af(aq?_aK_<a‘9f(><3Hl+3Kaql_%>
P2 02 0qa 82961 ) ' " 042 0qz g 0q2 O op1  0¢10p1 Op1)’

donde Hy = H(q1,p1) v Hy = H(gq,p2). Por la definiciéon (B.1) y las condiciones que

hemos impuesto a K resulta que ¢; = ¢1(q1,p1) ¥ ¢2 = G2(g2, p2), con lo cual 8%1 = g—ﬁia%
y 0 = 98 0 Fpgonces podemos simplificar las ecuaciones de movimiento
Op2 Op2 942
_om o O (9K oK) oKon
N o n oq dq1  dt O¢y 41 0q1” (B.A)
i = OH, , OH; <8K d 8K> OK iy '
2 — 5 - Q= — —_— — = —_—
Ip2 b2 dq2 Oq2  dt 9ge 042 0qz
Sea F' una funcién del espacio fase (qi, p1, q2, p2), entonces
8 _(JE0 D) (080, _ or oty
dt dq1 Op1  Op1 Oqu g2 Op2  Op2 Og2 (B.5)

01 O

(OF (8K 40Ky ORGa) OF (' (0K 40K oK)
Op1 Oq1  dt 0q Op2 Oqa  dt O¢y D42 g2 |

Aplicando el limite fisico, esta vez a nivel de las ecuaciones de movimiento, esta expresion
toma la forma (1.4).
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Apéndice C

Particula amortiguada

C.1. Hamiltoniana dependiente del tiempo

El operador hamiltoniano es simplemente

H(t) = e”t% =e"E(t), (C.1)

La ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo es

0y fvt__hQ 62_2/}

h— = . C.2
or T om o (C.2)
Sustituyendo ¥ (z,t) = ¢(z)0(t) en esta ecuaciéon obtenemos
d2¢ 2mEy de l'Eoei’yt
g T e 00 i h (G:3)
Entonces las funciones de onda son
1 . [ Po Ey
t) = —q— —1T1(t C4
imlat) = e i (o= Sr0)) | (©4)

donde py = v2mEy y 7(t) = v (1 — e ). Las eigenfunciones del operador energfa son
ondas planas

1 .Po
t) = — C.5
O (0:) = o= exp (i%3'0) (C:5)
con eigenvalores
2
E(t) = e 2t 20 .
()= e 28 (C.6)

Consideremos un paquete de ondas gaussiano

vela.t) = (%) \/a—|—2i7117'(t)/am o (_a2(1 +2¢§;(t)/a2m>> - 6D
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APENDICE C. PARTICULA AMORTIGUADA
C.2. HAMILTONIANA DE GALLEY

En este estado los valores medios de los operadores de posicién y momento son cero

mientras que

e =5 (1+5000), Py =

a*m?
Por lo tanto, la relacion de incertidumbre en este estado es

h AR272(t)
O'qO'f, = 5 1 + W

C.2. Hamiltoniana de Galley

La hamiltoniana es

LT

Hpo = +m (1>2 4:q- — 2 (g +7qy).
pa m 2 2

Los operadores dependientes de tiempo son

_ I -t Tt (1ot
g+(t) =5 (L+e™) + = (1 -e™),

my(t) = % (1+e) + %qu (1—e).

El operador energia dependiente del tiempo es

nl m /y\2 B
E(t) = (ﬁ - Z[Q+77T+]+ Y (—) qi) e "

Las eigenfunciones de energia son

my

N . D
Gpo (¢4, 1) = (2m) " exp (Zﬁfﬁ + ZEO%)

2
: __ DPo 24t
con los eigenvalores dados por E,(t) = 52e™ "

(C.8)

(C.9)

(C.10)

(C.11)

(C.12)

(C.13)
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