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Caṕıtulo 1

Introducción

Las fuerzas potenciales son de la forma ~F = d
dt

(∂U/∂~̇r) − ∂U/∂~r, donde U = U(~r, ~̇r, t) y
representan interacciones de acción a distancia. Aquellas que no se pueden expresar de
esta manera son no potenciales y representan interacciones de contacto [1]. Las fuerzas

conservativas son tales que U no depende ni de velocidades ni del tiempo, es decir, ~F =
∇U . Las fuerzas, tanto potenciales como no potenciales, que dependen de posiciones,
velocidades y del tiempo son, en general, no conservativas [2]. La fricción lineal ~F = γ~̇r
es un ejemplo de fuerza no conservativa no potencial. Una fuerza externa dependiente del
tiempo es no conservativa pero śı es potencial ~F (t) = ∇(~r · ~F (t)) [3]. En este trabajo
trataremos exclusivamente fuerzas no conservativas no potenciales.

Una consecuencia inmediata de la acción de las fuerzas no conservativas es la variación
de la enerǵıa mecánica del sistema. La definición elemental de la enerǵıa mecánica de un
sistema de n part́ıculas puntuales es [3]

E ≡
n∑
i=1

mi

2
|~̇ri|2 + V (~r). (1.1)

Para los sistemas conservativos se cumple, en general, que E =
∑N

I=1 q̇
I∂L/∂q̇I − L y

E = H donde L y H son la lagrangiana y la hamiltoniana del sistema, respectivamente,
y las qI son las coordenadas generalizadas. Sin embargo, en los siguientes caṕıtulos se
describirán sistemas no conservativos en el contexto del formalismo hamiltoniano para los
que estas relaciones no son válidas y se debe recurrir a la definición básica (1.1).

Las fuerzas no potenciales, establecidas experimentalmente, son, en general, excluidas
en las formulaciones lagrangiana y hamiltoniana de la mecánica clásica. Esto no se con-
sidera un defecto de dichas formulaciones bajo el argumento de que las interacciones no
potenciales son el resultado conjunto de una cantidad enorme de interacciones potenciales
entre los componentes fundamentales de la materia [1, 4]. Los modelos sistema-ambiente
[5, 6, 7] se basan en esta idea. Éstos recrean una dinámica no conservativa a partir de
un sistema conservativo formado por un subsistema con pocos grados de libertad inter-
actuando con otro con una cantidad mucho mayor, o infinita, de grados de libertad, este
último denominado ambiente.

En general, las fuerzas no conservativas no afectan el número de constricciones y, por lo
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

tanto, tampoco el número de coordenadas generalizadas [2], esto permite incluir fuerzas no
conservativas, a mano, en las ecuaciones de Euler-Lagrange o de Hamilton convencionales.
Por ejemplo, a nivel lagrangiano

d

dt

(
∂L

∂q̇I

)
− ∂L

∂qI
= DI , (1.2)

donde las DI son las fuerzas no conservativas expresadas en coordenadas generalizadas.
Las ecuaciones de Hamilton correspondientes son (suponiendo que el sistema es regular)

q̇I =
∂H

∂pI
, ṗI = −∂H

∂qI
+DI , (1.3)

o, usando el paréntesis de Poisson

dF

dt
= {F,H}+

n∑
I=1

∂F

∂pI
DI +

∂F

∂t
, (1.4)

donde F (qI , pI , t) una función arbitraria del espacio fase y del tiempo.
El sistema no conservativo en el que estamos interesados principalmente es el oscilador

amortiguado. Éste admite una representación en el formalismo estándar con la hamiltonia-
na de Caldirola-Kanai, HCK(q, p, t), la cual depende expĺıcitamente del tiempo [8, 9]. No
obstante, esta hamiltoniana es de las llamadas no estándar, porque la dependencia tem-
poral aparece no sólo en el potencial sino en el término cinético, incluso en la definición
del momento canónico.

También contamos con la hamiltoniana de Bateman [10] o de Bateman-Feshbach-Morse
[11], HB(x, px, y, py), ésta no depende del tiempo pero incorpora un grado de libertad
adicional. Las ecuaciones de movimiento del sistema de Bateman corresponden a dos
osciladores, uno amortiguado y otro ‘amplificado’, este último con un coeficiente de fricción
negativo. El sistema de Bateman es considerado, usualmente, como el sistema-ambiente
más simple [5], con la enerǵıa total (conservada) dada por HB. Sin embargo, nuestro
punto de vista es que esta interpretación no es la más adecuada. Por ejemplo, la enerǵıa
total, en ausencia de interacciones, debeŕıa ser la suma de las enerǵıas de los sistemas
independientes representados por x y y, pero ocurre que, si una de ellas es cero, también
HB es cero.

Por otra parte, tenemos el formalismo lagrangiano de Galley [7, 12]. Éste se presenta en
el contexto de un principio variacional especialmente formulado para problemas de valores
iniciales. Lo remarcable de la teoŕıa de Galley es que permite incorporar interacciones no
potenciales mucho más complejas que el amortiguamiento lineal. De hecho, se puede ver
como una generalización del sistema de Bateman, con la diferencia de que en este for-
malismo se reconoce que sólo las funciones de ciertas coordenadas representan cantidades
f́ısicas.

El objetivo principal de este trabajo es el estudio de la teoŕıa cuántica correspondiente a
estas formulaciones hamiltonianas para sistemas no conservativos. El considerar esta clase
de interacciones en un contexto cuántico no debe resultar demasiado extraño. De hecho, si
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

aceptamos la idea de que los efectos no conservativos tienen un origen fundamentalmente
conservativo, debeŕıa existir una equivalencia, en cuanto al sistema no conservativo con-
cierne, entre una descripción basada en un modelo sistema-ambiente y una descripción
efectiva con pocos grados de libertad.

Ahora bien, uno podŕıa preguntarse acerca de la posibilidad de incluir interacciones no
potenciales en el formalismo estándar de la mecánica cuántica sin tener que recurrir a la
cuantización de alguno de los sistemas que hemos mencionado. En este sentido, se consi-
deró en [13] la posibilidad de implementar la cuantización de ciertos sistemas disipativos
modificando las ecuaciones de Heisenberg en forma análoga a (1.4), esto es

dF (t)

dt
=

[F (t),H(t)]

i~
+

N∑
I=1

[qI(t),F (t)]

i~
DI(t), (1.5)

donde H(t) es el operador hamiltoniano conservativo (pero ahora dependiente del tiem-
po) y DI(t) ≡ DI(xI(t),pJ(t)) son los operadores que a nivel clásico corresponden a
fuerzas no conservativas. Sin embargo, se mostró en [14] que, cuando las DI corresponden
a interacciones no potenciales, estas ecuaciones son incompatibles con los conmutadores
básicos

[qI(t), qJ(t)] = 0, (1.6)

[qI(t),pJ(t)] = i~δIJ , (1.7)

[pI(t),pJ(t)] = 0. (1.8)

En efecto, derivando (1.7) respecto al tiempo y usando (1.5) y la identidad de Jacobi se
encuentra

0 =
[
xI(t),DJ(t)

]
. (1.9)

Esta ecuación implica, dado que {qJ(t)} es un conjunto completo de operadores que con-
mutan, que las DI(t) dependen sólo de los operadores de posición, DI(t) = DI(qJ(t)).
Haciendo lo mismo con (1.8) se obtiene

0 = [DI(t),pJ(t)] + [pI(t),DJ(t)] . (1.10)

Esta expresión implica que ∂DJ/∂qI = ∂DI/∂qJ , que es la condición necesaria y suficiente
para la existencia de un función V (qJ) tal que DI = −∂V/∂qI .

En resumen, las ecuaciones (1.5) y los conmutadores básicos constantes sólo son com-
patibles cuando las interacciones son todas potenciales. Este análisis sugiere que, cuando
el sistema es no conservativo, los conmutadores de los operadores de Heisenberg son, en
general, dependientes del tiempo. De hecho, esta caracteŕıstica parece ineludible pues apa-
rece incluso en la imagen de Schrödinger en el caso del sistema de Caldirola-Kanai. La
cuantización que proponemos de la teoŕıa de Galley, al igual que otros esquemas de cuanti-
zación en la imagen de Heisenberg, por ejemplo [15], incorporan este resultado de manera
consistente.

El orden de este trabajo es como sigue. En el Caṕıtulo 2 se recopilan y discuten algunos
resultados tanto clásicos como cuánticos del sistema de Caldirola-Kanai. Además, se pre-
senta la solución de Schuch [16] al problema de la violación del Principio de Incertidumbre.
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

En el Caṕıtulo 3 se retoman algunos resultados acerca de la cuantización canónica del
sistema de Bateman y discutimos algunos aspectos relacionados con la interpretación f́ısica
de la teoŕıa.

En el Caṕıtulo 4 se presenta la formulación lagrangiana de la mecánica para sistemas
no conservativos de Galley. Aclaramos un aspecto controversial del formalismo, el llama-
do ĺımite f́ısico, y desarrollamos la formulación hamiltoniana. Cabe aclarar que Galley
perfiló en [7] una hamiltoniana que, sin embargo, no corresponde a una transformada de
Legendre de la lagrangiana y produce resultados inconsistentes.

En el Caṕıtulo 5 se propone un esquema de cuantización no canónico del formalismo
hamiltoniano desarrollado en el Caṕıtulo 4. Este esquema de cuantización es similar a
la imagen de Heisenberg de la mecánica cuántica y se presenta como una salida a las
dificultades que observamos en la cuantización canónica.

Finalmente, queremos señalar que este trabajo, como la gran mayoŕıa de la literatura
consultada, se apega al aspecto teórico del problema. No obstante algunas aplicaciones
prácticas, tales como, circuitos RLC mesoscópicos y efecto túnel con disipación se tratan
en [17] y [6] respectivamente.

6



Caṕıtulo 2

El sistema de Caldirola-Kanai

Sea L(qI , q̇I) un sistema conservativo con N grados de libertad I = 1, 2, ...N . Ahora
considere la lagrangiana

L̃(qI , q̇I , t) = eγt
[
L(qI , q̇I) + qIfI(t)

]
, (2.1)

donde las fI(t) son funciones sólo del tiempo y γ > 0. Las ecuaciones de Euler-Lagrange
correspondientes son equivalentes a1

d

dt

(
∂L

∂q̇I

)
+ γ

∂L

∂q̇I
− ∂L

∂qI
= fI(t). (2.2)

Estas ecuaciones diferenciales inhomogéneas llevan un término proporcional a las veloci-
dades generalizadas provisto que L sea cuadrática en q̇I .

Por ejemplo, sea L̃ = eγt(m
2
~̇r ·~̇r−V (r)). La ecuación de movimiento es ~̇p+γ~p+ r̂ dV

dr
= 0,

donde ~p = m~̇r. Un resultado inmediato es la dependencia temporal del momento angular
~J(t) = e−γt ~J(t0). En [19] se realizó un estudio acerca de las órbitas de este problema.

La formulación hamiltoniana se obtiene de la manera usual: H̃ ≡ p̃I q̇
I − L̃ donde

p̃I ≡ ∂L̃
∂q̇I

. Las ecuaciones de Hamilton son

q̇I =
∂H̃

∂p̃I
, ˙̃pI = −∂H̃

∂qI
. (2.3)

2.0.1. Variables f́ısicas

Motivados por la referencia [16], que se retomará en la Sección 2.3, denominamos f́ısi-
cas a las variables (qI , pI ≡ ∂L/∂q̇I = e−γtp̃I), en distinción de las canónicas (qI , p̃I).
Estas coordenadas no están relacionadas por una transformación canónica debido a que
{qI , pJ}qp̃ = e−γtδIJ .

1Las ecuaciones E-L originales están multiplicadas por un factor eγt. En casos como el del oscilador
amortiguado (no forzado), con este factor dependiente del tiempo la ecuación de Euler-Lagrange tiene la
forma autoadjunta [18]
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CAPÍTULO 2. EL SISTEMA DE CALDIROLA-KANAI
2.1. OSCILADOR AMORTIGUADO UNIDIMENSIONAL

Podemos escribir las ecuaciones dinámicas en las variables f́ısicas mediante una trans-
formación general de coordenadas

qI → qI , p̃I → pI = e−γtp̃I , t→ t. (2.4)

La regla de la cadena conduce a

∂

∂qI
→ ∂

∂qI
,

∂

∂p̃I
→ e−γt

∂

∂pI
,

∂

∂t
→ ∂

∂t
− γ

∑
I

pI
∂

∂pI
. (2.5)

Sea F una función del espacio fase canónico y del tiempo, F (qI , p̃I , t) = F (qI , e−γtpI , t).
Usado (2.3) y (2.5),

dF

dt
=
∑
I

[
∂F

∂qI
∂H̃

∂p̃I
− ∂F

∂p̃I

∂H̃

∂qI

]
+
∂F

∂t
=
∑
I

[
∂F

∂qI
∂H̃

∂pI
e−γt − ∂F

∂pI

∂H̃

∂qI
e−γt − γpI

∂F

∂pI

]
+
∂F

∂t
. (2.6)

Notando que e−γtH̃ = (e−γtp̃I) q̇
I − L = pI q̇

I − L = H(qI , pI) (H es la hamiltoniana
conservativa) obtenemos finalmente

dF

dt
= {F,H}qp − γ

∑
I

pI
∂F

∂pI
+
∂F

∂t
. (2.7)

donde {, }qp denota el paréntesis de Poisson en las coordenadas (qI , pI).

2.1. Oscilador amortiguado unidimensional

En este caso

L̃ =
m

2

(
q̇2 + ω2

0q
2
)
eγt. (2.8)

La hamiltoniana correspondiente es

HCK = e−γt
p̃2

2m
+ eγt

mω2
0

2
q2 (2.9)

y se conoce, principalmente en el contexto cuántico, como el sistema de Caldirola-Kanai
[8]. De acuerdo con el caṕıtulo anterior, la enerǵıa mecánica del oscilador no está dada
directamente por la hamiltoniana sino por

E ≡ m

2
q̇2 +

mω2
0

2
q2 = e−γtHCK . (2.10)

Antes de revisar la teoŕıa cuántica de este sistema veamos algunos resultados clásicos
interesantes.
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CAPÍTULO 2. EL SISTEMA DE CALDIROLA-KANAI
2.1. OSCILADOR AMORTIGUADO UNIDIMENSIONAL

Transformación canónica

Este problema se puede convertir en uno mucho más conocido mediante la transformación
canónica dependiente del tiempo [20]

Q = e
γ
2
tq, P = e−

γ
2
tp̃+m

γ

2
e
γ
2
tq, (2.11)

La nueva hamiltoniana es

K =
P 2

2m
+
mω2

2
Q2 (2.12)

y, dependiendo del valor de ω, puede corresponder a un oscilador armónico simple, una
part́ıcula libre o una part́ıcula amortiguada. Esta transformación nos permite identificar
inmediatamente una constante de movimiento

K = e−γt
p̃2

2m
+
mω2

0

2
q2eγt +

γ

2
p̃q =

m

2
eγt
(
q̇2 + ω2

0q
2 + γqq̇

)
. (2.13)

La ecuación de Hamilton-Jacobi

La ecuación correspondiente al problema (2.9) es

e−γt

2m

(
∂SCK
∂q

)2

+
m

2
ω2

0e
γtq2 +

∂SCK
∂t

= 0. (2.14)

Siguiendo el procedimiento descrito en [21], pasamos a la variable u = e
γ
2
tq, entonces

1

2m

(
∂SCK
∂u

)2

+
m

2
ω2

0u
2 +

∂SCK
∂t

+
γ

2
u
∂SCK
∂u

= 0. (2.15)

Sustituyendo SCK(u, t) = h(u)− ξt en esta expresión se encuentra

1

2m

(
dh

du
+m

γ

2
u

)2

+
mω2

2
u2 = ξ. (2.16)

Esta ecuación se puede integrar directamente para hallar h(u). El resultado final, para
ω > 0, es

SCK(u, t, ξ) = −
∫ √

2mξ −m2ω2u2du− mγ

4
u2 − ξt

= − ξ
ω

[
sin−1

(
mω√
2mξ

u

)
+

mω√
2mξ

u

(
1− mω2

2ξ
u2

) 1
2

]
− mγ

4
u2 − ξt. (2.17)

Usando la expresión ∂SCK/∂ξ = −t0, donde t0 es una constante, se encuentra

q(t) = q(t0)e−
γ
2

(t−t0) cos[ω(t− t0)] (2.18)

donde hemos definido ξ = m
2
ω2q2(t0)eγt0 . Además, se verifica que

p̃(t) ≡ ∂SCK
∂q

= e
γ
2
t∂SCK
∂u

= mq̇(t)eγt. (2.19)
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CAPÍTULO 2. EL SISTEMA DE CALDIROLA-KANAI
2.2. CUANTIZACIÓN CANÓNICA

2.2. Cuantización canónica

Los operadores de posición q y momento p̃ canónicos satisfacen, por definición, [q, p̃] = i~.
La ecuación de Schrödinger es, en la representación de las posiciones,

i~
∂ψ(q, t)

∂t
=

[
− ~2

2m
e−γt

∂2

∂q2
+ eγt

mω2
0

2
q2

]
ψ(q, t). (2.20)

Para resolver esta ecuación vamos a seguir aproximadamente el procedimiento descrito en
[21]. Otros métodos interesantes se describen en [20, 22, 23, 24].

Primero realizamos el cambio de variables (q, t)→ (y = eγt/2q, t). Entonces la ecuación
(2.20) se transforma en[

− ~2

2m

∂2

∂y2
+
mω2

0

2
y2

]
ψ(y, t) = i~

[
∂

∂t
+
γ

2
y
∂

∂y

]
ψ(y, t). (2.21)

Sustituyendo ψ(y, t) = e
ξt
i~φ(y), donde ξ una constante, y simplificando se obtiene[
− ~2

2m

d2

dy2
+
mω2

0

2
y2 − i~γ

2
y
d

dy

]
φ(y) = ξφ(y) (2.22)

o, en términos de la variable adimensional z =
(
mω0

~

) 1
2 y,[

d2

dz2
+ i

γ

ω0

z
d

dz
+

(
2ξ

~ω0

− z2

)]
φ(z) = 0. (2.23)

Para que las funciones de onda sean normalizables se impone la condición de frontera
ĺımx→∞ |φ| = 0. Entonces se proponen soluciones de la forma

φ(z) = exp
[
−κz2/2

]
θ(z). (2.24)

La única condición sobre κ es que su parte real sea positiva. Sustituyendo (2.24) en (2.23)
se obtiene la ecuación para θ(z),[

d2

dz2
− 2z

(
κ− i γ

2ω0

)
d

dz
+

(
2ξ

~ω0

− κ+

(
κ2 − i γ

ω0

κ− 1

)
z2

)]
θ(z) = 0. (2.25)

En el caso 2ω0 > γ podemos elegir κ = 1
ω0

(
ω + iγ

2

)
, donde ω =

√
ω2

0 − (γ/2)2. Con esta
elección la ecuación se reduce a[

d2

dz2
− 2z

ω

ω0

d

dz
+

(
2ξ

~ω0

− ω

ω0

− i γ
2ω0

)]
θ(z) = 0 (2.26)

o bien [
d2

dv2
− 2v

d

dv
+ 2n

]
θ(v) = 0 (2.27)
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CAPÍTULO 2. EL SISTEMA DE CALDIROLA-KANAI
2.2. CUANTIZACIÓN CANÓNICA

donde v = (ω/ω0)
1
2 z y 2n = 2ξ/~ω − 1 − iγ/2ω. Cuando n es un entero positivo o cero

las soluciones de esta ecuación son los polinomios de Hermite Hn. Entonces

ξn = (n+ 1/2) ~ω + i~γ/4 n = 0, 1, 2, ... (2.28)

Las funciones de onda son ortogonales y se normalizan con un factor que no depende del
tiempo

ψn(q, t) =

(
mωeγt

~π

) 1
4 e−i(n+1/2)ωt

√
2nn!

exp
[
−
(

1 + i
γ

2ω

) mω
2~

eγtq2
]
Hn

[(mω
~

) 1
2
e
γt
2 q

]
. (2.29)

Las ψn(q, t) no son eigenfunciones del operador hamiltoniano. Esto se puede verificar
calculando los elementos de matriz

〈ψm(t)|HCK |ψn(t)〉 =
~ω2

0

ω

(
n+

1

2

)
δnm +

~
2

(
i
γ

2
+
γ2

4ω

)√
(m+ 2)(m+ 1)e−2iωtδn−2,m

− ~
2

(
i
γ

2
− γ2

4ω

)√
(n+ 2)(n+ 1)e2iωtδn+2,m. (2.30)

Por otro lado, de acuerdo con (2.10), el operador enerǵıa es (en la imagen de Schrödinger)

E(t) = e−γtHCK . (2.31)

Las eigenfunciones de enerǵıa (y también del hamiltoniano) son

φn(q, t) =

(
mω0e

γt

π~

) 1
4 1√

2nn!
exp

(
−mω0

2~
q2eγt

)
Hn

((mω0

~

) 1
2
e
γt
2 q

)
. (2.32)

Estos eigenestados no son estacionarios porque, aunque E(t) es proporcional al operador
hamiltoniano, las soluciones de (2.20) no son eigenfunciones de HCK . Por otro lado, el
espectro de enerǵıa es discreto y se atenúa con el tiempo [22]

En(t) = ~ω0e
−γt
(
n+

1

2

)
. (2.33)

En t = 0 los estados de enerǵıa coinciden con los estados estacionarios del oscilador
armónico simple de frecuencia ω0.

Ahora considere un estado arbitrario ψ(t), el teorema de Ehrenfest nos dice que

d

dt
〈q〉 =

e−γt

m
〈p̃〉, d

dt
〈p̃〉 = −mω2

0e
γt〈q〉, (2.34)

entonces

d2〈q〉
dt2

+ γ
d〈q〉
dt

+ ω2
0〈q〉 = 0, (2.35)

es decir, el valor medio del operador de posición satisface la ecuación de movimiento clásica
(en los estados ψn(t) trivialmente).
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CAPÍTULO 2. EL SISTEMA DE CALDIROLA-KANAI
2.3. EL PRINCIPIO DE INCERTIDUMBRE

2.3. El Principio de Incertidumbre

En los estados ψn(t) los valores medios de los operadores de posición y momento son cero,
mientras que

〈q2〉ψn(t) =
~
mω

e−γt (n+ 1/2) , 〈p̃2〉ψn(t) = m~
ω2

0

ω
eγt (n+ 1/2) . (2.36)

Por lo tanto

σqσp̃ =
~ω0

ω
(n+ 1/2) (2.37)

donde σF ≡ (〈F 2〉 − 〈F 〉2)
1
2 . En general, el conmutador [q, p̃] = i~ implica la relación de

incertidumbre [25]

σxσp̃ ≥
~
2
. (2.38)

En este problema el operador correspondiente al momento f́ısico está dado por p =
m[q,HCK ] y se relaciona con el momento canónico a través de p = e−γtp̃. Entonces

[q,p] = i~e−γt (2.39)

y, por lo tanto,

σqσp ≥
~
2
e−γt. (2.40)

En la literatura se hace inmediatamente la observación de que este resultado constituye
una violación del Principio de incertidumbre de la mecánica cuántica. Ahora bien, desde
el punto de vista matemático no hay ninguna inconsistencia, las variables canónicas q y
p̃ satisfacen una relación de incertidumbre generalizada [25]. El problema viene, en todo
caso, del establecimiento del Principio de Incertidumbre como un hecho emṕırico. Sólo
en este sentido se puede interpretar este resultado como una violación de un principio
fundamental de la mecánica cuántica.

Ante esta situación, algunos autores han implementado otros métodos de cuantización
en busca de desigualdades compatibles con el Principio de incertidumbre [26]. Por otro
lado, Schuch [16] ha sugerido que este problema se debe a una confusión entre las variables
f́ısicas y canónicas. Para él, no es la ψ(q, t) del sistema de Caldirola-Kanai la que debe
interpretarse f́ısicamente sino una ψf (q, t), la función de onda f́ısica, definida en el espacio
de Hilbert donde los operadores de posición y momento satisfacen [q,p] = i~. Las funciones
de onda está relacionadas por medio de

ψf (x, t) = [ψ(x, t)]e
−γt
. (2.41)

Podemos dilucidar (2.41) a partir de consideraciones clásicas. Empecemos notando que se
puede proceder a resolver la ecuación (2.14) sustituyendo SCK = eγtSf

2, esto conduce a

1

2m

(
∂Sf
∂q

)2

+
mω2

0

2
q2 + γSf +

∂Sf
∂t

= 0. (2.42)
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CAPÍTULO 2. EL SISTEMA DE CALDIROLA-KANAI
2.3. EL PRINCIPIO DE INCERTIDUMBRE

Excepto por el término proporcional a γ, esta ecuación tiene la forma de la ecuación H−J
para el oscilador armónico simple. Si definimos p ≡ ∂Sf/∂q, entonces p̃ = ∂SCK/∂q = eγtp,
la misma relación entre momento canónico y f́ısico. Entonces podemos considerar a (2.42)
como la ecuación H-J para el oscilador amortiguado en coordenadas f́ısicas.

Ahora bien, si las funciones de onda de Caldirola-Kanai y f́ısica se expresan como
ψ(q, t) = exp (SCK(q, t)/i~) y ψf (q, t) = exp (Sf (q, t)/i~) respectivamente, la consistencia
en el régimen clásico sugiere que las fases están relacionadas por medio de SCK = eγtSf .
Esta observación conduce inmediatamente a (2.41).

Uno puede preguntarse ahora qué ecuación satisface la función de onda f́ısica. En [16]
se presenta a ψf (q, t) como solución de la ecuación de Schrödinger no lineal

i~
∂ψ

∂t
= − ~2

2m

∂2ψ

∂q2
+
mω2

0

2
qψ − i~γψ lnψ, (2.43)

también conocida como ecuación de Schrödinger-Langevin [26, 27]. Sin embargo, si susti-
tuimos ψ(x, t) = [ψf (x, t)]

eγt en (2.20) no obtenemos directamente (2.43), a menos que se
cumpla la condición ψf (∂

2ψf/∂q
2) = (∂ψ/∂q)2 o, equivalentemente ∂2SCK/∂q2 = 0, sin

embargo, en general, esto no ocurre [28] y las razones por las que deba ser aśı en este caso
no son claras.

2En [21] se presenta también la solución de la ecuación (2.14) por este camino.
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Caṕıtulo 3

El sistema de Bateman

La lagrangiana de Bateman no depende expĺıcitamente del tiempo pero incorpora otro
grado de libertad1[10]

LB = m
[
ẋẏ +

γ

2
(xẏ − ẋy)− ω2

0xy
]
. (3.1)

Las ecuaciones de Euler-Lagrange son

ẍ+ γẋ+ ω2
0x = 0, ÿ − γẏ + ω2

0y = 0, (3.2)

Aunque en la lagrangiana no es evidente, las ecuaciones de movimiento muestran que x
y y son, en principio, las coordenadas de sistemas independientes. La elección de deter-
minados valores iniciales puede crear una interdependencia entre x(t) y y(t), lo cual se
puede ver como una reducción de los grados de libertad. Por ejemplo, el sistema de ecua-
ciones (3.2) admite una solución tal que y(t) = eγtx(t). De hecho, si sustituimos y = eγtx
en la lagrangiana de Bateman se obtiene, módulo una derivada total, la lagrangiana de
Caldirola-Kanai [9, 10].

Por otro lado, la hamiltoniana está dada por

HB =
pxpy
m

+
γ

2
(ypy − xpx) +mω2xy (3.3)

donde

px = mẏ − γ

2
y, py = mẋ+

γ

2
x. (3.4)

Una forma de relacionar el sistema de Bateman con el de Caldirola-Kanai, en la formulación
hamiltoniana, es por medio de la transformación canónica dependiente del tiempo [5]2

X =
1√
2

(
x+ e−γty − γ

2mω2
e−γtpx

)
,

Px =
1√
2

(
ω2

0

ω2
px + eγtpy −m

γ

2
eγtx

)
,

Y =
1√
2

(
y − eγtx+

γ

2mω2
px

)
,

Py =
1√
2

(
py −

ω2
0

ω2
e−γtpx +m

γ

2
x

)
.

(3.5)

1Esta lagrangiana es invariante bajo las transformaciones x → X = e−αx, y → Y = eαy, donde α es
una constante. La cantidad conservada correspondiente es xẏ − ẋy − γxy. Esta simetŕıa está relacionada
con el grupo SU(1, 1) [29]. Las simetŕıas de la ecuación de movimiento del oscilador amortiguado y la
acción del sistema de Caldirola-Kanai se estudian en [30]
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3.1. CUANTIZACIÓN CANÓNICA

La nueva hamiltoniana

K = e−γt
P 2
x

2m
+
mω2

0

2
X2eγt −

(
eγt

P 2
y

2m
+
mω2

0

2
Y 2e−γt

)
. (3.6)

corresponde a dos sistemas de Caldirola-Kanai (sin interacción) con coeficientes de fricción
±γ. Uno puede deshacerse del sistema con coeficiente de fricción negativo (suponiendo que
γ > 0) imponiendo Y = 0 = Py.

3.1. Cuantización canónica

Los conmutadores fundamentales son

[x,y] = 0,

[y,px] = 0,

[x,px] = i~,
[y,py] = i~,

[x,py] = 0,

[px,py] = 0,
(3.7)

El operador hamiltoniano correspondiente, ordenado simétricamente, es

HB =
pxpy
m

+mω2xy +
γ

4
(ypy + pyy − xpx − pxx) . (3.8)

3.1.1. Eigenfunciones de HB

Para resolver la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo seguiremos, esencial-
mente, las referencias [5, 31]. En primer lugar, notemos que la hamiltoniana (3.8) se puede
escribir como la suma de dos operadores que conmutan:

H0 =
pxpy
m

+mω2xy, H1 =
γ

2
(pyy − xpx + i~) . (3.9)

Entonces un eigenket φ de HB con eigenvalor ξ también satisface

H0φ = ~ωnφ, H1φ = ~γλφ, (3.10)

tal que ξ = ~ωn+ ~γλ, donde n y λ son adimensionales.
Es conveniente usar la representación definida en el espacio de funciones complejas

f(x, py) por: xf ≡ xf , pxf ≡ −i~∂f/∂x, yf ≡ i~∂f/∂py, pyf ≡ pyf . Entonces las
expresiones (3.10) equivalen a

i

(
mωx

∂

∂py
− py
mω

∂

∂x

)
φ = nφ, (3.11)

i

(
x
∂

∂x
+ py

∂

∂py
+ 1

)
φ = 2λφ, (3.12)

2El generador de esta transformación se presenta en el siguiente caṕıtulo en el contexto de la hamilto-
niana de Galley.
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o, en términos de z± = x± ipy/mω,

z−
∂φ

∂z−
− z+

∂φ

∂z+

= nφ, (3.13)

z+
∂φ

∂z+

+ z−
∂

∂z−
= (−2iλ− 1)φ. (3.14)

La solución general de (3.13) es

φ(z+, z−) = z−n+ g(z+z−) (3.15)

donde g es una función arbitraria. Sustituyendo (3.15) en (3.14) se obtiene la expresión

2z+z−g
′(z+z−) = (n− 2iλ− 1)g(z+z−) (3.16)

que permite determinar g. El resultado final es

φnλ(z+, z−) =

(
z−
z+

)n
2

(z+z−)−iλ−
1
2 . (3.17)

Los valores de n y λ dependen del régimen de amortiguamiento. Por ejemplo, cuando
ω > 0, n y λ se eligen reales para que el espectro de HB corresponda al de un operador
hermı́tico3. En este caso z− = z∗+, entonces, usando z± = re±iθ en (3.17) se encuentra

φnλ = e−inθr−2iλ−1 = exp
[
−in tan−1 (py/mωx)

] (
x2 + p2

y/m
2ω2
)−iλ− 1

2 . (3.18)

El espectro de HB es, en este caso, continuo, infinita y numerablemente degenerado

ξ = ~ωn+ ~γλ, n ∈ Z, λ ∈ R. (3.19)

Los casos de sobreamortiguamiento y amortiguamiento cŕıtico se analizan con detalle en
[5]. Se encuentra, por ejemplo, que los espectros del hamiltoniano también son continuos
e infinita pero no numerablemente degenerados.

3.1.2. Eigenvalores de enerǵıa

El sistema de Bateman es visto, usualmente, como un modelo sistema-ambiente con la
enerǵıa total (conservada) dada por HB. Bajo esta interpretación, el sistema cuántico
tiene un espectro de enerǵıa (3.19) que no está acotado por debajo. De acuerdo con [5],
esto no es un problema en tanto el sistema se mantenga aislado y la enerǵıa inicial sea
positiva.

Ciertamente HB es una cantidad conservada con unidades de enerǵıa, pero no nos es
claro su significado f́ısico. Como se señaló anteriormente, las ecuaciones de movimiento
(3.2) corresponden a dos sistemas independientes que, en el ĺımite γ = 0, corresponden a

3La cuantización de Feshbach-Tikochinsky [32] aprovecha la estructura del grupo SU(1, 1) que posee
este sistema. Sin embargo, este método conduce excluśıvamente a eigenvalores de HB complejos.
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dos osciladores armónicos de frecuencia ω0. Con base en esta observación y, de acuerdo
con la ecuación (1.1), definimos la enerǵıa mecánica total

E =
m

2

(
ẋ2 + ẏ2

)
+mω2

0

(
x2 + y2

)
=
p2
x + p2

y

2m
+
mω2

+

2

(
x2 + y2

)
+
γ

2
(ypx − xpy) (3.20)

donde ω2
+ = ω2

0 + (γ/2)2. Ahora bien, bajo la dinámica no conservativa dictada por las
ecuaciones de Euler-Lagrange o de Hamilton, E no se conserva

dE

dt
=

γ

m

(
p2
x − p2

y

)
+ γ2(xpy + ypx)−m

γ3

4

(
x2 − y2

)
. (3.21)

Esto no es una contradicción porque no estamos interpretando al sistema de Bateman
como un sistema-ambiente, en cuyo caso śı debeŕıa ser conservativo.

El operador correspondiente a (3.20) se puede escribir como

E =

(
1− γ

2ω+

)(
a†a+

1

2

)
+

(
1 +

γ

2ω+

)(
b†b+

1

2

)
(3.22)

donde los operadores

a =

√
mω+

2~

[
x+ y + i(x− y)

2
− px − py − i(px + py)

2mω+

]
, (3.23)

a† =

√
mω+

2~

[
x+ y − i(x− y)

2
− px − py + i(px + py)

2mω+

]
, (3.24)

b =

√
mω+

2~

[
x+ y − i(x− y)

2
+
px − py + i(px + py)

2mω+

]
, (3.25)

b† =

√
mω+

2~

[
x+ y + i(x− y)

2
+
px − py − i(px + py)

2mω+

]
, (3.26)

satisfacen [a,a†] = 1, [b, b†] = 1 mientras que el resto de conmutadores son cero. Entonces,
los eigenvalores de E son

Enm = ~ω+

[(
1− γ

2ω+

)
n+

(
1 +

γ

2ω+

)
m+ 1

]
, (3.27)

donde n,m = 0, 1, 2, .... Este espectro es positivo y, en el ĺımite γ = 0, corresponde a la
suma de las enerǵıas de dos osciladores independientes de frecuencia ω0. Por esta razón,
desde nuestro punto de vista, E es mejor candidato que HB para representar la enerǵıa
total del sistema formado por los osciladores x y y involucrados en la lagrangiana de
Bateman de acuerdo con las ecuaciones (3.2).

En el siguiente caṕıtulo vamos a presentar un formalismo que generaliza el sistema
de Bateman. Además, señalaremos algunos detalles que, en nuestra opinión, dificultan la
interpretación de la teoŕıa cuántica de este sistema.
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Caṕıtulo 4

Acción de Galley

Enseguida se describe un formalismo clásico para la descripción lagrangiana de sistemas no
conservativos [7, 12]. El método se basa en la duplicación de las coordenadas y velocidades
generalizadas, (qI , q̇I)→

(
qI1 , q̇

I
1 , q

I
2 , q̇

I
2

)
. Sea L(qI , q̇I) un sistema conservativo con n grados

de libertad. La correspondiente lagrangiana no conservativa se define como

Λ
(
qI1 , q̇

I
1 , q

I
2 , q̇

I
2

)
≡ L(qI1 , q̇

I
1)− L(qI2 , q̇

I
2) +K(qI1 , q̇

I
1 , q

I
2 , q̇

I
2), (4.1)

donde K es antisimétrica bajo (qI1 , q̇
I
1) ↔ (qI2 , q̇

I
2) y funciona como el potencial de las

fuerzas no conservativas. Las ecuaciones de movimiento se obtienen por medio de un
principio variacional. Se define la acción S como

S[qI1 , q
I
2 ] =

∫ tf

ti

Λ(qI1 , q̇
I
1 , q

I
2 , q̇

I
2)dt. (4.2)

El Principio de acción estacionaria compatible con valores iniciales de Galley establece
que la evolución dinámica del sistema es tal que hace extrema a la acción, δqS = 0.
Para eliminar los términos de frontera que surgen de realizar la variación de la acción y
establecer las ecuaciones de movimiento se imponen las siguientes condiciones

δqI1(ti) = 0, δqI2(ti) = 0 (4.3)

qI1(tf ) = qI2(tf ), q̇I1(tf ) = q̇I2(tf ), δqI1(tf ) = δqI2(tf ). (4.4)

Las ecuaciones (4.4) constituyen la condición de igualdad. Entonces se obtiene el sistema
de 2n ecuaciones diferenciales de segundo orden

d

dt

(
∂Λ

∂q̇Ia

)
− ∂Λ

∂qIa
= 0 a = 1, 2 I = 1, ..., n (4.5)

o bien,

d

dt

(
∂L(qa, q̇a)

∂q̇Ia

)
− ∂L(qa, q̇a)

∂qIa
= DI

a a = 1, 2 I = 1, ..., n (4.6)

donde las DI
a son las fuerzas no conservativas,

DaI = (−1)a
[
d

dt

(
∂K

∂q̇Ia

)
− ∂K

∂qIa

]
. (4.7)
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4.1. Ĺımite f́ısico

Galley postula el ĺımite f́ısico para deshacerse de los grados de libertad adicionales. Este
paso consiste en identificar (qI1 , q̇

I
1) con (qI2 , q̇

I
2) a nivel de las ecuaciones de movimiento.

Con esta operación se obtiene un conjunto de ecuaciones de movimiento [cf. Ec. (1.2)] con
las fuerzas no conservativas dadas por DI = (DaI)PL (el sub́ındice PL indica la aplicación
del ĺımite f́ısico).

Presentado de esta manera, el ĺımite f́ısico parece una forma no muy elegante de
obtener las ecuaciones de movimiento no conservativas. Pero, resulta que esta manio-
bra ya está, de cierto modo, prevista en el principio de acción estacionaria. Veamos
esto con un ejemplo simple. Sea Λ = m

2
(q̇2

1 − q̇2
2) + mγ

2
(q̇1q2 − q1q̇2), las ecuaciones

de Euler-Lagrange (4.6) forman un conjunto de ecuaciones diferenciales simétrico bajo
(q1, q̇1, q̈1, q2, q̇2, q̈2)→ (q2, q̇2, q̈2, q1, q̇1, q̈1),

q̈1 + γq̇2 = 0, q̈2 + γq̇1 = 0, (4.8)

La solución de este sencillo sistema de ecuaciones diferenciales acopladas es

q1(t) = Ae−γt +Beγt + C +D

q2(t) = Ae−γt −Beγt + C −D.
(4.9)

Ahora, imponiendo q1(tf ) = q2(tf ), como requiere el principio variacional, se obtiene D =
−Beγtf . Por otro lado, la condición q̇1(tf ) = q̇2(tf ) conduce a B = 0, entonces D = 0 y,
finalmente,

q1(t) = q2(t) = Ae−γt + C ≡ q(t) (4.10)

Nótese que para obtener esta solución no ha sido necesario aplicar el ĺımite f́ısico tal como
lo prescribe Galley, el cual transformaŕıa el sistema (4.8) en una sola ecuación

q̈ + γq̇ = 0. (4.11)

Una inconveniencia que podŕıa surgir al tratar de resolver un problema de esta manera
seŕıa la complejidad del sistema de 2N ecuaciones acopladas (4.6). Esto se puede solventar
usando las coordenadas ±

qI± = ± 1√
2

(qI1 ± qI2). (4.12)

En particular, las ecuaciones de Euler-Lagrange del problema que estamos usando como
ejemplo seŕıan

m
d

dt
(q̇+ + γq+) = 0, m

d

dt
(q̇− − γq−) = 0. (4.13)

La ecuación de q+ se puede identificar inmediatamente con la de una part́ıcula con amorti-
guamiento lineal. La ecuación de q− bien podŕıa describir a q+(−t) pero, en concordancia
con el hecho de que q1(t) = q2(t), se le debe asignar la solución trivial.
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4.2. FORMULACIÓN HAMILTONIANA

Con excepción de las lagrangianas cuadráticas, las ecuaciones de Euler-Lagrange en las
coordenadas ± no quedan desacopladas como en este ejemplo, no obstante, qI−(t) y q̇I−(t)
deben ser siempre cero, entonces, sustituyendo estas soluciones en las ecuaciones de qI+ se
obtienen las ecuaciones de movimiento del sistema no conservativo. Por ejemplo, sea

Λ = −m~̇r+ · ~̇r− +m
γ

2
(~̇r+ · ~r− − ~̇r− · ~r+) +

√
2k (~r+ · ~r+ − 2~r+ · ~r− + ~r− · ~r−)−

1
2

−
√

2k (~r+ · ~r+ + 2~r+ · ~r− + ~r− · ~r−)−
1
2 . (4.14)

La ecuación de movimiento de ~r+ es

0 = −m~̈r+ −mγ~̇r+ +
√

2k(~r− − ~r+)(~r+ · ~r+ − 2~r+ · ~r− + ~r− · ~r−)−
3
2

−
√

2k(~r+ + ~r−)(~r+ · ~r+ + 2~r+ · ~r− + ~r− · ~r−)−
3
2 . (4.15)

Sustituyendo ~r− = 0 = ~̇r− y haciendo el reescalamiento ~r+/
√

2 = ~r se obtiene

m~̈r +mγ~̇r + k
~r

r3
= 0, (4.16)

que es la ecuación del problema de Kepler en tres dimensiones con fricción lineal.
Una de las ventajas las coordenadas ± es que las qI+ tienen una interpretación f́ısi-

ca directa, son las coordenadas generalizadas del sistema no conservativo. No aśı con las
coordenadas qI1 o qI2 , cuyo contenido f́ısico depende que las condiciones de frontera espe-
cialmente diseñadas para este principio variacional.

En este punto finaliza lo que se hemos retomado del formalismo de Galley [7]. Galley
da una descripción más detallada de esta formulación para sistemas no conservativos y
su expansión a campos clásicos en [12]. El resto de este caṕıtulo es trabajo propio que
se ha hecho, principalmente la formulación hamiltoniana, con el objetivo de tener más
herramientas para poder construir una teoŕıa cuántica.

4.2. Formulación hamiltoniana

Sean ~x1 = (qI1 , q̇
I
1) y ~x2 = (qI2 , q̇

I
2). Se definen los momentos canónicos

π1I(~x1, ~x2) ≡ ∂Λ(~x1, ~x2)

∂q̇I1
, π2I(~x1, ~x2) ≡ −∂Λ(~x1, ~x2)

∂q̇I2
, (4.17)

los cuales satisfacen π1I(~x1, ~x2) = π2I(~x2, ~x1). En efecto, debido a su antisimetŕıa, la la-
grangiana Λ(~x1, ~x2) es de la forma f(~x1)− f(~x2) + g(~x1)h(~x2)− g(~x2)h(~x1), entonces

π1I(~x1, ~x2) =
∂f(~x1)

∂q̇I1
+
∂g(~x1)

∂q̇I1
h(~x2)− g(~x2)

∂h(~x1)

∂q̇I1
= −∂Λ(~x2, ~x1)

∂q̇I1
≡ π2I(~x2, ~x1). (4.18)

La hamiltoniana H se define como la transformada de Legendre de Λ con respecto a las
velocidades generalizadas:

H ≡ π1I q̇
I
1 − π2I q̇

I
2 − Λ. (4.19)
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Definida de esta manera, H resulta antisimétrica bajo (qI1 , π1I , q
I
2 , π2I)→ (qI2 , π2I , q

I
1 , π̇1I).

Ahora, suponiendo que Λ no depende del tiempo expĺıcitamente

−∂H
∂qI1

dqI1 −
∂H
∂qI2

dqI2 −
∂H
∂πI1

dπI1 −
∂H
∂πI2

dπI1 = d(−H) = d

(
Λ− q̇I1

∂Λ

∂q̇I1
− q̇I2

∂Λ

∂q̇I2

)
=
∂Λ

∂qI1
dqI1 +

∂Λ

∂qI2
dqI2 − q̇I1d

(
∂Λ

∂q̇I1

)
− q̇I2d

(
∂Λ

∂q̇I2

)
, (4.20)

igualando la derivadas parciales en esta última expresión y usando (4.5) se obtienen las
ecuaciones de Hamilton:

q̇I1 =
∂H
∂π1I

, q̇I2 = − ∂H
∂π2I

, π̇1I = −∂H
∂qI1

, π̇2I =
∂H
∂qI2

. (4.21)

Las ecuaciones de Hamilton se pueden resumir en la expresión general

dF

dt
= {F,H}G +

∂F

∂t
(4.22)

donde F es una función arbitraria que depende de coordenadas, momentos y posiblemente
del tiempo. El paréntesis {, }G se define como

{A,B}G ≡
N∑
I=1

[
∂A

∂qI1

∂B

∂π1I

− ∂A

∂π1I

∂B

∂qI1
−
(
∂A

∂qI2

∂B

∂π2I

− ∂A

∂π2I

∂B

∂qI2

)]
. (4.23)

Este paréntesis satisface las mismas propiedades que el paréntesis de Poisson usual. Los
paréntesis básicos son:

{qIa, qJa }G = 0, {qIa, πaJ}G = (−1)a+1δIJ , {πaI , πaJ}G = 0, (4.24)

donde I, J = 1, ..., n y a = 1, 2.

4.3. Transformaciones canónicas

Debido a que el paréntesis {, }G no coincide con la definición usual del paréntesis de
Poisson debemos reescribir el formalismo estándar para ajustarlo al lenguaje que estamos
utilizando. En esta sección se realizará esto para las transformaciones canónicas con base
en la referencia [33].

Se busca un cambio de coordenadas (qI1 , π1I , q
I
2 , π2I) → (QI

1,Π1I , Q
I
2,Π2I) tal que las

ecuaciones de movimiento mantengan la forma (4.21), es decir,

Q̇I
1 =

∂K
∂Π1I

, Π̇1I = − ∂K
∂QI

1

, Q̇I
2 = − ∂K

∂Π2I

, Π̇2I =
∂K
∂QI

2

, (4.25)

donde K es la hamiltoniana. Nos vamos a restringir a transformaciones que satisfacen1

(−1)a+1{QI
a,ΠbJ}G = δabδ

I
J , {QI

a, Q
J
b }G = 0, {ΠaI ,ΠbJ}G = 0, (4.26)
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aśı como

∂QI
1

∂t
=
∂(K −H)

∂Π1I

,

∂Π1I

∂t
=
∂(H−K)

∂QI
1

,

∂QI
2

∂t
=
∂(H−K)

∂Π2I

,

∂Π2I

∂t
=
∂(K −H)

∂QI
2

,

(4.27)

con I = 1, ..., N y a, b = 1, 2.
Las condiciones (4.26) equivalen a

2∑
c=1

N∑
I=1

(−1)b+c
(
∂QI

c

∂qJa

∂ΠcI

∂πbL
− ∂ΠcI

∂qJa

∂QI
c

∂πbL

)
= δabδ

J
L,

2∑
c=1

N∑
I=1

(−1)c
(
∂QI

c

∂qJa

∂ΠcI

∂qLb
− ∂ΠcI

∂qJa

∂QI
c

∂qLb

)
= 0,

2∑
c=1

N∑
I=1

(−1)c
(
∂QI

c

∂πaJ

∂ΠcI

∂πbL
− ∂ΠcI

∂πaJ

∂QI
c

∂πbL

)
= 0.

(4.28)

(4.27) y (4.28) garantizan la existencia de la función generatriz F

2∑
a=1

N∑
I=1

[(
πaIdq

I
a − ΠaIdQ

I
a

)
(−1)a+1

]
+ (K −H)dt = dF, (4.29)

de la cual podemos obtener la relación entre las nuevas coordenadas y las originales por
medio de

ΠaI =
∂F

∂QI
a

(−1)a, πaI =
∂F

∂qIa
(−1)a+1. (4.30)

Aśı como

K −H =
∂F

∂t
. (4.31)

Si la transformación no involucra al tiempo expĺıcitamente se puede elegir K = H(QI
a,ΠaI).

Con las ecuaciones (4.31) y (4.30) podemos enunciar inmediatamente la ecuación de
Hamilton-Jacobi. Suponemos la existencia de una transformación canónica tal que la nueva
hamiltoniana es cero y, por lo tanto, las nuevas coordenadas son constantes de movimiento.
Estas condiciones conducen a

H
(
qIa,

∂S

∂qIa
(−1)a+1, t

)
+
∂S

∂t
= 0. (4.32)

La función generatriz, denotada en este caso como S = S(qIa, t), depende de 2n+1 variables
pues las otras 2n son constantes de integración.

1Aunque pueden existir transformaciones que no cumplen estas condiciones y aun aśı mantener la
forma de las ecuaciones de movimiento [33].
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Las coordenadas ±

Para un sistema unidimensional tenemos

q± ≡ ±
1√
2

(q1 ± q2), π± ≡
1√
2

(π1 ± π2). (4.33)

Esta es una transformación canónica muy simple generada por F (q1, q2, π+, π−) = π1q1 −
q2π2 = (π+ + π−)q1/

√
2− q2(π+ − π−)/

√
2. Los paréntesis básicos son

{q+, q−}G = 0,

{q+, π+}G = 0,

{q+, π−}G = i~,
{q−, π+}G = −i~,

{q+, π+}G = 0,

{π+, π−}G = 0.
(4.34)

Como se explicó en la Sección 4.1, q+ y π+ son las coordenadas relacionadas directamente
con el sistema no conservativo. Nótese que, similarmente a lo que ocurre con el sistema de
Bateman, estas variables tienen un paréntesis nulo.

4.3.1. Transformaciones continuas

Consideremos una transformación canónica dependiente del parámetro α,

QI
a = QI

a(q
J
a , πaJ , t, α), ΠaI = ΠaI(q

J
a , πaJ , t, α), (4.35)

con la condición de que α = 0 representa la transformación identidad.
Derivando (4.29) con respecto a α, evaluando en α = 0 y reacomodando se obtiene

2,N∑
c,I=1

(−1)a
[
∂ΠaI

∂α

∣∣∣∣
α=0

dqIa −
∂QI

a

∂α

∣∣∣∣
α=0

dπIa

]
+
∂K
∂α

∣∣∣∣
α=0

dt =

d

(
∂F

∂α

∣∣∣∣
α=0

− ∂QI
a

∂α

∣∣∣∣
α=0

πIa

)
≡ dG(qIa, πaI , t),

entonces

∂QI
a

∂α

∣∣∣∣
α=0

=
∂G

∂πaI
(−1)a+1,

∂ΠaI

∂α

∣∣∣∣
α=0

=
∂G

∂qIa
(−1)a,

∂K
∂α

∣∣∣∣
α=0

=
∂G

∂t
. (4.36)

Podemos ver las soluciones de las ecuaciones de las ecuaciones de Hamilton
(qI1(t), π1I(t), q

I
2(t), π2I(t)), con t vista como un parámetro, corresponden a una transfor-

mación canónica continua para la cual G = H.

4.4. Oscilador armónico amortiguado

La lagrangiana de Galley es

Λ =
m

2
(q̇2

1 − ω2
0q

2
1)− m

2
(q̇2

2 − ω2
0q

2
2) +

mγ

2
(q̇1q2 − q1q̇2), (4.37)
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Usando la definición (4.19) obtenemos la hamiltoniana

H =
π2

1 − π2
2

2m
+
mω2

2

(
q2

1 − q2
2

)
+
γ

2
(q1π2 − q2π1) =

π+π−
m
−mω2q+q− −

γ

2
(q+π− + π+q−)

(4.38)
donde

ω2 = ω2
0 −

(γ
2

)2

. (4.39)

Las ecuaciones de Hamilton son

q̇+ =
π+

m
− γ

2
q+,

q̇− = −π−
m

+
γ

2
q−,

π̇+ = −mω2q+ −
γ

2
π+,

π̇− = mω2q− +
γ

2
π−.

(4.40)

Como hemos mencionado antes, sólo q+ y π+ describen al sistema no conservativo, que en
este caso se trata del oscilador armónico amortiguado unidimensional. La enerǵıa E del
oscilador, como se definió al inicio, está dada por

E ≡ m

2
q̇2

+ +
mω2

0

2
q2

+ =
π2

+

2m
− γ

2
q+π+ +

mω2
+

2
q2

+ (4.41)

y satisface [3],
dE

dt
= −γmq̇2

+ = −γ
π2

+

m
+ γ2q+π+ − γ

(γ
2

)2

mq2
+ (4.42)

Ecuación de Hamilton-Jacobi

Conviene escribir la hamiltoniana (4.38) como

H = ω (P+P− −Q+Q−)− γ

2
(Q+P− + P+Q−) (4.43)

donde

Q± =
√
mωq±, P± =

π±√
mω

. (4.44)

En lugar de resolver (4.32) para determinar S ′(Q+, Q−), resolveremos la ecuación de su
transformada de Legendre S(Q+, P+). La forma de la ecuación es la misma,H+∂S/∂t = 0,
pero ahora debemos sustituir P− = ∂S/∂Q+ y Q− = ∂S/∂P+, esto nos conduce a

ω

(
P+

∂S

∂Q+

−Q+
∂S

∂P+

)
− γ

2

(
Q+

∂S

∂Q+

+ P+
∂S

∂P+

)
+
∂S

∂t
= 0. (4.45)

Consideremos el caso ω2 > 0. Usando el cambio de variables Q+ = rcosθ, P+ = r sin θ se
encuentra

−ω∂S
∂θ
− γ

2
r
∂S

∂r
+
∂S

∂t
= 0. (4.46)
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4.5. ACERCA DE LA CUANTIZACIÓN CANÓNICA

La solución de esta ecuación es

S = −ξ + λ

ω
θ +

2

γ
λ ln r − ξt = −ξ + λ

ω
tan−1

(
P+

Q+

)
+

2

γ
λ ln

√
Q2

+ + P 2
+ − ξt. (4.47)

Derivando S parcialmente con respecto a ξ y λ e igualando a las constantes −t0 y a
respectivamente se obtiene

Q+ = Ae−
γ
2

(t−t0) cos[ω(t− t0)], P+ = −Ae−
γ
2

(t−t0) sin[ω(t− t0)], (4.48)

donde definimos A ≡ e
γ
2
a.

Hamiltoniana dependiente del tiempo

El sistema (4.38) se puede relacionar con el de Caldirola-Kanai usando, esencialmente, la
misma transformación canónica (3.5). En el lenguaje de la Sección 4.3 tenemos2

Q+ =
1√
2

(
q+ − e−γtq− −

γ

2mω2
e−γtπ−

)
,

Π− =
1√
2

(
ω2

0

ω2
π− + eγtπ+ −m

γ

2
eγtq+

)
,

Q− =
1√
2

(
q− + eγtq+ −

γ

2mω2
π−

)
,

Π+ =
1√
2

(
π+ −

ω2
0

ω2
e−γtπ− +m

γ

2
q+

)
.

(4.49)

Tomando en cuenta que los pares conjugados canónicamente son (Q+,Π−) y (Q−,Π+),
la nueva hamiltoniana corresponde a dos sistemas independientes de Caldirola-Kanai con
coeficientes de fricción ±γ:

H ′ = e−γt
Π2
−

2m
+
mω2

0

2
Q2

+e
γt −

(
eγt

Π2
+

2m
+
mω2

0

2
Q2
−e
−γt
)
. (4.50)

4.5. Acerca de la cuantización canónica

Ésta se efectúa promoviendo las cantidades clásicas a operadores y postulando

[q1, q2] = 0,

[q2,π1] = 0,

[q1,π1] = i~,
[q2,π2] = −i~,

[q1,π2] = 0,

[π1,π2] = 0.
(4.51)

Nótese que la hamiltoniana de Bateman (3.3) y la de Galley (4.38) son muy parecidas.
De hecho coinciden si identificamos (x, y, px, py) con (q+,−q−, π−, π+). Aunque el forma-
lismo clásico es distinto, resulta que, con esta elección de los conmutadores básicos, las
descripciones cuánticas de estos sistemas son completamente equivalentes.

La principal inconveniencia que observamos en la cuantización canónica tiene que ver
con la prescripción, natural en el formalismo de Galley, de asociar cantidades f́ısicas a
operadores de la forma F = F (q+,π+). Debido a que [q+,π+] = 0, no se recupera, en
el ĺımite γ = 0, la descripción cuántica estándar del sistema conservativo. En el siguiente
caṕıtulo vamos a presentar un formalismo de carácter cuántico con el que se intenta dar
salida a este problema.

2El generador de esta transformación es F (q+, q−, Q+,Π+) = 2mω2q+q−/γ − mω2
0e

−γtq2−/γ +√
2q−Π+ − 2

√
2mω2

0Q+q−/γ + Q+Π+e
γt + 2

√
2mω2Q+q+e

γt/γ − 2mω2
0Q

2
+e

γt/γ − mω2eγtq2+/γ, con
Π− = ∂F/∂Q+, π− = −∂F/∂q+, Q− = ∂F/∂Π+, π+ = ∂F/∂q−.
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Caṕıtulo 5

Sistema de Galley cuántico

Ahora vamos a describir una formulación cuántica del sistema de Galley en el que la
evolución temporal se implementa de una forma no convencional pero, consistente con
otros métodos de cuantización en la imagen de Heisenberg, por ejemplo, el descrito en [15]
e incluso con la descripción basada en el sistema de Caldirola-Kanai.

En primer lugar, las cantidades clásicas se promueven a operadores, los cuales actúan
sobre cierto espacio de Hilbert H que se especificará más adelante. Se postulan las reglas
de conmutación canónicas [25]

[q1, q2] = 0,

[q2,π1] = 0,

[q1,π1] = i~,
[q2,π2] = i~,

[q1,π2] = 0,

[π1,π2] = 0,
(5.1)

Estos conmutadores básicos son compatibles con la elección de q+ y π+, donde

q± = ±q1 ± q2√
2

, π± =
π1 ± π2√

2
, (5.2)

como los operadores de posición y momento del sistema no conservativo debido a que
[q+,π+] = i~.

El que la definición del paréntesis clásico {, }G no coincida con la expresión usual del
paréntesis de Poisson sugiere la posibilidad de que la evolución temporal de los operado-
res no se relacione directamente con el conmutador sino con una estructura alterna que
denotamos como {,}.

Sea O el conjunto de operadores lineales sobre H, entonces {,} : O×O→ O satisface,
por definición, las siguientes propiedades

{A,B} = −{B,A}, (5.3)

{A+ cB,C} = {A,C} + c{B,C}, c ∈ C (5.4)

{AB,C} = {A,C}B +A{B,C}. (5.5)

Adicionalmente, se definen los casos particulares

{A1(q1,π1),B1(q1,π1)} ≡ [A1,B1], (5.6)

{A1(q1,π1),B2(q2,π2)} ≡ 0, (5.7)

{A2(q2,π2),B2(q2,π2)} ≡ [B2,A2]. (5.8)
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En el Apéndice A se muestra que {,} satisface, con operadores arbitrarios, la identidad
de Jacobi.

5.1. Evolución temporal

Los operadores dependientes del tiempo, tales que F (0) = F , se definen por medio de la
serie

F (t) = F +
{F ,H}

i~
t+

1

2!

{{F ,H},H}
(i~)2 t2 + ... (5.9)

El operador hamiltoniano es invariante H(q1(t), q2(t),π1(t),π2(t)) = H(q1, q2,π1,π2).
Derivando (5.9) con respecto al tiempo se obtiene

i~
dF (t)

dt
= {F (t),H}. (5.10)

Esta ecuación diferencial es útil en conjunto con los paréntesis básicos

{q1(t), q2(t)} = 0,

{q2(t),π1(t)} = 0,

{q1(t),π1(t)} = i~,
{q2(t),π2(t)} = −i~,

{q1(t),π2(t)} = 0,

{π1(t),π2(t)} = 0.
(5.11)

No es necesario postular (5.11) separadamente. Podemos conocer el valor de estos parénte-
sis en t = 0 con la definición de {,} y los conmutadores básicos. Luego, usando (5.9) se
muestra, en el Apéndice A, que estos valores son válidos en t 6= 0.

Antes de continuar con la discusión de este formalismo veamos un ejemplo de su fun-
cionamiento.

5.2. Oscilador amortiguado

El operador hamiltoniano es, de (4.38),

H =
π+π−
m

−mω2q+q− −
γ

2
(π+q− + π−q+) (5.12)

donde ω2 = ω2
0 −

(
γ
2

)2
. (5.10) conduce a

q̇+(t) =
π+(t)

m
− γ

2
q+(t), π̇+(t) = −mω2q+(t)− γ

2
π+(t), (5.13)

q̇−(t) = −π−(t)

m
+
γ

2
q−(t) π̇−(t) = mω2q−(t) +

γ

2
π−(t), (5.14)

que son idénticas a las ecuaciones clásicas. Las soluciones dependen del valor de ω:

1. Amortiguamiento débil (ω > 0):

x+(t) = [x+ cos(ωt) + π+ sin(ωt)/mω] e−
γt
2 ,

π+(t) = [−mωx+ sin(ωt) + π+ cos(ωt)] e−
γt
2 .

(5.15)
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CAPÍTULO 5. SISTEMA DE GALLEY CUÁNTICO
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2. Amortiguamiento cŕıtico (ω = 0):

x+(t) = [x+ + tπ+/m] e−
γ
2
t,

π+(t) = π+e
− γ

2
t.

(5.16)

3. Sobreamortiguamiento (ω = ±i
√

(γ/2)2 − ω2
0 = ±iΩ):

x+(t) =
1

2

(
x+ +

π+

mΩ

)
e(Ω− γ

2 )t +
1

2

(
x+ −

π+

mΩ

)
e−(Ω+ γ

2 )t,

π+(t) =
1

2
(mΩx+ + π+) e(Ω− γ

2 )t − 1

2
(mΩx+ − π+) e−(Ω+ γ

2 )t.
(5.17)

Las expresiones para q−(t) y π−(t) son idénticas excepto por el signo de γ.
Alternativamente, la expresión (5.9) conduce a

q+(t) = q+ + t
(π+

m
− γ

2
q+

)
+
t2

2

((
−ω2 +

(γ
2

)2)
q+ − γ

π+

m

)
+
t3

3!

((
3

2
γω2 −

(γ
2

)3)
q+ +

(
−ω2 + 3

(γ
2

)2) π+

m

)
+ ..., (5.18)

π+(t) = π+ + t
(
−mω2q+ −

γ

2
π+

)
+
t2

2

((
−ω2 +

(γ
2

)2)
π+ +mγω2q+

)
+
t3

3!

(
m

(
ω4 − 3ω2

(γ
2

)2)
q+ +

(
3

2
γω2 −

(γ
2

)3)
π+

)
+ ..., (5.19)

que coinciden con las series de Taylor de q+(t) y π+(t) en (5.15).

5.2.1. Conmutadores dependientes del tiempo

Los operadores dependientes del tiempo del oscilador amortiguado (en cualquiera de los
tres casos) satisfacen

[q+(t),π+(t)] = i~e−γt,
[q+(t), q−(t)] = 0,

[q+(t),π−(t)] = 0,

[q−(t),π−(t)] = i~eγt,
[π+(t),π−(t)] = 0,

[q−(t),π+(t)] = 0.

(5.20)

En primer lugar, podemos ver que, en general, [A(q+(t),π+(t)),B(q−(t),π−(t))] = 0.
Entonces, el espacio de Hilbert del sistema de Galley es de la forma H+ ⊗ H−, siendo H+

el espacio de estados f́ısicos.
Por otro lado, en la introducción se abordó la incompatibilidad entre conmutadores

constantes e interacciones no conservativas. Estas dos caracteŕısticas están presentes en
este formalismo pero de una manera consistente. El sistema de ecuaciones diferenciales
que se obtiene derivando el lado izquierdo de (5.20), por ejemplo,

d

dt
[q+(t),π+(t)] =

1

m
[π+(t),π+(t)]− γ[q+(t),π+(t)]−mω2[q+(t), q+(t)], (5.21)

admite el lado derecho como solución.
Cabe señalar que los operadores dependientes del tiempo de este ejemplo verifican los

brackets (5.11).
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5.2.2. Eigenvalores de enerǵıa

El operador de enerǵıa dependiente del tiempo es

E+(t) ≡ m

2
q̇+(t)2 +

mω2
0

2
q+(t)2 =

π2
+(t)

2m
− γ

4
[q+(t),π+(t)]+ +

mω2
+

2
q2

+(t) (5.22)

donde ω2
+ = ω2

0 +
(
γ
2

)2
y [, ]+ denota el anticonmutador. E+(t) es, claramente, definido

positivo.
Sustituyendo (5.15) en (5.22) obtenemos

E(t) =

[
B(t)

π2
+

2m
− C(t)

γ

4
[q+,π+]+ +D(t)

mω2
0

2
q2

+

]
e−γt, (5.23)

donde

B(t) =
1

ω2

[
ω2

0 −
(γ

2

)2

cos(2ωt)

]
− γ

2ω
sin(2ωt),

C(t) = cos(2ωt)− γ

2ω
sin(2ωt),

D(t) = 1 +
1

ω2
0

(γ
2

)2

cos(2ωt) +
γω

2ω2
0

sin(2ωt).

(5.24)

La ecuación de eigenvalores, en la representación de las posiciones (q+f(q+) ≡ q+f(q+),
π+f(q+) ≡ −i~∂f(q+)/∂q+), está dada por[
B(t)

d2

dq2
+

− iC(t)
mγ

~
q+

d

dq+

+

(
2mE(t)eγt

~2
− iC(t)

γm

2~
−D(t)

m2ω2
0

~2
q2

+

)]
ψ = 0. (5.25)

Pasando a la variable adimensional y =
√

mω0

~ q+ obtenemos

B(t)
d2ψ

dy2
− 2iC(t)αy

dψ

dy
+

(
2E(t)

~ω0

eγt − iC(t)α−D(t)y2

)
ψ = 0, (5.26)

donde

α =
γ

2ω0

, (5.27)

Al igual que con las funciones de onda del sistema de Caldirola-Kanai, se propone ψ(y) =
e−

κ
2
y2P (y), siendo κ un número complejo con parte real positiva que puede depender del

tiempo. La elección conveniente de κ es

κ =

√
D(t)

B(t)
− C2(t)α2

B2(t)
− iC(t)α

B(t)
=

1

B(t)
(1− iC(t)α) , (5.28)

donde se ha usado B(t)D(t) = 1 + γ2

4ω2
0
C2(t). Entonces, (5.26) se convierte en

B(t)
d2P

dy2
− 2y

dP

dy
+

(
2E(t)

~ω0

eγt − 1

)
P = 0. (5.29)
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Realizando el cambio de variable
√
B(t)z = y, esta última ecuación se transforma en

d2P

dz2
− 2z

dP

dz
+

(
2E(t)

~ω0

eγt − 1

)
P = 0, (5.30)

la cual tiene la forma de la ecuación diferencial de Hermite. Las soluciones compatibles
con la condición de frontera satisfacen 2E(t)

~ω0
eγt − 1 = 2n, donde n = 0, 1, 2, .... Entonces,

los eigenvalores son

En(t) = ~ω0

(
n+

1

2

)
e−γt, (5.31)

mientras que las eigenfunciones están dadas por

ψn(x, t) = An(t) exp

[
− mω0

2~B(t)
(1− iC(t)α) q2

+

]
Hn

[√
mω0

~B(t)
q+

]
(5.32)

donde Hm es el polinomio de Hermite de orden m y los coeficientes de normalización
satisfacen

|An(t)|2 =

(
mω0

~B(t)

) 1
2

√
π2nn!

(5.33)

Las eigenfunciones son periódicas T = π
ω

.

Para obtener las eigenfunciones de enerǵıa con amortiguamiento cŕıtico tomamos el
ĺımite γ → 2ω0 en (5.23). Los coeficientes son ahora

B(t) = 1− 2ω0t+ 2ω2
0t

2, (5.34)

C(t) = 1− 2ω0t, (5.35)

D(t) = 2. (5.36)

Los pasos que utilizamos en el caso anterior siguen siendo válidos porque B(t)D(t) =
1 + C2(t). Además, B(t) 6= 0 para t real. Los eigenvalores son los mismos pero las eigen-
funciones ya no son periódicas.

Finalmente, el operador de enerǵıa en el caso de sobreamortiguamiento se puede escribir
en la forma (5.23) con los coeficientes siguientes

B(t) =

(
γ
2

)2
cosh(2Ωt)− ω2

0

Ω2
− γ

2Ω
sinh(2Ωt) (5.37)

C(t) = cosh(2Ωt)− γ

2Ω
sinh(2Ωt) (5.38)

D(t) = 1 +

(
γ
2

)2

ω2
0

cosh(2Ωt)− γΩ

2ω2
0

sinh(2Ωt) (5.39)

que también satisfacen B(t)D(t) = 1 + γ2

4ω2
0
C2(t).
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Operadores de creación y aniquilación

Una forma alternativa de obtener los resultados previos consiste en usar los operadores de
creación y aniquilación

a+(t) =

√
mω0

2~

[(
1− i γ

2ω0

)
q+(t) + i

π+(t)

mω0

]
e
γt
2 , (5.40)

a†+(t) =

√
mω0

2~

[(
1 + i

γ

2ω0

)
q+(t)− iπ+(t)

mω0

]
e
γt
2 , (5.41)

que satisfacen [a(t),a†(t)] = 1. Definimos el operador N (t) ≡ a†(t)a(t), el cual satisface,

[N (t),a(t))] = −a(t), [N (t),a†(t)] = a†(t). (5.42)

Sea |n, t〉 un eigenvector de N (t), entonces se puede mostrar que

a(t)|n, t〉 =
√
n|n− 1, t〉, a†(t)|n, t〉 =

√
n+ 1, t|n+ 1, t〉. (5.43)

El mismo razonamiento que se usa en el caso del oscilador armónico simple conduce a que
n debe ser un entero positivo o cero. Por otro lado,

E+(t) = ~ω0e
−γt
(
N (t) +

1

2

)
, (5.44)

de donde se concluye que |n, t〉 también es un eigenvector E(t) son eigenvalor
~ω0e

−γt (n+ 1
2

)
. Nótese que estos son los mismos eigenvalores que se encontraron en la

cuantización canónica del sistema de Caldirola-Kanai.

5.3. Implementación f́ısica

Como se dicho, el formalismo que proponemos en este caṕıtulo es análogo a la imagen
de Heisenberg de la mecánica cuántica. Los operadores, entre ellos los que representan
observables, evolucionan con el tiempo. El vector de estado, por su parte, corresponde
a la preparación del sistema [34]. Tenemos pendiente, entre otros aspectos, el desarrollo
de la ‘imagen de Schrödinger’, es decir, una formulación alternativa en la que el vector
de estado, y no los operadores, evoluciona con el tiempo. Las dos imágenes (suponiendo
que existen) son complementarias y hay conceptos que resultan más sencillos de entender
en una u otra. En particular, los conceptos fundamentales de la mecánica cuántica, tales
como preparaciones, pruebas, estados, mediciones, etc., se presentan por lo general en la
imagen de Schrödinger [25, 34].

Encontramos que la evolución que describe la ecuación (5.10) no es unitaria, es decir,
los operadores dependientes del tiempo no se pueden escribir como F (t) = U †(t)FU(t),
donde U(t)U †(t) = U †(t)U (t) = 1. Esto no nos sorprende demasiado porque una evolu-
ción unitaria implicaŕıa reversibilidad, la cual es una caracteŕıstica que no esperamos que
esté presente en la dinámica que intentamos describir1, la de un sistema no conservativo.

1La evolución no unitaria se encuentra, por ejemplo, en modelos de átomos en interacción con campos
electromagnéticos [25]. Sin embargo, aqúı la situación es un tanto diferente dado que no estamos usando
un modelo sistema-ambiente.
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Por otro lado, los operadores correspondientes a la posición y el momento f́ısicos (de
acuerdo con la definición del Caṕıtulo 2) están dados por

q(t) = q+(t), p(t) = π+(t)−mγ

2
q+(t), (5.45)

y satisfacen,
[q(t),p(t)] = i~e−γt (5.46)

Por śı mismo, este resultado no genera tanto conflicto. En tanto este conmutador no
sea cero será imposible, al menos teóricamente, determinar la posición y el momento de
manera simultánea [34], es decir, con un mismo experimento. En cambio, la relación de
incertidumbre

σqσp ≥
~
2
e−γt. (5.47)

śı representa, en primera instancia, una violación del Principio de Incertidumbre, en el
sentido que se explicó en la Sección 2.3. En este punto podŕıamos invocar una solución
como la de Schuch porque, al igual que en el sistema de Caldirola-Kanai, las variables de la
teoŕıa de Galley no son las variables f́ısicas (en el Apéndice B se muestra que el paso a las
variables f́ısicas no corresponde a una transformación canónica). Sin embargo, esto requiere
la imagen de Schrödinger, pues debemos dar la relación entre la función de onda en el
espacio f́ısico y la función de onda en el espacio canónico [16]. Una posible interpretación
de este resultado que, sin embargo, dejamos para un trabajo futuro, tiene que ver con
la pérdida del carácter cuántico, donde entran en juego conceptos como decoherencia y
correlación clásica [35].

Ahora debemos comentar acerca del espectro de enerǵıa dependiente del tiempo que
obtuvimos. Cuando la evolución corresponde a una transformación unitaria el espectro de
un operador no cambia Aφn = λnφn → [U †(t)AU(t)][U †(t)φn] = λn[U †(t)φn]. En nuestro
caso, la evolución no es unitaria y los eigenvalores dependen del tiempo. Entendemos
la distorsión del espectro de enerǵıa como resultado de la interacción con los agentes
externos (que no estamos modelando) responsables de la dinámica no conservativa. Los
eigenvectores de enerǵıa forman una base del espacio de Hilbert que es continuamente
deformada. Cabe señalar que la dimensión de este espacio no cambia con respecto al caso
conservativo.

Los resultados que hemos obtenido, entre ellos el espectro de enerǵıa (5.31) y el con-
mutador dependiente del tiempo (5.46), concuerdan con los que se obtuvieron con la cuan-
tización canónica del sistema de Caldirola-Kanai. Sin embargo, se han obtenido aqúı en
el contexto de operadores dependientes del tiempo. La imagen de Heisenberg del sistema
de Caldirola-Kanai no es muy sencilla de implementar debido a la no conmutatividad del
operador hamiltoniano en tiempo distintos [5, 23].
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

Revisamos algunos resultados acerca de la cuantización canónica del sistema de Caldirola-
Kanai y de Bateman. En el primer caso se obtienen resultados que se ajustan relativamente
bien a lo que podŕıamos esperar del oscilador amortiguado cuántico. Por ejemplo, los va-
lores medios del operador de posición y momento satisfacen las ecuaciones de movimiento
clásicas. Por otro lado, el conmutador de estos operadores tiende a cero con el paso del
tiempo, esto se ha entendido usualmente como una violación del Principio de Incertidum-
bre. Una explicación a este problema, basada (aunque no rigurosamente) en la conexión
no unitaria entre la descripción cuántica en el espacio canónico y el espacio f́ısico, fue
descrita en la Sección 2.3.

Por otro lado, la hamiltoniana de Bateman no depende expĺıcitamente del tiempo.
Usualmente ésta se considera el modelo sistema-ambiente más simple, sin embargo, tal
interpretación conduce a ciertas inconsistencias, como el hecho de que, en el caso conser-
vativo, la enerǵıa total no es la suma de las enerǵıas de los dos sistemas independientes.

Entre los avances que se hicieron en este trabajo están el desarrollo del formalismo ha-
miltoniano de la teoŕıa de Galley para sistemas no conservativos. Un cálculo que involucra
prácticamente todo lo que presentamos en el caṕıtulo 4 es la ecuación de Hamilton-Jacobi
para el problema de oscilador amortiguado. Se ilustró que el ĺımite f́ısico es una consecuen-
cia directa de las condiciones de frontera con que se realiza la variación de la acción. Se
propuso un esquema de cuantización no canónico para este formalismo. La razón principal
para no cuantizar canónicamente tiene que ver con la imposibilidad de asociar observables
a los operadores cuyas contrapartes clásicas corresponden a las cantidades f́ısicas.

Ha quedado pendiente la formulación en la imagen de Schrödinger. Nos interesa cono-
cer cómo se modifica la ecuación de continuidad con la evolución no unitaria y compararla
con la que se postula, por ejemplo, en el contexto de la ecuación de Schrödinger logaŕıtmica
(2.43). Otro aspecto por estudiar es la decoherencia y clasicalidad del oscilador amortigua-
do cuántico. Con respecto a esto, se reporta en [24], que la matriz de densidad correspon-
diente a estados gaussianos del sistema de Caldirola-Kanai no manifiestan decoherencia
en contraposición al sistema de Bateman.
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CAPÍTULO 6. CONCLUSIONES

36



Apéndice A

Identidad de Jacobi

Para mostrar que {,} satisface la identidad de Jacobi notemos que, como resultado de la
definición, se cumple

1. Sean P = AB, C y D operadores arbitrarios, entonces

{P ,{C,D}} + {C,{D,P}} + {D,{P ,C}} = ({A,{C,D}} + {C,{D,A}} + {D,{A,C}})B

+A ({B,{C,D}} + {C,{D,B}} + {D,{B,C}}) .

2. Si, en cambio, S = A+B, entonces

{S,{C,D}} + {C,{D,S}} + {D,{S,C}} = {A,{C,D}} + {C,{D,A}} + {D,{A,C}}
+{B,{C,D}} + {C,{D,B}} + {D,{B,C}}.

De esta manera, podemos reducir {A,{C,D}}+{C,{D,A}}+{D,{A,C}} con ope-
radores arbitrarios a sumas y productos de

{A1,{C1,D1}} + {C1,{D1,A1}} + {D1,{A1,C1}}, (A.1)

{A1,{C1,D2}} + {C1,{D2,A1}} + {D2,{A1,C1}}, (A.2)

{A1,{C2,D1}} + {C2,{D1,A1}} + {D1,{A1,C2}}, (A.3)

{A1,{C2,D2}} + {C2,{D2,A1}} + {D2,{A1,C2}}, (A.4)

{A2,{C1,D1}} + {C1,{D1,A2}} + {D1,{A2,C1}}, (A.5)

{A2,{C1,D2}} + {C1,{D2,A2}} + {D2,{A2,C1}}, (A.6)

{A2,{C2,D1}} + {C2,{D1,A2}} + {D1,{A2,C2}}, (A.7)

{A2,{C2,D2}} + {C2,{D2,A2}} + {D2,{A2,C2}}, (A.8)

donde el sub́ındice 1 o 2 indica que dependen sólo de (q1,π1) o (q2,π2) respectivamente.
Debido a (5.7), (A.2)-(A.7) son cero trivialmente. Por otro lado, usando (5.6) y (5.8), (A.1)
y (A.8) se pueden escribir en términos de conmutadores y son cero idénticamente.
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A.1. Paréntesis básicos constantes

SeanA yB operadores de Schrödinger tales que {{A,B},H} = 0. Entonces, la definición
de los operadores de Heisenberg (5.9) conduce a

{A(t),B(t)} = {A+ θ{A,H} + θ2{{A,H},H}/2! + ...,B + θ{B,H} + θ2{{B,H},H}/2! + ...}
= {A,B} + θ ({A,{B,H}} + {{A,H},B}) + θ2 ({A,{{B,H},H}}+

2{{A,H},{B,H}} + {{{A,H},H},B}) /2! + ... (A.9)

donde θ = −it/~. Ahora, usando la identidad de Jacobi, se encuentra, por ejemplo,

{A,{B,H}}+{{A,H},B} = {{A,B},H} = 0, (A.10)

{A,{{B,H},H}} + 2{{A,H},{B,H}} + {{{A,H},H},B}
= {A,{{B,H},H}} + {{B,H},{H,A}} + {{A,H},{B,H}}+

{B,{H,{A,H}}}
= −{H,{A,{B,H}}}− {H,{B,{H,A}}}
= −{H,{A,{B,H}} + {B,{H,A}}}
= {{{A,B},H},H} = 0. (A.11)

Es decir,

{A(t),B(t)} = {A,B} + θ{{A,B},H} + θ2{{{A,B},H},H} + ... = {A,B}. (A.12)
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Apéndice B

Variables f́ısicas

La formulación hamiltoniana de la teoŕıa de Galley contiene la dinámica que describen las ecua-
ciones no conservativas (1.4). Esto se puede mostrar del mismo modo que en la Sección 2.0.1 para
la hamiltoniana de Caldirola-Kanai. Por simplicidad, consideraremos un sistema no conservativo
unidimensional con un potencial K lineal en las velocidades y sin derivadas totales.

De la definición de los momentos conjugados canónicos (4.17) podemos ver que

p1 ≡
∂L(q1, q̇1)

∂q̇1
= π1 −

∂K

∂q̇1
, p2 ≡

∂L(q2, q̇2)

∂q̇2
= π2 +

∂K

∂q̇2
. (B.1)

Las coordenadas (q1, π1, q2, π2) y (q1, p1, q2, p2) no están relacionadas por una transformación
canónica porque, en general, {p1, p2} 6= 0, por ejemplo, en el caso del oscilador amortiguado,
{p1, p2} = γm.

Si las variables (q1, p1, q2, p2) son funcionalmente independientes podemos implementar la
transformación general de coordenadas (q1, π1, q2, π2)→ (q1, p1, q2, p2). Bajo esta transformación

∂

∂q1
→ ∂

∂q1
+

(
∂

∂q1

∂K

∂q̇2

)
∂

∂p2
,

∂

∂q2
→ ∂

∂q2
−
(
∂

∂q2

∂K

∂q̇1

)
∂

∂p1
,

∂

∂π1
→ ∂

∂p1
,

∂

∂π2
→ ∂

∂p2
.

(B.2)

Por otro lado,

H =

(
p1 +

∂K

∂q̇1

)
+
∂K

∂q̇1
−
(
p2 −

∂K

∂q̇2

)
q̇2 − L(q1, q̇1) + L(q2, q̇2)−K

= H(q1, p1)−H(q2, p2) +
∂K

∂q̇1
q̇1 +

∂K

∂q̇2
q̇2 −K, (B.3)

donde q̇1 = q̇1(q1, p1) y q̇2 = q̇2(q2, p2) y H es la hamiltoniana conservativa asociada a L. Cuando
K es homogénea lineal en las velocidades, ∂K∂q̇1 q̇1 + ∂K

∂q̇2
q̇2−K = 0 [3], sin embargo, es conveniente

mantener la expresión (B.3) sin hacer esta simplificación.
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Las ecuaciones de movimiento (4.21) equivalen a

q̇1 =
∂H1

∂p1
+
∂K

∂q̇1

∂q̇1
∂p1
− ∂K

∂p1
,

ṗ1 +
d

dt

∂K

∂q̇1
= −∂H1

∂q1
− ∂K

∂q̇1

∂q̇1
∂q1

+
∂K

∂q1
−
(

∂

∂q1

∂K

∂q̇2

)
q̇2 −

(
∂

∂q1

∂K

∂q̇2

)(
−∂H2

∂p2
+
∂K

∂q̇2

∂q̇2
∂p2
− ∂K

∂p2

)
,

q̇2 =
∂H2

∂p2
− ∂K

∂q̇2

∂q̇2
∂p2

+
∂K

∂p2
,

ṗ2 −
d

dt

∂K

∂q̇2
= −∂H2

∂q2
+

(
∂

∂q2

∂K

∂q̇1

)
q̇1 +

∂K

∂q̇2

∂q̇2
∂q2
− ∂K

∂q2
−
(

∂

∂q2

∂K

∂q̇1

)(
∂H1

∂p1
+
∂K

∂q̇1

∂q̇1
∂p1
− ∂K

∂p1

)
,

donde H1 ≡ H(q1, p1) y H2 ≡ H(q2, p2). Por la definición (B.1) y las condiciones que
hemos impuesto a K resulta que q̇1 = q̇1(q1, p1) y q̇2 = q̇2(q2, p2), con lo cual ∂

∂p1
= ∂q̇1

∂p1
∂
∂q̇1

y ∂
∂p2

= ∂q̇2
∂p2

∂
∂q̇2

. Entonces podemos simplificar las ecuaciones de movimiento

q̇1 =
∂H1

∂p1
,

q̇2 =
∂H2

∂p2
,

ṗ1 = −∂H1

∂q1
+

(
∂K

∂q1
− d

dt

∂K

∂q̇1

)
− ∂K

∂q̇1

∂q̇1

∂q1
,

ṗ2 = −∂H2

∂q2
−
(
∂K

∂q2
− d

dt

∂K

∂q̇2

)
+
∂K

∂q̇2

∂q̇2

∂q2
.

(B.4)

Sea F una función del espacio fase (q1, p1, q2, p2), entonces

dF

dt
=

(
∂F

∂q1

∂H1

∂p1
− ∂F

∂p1

∂H1

∂q1

)
+

(
∂F

∂q2

∂H2

∂p2
− ∂F

∂p2

∂H2

∂q2

)
+
∂F

∂p1

{(
∂K

∂q1
− d

dt

∂K

∂q̇1

)
− ∂K

∂q̇1

∂q̇1
∂q1

}
+
∂F

∂p2

{
−
(
∂K

∂q2
− d

dt

∂K

∂q̇2

)
+
∂K

∂q̇2

∂q̇2
∂q2

}
.

(B.5)

Aplicando el ĺımite f́ısico, esta vez a nivel de las ecuaciones de movimiento, esta expresión
toma la forma (1.4).

40



Apéndice C

Part́ıcula amortiguada

C.1. Hamiltoniana dependiente del tiempo

El operador hamiltoniano es simplemente

H̃(t) = e−γt
p̃2

2m
= eγtE(t), (C.1)

La ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo es

i~
∂ψ

∂t
= e−γt

−~2

2m

∂2ψ

∂q2
. (C.2)

Sustituyendo ψ(x, t) = φ(x)θ(t) en esta ecuación obtenemos

d2φ

dq2
+

2mE0

~2
φ = 0,

dθ

dt
+
iE0e

−γt

~
θ = 0. (C.3)

Entonces las funciones de onda son

ψp0(q, t) =
1√
2π~

exp

[
i

(
p0

~
q − E0

~
τ(t)

)]
, (C.4)

donde p0 =
√

2mE0 y τ(t) = γ−1 (1− e−γt). Las eigenfunciones del operador enerǵıa son
ondas planas

φp0(q, t) =
1√
2π~

exp
(
i
p0

~
q
)

(C.5)

con eigenvalores

E(t) = e−2γt p
2
0

2m
. (C.6)

Consideremos un paquete de ondas gaussiano

ψG(q, t) =

(
2

π

) 1
4 1√

a+ 2i~τ(t)/am
exp

(
− q2

a2(1 + 2i~τ(t)/a2m)

)
. (C.7)
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APÉNDICE C. PARTÍCULA AMORTIGUADA
C.2. HAMILTONIANA DE GALLEY

En este estado los valores medios de los operadores de posición y momento son cero
mientras que

〈q2〉ψG =
a2

4

(
1 +

4~2τ 2(t)

a4m2

)
, 〈p̃2〉ψG =

~2

a2
. (C.8)

Por lo tanto, la relación de incertidumbre en este estado es

σqσp̃ =
~
2

√
1 +

4~2τ 2(t)

a4m2
. (C.9)

C.2. Hamiltoniana de Galley

La hamiltoniana es

Hpa =
π+π−
m

+m
(γ

2

)2

q+q− −
γ

2
(π+q− + π−q+) . (C.10)

Los operadores dependientes de tiempo son

q+(t) =
q+

2

(
1 + e−γt

)
+
π+

mγ

(
1− e−γt

)
,

π+(t) =
π+

2

(
1 + e−γt

)
+
mγ

4
q+

(
1− e−γt

)
.

(C.11)

El operador enerǵıa dependiente del tiempo es

E(t) =

(
π2

+

2m
− γ

4
[q+,π+]+ +

m

2

(γ
2

)2

q2
+

)
e−2γt. (C.12)

Las eigenfunciones de enerǵıa son

φp0(q+, t) = (2π)−1 exp
(
i
mγ

4~
q2

+ + i
p0

~
q+

)
(C.13)

con los eigenvalores dados por Ep0(t) =
p20
2m
e−2γt.
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